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Capitulo 1

Introduccion.

La Optimizacién, dentro de la ingenierfa, va destinada sobre todo, a utilizar de forma
eficiente recursos limitados y que pueden ser asignados a actividades alternativas; en otras
palabras, la optimizacién tiene como propdsito analizar e identificar la mejor solucién posible,
entre todas las soluciones potenciales. Otro de sus objetivos serd la mejora continua de un
proceso, utilizando la minima cantidad de recursos y minimizando los costes de operacion,
lo que vendria a ser un aumento de la productividad. La idea de aplicar diferentes métodos
de optimizacién es facilitar el entendimiento y el manejo de los pardmetros que componen un
sistema, procedimiento u objeto. Sin embargo, rara vez el proceso de optimizacién da lugar a un
sistema realmente 6ptimo, ya que a menudo no existe una solucién de diseno que funcione bien
en todos los casos y, para poder optimizar la solucién, los ingenieros deben tomar los atributos
de mayor interés. Para poder encontrar esa solucion que es mejor que otra, necesitamos imponer
lo que denominaremos criterio.

Para que el ingeniero industrial pueda tomar este criterio, necesitara estar dotado de una
serie de conocimientos relativos al drea que pertenezca el proceso a optimizar. Sélamente cono-
ciendo el proceso en su totalidad se puede proceder a la operacién del mismo y a las operaciones
para su mejora. Serd indispensable que posea conocimientos bdsicos sobre la planificacién y
mantenimiento industrial, asi como conocimientos sobre manufactura y de automatizacién de
procesos de produccion.

Cabe resaltar que la toma de decisiones se va tornando cada vez mas dificil segiin él tamano
y complejidad de las empresas, sus problemas o por la cantidad de variables que manejan, en
especial cuando se tienen varios productos, materias primas y plantas de produccién. Por lo
tanto, saber dénde producir, qué productos, y a qué clientes tener en cuenta, se convierte en
un tema en donde es necesario la aplicacion de la investigacién de operaciones y de modelos
matemaéticos, los cuales ayudan a la disminucién y optimizacién de las actividades a realizar.
Optimizar puede ser una tarea dificil de llevar a cabo pero realizable, lo que requerira la
colaboracién y apoyo de todo el personal de la empresa encargado de dicho proceso.

Los problemas de optimizacién se componen principalmente de los siguientes tres elementos:

- Funcién objetivo: Es la medida cuantitativa del funcionamiento del sistema que se desea
optimizar (maximizar o minimizar). Como ejemplo de funciones objetivo se pueden mencionar:
la minimizacién de los costes variables de operacién de un sistema eléctrico, la maximizacién
de los beneficios netos de venta de ciertos productos, la minimizacién del cuadrado de las
desviaciones con respecto a unos valores observados, la minimizacién del material utilizado en
la fabricaciéon de un producto, etc.
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- Variables: Representan la decisiones que se pueden tomar para afectar el valor de la
funcién objetivo. Desde un punto de vista funcional, se pueden clasificar en variables indepen-
dientes (o principales o de control) y variables dependientes (o auziliares o de estado), aunque
matemadticamente, se trabaja con todas de igual forma. En el caso de un sistema eléctrico, serdn
los valores de produccién de los grupos de generacién o los flujos por las lineas; en el caso de
la venta, la cantidad de cada producto fabricado y vendido; en el caso de la fabricacién de un
producto, sus dimensiones fisicas, etc.

- Restricciones: Representan el conjunto de relaciones (que vendran expresadas mediante
ecuaciones y/o inecuaciones) que ciertas variables estéan obligadas a satisfacer. Por ejemplo,
las potencias méxima y minima de operacién de un grupo de generacion, la capacidad de
produccién de la fabrica para los diferentes productos, las dimensiones del material bruto del
producto, etc.

El término optimizacion se emplea en aquellos casos en que se maximiza o minimiza la fun-
cién objetivo, y resolver un problema de optimizacién consiste en encontrar el valor que
deben tomar las variables para hacer éptima la funcién objetivo, satisfaciendo el conjunto de
restricciones. Asi, por ejemplo, muchos sistemas dindmicos pueden ser caracterizados por ecua-
ciones diferenciales, de forma que se puede obtener la respuesta de un sistema, si se resuelven
éstas.

Los métodos de optimizacién se pueden clasificar en: métodos cldsicos (que son los algo-
ritmos que habitualmente se explican en las clases y/o en los libros de optimizacién; y que
alguno de los cuales se estudian en alguna de las asignaturas del Grado de Tecnologias Indus-
triales) y métodos metaheuristicos (que aparecieron ligados a lo que se denominé inteligencia
artificial e imitan fenémenos sencillos observados en la naturaleza). Dentro de los primeros, se
pueden destacar problemas de optimizacién lineal (y sus variantes), optimizacién no li-
neal (con y sin restricciones), etc. En el segundo grupo se incluyen los algoritmos evolutivos
(genéticos, entre otros), las biisquedas heuristicas (método tabi, busqueda aleatoria, etc.)
o los sistemas multiagente. De forma muy general y aproximada, se puede decir que los
métodos clasicos buscan y garantizan un éptimo local, mientras que los metaheuristicos tienen
mecanismos especificos para alcanzar un éptimo global aunque no garantizan su alcance.

A continuacién se muestran las expresiones matemdticas generales de algunos tipos de
problemas de optimizacién dentro de los métodos clasicos. Basicamente, los problemas se dis-
tinguen por el cardcter de las funciones que intervienen (lineales o no lineales) y de las variables
(reales/continuas o enteras/discretas):

Programacion Lineal (Linear Programming) PL

min, 'z

Ar =D
x>0
r,c,b e R", A e R™"

Programacién Cuadratica (Quadratic Programming) QP
min, 'z + 327 Qu
Ax =1b
x>0
r,c,b e R" A Qe R™"
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Programacion No Lineal (Non Linear Programming) NLP

min, f (z)

g(x)=0

h(xz) <0

\ [ <zx<u
f:R*" — R

[ 9, h:R" — R™

En este TFG nos centramos en estudiar casos de NLP.

El primer paso y el mds importante en el andlisis de un sistema dindmico es elaborar su
modelo matematico, es decir, describir matemdticamente las caracteristicas dindmicas del
sistema. Loos modelos mateméticos pueden tomar muchas formas, segin sea el sistema parti-
cular que se estd analizando y, segin sean sus circunstancias, una representacién matemaética
determinada o solucién puede ser més adecuada que otras para un mismo sistema.

El interés en la optimizacién se concentra en la solucién de problemas reales, los cuales
deben ser representados matemdticamente. La optimizaciéon de la representaciéon matemética
de procesos reales presenta dos tipos de problemas:

1. Formulaciéon del modelo matematico: Es el proceso en el cual se debe representar la
funcién a ser optimizada, es decir, la funcién objetivo.

2. Técnica de solucién: Es el paso en donde se suponen que los coeficientes y variables del
modelo no son variables aleatorias. Otro problema a tener en cuenta son los errores de redondeo
de la aritmética punto flotante.

Dentro del mundo de la Ingenierfa, uno de los objetivos es evitar los fallos. Sin embargo,
una maquina o un proceso siempre puede fallar, variando los resultados constantemente. Con
cada éxito surgirdn mas preguntas de como se podria optimizar aquello que ya se ajusto, es
decir, que es un proceso de mejora constante. Muchas veces la complejidad de un problema
hace imposible que por simple intuicién se puedan ver todas las alternativas o posibilidades que
se tiene enfrente. Por esa razén, en la ingenierfa es importante el uso de modelos matematicos
para ayudar la toma de decisiones para hacer frente a esa complejidad.

La optimizaciéon abarca muchos d&mbitos de la ingenierfa, como por ejemplo sistemas com-
plejos. La ingenierfa tiene la necesidad de mejorar los procesos de las empresas constantemente
para que puedan ser competitivas en el mercado actual, ya sea de produccién o de servicio. Por
esta razoén se les ha dado mayor importancia a las técnicas y herramientas que ayuden a lograr
esos cambios favorables. Los métodos de optimizacién como procesos y como herramientas se
crearon para el beneficio de las organizaciones y se han popularizado en empresas que buscan
ser exitosas, no solo en términos de la competencia que presenta el mercado, sino también a
partir de los beneficios que las mismas generan para la administracién en general.

Por otro lado, y dentro del andlisis matemaético, la programacion lineal y no lineal han venido
demostrando ser una herramienta sumamente eficaz, tanto en la modelizacién de problemas de
la vida real como en la teoria matemdtica. Los programas lineales facilitan la resolucién de
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problemas, debido a que la solucién es siempre uno de los vértices. Ademds, gracias a que la
cantidad de vértices es limitada, todo lo que se debe hacer es buscar todos los vértices factibles
y luego evaluar la funcién objetivo en dichos vértices para encontrar el punto éptimo.

Sin embargo, existen muchos problemas de optimizacién que son no lineales y llevar un
analisis de estos problemas involucra una relacién entre el dlgebra lineal, el andlisis matemaético,
el andlisis numérico y las técnicas de computacién. En el caso de problemas no lineales, los
mismos son mucho mads dificiles de resolver porque la soluciéon podria estar en cualquier parte
dentro de la regién factible o en un vértice. No obstante, la programaciéon no lineal se usa
ampliamente en ciencias aplicadas, tales como el diseno en la ingenierfa, el control de inventario
y en la exploracién geografica.

No cabe duda de que la optimizaciéon de procesos tiene varios matices, unos a favor y otros
en contra, pero lo cierto es que el término optimizaciéon dentro de la ingenieria puede llegar a
ser muy ambicioso, sobre todo para las empresas que actualmente se han visto obligadas a ajus-
tarse al entorno, nuevos estdndares, innovacién tecnolégica normativas legales o simplemente a
una escalada hacia una constante optimizacion de procesos exitosos. Por esta razon, optimizar
procesos puede llegar a ser un desafio muy costoso o incluso doloroso para la industria, pero
sin duda necesario.

Para finalizar este capitulo introductorio, comentar que el tema principal que se desarrolla
en este TFG es el de analizar diferentes métodos de optimizacién con restricciones (ilustréndo-
los con ejemplos sencillos) en el contexto del disefio, asi cémo la aplicacién de los mismos nos
lleva a resolver determinados problemas reales que pueden encontrarse en el trabajo habitual
de un ingeniero industrial. Al mismo tiempo, también hemos querido poner en realce alguna
de las técnicas y métodos, relacionados con estos temas, y que hemos estudiado en diferentes
asignaturas del Grado de Tecnologfas Industriales, especialmente en asignaturas del drea de
Matematica Aplicada. Asi, y para estudiar estos temas, en el capitulo siguiente de este TFG
realizaremos una descripcién formal del proceso de diseno, formulando un problema tipo y
construyendo modelos de éste; en el capitulo 3, proporcionaremos un andlisis general de los
principales métodos de optimizacién no lineal con restricciones (ya sean de igualdad o desigual-
dad); y finalizaremos, en el capitulo 4, formulando y/o resolviendo un conjunto de problemas
de diseno cuyas soluciones requieren de los conceptos y métodos introducidos en los capitulos
anteriores. Por 1ltimo, se incluye una resena sobre la bibliograffa que hemos consultado para
poder realizar este trabajo, asi como un 1ltimo capitulo en el que se han incluido los cédigos
de programaciéon que se han utilizado para resolver alguno de los problemas de los capitulos
anteriores.



Capitulo 2

Modelado y diseno.

2.1. Modelo y modelado.

Modelo: Esquema tedrico, generalmente de forma matemdtica, de un sistema o de una

realidad compleja (por ejemplo, la evolucién econdmica de un pais), que se elabora para

facilitar su comprension y el estudio de su comportamiento. Diccionario de la Lengua
Espanola, RAE.

Un modelo es una representacién matemaética simplificada de una realidad compleja. Mo-
delar es la accién de construir un modelo, de encorsetar la realidad. Implica la relacién entre
dos figuras (no necesariamente encarnadas por personas unicas sino por equipos): el modelador
(encargado de la especificacion y desarrollo del modelo) y el experto sobre la realidad (cono-
cedor del problema real). La mayoria de las veces, el desarrollo de un modelo puede involucrar
a un conjunto de expertos en diferentes disciplinas que aportan sus diferentes puntos de vista y
conocimiento a la hora de representar la realidad. Un modelo debe equilibrar todos los detalles
con la factibilidad de encontrar técnicas de solucién adecuadas.

Por tanto, un modelo es una herramienta de ayuda a la toma de decisiones y los resultados
obtenidos deberdn ser inteligibles y ttiles. Modelar es una ciencia que se basa en un conjunto
de procesos estructurados: andlisis y deteccién de las relaciones entre los datos, establecimiento
de las suposiciones y aproximaciones en la representacion de los problemas, y desarrollo o uso
de algoritmos especificos para obtener la solucién. La forma de resolver dependera también del
estilo de la persona encargada tanto en la especificacién, desarrollo como en la documentacion.
El desarrollo del modelo se harda mediante ciencias bésicas o herramientas de apoyo.

Entre los beneficios explicitos o implicitos, tanto para modelador como experto, derivados
del procesos de modelado en si mismo, se pueden mencionar:

- Ayuda a establecer un didlogo con intercambio de informacién entre modelador y experto.
- Organiza los datos, la informacién disponible sobre el sistema.

- Organiza, estructura y mejora la comprension del sistema.

- Internaliza la estructura organizativa de la empresa.

- Permite compartir supuestos y resultados entre modelador y experto.

- Proporciona un entorno &gil para el andlisis y la sensibilidad.

- Indica la decisién de mejora en las decisiones.
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2.1.1. Etapas en el desarrollo de un modelo.

Las etapas que componen el ciclo de vida de un modelo son las siguientes:

» Identificaciéon del problema: Se trata de la etapa de recoleccién y andlisis de la
informacion relevante para el problema, en el intercambio de informacién entre modelador y
experto, en establecer un vinculo asociativo y una estrecha coordinacién entre ambos.

Los problemas reales por lo general estdn definidos de forma vaga e imprecisa, lo que hace
necesario traducir e interpretar todos los detalles para convertirlos en ecuaciones matematicas.
Aqui se establecen y documentan los supuestos realizados que en posteriores etapas se deben
validar.

Esta etapa es fundamental de cara a que las decisiones, soluciones y conclusiones adoptadas
sean las correctas. Los datos suelen ser vitales para conseguir un realismo o aplicabilidad en las
soluciones.

» Especificaciéon matemaéatica y formulacién: Escritura matematica del problema de
optimizacion, definiendo sus variables, sus ecuaciones, su funcién objetivo, sus pardmetros. En
esta etapa se analiza el tamafio del problema, la estructura de las restricciones, su tipo (LP,
NLP, etc.). Es una etapa de creacién donde se debe prestar especial atencién a la precisién en
la formulacién y a la escritura de las ecuaciones que describen el problema.

En LP la eleccién de una formulacién de un problema, aunque importante, no afecta de
manera significativa a la resolucién del mismo. Sin embargo, en NLP la eleccién de la for-
mulacion es crucial, ya que pueden existir diversas alternativas de modelado que afectan de
manera fundamental en la resolucién del mismo, existiendo un desarrollo cada vez mayor en la
reformulaciéon de problemas.

Mientras que la caracterizacién de un problema LP resulta dificil segiin su tamano, pero
ha sufrido un gran cambio desde los desarrollos de los algoritmos simplex mejorados, y sobre
todo desde la aparicién de los métodos de punto interior, en los problemas de NLP si siquiera
se pueden dar criterios generales de tamano, ya que la dificultad de resolucién no tiene por qué
estar ligada al tamano del mismo (puede ser incluso preferible reformular un problema aunque
aumenten las dimensiones, siempre que se logre una resolucién mas eficiente).

» Resolucién: Se trata en esta fase de lograr implantar un algoritmo de obtencién de
la solucién numérica 6ptima o cuasiéptima. El algoritmo serd de propésito general (método
simplex) o especifico. Se podrén utilizar varios métodos para su solucién y por ello, el tiempo
de resolucién dependerd de cémo se haya formulado. La solucién éptima debe ser lo suficiente
satisfactoria ya que es una guia de actuacién para el experto.

» Verificacién, validacién y refinamiento: En esta etapa se eliminaran los errores en la
codificacién, de forma que el modelo haga lo que se ha especificado matematicamente en la etapa
de resolucién mediante su escritura en un lenguaje informético. Hay que comprobar la validez
de las simplificaciones realizadas a través de los resultados obtenidos, incluso contrastando éstos
con situaciones reales ya transcurridas o comprobando que los resultados son cocherentes con
respecto a lo que sucederfa en la realidad.

Esta etapa da lugar también a nuevas necesidades de refinamiento en el modelado para
mejorar la capacidad de representacion del sistema, como por ejemplo eliminar la linealidad y
hacer el modelo no lineal. Ademds, también se puede abordar el refinamiento matemético en la
formulacién para hacerla mas eficaz.
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» Interpretacion y andlisis de los resultados: Esta etapa consiste en proponer solu-
ciones. Permite conocer en detalle el comportamiento de modelo al hacer un anélisis de sensibi-
lidad en los parametros de entrada, estudiar diferentes escenarios plausibles de los pardme-
tros, detectar soluciones alternativas cuasiéptimas pero suficientemente atractivas, comprobar
la robustez de la solucién éptima.

» Implantacién, documentacién y mantenimiento: Esta etapa es fundamental en
el desarrollo de modelo para garantizar su amplia difusién. La documentacién debe ser clara,
precisa y completa. El manual de usuario deberd incluir la especificacién técnica funcional,
matematica e informética. El cédigo debe incluir una adecuada documentacién para facilitar
la tarea de mantenimiento. Hay que tener en cuenta que la mayor parte del ciclo de vida de un
modelo no estd en el desarrollo sino en sus fases de uso y mantenimiento. Ademads, es importante
anadir en esta etapa la tarea de formacion para los usuarios del modelo.

2.2. El proceso de diseno.

Diseno: Proyecto, plan que configura algo (por ejemplo, plan urbanistico). Diccionario de la
Lengua Espanola, RAE.

En ingenierfa, el diseno es la funciéon méas importante a desarrollar por parte del ingeniero,
debido a que es lo primero a abordar al crear un ente (un objeto, un sistema, procedimiento,
etc.) para realizar una funcién especifica. Algunas de las operaciones susceptibles a mejorar en
un proceso industrial pueden ser operaciones de cuello de botella, actividades que consumen
mucho tiempo, trabajos repetitivos, tareas que requieren largos recorridos o simplemente un
mejor aprovechamiento del espacio. El diseno de éste serd esencial ya que todos los procesos
posteriores tales como produccién, transformacién, comercializacién que se realicen derivardn
de este proceso. Para ello, el ingeniero deberd estructurar todas las fases de cara a lograr el
disenno més optimo a la situacién problemdtica que se le plantea.

El diseno se puede describir como el proceso mediante el cual es posible proporcionar su-
ficiente informacién sobre el ente para permitir su realizacién. Una vez que se completa el
proceso, también habra que valorar el resultado obtenido y comprobar si éste es viable.

En muchas ocasiones, los problemas que se presentan en una industria no se muestran de
forma explicita sino que se deben llevar a cabo una serie de actividades e investigaciones con
el fin de detectar el problema que afecta realmente a la produccién o a una determinada area
de la empresa. Por ello, se precisa de habilidad de sintesis de informacién, capacidad analitica,
creatividad y liderazgo, entre otras.

Cuando esto se haga y el problema quede identificado, se procedera a estudiar cuidadosa-
mente las restricciones dadas, tanto por el medio que nos rodea como por la propia empresa o
persona que nos esté solicitando el diseno.

Una vez hecho esto y con toda la documentacion respecto al problema planteado con todas
sus restricciones del caso bien contextualizadas, se procederd a generar el mayor nimero de
ideas que sean posibles como soluciones del problema. Posteriormente y con el mayor niimero
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de soluciones posibles, se debe seleccionar las que cumplan de la mejor manera posible los
criterios de seleccién y las restricciones impuestas, lo que llevard al inmediato descarte de
las soluciones no viables y a estudiar detenidamente las que queden. Una idea viable serd
aquella que su desempeno técnico, coste, tiempo y esfuerzo humano que lleva implementarla
esté dentro de lo aceptable. Por tanto, la solucién que se llevard a cabo finalmente serd la de
mayor viabilidad después de realizar un proceso iterativo comprobando todas las soluciones que
habfamos generado como validas.

Los conceptos fundamentales del proceso de diseno desde el punto de vista matemaético se
describen en las etapas siguientes, las cuales estan abiertos a una interpretacion relativamente
amplia dependiendo del problema especifico a resolver:

1. Definir el problema.

2. Decidir qué datos de salida se necesitan para especificar una solucién del problema.

3. Decidir qué datos de entrada se necesitan para plantear el problema.

4. Desarrollar modelos que se puedan usar para obtener los resultados requeridos a través
de los datos de entrada.

5. Usar los modelos con los que se obtendrd una solucién para un conjunto dado de datos
de entrada.

6. Evaluar la solucién en términos de las restricciones y los criterios.

7. Repetir tantas partes del proceso como sea necesario para obtener una solucién satisfac-
toria.

A continuacién, y como ejemplo de los procesos de modelado y diseno, se analiza un pro-
blema que se usard como caso de estudio mediante algunos de los métodos de optimizacion
que estudiaremos en este TFG. En las dos siguientes secciones se presentars el problema (co-
rresponde con lo descrito en el paso 1 anterior) y se establecerdn los modelos matematicos del
mismo (corresponderd a lo descrito en los pasos 2, 3y 4).

2.3. Descripcién de un problema.

Supongamos que se pretende construir un gran concentrador solar parabdlico, y que el ancho
s de la pardbola se ha elegido igual a 40 pies. La pardbola debe enfocar la energfa solar en un
tubo colector cuyo eje estd en el foco de la pardbola.

Para su construccién, vamos a suponer que se ha tomado la decisién de formar la parabola
con paneles planos de 1 pie de ancho (intentar construir la pardbola en una sola pieza podria
haber sido rechazada al ser demasiado engorrosa; en total serfa sobre 12 metros de ancho).
Ademds, supondremos que la forma parabdlica se debe obtener sujetando los paneles en los
puntos medios de su ancho a cables de soporte de modo que los cables formen pardbolas cuando
estén suspendidos. Los paneles han de estar alineados con las tangentes a la pardbola en los
puntos de sujeccién.

En la siguiente figura se muestra una disposicién plana del sistema de paneles la cual se
encuentra sin suspender, es decir, con el cable extendido en linea recta. En la imagen sélo
se muestra un cable (el otro es paralelo al visible y estd al otro lado de los paneles) y se han
retirado los paneles alternos. Sin embargo, se han preservado todos los dispositivos de sujeccion.
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En esta configuracién, las distancias entre los puntos de sujeccién no son iguales.

FPanel
1 pie
——
’
T R O O
w \ ‘
Extremo —
izquierdo del Fijacion Extremo
de los derecho
cable
paneles del
cable

La forma parabdlica se obtendra cuando los cables estédn suspendidos de modo que la distan-
cia horizontal entre los extremos derecho e izquierdo sea igual al ancho s de la pardbola. En la
configuracion suspendida, el extremo izquierdo A estd a 20 pies por encima del suelo mientras
que el extremo B lo estard cuando mucho a 20 pies por arriba del suelo. En esta configuracion,
la separacion horizontal entre las sujecciones del panel es constante e igual a 1 pie, debido a que
para obtener la forma parabdlica se requiere una carga uniforme del cable. A continuacién, en
la figura siguiente se muestra una vista del sistema suspendido. En ella, se incluyen dos sistemas
de coordenadas. El sistema de coordenadas (p, q) es un sistema fisico en donde p coincide con
el suelo y el eje q pasa por el extremo izquierdo A. Si los paneles se enumeran desde 1 hasta
40 empezando por la izquierda, la carga uniforme requiere que la coordenada p del panel j sea
(7 —0,5) pies. Por otro lado, el sistema de coordenadas (z,y) es un sistema auxiliar con origen
en el punto inferior de la pardbola. Este origen es ubicado por la distancia horizontal d y por
la distancia vertical h, y la distancia focal de la pardbola se denota por m; el tubo colector se
debe localizar en el foco.

La condicién operativa es cuando el sol estd en el cenit. Puesto que la potencia solar incidente
se pierde a través de los espacios que hay entre los paneles, el concentrador solar no es tan eficaz
como uno que esté formado por una sola pieza. Esta potencia solar disponible serd proporcional
a la proyeccion horizontal total de los anchos del panel, por lo que es posible definir la eficacia
de captacion n de la pardbola como la razén de la proyeccion horizontal total sobre el ancho s.

11



2.4. MODELADO DEL PROBLEMA. Capitulo 2. Modelado y diseno.

El objetivo del disenio para nuestro concentrador es maximizar la eficacia de captacion 7.

g Paneles
A 21 i S
—— | F".
¥ ,-'!” ]
T 4 7 Cable
&
- ._
S _ Tubo |\ | | B
| [cane 7
gakss X
d p
5 = 40 pies

Con lo explicado hasta ahora, el problema quedaria ampliamente definido y el siguiente
paso serfa abordar especificaciones adicionales y proporcionar un resumen descriptivo de la
definicion.

Una vez especificado que el ancho s de parabola es de 40 pies, que la altura del extremo A
mide 20 pies y que la del extremo B puede ser como mucho igual a 20 pies, resulta evidente
que el tubo colector debe quedar dentro de los 40 pies de ancho y que tendrd que estar por
arriba del punto inferior de la pardbola. Impondremos la condicién adicional de que no debe
estar por encima de 18 pies del suelo. Ademds, suponemos que la carga se debe al peso de
los paneles y que el peso del cable se desprecia. La tensién maxima del cable no excedera de
900 lb. Se calcula que la carga w en cada una de las 40 sujecciones es de 25 lb. Por tanto, la
distribucién de carga es uniforme a 25 1b. por pie horizontal. Asi, se puede resumir el problema
de la siguiente manera:

- Objetivo y criterios principales: Proporcionar detalles suficientes sobre la ubicacién
de los puntos de sujeccién de los paneles de forma que se pueda lograr la construccién de un
concentrador solar parabdlico. Se debe maximizar la eficacia de captacién 7.

- Restricciones: El extremo A del cable ha de tener coordenadas fisicas (p,q) iguales a
(0,20) pies y no debe ser mds bajo que el otro extremo B. El foco de la pardbola no estard mas
alto de 18 pies con respecto al suelo y no debe caer fuera del ancho s entre extremos A y B.
Los cables deben estar suspendidos y estan sujetos a una tensiéon maxima de 900 lb.

Como hemos podido observar, en esta primera parte se ha detallado la primera etapa del
proceso de disenio y no el inicio de todo el proceso de diseno. Esta etapa ha sido el resultado
de la parte que implica mediciones y decisiones sobre la construccion del concentrador solar.

2.4. Modelado del problema.

Ahora se van a considerar los datos de salida y entrada del problema y los modelos a los
que se van a vincular, es decir, los pasos 2, 3 y 4 del proceso de diseno. Un conjunto de datos

12
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de salida evidentes serdn los datos de salida de la ubicacién de los puntos de sujeccién. La
ubicacion del punto de sujeccién para el panel j se podra definir como la distancia \; a lo largo
del cable desde el extremo A. Para evaluar una solucién en términos de restricciones también
se requiere la distancia focal m y la tension méxima T),;,.. Ademds, para nuestro criterio se
requiere definir la eficacia como 7). Otros datos de salida que necesitaremos seran la longitud del
cable L, la altura ¢, del extremo B y las ubicaciones del panel en las coordenadas del sistema
fisico (p, q) para describir la forma de la pardabola.

Por otro lado, los datos de entrada van a ser variables que hagan que los modelos produzcan
los resultados deseados. Estos datos de entrada que optimizan el problema también se pueden
considerar como parte del resultado. Dos variables suficientes para describir la pardbola son las
distancias d y h descritas en la ltima gréfica anterior, las cuales ademds son faciles de entender.
Las demds restricciones se pueden satisfacer considerando el espacio libre entre suelo y el cable,
la elevacién del punto B y la ubicacién horizontal del foco imponiendo restricciones sencillas
directamente sobre los valores posibles de d y h. Los otros datos de entrada son la carga w del
panel (25 1b), el ancho s (40 pies) y las coordenadas p para la sujeccién de los paneles de modo
que la carga horizontal sea uniforme. Estas coordenadas estdn dadas por

pj = j — 0,15; 7=12,..40 (2.1)

Ahora ya podemos considerar los modelos que permiten obtener los datos de salida para
los valores de entrada d y h. Primeramente, se observara que el foco estd localizado directa-
mente arriba del punto mds bajo de la pardbola y que el valor miimo de d es § cuando los
extremos A y B estdn en la misma elevacién. Si B estd mds abajo que A, el punto més bajo
de la pardbola estd a la derecha del punto medio del ancho. También se ve que con un valor
nulo de h se obtiene un cable horizontal cuyo foco esta en el infinito. La imposicién de estas
condiciones

“<d< s 0<h <20 pies (2.2)

N |

asegura una distancia focal finita y satisface las restricciones de modo que A no estard debajo
de B, que el foco deberd estar en alguna parte sobre el ancho s, y que el cable debe estar arriba
del suelo. Estas condiciones no tienen porqué satisfacer otras restricciones del problema.

El modelo para la pardabola en coordenadas auxiliares (z,y) es

$2

- = (2.3)

Y

El punto A tendrd coordenadas (x,y) iguales a (—d,h), mientras en el punto B serdn
(s —d,y), con y, que habré que determinar como parte del diseno. Estos datos y la ecuacién
de la pardbola (2,3) se usan para obtener la distancia focal m y la coordenada y, como

d? s —d)?
m=-—; bei( )

o (2.4)

4m
La restriccién sobre la altura del foco se puede expresar en términos de h y m como
h —m > 2 pies (2.5)

13



2.4. MODELADO DEL PROBLEMA. Capitulo 2. Modelado y diseno.

Los modelos relacionados con la tension del cable los obtendremos a través de los principios

de la Mecdnica. Para una carga uniforme w por pie horizontal, la componente serd constante e
igual a

Ty = 2mw (2.6)

La tension T en cualquier punto del cable sera tangente al cable a un dangulo # con respecto a la
horizontal. Asi, quedara relacionada con Ty de la siguiente forma

1o
T = 2.7
cos(0) 27)
donde 6 lo obtenemos mediante la derivacién de la férmula de la parabola
d
0= arctan[d—gyc] = arctan[%] (2.8)

Como se puede ver, la tensién méxima se dard cuando 6 sea lo mds grande posible, es decir,
cuando esté en el punto ma&s alto sobre A posible. Por tanto, la restriccién sobre la tensién
méxima se podrd escribir como

2muw
cos (6,)

2
Tt = = wdy |1+ (i> <900 1b (2.9)

2h

Las coordenadas x que corresponde a las coordenadas fisicas p de la ecuacion son
x; =p;—d; j=1,2,...,40 (2.10)
y las coordenadas y que corresponden a la ecuacién (2,3) son

N2
Y = (i;); j=1,2,...,40 (2.11)
m

La relacién entre las coordenadas g e y proporciona g, y ¢; como

La proyeccién horizontal del panel j de 1 pie de ancho es simplemente el ancho multiplicado
por el coseno de 6 en (z;,y;), a la que denotamos por

.1' .
= ( <—J>> = 1,2,..,40 9.13
§; = cos (arc an (o J (2.13)
por lo que la eficacia de captacién 7 se calcula como

1 40
==Y ¢ (2.14)
7=1

5 4=

El resto de cantidades de salida son las longitudes del arco A; desde el punto A hasta los
puntos de sujeccién del panel, y la longitud L del cable. Se pueden encontrar a partir de las
integraciones de longitudes de arco

xj dy 2 s—d dy 2
PV 1 — | dz; L= 1 —= 1 d 2.1
: /d \ *(m) " /d \ +(al:zc ! (215)
14
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siendo los resultados de las integrales

A= [flz) = f(d); L= f(s—d)— f(=d) (2.13)
donde f(z) se define como

1) =2 il @) ) = V@A) (2.17)

Para este problema se puede observar que se ha generado un gran nimero de modelos.
Algunos son modelos usados como pasos previos de cara a obtener otros modelos. Cuando
hacemos usos de modelos para a través de ellos llegar al resultado deseado, se usa lo que se
conoce como andlisis descendente. Este andlisis comienza con lo que se desea y se procede
mediante los modelos apropiados hasta llegar a los datos de entrada. El andlisis descendente
para calcular la funcién de criterio 1 se resume mediante el siguiente drbol.

n
[2.14]
\
:
[2.13]
4 A\
HI m
FJ/ [2.10] [2.4]
J : [2.1] ! , \
j ] d d h

La cantidad 7 en la parte superior es la raiz del drbol, y los extremos inferiores son datos
de entrada. Las flechas muestran como una cantidad depende de otras situadas mds abajo en
el &rbol. El cédlculo de 7, que se realiza en orden inverso a partir de los datos proporcionados,
se denomina analisis ascendente.

Las restricciones del problema se deben comprobar también. La ecuacién (2,5) se usa con
los valores de h y m para verificar la restriccién del foco, y la tensiéon méxima Ty, se calcula
a partir de w, d y h para verificar la restriccién (2,9). Otros datos de interés son la longitud L
de cable y las longitudes de arco \;, la altura g, a la que se encuentra suspendido el extremo B
de los cables y las coordenadas fisicas (p, ¢) del sistema suspendido. Para obtener su resultado,
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2.4. MODELADO DEL PROBLEMA. Capitulo 2. Modelado y diseno.

Ly \; se hallan mediante (2,16) , ¢, a partir de (2,4) y (2,12), y las coordenadas (p,q) se
hallaran con las ecuaciones (2,1), (2,11) y (2,9).

Una vez desarrollado esto habremos finalizado los puntos 2, 3 y 4 del proceso de diseno y
podemos pasar al punto 5 del proceso escribiendo y probando un cédigo para obtener datos
que satisfagan las ecuaciones (2,2), (2,5) y (2,11). El cddigo se usard para hallar los valores
de entrada d y h que maximizarén la funcién de criterio 7(d, h). En el siguiente apartado,
estudiaremos los distintos métodos para optimizar la solucién.
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Capitulo 3

Métodos de optimizacion.

En la optimizacién de un diseno a menudo se utilizan los pasos 5, 6 y 7 del proceso de
diseno. Por normal general, es necesario determinar una solucién para un conjunto de valores
de entrada e iterar con un éptimo con base en evaluaciones de soluciones previas.

En este TFG nos centraremos en algunos de los métodos mads utilizados para la resolucién de
problemas de programacién no lineal, por lo que serd necesario estudiar criterios y métodos de
optimizacién més generales para resolver problemas en las que restricciones y /o funcién objetivo
son no lineales. Ademads, nos servird para destacar las ventajas que tiene el modelar un problema
de manera que tanto restricciones como funcién objetivo sean lineales. Para enfrentarnos al
problema, hemos que tener un criterio general de optimalidad (local): Para que un punto factible
sea dptimo se necesita que la funcion objetivo no sea mejor en un entorno factible del punto,
es decir, que todas las direcciones en que se mejora la funcion objetivo, son infactibles. Este
criterio toma formas mas especializadas para estructuras de problemas mas especificas.

Para hacer el estudio un poco mas ordenado, dividiremos la materia en 2 partes diferen-
ciadas: Optimizacion sin restricciones 'y Optimizacion con restricciones.

La optimizacién irrestricta es aquella en la que no tenemos restricciones de diseno, por
lo que un tipico planteamiento del mismo suele venir dado en la forma

{ min f (x)

s.a.x € R

Para que un punto x* sea 6ptimo, se requiere, como bien hemos estudiado, que v/ f(x*) = 0.
Por ello, necesitamos de algiin procedimiento eficiente para encontrar puntos estacionarios
(es decir, puntos solucién de v/ f(x) = 0). Es aqui donde aparece el concepto de métodos de
descenso, dentro de los cuales existen métodos iterativos que nos permiten llegar a éptimos
locales (puntos estacionarios). Dentro de estos métodos se pueden destacar, por ejemplo, el
método del gradiente y el método de Newton.

Por otro lado se tiene la optimizacién restringida, que, como podemos imaginar, es la
. . ., . . . ~ « ., —
optimizacion en la cual tenemos restricciones de diseno. En este caso, la condicién 57 f < x k) =0

no nos sirve pues el 6ptimo puede estar en la frontera de nuestro espacio de soluciones factibles
donde ella no necesariamente se cumple. De esta forma surgen, entre otros, el método de los
multiplicadores de Lagrange y las condiciones de Karusk Khun-Tucker (KKT).
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3.1. BUSQUEDA EXHAUSTIVA. Capitulo 3. Métodos de optimizacion.

En este capitulo expondremos algunos métodos para resolver un problema de optimizacién
global con restricciones. Algunos de éstos solamente utilizardn bisquedas evaluando la fun-
cién objetivo, aunque el método més cldsico requiere una solucién del sistema de ecuaciones que
se obtiene igualando a cero las derivadas parciales de esta funcién. La presencia de restricciones
rige el método directo de derivadas iguales a cero, ya que la solucién 6ptima del problema
restringido en general no coincide con un punto estacionario de la funcién objetivo. En vez de
ello, a menudo se encuentra un valor éptimo con derivadas diferentes de cero en un punto sobre
una o més fronteras de las restricciones.

A continuacién, se analizardn los métodos de bisqueda exhaustiva y el método de los multi-
plicadores de Lagrange como opcién a los métodos de biisqueda y como medio para explicar por
qué es 1til la biisqueda en la frontera de las restricciones. Por ultimo nos referiremos brevemente
a otros métodos que pueden ser interesantes para la optimizacion global. Entre éstos, destacar
los métodos (numéricos) del gradiente y el de Newton. En la tltima seccién de este capitulo, nos
referiremos brevemente al modelado en GAMS, que es un tipico lenguaje de modelado utilizado
para resolver todo tipo de problemas de optimizacién, y del cual existe una amplia biblioteca
de programas implemantados, y que son facilmente adaptables a los problemas que se estu-
diarén en el capitulo siguiente. De hecho, la mayorfa de ellos los hemos resuelto utilizando este
lenguaje.

3.1. Biisqueda exhaustiva.

La busqueda exhaustiva es un método de fuerza bruta, en donde se usa una resolucién
relativamente alta para buscar una regiéon donde se obtenga una solucién 6éptima que satisfaga
las restricciones. El mismo se va a aplicar a nuestro problema de estudio introducido como
ejemplo en el capitulo anterior. En el mismo, la ecuacién (2,2) proporciona fronteras posibles
para una regién de busqueda. Una inspeccién de la ecuacién (2,5) rapidamente nos permite
reducir el intervalo de h atin més incluso (2 pies < h < 20 pies) porque m es positivo. En
el pseudocédigo mostrado en el capitulo 6 se proporciona un cédigo de estudio (que hemos
elaborado en Java y ejecutado en NetBeans IDE 8.2) para nuestro caso particular. En este
cédigo se incluye sélo el procedimiento necesario para restricciones y funcién objetivo.

Si se usa una resolucion de 0,5 pies para d y h, los valores de entrada serdn:

dm'm - 20707 dma:c - 40>07 nNg = 41a hmin - 2757 hmax - 19757 np = 35

Por consiguiente, el programa realizara la biisqueda en un total de 1435 puntos (resul-
tado de realizar ng - ny, donde cada uno de estos factores representan el nimero de puntos que
se han considerado en el intervalo donde varia la correspondiente variable d o h). Los resultados
de la bisqueda dan un 7 maximo de 0,8951 en (dopt, hopt) = (26,5, 14,5) pies. De los 1435 puntos
buscados, tan sélo 220 no han violado al menos una restriccién.

Es evidente que este método es ineficaz. Es posible lograr una eficacia mayor mejorada
mediante una variacién en la que se se realicen bisquedas consecutivas comenzando con una
malla de baja resoluciéon y acabando con una de alta resolucién. La resolucién de la bisqueda
inicial debe seguir siendo suficientemente aceptable para retener las caracteristicas de compor-
tamiento de la funcién objetivo. En la tabla siguiente se muestran los detalles y resultados
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de tres bisquedas consecutivas para obtener de manera mas eficaz los mismos resultados que
antes:

Niimero de bisqueda 1 2 3
dmin (pies) 20 20 23
dmax (pies) 40 28 27
hin (pies) 4 10 12
hmax (pies) 18 18 16
np 8 9 9
Resolucion (pies) 2,0 1,0 0,5
Mt 0,8793 0,8892 0,8951
dopt (pies) 24 25 26,5
hopt (pies) 14 14 14,5
Puntos validos 13 44 46
Puntos totales 88 81 81

En la tabla se observa que en las tres biisquedas sucesivas se analizaron 250 puntos, y que
el nimero de puntos véalido fue de 103, lo que es mucho menor que los 1435 analizados y los
220 de la bisqueda original. La regla empirica que se usé para las biisquedas segunda y tercera
fue establecer limites de d y h a dos espacios de malla a cualquier lado de los valores éptimos
obtenidos en la bisqueda previa. La suficiencia de esta regla se debe parcialmente al hecho de
que en la regién de valores d y h vélidos no existen méximos locales muiltiples para 7.

Los resultados de las biisquedas, si bien no siempre permiten resolver el problema facilmente,
s que senalan las propiedades que se pueden utilizar para solucionar problemas de optimizacién
restringidos; a saber, en un problema cuya solucién 6ptima estd limitada por las restricciones,
la bisqueda del 6ptimo puede estar restringida a las fronteras de las mismas. Para buscar
entonces este 6ptimo en la frontera, vamos a utilizar un resultado conocido (entre otras cosas,
por haberlo estudiado y aplicado en alguna de las asignaturas de Matematicas del Grado): el
método de los multiplicadores de Lagrange, que se desarrolla (y se aplica a nuestro problema)
en la siguiente seccion.

3.2. Multiplicadores de Lagrange

Para problemas de optimizacién con restricciones de igualdad, el método de los multipli-
cadores de Lagrange proporciona condiciones necesarias que deben cumplirse en el 6ptimo.
Como en el anterior método, usaremos de ejemplo el problema de la seccién del proceso de
diseno establecido en el capitulo anterior. El objetivo de este método es convertir el problema
en otro sin restricciones, para lo que se amplia el problema inicial (con variables x1, zo, ..., x,)
en m variables \; (que son los multiplicadores de Lagrange), tal que su solucién coincida
en las variables x; con el primitivo y cumpla las restricciones h(x) = 0. El problema general
para este método es optimizar una funcién de n variables sujetas a m restricciones con m no
mayor que 7n:

Dada la funcién de criterio y las restricciones expresadas por

Funcion: fzy,xe, .., 2y)

Restricciones: 2i(z1, T2, ..., xy) =0; j=1,2,...,m, conm <n
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el procedimiento para optimizar esta funcién empieza con la formacién de una nueva funcién
G a partir de la inicial y de las restricciones, y que vendrd dada por

G(T1, T2, oy Ty My A2y ooy A) = (21, T2y ooy ) + Z Nz (X1, Ta, ..o, Ty
j=1

donde las constantes \; son los multiplicadores de Lagrange antes mencionados. A esta funcién
se le llama funcién langrangiana.

Posteriormente, el sistema de ecuaciones

{ 9¢ —0; i=1,2,..,n

oG _ . 5 —
8_/\]' —O, ] —1,2,...,m

se resuelve para los valores z; y \;, y entre las soluciones obtenidas para las variables (1, 2, ..., 2;,)
(puede existir mas de un conjunto de soluciones) se encuentras los valores que optimizan

f(xl, T2, .uny xn)

Las derivadas de G con respecto a A; son simplemente las funciones z;(zy, x2, ..., T,) que es-
pecifican las restricciones. Por consiguiente, si m es igual n, la solucién 6ptima ocurre en la inter-
seccion de todas las restricciones. En este caso, el método de los multiplicadores de Lagrange es
igual a encontrar x; a partir del sistema reducido de ecuaciones

2i(z1, T2, .., x,) =0; j=1,2,...,m=mn

A continuacidn, se aplica este método de los multiplicadores de Lagrange al estudio del caso
considerado:

Recordamos que el problema por resolver en nuestro estudio es el caso de la maximizacién de
la funcién de dos variables 7(d, h) sujeta las restricciones (2,2), (2,5) y (2,9). Se supondra que la
solucién buscada estard en alguna parte de las fronteras de las restricciones. El paso preliminar
en la resolucién del problema mediante multiplicadores de Lagrange es la determinacion de
estas fronteras.

Las fronteras que correspondian a la ecuacion (2,2) son las rectas d = 20, d = 40, h = ey h =
20—e¢, donde € es una cantidad positiva arbitrariamente pequena. Las fronteras correspondientes
a las otras dos ecuaciones (2,5) y (2,9) estdn representadas por igualdades en las restricciones
y se pueden expresar en forma funcional como

z1(d,h) = h —d®/(4h) —2 =0 (3.18)

z(d, h) = (wd)*(1 + [d?/(2R)]*) — 900% = 0 (3.19)

Es facil por tanto obtener d en términos de h a partir de la primera ecuacién y h en términos
de d a partir de la tercera. Las fronteras de las restricciones son, por tanto,

d=2Vh2— 2h (3.20)

wd?

no— 2
V9002 — (wd)?

(3.21)
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Como la funcién objetivo 7(d, h) tiene dos variables, no se podréd tratar con mas de dos
restricciones a la vez. Como se observa en la figura siguiente el estudio tiene cuatro fronteras
de restriccién significativas.
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Asi, se elegirdn las dos fronteras donde se espere que esté la solucién. Si suponemos que estas
fronteras son aquellas para la distancia focal y la tensiéon méxima definidas por las ecuaciones
(3,19) v (3,20), el problema a resolver consta de

% -0- 2
{ S () = 0= 2 (dh) (3.22)

con GG definida como
G(d, h, )\1, )\2) = T](d, h) + )\121 (d, h) + /\222(d, h) (323)

De inmediato se ve que la solucién se encuentra en la interseccion de las dos fronteras de las
restricciones, y, si se halla la misma, ésta viene dada por (dyp; hopt) = (26,40; 14,24), con valor
éptimo dado por 7,,, = 17(26,40; 14,24) = 0,8973. Se puede observar que el resultado obtenido
es muy similar al encontrado a través del método de biisqueda exahustiva realizado en la seccién
anterior.

Ahora, vamos a suponer que se permite una tensién mdxima de 1200 Ib. Si usamos el
mismo planteamiento de los multiplicadores de Lagrange, obtenemos de nuevo una solucién en
la interseccion de las fronteras de restricciones, pero esta solucién NO corresponderia al valor
méximo de 7 que es permitido en el problema de diseno. Por ello, es importante distinguir entre
los planteamientos del problema de diseno y el de los multiplicadores de Lagrange. Recordamos
que en el problema de diseno modificado se pretende maximizar n de forma que 7,,,,, no exceda
los 1200 1b y de modo que (h —m) no sea menor que 2 pies; sin embargo con la aplicacién del
método de multiplicadores de Lagrange, se ha maximizado 1 de modo que 7,,,,, es igual a 1200
Ib y con h —m exactamente igual a 2. Por tanto, al elegir los multiplicadores de Lagrange, se
presupone que la solucién 6ptima estd realmente en las fronteras de las restricciones de diseno
elegidas.

El problema modificado con 1200 lb como limite superior para T,,,, tiene una solucién
6ptima sobre la frontera definida por la ecuacién (3,20). Asi, el problema a resolver para el caso
de multiplicadores de Lagrange se compondra de un sistema de tres ecuaciones

5 (3.24)
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con

G(d, h, A1) =n(d,h) + M\ z(d, h) (3.25)

La solucién a la ecuacién (3,24) se hard mediante el método de Newton-Raphson, que
explicaremos en la seccién siguiente. Este método evalia la primera y segunda derivada parcial
de 1y 21 con respecto a d y h. Las derivadas de 2; las expresaremos analiticamente, pero las de
7 se deberdn encontrar numéricamente. Hemos realizado los célculos con wxMaxima (el cédigo
correspondiente se ha incluido en el dltimo capitulo), y se han obtenido los siguientes resultados
(en la siguiente tabla no se incluye el valor que se ha obtenido para A;):

(25,14) 0,8891577845463412
(27,2987818802697, 14,6750513244775)  0,8980790308577401
(27,97904029091228, 15,02520820643025) 0,8982942044048834
(28,05061513418478,15,06091198592811) 0,8982692834685484
(28,01974245524274,15,04551496417471) 0,8982696161117387

— 0,8891577845463412
0,0089212463113989 0,898190411654284
2,151735471432881 - 10~*  0,8982691040879086
1,902526108082947 - 10~*  0,8982692858727861
3,326431903261096 - 10~7  0,8982696165358409

Otra opcién para encontrar una solucion directa de (3,24) serd buscar a lo largo de la frontera
de las restricciones. Debido a que la definicién de (3,25) presupone que el 6ptimo estéd sobre
la frontera de la restriccion descrita por z;1(d,h) = 0, la busqueda se puede restringir a esta
frontera. La eleccién entre una solucién directa y una bisqueda en la frontera serd dictada por
la facilidad de ejecucién, el esfuerzo computacional requerido y el nivel de exactitud deseado.

La buisqueda de un método 6ptimo sobre una frontera de las restricciones es més eficaz que
buscar en la regién acotada por las fronteras. Sin embargo, no se sabe a priori si el éptimo
ocurrird en la frontera. Una estrategia para tratar con esta situacién es buscar primero la
solucién en la frontera y luego intentar una optimizacién global. Si la optimizacién conduce
fuera de las fronteras de las restricciones, entonces la solucién en la frontera que se encontré
antes es la que se desea.

3.3. Otros métodos.

En esta seccién se comentan (a modo de esquema de aplicacién) otros métodos que también
se suelen emplear para optimizar problemas no lineales, con y sin restricciones. Entre los mismos,
podemos destacar (por comodidad, siempre se introducen para problemas de minimizacién; de
forma andloga podria hacerse para problemas de maximizacion).
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3.3.1. Meétodos de descenso (optimizacién sin restricciones).

Dentro del marco de la optimizacion sin restricciones, existen métodos iterativos que per-
miten llegar a éptimos locales (puntos estacionarios). Entre los mismos, se destacan: método
del gradiente y método de Newton-Raphson.

Método del gradiente.

Este método se basa en el hecho que la direccién de méximo ascenso de una funcién estd
dado por su gradiente (y por tanto, la de mayor descenso viene dado por menos (-) el gradiente).
La férmula que se suele aplicar de recursién es la dada por:

X1 = X — MV (Xy) (3.26)

con )\, determinado por la minimizacién de la siguiente funcién de variable A :

h(A) =f(Xk— VS (Xk)) (3.27)

Nota: Si el problema fuese de encontrar el méaximo, A\, vendria determinado por la maxi-
mizacién de la funcién de variable A :

h(N) =f(Xk+NVS(Xk)) (3.28)

Método de Newton.

Este método se basa en una aproximaciéon de Taylor de 2do orden de la funcién objetivo.
Luego se minimiza (o maximiza) esta aproximacién igualando su gradiente a cero. A partir de
ésto, se llega a la siguiente férmula de recursion:

-1
X=X —{Jr (X))} f(Xk) (3.29)
donde J¢ (E’k) representa la matriz jacobiana de la funcién en los puntos X .

La aplicacién de este método requiere que J¢ (?k) sea invertible para todo k y en la préctica
se suele presentar en la forma

Jr (X)) (X1 — Xi) = —f (X) (3.30)

. — — — , . — .
De esta forma, si se denota y'y, = X 11 — X, el método consiste en hallar y';, verificando
el sistema lineal

Tr (X5) Vi == (X) (3.31)

y obtener la aproximacién siguiente a través de

?k—i—l = ?k + ?k (332)

El método de Newton es muy rédpido y eficiente ya que la convergencia es de tipo cuadratico,
lo que significa que el niimero de cifras significativas se duplica en cada iteracién. Sin embargo,
la convergencia depende en gran medida de la forma que adopta la funcién en las proximidades
del punto de iteracién. En la figura siguiente se muestran dos situaciones (para el caso de
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funciones con una sola variable) en las que este método no es capaz de alcanzar la convergencia
(figura (a)) o bien converge hacia un punto que no es un cero de la ecuacién (figura (b)).

¥

=

(b)

En problemas complicados es mejor usar diferenciacién numérica para calcular las derivadas
de la funcién criterio. Si se acepta exactitud de segundo orden, para toda la segunda derivada
son necesarios tres valores de la funcién. A pesar de ello, un método rapidamente convergente
puede ser menos costoso que la bisqueda exhaustiva.

En la siguiente subseccion se verd como este método también puede extenderse al caso de
optimizacion con restricciones.

El método del méaximo gradiente suele converger rapidamente al principio, pero luego se
vuelve lento a medida que se aproxima a la solucién. El método de Newton Raphson converge
rapidamente una vez que estd en un entorno de la solucién. Asi, se podrian combinar los dos
métodos, empezando con el del gradiente y cambiando finalmente al de Newton Raphson. En
cualquier caso, el intento de optimizacién global se abandona tan pronto como resulta evidente
que llevara fuera de las fronteras de las restricciones.

3.3.2. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.

Se puede emplear en el caso de optimizacién con restricciones de desigualdad.

Condicion necesaria de KKT.

Para que x*, punto factible sea solucién local del problema,

Minimizar f (xy1, z2, ..., T,)

sujeto a g; (1, T2, ..., ) <0 (1=1,2,...,m)

necesariamente han de existir ju,, pto, ..., it; > 0 tales que

VI + Zuz- L gi(x*) =0 (3.33)

W+ gi(x) =0 Vi=1..m (3.34)

Condicion suficiente de KKT.

Sif(x .(x) son convexas (lo que ocurre si, por ejemplo, sus hessianos son semidefinidos
7 ) )
positivos), entonces la condicién necesaria de KKT se transforma en suficiente. En otras pa-
labras, en un problema en el que la funciones son convexas, un punto que cumple con KKT es
) )
un minimo global.

24
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3.3.3. Meétodo de Newton-Raphson con restricciones. Funciones de
penalizacion.

Como ya se ha visto, el método de Newton dado por la ecuacion (3,29) se puede utilizar para
funciones con varias variables (siempre que las mismas sean diferenciables y con el hessiano no
nulo en cada punto) y en problemas sin restricciones. Sin embargo, cuando en nuestro problema
de optimizacion se tengan restricciones, se suelen introducir funciones de penalizacién, que
sirven para penalizar puntos no factibles y para no penalizar a los puntos que sean factibles. Con
la introduccién de estas funciones, se intenta transformar problemas no lineales con restricciones
en problemas no lineales sin restricciones y, por tanto, y poder aplicar los métodos métodos
anteriores. Dependiendo del tipo de restriccion las funciones de penalizacién serdan de una forma
u otra:

Restriccion Funcién de penalizacion
g(x) <0 —  pmdx{0,g(x)}]
h(x)=0 +— pulh (x)|

La funcién de penalizaciéon de un problema con restricciones vendria dada por

m

p(x) =) (mdx{0,g; (x)})" + Z [ I (3.35)

=1

3.4. Codificacion de problemas de optimizaciéon: Mode-
lado en GAMS.

Como ya se ha referenciado anteriormente, a la hora de la resolucién de un problema de
optimizacion suele ser habitual tener que recurrir a implantar un algoritmo que conduzca a
la solucién numérica (muy préxima a la solucién matemdtica) éptima o cuasiéptima. En la
actualidad, las principales alternativas para el desarrollo de modelos de optimizacién suelen
ser:

» Lenguajes de programacion de propésito general (C, C++, Java, Visual Basic, ...).

» Lenguajes o entornos de cédlculo numérico o simbdélico (Excell, MATLAB, MATHEMA-
TICA, MAXIMA, ...).

» Lenguajes algebraicos de modelado.

Estos dltimos son las alternativas més complejas y potentes por su capacidad de indexacion
de las variables y ecuaciones, y permiten cambiar sin dificultad las dimensiones del modelo y
de forma natural separan datos de resultados. Desde el punto de vista del modelador permiten
la detecciéon de errores de consistencia en la definicién y verificacién del modelo. Desde el
punto de vista del usuario simplifican drédsticamente su mantenimiento. Entre estos lenguajes
de modelado més conocidos destaca, entre otros, GAMS (www.gams.com), y cuya version free

se ha utilizado en varias de las soluciones que se incluyen en problemas analizados en el capitulo
4 de este TFG.

GAMS (General Algebraic Modeling System) es un lenguaje de programacioén que permite el
modelado, anélisis y resolucion de diversos problemas de optimizacién. Aunque inicialmente el
manejo y comprension de sus estructuras requiere cierto esfuerzo, una vez entendidas se dispone
de una herramienta muy versétil capaz de resolver problemas de programaciéon matematica. A
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pesar de ser una magnifica herramienta, se debe ser consciente de las limitaciones impuestas
por el estado del arte existente en programacién matemética.

Otros lenguajes similares a GAMS son AMPL y AIMMS. Todos ellos presentan caracterfs-
ticas andlogas y, en general, no hay razén alguna para elegir uno u otro. En este TFG se opta
por GAMS dada la gran cantidad de problemas tipo que se pueden encontrar formulados en
este lenguaje.

Entre las caracteristicas m&s importantes de GAMS cabe destacar:

1. Su capacidad para pasar de resolver problemas de pequena dimensién (decenas de va-
riables y restricciones) a problemas mayores (miles de variables y restricciones) sin variar el
cédigo sustancialmente. El manejo eficiente de sus indices permite escribir de manera compacta
restricciones similares mediante una sola restriccién.

2. Separa el proceso de modelado del proceso de resoluciéon del problema. Asi, el usuario
de GAMS debe ser capaz de conseguir una formulacién consistente del problema, y una vez
la expresa en la notacién de GAMS, este lenguaje hace uso de alguno de los optimizadores
disponibles para obtener su solucién. De esta manera, el usuario sélo ha de centrarse en obtener
un modelo del problema y puede ignorar el funcionamiento interno del algoritmo que se necesita
para resolverlo. La separacién de estas dos tareas permite cambiar el modelo para mejorarlo o
completarlo comodamente.

3. La forma en que GAMS representa un problema de optimizacién coincide, practicamente,
con la descripcion matemdtica de ese problema. Por tanto, el cédigo GAMS es sencillo de
comprender para aquellas personas familiarizadas con la optimizacion.

4. Ademds, GAMS proporciona los mecanismos necesarios para resolver problemas de opti-
mizacion con estructuras similares, como son aquellos derivados de las técnicas de descomposi-
cién.

El usuario de GAMS debe ser cuidadoso con las reglas “gramaticales” de GAMS. El in-
cumplimiento de una sola de ellas puede provocar muchos errores de compilacién. Entre la bi-
bliografia que se puede encontrar relacionada con este lenguaje de programacién cabe destacar
el manual de GAMS que se obtiene directamente desde su web (www.gams.com), cuyo segundo
capitulo ofrece un resumen con las caracteristicas principales para empezar a programar en este
lenguaje.

En el capitulo siguiente, se planteardn y resolveran varios problemas de optimizacion, en los
que se muestran las caracteristicas bésicas de este lenguaje (la codificacién en lenguaje GAMS
para estos problemas, asi como la solucién obtenida mediante la aplicacién del mismo, se han
incluido en el dltimo capitulo de este TFG).

3.5. Conclusiones.

El problema de disenio usado como ejemplo hasta ahora es relativamente sencillo. Todos los
modelos se han podido expresar de forma analitica, y los métodos numéricos han sido necesarios
solo para la biisqueda de una solucién 6ptima. Problemas mds complicados en general requieren
el empleo de métodos numéricos y/o de lenguajes algebraicos de modelado para obtener algunos
de los datos requeridos. En estos casos, un proceso de optimizacion ineficaz puede ser muy
€0st0so.
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El ejemplo de estudio desarrollado en este capitulo pone de manifiesto el papel de las
restricciones en un problema de diseno caracteristico. En general, siempre serd esencial una
buena comprensién del problema de diseno para identificar las restricciones que probablemente
limiten la funcién objetivo; con posterioridad, el esfuerzo de optimizacién se puede reducir
centrando la bisqueda de una solucién 6ptima en las fonteras de las restricciones.

A partir del estudio del caso del concentrador parabdlico se dispone de un ejemplo de
identificacién de las restricciones importantes. Se sabe que una eficacia de captacion ideal a 1
s6lo ocurre cuando los paneles concentradores cubren el claro de 40 pies; es decir, cuando el
cable estd sujeto a los dos extremos a la misma elevaciéon y no se cuelga. Esta configuracién
producirfa evidentemente un foco en el infinito y una tensién infinita en el cable. Para lograr
valores reales de la altura focal y de la tensién del cable es necesario aceptar algo de pérdida
en la eficacia de captacion. Asi, es facil ver que las restricciones sobre el foco y la tension del
cable son las potencialmente importantes en la funcién objetivo.

Aunque es posible identificar las restricciones mas importantes, puede no ser posible concluir
que limitan simultdneamente la funcién objetivo, a menos que se tenga algo de experiencia
previa con el problema o evidencias a partir de investigaciones preliminares. Si se cuenta con
éstas, es posible restringir la bisqueda de las interseccciones de las fronteras de las restricciones;
en caso contrario, es necesario buscar en todas las fronteras.

Una alternativa al método de bisqueda es el método de los multiplicadores de Lagrange. El
planteamiento del sistema de ecuaciones para este método contiene hipétesis implicitas sobre los
papeles de las restricciones. Las restricciones del problema de los multiplicadores de Lagrange
no necesariamente son las restricciones del problema de diseno; en vez de ello, son las fronteras
de las restricciones del problema de diseno sobre las que se espera que esté la solucién 6ptima.
El nimero de restricciones que se pueden incluir en cualquier planteamiento de multiplicadores
de Lagrange también estd limitado por el nimero de variables independientes de la funcién
objetivo.

Una vez que sobre las fronteras de las restricciones se encuentra una solucién 6ptima, se
puede efectuar un intento de optimizacién global mediante un método como el de Newton-
Raphson o el método del maximo gradiente. El intento global se abandona si conduce fuera de
las restricciones.

Para concluir, nuevamente se menciona que el estudio del caso considerado es sélo una parte
del problema global de diseno. La iteracién en el paso 7 del proceso de diseno es vélida para todo
el diseno y no sélo para su parte de optimizacién. En general, las soluciones obtenidas mediante
la eleccién de un método particular se pueden quedar cortas con respecto a las expectativas
o el proceso usado para encontrar una solucién puede mostrar caracteristicas que conducen a
variaciones en el método o a modificaciones en las restricciones y los criterios.
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Capitulo 4

Planteamiento y resolucion de algunos
problemas en Ingenieria Industrial.

A continuacién se procederd a plantear y/o resolver algunos problemas de disefio donde
interviene la optimizacion con restricciones y donde al menos se usa uno de los métodos visto
en el capitulo anterior. Estos problemas provienen de una amplia gama de disciplinas de la
ingenierfa. La principal intencién de resolver estos problemas serd dar especial relevancia a
la aplicacién de métodos computacionales a problemas de diseno ingenieriles, asi como seguir
poniendo en valor muchos de los conceptos y métodos mateméticos estudiados a lo largo del
Grado de Tecnologias Industriales. Por tanto, los temas de los disefios serdn de tal forma que
nos proporcionen informacién contextual necesaria para el planteamiento matemdtico de los
problemas.

4.1. Algunos ejemplos de ingenieria mecanica.

En esta seccion se describen algunos problemas de optimizacién no lineal de cardcter mecani-
co y que pueden resolverse analiticamente y/o numéricamente. Algunos de los siguientes serdn
resueltos y otros, simplemente planteados. En todos los casos, se observaran claramente tanto
la funcién objetivo a optimizar, como las correspondientes restricciones.

4.1.1. Construccién de un voladizo.

Se precisa diseniar un voladizo de seccién rectangular y longitud dada para conseguir un peso
minimo, y a la vez asegurar una deformacién méxima transversal bajo la accién de un carga
vertical que actia sobre el extremo libre. El material para construirlo tiene un peso especifico
conocido.

Sean z e y la anchura y la altura (ver figura siguiente) que se han de determinar. Se denotan
por L la longitud, por F' la carga en el extremo libre, S la deformacién méxima permitida y ~y
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el peso especifico.

Como el objetivo declarado es el de minimizar el peso, se tendrd una funcién objetivo dada

por
W (z,y) = yLay (4.1)

Se considera que la anchura x debe ser mayor que 0,5 (metros) y, de acuerdo con la teoria
de resistencia de materiales, la deformacién en el extremo libre viene dada por gTL;, donde F
es el médulo de Young del material del voladizo, e I = ”Cl—y;’ es el correspondiente momento de

inercia de la seccién rectangular. Por tanto, nuestro problema viene dado por

Minimizar Wi(x,y) = ~Lxy (4.2)
AFL g
Eryd =
sujeto a x>0
z,y >0

La solucién a este problema, tomando como pardmetros iniciales L = 1, E = 10%, F' = 100,
S =1y~ =100, y utilizando GAMS, es

Z = 4,642; r =0,5; y = 0,093

(el codigo GAMS programado se ha incluido en el capitulo 6).

4.1.2. Diseno de una estructura de dos barras.

Supongamos que deseamos disenar la estructura con dos barras de la figura siguiente segin
tres objetivos diferentes: peso minimo, la tensién maxima no ha de exceder de un cierto umbral,
y el desplazamiento en el pivote 3 no debe superar un cierto valor.
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El conjunto de datos del problema es:

v : Peso especifico del material de las barras.

FE : Mdédulo de Young del material de la estructura.

F': Carga que actia en el pivote fijo con un dngulo de 45° a la izquierda del eje Y.
So : Tensién méxima admisible.

Dy : Desplazamiento méximo admisible para el pivote 3.

h : Altura de la estructura.

Las variables que se necesitan para determinar el diseno 6ptimo son:
x : Distancia entre los pivotes fijos al eje Y.

z : Area de la seccién de los brazos de la estructura.

D : Desplazamiento del pivote 3.

S1: Tensién en el pivote 1.

S? : Tensién en el pivote 2.

Z : Peso total de la estructura.

Por tanto el problema de optimizacién viene dado por

Minimizar Z (z,z) = 2vyzvVa?+ h? (4.3)
h2 422 3/2 [ 1/2
D ('T’ Z) - Ehgﬂ( ) :I:2(Z ) < DO
1 _ F  (zt+h)Va2+h?
sujeto a S (@, 2) = 2v2h zz < S
h—x)v/x2+h2
S*(z,2) = 255,1( )M =< S,
z,z>0

También en el capitulo 6 se ha incluido el cédigo para un fichero de entrada GAMS que
resuelve este problema. Asi, utilizando este programa, y a partir de los datos v = 100, £ = 106,
F = 15000, Sy = 60000, Dy = 10~ y h = 1, la solucién 6ptima obtenida viene dada por

Z = 63,829; x = 0,657; y = 0,267

4.1.3. Diseno de una columna sometida a pandeo.

Supongamos ahora que se desea disenar una columna uniforme de seccién rectangular y
de altura dada que soporte una masa dada en su extremo. Por un lado, se quiere minimizar
la cantidad de material a usar, pero por otro lado, también es deseable maximizar la frecuen-
cia natural de las vibraciones transversales. Se trata, por tanto, de encontrar las dimensiones
6ptimas de dicha columna evitando el colapso debido a la comprensién y al pandeo (fallo de
estabilidad) (véase la figura siguiente).
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El conjunto de datos del problema viene dado por:

M : Masa que debe soportar la columna.

H : Altura de la columna.

D : Peso especifico del material que debe emplearse.

E : Mdédulo de Young del mismo material.

S : Méxima tensién permitida (fuerza por unidad de superficie).

Las variables de diseno seréan las dos dimensiones, x e y, de la seccién transversal de la
columna.

El primer objetivo consiste en minimizar la masa total de la columna W (z,y) = DHzy.

El segundo objetivo es maximizar la frecuencia de la vibracién transversal que, segin se
conoce de la Mecdnica, viene dada por

1/2
Exy? /
AH? (M + D Huy)

140

(obsérvese que maximizar esta cantidad es equivalente a minimizar su opuesto).

Las restricciones que deben respetarse tienen que ver con las tensiones. Por un lado, la

tension no debe superar un cierto maximo S. Por otro lado, debe ser inferior a la tensién de

., ., M . .2
pandeo. La tensién de compresién es x—;, donde ¢ es la gravedad, mientras que la tensién de

2 2 . . . . . . . .
pandeo es 18%/2 . En definitiva, deben exigirse las siguientes condiciones:

Mg < 8

J@yg _ w2 Ey?

.T_y S A8 H?2 (44)
z,y >0

Suponiendo entonces que ningtin objetivo prevalece, debe minimizarse

Exy?

1/2
4.5
4H3 (M—i—ﬁDHa:y)) (4:5)

Z =DHxy — <
140
bajo las anteriores restricciones (4,4).
En el capitulo 6 se ha incluido el cédigo para un fichero de entrada GAMS que resuelve este
problema. Asi, utilizando este programa, y a partir de los datos M = 100, H = 10, D = 100,
E =105, S = 60000, G =9,8 y m = 3,141592, se obtiene como solucién éptima

7=19989.8: a2=2; y=10
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4.1.4. Diseno de un sistema de vigas y cuerdas.

El sistema consta de varias cuerdas y vigas conectadas de un modo particular. Varias cargas
externas actian en el punto medio de algunas vigas. El problema consiste en determinar la
carga total admisible que puede soportar el sistema sin colapsar, bajo equilibrio de fuerzas y
de momentos, si se supone que el peso de las cuerdas y las vigas es despreciable.

R R R

A r I B
Wiga | 2.00
e (]
Viga 2 2.00
| " F
Wiga 3

10,00 2.00

Los datos que intervienen en este problema son:

I : conjunto de cargas.

S : conjunto de cuerdas.

B : conjunto de vigas.

T, : carga maxima permitida en la cuerda s € S.

(), : conjunto de cargas aplicadas en el punto medio de la viga b; obsérvese que §2, C [ y
consiste en una sola carga, o ninguna.

U, : conjunto de cuerdas que soportan la viga b; es un subconjunto de S y normalmente
consta de dos elementos.

Oy : conjunto de cuerdas que cuelgan de la viga b.

dr, : distancia de la cuerda s al punto izquierdo de la viga b que soporta. s € U,

Iy : longitud total de la viga b € B.

Las variables involucradas son z; (carga i), ts (tensién generada en la cuerda s bajo la accién
de las cargas x;, i € I) y xl; (distancia del punto de la viga b donde se aplica la carga i, i € ).

En cuanto a las restricciones, la condicién de equilibrio de fuerzas en cada viga lleva al

conjunto de ecuaciones
YIS SRS 313 (45)

sevy 1€Qy €Oy

para cada b € B, y la condicién de equilibrios de momentos (tomados con respecto a los
extremos izquierdos de cada viga) se escribe como

Z drsts = Z xlyr; + Z drts (4.7)

sevy i€Qyp €Oy

para cada viga b € B.

También se debe respetar la tensién maxima permitida en cada cuerda, 0 < t, < T}, para
cada s € S; que ha de ser 0 < zl; <[, para cada i € ), y la no negatividad de cada carga 1,

Por dltimo, la funcién a optimizar es hallar el maximo de la carga total
Z=Y (4.8)
i
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En particular, si para el caso concreto de la figura anterior se permite que las cargas z1 y
Zo se apliquen en los puntos que distan x3 y x4 desde el extremo izquierdo de las vigas 1 y 3,
respectivamente, las ecuaciones de equilibrio se transforman en

( tE—|—tF:IL'2

10tF = T4T9

te +tp = tp

8tD = 6tp

tA+tB :$1+tc+tl)
10tp = 2tc + 10tp + z173

Si se expresan las tensiones en las cuerdas en términos de las variables independientes del
problema, se concluye que se deben respetar las restricciones no lineales dadas por

((tp = 2221 <100

tp = zp — 22 < 100

tp = 321 < 200

to = 2254 < 200

tp = His — 2o < 300
tA:xl—I}—g?’—i—%SBOO
0<z3,24 <10

x1, 9 2 0

(4.9)

La solucién que se obtiene con GAMS es
Z =700 en el punto x1; = 585,433, xy = 114,567, x3 = 6,925, x4 = 1,271
y las correspondientes tensiones en las cuerdas son
ta =300, tg =300, tc = 3,642, tp = 10,925, tp = 100, tp = 14,567

(los codigos GAMS con los que se han obtenido estos resultados se han incluido en el capitulo
6).

4.2. Algunos ejemplos de ingenieria eléctrica.

4.2.1. Estimacion de estado en sistemas eléctricos.

Los sistema de energfa eléctrica son los encargados de asegurar el suministro eléctrico a la
industria, negocios y hogares. A lo largo de esta red se encuentran situados diversos aparatos de
medida como los voltimetros, los cuales miden la tensién o voltaje en los nudos de la instalacién.
El estado de la red de potencia se determina por los voltajes en los nodos. Este valor en cada
nodo es un nimero complejo, expresado normalmente en forma polar. Mediante estos valores
de tensiéon podemos obtener medidas sobre la potencia activa y reactiva en los extremos de una
linea eléctrica.

La potencia activa desde un nudo k£ a un nudo [/ a través de una linea k — [ vendra dada
por
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2

(% ViV;
Pkl ('Uk;, v, 514;7 51) = —k COS le — — COS (le + 5k -+ 51)
2kl 2kl

mientras que la potencia reactiva sera

vy VUL
qrl (Uk, (U 5k7 (Sl) = — Ssin Hkl — —— S1n (Hkl + 5k + (51)
2kl 2kl

El conjunto de datos del problema son los siguientes:

v;: la magnitud medida del voltaje en el nudo 7.

oy : la calidad de la medida del voltaje.

Pri: la medida de la potencia activa desde el nudo k hacia el nudo [ de la linea k — [.
qii: la medida de la potencia reactiva desde el nudo k hacia el nudo [ de la linea k — I.
or,: el grado de precision de py;.

of,: el grado de precision de .

: el conjunto de nudos de la red.

Q;: el conjunto de nudos conectados al nudo k.

2k - la magnitud de la impedancia asociada a la linea k — [.

01 : el dngulo de la impedancia asociado a la linea k£ — [.

Las variables del proceso seran v;, que es la magnitud del voltaje en el nudo 7; y el dngulo
del voltaje 9; en el nudo 7. En este caso particular no existen restricciones, por lo que es un
problema de programacién no lineal sin restricciones de diseno.

La funcién a minimizar para estimar el estado de la red de potencia tratard de minimizar
el error cuadritico de cada medida con respecto a su estimacion

1 . 1 . 1 .
Z P (v; —0:)° + Z e (Pt (v, 01, Ok, 61) — Pa)” + Z —7 (@t (vk, v, 0k, 01) — )’

g
ieqQ ¢ keQ,leq, K keQ,leq, K

Supongamos un circuito de dos nudos y una tinica linea conectdndolos. La linea se caracteriza
por la constante z15/615 = 0,15290°. Las magnitudes de las mediciones de los voltajes en los
nudos 1 y 2 son respectivamente 1,07 y 1,01. Las mediciones de potencia activa en ambos
extremos de la linea son respectivamente 0,83 y 0,81, y las medidas de potencia reactiva en
ambos extremos son respectivamente 0,73 y 0,58. El origen para los dngulos se toma en el nudo
2.

El problema de la estimacién del estado de dicho circuito con los datos definidos se formula
minimizando

1 2
7 = (’Ul — 1,07)2 -+ (1)2 — 1,01)2 -+ (mvlvg sin (51 - O,83> +

1 . 2 1 1 ?
+ (—Emvz sin d; — 0,81) ++ <EU% - E“lv? cos 0y — 0773) + (4.10)

1, 1 ?
+ 07151)2 — Evlvg cosd; — 0,58
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recordamos, sin ninguna restricciéon. La solucién al problema es

7 = 2,203 para los valores v; = 1,045, vy = 1,033, 6; = 0,002
El cédigo GAMS con el que se ha obtenido esta solucién esté incluido en el capitulo 6.

4.2.2. Reparto 6ptimo de carga.

El objetivo de una red de trasmisiéon de potencia es transportar la potencia eléctrica desde
los generadores hasta los puntos de demanda. Para ello, el problema del flujo de potencia
optima consiste en determinar la produccién de potencia de cada generador de modo que toda
la demanda se satisface con coste minimo al tiempo que se respetan las restricciones propias
de la red. Ademads de satisfacer la demanda, los valores del voltaje a lo largo de la red debe
mantenerse en unos niveles aceptables. La potencia reactiva debe transmitirse a lo largo de la
red, y su demanda debe ser satisfecha.

La potencia activa neta, que es la generada menos la demandada, que llega a un nudo, debe
expresarse como funcién de todos los voltajes y dngulos en la red de la siguiente forma

pai — Ppi = v; Z YirV €08 (0; — 0 — O;)
1

De forma anédloga, la potencia reactiva neta que llega a un nudo 7 serd

qai — Qpi = v; Zyikvk sin (0; — 0, — Opi)

k=1

Los datos que formaran parte del problema son:

n : el nimero de nudos en la red.

(Yik, Oir): un niimero complejo que tiene médulo y;y, y argumento 0, el cual depende de la
topologia y estructura fisica de la red.

Pgi: la demanda de potencia activa en el nudo 1.

Qp;: la demanda de potencia reactiva en el nudo 1.

Vi: la cota inferior para el médulo del voltaje en el nudo .

Vi: la cota superior para el médulo del voltaje en el nudo i.

P,: la potencia activa de salida minima del generador .

Pg;: la potencia activa de salida méaxima del generador i.

Q ai la potencia reactiva de salida minima del generador i.

Qe la potencia reactiva de salida maxima del generador 7.
C;: el precio por unidad de potencia activa en el generador 1.

mientras que las variables que tendremos son:
v;: el voltaje en el nudo .

0;: el angulo en el nudo 1.

pai: la potencia activa generada en el nudo :.
qai: la potencia reactiva generada en el nudo .

Por otro lado, nos encontraremos distintos tipos de restricciones que iremos desglosando a
continuacion:

36



Capitulo 4. Algunos problemas en Ing. Ind. 4.2. EJEMPLOS EN ING. ELETRICA

- Equilibrio de potencia activa:

pai — Ppi = v; Zyikvk cos (0; — O — Oki) ; Vi=1,2,...,n
k=1

- Equilibrio de potencia reactiva:

qci — Qpi = v; Zyikvk sin (8; — 0k — Ogs) ; Vi=1,2,...,n

k=1

- Cotas para variables:

Poi <pei < Pai;  Vi=1,2,...,n
Qpi = t6i < Qais Vi=1,2,..,n

- Cotas para los dngulos:
- <¢§; <, Vi=1,2,...,n
El origen de los angulos se puede situar de forma arbitraria en cualquier nudo. Por ejemplo,
en el nudo k, d; = 0.

La funcién a minimizar teniendo en cuenta estas restricciones serd

Z = Z Cipai
i=1

A continuacién, un ejemplo: Considérese una red con 3 nudos y 3 lineas. Los parametros de
tal red son

Y11 = 22,97 0, = —1,338
Y22 = 21,93 922 = —1,347
y33 = 20,65 933 = —1,362

Y12 = Y21 = 12,13 912 = 921 = 1,816
Y13 = Y31 = 10,85 913 = 931 = 1,789
Y23 = Y32 = 9,81 923 = 932 = 1,768

El nudo 1 es un generador con cotas inferior y superior para la potencia activa generada
de 0 y 3, respectivamente, y para la potencia reactiva de -1 y 2, respectivamente. Las cotas
para la generacion de potencia activa para el generador 2 son, respectivamente, 0 y 3, y para la
potencia reactiva -1 y 2, respectivamente. El nudo 3 es de consumo con una demanda de 4.5 y
1.5. Los limites permitidos para el médulo del voltaje en los nudos 2 y 3 son, respectivamente,
0.95 y 1.10, y para el nudo 1 son 0.95 y 1.13, respectivamente. El precio de produccién en el
generador en el nudo 1 es 6 y en el generador del nudo 2 es 7. Supéngase un periodo de 1 hora
y péngase el origen de voltajes en el nudo 3. La funcién a minimizar serd por tanto
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Z = 6pc1 + Tpes (4.11)

sujeto a las siguientes restricciones

0 = pe1 — 22,97vic0s(1,338) — 12,13v1v9c08(81 — §2 — 12,127) — 10,850 v3c08(d1 — d3 — 10,846)
0 = pa2 — 21,93v35c0s(1,347) — 12,13vyv1c08(59 — 61 — 12,127) — 9,81v9v3c08(d2 — 63 — 9,806)
0= —4,5 — 20,65v2c0s(1,362) — 10,85v3v1c08(d3 — d; — 10,846) — 9,81v3v9c05(d3 — 2 — 9,806)

0 = go1 — 22,97v?sin(1,338) — 12,13vyv, sin(d1 — d9 — 12,127) — 10,8501 v3 sin(d; — d3 — 10,846)
0 = qgo — 21,9302 sin(1,347) — 12,13v9v; sin(dy — §; — 12,127) — 9,81v,v3 sin(dy — 63 — 9,806)
0= —1,5 — 20,6502 sin(1,362) — 10,85v3v; sin(d3 — §; — 10,846) — 9,81vzv, sin(dz — do — 9,806)
(4.12)

0,95 < v, < 1,13
0,95 <wy < 1,10
0,95 < w3 <1,10
0<pe <3
0<pg <3
—1<qge1 <2
—1<qge2 <2
—r<6h <7
-7 <d <
(53:0

La solucién del 6ptimo local resolviendo mediante GAMS es Z = 30,312, con los valores

(4.13)

pe1 = 3,000, pge = 1,759, qe1 = 1,860, gas = 0,746

vy = 1,130, vy = 1,100, v3 = 0,979, 6; = 0,190, 6, = 0,174

como se aprecia en el codigo resenado en el tltimo capitulo.

4.3. El problema de la asignacién del tréfico.

El modelo matemético de asignacién del trafico ayuda a planificar y predecir los efectos que
determinados cambios en la red de tréfico tendrén en la buena marcha de la red. Para explicar
el esquema de la planificaciéon del transporte usado en las aplicaciones, se consideran cuatro
etapas:

1. Fase de generacion de viajes. En esta etapa se considera un sistema de zonificacién
y una serie de datos relativos a cada zona del estudio. En esta fase se estimard el nimero total
de viajes generados y atraidos a cada zona bajo estudio.

2. Fase de distribucién. La siguiente etapa consiste en la adjudicaciéon de estos viajes
entre origenes y destinos, determinando la llamada matriz de viajes origen-destino.

3. Descomposicién modal. Produce la adjudicacién de viajes a modos diversos. En esta
fase las matrices origen—destino se obtienen para cada modo de transporte. Sus elementos son
el nimero total de viajes por modo de transporte para cada par origen—destino O-D w.
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4. Asignacién. Finalmente, la ltima etapa requiere la asignacién de estos viajes a la red
de transporte. Este ejemplo trata sobre la asignacién de automéviles privados a la red de tréfico.

El principio que gobierna en el modelo es que bajo condiciones de equilibrio, el trafico se
organiza en redes congestionadas de tal modo que ningiin vehiculo puede reducir el tiempo de
viaje mediante un cambio de ruta. El problema de optimizacién para expresar las condiciones
de equilibrio que se derivan del principio mencionado es un modelo que predice el nivel de
uso de los diferentes arcos de la red. Asi, puede usarse para responder cuestiones como qué
ocurrirfa en el nivel de uso de la red si se construyera una nueva carretera o si la capacidad de
una determinada ruta se modificara.

Los datos para este problema serdan:

(N, A): un grafo dirigido (N, A), que se entiende como un modelo de la red de tréfico con
un conjunto de nodos N, y un conjunto de arcos A que representan las calles. El conjunto de
nodos N del grafo representan intersecciones o también los llamados centroides, que indican las
zonas del estudio (origenes y destinos).

W: el conjunto de pares origenes—destinos.

d,: datos de entrada que representan el nimero de viajes en coche desde el origen i al
destino j, para cada par origen—destino w = (i, j). La matriz de pares origen—destino {d,, }wew
se obtiene en la fase de distribucién modal.

C.(fa): una funcién de coste que indica el retraso en el arco a € A, para cada arco (i, j) € A,
como funcién del flujo total f, que lleva el mismo arco a.

R, el conjunto de rutas para el par w = (i, j).

Las variables de las que se compone el modelo son h,., que es el flujo en la ruta r, y f, que
serd el flujo en el arco a.

A su vez, habrd que considerar unas restricciones. En primer lugar, el nimero de usuarios
de un par origen—destino w es la suma del niimero total de usuarios en caminos distintos que
satisfacen tal par:

> hy=ds;  VweW

r€R,,

Ademis, como es ldgico, el flujo de cada camino debe ser no negativo:

h,. > 0; Vr e R; Ywe W

Por otro lado, el flujo de cada arco a es la suma del flujo en todos los caminos que lo usan:

> Garhe =fa;  Va€A

weW reRy,

donde ¢,, = 1 si r € R,, contiene el arco a, y 0 en otro caso.
La funcién a minimizar el problema de asignacién de trafico es
fa
Z = Z / Co(x)dz
a€A |
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A continuacién realizamos un ejemplo: Considérese el problema de una ciudad con una via
de circunvalacién y varias rutas centrales segtn se ilustra en la siguiente imagen:

Circunvalacion

Centro de la ciudad

Supondremos que se realizan 4000 viajes desde A hasta B, y 2500 desde A hasta C. Las
rutas disponibles para satisfacer la demanda del par w; = (A, B) son r1 = ay, 19 = as — ay,
y r3 = az — a4, y las rutas para el par wy = (A,C) son 1y = as y r5 = az. En este ejemplo
W = {wi,ws}, y Ry, = {r1,7m2,73} v Ry, = {r4,rs}. Las variables de flujo en los caminos son
ha, ..., hs, y las variables de flujo en los arcos son fi ..., f4.

fa
Na ng+1
_ 0 x _ 0 ba Ja
/Ca(x)dx/(ca+ba<ka> )dxcafa+na+1(ka>
0

la funcién a minimizar es

Como

o o

bo [ fu )"
Z:Z/Cai(x)dx:Z:chifai+n +1(£> (4.14)

=17 acA

sujeto a

h1 + ho + hz = 4000
hs4 + hs = 2500
hi = f1
h2—|—h4 = f2 (415)
hs + hs = f3
ho +hs = f4
hi,....h5 >0

En este ejemplo hemos usado los siguientes pardmetros

Enlace a k, cg by mNng
1 500 5 1 4
2 400 7 1 4
3 400 10 1 4
4 500 2 1 4

y las soluciones son

40



Capitulo 4. Algunos problemas en Ing. Ind. 4.4. OTROS PROBLEMAS.

Flujo en los arcos Flujo en las rutas
ay 3845,913 1 3845,913

as 2354419 1y 154,087

as 299,667 Ty 0,000

aq 154,087 ra 2200,333
rs 299,667

como puede verse en el iltimo capitulo donde se ha formalizado el cédigo GAMS para este
problema particular.

4.4. Otros problemas.

4.4.1. Diseno de una cubierta de dirigible.

Los dirigibles, también denominados globos dirigibles o aerostatos, son vehiculos més ligeros
que el aire y que normalmente se utilizan para anunciar publicidad y dar cobertura televisiva
en eventos. El mecanismo primario para su elevacion es la flotabilidad que se obtiene al llenar
con helio su superficie envolvente. La forma usual que tiene la envolvente de gas es semejante
a un elipsoide. Por tanto, y para su modelo, consideraremos un cuerpo cuyo radio r varfa con
la coordenada z sobre el eje de revolucion de la siguiente manera

=" (1—42%) (0,5 — 2)°; —0,5<2<05 (4.16)

Las cantidades r y 2z son longitudes adimensionales con respecto a la longitud axial L de la
envolvente. La cantidad b es un parametro de finura que estd relacionado con el radio maximo
T'maz, Mientras que ¢ es un parametro de forma relacionado con la ubicacién z,, en la que el
radio es méximo. Si ¢ es igual a cero, la envolvente serd un elipsoide con z,, igual a cero y 7,4
igual a b. Los valores positivos de z,, producirdn valores negativos de c.

La forma de la envolvente se especifica mediante el médximo radio adimensional 7,5, y su

ubicacién adimensional z,,. El pardmetro ¢ lo obtendremos a partir de z,, igualando a cero
. d(r? . [

la derivada % cuando z es igual a z,,, y luego lo usaremos para calcular el pardmetro b a

partir de (4,16). En la figura siguiente se puede observar la envolvente, la cual deberd tener un

volumen de 2000m3. El volumen V lo calculamos mediante

0,5
V= 7r/ rdz (4.17)

~0,5
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z=0.5 =05

Esta integral se puede resolver analiticamente realizando dos integraciones por partes. En-
tonces, la longitud L de la envolvente (en metros) estd dada por

2000

L=
%

(4.18)

El drea superficial no dimensional .S de la envolvente se calcula a través de

_271'/ 1+ (o dr ~)dz (4.19)

Para resolver esta integral usamos el siguiente cambio de variable
z = —0,5cos (0)
donde la nueva variable de integracién  varfa entre los limites 0 y .

El costo del disefio es proporcional al drea superficial real (SL)2. Por tanto, el objetivo
serd maximizar la flotabilidad, que es proporcional al volumen real (VL3). A la misma vez,
se desea reducir la resistencia de avance sobre el dirigible. Esta resistencia es proporcional a
Cyr? . L?, donde Cy es un coeficiente de resistencia adimensional. Una relacién empirica para
el comportamiento de Cy es

Cq = 10,1136 — f{0,04858 — f (0,01170 — 0,0008167f)}; 2< f <5 (4.20)

donde f es la razén de finura de la envolvente

1

2Tméx

f=

(4.21)

Una funcién objetivo adecuada para el diseno de la envolvente de gas serd una que maximice
la flotabilidad y minimice el costo y la resistencia de avance. Por ello, se especifica una funcién
del tipo

LCurnaS (4.22)

T
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Una de las restricciones del problema es que f debe encontrarse en el intervalo antes especi-
ficado en (4,20). La restriccién equivalente en términos de 7,4, es

0,1 < rogx < 0,25 (4.23)

Por otro lado, y por estética, para evitar que la proa de la envolvente sea demasiado roma,
se impone la condicién de que la ubicacién axial z,, de radio méximo estard restringida al
intervalo

2rmax — 0,5 < 2, < 0,5 — 27m4x (4.24)

Hay que fijarse que la restriccién sobre z,, permite que cualquier extremo (z = —0,5 o
z =0,5) esté en la proa de la envolvente, y permite sélo un valor cero de z,, cuando 7y,s, estéd
en el limite superior del intervalo de la ecuacién (4,23).

En resumen, el problema es disenar la envolvente de gas de un dirigible segiin el perfil dado
en la ecuacién (4,16). El volumen real de la envolvente debe ser de 2000m?, se debe reducir la
funcién objetivo de la ecuacion (4,22) y se deben respetar las dos restricciones de disefo. Los
valores que informan del estado final son 7,4« V 2, la funcién de criterio ¢, los pardmetros de
finura b y ¢, el volumen dimensional V', el drea superficial S, la longitud L de la envolvente, la
razén de finura f, el coeficiente de resistencia C; y una tabla de r y z adimensionales.

Como verificacién preliminar de los resultados para V' y S pueden ser de utilidad las si-
guientes propiedades de un elipsoide con un eje mayor unitario y radio maximo 7. Los
valores convenientes para un elipsoide (correspondientes a un valor cero de z,,) son

27 (Tmax )

3

T'méx . 0,5
Se=m <7> [\/[32 — 0,25 + 2% arcsin (7)]

= 2¢/1 — (2rmar)?

‘/e:

1
B

Otra manera de resolver el problema seria sin hacer uso de la ecuacién (4,16), que da

la forma del mismo. En tal caso también serd requisito que la envolvente sea un cuerpo de

.y . . . dr . . dr

revolucién con p(?ndlentses. infinitas - en la proa y en la popa, y una ublcafmon Zm en la que g7

sea cero. La funcién objetivo de la ecuacién (4,22) y las restricciones anteriores sobre max ¥ Zm
en las ecuaciones (4,23) y (4,24) seguirian siendo vélidas.

No obstante, serd necesario introducir una nueva restriccién para definir formas aceptables
del cuerpo con objeto de sustituir la restriccién inherente en la funcién de forma de la ecuacién
(4,16). Esta restriccién requerird que la envolvente sea no céncava y esté definida por

d?r

T3S0 —05<2<05 (4.25)
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4.4.2. Diseno de una armadura plana.

Las armaduras son estructuras ligeras que se usan para sostener cargas pesadas. Un ejemplo
tipico de armaduras son las que podemos ver en puentes y estructuras de techos. La armadura
que se pretende disenar estd formada por seis nodos y nueve elementos, tal y como se muestra
en la figura siguiente. Para identificar la figura, los nodos se identificarédn por letras de la A a
la F', mientras que los elementos con niimeros del 1 al 9. Las longitudes estardn en pulgadas y
las coordenadas (x,y) de todos los nodos excepto B estén fijas como se puede observar.

IFEOWITE ik prarssacior

F o E
| g £ 4
¥ s

E=cala y dpulgadas) 1

o /a"f
P s = 3

Snpcr;ed! rocklios E=cala x {puigadas)

(za,y4) = (0,0); (vc,yc) = (4,0); (zp,yp) = (2,2); (4.26)
(anyE) (172)§ ($F7yF):(O72)

La carga externa L estd en la direccién y negativa en el nodo C. La armadura tiene un
soporte de pasador en el nodo F'; asi, la fuerza externa en este nodo tendra dos componentes.
El apoyo en el nodo A es un soporte de rodillos; la fuerza externa en ese nodo tiene sélo
componente x. La ubicacién del nodo B se debe realizar de forma que los elementos 1 y 2
eviten una obstruccién. El espacio libre se satisface por las siguientes condiciones sobre los
angulos p y ¢:

p>16% ¢ >21° (4.27)

Ademis, el nodo B estard restringido a permanecer en la regién formada por los elementos
3,4y 7,y no debera estar méas préximo que 0, 5 pulgadas del eje central de cualquiera de estos
elementos. El objetivo del diseno serd maximizar la carga por peso de la armadura. Si L4, es la
carga que puede soportar sin romperse y W su peso, entonces la funcién objetivo a maximizar
serd

¢ = Lo (4.28)

La armadura se construird mediante varillas de acero de %6 pulgadas de didmetro. Sea 7,
la longitud del elemento m; entonces el peso W (en libras) estd dado por

9
W = 0,00087 ) "1y, (4.29)

m=1
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Las longitudes r,, se pueden obtener aplicando la férmula de la distancia entre dos puntos.
Por otra parte, para determinar L,,4, habrd que calcular las fuerzas f,, en los elementos para
una carga L igual a 1 1b, con las tensiones como fuerzas positivas y las compresiones como
fuerzas negativas. Por tanto, para cada elemento, se debe calcular la fraccion @),, de la maxima
carga segura que representa cada fuerza f,,. Los valores de (), para los nueve elementos se
obtienen a través de

e Jm >0
m = oY 4.30
¢ { — (455) (rn)” fn <0 (4.30)

El valor para f,, positiva es por ruptura bajo tensién, y el valor para f,, negativa es por
ruptura bajo compresion debida a pandeo. La méxima carga externa L,,;, se puede calcular
como

Lnge = (431)

maz(Qm)

En una versién abierta de este problema se retienen las ubicaciones de los nodos A, C'y F.
Ademads, se retendrén las restricciones de la ecuacién (4,27). El nuevo problema de diseno seria
localizar los nodos restantes B, D y E de cara a maximizar %ﬂvﬂ Se deberd preservar la forma
geométrica basica de la armadura y ninguna longitud r,, debe ser menor de 0,5 pulgadas.

4.4.3. Diseno de una direcciéon por pinén y cremallera.

El control del automévil suele realizarse mediante el giro de las ruedas delanteras. Si las
ruedas tienen el mismo dngulo de direccion, los arcos circulares que intentan seguir las ruedas
individuales tienen arcos distintos. Aunque los centros son diferentes, al automévil trata de dar
la vuelta con respecto a un centro comin. Por tanto, los neumaticos deben experimentar algo
de deformacién o deslizamiento para poder realizar el movimiento. Tanto la deformacién como
el deslizamiento afectan nocivamente a la manipulacion lateral del automovil e imponen severos
esfuerzos sobre los materiales y mecanismos de los ensamblajes de las ruedas.

Para evitar deformaciéon y derrapamiento, las cuatro ruedas deben describir trayectorias
circulares con respecto a un centro de rotacién comin. Con el objetivo de lograrlo, la rueda
interior debe girar un mayor dngulo que la rueda exterior. El figura siguiente se ilustra el angulo
de direccion ideal (6;),,,,, de la rueda interior para un dngulo de direccién dado 6y de la rueda
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exterior:
Frenta

Cenfro de rofacion

b,

Los angulos de direccién estén relacionados a través de los tridngulos rectdangulos CAA" y
CBB' de la figura anterior. Las ruedan pivotean respecto a los puntos A y B, cada uno de los
cuales estd a una distancia d de la linea central del automévil. L es la base de la rueda del
automoévil y representa una altura comin a los dos tridngulos; las bases son b; para CAA" y by
para CBB’. A partir de consideraciones geométricas se obtiene

L L
tanHO = tan (Qi)ideal = bz = bo —2d
bo bz
L se considera con valor 2,40 m y d como 0,65 m. Cuando también especifica 0, se tiene
L
tan (0:);gea = —7 (4.32)
tan(0) 2d

Ahora se usard esta ecuacion para disenar un sistema de direccién por pinén y cremallera,
como el que se ve en la figura siguiente y que se describe a continuacioén:

Frenta

| ) ‘ R i diresoadin
Brame de diraccien -

!
|
|

oy

.

A ]
Cramallara Twanks

Lmea centrad

Una cremallera dentada estd accionada por un pequeno engrane denominado pinén, que
convierte la entrada de la rueda de direccién giratoria en movimiento lineal de la cremallera. La
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operacion de varillaje se describe en la figura siguiente. La cremallera estd a una distancia fija h
de la linea del eje de las ruedas delanteras. Cuando la cremallera estd en una posicién neutral,
el nodo extremo estd a una distancia ¢ de una linea de referencia que pasa por la articulacion de
direccién. Un movimiento m de la cremallera produce angulos de direccién reales 0y y 0; (que
dependen de la direccién) al pivotear todo el ensamblaje de la rueda y el brazo de direccién
mediante tirantes de longitud [; los tirantes son necesarios porque las trayectorias circulares de
los brazos y la trayectoria lineal de la cremallera no son directamente compatibles. Cada brazo
de direccion es de longitud s y tiene un dngulo hacia adentro o.

Para este diseno, las longitudes ¢ y h se fjan en 0,30 m y 0,22 m, respectivamente. Ahora
se considerara como obtener la longitud ¢ del tirante para entradas de s y o, y como obtener el
movimiento requerido m y el dngulo de direccién 6; para un valor dado de 6. Se considerara un
sistema de coordnadas (x,y) con origen en la articulacién derecha, = a la derecha y coincidente
con la linea del eje, e y al frente y coincidente con la linea de referencia.

Se observa que los extremos del tirante estdn en el punto (z,y) = (—¢,—h) y en (z,y) =
(—ssino, —scosa), por lo que t se obtiene a partir de

t> = (¢ — ssino)® + (h — ccos o)’ (4.33)
El movimiento m de la cremallera necesario para producir un dngulo de direccién 6, en la

geometria de la vuelta a la izquierda requiere més manipulacién. Se puede demostrar que m
estd relacionado con #y por medio de

m:c—ssin(a—ﬁo)—\/tQ—[h—S(:os(<7—<90)]2 (4.34)

El déngulo de direccién 6; producido por el mismo movimiento de cremallera se calcula a
partir de la geometria de la vuelta hacia la derecha, y viene dado por

(4.35)

2
at+o+0; = sin’! crmf +07+5 -1
(2 23p )

P = B+ (c+m)*; tana =

c+m’

El objetivo del diseno es especificar s y ¢ de modo que la desviacién de la raiz cuadréitica
media de 0, con respecto a (6;),,.,, Sea minimizada por §, que variard de 0° a 30° . La desviacién
raiz cuadratica media d,.,, es la funcién objetivo y viene definida por

(drem)” = (3—10) /0 N 10: — (6,),3..0)° A6 (4.36)

Se requiere que la longitud del brazo de direccién s satisfaga

$<0,22m (4.37)
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Para asegurar que los nodos no obstruyen el movimiento de la rueda, el dngulo o debe
cumplir que
ssino > 0,22 m (4.38)

En las restricciones anteriores, m denota metros y no el movimiento de la cremallera. Una
restriccion final garantiza que el varillaje es geométricamente posible y que no estard sobreex-
tendido. Se expresa como

V5% — 0,0004 + /12 — 0,0004 > \/h2 + (¢ + map)? (4.39)

donde msy es el movimiento de la cremallera necesario para un dngulo de direccién externo 6
igual a 30°.

Una versién que entranaria més dificultad se obtendra al incluir la longitud ¢ como uno de los
pardmetros de disenio. Para ello, serfa necesario incluir una restriccién adicional a fin de asegurar
que la cremallera es suficientemente larga para producir angulos de direccién requeridos. Esta

restriccion se expresa como
d—c>m+0,02 (4.40)

4.4.4. Diseno de un tobogan para un parque acudtico.

Una de los atracciones més comunes en un parque acuatico son los toboganes. En ellos, la
persona se desliza y se lanza horizontalmente sobre la superficie de una piscina que se encuentra
al final del tobogéan.

Para describir la ecuacion del tobogan usaremos un sistema cartesiano (z, y) con x horizontal
e y vertical. La parte superior del tobogén serd igual a (0, h) y la inferior se encontrara en (L, 0).
El usuario iniciara el recorrido del tobogan en la parte superior a una velocidad vy de 1,5m/s,
y lo abandonara por la parte inferior. Por tanto, la ecuacién y(x) que representa la forma del
tobogén debe satisfacer las relaciones

y(0) =h; y(L)=0; y(0)=y/(L)=0 (4.41)

donde y/ denota %. La ecuacién que se usard para el tobogén estard dada por

Yoag b+ 41 €=7 (4.42)

. 2 . S .

El tobogén tiene una curvatura y” = %;LQ negativa en la izquierda, y una curvatura positiva
en la derecha, por lo que en algin punto esa curvatura es cero. La ubicacién de este punto
neutro se elige a través de un pardmetro A de modo que

y'(r)=0enz = AL (0en & = \) (4.43)

y A no es arbitrario, sino que se usard como parametro para variar la forma del tobogan. Los

coeficientes de la ecuacion (4,43) que cumplen también (4,42) se pueden encontrar en términos
de \.

La eleccién de A no es arbitraria. Para asegurarse que la rampa tiene una pendiente negativa
en todos los puntos menos en la parte superior y en la parte inferior, la segunda derivada debe
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ser negativa cuando & es 0, y debe ser positiva cuando £ es igual a 1. La restriccién que satisface
el requisito de pendiente negativa es

<A< (4.44)

Wl
Wl o

Para tener una descripcién completa del tobogan bastard con especificar h, A, y L. Para
resolver el problema, se hard h igual a 5, y A y L seran tratadas como variables independientes.

El siguiente paso serd analizar las fuerzas que actiian sobre un cuerpo de masa M a medida
que avanza en la superficie del tobogédn. Las fuerzas normales serdn perpendiculares al tobogén
mientras que las tangenciales actuardn a lo largo de la tangente del tobogdan. Las fuerzas
normales constardn de la componente del peso de cuerpo y la reaccién del tobogén sobre éste
y las tangenciales tendrén la componente del peso del cuerpo y de la resistencia de friccion. En
la siguiente figura se muestra el diagrama de cuerpo libre y las aceleraciones:

PAcodormcain nomal

AOCiOTIn [DNgenaer o,

La componente normal de peso serd M g cos @ mientras que la tangencial es M g sin «, donde

el dngulo negativo es
« = arctan (y/) (4.45)

La fuerza normal que ejerce el cuerpo se denota por N, y la de friccién por uN, con pu igual
a 0,1, que denota el coeficiente de fricciéon. De la segunda ley de Newton tenemos la siguiente
relacion del movimiento normal

ap,
N — Mcosa =cosa + —

9
Al reordenar y dividir entre Mg se obtiene
N a
[ =— =cosa+ — 4.46
g J (4.46)

La cantidad I" es el nimero de fuerzas gravitacionales experimentadas por el cuerpo. Este
valor no deberd ser mayor de 1,5 en condiciones sin friccién.

La componente normal de la aceleracién es
an = v%p (4.47)

donde v es la velocidad de la persona que desciende por el tobogén y p el radio de curvatura

definido por
15

1+ )%

4.48
- (1.48)

p:
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La velocidad v sin friccién se obtiene por el principio de conservacién de la energia

v = () +29(h—y); g=98Im/s* u=0 (4.49)

Asi, la restriccion sobre I' es

(v0)" +2g (h—y) _
Py -

['=cosa+ 1,5 (4.50)

Ahora se considerard el movimiento tangencial para determinar la velocidad v cuando la
friccién afecta al movimiento. La ecuacién del movimiento tangencial es

d [ uN
@ =— |5 | =gsina—

donde s es la longitud del arco del tobogén, y

(ds)* = (dz)” + (dy)”

Con N calculado a partir de (4,46), la ecuacién diferencial ordinaria y la condicién inicial
del movimiento de la persona es

d(v?) . v’ N2
— = 2 <g (sina — pcosar) — vy 1+ (y) (4.51)
2 = (v))? enz =0

El objetivo del diseno serd que el tobogdn maximice la velocidad v, de la persona cuando
ésta llegue al final. Para que esto ocurra, la solucién para v? no puede ser negativa para ningin
valor z desde 0 a L.

Otra forma de hacer el disenio del tobogan serfa sin restringir la forma del tobogédn a la
ecuacion (4,42), de forma que carezca de sentido las referencias del parametro de forma A, pero
sigan siendo negativas las pendientes en el intervalo 0 < x < L. Sin esta restriccién de forma,
habria que imponer otra restriccién para evitar que la persona se saliera del tobogén. Esta
restriccion serfa
(v0)* +29(h—y) _

P9

I' =cosa +

0 (4.52)
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Capitulo 6

Anexo.

En este anexo se incluyen los cédigos que se han implementado para resolver determinados
problemas de optimizacién incluidos en este TFG.

Cédigo Java para la solucién del problema de la seccién 3.1 (Busqueda
exhaustiva):

package prueba;

import static java.lang.System.out;
public class Prueba {

public static void main(String[] args) {
double s = 40; //ancho

double w = 25; //carga

double p, x, e, n = 0.;

double m = 0.;
double Tmaz = 0.;
double d = 0.;

double dmin = 20.0;

double dmax = 40.0;

double dopt = dmin;

mt nd = 41;

double h = 0.;

double hmin = 2.5;

double hmax = 19.5;

double hopt = hmin;

it nh = 35;

double nmazx = 0.;

double incrementod = (dmaz - dmin)/(nd - 1);
double incrementoh = (hmax - hmin)/(nh - 1);
for (int kd = 0; kd < nd; kd++){

d = dmin + incrementod*(kd - 1);

for (int kh = 0; kh < nh; kh++) {

h = hmin + incrementoh™*(kh - 1);

m = (Math.pow(d, 2))/(4*h);

i (I (h-m)<2)){

Tmazx = w*d*Math.sqrt(1 + Math.pow(d/(2%h), 2));
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if(!(Tmaz > 900))
for (int j = 0: j < 40; j++){

p=7-0.5;

x=0p-d;

e = Math.cos(Math.atan(x/(2*m)));
n=mn-+e¢

}

n =mn/s;

if (n > nmaz){

nmax = n;

dopt = d;

hopt = h;

}

}

}

}

System.out.printin("dopt: "+ dopt + "hopt: "+ hopt + "nmazx: "+ nmax);
}

}

Solucion: nmax = 0.8951; dopt = 26.5; hopt = 14.5

Cédigo wxMaxima para resolucion por Newton-Raphson del sistema dado por

(3,22):

/* [wxMaxima: input start | */
et(d,h):=1/40*sum (cos(atan(2*(i-0.5-d)*h/d"2)),
i1, 40);
G(d,h]):=et(d,h)+1*(h-2-d "2/ (4*h));
/*valor de G y de et en este punto inicial
x0=(d:25, h:14, 1:0)*/

G(25,14,0);

et(25,14);

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */
/*Comenzamos la 1ra iteracion a partir del punto inicial x0*/
/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */
matrix([diff(G(d,h,1),d,1)],[diff(G(d,h,1),h,1)],
(diff(G(d,h,1),1,1)])$

%, d:25, h:14, 1:0$

f: %;

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */
jacobian([diff(G(d,h,1),d,1), diff(G(d,h,1),h,1),
diff(G(d,h,1),1,1)],[d,h,1])$
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%, d:25, h:14, 1:0$

J: %;

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */
J.matrix([d1],[d2],[d3])=-f;

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

if numer#false then numer:false else numer:true;

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

linsolve([-(25*d3) /28-+7.528198990935961*10-4*d2-
0.001936582372488524*d1=

-0.008827040528381057,
(1409*d3)/784-2.686715387110514*10~-5*d2+
7.528198990935959*10~-4*d1=

0.01154212353868103,

(1400*d2) /784-(25*d1) /28=-47 /56],[d1,d2,d3));

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

/*Se ha obtenido el punto x1(d,h,l) dado por
d=25+2.298781880269703; h=14+0.6750513244774962;
1=0+0.005469466386530561* /
d:25+2.298781880269703;

h:14+0.6750513244774962;

1:04-0.005469466386530561;

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

/*valor de G y de et en este ler punto iterado™®/
G(27.2987818802697,14.6750513244775,0.005469466386530561 );
et(27.2987818802697,14.67505132447751);

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

/*diferencia entre valores de G en los puntos hallados™/
/* entre x1 y x0*/
G(27.2987818802697,14.6750513244775,0.00546946638653056 1 )-
G(25,14,0);

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

/*segunda iteracion a partir de x1*/

kil (all)$

et(d,h):=1/40*sum (cos(atan(2*(i-0.5-d)*h/d"2)), i, 1, 40);
G(d,h]):=et(d,h)+1*(h-2-d 2/ (4*h));

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */
matrix([diff(G(d,h,1),d,1)],[diff(G(d,h,1),h,1)],
(diff(G(d,h,1),1,1)])$

%, d:27.2987818802697, h:14.6750513244775,
1:0.005469466386530561%

f: %;
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/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

jacobian([diff(G(d,h,1),d,1), diff(G(d,h,1),h,1),
diff(G(d,h,1),1,1)],[d,h,1])$

%, d:27.2987818802697, h:14.6750513244775,
1:0.005469466386530561%

J: %;

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

J.matrix([d1],[d2],[d3])=-1;

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

linsolve(
[-0.9301085657784458*d3+8.116514184522252*10 " -4*d2-
0.001432982027919873*d1=

-5.21978955759601*10"-4,
1.865101944134437*d3-6.788260324887256*10~-4*d2+
8.116514184522252*10°-4*d1=

-2.367602355222292*%10"-5,
1.865101944134437*d2-0.9301085657784458*d1=0.02036410660063837],
[d1,d2,d3));

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

/*Se ha obtenido el punto x2(d,h,l) dado por
d=27.29878188026974-0.6802584106425759;
h=14.6750513244775+0.3501568819527509;
1=0.005469466386530561-1.812839891154739* /
d:27.2987818802697+0.6802584106425759;
h:14.6750513244775+0.3501568819527509;
1:0.005469466386530561-1.812839891154739;

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

/*valor de G y et en el segundo punto iterado™/
G(27.97904029091228,15.02520820643025,-1.807370424768209);
et(27.97904029091228,15.02520820643025);

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

/*diferencia entre valores de G y et en los puntos hallados™*/
/* entre x1 y x0*/
G(27.97904029091228,15.02520820643025,-1.807370424768209)-
G(27.2987818802697,14.6750513244775,0.005469466386530561 );
/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

/*tercera iteracion. Se parten de los valores obtenidos para x2*/
kill(all)$

et(d,h):=1/40*sum (cos(atan(2*(i-0.5-d)*h/d"2)), i, 1, 40);
G(d,h,l):=et(d,h)+1*(h-2-d"2/(4*h));

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */
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matrix([diff(G(d,h,1),d,1)],[diff(G(d,h,1),h,1)],
[diff(G(d,h,1),1,1)])$

%, d:27.97904029091228, h:15.02520820643025,
1:-1.807370424768209%

f: %;

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */
jacobian([diff(G(d,h,1),d,1), diff(G(d,h,1),h,1),
diff(G(d,h,1),1,1)],[d,b1)$

%, d:27.97904029091228, h:15.02520820643025,
1:-1.807370424768209%

J: %;

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */
J.matrix([d1],[d2],[d3])=-1;

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */
linsolve([-0.9310699694310477*d3-0.1116048078294567*d2+
0.05905246834294651*d1=

-1.687752752351118,
1.866891287976332*d3+0.2085296517361189*d2-
0.1116048078294567*d1=

3.384060636809379,
1.866891287976332%d2-0.9310699694310477*d1=
1.388775462451974*10"-5],

[d1,d2,d3));

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

/*Se obtiene el punto x3(d,h,l) dado por
d=27.97904029091228+-0.07157484327250416
h=15.02520820643025+-0.03570377949786227
1=-1.807370424768209+1.812962253631124* /
d=27.97904029091228+-0.07157484327250416;
h=15.02520820643025+0.03570377949786227;
1=-1.807370424768209+1.812962253631124;

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

/*valor de G y et en el tercer punto iterado™/
G(28.05061513418478,15.06091198592811,0.005591828862915094);
et(28.05061513418478,15.06091198592811);

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

/*Diferencia de G entre x3 y x2*/
G(28.05061513418478,15.06091198592811,0.005591828862915094)-
G(27.2987818802697,14.6750513244775,0.005469466386530561 );
/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

/*cuarta iteracion®/
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Kill (all)$

et(d,h):=1/40*sum (cos(atan(2*(i-0.5-d)*h/d~2)), i, 1, 40);
G(d,h]):=et(d,h)+1*(h-2-d 2/ (4*h));

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */
matrix([diff(G(d,h,1),d,1)], [diff(G(d,h,1),h,1)],
[diff(G(d,h,1),L,1))$

%, d:28.05061513418478, h:15.06091198592811,
1:0.005591828862915094%

f: %;

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */
jacobian([diff(G(d,h,1),d,1), diff(G(d,h,1),h,1),
diff(G(d,h,1),1,1)],[d,b1))$

%, d:28.05061513418478, h:15.06091198592811,
1:0.005591828862915094%

J: %;

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */
J.matrix([d1],[d2],[d3])=-1;

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

linsolve([-0.9312389302982902*d3+7.314941415936737*10"-

4*d2-0.001262202772544079*d1=
3.066144222069519*10"-4,
1.867205945303104*d3-6.688387167322568*10~-4*d2+
7.314941415936737*10~-4*d1=
-5.7152048414515*10°-4,
1.867205945303104*d2-0.9312389302982902*d 1=
4.299555236286778%10"-7],

[d1,d2,d3));

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

/*Se obtiene un nuevo punto x4(d,h,l) con
d=28.05061513418478-0.03087267894203872
h=15.06091198592811-0.01539702175339643
1=0.005591828862915094-2.995038796023141*10"-4*/
d=28.05061513418478-0.03087267894203872;
h=15.06091198592811-0.01539702175339643;
1=0.005591828862915094-2.995038796023141*10"-4;
/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */

/*La funcién G y et en este nuevo punto toman un valor*/
G(28.01974245524274,15.04551496417471,
0.005292324983312779);
et(28.01974245524274,15.04551496417471);

/* [wxMaxima: input end | */

/* [wxMaxima: input start | */
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/*Y la diferencia entre la funcién en el 4° punto y
en el tercero es*/
(G(28.01974245524274,15.04551496417471,
0.005292324983312779)-
G(28.05061513418478,15.06091198592811,
0.005591828862915094);

/* [wxMaxima: input end | */

Coédigo GAMS para la resolucién del problema de construccién de un voladizo
(ecuacién (4,2)):

kdoico Gams
4
5 SCALARS L longitud f1/
& E module de Young [les/
7 F carga en el extremo libre [f1ee/
a 5 maxima deformacion permitida /1 /
9 gamimna densidad /188/;

11 POSITIVE VARIABLES x,¥;
12 FREE WARIABLE obj;

13

14 EQUATICNS

15 WEIGHT funtion objetive

16 SMT restriccion impuesta por la teoria de la resistencia de los m
ateriales

17 eq2 X mayor gque 9.5;

1

19 WEIGHT.. obj =e= pamma™L*x™y;
20 SMT.. (A%F*POWER(L,3)}/(E*x*POWER(Y,3))}=1= 5;
21 eq2,. x=G=9.5

23 MODEL woladizo JALL/;
24 w.lo=0.001; y.lo=@.801;
25 ®.l=1; y.l=1;

27 SOLVE voladizo USING nlp MINIMIZING obj;

SOLUCTION GAMS

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
-==- MAR @.80l o.560 +INF
---- VAR ¥ 8.001 @.093 +INF
---- VAR ohj -INF 4.642 +INF

Cédigo GAMS para la resolucién del problema de la estructura de dos barras
(ecuacién (4,3)):
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CODIGO GAHS
2z
3 SCALARS Gampa. densidad del paterial de las barras flezf
| E modulo de ¥oung fled/
5 F carga sobre el pivote fifo Jf15e3/
(i) 5@ tension maxina admisible faedf
7 oA desplazaniento maxinmo admisible del pivote 3 fle-1/
a h altura de la estructura f1/;
a
18 PARAHETER K constante;
11 K= FAZ*SQRTIZ)*h);

1z

13 POSITIVE VARIABLES x,I;

14

15 FREE VARIABLE obj;

16

17 EQUATIONS

15 W funcion objetivo

i D desplazamiento del pivote 3
| 51 tension en el pivote 1
21 sz tension en el pivote 2;
22

23 W.. obj =a= 2*Ganma*SORT{SQR(x)+5QRChI)=Ts

24 0. KM (SORCK)SSQR(R)1**(3/2)) = SORT(R* &sx*=4) f(EXh*SQR(x)*z) =1= DA;
25 51.. K*[(xzh)*SQRT(SQR(x)+50R(h))) / (x"z) =1= 58;

26 52.. K*(th-x)*sQRT{SQR(x1=30RCAIY / (x"z)=1= 583

27

28 HODEL estructura fALLS;

29 x.lo=A.85; r.lo=A.861;

38 w.1-180; 7.1-108;

31

37 SMVE estructura USING nip HINIMIZING obj;

SOLUCEGN GAMS

LOKER LEVEL UPPER HARGEHAL
---- VAR W 8.858 8.0657 #INF  -1.791E-3
---- VAR T 8.8a1 a. 267 +INF .
---- WaR obj ~INF 63828 #INF

Cédigo GAMS para la resolucién del problema de la columna sometida a pandeo
(ecuaciones (4,4) — (4,5)):

CODIGD GAMS

2

3 SCALARS M masa a soportar por la columna /l9e/
4 H altura de la columna f1e/

5 D densidad del material /1oe/

6 E module de Young del material /1es/

7 5 maxima tension permitida /oea/

8 G constante gravitatoria /9.8/

g9 Pi constante f3.141592/;

8

1

11 POSITIVE VARIABLES X,¥;

12

13 FREE VWARIABLE Z;

14

15 EQUATIONS

16 W funcion objetive

17 R1 restriccion de la tension de compresion
18 R2 restriccion de la tension de pandeo;

19

20 W.. 7 o=B= DEREXSY-SORT((E=x®(y**3) )/ (4% (H*=3)* (M+{33/ 1401 *0%1*x "y} ) )3
21 Rl.. (M*G)/(x"y) =l=5;
22 R2.. (M"6)}/(x®y} =1= (SQR{Pi}“E*SQR{y)}/(48™5QR(H}};

24 MODEL columna JALL/;

26 %.lo=5.891; y.lo=0.881;
27 x.1=19; y.lo=18;

29 SOLVE columna USING nlp MIMIMIZING z;

SOLUCION GAMS

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL

- VAR X B.881 2. eea +INF 3238.762
- VAR ¥ 1,008 10,830 +INF
---- VAR T -INF 190898 I-I-INF
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Cédigo GAMS para la resolucién del problema de vigas y cuerdas (ecuaciones
(478) - (479)):

CODIGO GAMS
2 32 VARIABLES
3 SET 33 ¢ valor de la funcion objetive
4 B coenjunto de vigas fB1%B3/ 34 %(L} carga de la viga
5 R conjunte de cuerdas [RA,RB,RC,RD,RE,RF/ E T{R} tension sobre la cuerda R
& L conjunte de cargas /L1,L2/ ET d(L) distancia de la carga L respecte al extremo izquierdo
7 37 de la viga;
8 UPP(B,R) g
9 /B1.(RA,RB} 30 POSITIVE VARIABLE d;
18 B2.(RC, RO} 48 T.UP(R} = LMAX(R);
11 B3.{RE,RF}/ 41
12 DOWN(B,R} A2 EQUATIONS
13 /B1.{RC,RD} 43 €osT funcion objetivo
14 B2.(RF}/ a4 FORCES(B) restriccion de equilibrio de fuerzas
15 LOAD(B,L} 45 MOMENT(B) restriccion de equilibrio de momentos;
18 /B1.11 46 COST .. z =E= SUM{L, x(L)) ;
17 B3.L2/; A7 FORCES(B).. SUM{REUPP(B, R}, T(R} }=E= SUM{LBLOAD(E, L}, %(L))}+
18 : 48 SUM{RSDOWN{B, R} T(R));
19 PARAMETER LMAX({R) carpga maxima en las cuerdas A MOMENT(B).. SUM{REUPP(B,R) . 0r (R}*T{R) }=E=~SUM{LELOADIE, L),
28 ! (Ra,RB) 300 5@ d{ L) x(L})+SUM{ REDOWNB, R}, dr (R} =T (R} } 5
21 {RC,RD} 208 51
j; {RE,RF} 128/; 52 MODEL vigaycuerda /COST,FORCES,MOMENT/;
53
24 PARAMETER dr(R} coordenadas de la cuerda R 54 SOLVE vigaycuerda USING nlp MAXIMIZING z;
25 / RA 2
26 RB 12
27 RC 4
28 RO 12
29 RE &
El) RF 18/ ;

SOLUCION GAMS
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL

---- VAR Z - INF 70D, 000 +INF
z wvalor de la funcion objetive

---= VAR x carpa de la vigas

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
L1 -INF 585.433 +INF
L2 -INF 114.567 +INF

- WAR T tension sobre la cuerda R

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
RA -INF 309.902  300.002 1.282
RE -INF I00.200 300.000 1.200
RC -INF 3.642 200,200
RD -1INF 19,925 200,000 W
RE -INF led.2a08  100.008 1298
RF ~INF 14.567 128,809

---- WAR d distancia de la carga L respecto al extreme izquierdo

LOWER LEVEL UPPER’ MARGINAL
L1 . 6.925 +INF
L2 . 1.2711 +INF ERS

Cédigo GAMS para la resolucién del problema de la estimacién de estado en
sistemas eléctricos (ecuacién (4,10)):
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grivle ESTIMACION DE ESTADD EN SISTEMAS ELECTRICOS
=2  [m primor lugar se define el conjunts do nudos,

2ET
] indice do suday Fiegzy

8 S8 asignan log daves do encreda. Le prinsya cable -roprescnta lop dorga
=+ parn cedz Lines. Log identifigadpres de bas colusmpas me fe kan

#r  declarads como slamentos gue pertensces & algun conjunto,

®e por eco e wtiliza el gimbale “s* om 1a definicion de la tabla.

=  Jgmalments ocurro en 1n cegumda tsbla.
TABLE LINECN,M#) datos de entrada de lak liceas
Z

- (iha}  (gradas)
Ki.n2 ¢.15 a0,

TABLE BUS(N,+) dates de sairada do los mudeo
L (1K LLE] (VAr)

HL 1.07 ma:  0.73

N2 1.01 [ =1 L8 H

s La constance PL s¢ usa para coovortir grados a radiases.

FCALAR
P 7318064

=+ Seodeclarsn las vasiables de sptialsacin.

VARIAELEZ
= wvalor d¢¢ la fuscion objetivo
V(M) medulo de la tension en el nude K
d({¥} angule do 13 tonsiom en el nude H;

#% El nude 2 pe toma coae nade de referencia, por
#3530 &e [1]h #u angulo a cers
D.FR 2 ) =0

4= El comjunta de nudos K de duplica para hacer referencias

*= 2 distintos @lementos del misne dentro de la misoa restriccien,

ALEASIE HED

#5  h coptipusclon e convierten gradok a radinges.
LINE(H NP, 'PHI? | aLIME(N, NP, 'PHI* JePI 1ED;

+= Las matrices de daves 2 ¥ PHI se definen coms simotricas ssdlsnte

*r 1a condicton $(ORDIN} GT ORD(NP)) sobra lop comjuntos N y HP.
LINECH NP, 2 FS{0R0(NY T GRDONE) I=LINECHE B, *Z'0,
LIME(H, NP, ' PHI*JSCORD(N) O DSDONP) y=LINECHR.N, 'FHI'):

EQUATION
EREOR funclon abjetive;

#= La fenciom objetive se define en terninos de funcisnas mo linaalas
** cono SGE, €05 ¥ SIN. La copdiciom S{LIBE(N NP, 2] NE 4} nirwe
#= para coaprobar i lom nudos W oy WP estan conectodon.

ERADR. . % =o= SUNCH, SQROVIMI-BUS{R, VD) +SUHOIPS{LINZIN NP, 42%) HEQ),

SQRCCCI/LINECH, NP, 22" ) ) e

CEQRIVINY ) »COB(LTHELK NP, "FHE! 33 - W IR ) «WiiP) »CO5 (A {R) -
A{RPJ+LINE(N, NP, 'FHI ") 2 ) )-BUS(N, 'Fr) )+
SORO((1/LINE(H KP, Y27 0w

C2QRENCHD Y +EIHCLINECK NP, "FHE ' 3 «W (N}« V(NP oBIN(d (N =
ALKP)#LIME (N, BP, PHT* ) 20 3=R08 (N, "0 3005

#*  Los cowandes sipgiostes ddifinmn ol zodeli de estizmcion, y selizitan o CANE

s qua resuniva el problean sediante un aptimiesdsr ne Tineal.

MODEL eotieacion /ERRORS|
SOLYVE ootimacion USIKG alp MINIMIZIRG z;

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL

=== YAR' T ~INF 2.203 +INF
T valor de la funcion objetiva
=rar=YAR ¥ module de la tension en ol nude N
LOWER LEVEL UFPER MARGINAL
¥l -INF 1,04k +INF EPS
Nz -IKF 1.033 +INF EPS
=== YAR O angule de la tension en el nudo N

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL

Hi —INF 0002 +INF EPS
N2 2 . s EPS

Cédigo GAMS para la resolucién del problema de reparto éptimo de carga
(ecuaciones (4,11) — (4,12) — (4,13)):

ftitle PROBLEMA DEL FLUIO OFTIMO DE CARGAS

*+ 3o definen los conjuntos G y N.

#» [nego se define gl conjunto MAP

*% como un subconjunto de les conjuntos G y N.

#% EL subconjunte MAF establece las combinaclones
#+ validas entre los elementos de G y N.

BETS
G indice de generadores /Gi*G2/
N indice de mudoz /N1+N3/
HAP(G, M) asocta genevadores y mudos /G1.N1,G2.H2/;

#*  Sg asignan les dates de entrada. La primera tabla representa los datos
** para cada generador. Los identificadores de las columnas oo 52 han P(G}
*» daclarado como elementos que pertenecen a algun conjunto,

** por esc 88 utiliza el simbole ‘#*' en la dafinicion de la tabla.
*% Igualmente ocurre en los de las dos tablas posteriores.

TABLE GDATA(G,*) datos de entrada de les genevadores

PNIN PHAX QHIN OHAX COST

* W) [} (VAr) (¥Ar) (E/Wh)
G1 0.0 3.0 =1.8 2.0 il
G2 0.0 3.0 -1.0 2.0 T

THBLE LIME(N,N,*) dates de entrada de las lineas
¥ PHI
* (Ohm} (rad}
Ni.M1 22,97 -1.338
N2.M2 21,837 -1.347
N3.M3 20.85 -1.362
H1.M2 12.13 1.816
Ni.N3 10.85 1.789
N2, N3 8.81 1.T68;

TABLE BUS(HN,=)
VMIN  VMAX PL QL
* 0 o (W) (Var}
N1 0.05 1.13
Wz 0.85 1.19
N3 095 1,10 4B 1.5;

#x Constante PI util para limitar los angules de tension.

SCALAR
PI /3.1416/;

#% He declaran las varisbles de optimizacien.

VARIABLES
z valor de la funcion cbjetive

potencia activa generada per el generador G

qi{G) potencia reactiva pgenerada por el generador G

w(N} modulo de la tenzien en el noda N
d(N) angule de la tension en el nudo M

** §a asignan los limites da las wariables.

P ap(G)=CDATA(G, "PMAX') ;
q.up(G)=CDATA(G, "OMAX ') ;
v, up(N)=BUS(H, 'VHAX ') ;

p-1o{G)=0DATA{G, 'FHIN'};
q.1o(G)=GDATALG, 'QHIN');
. 1o{N}=BUS{H, 'VHIN*} ;

d.1o{R)=-FI; d.up(N)=PI;
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#% @so gs fija su anguls a oere. ==== VAR E
A fx(iNa)=0; z

*=  El conjunto de nudes N se duplica para hacer referencia -=== Yam P

** a distintos elementos del misme dentre de la misma restricciom, LOWER
ALTAS(N,NPY; i

G2

% Laz patrices de datos 2 y PHI za definen simetricas mediante

ss  1p condicien $(0RD(N) GT QRD(NP)) socbre los cenjuntos N y NP. e AR
LINECH, NP, 'Y!)$CORD(N} GT ORDCNP))=LINECNP,H, ¥'); LAVER
LINECN,HP, *PHI*Y§(ORD(N) GT ORDCNP))=LINE(HE,N, PHI®); & -1.000

G2 =1.000
== Sp declavan las restricclonmes.

EQUATIONS ==== VAR V
COST funcion ebjetivo LOWER
PRALCH) restricciones de balance de potencia activa N1 0,950
QEALCND restricciones de balance de potencia reactiva; W2 0850

N3 0,950

*#» En las restricciones se emplea la condicion $MAP(G,N) —=e= VAR D

#% para comprobar si el generader { esta ubicado en el nudo N. LOWER

N1 =3, 142
COST.. z =a= SUM(G,GDATACG, *COST* )=p(G)); Nz -3.:142
PEALN) .. SUMCGSMAP(G, ) ,pC6) J=BUSIN, *PL* Jme=y (H)+ K3
SUM (NP, LINE(N,NP, ' Y7 Yorv (NP} =COS{(d (N ~d (HP)
~LINE(H NP, *PHI"}));
QBALCND .. SUM{GSMAP (G, N} ,g(G) )-BUS(N, QL }=e= v(N)*

aa

El nudo 3 se toma como nudo de referencia, por

SUM(NP LINECH NP, 'Y )=y (NP)+SIN{d (N) -d (NP} -LINE(N NP, "PRI'} }) ;

Loz comandes: giguientes definen el modelo de flujo 4ptime de cargas,
¥ selicitan a GAMS que resuelva el problema mediante un optimlzador no lineal,

MODEL foc /COST,PBAL,QBAL/:

SOLVE foc USING nlp MINIMIZING z;

LOWER
-INF

LEVEL
30,312

UPFER
+INF

HARGINAL

valor de la funciom objetive
potencia activa generada por el generador G
LEVEL UPPER MARGINAL
3.000 3.000 =0.927
1.758 3.000
potencia reactiva generada por el generador G
LEVEL UPPER HARGINAL
1.860 2.000
0.748 2.000
module de la tensicn en el nudo N
LEVEL UPFPER MARGIMAL
1.130 1.130 =-0.533
1.100 1.100 =3.303
£.97e 1.190
angulc de la tension en &l nudo N
LEVEL UFFER MARGINAL
0,190 3.1432
0.174 3.142 a
EP3

Coédigo GAMS para la resolucién del problema de la asignacién del trafico

(ecuaciones (4,14) — (4,15)):

Ftitle EL PROBLEMA DE ASIGNACION DE TRAFICO

SETS

r rutas

4 arcos

W demandas

Jrisrs/
fal=as/
Fulaudf;

PARAMETERS
Blw) domanda
fwl 4000
w2 2500/
Kfa) capacidad del arco
fal 500
aZ 400
ad 400
ad 5007
bi{a) parametro de congestion del arco
fal 1,

aZ Y

ad : 1

a4 1./
nfa) parametro de congestion del arce
fal 4,

al 4.

a3 L

ad 4./

Cola) coste del arco sin flujeo
f at &

a2 7
a3 1o
ad o

TABLE DELTAR_W{r,w) matriz de incidencias ruta-demands

TABLE DELTAR_L{r,a) matriz de incidencias ruta-arca

ui w2
rl 1 v}
2 i o
3 i o
T o 1
r5 o 1.

al a2
rl 1 [0}
2 o 1
3 ] o
T4 i 1
h ] i}
VARIABLES

Hir) flujo en la ruta r
Fla) flujo en el arco a

a3
(¥]

= =

ad

L= i =

z tiempo total en la red de transporte

POSITIVE VARIABLE H, F;

EQUATIORS

COST funcion sbjetive

SD(w) restriccion sobre la demanda
CF{a) conservacion del flujo;

80(w). . SUM(r H{r)=DELTAR_W(r,w)}=e= D{w};
CF(a)..

SUM(x H{x)=sDELTAR_L(xr,a} }=e= F{a);

COST. cZ=a=SUM{a, CO (a)»Fla)+ (bla)(nlad+l. ) = (Fla) /K a) bewdnlal+l.) )

MODEL PAT Jall/;

SOLVE PAT using nlp minimizing Z;

DISPLAY H.L;
DISPLAY F.L;
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