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capiTuLo 1

Introduccidn

En este trabajo se va a abordar la disminucién del ruido presente en imédgenes retinograficas
con el fin de facilitar su uso en medicina y mejorar el posible diagnéstico de enfermedades a
través de ellas. Por ello, seréd ttil tener un concepto global de estos términos para asi facilitar las
posteriores explicaciones y conclusiones.

1.1. Retinay retinografias

En primer lugar se dardn unas pinceladas sobre las funciones y estructura de la retina.

La retina es una capa de tejido sensible a la luz situado en la superficie interior del ojo,
en la parte posterior del globo ocular. Es similar a una tela en la que se proyectan las imagenes
que pasan a través del cristalino del ojo. La luz que incide en la retina desencadena una serie
de fenémenos quimicos y eléctricos que finalmente se traducen en impulsos nerviosos que son
enviados hacia el cerebro por el nervio 6ptico. Hablando de la estructura macroscépica de la retina
se pueden apreciar distintas partes:

ePapila Optica: es la cabeza del nervio 6ptico, donde se agrupan todas las prolongaciones
de las neuronas para llevar el impulso hacia el cerebro.



1 Introduccién

eArteria y vena de la retina: son las encargadas de nutrir las capas mads internas de la retina.

eMicula: es la zona de la retina encargada de la visién central, de la visién fina de los
detalles de las cosas como por ejemplo leer o enhebrar una aguja.

eFovea: es el centro de la visién, donde se enfocan los rayos de luz que llegan a la retina.

eRetina periférica: es la que nos permite la visién periférica.

eVitreo: es el gel que ocupa la cavidad del globo ocular. Es transparente y estd pegado a la

retina.

En la Figura[1.T|se pueden apreciar las distintas partes de la retina que muestran claramente
las imagenes retinograficas.

Figura 1.1: Imagen de retinografia.

Por otro lado, la retinografia es una técnica que se utiliza en medicina para obtener fotogra-
fias en color de la retina, tanto en imagen panordmica como de zonas mas ampliadas, que ayudan
a detectar diferentes enfermedades que afectan a la misma. Este tipo de fotografias son tomadas
con ayuda de un instrumento llamado retinégrafo ocular.
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CAPITULO 2

Método de Split Bregman

Muchos de los problemas importantes de ingenieria entran dentro de la categoria de proble-
mas de regularizacion tipo 11, cuya forma general es:

min | (u)| + H(u), 2.1)

donde |1 denota la norma 11 y tanto |®(u)| como H(u) son funciones convexas definidas sobre
un conjunto convexo. Muchos de los problemas importantes de procesado de imagen (y de otras
areas computacionales) se pueden exponer como un problema de optimizacién regularizado de
tipo 11. Algunos ejemplos de esto podrian ser los siguientes:

TVD (Total Variation Denoising)/ROF Denoising: min ||u||gy + gHu —fll5, (2.2)
u

Basis Pursuit/Compressed Sensing: min J (1) + g| |Au — f[3, (2.3)
u

donde J(u) es un funcional cualquiera regularizado normalmente en forma de norma de Besov o
norma BV.

A pesar de tener una forma muy simple, la funciéon Rudin-Osher-Fatemi (ROF) que se re-
presenta en (2.2), es muy dificil de minimizar por métodos convencionales. La primera vez que
se introdujo la recuperacién de imdgenes basada en la Variacién Total en [22], los autores propu-
sieron minimizar esta energia utilizando un método de proyeccién del gradiente. Este método es
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2 Meétodo de Split Bregman

simple pero muy lento debido a las pobres condiciones y a la no linearidad. Muchos autores han
propuesto la mejora de los esquemas de tiempo que tiene como resultado un mejor rendimiento,
como los presentados en [26] y [15]. Sin embargo, una clase de soluciones mas eficientes son aque-
llas basadas en el método de Newton. Uno de esos algoritmos se present6 en [7], donde el método
del gradiente conjugado precondicionado se usa para invertir la Hessiana a cada paso. En [25] se
propuso una implementacién mas eficiente de un método de segundo orden, donde se usa una
precondicién multigrid algebraica para acelerar el método.

Sin embargo, la soluciéon mas eficiente a ROF es la propuesta por Darbon y Sigelle en [8],
donde se aproxim¢ la funcién utilizando una norma Besov (BV) anisotrépica. En [3]] se demostré
que con esta formulacién, el problema resultante se resuelve muy rapidamente utilizando cortes
de grafos.

Los problemas de la forma (2.3) estdn recibiendo recientemente mucha atencién debido a
la introduccién de las técnicas de deteccion comprimida (compressed sensing) que permiten la re-
construccion de imagenes y sefiales de alta resolucién a partir de una pequefia cantidad de datos
como se ve en [6], [S] y [9]. Se ha demostrado que esta formulacién es ttil en muchas éreas, inclu-
yendo imagen médica [17], [18], radar [1] y otras aplicaciones de procesado de sefial. La deteccién
comprimida se basa en la idea de que una sefal puede ser reconstruida a partir de un pequefio nt-
mero de medidas siempre que dichas medidas se obtengan con las bases correctas. Una aplicacién
particular en la que haremos especial hincapié es la reconstruccién de imagenes de resonancia
magnética dispersa (Sparse MRI) [17], [16]]. El objetivo de la MRI es resolver la siguiente expresion:

min J (u) tal que ||Fu — f|]2 =0,

donde f representa los datos de la deteccion comprimida, que consisten en las muestras de la
transformada de Fourier de una imagen desconocida, F es el subconjunto de filas de la matriz
de Fourier, u la imagen desconocida que queremos reconstruir y J el término de regularizacién
11 adecuadamente elegido. La formulacién para este problema sin restricciones se introdujo en
[16], donde se utiliza una aproximacién iterativa de Bregman [4] para obtener soluciones a los
problemas de reduccién de ruido del tipo:

min J (1) tal que ||Fu — f||» < 0. (2.4)

Los problemas de optimizacién de la forma (2.4), al presentar un término de regularizacién
del tipo 11, siguen siendo muy dificiles de resolver. Muchos autores han aplicado esquemas de
optimizacién cldsicos, como los métodos de punto interior, a este tipo de problemas.

En este caso especial donde el problema CS se puede escribir de la forma:
min |u| tal que ||Au— fl|2 <o, (2.5)
u

se puede utilizar una nueva clase de métodos que reduce el problema a un conjunto de proble-
mas mds simples utilizando la linearizacién. El primero de estos métodos es el FPC (Fixed Point

4



Continuation) introducido en [13] y que resuelve el siguiente problema sin restricciones
i Bllau—£13 2.6
min|ul + 5| 4u - £ 2.6)
llevando a cabo de manera iterativa el descenso del gradiente.

También es posible resolver el problema con restriccion (2.5) aplicando el esquema de la
iteracion de Bregman de [20] y [16], utilizando FPC/Bregman. Esto se hace resolviendo de ma-
nera iterativa el problema sin restriccién (2.6) y modificando el valor de f usado en la siguiente
iteracion.

En lugar de resolver el problema sin restricciones y después llevar a cabo la actualizacién
de Bregman de manera separada, estos dos pasos se combinan elegantemente en el algoritmo
linearizado de Bregman [28], que resuelve el problema (2.5) resolviendo iterativamente

,Uk+1 — Uk+AT(f—Auk),

k= 5*shrink(vk+1,;),

para k = 1,2,...n. El algoritmo termina cuando se cumple la restriccién de reducciéon en ruido de
(2.5). Se demostré en [11] y [21] que u" serd una aproximacién adecuada a la solucién de (2.5)
siempre que se escojan los valores apropiados de los pardmetros p y 0.

A pesar de que el FPC y el algoritmo linearizado de Bregman son extremadamente eficientes, s6lo
pueden resolver problemas que hayan sido puestos de la forma (2.6). Como el operador gradien-
te no es invertible, estos algoritmos no pueden resolver problemas que involucren normas BV.
Ademas, estos esquemas tampoco pueden resolver problemas que tengan mdltiples términos de
regularizacién 11. Debido a estas razones es dificil aplicar el método FPC y el algoritmo lineariza-
do de Bregman en problemas de procesado de imagen. Por ejemplo, varios autores [9], [24] han
llegado a la conclusiéon de que la reconstrucciéon 6ptima de una resonancia magnética (MRI) se
obtiene utilizando una combinacién de la norma BV y de la norma de Besov, B; ;. En este caso,
este problema puede escribirse como:

min |1l gy + |lul s + 117 — £,

donde ||.||py = ||Vu||1 es la norma “bounded variation” (variacién acotada) y ||u||g = ||Hul|;
denota la norma de Besov respecto a la transformada Wavelet de Haar. Mds tarde se volvera a esta
forma particular del problema de deteccién comprimida (Compressed Sensing).

A continuacioén se va a presentar una técnica general que pueda usarse para resolver eficientemen-
te los problemas de regularizacién 11 mas comunes. Ademas, el esquema de optimizacién que se
empleard se puede generalizar para resolver un rango muy amplio de problemas de optimizacién,
algunos de los cuales pueden ser muy dificiles de resolver usando técnicas existentes.



2 Meétodo de Split Bregman

2.1. Problemas de optimizacion con restricciones

Se considera una funcién de energia convexa, £, y un operador lineal, A : R" — R™. Se
desea resolver un problema de optimizacién con restricciones generalizado

min&(u) sujetoa Au =b. (2.7)
u

Este problema puede ser muy dificil de resolver directamente si £ es no diferenciable. Para que
(2.7) sea mas sencillo de resolver, se desea convertirlo en un problema de optimizacién sin restric-
ciones. Un método comtin para hacer esto es utilizando una funcién de penalizacién/método de
continuacién, que aproxima (2 .7) a un problema de la forma

min € (u) + || Au — b| 3, 2.8)

donde A1 < A < ... < Ay es una secuencia creciente de pesos de la funcién de penalizacién
[2 19]. Para reforzar el hecho de que H(u) ~ 0, se debe escoger Ay para que sea un valor extre-
madamente grande.

Desafortunadamente, en muchos problemas, escoger un valor grande de A hace a (2.8) extrema-
damente dificil de resolver numéricamente. A menudo se desea resolver (2.8) por un método
tipo Newton, que requiere invertir la Hessiana de la funcién objetivo. Sin embargo, conforme
A — 00, el nimero de condiciones de la Hessiana se aproxima a infinito, haciéndolo poco préc-
tico para el uso de métodos iterativos rapidos (como el método del gradiente conjugado o el méto-
do de Gauss-Seidel)[2,[19]. Ademds, para muchas aplicaciones, A, debe ser incrementada en pasos
muy pequefios, haciendo el método menos eficiente.

En el siguiente apartado se vera que la iteraciéon de Bregman se puede usar para reducir (2.7) a
una secuencia corta de problemas sin restriccién. En este sentido, la iteracién de Bregman es una
alternativa a los métodos convencionales de funcién de penalizacién.

2.2. lteracion de Bregman

La iteraciéon de Bregman es un concepto que se origind en el andlisis de funciones para
encontrar los extremos de funciones convexas [4]. La iteracién de Bregman se us6é por primera
vez en procesado de imagen en [20], donde se aplicé al modelo ROF para la reduccién de ruido
por técnicas de variacion total. También ha sido utilizada para resolver problemas de btisqueda de
base (Basis Pursuit) en [28]], [11] y [21], y en consecuencia aplicada en problemas de imagen médica
en [16]. En lugar de centrarnos en una aplicacion especifica, se va a presentar una formulacién
general de esta técnica.

Empezamos con el concepto de “distancia de Bregman”. La distancia de Bregman asociada a una
funcién convexa &£ en el punto v es

DY (u,v) = E(u) — E(v) — (p,u—0),



2.2 Iteracién de Bregman

donde p es el subgradiente de £ en v. Claramente, ésta no es una distancia en el sentido habi-
tual ya que no es simétrica en general. Sin embargo si que mide cercania en el sentido de que
D% (u,v) >0,y D%(u,v) > D% (w,v) con w en la linea segmento entre u y 0.

De nuevo, considerando dos funciones de energia convexas, £ y H, definidas sobre R" con
min,ers H (1) = 0. El problema de minimizacién sin restricciones asociado es

muiné’(u) + AH (u). (2.9)

Se puede modificar este problema resolviendo de manera iterativa

uk = min DE(u, u¥) + AH(u), (2.10)
= muiné’(u) — (P u—uFy + AH (u), (2.11)

como fue sugerido por Bregman en [4].

Por simplicidad, se asume que H es diferenciable. En este caso, se tiene que 0 €
9(D%(u,u¥) + AH(u)) donde este subdiferencial se evalda en u**1. Como p**! € 9&(uf*1) en
esta ubicacion, se tiene que

pk+l — pk _ V?—[(uk+1).
En [20], los autores analizan la convergencia de los esquemas iterativos de Bregman. En particular,
se muestra que, bajo supuestos bastante débiles de £ y H, que H (1) — 0 ya que k — co.

Son especialmente importantes dos resultados particulares de convergencia de [20],y por
tanto, los reafirmamos.

Teorema 1. Asumiendo que € y H son funciones convexas y que H es diferenciable. También se asume que
las soluciones a los sub-problemas en (2.10) existen. Se tiene

1) Decrecimiento monétono en H : H(u'k +1)) < H(u")

2) Convergencia a un minimizador de H : H(u*) < H(u*) + J(u*)/k

Ademads de esos resultados de convergencia, la iteracion de Bregman tiene muchas y muy
buenas propiedades para la reduccién del ruido que han sido discutidos y probados en [20, 16].

2.2.1. Optimizacion con restricciones via lteracion de Bregman

En esta seccién, se presenta un método para resolver una amplia variedad de problemas de
optimizacién con restricciones sin usar continuacion. Primero se muestra que la iteraciéon de Breg-
man se puede usar para resolver el problema de optimizacién con restricciones (2.7). Se discutird
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2 Meétodo de Split Bregman

una forma simplificada de iteracién de Bregman que es equivalente a “afiadir el ruido de nue-
vo” como se hace con la reduccién del ruido ROF [20]. Y por tltimo se discutird las propiedades
de convergencia de este método.

Se desea resolver
min £(u) tal que Au = b, (2.12)
u

para algtn operador lineal A y un vector b. Para aplicar la férmula (2.9) se convierte esto en un
problema sin restricciones utilizando una funcién de penalizacién cuadrética:

A
rgngw)+§MAu—m@. (2.13)

Para valores pequefios de A, la funcién de penalizacion no hace cumplir la restriccién con preci-
sion. La soluciéon convencional a este problema es dejar que A — co. En lugar de eso, aqui se
aplica la Iteracién de Bregman (2.10), y se minimiza de forma iterativa:

W = minDE(w ) + 2| Au b3 (2.14)
u
A
= rrhiné’(u) — <pk,u—uk>+§]|Au—bH§, (2.15)
pl = pF - AAT (AU —b). (2.16)

Las iteraciones de Bregman de esta forma fueron consideradas en [28] y en [20]. Aqui se
demuestra que cuando A es lineal, esta iteracion aparentemente complicada es equivalente al
método simplificado:

W= min(u) + %HAu _ B, (217)
P = b b — Ak (2.18)

En otras palabras, simplemente se afiade de nuevo el error de la restriccién en la parte dere-
cha. Esto es andlogo a “afiadir de nuevo el ruido” en el modelo ROF para la reducciéon de ruido
mediante la variacion total [20].

Debido a la equivalencia de (2.14-2.16) y (2.17-2.18) y a los resultados de convergencia del
teorema 2.1, tenemos que:
lim Auf =b, (2.19)

k—so0
donde la convergencia es en el sentido de la norma 2. En otras palabras, para valores grandes de
k, la iteracion de u* satisface la restriccién con un alto grado de precision.

Ahora se necesita demostrar que una solucién u*, de Au = b obtenida a partir de (2.17-
2.18) es ciertamente una solucién al problema original con restriccién (2.12). Cabe destacar que la
iteracion de Bregman se us6 para resolver un problema de optimizacién con restricciones en [28].
Aqui se amplia este resultado presentando una prueba muy simple.

8



2.2 Iteracién de Bregman

Teorema 2 1. Siendo ‘H : R" — R convexa. Siendo A : R" — R™ lineal. Se considera el algoritmo
(2.17-2.18). Se supone que alguna iteracion, u*, satisface Au* = b. Entonces u* es una solucion al problema
con restriccion original (25.12)

Prueba: Sea u* y b* tales que Au* =b,y
w' = min E(u) + %HAu—b*H%. (2.20)
Sea il una verdadera solucién de (2.12). Entonces Au™ = b = Afl, lo que implica que
| Au™ = b*|[3 = [|Aa — 7| 5. (2.21)
Ya que u* satisface (1.20), se tiene que
E(u') + 2| Au — ']} < E() + 5|42 — |3 e2)
Finalmente, se aprecia que (2.21) y (2.22) juntos implican
E(u*) < E(n).

Como 1 satisface el problema de optimizacién original, esta desigualdad se puede enfocar como
una igualdad demostrando que u* resuelve (2.12).

Esto muestra que, siempre que (2.17-2.18) converjan en el sentido de (2.19), la iteracién de
u* se acercard de manera arbitraria a la solucién del problema original con restriccién (2.7). Hay
que remarcar la generalidad del teorema de arriba. La prueba no utiliza de manera explicita la
linealidad de A, y de hecho no es una condicién que el teorema requiera para sostenerse. La
aplicacién de este método a problemas en los que A no es lineal serd sujeto de estudio en futuras

investigaciones.

2.2.2. Ventajas de la iteracion de Bregman

Esta técnica de la iteracién de Bregman tiene muchas ventajas sobre la tradicional funcién
de penalizacién o los métodos de continuacién. En primer lugar, la iteraciéon de Bregman con-
verge my rdpidamente cuando se aplica a ciertos tipos de funcién objetivo, especialmente para
los problemas donde £ contiene un término de regularizacion 11. Cuando la iteraciéon de Breg-
man converge muy rapidamente, sélo se necesita resolver un ntimero pequefio de problemas sin
restriccion.

La segunda (y quiza més importante) ventaja de la iteracion de Bregman sobre los métodos
de continuacién es que el valor de A en (2.9) permanece constante. Se puede por lo tanto elegir

9



2 Meétodo de Split Bregman

un valor de A que minimice el niimero de condicién de los sub-problemas, dando lugar a una
convergencia mds rdpida para los métodos de optimizacién iterativos como Newton o Gauss-
Seidel.

La Iteracién de Bregman también evita el problema de la inestabilidad numérica que ocurre
cuando A — oo que aparece cuando se usan los métodos de continuacién.

2.3. Split Bregman. Una mejor formulacion para los problemas
regularizados I1

Se va a aplicar la infraestructura de Bregman para resolver el problema general de optimiza-
cién regularizado 11 (2.1). En la explicacion siguiente se asumird que H(- ) y |®(- )| son funciones
convexas. También se asumiré que | (- )| es diferenciable.

La clave de este método es que se desparejan las partes 11 y 12 de la energia en (2.1). La
formulacién de esta separacion sigue lo propuesto en [27] donde se aplica una técnica similar
para deconvoluciones regularizadas 11. En lugar de considerar (2.1) se considerard el problema

midn |d| + H(u) talque d = ®(u). (2.23)
i,

Este problema es claramente equivalente a (2.1). Para resolver este problema, primero hay que
convertirlo en un problema sin restricciones:

A
midn\d\ —i—?—l(u)—l—EHd—CD(u)H%. (2.24)

En esto es en lo que este método difiere de [27]. Si se considera E(u,d) = |d| + H(u), y se
define A(u,d) = d — ®(u), entonces se puede ver que (2.24) es simplemente una aplicaciéon de
(2.13). Para reforzar la condicién de restriccién, ahora este problema se conecta con la formulacién
de Bregman que aparece anteriormente (2.14-2.16)

(41, d50) = min D i, d, ) + J11d — (0| (2.25)
= i d) — (phu— i) — (phd =)+ Sl - eI, @26

PEFL = - AT (@ - g, 227)

Pt = pa - A - et (2:28)

10



2.3 Split Bregman. Una mejor formulacion para los problemas regularizados 11

Cuando se aplica la simplificacion presentada en (2.17-2.18), se obtiene el elegante algoritmo
de dos fases

La iteracion de Split Bregman

. A
() = minld] + ) + 5114 - D) D 229)

bk+1 — bk + (®<Mk+1) o dk+1)‘ (230)

Se ha reducido el problema regularizado 11 (2.1) a una secuencia de problemas de optimiza-
cioén sin restriccion y actualizaciones de Bregman. El porqué de que este algoritmo sea tan efectivo
puede no ser inmediatamente claro. En el siguiente apartado se vera que este problema es mucho
mas féacil de computar que la formulacién convencional para un problema regularizado 11.

2.3.1. Minimizacion iterativa

Para poder implementar el algoritmo (2.30) hay que ser capaz de resolver el problema

(41, d41) = min ] + M)+ 210 — () — ¥ @3
u,

Debido a la forma en la que se han “separado”, las componentes 11 y 12 de esta funcién, se
puede llevar a cabo una minimizacién eficiente minimizando iterativamente con respecto a u y a
d de manera separada. Los dos pasos que se deben llevar a cabo son:

A
Paso 1: uf 1 = muin’H(u) + EHdk — ®(u) — b"|]3.

A
Paso 2: 41 = min |d| + Z[1d - O(ukt1) — k|2,

La velocidad del modelo de separacién de Bregman es en gran parte dependiente de como
de rdpido se pueda resolver cada uno de esos dos subproblemas.

Para resolver el Paso 1, es notorio que ya que se tiene u “desparejada”de la parte 11 del
problema, el problema de optimizacién que se debe resolver para u* es ahora diferenciable. Por
tanto, se puede usar una gran variedad de técnicas de optimizacién para resolver este problema.
El método particular para resolver este problema de optimizacién depende de la naturaleza exac-
ta de H, pero para la mayoria de los problemas comunes se pueden usar los métodos tanto de
Gauss-Seidel como de la Transformada de Fourier. Para escasos problemas en los que & tiene una
estructura pequefia, se puede usar un método de pocos pasos de un gradiente conjugado para
resolver este problema de manera aproximada.

11



2 Meétodo de Split Bregman

En el Paso 2 del algoritmo anterior, no hay acoplamiento entre los elementos de d. Se puede
computar explicitamente el valor 6ptimo de d utilizando el operador de encogimiento (shrinkage).
Se computa simplemente

Ayt = shrink(®(u); +bf,1/7),

donde

shrink(x,y) = ’; *max(|x| —7,0),

este encogimiento es extremadamente rapido, y requiere s6lo unas pocas operaciones por elemen-
to de d**1.

2.3.2. Implementacion del algoritmo propuesto

Cuando se coloca el esquema de minimizacion iterativa dentro del proceso descrito en (2.29),
se obtiene lo siguiente:

Algoritmo generalizado de Split Bregman

While ||uf — uF=1]|, > tol
forn=1to N
uktl = min, H(u) + 3||d* — @ (u) — b¥||3
441 = ming |d] + 31d — B(uk*1) — b
end
pk+1 — pk + (q)(uk-H) _ dk—H)
end

Se ha encontrado que no es deseable resolver el primer subproblema en (2.29) para una
convergencia total. Intuitivamente, la razén para esto es que si el error en la solucién de este sub-
problema es pequefia comparada con ||b¥ — b*||,, entonces este extra de precision serd “malgas-
tado”cuando el pardmetro de Bregman se actualice. De hecho, se ha demostrado empiricamente
que para muchas aplicaciones, la eficiencia 6ptima se obtiene cuando sélo se ha llevado a cabo
una iteracién del bucle interior (por ejemplo N=1 en el algoritmo de arriba). Incluso cuando s6-

k

lo se resuelve para 1! aproximadamente (por ejemplo usando unos pocos pasos de un método

iterativo), el algoritmo anterior atin converge.

Para entender por qué el algoritmo de Split Bregman es tan robusto a las imprecisiones
numéricas, se deben examinar los resultados del Teorema 1.2.2. Utilizando este teorema es facil
demostrar que cualquier punto fijo del algoritmo de Split Bregman es ciertamente un minimo

12
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del problema con restriccién original (2.23), incluso si se usan métodos iterativos inexactos para
cada subproblema. Siendo (u*,b*) un punto fijo de (2.29-2.30) que también satisface (2.29). El
punto fijo satisface b* = b* + ®u* — d*, lo que implica que d* = du*. Estos resultados, junto con
(2.29) satisfacen las condiciones del Teorema 1.2.2, que muestra que (u*,b*) es una solucion del
problema con restriccion (2.23).

2.4. Aplicaciones

Ahora se ilustrard cémo usar la infraestructura de Split Bregman para tratar distintas apli-
caciones.

2.4.1. Eliminacion del ruido por Variacion Total

La reduccién del ruido por Variacién Total es considerado uno de los mejores modelos pero
también uno de los més dificiles de computar. En este apartado se va a mostrar como la técnica de
Split Bregman puede ser usada para resolver este problema de una forma no sélo simple, también
extremadamente eficiente. Es més, este modelo puede resolver el problema de minimizacién de
Variacion Total Isotrépica (un modelo superior de Variacion Total que no se puede resolver usando
el popular método de cortes de grafos). Se tratard esto como un problema bidimensional para
demostrar que el método de Split Bregman aplica a problemas con mds términos que el término

de regularizacién 11.

Se empieza abordando el problema anisotrépico
min V| + [ Vyu| + S fJu— fI3. (2.32)

Para aplicar la divisién de Bregman, primero se sustituye V,u por d, y V,u por d,. Esto da paso
al problema con restriccion.

min |dy| + [dy | + %Hu — f|13, tal que dy = Vyu y dy = V.

En esta formulacion se refuerza débilmente la restriccion, se afiaden términos de funcién de pena-
lizacién como se hizo en (2.24). Ahora se tiene
. [ 2 A 2 A 2
min [de] + |dy| + 51w = FIB + 1l — Vol B+ 5 lldy — Tyl B
x U
Finalmente, se refuerzan estrictamente las restricciones aplicando la iteracién de Bregman (2.29)
para conseguir

A

. A
min |d|+ ’dy‘ +gHM—fH%-l-Ede—qu—blch%-l-E
xdy,U

||dy — Vyu — b;”%

13



2 Meétodo de Split Bregman

que tiene la condicién 6ptima.
(ul =AM = pf + AV (d — bY) + AV, (df — by). (2.33)

Con el fin de conseguir una eficiencia 6ptima, se desea usar un algoritmo iterativo rapido para
alcanzar soluciones aproximadas a este sistema. Como el sistema es estrictamente dominante dia-
gonalmente, la eleccion mds natural es el método de Gauss-Seidel. La solucion Gauss-Seidel a este

problema se puede escribir en cuanto al componente como u;{j“ = Gf j donde

A
ko k k k k
Gij = T (”i+1,j Uyt U
k k k k k k k k H
i — ity —dyi— byt — by b))+ fij-

o+ 4A

Usando esta solucion, el algoritmo de Split Bregman se escribe

Eliminacién del ruido por Variacién Total Anisotrépica con Split Bregman
Inicializacién: u® = f, y dJ = d(y) =1 = bg =0
While |[uf — k1|5 > tol
W — Gk
A = shrink (VM 4 b5,1/7)
A6l = shrink(Vuf 1 45,1/ 7)
bl;(c+1 — b’; + (vxuk—i-l _ di—s—l)
k+1 _ pk k k
byJrl = by + (Vyu +_ dy“)

end

se nota que el bucle “for” del algoritmo Generalizado de Split Bregman esta ausente aqui. Se ha
demostrado que este algoritmo consigue una eficiencia 6ptima cuando este bucle se ejecuta sélo
una vez por iteracién, y por lo tanto, se ha eliminado para una mayor claridad. Puede ser necesario
incluir este bucle en aplicaciones donde se necesite una alta precisién en los resultados.

El modelo de Variacion Total Isotrépica también se puede minimizar usando la técnica de
Split Bregman. En este caso se quiere resolver

. K
min )/ (V) + (Vy)? + 5l = 1B

Justo como se hizo para el problema anisotrépico, se separaran las componentes 11 y 12 del pro-
blema estableciendo dy ~ Viuy d, ~ V,u. La formulacién de Split Bregman del problema se
convierte entonces en:

A

A
min [|(dx,dy)ll2+ 5llu = FI3 + 5l = Vo — bl B+ 5

u,dy,dy

de — Vyu — byH%x

14



2.4 Aplicaciones

donde

(A dy)llo = Y\ 2+ 2, (2.34)
L]

Hay que remarcar que las variables d, y d, no se desparejan como se hizo en el caso anisotré-
pico. Esto cambia la manera en la que se deben tratar las variables. Para aplicar el proceso de
minimizacién iterativa a este problema, se debe resolver este subproblema

A
2

A pesar del hecho de que d, y d, no se desparejan como se hizo en el caso anisotrépico, se puede

, A
(d];cﬂrd;ﬂ) = finan(dx/ dy)|l2 + Ede — Vo — by 5+ ||dy — Vyu — by| 5.
xdy

resolver explicitamente el problema de minimizacién para (d’;“,dg“) utilizando una férmula
generalizada de achicamiento [27]:

ko pk
&= max(st - 1/2,0) Y 0 (235)
) vV, uk + bk
d’;“ = max(s" — 1/)\,0)Ty, (2.36)
donde
sk = \/\qu" +BE[2 4 |Vt + BEJ2. (2.37)

Si se aplica la iteraciéon de Bregman a este problema, se obtiene el algoritmo de minimizacién
para la funcién de Variacién Total Isotrépica:

Eliminacién del ruido por Variacién Total Isotrépica con Split Bregman
Inicializacién: u® = f, y dJ = dg =0 = bg =0
While ||uf — u¥=1]|, > tol
uk—H — Gk
d+1 = max(sk — 1/)\,0)%
d;ﬂ = méx(s* —1/A,0) vytkker;
b§+1 — b’; + (quk+1 _ dl;(—&—l)

b§+1 — b; + (Vyuk+l _ d]l;Jrl)

end

donde s* es definida arriba en (2.35).

2.4.2. Compressed Sensing rapida para la reconstruccion de imagenes

La detecciéon comprimida o Compressed Sensing (CS) es un drea emergente de Imagen Mé-
dica, y muchos predicen que serd algtn dia una herramienta ordinaria para los radiélogos. Con-

15



2 Meétodo de Split Bregman

secuentemente, los algoritmos rdpidos para este problema son extremadamente deseables.

La formulacién exacta del problema de optimizacién CS depende de alguna manera de la
aplicacién que se esté considerando. Para un propdsito demostrativo, habra que centrarse en la
aplicacién de CS para imédgenes de Resonancia Magnética Dispersa (MRI). Se elige esta aplicacién
no sélo porque es la mejor de CS en este campo, sino también porque las dificultades de este
problema permiten demostrar la versatilidad del método de Split Bregman.

La forma general para los problemas de reconstrucciéon Sparse MRI se presenta y se discute
en [17], [16] y [14]. En esta ocasién se elige escribir el problema de reconstruccién de MRI dispersa
de la siguiente forma

muin](u) tal que ||RFu — f¥||3 < o2, (2.38)

donde F representa la matriz de transformada de Fourier, f representa el espacio-k de datos ob-
servados, y ¢ representa la varianza del ruido de la sefial. La matriz R representa una matriz
“selectora de filas”, que constituye un subconjunto de las filas de una matriz identidad. Ademas,
J(u) representa un término regularizado 11 cualquiera.

En [28] se muestra que, utilizando la técnica de Iteracién de Bregman, el problema (2.36) se
podria reducir a una secuencia de problemas sin restriccion de la forma

w1 = rnin](u)—f—%HRFu—ka%, (2.39)
u
= f g f - RFUFL (2.40)

Este es el problema sin restriccién que se desea resolver utilizando la técnica de Split Breg-
man.

Para ser concretos sobre el término de regularizacién que se estd usando, se elegird una
forma especifica para J(.). Muchos autores han observado que las mejores reconstrucciones de
imagenes ocurren cuando se utilizan hibridos de Variacién Total y regularizadores de Besov. Si-
guiendo a estos autores, se elige J(u) = ||u||gy + |[u|[p,, = |Vu|+ |Wu|, donde W representa
la transformada discreta ondicula ortogonal de Haar. A pesar de que puede parecer que los re-
gularizadores de BV y Haar son muy parecidos, se ha demostrado que la inclusién de multiples
regularizadores ayuda a asegurar una reconstruccion precisa de imdgenes lisas. Ya que la inclusién
de estas transformadas “sobrecompletas” tiene pequerios efectos en la velocidad de convergencia
del algoritmo de Split Bregman, y ambas transformadas se pueden evaluar rdpidamente, hay un
pequeno coste adicional al incluir dichos regularizadores.

Cabe destacar que ahora u puede tomar valores complejos, por lo que se debe ser preciso

en la notacion. A continuacion se tiene |v| = ||v||; = ¥; 1/v!v; donde vH denota la transposicién
Hermitiana del vector v;. Utilizando esta definicién de la norma 11, se puede definir ||v||py =
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2.4 Aplicaciones

Vo] = 51 /IV20l2 + V0]

Para aplicar el método de Split Bregman a este problema, primero se hace el cambio de
variable w <— Wu, dy +— V,u,yd, +— V,u.Laformulacién dividida del problema se convierte
en

A
uﬁ%‘,wwd"’dywz + |w| + %IIRFM —fl5+ S ldx = Vi — b3
A
+ 11y = Vyu = by |} + %Hw— Wit — by| 2.

Donde se ha usado la notacién corta

[ dy)lla = 304 M + Ly
L]

que es el analogo complejo de (2.34). Cabe destacar que dy, dy, byy by son ahora valores complejos,
y se han obtenido aplicando el operador diferencia a las partes real y compleja de u por separado.

Se descompone esta minimizacioén en subproblemas utilizando el proceso de minimizacién
iterativa expuesta anteriormente. Se debe usar la férmula generalizada de encogimiento (2.35)
para resolver los valores 6ptimos de dy y dy, y la férmula estdandar de encogimiento para resolver
el valor 6ptimo de w. Para encontrar el valor 6ptimo de u, se debe resolver el subproblema de
optimizacion

) A A Y
u ! =Irgn§||Fu—f|I%+5||d§—qu—b§!|%+§||d§—Vyu—b§|I%+§||wk—Wu—b§|l%

k+1

Ya que este subproblema es diferenciable, las condiciones 6ptimas para """ son facilmente deri-

vadas. Diferenciando con respecto a u y estableciendo el resultado igual a cero, se obtiene la regla
actualizada
(WFTRT + AV IV + AV V, + yWIW)u ! = rhs¥,

donde
rhs* = uF'Rf — AV (ds — by) + AV (df — by) + YW (w — by),

representa el lado derecho en la ecuacion de arriba.
Ahora se aprovechan las identidades VIV = —A,WTW = I,y FT = F~! para obtener
(WFTRTF — AA + 4Dl = rhs®.

k+1

Por lo tanto, el sistema que debe ser invertido para resolver u*"" es circular. Asi, se puede escribir

el sistema como F~!'KF, donde K es el operador diagonal
K= (uRTR — AFAF~! 4+ 9I).

17



2 Meétodo de Split Bregman

Debido a la estructura circular del sistema, se puede resolver el valor 6ptimo de ukt1 usando
s6lo dos transformadas de Fourier.

Cuando se ponen todos esos elementos juntos, se obtiene el siguiente algoritmo:

Algoritmo de optimizaci(’)n CS sin restricciones
Inicializacién: u® = F~1f y df = do =w’ =10 = bo =0 =0
While ||u* — uk~ 1||2 > tol
w1 = F71K=1Frhst
1 = max(sk — 1/, 0) Tttt
korl = max(sk —1/A, O)LH B
Wkt = shrink(Wuk+t 4 b’;u, 1/7)
bl)c(—i—l — b’; + (vxuk—i-l _ d?H)
blnyrl — b; + (VyukJrl _ d§+1)
blz(u—i_l — bfu + (Wuk—i-l _ wk—H)

end

donde s* se define en (2.35).

Cabe destacar que este algoritmo sélo resuelve el problema CS sin restriccion (2.37). Para
resolver el problema con restriccion (2.36), se debe reemplazar f por f* en el algoritmo de arri-
ba. Después de resolver de manera aproximada cada problema sin restriccién, se debe aplicar la
regla de actualizacion de Bregman f*1 = ff + f — RFu**1. Cuando se integra el algoritmo sin
restriccion dentro de esta actualizacién externa de Bregman, queda:

Algoritmo de optimizacién CS con restricciones

Inicializacién:u® = 1f yd) = dO =’ =10 = bo =10 =0
While ||RFuF —fH2 > o2
Fori=1to N

uktl = F-1K-1Frhsk
1 = max(sk — 1/, 0) Tt
d’fl = méx(sk —1/A, O)Vyu by
Wkt = shrink(Wuk+1 + b'zj,, 1/7)
b§+1 — b§ + (quk'H _ dI;C-H)
b§+1 — b§ + (Vyuk+1 _ d§+1)
blz€u+1 — b]zcu + (Wuk—i-l _ wk+1)

end

fk+1 — fk +f _ Rl:uk—H

end
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La velocidad de este algoritmo dependera en gran medida de cuédntas veces se necesite eje-
cutar el bucle “While”. Cuando los valores de los pardmetros se escogen de una manera apropiada,
se ha demostrado que el bucle externo de este algoritmo s6lo necesita ejecutarse un niimero peque-
o de veces. Ademads, para aplicaciones de imagen no es necesario resolver cada sub-problema sin
restriccion con precision numérica completa. Como consecuencia, este algoritmo es muy rapido
cuando se utilizan los valores apropiados para los parametros.
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CAPITULO 3

Primeras pruebas

3.1. Pruebas con ruido Gaussiano

Con el fin de comprender mejor el funcionamiento del c6digo que se va a utilizar para cal-
cular la Variacién Total a las imagenes de retinografias, primero se va a probar dicho cédigo con
imagenes mads sencillas a las que se les ha introducido un ruido Gaussiano. A estas imagenes rui-
dosas se les aplica la Variacion Total y, al hacerlo, se observa que su intensidad se ve reducida con
respecto a la imagen con ruido original, por ello el siguiente paso a la aplicacion de la Variacién
Total sera hacer la normalizacién de la imagen resultante para que ésta recupere la intensidad ini-
cial. En este algoritmo existen tres pardmetros principales (y,A y varianza) a los que se les va a ir
variando su valor en las distintas pruebas. La imagen inicial desde la que se parte es la se ve en la

Figura 3.1}

El primer valor que se va tener en cuenta es el de A, que en el algoritmo utilizado se consi-
dera el pardmetro de regularizacion, es decir, el peso que tiene la Variaciéon Total sobre la imagen
final. Fijando varianza = 0,001 y u = 1, se va a hacer que este parametro tome los siguientes va-
lores, A = [0.1, 2, 5, 10, 35, 50| para asi obtener respecto a él los valores de PSNR, SSIM y Ratio
de correlacion en las imédgenes con ruido, con Variacion Total y, finalmente, normalizadas.

En la Figura 3.2|se obtienen las graficas para PSNR, SSIM y Ratio de Correlacion.
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3 Primeras pruebas

Figura 3.1: Imagen sintética utilizada para las pruebas.
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Figura 3.2: Variacion de los valores segiin A respecto a la imagen original. (a) PSNR, (b) SSIM y (c)
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3.1 Pruebas con ruido Gaussiano

Figura 3.3: Imagen con ruido segtn los valores de A.

Ademas, si se observan las distintas imdgenes que se han obtenido como resultado de intro-
ducir ruido Gaussiano a la original, es destacable que la imagen con ruido es la misma en los seis
distintos casos planteados, la de la Figura 3.3} Las imagenes a las que se les aplica Variacion Total
y las normalizadas si que sufren cambios.

En la Figura 3.4)se ven las imagenes con ruido a las que se les ha aplicado la variacion total
y las normalizadas se pueden observar en la Figura 3.5
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(a) (b)

(© )

() )

Figura 3.4: Resultados con Variacién Total segtn el valor de A (a)A = 0,1 y 14 iteraciones , (b)A = 2
y 11 iteraciones, (c)A = 5 y 11 iteraciones, (d)A = 10 y 11 iteraciones, (e)A = 35y 10
iteraciones, (f)A = 50 y 11 iteraciones.
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(a) (b)

(©) (d)

©) ()

Figura 3.5: Resultados normalizados con Variacién Total segtin el valor de A (a)A = 0,1 y 14 iteraciones
,(b)A = 2y 11 iteraciones, (c)A = 5y 11 iteraciones, (d)A = 10y 11 iteraciones, (e)A = 35
y 10 iteraciones, (f)A = 50 y 11 iteraciones.
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Figura 3.6: Variacién de los valores segtn y respecto a la imagen original. (a) PSNR, (b) SSIM y (c) Ratio
de correlacion.

El siguiente valor que se va a considerar es el de u que representa el pardmetro de fidelidad
a los datos de la funcién, es decir, cudnto se parecen la imagen original y la imagen después
de aplicarle la Variacién Total. Se fijan A = 10 y varianza = 0,001 Los valores que va a tomar
son u = [0.05, 0.1, 0.3, 0.5, 1, 1.2] y se obtienen las gréficas anteriores pero segun este nuevo
parametro. En la Figura [3.6| se obtienen las gréficas de PSNR, SSIM y Ratio de Correlacion en
funcién de u

En este caso, de nuevo todas las imédgenes a las que se le aplica el ruido van a ser iguales. El
resultado serd el mismo que cuando se variaba el pardmetro A y se muestra en la Figura

Las distintas imagenes tras aplicar la Variacién Total se aprecian ahora en la Figura y las
normalizadas en la Figura
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Figura 3.7: Imagen con ruido segtin el valor de y.
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(a) (b)

(© )

() )

Figura 3.8: Imdgenes con Variacién Total segtn el valor de p. (a)u = 0,05y 3 iteraciones , (b)u = 0,1
y 8 iteraciones, (c)u = 0,3 y 9 iteraciones, (d)u = 0,5 y 8 iteraciones, (e)u = 1y 10
iteraciones, (f)u = 1,2 y 14 iteraciones.
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(@) (b)

(©) (d)

©) ()

Figura 3.9: Imdgenes normalizadas con Variacién Total segtin el valor de A. (a)p = 0,05 y 3 iteraciones
, (b)u = 0,1y 8iteraciones, (c)u = 0,3 y 9 iteraciones, (d)u = 0,5 y 8 iteraciones, (e)y = 1
y 10 iteraciones, (f)u = 1,2 y 14 iteraciones.
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Figura 3.10: Variacién de los valores segtn la varianza respecto a la imagen original con y = 1. (a)
PSNR, (b) SSIM y (c) Ratio de correlacién.

Finalmente se trabaja con el pardmetro varianza, que es el que indica la cantidad de rui-
do Gaussiano que introducimos en las imédgenes. Para ello se establece el valor de y = 1y
se toman hacen las pruebas para dos valores distintos de A, 1 y 10, para asi poder apreciar
mejor el hecho de que a mayor ruido, mayor tendrd que ser el valor de y para mejorar los
resultados finales. Para observar estos cambios, la varianza va a tomar los siguientes valores
varianza = [0.0005, 0.001, 0.005, 0.008].

Se empieza estableciendo el valor A = 1y de nuevo, primero se obtienen las gréficas que
relacionan PSNR, SSIM y el Ratio de Correlacién con la varianza en la Figura

A continuacién se representan las imagenes con ruido en la Figura que esta vez si que
variardn ya que al modificar el valor de la varianza se modifica el ruido que se afiade a cada
imagen.
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3.1 Pruebas con ruido Gaussiano
(a) (b)
(© ()
Figura 3.11: Imdgenes con ruido segtn el valor de la varianza para A = 1. (a)varianza=0.0005 ,
(b)varianza=0.001, (c)varianza=0.005, (d)varianza=0.008.

En la Figura se muestran las imagenes a las que se les ha aplicado Variacién Total y las
normalizadas se muestran en la Figura [3.13]
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(

a

)
)

(c

Figura 3.12: Imédgenes con Variacion Total segtin el valor de la varianza para A = 1. (a)varianza=0.0005
y 12 iteraciones , (b)varianza=0.001 y 13 iteraciones, (c)varianza=0.005 y 18 iteraciones,

(b)
(d)
(d)varianza=0.008 19 iteraciones.
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3.1 Pruebas con ruido Gaussiano

(a) (b)
(d)

(©

Figura 3.13: Imdgenes normalizadas con Variaciéon Total segiin el valor de la varianza para
A = 1. (a)varianza=0.0005 y 12 iteraciones , (b)varianza=0.001 y 13 iteraciones,
(c)varianza=0.005 y 18 iteraciones, (d)varianza=0.008 19 iteraciones.
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Figura 3.14: Variacién de los valores segtn la varianza respecto a la imagen original con A = 10. (a)
PSNR, (b) SSIM y (c) Ratio de correlacién.

Por dltimo se establece A = 10 y se realiza el estudio con los valores de la varianza estable-
cidos previamente. Se obtienen las graficas que relacionan PSNR, SSIM y el Ratio de Correlacién
con la varianza en la Figura

En la Figura se representan las imdgenes con ruido, que de nuevo variardn al modificar
el valor de la varianza.

Se representan las imdgenes a las que se les ha aplicado Variacién Total en la Figura y
en la Figura se muestran las imégenes normalizadas
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3.1 Pruebas con ruido Gaussiano

(a) (b)
(© (d)

Figura 3.15: Imédgenes con ruido segun el valor de la varianza para A = 10. (a)varianza=0.0005 ,
(b)varianza=0.001, (c)varianza=0.005, (d)varianza=0.008.
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Figura 3.16: Imédgenes con Variaciéon Total segtin el valor de la varianza para A = 10. (a)varianza=0.0005
y 11 iteraciones , (b)varianza=0.001 y 11 iteraciones, (c)varianza=0.005 y 12 iteraciones,

(b)
(d)
(d)varianza=0.008 y 13 iteraciones.
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3.1 Pruebas con ruido Gaussiano

(a) (b)
(d)

(©

Figura 3.17: Imdgenes normalizadas con Variaciéon Total segiin el valor de la varianza para
A = 10. (a)varianza=0.0005 y 11 iteraciones , (b)varianza=0.001 y 11 iteraciones,
(c)varianza=0.005 y 12 iteraciones, (d)varianza=0.008 y 13 iteraciones.

37



3 Primeras pruebas

Figura 3.18: Imagen original utilizada para las pruebas.

3.2. Efecto en las texturas

La técnica de la Variacion Total elimina los detalles no deseados conservando los detalles
importantes como, por ejemplo, los bordes. En ocasiones esto puede suponer que se pierda la
percepcion de las distintas texturas en una determinada imagen. Para estudiar este hecho se va a
aplicar la Variacién Total Anisotrépica a la imagen de la Figura [3.18] variando los pardmetros de
regularizacion y fidelizacion.

Se empieza variando el pardmetro de regularizacién A para ver el efecto que esto tiene en
las texturas de la imagen. Fijando el valor del pardmetro de fidelizacién y = 1, le damos a A los
valores A = [0.1, 2, 5, 10, 35, 50] y obtenemos los resultados para la PSNR, SSIM y Ratio de
Correlacién en la Figura

Se aprecia que a medida que aumenta el valor del pardmetro de regularizacién empeoran
los tres pardmetros si los medimos respecto a la imagen original.

Si vemos las imagenes a las que se les ha aplicado la Variacién Total en la Figura [3.20} se ob-
serva que a medida que aumenta el valor de A la imagen se suaviza haciendo perder las texturas.
Ademads cuanto mds se suaviza la imagen se va a necesitar un mayor ntiimero de iteraciones en el
proceso.

Lo mismo se aprecia al normalizar las imagenes a las que se les ha aplicado Variacién Total

en la Figura
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Figura 3.19: Variacién de los valores segtin A respecto a la imagen original (a) PSNR, (b) SSIM y (c)
Ratio de correlacion.
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3 Primeras pruebas

(© )

() ®

Figura 3.20: Imédgenes con Variacién Total segtin el valor de A. (a)A = 0,1 y 17 iteraciones , (b)A = 2y

16 iteraciones, (c)A = 5 y 15 iteraciones, (d)A = 10 y 14 iteraciones, (e)A = 35y 20
iteraciones, (f)A = 50 y 24 iteraciones.
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3.2 Efecto en las texturas

() ®

Figura 3.21: Imédgenes normalizadas con Variacion Total segtin el valor de A. (a)A = 0,1 y 17 iteraciones
,(b)A = 2y 16 iteraciones, (c)A = 5y 15iteraciones, (d)A = 10y 14 iteraciones, (e)A = 35
y 20 iteraciones, (f)A = 50 y 24 iteraciones.
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Figura 3.22: Variacién de los valores segtn p respecto a la imagen original (a) PSNR, (b) SSIM y (c)
Ratio de correlacion.

En el caso de que se varie el pardmetro de fidelizacién ¢ manteniendo A = 10 y ddndole los
valores u = [0.05, 0.1, 0.3, 0.5, 1, 1.2], se obtienen los resultados de PSNR, SSIM y Ratio de
Correlacién en la Figura donde se observa que los tres pardmetros mejoran al aumentar el
valor de yu.

En la Figura se muestra el efecto de la Variacién Total segtin el valor del pardmetro de
fidelizacion y es apreciable que las texturas se pueden ver mejor a medida que aumenta el valor
de u ya que cuanto mayor sea este pardmetro més se parecerd la imagen final a la original, con sus
correspondientes texturas. Ademds a mayor y, mayor es el nimero de iteraciones necesarias para
llevar a cabo la aplicacién de la Variacién Total.

Esto mismo ocurre al normalizar las imadgenes anteriores, como se aprecia en la Figura [3.24]
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3.2 Efecto en las texturas

() (b)

(©) , . N (d)

() ®
Figura 3.23: Imdgenes con Variacién Total segtin el valor de y. (a)p = 0,051 y 15 iteraciones, (b)u = 0,5y

10 iteraciones, (c)u = 0,3 y 10 iteraciones, (d)u = 0,1 y 17 iteraciones, (e)y = 1y 14
iteraciones, (f)u = 1,1y 19 iteraciones.
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(® (®)

Figura 3.24: Imdgenes normalizadas con Variacién Total segtin el valor de u. (a)u = 0,051 y 15 iteracio-

nes , (b)u = 0,5y 10 iteraciones, (c)u = 0,3 y 10 iteraciones, (d)u = 0,1 y 17 iteraciones,
(e)u = 1y 14 iteraciones, (f)u = 1,1 y 19 iteraciones.

44



capiTuLo 4

Pruebas en imagenes retinograficas

A'lo largo de este capitulo se van a realizar las pruebas anteriores a imagenes retinogréficas,
que son el objetivo final de estudio de este trabajo.

Con un pardmetro de fidelizaciéon ¢ = 1 y un pardmetro de regularizaciéon A = 10, valores
que, como se observé en apartados anteriores, son adecuados para suavizar el ruido de las ima-
genes, se procesan retinografias de ojos distintos procedentes de una base de datos en la que las

imagenes ya aparecen suficientemente claras pese al ruido presente.

En la Figura@.1{se pueden observar las imdgenes originales de la base de datos DRIVEEI [23]
y las iméagenes tras aplicarles variacion total en las que se observa la clara mejora al verse reducido
el ruido.

Las imagenes que se se observan en la Figura cedidas por la doctora Inmaculada Sellés,
del Servicio de Oftalmologia del Hospital Reina Sofia, muestran una fotografia del ojo derecho y
el ojo izquierdo de un paciente.

Thttp:/ /www.isi.uu.nl/Research/Databases/ DRIVE/
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4 Pruebas en imdgenes retinograficas

(a) (b)

(©) (d)

(e (®)

Figura 4.1: Imédgenes retinograficas. (a), (c) y (e) Imdgenes originales, (b), (d) y (f) Imdgenes con varia-

cién total.
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(@) (b)

Figura 4.2: Imédgenes originales de retinografias. (a) Ojo derecho , (b) Ojo izquierdo.
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4 Pruebas en imdgenes retinograficas

Histograrna original Histograma original

L N

(@) (b)

Histograma ecualizado Histograma ecualizado

T

(o) (d)

Figura 4.3: Representacion de histogramas. (a) Histograma original del ojo derecho , (b Histograma ori-
ginal del ojo izquierdo, (c) Ecualizacién de histograma del ojo derecho, (d) Ecualizacién
de histograma del ojo izquierdo.

La oscuridad que presentan estas imagenes hace complicada la percepcién de detalles que
podrian ser de especial relevancia a la hora de un diagnéstico. Por ello, antes de aplicarles varia-

cion total se las va a tratar con una ecualizacion de histograma.

Este proceso mejora el contraste de la imagen repartiendo de forma més o menos uniforme
los valores del histograma, como se puede apreciar en las imagenes de la Figura

En este caso, ya que tinicamente se necesitaba iluminar un poco las imagenes para facilitar
la apreciacion de las mismas, se observa que los histogramas de las retinografias han sufrido

variaciones minimas.

Las imagenes retinogréficas finales tras realizarles la ecualizacién de histograma son las que
se muestran en la Figura

Una vez preparadas las imagenes, el siguiente paso que se dard serd aplicarles variacion
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(a) (b)

Figura 4.4: Imédgenes de retinografias iluminadas. (a) Ojo derecho , (b) Ojo izquierdo.

(a) (b)

Figura 4.5: Imdgenes retinogréficas a las que se les ha aplicado variacién total. (a) Ojo derecho, (b) Ojo
izquierdo.

total. El resultado de este proceso se muestra en la Figura[d.5y para obtener estos resultados se ha
utilizado un valor del pardmetro de regularizacion A = 10y un valor del parametro de fidelizacion

u=1
Como se puede observar en las imdgenes con variacion total, el ruido existente en la retino-

grafia ha disminuido notablemente hasta permitir la facil apreciacion de detalles relevantes como
podrian ser las venas o la papila 6ptica.
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CAPITULO D

Conclusiones

Para acabar este trabajo, cabe destacar que en la realizacién del mismo todas las pruebas se
han llevado a cabo para una disminucion del ruido con variacién total anisotrépica. En teoria, el
caso isotropico deberia devolver resultados més precisos que el anisotrépico, sin embargo debido
al tipo de imagenes que se utilizan y al ruido que hay presente en ellas, las diferencias entre los
resultados para los dos casos son imperceptibles para el ojo humano. Ademas las gréficas que son
devueltas para los calculos de PSNR, SSIM y ratio de correlacion segtin los distintos pardmetros de
la variacion total también son iguales. Por tanto, se escoge el modelo anisotrépico porque optimiza
el tiempo de procesado de las imédgenes.

Inicialmente, en este trabajo se pretendia haber reducido ese tiempo de procesado creando
un nuevo cédigo para llevar a cabo la disminucién del ruido por variacién total. El cédigo que se
ha utilizado, basado en las publicaciones [12] y [10] procesa la imagen de una manera unidimen-
sional, con transformaciones de la matriz que compone la imagen. La idea original fue conseguir
programar en Matlab el algoritmo que se proporciona en [12] para que la imagen fuese procesada
en dos dimensiones, y de este modo, reducir el tiempo de ejecuciéon. Lamentablemente, debido
a diversos problemas que han ido surgiendo tanto de tiempo como de programacién, esto no ha
sido posible.

Respecto a la deteccién comprimida que se presenta a lo largo de la memoria, cabe decir
que no ha sido utilizada para las pruebas pero que podria ser una futura linea de estudio por sus
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5 Conclusiones

aplicaciones para la reconstruccién de imagen médica.

En cuanto al tema principal tratado, el procesado de retinografias mediante regularizacién
por variacion total, se encuentra que las imagenes procesadas suponen una importante mejora
respecto a las originales. A falta de una opinién médica experta, se cree que la reduccién de ruido
que presentan, haria maés facil la deteccion y el diagnéstico de enfermedades relacionadas con la

retina.
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