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capiTuLo 1

Introduccidn

En este proyecto se pretende desarrollar una interfaz gréfica en Matlab, que permita la reso-
lucién de problemas de difracciéon escalar usando la teoria de 6ptica de Fourier. El objetivo final
es obtener una herramienta de andlisis, que permita obtener patrones de difraccién de diferentes
tipos de aperturas y aplicar dicho patrén a imagenes ideales para obtener la imagen resultante.

La herramienta pretende ser rapida y sencilla, para permitir a otros alumnos entender con-
ceptos de 6ptica fisica y estudiar el efecto de parametros como el tamafio de la apertura, la longitud
de onda o la forma de la apertura en el proceso de generaciéon de una imagen.

El trabajo se centra en los efectos de difraccion que se producen en aperturas de entrada a
sistemas Opticos por fuentes situadas a una distancia infinita de la apertura. De esta manera, se
supone que el frente de onda que ilumina la apertura es un frente de onda plano. También se su-
pone que la apertura tiene las dimensiones cercanas a la longitud de onda suficientes para generar
un patrén de difraccion. Si la apertura es muy grande, no se generara imagen, y se propagaria el
frente de onda plano por el interior del sistema 6ptico. Estas situaciones se ven representadas en
la figura 1.1, en las que se modelan los sistemas de cdmara oscura para los dos casos cuando la
apertura es de tamafio cercano a la longitud de onda y cuando el tamafio es demasiado grande
como para formar una imagen. Estos fendmenos se detallan en el apartado 2.5 del trabajo.

Para que se forme una imagen, debe de existir algtiin método por el cual se pueda restringir



1 Introduccién

la informacion que llega desde otros objetos. En los sistemas que se considerardn en este proyecto
siempre se cumple que:

1. La imagen se encuentra invertida, debido a la propagacién recta de la luz.

2. La imagen conseguida es de intensidad mds débil que la luz recibida, debido a que la

mayor parte no penetra en el sistema.

3.La imagen no se verd nitida, debido a que las ondas a la entrada del sistema sufren un
proceso de difracciéon que desvia sus trayectorias.

4.Cada punto de la imagen generada se corresponde con otro punto del objeto fuente.

Apertura
Pequenia

Apertura Grande

Distancia Infinita Distancia Infinita

(@) (b)
Figura 1.1: Formacién de una imagen (a) y visualizacién de la necesidad de una pequefia apertura (b).

Se estudiard como las lentes puede ayudar a aumentar la nitidez de las imégenes recupera-
das en el sistema 6ptico, ademds de como afectan otros pardmetros a la formacién de patrones, y
que influencia tienen estos sobre las imadgenes recuperadas por el sistema. Se estudiara el proceso
de formacién de la imagen, el efecto de la distancia de proyeccién, la frecuencia y la apertura en
su generacion. También se daran ejemplos practicos de telescopios reales, y se estudiard el efecto

que tienen en la recuperacion de la imagen sus distintas configuraciones.



CAPITULO 2

Optica de Fourier

Se quiere implementar una herramienta en Matlab que permita realizar estudios en la for-

macién de imagenes en los sistemas 6pticos. La herramienta realizard el calculo de los patrones
de difraccién de Fraunhoffer asociados a cierta distribucién de ondas electromagnéticas de entra-
da al sistema, pudiéndose controlar las variables significativas del problema a simular. A lo largo
del trabajo se desarrollaran los elementos de un sistema 6ptico que resulten de interés para la
implementacién de la herramienta y el modelado del sistema, asi como los fenémenos fisicos que
acontezcan dentro del mismo que puedan ser interesantes para estudiar desarrollos futuros.
Lo primero es definir los elementos con los que se va a interactuar en los sistemas bajo estudio, y
aclarar ciertas propiedades fisicas de dichos elementos. Si se supone una fuente puntual, la cual
radia de forma constante un campo esférico a su alrededor, al desplazarnos una distancia infinita
de dicha fuente, el campo radiado podria considerarse como un frente de onda plano. Dicho frente
de onda plano, visto desde un punto de vista matematico, puede verse como la transformada de
Fourier del campo radiado por la fuente, dada la relacién de la figura 2.1:

Una propiedad interesante de las lentes plano-convexas, es que permiten conseguir ese fren-
te de onda plano que se veria a una distancia infinita, a la salida de su cara plana. Como se aprecia
en la figura 2.2, la lente consigue en el punto B un frente de onda plano para un frente de onda
esférica entrante.

Otro tipo de lentes comunes son las lentes biconvexas, que combinan los efectos de las plano-
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TF{A-0(&n)}=A

Frente de onda

plano
Fuente Puntual

Distancia Infinita
o >

Direccion de
Propagacion

Figura 2.1: Evolucién de frente del onda esférico a lo largo de una distancia infinita de propagacion.

Lente Frente de onda
Plano-Convexa Plano
Fuente Puntual

Ay
>

Direccién de
Propagacién

I

£ L

Distancia Finita (F)

Figura 2.2: Efecto de la lente plano-convexa sobre un frente de onda esférico.

convexas en sus dos caras de entrada y salida, véase la figura 2.3. Estas permiten concentrar la
energia que reciben de nuevo en el foco de las mismas en lugar de permitir que esta se propa-
gue como un frente de onda plano. De esta manera, se permite la proyeccion de imagenes a una
distancia finita en pantallas fotosensibles u otros elementos de captacién de la energia.

Lente
Fuente Puntual Biconvexa
Foco de la
c lente
Direccién de
Propagacion

o o

Distancia Finita (F)

Figura 2.3: Concentracion de la energia en el foco de una lente biconvexa.



Se podria decir que la lente biconvexa revierte el efecto de transformacién de Fourier de la

cara de entrada al atravesar la energia la cara de salida, provocando la proyeccién de la imagen
de la fuente. Es decir, la cara de salida de la lente biconvexa esta realizando una transformada
de Fourier de nuevo sobre el frente de onda plano que la atraviesa, el cual es consecuencia de la
transformacién del frente de onda esférico de entrada.
Gracias al principio de Huygens y al experimento de Young, que permitieron estudiar los
fenémenos de difraccién de las ondas electromagnéticas al atravesar rendijas o aperturas, se sabe
que un frente de onda plano que atraviesa una apertura de longitud cercana a la longitud de onda
del frente entrante, provoca a la salida de la apertura un patrén de interferencia o de difraccion.
Dicho patrén de interferencia puede verse como un nuevo foco, ya que se genera un frente de
onda esférico a la salida de la apertura. Es decir, se estd provocando a la entrada de la apertura
una transformada de Fourier de la energia entrante, la cual se propaga por el sistema 6ptico y se
proyecta en la lente o sistemas de captado de la energfa del sistema 6ptico. La figura 2.4 muestra
los bloques que se modelan en un sistema 6ptico convencional.

Apertura
Lente Frente de onda | Frente de onda
Plano-Convexa Plano Planc
TFuente Puntual |
- |
— l Distancia Infinita
\ - D1recc10n de
\ . : Propagacion
|
— F(&n)-tal&n)
Distancia Finita (F) £~ 77 : ' U(I y)
ta(€:m)

Figura 2.4: Representacién de los elementos de un sistema éptico convencional.

Aligual que en el caso anterior,en el modelo mostrado en la figura 2.5 se introduce una lente
biconvexa tras la apertura para lograr ese frente de onda plano a una distancia finita:
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Apertura

Lente Frente de onda l Frente de onda
Planc-Convexa Plano

Plano
Fuente Puntual _ |

>

— |

= \

I

l

. N | _

})istancia Finita (F') F(£~ 77) : F(& n) ta (£~ 77) U(ﬂ?.y)
ta(&m)

Direccién de
Propagacién

.

Figura 2.5: Representacion de los elementos de un sistema 6ptico convencional.

Por dltimo, al atravesar el sistema Optico, la sefial puede ser proyectada en el plano de
proyeccién. En la figura 2.6 se representa este sistema 6ptico por su diagrama de bloques, y en la
figura 2.7 se modelan las operaciones que se realizan en cada bloque.

Lente Frente de onda l Sistema de Lentes

Plano-Convexa Plano Plano de Proyeccién

Fuente Puntual

\ J Di;eccién de

\ / | Propagacion

Figura 2.6: Representacién de los elementos de un sistema éptico convencional.

Plano de Fuente Canal de Propagacién Plano de Apertura Plano de Lentes Plano de Proyeccién

\ /’/\\\

I { —|— ) TF Producto TF Enfoque  —————— Deconvolucién —> b'(¢,7)

/'a(f, 7]) \?,/ b(¢,n) B(u,v) T é(“‘ v) ci(é:m) co(&,m) Imagen Detectada

ety | !
n(&n) ta(&,m) ta(§,m)
Ruido Espacial Transmitancia de la Transmitancia de la
Apertura Apertura

Figura 2.7: Representaciéon de la sefial a través de un sistema 6ptico convencional.

La energia que atraviesa la apertura generara un patrén de difraccién, fruto del producto
del frente de onda plano con la funcién de transmitancia de la apertura. Esto expresa una clara

6



2.1 Andlisis de sistemas lineales invariantes en dos dimensiones

dependencia de las imagenes que atraviesan el sistema 6ptico con la forma de la apertura de en-
trada al mismo.

En los siguientes apartados se definen herramientas matemaéticas y desarrollos tedricos que pre-
tenden describir con mayor detalle las explicaciones llevados a cabo en esta introduccién.

2.1. Analisis de sistemas lineales invariantes en dos dimensiones

2.1.1. Analisis de Fourier en dos dimensiones

El anélisis de Fourier es una herramienta matematica de gran utilidad para analizar feno-
menos tanto lineales como no lineales. Dicha herramienta es ampliamente usada en el estudio
de redes eléctricas y sistemas de telecomunicaciéon. A continuacién se pretende introducir al ana-
lisis de Fourier aplicado a dos dimensiones, es decir, al andlisis de funciones con dos variables
independientes[4].

Definicion y condiciones de existencia

La transformada de Fourier de una funcién g(x, y) siendo x e y dos variables independientes
puede ser definida como:

Figh =[] stxy)expl-2r(ficx + fyy)] dx dy. @)

La transformada de Fourier es una funcién de dos variables independientes fx y fy, a las que nos
referimos generalmente como variables frecuenciales. De manera similar la transformada inversa
de Fourier de una funcién G(fx, fy) se define como:

FUGY = [ G fr)explizn(fxx + fry)] df dfy 22

Noétese que las operaciones matematicas de las transformada directa e inversa son bastante simi-
lares, difiriendo tinicamente en el signo del exponente del integrando y en los diferenciales de las
integrales.[4]

Para poder tratar con la transformada de Fourier, se debe definir en que dominios tiene
sentido hablar de operar con ella. Para ciertas funciones, las integrales de Fourier no estdn defini-
das en el sentido matematico, por ello se definen las condiciones de existencia de Dirichlet de la
transformada de Fourier[4].

» 1. ¢(x,y) debe ser absolutamente integrable sobre el plano (x,y).
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» 2. g(x,y) debe tener un numero finito de discontinuidades, maximos y minimos.
= 3. ¢(x,y) no debe tener discontinuidades infinitas.

A pesar de la existencia de estas condiciones, en el analisis de sistemas para representar
sefiales ondulatorias reales, se utilizan funciones matematicas ideales, y para ciertas funciones
dichas condiciones de existencia son violadas. Por ejemplo la delta de Dirac, una funcién que para
dos dimensiones queda representada por la siguiente ecuacién:

d(x,y) = I\l]iir})ONz exp[—N?m(x? + y?)]. (2.3)

Dicha funcién toma valores infinitos en el origen y cero en cualquier otro punto, es decir, tiene
una discontinuidad infinita y por tanto no cumple la condicién de existencia ntiimero tres. Afor-
tunadamente, es posible encontrar una transformada para aquellas funciones que no cumplan de
manera estricta todas las condiciones de existencia. Dada una de esas funciones, su transforma-
da puede ser definida como el limite de una secuencia de funciones que si sean transformables.
Transformando cada miembro de la secuencia se obtiene una secuencia de transformadas a las
que su limite sera llamado como transformada de Fourier generalizada:

)
F{N? exp[-N?m(x* + y*)]} = exp {—W} (2.4)

Para ilustrar el cdlculo de la transformada de Fourier generalizada, se considera la funcién Delta
de Dirac, que se ha visto que viola la condicién de existencia 3.

F{6(x,y)} = lim {exp [—W] } =1 (2.5)

Notese que el espectro de la funcién delta de Dirac se extiende uniformemente sobre todo el do-
minio frecuencial.

Funciones con simetria circular. Transformadas de Fourier-Bessel

Sea una funcién g con simetria circular, esta puede ser escrita en funcién del radio r:

8(r,0) =g R(r). (2.6)

Dichas funciones con simetria circular juegan un papel de interés, puesto que muchos de los sis-
temas Opticos existentes tienen precisamente este tipo de simetria. Para manejar de manera mds
cémoda la simetria circular de la funcién g, aplicamos las transformaciones a coordenadas polares

8



2.1 Andlisis de sistemas lineales invariantes en dos dimensiones

tanto para los planos (x,y) como (fx, fy):

r=4/x2+1y?, x =r cosb,

_ ¥ o
0 = arctan <x) , y =7 sin6 (2.7)
p=\IxTH  fx=pcosg,

¢ = arctan <ch;i> , fy =p sing

De tal manera que podemos escribir la transformada en funcién del radio y del dngulo:

F{g} = Go(p, ). (2.8)

Aplicando las transformadas de coordenadas polares a la ecuacién de definiciéon de la transforma-
da de Fourier de g se obtiene:

o 21
Gol(p, 9) :/0 dr rgr(r) ; a6 exp|—j2mrpcos(6 — ¢)]. (2.9)

Se define la funcién de Bessel de orden cero para simplificar la expresion de la transformada en

coordenadas polares:
1

27
Jo(a) = %/0 exp[—ja cos(6 — ¢)]db. (2.10)
Sustituyendo las ecuaciones (2,10) en (2,9), la dependencia del angulo ¢ desaparece, dejando Gy
en funcién del radio p[4]:

Gole, ) = Golp) = 27t [~ rg(r)Io(2rrp)ir. @1

Dado que dicha transformada de Fourier tiene simetria circular, y es una transformacién que es
necesaria en una gran variedad de casos relativos a problemas 6pticos, se le asigné el nombre
de Transformada de Fourier-Bessel. Para dicha transformada se usard la notaciéon B{}. Se define la
transformada inversa de Fourier Bessel (B~!{}) de un espectro circular y simétrico Go(p) como:

gr(r) =27 [0 Go(p) o(2rrp)dp 12

Como se observa, para funciones circularmente simétricas, no existe diferencia entre la ope-
racién de transformada directa e inversa. Por lo que se puede concluir que:

BB~ '{gr(r)} = B~'B{gr(r)} = BB{gr(r)} = gr(r) (2.13)

En definitiva, cuando se usa la transformada de Fourier-Bessel (2.11) no se debe olvidar que se
trata de un caso especial de la transformada de Fourier bidimensional, y por tanto toda propiedad
de la transformada de Fourier, es completamente adaptable a la terminologia empleada para las
transformadas de Fourier-Bessel.
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2.1.2. Sistemas Lineales

Para los temas que se trataran posteriormente, se debe definir un sistema de un modo lo su-
ficientemente general que incluya los casos de sistemas de redes eléctricas y sistemas 6pticos[4].
Un sistema puede ser definido como un conjunto de elementos que tienen unas funciones de en-
trada y generan una serie de funciones de salida. En el caso de las redes eléctricas las entradas
y salidas pueden ser funciones dependientes de valores reales (voltajes o corrientes) y en los sis-
temas 6pticos pueden ser funciones dependientes de variables bidimiensionales independientes
(espacio). Los sistemas no tienen por qué generar una tnica salida para una tnica entrada, de
hecho pueden existir entradas que no generen una salida. Una representacién conveniente de un
sistema es el operador matematico S{}, el cual suponemos que opera en funciones de entrada
para generar funciones de salida:

g2(x2,y2) = S{g1(x1,¥1)}- (2.14)

Sin definir més propiedades detalladas del operador S{} es dificil caracterizar el comportamiento
de un sistema. En el resto del trabajo se asumen sistemas de distintas clases, pero todos cumplen
la propiedad de linealidad. La asuncién de linealidad dara resultado unos sistemas con represen-
tacion fisica simple y con significado, y que permitiran por tanto el desarrollo de relaciones ttiles
entre entradas y salidas.

Linealidad y la integral de superposicion

Un sistema es lineal si cumple la propiedad de superposiciéon para todas las funciones de
entrada p y q y las constantes complejas a y b[4]:

S{ap(x1,y1) + bq(x1,y1)} = aS{p(x1,y1)} + bS{q(x1,y1) }- (2.15)

Como se dijo anteriormente, la gran ventaja de tratar con sistemas lineales es la posibilidad de
expresar la respuesta de un sistema a una entrada arbitraria en términos de las respuestas que se
obtendrian con la entrada de las funciones elementales que en las que puede ser descompuesta.
Es importante pues, encontrar un método sencillo para descomponer la entrada. Una descompo-
siciéon puede ser deducida de la propiedad de desplazamiento de la funcién J, la cual establece
que:

gi(x1,y1) = //_o; 81(8,1m)d(x1 — &, y1 — 1) dg dy. (2.16)

La ecuacién expresa que una funcién g; puede ser expresada como la combinacién lineal de del-
tas desplazadas y ponderadas. Las funciones elementales de descomposicién son, por supuesto,
dichas funciones ¢. La respuesta de un sistema puede ser expresada pues de la siguiente manera,
al sustituir la ecuacion (2.16) en (2.14):

$2(x2,y2) =S {//Z §1(&,1)6(x1 — &, y1 — 1) d d’?} : (2.17)

10



2.1 Andlisis de sistemas lineales invariantes en dos dimensiones

Si introducimos el operador S{} dentro de la funcién se obtiene un término h(xz,y2; &, 1), que
representa la respuesta del sistema en el punto (xp,») para una ¢ de entrada en las coordenadas
(&, 1) en el espacio de entrada, es decir:

h(x2,y2;,8,1) = ${6(x1 = &1 — 1) }- (2.18)

Esta respuesta h se llama respuesta al impulso (funcién de dispersiéon de punto en el dominio
Optico, point spread function - PSF). La salida del sistema puede ser expresada ahora con una simple
ecuacion:

82(x2,y2) = //_O; 81(&, m)h(x2,y2;&,17) A dn. (2.19)

Esta expresiéon fundamental, conocida como la integral de superposicion, demuestra el importante
concepto de que un sistema lineal puede ser completamente caracterizado por las respuestas a
sus impulsos unitarios. Para completar de definir la salida, las respuestas deben ser, en general
impulsos situados en cualquier punto del plano de entrada. Para el caso de sistemas lineales con
imdagenes, el resultado tiene la interpretacion fisica de los efectos de los elementos 6pticos (lentes,
filtros...). Estos pueden ser perfectamente descritos y modelados especificando la salida para una
fuente puntual situada en la entrada del sistema.

Sistemas lineales invariantes: funciones de transferencia

Habiendo examinado las relaciones entrada-salida para un sistema lineal general, ahora se
introduce una importante subclase de sistemas, los sistemas invariantes. Un sistema eléctrico serd
invariante en el tiempo si su respuesta al impulso es h(t; T) siendo ésta la respuesta al impulso
en el tiempo t, para una excitaciéon de entrada impulsorial en el tiempo 7, y si depende solo de
la diferencia de tiempo (t — 7). Basicamente un sistema eléctrico es invariante en el tiempo si sus
componentes no varian a lo largo del mismo. Un sistema 6ptico, de la misma manera es invariante
en el espacio (isoplanar) si su respuesta al impulso h(x2,y2; &, 17) depende solo de las distancias
(2 =¢)y (2 — Al

h(x2,y2:¢,1) = h(x2 = G, y2 — 17). (2.20)

Entonces, un sistema 6ptico es invariante en el espacio si la imagen o el objeto fuente de la sefial
cambia tan solo su posicién, no su forma funcional, en el sentido que la fuente se desplaza a lo
largo del los ejes espaciales. En la practica, los sistemas 6pticos son raramente isoplanares en la
totalidad del espacio, pero en ocasiones es posible dividir dicho espacio en pequefias regiones
(paneles isoplanares), en los cuales el sistema es aproximadamente invariante. Para poder describir
un sistema 6ptico en su totalidad, es necesario definir claramente la respuesta al impulso para cada
uno de los paneles isoplanares en los que dividamos nuestro sistema, pero si las porciones son
suficientemente pequefias, normalmente es suficiente considerar solamente el panel isoplanar en
el eje Optico del sistema. Para un sistema invariante la integral de superposicién toma la siguiente
forma:

82(x2,y2) = //_0:o §1(&, 1) h(x1 —&,y1 — 1) d¢ dy. (2.21)
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2 Optica de Fourier

Donde se reconoce una convolucién bidimiensional de la funcién de entrada con la respuesta al
impulso del sistema. A partir de ahora se realizard la siguiente notacién para denominar esta
ecuacion:

9=g1®h (2.22)

Donde el simbolo ® indica la convolucién de las dos sefiales entre las que se encuentre indicado.

Los sistemas lineales invariantes tienen asociados a ellos una estructura matemética mas
detallada que la gran mayoria de los sistemas lineales, y eso es precisamente por lo cual son
sencillos de evaluar. Esta simplicidad de los sistemas lineales invariantes comienza a ser evidente
cuando la relaciéon de la convolucién (2.21) se simplifica notablemente al realizar la transformada
de Fourier, especificamente transformando ambos lados de la igualdad y aplicando el teorema de
la convolucién:

Ga(fx, fy) = H(fx, fr) - Gi(fx, fr), (2.23)

siendo Ga(fx, fy) v Gi(fx, fr) los espectros de las sefiales de entrada y de salida del sistema lineal
invariante, H( fx, fy) es la transformada de Fourier de la respuesta al impulso, definida de manera
extendida:

Hfx fr) = [| 1@ n) expl=j2r(fxe + frn)] de do. 224)

Dicha funcién H es llamada la funcion de transferencia del sistema, indica los efectos del sistema
en el dominio de la frecuencia. La tediosa operacion de realizar una convolucién ha sido reduci-
da a una mera multiplicacién escalar gracias a la transformacién frecuencial que proporciona la
transformada de Fourier.

Ademas, gracias a las ecuaciones (2.23) y (2.24) se observa que ahora la entrada puede ser
descompuesta no solo en un conjunto de J, sino que el espectro de la sefial de entrada puede
también ser interpretado como una suma de exponenciales complejas, para varias frecuencias
espaciales (fx, fy). La multiplicacion del espectro de entrada G; con la funcién de transferencia
H, tiene en cuenta los efectos del cada una de las sefiales elementales que conforman el sistema. La
transformada inversa de Fourier del resultado de la operaciéon G, da como resultado g, sumando
el efecto de las sefiales elementales modificadas.

2.2. Introduccion al fenomeno de difraccion

Se define difraccién como cualquier derivacion de los rayos de luz de sus trayectorias rectili-
neas que no pueda ser interpretada como reflexién o refraccion[4]. La difraccion es causada por el
confinamiento de las regiones laterales de las ondas, y es mds apreciable cuando este confinamien-
to es comparable a la longitud de la onda de radiacién. Este fenémeno no debe ser confundido con
el efecto de penumbra. Cuando una fuente de luz provoca que esta se propague a través de una
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2.2 Introduccion al fenémeno de difraccion

pequefia apertura, esta lo hace sin desviar su trayectoria de sus haces de luz, como se aprecia en
la figura 2.8:

Screen with
pinhole

(DX
Extended
source / Penumbra

Figura 2.8: Efecto penumbra[4].

La primera descripcién e investigacion sobre este fenémeno fue realizada y publicada en
el afio 1665 por Grimaldi, poco antes de su muerte. En sus experimentos utilizaba un aparato
similar al de la figura 2.9. Una apertura en una caja opaca era iluminada por una fuente, escogida
lo suficientemente pequefia para que el efecto penumbra fuera despreciable. La luz se proyectaba
sobre un plano a cierta distancia detras de la apertura. La teoria corpuscular de la propagacion de
la luz predecia que la sombra detras de la apertura en el plano de proyeccién seria abrupta y bien
definida, sin embargo, las observaciones de Grimaldi concluyeron que las transiciones entre la luz
y las sombras eran graduales. Estos efectos no podian ser explicados por la teoria corpuscular de la
luz, la cual requiere una propagacion rectilinea de los rayos en ausencia de refraccion y reflexion.

Screen

Light source

AN I/ Aperture

Observation
plane

Figura 2.9: Experimento de difraccién de Grimaldi [4].

Un paso inicial en la evolucién de una teoria que pudiera explicar los efectos que se produ-
cen en el experimento de Grimaldi, viene de la mano del primer defensor de la teoria de la luz
como onda, Christian Huygens, en el afio 1678. Huygens propuso la intuitiva afirmacién de que
si cada punto de la perturbacion fuera considerado como una nueva fuente de un frente de on-
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2 Optica de Fourier

da secundario, entonces el frente de onda en un instante posterior podria ser hallado mediante la
construccién de la curva contorno de todas las ondas secundarias. Posteriormente Thomas Young,
un fisico inglés fortalecio la teoria de ondas de la luz introduciendo el concepto de interferencia. En
1818 el famoso cientifico Agustin Jean Fresnel agrupo las ideas de Huygens y Young, permitiendo
la interferencia de frentes de onda secundarios. De este modo Fresnel consigui6 calcular la distri-
bucién de la luz en patrones con gran precisién. En el afio 1869 Maxwell identificé la luz como
una onda electromagnética, pero no fue hasta 1882 cuando Gustav Kirchhoff consiguiera mostrar
las amplitudes y fases de las ondas generadas como frentes de ondas secundarios, los cuales mos-
traban ciertas evidencias del comportamiento de la luz como onda. Dichas afirmaciones fueron
posteriormente corroboradas y finalmente se estableci6 el llamado principio de Huygens-Fresnel,
el cual debe ser considerado como una primera aproximacion, pero que conseguia relacionarse
muy bien con lo experimental en un gran ndmero de condiciones. Esta teoria fue modificada por
Sommerfeld, quien eliminé una de las asunciones relativas a la amplitud de la luz en el contorno
haciendo uso de la teoria de la funcién de Green, quedando como la teorfa de la difracciéon de
Rayleigh-Sommerfeld.

Se debe destacar que las teorias mencionadas eran simplificaciones y aproximaciones. La
luz era tratada como un fenémeno escalar, despreciando la naturaleza vectorial de los campos
electromagnéticos. Sin embargo, experimentos en la regién del espectro de las microondas han
revelado que la teoria escalar es muy precisa cuando se cumple que la apertura es muy grande en
comparacion con la longitud de onda y que los campos difractados no se deben observar dema-
siado cerca de la apertura difractante. Dichas condiciones se cumplirdn en los problemas que se
traten de ahora en adelante.

2.2.1. El espectro angular de las ondas planas

Es posible formular la teoria de la difraccién escalar en un entorno que se asemeje teéri-
camente a sistemas lineales invariantes. Como se ver4, si la distribucién del campo de una per-
turbacién monocromaética es analizada por Fourier a través de cualquier plano, las componentes
espaciales de Fourier pueden ser identificadas como ondas planas viajando en diferentes direccio-
nes a través de dicho plano. La intensidad de campo en cualquier otro punto (a través de cualquier
plano paralelo) puede ser calculada afiadiendo las contribuciones de esas ondas planas, teniendo
en cuenta los desfases que puedan sufrir durante la propagacion[4].

El espectro angular y su interpretacion fisica

[4]Suponemos que dado un sistema de fuentes monocromaticas, una onda cuya incidencia
es transversal a un plano (x,y) se propaga en direccion positiva por un eje z. Este campo viene
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2.2 Introduccion al fenémeno de difraccion

representado por U(x, y,0), siendo evaluado en este caso para z = 0. El objetivo es calcular el
campo resultante U(x,y,z) que aparece a través de un segundo plano paralelo a una distancia z
positiva en el eje de distancias con respecto al plano situado en z = 0. En este plano z = 0 la
funcién U tiene una transformada bidimiensional de Fourier tal que:

A(fx, fv,0) // (x,y,0) exp[—j27t(fxx + fyy)] dx dy. (2.25)

Como se sefialaba en los apartados anteriores, la transformada de Fourier es una descompo-
sicion de funciones complicadas en otras mds simples (exponenciales complejas). Para demostrar
esto escribimos U como la transformada inversa de su espectro:

U(x,y,0) // A(fx, fr,0) expli27(fxx + fry)] dfx dfy. (2.26)

Para tratar de dar sentido fisico a las funciones en el integrando o fuera de la integral, se considera
la forma de una onda simple propagdndose por el vector k, donde k tiene magnitud #* y tiene
direcciones cosenos («, 8,v). Entonces, una onda plana tiene una representaciéon compleja de la
forma:

p(x,y,z;t) = explj(k - 7 — 27tot)], (2.27)

donde 7 = x& + yj + zZ es una posicién del vector, mientras que:

k="—(af + By + 72). (2.28)

Si se suprime la dependencia con el tiempo, el fasor complejo de la onda plana a través del plano
z constante es:

—

p(x,y,2) = exp(jk - 7) = o/ T @3 HFY) (1502, (2.29)

Notese que las direcciones cosenos estan relacionados por: v = /1 — a? — 2. A través del plano
z = 0, una exponencial compleja exp[j27t(fxx + fyy)] debe ser considerada como una onda plana
propagandose en las direcciones cosenos:

x=Afx, B=Af  r=4/1- (AP (AR). (2.30)

En la descomposiciéon de Fourier de U, la amplitud compleja de la componente espacial frecuencial
de la onda plana ( fx, fy) es simplemente A(fx, fy;0) dfx dfy, evaluadaen (fx = a/A, fy = B/A).
Por tanto la funcién:

( ) // (x,3,0) exp [_72” <§x+ iy)] dx dy, (2.31)

es llamada el espectro angular de la perturbaciéon U(x,y,0).
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Propagacion del espectro angular

Se considera ahora el espectro angular de la perturbacién U a través de un plano paralelo
a los ejes (x,y) pero a una distancia z de este. Sea la funcién A(a/A,B/A,z) que representa el
espectro angular de la funcién U(x, y, z), esto es[4]:

A ( > // (x,y,z) exp [—]271 (:X\x + iy)} dx dy. (2.32)

Una vez establecidas las definiciones, se tratard de averiguar una relacion entre A(a/A, f/A,0)y
A(a/A, B/ A, z), de este modo los efectos de propagacion sobre el espectro angular de la perturba-
cion serdn evidentes. Para ello U puede ser escrito como:

U(x,y,z) // ( P z) exp [j27r (:X\x+ iy)} a5 d% (2.33)

Ademés, se debe satisfacer la ecuacién de Helmholtz, V2U + U = 0, en todos los puntos que
no sean la fuente. Aplicando dicha propiedad directamente sobre la ecuacién (2.33) da lugar a la
siguiente ecuacion diferencial:

Ea(h) (B aoma(3h) 0

Cuya solucién elemental podria ser escrita de la siguiente manera:

A <i fz) = A (ifo) exp <j2)7fw/l — a2 — B2 z> . (2.35)

Este resultado demuestra que cuando las direcciones coseno («, B) satisfacen a? + g < 1, como
todas las direcciones coseno deben, el efecto de la propagaciéon con la distancia es simplemente
un cambio de las fases relativas de los componentes del espectro angular. Como cada componente
se propaga en un angulo diferente, cada una viaja a través de diferentes distancias y entre dos
planos paralelos, y por tanto se introducen distintos retardos de fase. De todos modos, cuando
(, B) satisfacen que a? + p? > 1 se debe dar una interpretacién diferente. Siendo A(%, g,O) la
transformada de Fourier de una distribucién de campo tal que sus condiciones de contorno son
impuestas en el plano de la apertura, es posible que el espectro contenga componentes que satisfa-
gan la condicién planteada. Bajo estas condiciones, « y B no pueden seguir interpretdndose como
direcciones coseno. Ahora la ecuacién (3.11) puede ser reescrita como:

A (i iz) —A <i f,o) exp(—pz) (2.36)

donde p = #*,/a? — B2 — 1. Si tomamos que y es un numero real positivo, dichas componentes
ondulatorias son rapidamente atenuadas por el fenémeno de propagacion. Estas componentes se
llaman ondas evanescentes y son parecidas a las que se producen en una guia de onda de micro-
ondas funcionando por debajo de su frecuencia de corte. Como en este ejemplo, funcionando por
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2.2 Introduccion al fenémeno de difraccion

debajo del corte, estas ondas evanescentes no transportan energia més alld de la apertura. Final-
mente, la perturbacién dependiente de (x, y, z) puede ser escrita en términos del espectro angular
inicial mediante la transformada inversa, obteniendo:

U(x,y,z) = //_O:OA (i,i,z) exp (jzfmz>
X circ (W) exp []271 (i + f)} a5 d% (2.37)

Donde la funcién circ representa los limites de la regién de integracion donde la condicién
a? + B2 < 1 se satisface. N6tese que no existen componentes més alld de la onda evanescente
de corte que contribuyan a U(x,y, z). Esto es la razén fundamental por la cual ningtin sistema 6p-
tico convencional puede ser resuelto con una estructura peridédica cuyo periodo es més pequeno
que la longitud de onda de la radiacién de trabajo. El trabajo estd centrado en elementos 6pticos
convencionales, para los cuales las ondas evanescentes son despreciables.

Efectos de una apertura difractante en el espectro angular

Se supone un plano infinito y opaco que contiene una estructura difractante en z = 0. Se con-
siderardn ahora los efectos de esa pantalla difractante en el espectro angular de la perturbacion.
Se define la funcion de transmitancia en amplitud de una apertura al cociente entre una amplitud de
campo U;(x,y,0) y una amplitud de campo incidente U;(x, z,0) para las coordenadas(x, y) en el
plano z = 0[4]:

U;(x,y,0)

Ui(x,y,0)° (2.38)

ta(x,y) =

Entonces U;(x,y,0) = U;(x,y,0) - ta(x,y) y por el teorema de la convolucién podemos relacio-

nar un espectro angular de un campo incidente A;(%, %) con el espectro angular de un campo

A <§§> - [Ai <ii) ® T <f\§>} . (2.39)

Donde se define T(%, %) como:

T (i, i) = //_O; ta(x,y) exp [—jZn (jx\x + ﬁy)} dx dy. (2.40)

Y donde ® representa la convolucién de dos sefales. El espectro angular de la perturbacién trans-

transmitido A;(%, %)

mitida es la convolucién del espectro angular de la onda incidente con un segundo espectro angu-
lar caracteristico de la estructura difractante. Para el caso de una onda plana de amplitud unidad
iluminando la estructura difractante, normalmente el resultado toma la siguiente solucién simple:

A; <i f) - <i f) (2.41)
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Y por tanto en ese caso:

A, (iﬁ) —4 <§§> ® T (f‘\ i) —T <i i) . (2.42)

Entonces, el espectro angular transmitido se halla directamente mediante la transformada de Fou-
rier de la amplitud de la funcién de transmitancia de la apertura. Notese que si la estructura
difractante es una apertura cuyos limites se encuentran dentro de la distribucién de campo, el
resultado es una expansion del espectro angular de la distribucién, debido a las propiedades ba-
sicas de las transformadas de Fourier. Cuanto més pequefia sea la apertura, mds expandido sera
el espectro angular detrds de la mima.

2.3. Difraccion de Fresnel y Fraunhoffer

En este apartado del trabajo, la atencion se centra en ciertas aproximaciones de la teoria
general de la difracciéon. Aproximaciones que permitirdn el célculo de patrones de difraccién
reduciéndolos a simples operaciones matematicas. Estas aproximaciones, que son comtnmente
utilizadas en muchos campos que tienen que ver con propagacién de ondas, serdn llamadas apro-
ximaciones de Fresnel y Fraunhoffer. Se tiene en consideracién el punto de vista del fenémeno de
propagaciéon de las ondas como un sistemas, y deben ser vélidas para una amplia variedad de
entradas de distribuciones de campo [4].

2.3.1. Principio de Huygens-Fresnel en coordenadas rectangulares

Antes de introducir las aproximaciones del principio de Huygens-Fresnel, se debe establecer
primero un sistema de coordenadas rectangular sobre el que trabajar. Como se observa en la figura
2.10, la apertura descansa sobre el plano de coordenadas (¢,7) y es iluminado en la direccion
positiva z, el campo se calculara a través del plano (x,y), el cual es paralelo al (§,7) y normal a
la distancia z. Ambos planos se encuentran centrados en los origenes de coordenadas para cada
base tridimensional.
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Figura 2.10: Geometria para problemas de difraccién [4].

Una vez definido el entorno de la aproximacién, se define el principio de Huygens-Fresnel

/\// exp ]kr()l) cos B ds, (2.43)

donde 6 es el dngulo entre el vector normal 71 y el vector rj; que apunta desde Py hasta P;. El

como:

término cos f viene dado por cosf = =, y por tanto la ecuacion de Huygens-Fresnel puede ser
reescrita como:

(x,y) / ) SPUR) o0 g a, (2.44)
])L o1

donde la distancia ro; viene dada por ro; = /22 + (x — )2 + (y — 7)2. Tan solo se han utilizado
dos aproximaciones para lograr la tltima expresion. Una de estas dos aproximaciones en inhe-
rente a la teoria escalar. La segunda es la asuncién de que la distancia de proyeccién z es muchas
veces mayor a la longitud de onda del campo iluminante rp; > A. A continuacién se desarrollan
aproximaciones adicionales.

2.3.2. La aproximacion de Fresnel

Para reducir la expresion del principio de Fresnel a una ecuacién mas sencilla, se introducen
las aproximaciones para la distancia rg; [4]. Estas aproximaciones estdn basadas en la expansioén
binomial de la raiz cuadrada. Sea un numero b menor que la unidad, se considera la siguiente
expansion en series de Taylor de la expresion /1 + b:

Vi+b=1+ %b - ébz + .. (2.45)

donde el nimero de términos necesario para una precision determinada depende de la magnitud
b. Para aplicar la expansién binomial al problema de la ecuacién de Huygens-Fresnel, sacando el
factor z de la ecuacion de ry; obtenemos:

2 2
701:2\/1+<x;§‘> —I—<y;]7> . (2.46)
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Sea el término b el segundo y tercer término de la raiz cuadrada, entonces quedando solo con los
dos primeros términos del desarrollo se tiene que:

1/x=2\  (y—n\°
1+z<z> +(z> ] 247)

La cuestion ahora es averiguar cuando se deben tener en cuenta mds términos en la aproxima-

ror ~ 2

cién o porqué no es suficiente en todos los casos solo con el primero. Para 3, que aparece en el
denominador de la ecuacién (2.44), el error introducido al eliminar todos los términos excepto z
es aceptablemente pequefo. Sin embargo para el rg; que aparece en el exponente, los errores son
mucho més criticos debido a los factores por los que estd multiplicado, como k (del orden de 107)
en la region visible del espectro. Ademads los cambios de fase de unos pocos radianes pueden cam-
biar el valor de la exponencial significativamente. Por ello retenemos al menos dos términos de la
aproximacion. La expresion del campo en (x, y) es entonces:

X,y ;”L // U(Z,n) exp [] ‘ ((x—€)2+<y—77)2)} dg d (248)

Se ha incorporado los limites finitos de la apertura en la definicién de U(¢, #) de acuerdo con las
condiciones de contorno asumidas. Se puede expresar entonces el campo en U(x,y) como una
convolucién expresada de la siguiente manera:

U(x,y) // (x—¢,y—mn)d¢dny, (2.49)
donde el ntcleo de la convolucién es:
elkz jk
h(x,y) = iz OP [22 (x*+y )] (2.50)

Se factoriza el término exp [% (22 + yz)} quedando finalmente la integral:

U(x,y) = ) [[™ (g me =@ } e eE ) e ay (2.51)

donde se reconocen a ambos lados de los factores de multiplicacién, las transformadas de Fourier
del producto del campo complejo a la entrada de la apertura y una fase cuadratica exponencial.
Las ecuaciones (2.48) y (2.51) se denominan las Integrales de la Difraccion de Fresnel. Las cuales se
cumplen cuando el observador se encuentra en la zona de difracciéon de Fresnel, es decir, en la
zona de campo cercano a la apertura.

2.3.3. La aproximacion de Fraunhoffer

Antes de introducir algunos ejemplos de patrones de difracciéon calculados por la interfaz, se
considera otra aproximacién importante, que cuando es valida simplifica enormemente los calcu-
los. Como se introduce en la ecuacién (2.51), en la regiéon de difraccién de Fresnel, se observa
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que un campo U(x,y) puede ser obtenido mediante el producto de la distribucién de la apertu-
ra U(¢,7) y una funcién cuadrética de fase exp [j (k/2z) ((¢ +#?%))] . Si se afiade ademds de la
aproximacién de Fresnel, la aproximacioén de Fraunhoffer resulta en [4]:

k(2> + Wz)max.

z >
2

(2.52)

Si esta condicién se satisface, entonces el factor cuadratico de fase en la integral de difraccién de
Fresnel (2.51) es aproximadamente unitario sobre la totalidad de la apertura, y el campo observado
puede ser calculado directamente de la transformada de Fourier de la distribucién de la propia
apertura. Ademds en la regién de difraccion de Fraunhoffer, o también llamada campo lejano se
cumple que:

U(x,y) = e' (P42 // u(g,n) eXp[ 27 (xé+w7>} dg dy. (2.53)

A ambos lados de los factores multiplicativos que preceden a la integral, esta expresion es simple-
mente la transformada de Fourier de la distribucién de la apertura, evaluada en las frecuencias
fx =x/(Az)y fx = x/(Az). Una condicién un poco menos restrictiva, conocida como la férmula
del disefiador de antenas establece que para una apertura de dimensién méxima D, la aproxima-
cién de Fraunhoffer viene dada por la distancia:

2
z > %. (2.54)

Los patrones de difraccién de Fraunhoffer pueden ser vistos a distancias mucho mds pequefias que
las establecidas por la ecuacién (2.54), sin embargo se debe establecer que la apertura es iluminada
por una onda esférica, lo cual implica un aumento de la complejidad de célculo. La aproximacién
de Fraunhoffer no es més que un caso especifico de la aproximacién de Fresnel, esto es por lo cual
se pueden calcular campos difractados en la regién de Fraunhoffer, conservando la precisién de
la aproximacién de Fresnel.

2.3.4. Ejemplos de patrones de difraccion de Fraunhoffer

Los resultados que se van a desarrollar en este apartado, pueden ser aplicados directamente
para calcular las distribuciones complejas de campo a través de los patrones de difraccién de
Fraunhoffer para una apertura arbitraria dada. Atn asi el interés primario de este capitulo es
evaluar intensidades de campo de los patrones de difraccién de Fraunhoffer, sin embargo existe
una componente en fase que es inherente a dichos calculos [4].
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Apertura rectangular

Se considera una apertura rectangular con una transmitancia en amplitud:

Ea(E ) :rect< 25}() -rect< T > (2.55)

ZCUY

Las constantes wx y wx corresponden a la mitad de las anchuras de la apertura situada en el plano
(&, 7). Si la apertura es iluminada por una onda plana de amplitud unitaria y monocromaética,
entonces la distribucién de campo a través de la apertura es igual a la transmitancia 4. Por lo
tanto aplicando la ecuacién (2.53), el patrén de difraccién de Fraunhoffer es:

ejkzejfl(z(x2+y2)

Ll(x,y) = F{U(C, 77)}|fX:x/()\z), fr=y/(Az) (256)

jAz
Teniendo en cuenta que F{U ({,77)} = A -sinc(2wxfx) sinc(2wyfy), donde A es el drea de la
apertura, en nuestro caso al ser rectangular queda A = 4wxwy. Por lo tanto sustituyendo:

ejkze]% (*+y2)
U(x,y) = ])\—z - A - sinc(2wx fx) sinc(2wy fy) (2.57)

Para ilustrar el ejemplo con mayor claridad, en la figura 2.11 se muestra una imagen del médulo
de un patrén de difraccién correspondiente a una apertura rectangular con una relacion entre sus
dimensiones de wy/wy = 2

Figura 2.11: Médulo del patrén de difraccion para apertura rectangular wy /wy = 2.

22



2.3 Difraccién de Fresnel y Fraunhoffer

Apertura circular

Se considera una apertura difractante circular de radio w. Siendo g la coordenada radial del
plano de la apertura, la transmitancia en amplitud de la apertura es:

ta(q) = circ (%) . (2.58)

Dada la simetria circular del problema, se utilizara la transformada de Fourier en su forma de
transformada de Fourier-Bessel. Entonces, si el radio r es el radio en el plano de proyeccion, tene-

mos:
(=75 &P iz ) BAU@Hemr 0z =

donde g = /¢2 + 5% representa el radio en el plano de la apertura, y p = ,/f% + f7 representa

el radio en el dominio de la frecuencia espacial. Para una onda plana incidente monocromatica y
unitaria, el campo transmitido por la apertura es equivalente a su transmitancia. Ademas

B {circ (%)} — Ahgth‘;p), (2.60)

donde A = mw? y J; es la funcién de Bessel de orden 1. La amplitud del patrén de difraccién en
este caso serd al sustituir:

; krt\ A k
U(r) = e exp <]2rz> 2 [ZW} . (2.61)

La figura 2.12 muestra una secciéon del patrén de difraccién generado a partir de una apertura
circular

Figura 2.12: Patrén de difraccion para apertura circular.
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2 Optica de Fourier

2.4. Sistemas opticos lineales

2.4.1. Modelo general

Se asume que un sistema 6ptico de interés estd compuesto no solo por una sola lente, sino
por un sistema de lentes, tanto positivas como negativas, con varias distancias entre ellas. Se asu-
me, sin embargo, que el sistema produce una imagen real en el espacio. Se agrupan todos los
elementos dentro de una caja negra, donde las propiedades de la misma resultan del conjunto de
elementos que lo componen. Se define la distancia zg como la distancia desde la apertura difrac-
tante al sistema de lentes y z; como la distancia de las mismas al punto de enfoque [6].

Entrance Exit
pupil pupil

Object "Black box" Image

Figura 2.13: Modelo general para un sistema 6ptico [6]

Se asume que el paso de la imagen por la entrada y salida del sistema estd perfectamente
descrito por Optica geométrica. Las imagenes de entrada y salida del sistema 6ptico, tanto en el
plano de coordenadas (¢, 77) como en el (1, v) son equivalentes. La imagen que llega al sistema caja
negra, es la consecuencia de que el frente de onda incidente atraviese la apertura difractante, y por
tanto el objetivo del sistema de lentes intermedio es el de compensar dichos efectos difractantes y
recuperar en el plano de enfoque la imagen de entrada.

2.4.2. Funcion de dispersion de punto

Uno de los conceptos bésicos usados en 6ptica de Fourier es la funcién de dispersién de
punto (Point Spread Function,o PSF). Esta funcién sirve para describir un sistema 6ptico complejo
como la superposicioén lineal de imdgenes de fuentes puntuales simples. Este concepto permite
plantear problemas de imédgenes de manera cuantitativa, tales como el desenfoque. Una imagen
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2.4 Sistemas dpticos lineales

de un objeto es una superposiciéon de imédgenes de todos los puntos que componen dicho objeto.
En un sistema 6ptico ideal, cada punto del objeto se veria representado como el conjugado de si
mismo en el plano de la imagen. Sin embargo, en el caso de desenfoque, los rayos que emergen
del mismo objeto, no tienen su interseccién en el plano de la imagen, sino en el plano conjugado
al objeto que genera la imagen actual. Cada punto de la imagen genera a la salida de la lente una
imagen, la cual es consecuencia de la interaccién con la llamada funcién de dispersién de punto
o PSE. Si se asume que la PSF no cambia para distintos puntos de un mismo objeto, el efecto de
desenfoque puede ser descrito como la convolucién de la imagen bien enfocada, con la PSF [7].
En muchos casos se supone que la forma de la PSF no varia para cualquier punto del objeto,
independientemente de la distancia al plano de enfoque ideal. Entonces se puede describir la
funcién PSF como una funcién de forma S con un factor de escalado o, que varia segtin la distancia
z:

PSF,(x) = —S (Zé)) .
IS <a(z)> d2x

(2.62)

Quedando representado en la ecuacién como x las variables espaciales. El denominador
normalizala PSFa [ PSF,(x)d?x = 1, forzando a la preservacién de los valores en escala de grises.
En la mayoria de los casos es suficiente con sustituir ¢ por el radio del circulo de desenfoque €.

En el espacio de Fourier, la convolucién se convierte en una multiplicaciéon de la transforma-
da de Fourier del objeto con la transformada de Fourier de la PSF. El resultado de la transformada
de Fourier de la PSF se llama funcién de transferencia 6ptica (OTF). Sus valores expresan la trans-
ferencia de estructuras espaciales para distintas longitudes de onda a través del sistema 6ptico.

Dominio Espacial — G(x) = OTF(x) ® O(x)

(@

Dominio de Fourier — G(k) = PSF(k) - O(k) (2.63)

Una funcién de transferencia 6ptica tipica actia como un filtro paso bajo, eliminando las
frecuencias espaciales altas, esto es los detalles de alta resolucion.

2.4.3. Lentesy la transformada 6ptica de Fourier

Una lente estd compuesta por un material 6ptico denso, generalmente vidrio, con un indice
de refraccién de aproximadamente 1.5 donde la velocidad de la propagacion de la perturbacién
que incide sobre ella es menor que la velocidad de propagacién en el aire [7].

Una de las propiedades mas destacables y ttiles de las lentes convergentes es su habilidad
inherente para realizar transformadas de Fourier bidimiensionales. Esta complicada operacién
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2 Optica de Fourier

analégica puede ser implementada con extremada simplicidad en un sistema 6ptico coherente,
aprovechando las leyes bésicas de la propagacion y difraccién de la luz. La figura 2.14 muestra la
geometria del problema,

Input plane Lens Focal plane
n y v
& . .
[-(@/fuy ~(d/f)v,] 1" (ug.v9)
Object AT :
d—>ie——— f——>

Figura 2.14: El drea sombreada en el plano (¢, 77) representa la zona de la entrada que contribuye a la
transformada de Fourier.[7]

donde el plano (¢, 77) es el plano donde descansa la apertura, el plano (x,y) donde descansa
la lente y el plano (u, v) es el plano donde se encuentra el foco de la lente convergente.

La imagen de entrada, para ser transformada debe de modular en amplitud la luz de entra-
da. La entrada més simple posible es una fuente monocromadtica situada enfrente de la lente. Para
una lente infinita, la distribucién en el plano del enfoque ideal serfa:

o0 o 2
// tA(x,y)e_]%f(x”erv)dx dy| . (2.64)

I
I(u,v):)‘z—(}2

Por tanto I(u, v) es proporcional a la potencia del espectro de la funcién de transmision 4 (x, y),
esto es, la imagen de entrada a la lente para una fuente puntual infinita. Modificar la distancia d,
entre la sefial de entrada y el plano de la lente, tan solo genera cambios de fase, y por tanto no
influye en la distribucién de intensidad. Para tener en consideracién las dimensiones finitas de la
lente, una funcién P es incluida en la formulacién. Dicha funcién es 1 dentro de la lente, y 0 fuera
de la apertura. De este modo puede ser descrita una apertura de forma arbitraria. Incluyendo la
funcién P, la ecuacién queda como:

2

//oo ta(x,y)P(x + ;u,y + jv)e_]’i?fr(xuwv)dx dy| . (2.65)

I(u,v)

Iy
:ATF

Las distribuciones de amplitud y de fase en el plano del enfoque ideal, corresponden al
espectro de Fourier de la sefial de entrada, y la intensidad de la distribucién a la potencia del
espectro.
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2.5 Camaras oscuras y formacion de la imagen.

2.5. Camaras oscuras y formacion de la imagen.

Hasta ahora en apartados anteriores se ha presentado un sistema Optico como un conjunto
de elementos capaces de formar una imagen a partir de una sefal de entrada. Estos sistemas
Opticos pueden ser més simples que los presentados en la introduccién, el méas simple de todos es
el sistema mostrado en la figura 2.15 y que se conoce como cdmara oscura.

\ Céamara oscura

tura

Distancia infinita Z PN Imagen

| 1 proyectada

\%Y Distancia de
proyecciéon

Plano fuente Plano apertura Plano imagen

Figura 2.15: Esquema del sistema de Camara Oscura

En este sistema se tiene un elemento fuente que radia a una distancia infinita del plano de
la apertura de la cdmara, es por tanto la superposicién de los frentes de ondas planos de cada uno
de los elementos puntuales del plano fuente. Al atravesar la apertura, y debido a los fenémenos
difractantes que en ella se producen, se realiza una transformada de Fourier del frente de onda de
entrada, recuperdndose una imagen distorsionada por la apertura. Este efecto puede ser explicado
con un ejemplo bidimensional.

Sea una delta situada a una distancia infinita del plano de la apertura, o equivalentemente,
una fuente situada a una distancia finita con una lente plano-convexa que realice el efecto de la
transformada de Fourier, debido a dicho efecto, lo que llega a la apertura es una sefial plana.
Al atravesar la apertura, cuya transmitancia es una funcién binaria correspondiente a un pulso
cuadrado bidimensional, se multiplican ambas funciones y se realiza una transformada de Fourier.
Este proceso se ilustra en las figuras 2.16 y 2.17.
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2 Optica de Fourier

Apertura Plano de
Frente de Proyeccion
Lente da P1
Plano-Convexa onda I'lano

|

|

Fuente Puntual ’ |
: |

|

o

»~
Direccién de
Propagacion

Distancia Finita

< >

Distancia Finita

Figura 2.16: Propagacion a través de la apertura.

Fuente Puntual Frente Plano Apertura Imagen

—

Distorsion por la apertura

Figura 2.17: Esquema de efectos de la apertura.

Como se observa, la distorsién en la imagen recuperada es dependiente de la forma de la
propia apertura. Si se hubiera hecho pasar el frente de onda plano por una apertura circular, cuya
transmitancia serfa una matriz binaria con un pulso circular, el resultado de la transformada de
Fourier hubiera sido una sinc con simetria circular en el plano de la imagen proyectada.

Se puede concluir que a pesar de la distorsién que provocan en la proyeccion de las imégenes,
las aperturas son necesarias para la formacién de las mismas. El paso de un frente de onda por
una apertura (de un tamafio cercano al de su longitud de onda), provoca en dicho frente una
transformacién de Fourier que devuelve la sefial a su dominio original, generando una imagen de
la fuente, que puede ser proyectada y procesada.

A lo largo del proyecto se haran estudios para determinar algunos aspectos relativos al tamafio
de la apertura, frecuencia de la sefial entrante, o la distancia de proyeccién en la formacion de
imagenes, asi como estudios para imagenes con méas de una fuente puntual.
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2.6. Deconvolucion para recuperacion de la imagen

En ciertas aplicaciones, es posible que sea interesante recuperar la imagen lo mds parecida a
la fuente posible, es decir, eliminando en la medida de lo posible las distorsiones provocadas por
la apertura en la propia generacién de la imagen [10]. Esto es posible mediante la deconvolucién
de la imagen con la funcién de transmitancia de la apertura conocida. En este apartado se
desarrolla el proceso matemético para la obtencién de la imagen mediante la deconvolucién.

Considérese una imagen caracterizada por su distribucién de intensidad I(x,y), correspon-
diente a la observacion de una imagen real 0(x, y) a través de un sistema. Si el sistema es lineal e
invariante en el tiempo, la relacién entre los datos y la imagen real es una convolucién como se
dijo anteriormente:

I(x,y) = (O x t)(x,y) + N(x,vy), (2.66)

donde #(x, y) es la funcién de transferencia del sistema (Point Spread Function,PSF, si se trata de un
sistema Optico en el dominio frecuencial), y donde N(x,y) es ruido aditivo. De tal manera en el
espacio de Fourier tenemos:

I(u,0) = O(u,v)T(u,v) + N(u,v), (2.67)
siendo (u,v) variables frecuenciales espaciales. Se quiere determinar O(x,y) sabiendo I(x,y) y
t(x,y). Este problema inverso, ha sido consecuencia de una gran cantidad de trabajo, debido a
ciertas dificultades como la existencia de una frecuencia de corte de la PSF, y el ruido aditivo. La
ecuacion (2.67) es un problema en la practica mal condicionado, es decir, que tiene varias solu-
ciones, en funcién por ejemplo de si se supone un ruido Gaussiano o de Poisson. Los distintos
algoritmos iterativos discretos tienen en cuenta unos u otros criterios.

El principal problema de realizar deconvoluciones de imédgenes con aperturas, es la determinacién
de los contrastes en los bordes y las fases de las distintas configuraciones. La PSF, es la transfor-
mada de Fourier de la funcién de transferencia del sistema. La relacién entre el objeto y la imagen
que atraviesa el sistema es una convolucién:

I(x,y) = /A:O O(x, y)t(x — X,y — Y)dXdY, (2.68)

donde P(x,y) es la PSF del sistema. Se quiere determinar de nuevo O(x,y) a la salida del sistema
siendo I(x,y) y P(x,y) conocidas. La relacion en el dominio transformado queda como:

A

I(u,v) = O(u,v)T(u,v). (2.69)

Esta ecuacion no puede ser resuelta a no ser que ‘T(u, v)‘ # 0. Evidentemente, este no es el caso
para sintesis de aperturas, no existiendo entonces una solucién ideal. Sin embargo, existen una
gran cantidad de algoritmos que son capaces de conseguir una imagen muy parecida al objeto en
observacion realizando un proceso deconvolutivo. Dependiendo de para que aplicacién se nece-
site, existen diferentes algoritmos que tienen en cuenta los diferentes factores que influyen para
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2 Optica de Fourier

cada caso particular.

En resumen, es necesario para la recuperaciéon de la imagen original a la salida del sistema 6ptico,
realizar un proceso de deconvolucién que tenga en cuenta la topologia de la apertura de entrada
al sistema, las perturbaciones de ruido que se produzcan ademads de otros factores determinantes
como la frecuencia del frente de onda entrante.
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CAPITULO 3

Implementacion

Como se comenta en la introduccién, se pretende desarrollar una herramienta en Matlab que
calcule patrones de difraccién a partir de determinados pardmetros de entrada (dimensiones, dis-
tancia de proyeccién y frecuencia), que describen una apertura y el sistema por el cual se propaga
la onda difractada. Como se ha visto en el apartado (2.3.4), a partir de una ecuacién de la apertura
se puede obtener una expresiéon matemadtica que represente el patrén de difracciéon de la misma. El
primer paso es conseguir el mismo resultado a partir de la ecuacién del patrén y operando sobre
la apertura como se hace en las ecuaciones (2.55, 2.56, 2.57) para el caso de la apertura rectangular.
Cuando se consigan los mismos resultados para ambos casos entonces se puede generalizar la he-
rramienta para cualquier apertura de entrada. A continuacién se desarrollan algunos pasos para
lograr la implementacion de la herramienta:

3.1. Especificaciones tedricas

Sean fx = {:y fx = ;; las variables frecuenciales espaciales utilizadas para la transformada
de Fourier en la ecuacion (2.56), donde x = — X4y : Ax 1 Xj0x. Se definird Ax como un pardmetro
de resolucioén fijo en A/30 y que se especifica porqué se fija ese valor en el Apartado 3.2. Las
variables X x € Yiuax sOn unos pardmetros que expresan la distancia maxima desde el centro del
plano de proyeccién del patrén de difraccion (x, i), hasta sus limites. Estos parametros coinciden
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con &max Y fmax €n el plano (&, 1) donde descansa la apertura. El célculo de estos parametros se
desarrolla posteriormente. Si se despeja la x de la expresion de las variables frecuenciales se puede
conseguir una expresion de la resolucion Ax:

x=A-z - fx — Ax=A-z-Afx (3.1)

Se tiene una apertura en el plano (,7), la cual se discretiza. Se quiere hacer la transforma-
da de Fourier bidimensional de N puntos para construir la ecuacién (2.57). Para poder dar una
expresion a ese nimero de puntos con el que realizar la transformada se debe despejar de la ex-
presion de la variable frecuencial A fx para el caso analégico, en el cual, segtin las propiedades de
las transformadas de Fourier, se cumple que para una transformada de N puntos:

1 1
ANfye = — - —. 2
fe= N ag (32)
Por tanto si se despeja N de las ecuaciones (3.1) y (3.2) se obtiene la siguiente expresion:
Az
= e AF 33)

donde se considera que los pardmetros de resolucién Ax y A¢ son iguales y fijos. Sin embargo, la
notacién diferente se debe a que cada una es la resolucién en el eje x y ¢ de los planos (x,y) y

(&)

Como se observa, para poder realizar una transformada de Fourier discreta, debemos
discretizar una apertura dada por la ecuaciéon que la define en el dominio continuo. Asi
pues, y siguiendo el proceso de muestreo y transformaciéon que se observa en la figura 3.1,
conseguimos el patréon de difraccion de la apertura de entrada. El periodo de muestreo espa-
cial resultado de discretizar estas sefiales es A y Ay para cada dimension del plano de la apertura.

Muestreo 1 N
Apertura discreta 1

tal&m) = C/D | — ta(ni, na) —5rmpermo

Apertura continua

N
T Espectro discreto
Ag, An
Periodos de
musetreo espaciales

Figura 3.1: Proceso de muestreo y generacién de espectro discreto

Hasta ahora se han realizado discretizaciones de sefiales continuas y transformaciones bi-
dimensionales, en la figura 3.2 se pretende hacer una aclaracién visual de los limites de ciertas
variables para su mejor comprension.
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1 2 3 N/2 N Posiciones de

| i i I matriz
0 1/N 1 Frecuencia
| | | discreta
0 | Frecuencia
1 continua

Ix

2,
>
Iy
D‘H -+
Iy

0 L | Distancia x
| continua

e
8]
e
(S

rT=fx-Az

>
ke
2
>
Iy

Figura 3.2: Grafica resumen de algunas variables en el dominio transformado.

Finalmente, para conseguir la expresion de la ecuacién (2.57), se debe multiplicar el resulta-
do de la transformada de Fourier de la apertura discreta por un término en fase que termina de
definir el patrén de difraccion complejo como tal:

ejkzejsz (x2+]/2)
— (3.4)
jAz

La transformada de Fourier bidimiensional de la apertura discretizada es periddica, es decir,
a partir de cierto valor del espectro, se produce una repeticién infinita de los mismos patrones. No
siempre veremos representada una secuencia periédica de patrones, puesto que la representacién
que se realiza es finita. Las representaciones de los patrones de difraccién, se realizan en un plano
de longitud méaxima por eje de 2 - Xyuux V 2 - Yiuax, €n una matriz de N puntos con N/2 puntos a
ambos lados de un valor central 0. No todos los valores de la matriz del patrén de difraccion cal-
culada serdn representativos en algunos casos, por tanto se podran realizar recortes de 1y puntos
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a ambos lados del valor central 0. Por tanto se establece la condicién de que:

N

Para aclarar la situacién del recorte del patrén, la figura 3.3 pretende representarlo de una
manera més visual para un caso unidimensional:

no no

Xmax

.

N/2 0 N/2

L J

Figura 3.3: Ejemplo de recorte para un ng arbitrario, en el caso unidimensional.

Dicho recorte, puede verse como el patrén de difracciéon que se veria a medida que se au-
menta la distancia z, puesto que el haz de ondas difractadas tienden a expandirse con la distancia,
a medida que esta aumenta, tendremos representado para una misma distancia X, menos in-
formacién. Para dar interpretacion fisica al recorte, se pretende relacionarlo con z, A, X;;.x y N. Por

ello y sabiendo que Xmax = % - A¢, se calcula nyp mediante la siguiente expresion:

_ Xinax _ ’VXmuxAUN—‘

ny = "7 = (3.6)

AxN

Una vez se han definido todos los pardmetros necesarios para representar el problema que
se trata, se realiza un script en Matlab que evaltda las dos representaciones del patrén de difrac-
cién, por el método analitico, calculando las ecuaciones que definen el patrén de difraccién, y
por el método numérico, mediante el cdlculo de la transformada de Fourier bidimiensional de la
apertura disctreta.
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3.2. Comparacion del calculo analitico con numeérico

Se desarrolla un script en Matlab que realiza el cdlculo numérico del patrén de difraccion
de una apertura rectangular que cumple que wx/wy = 2 a una distancia z igual a la distancia
minima de Fraunhoffer a la que tienen sentido las ecuaciones. Se calcula por otro lado el patrén
de difraccion de manera numérica, es decir, realizando la transformada de Fourier bidimiensional
de la apertura rectangular discreta de entrada, y multiplicindola por el término de fase de la
expresion analitica.

El script realiza los calculos de los parametros necesarios para la representaciéon numérica,
(n° de puntos de la transformada,Xmax) a partir de las entradas que definen la apertura, la fre-
cuencia y la distancia de proyeccioén z. Para el caso rectangular se introducen las dimensiones en
metros de la apertura para las dos dimensiones ¢ y # del plano de la apertura. Una vez se han ge-
nerado las matrices de datos que corresponden a los patrones de difracciéon calculados por ambos
procedimientos, se representa en médulo y se evalta el resultado (vease figura 3.4)

expresion final

4022

018

016

~0.14

0.05

Longituden sl e ¥ [metros]]
Longitiden alaf ¥ metoe))

0.06

0.04

0.02

-5 [] B 5 1 5
Laongitud en el eje X (metros)) Longitud en el gje X (metros])

(a) Analitico (b) Numérico

Figura 3.4: Comparacién del célculo analitico con el numérico.

Los dos patrones de difraccién calculados son practicamente iguales con un error que se
considera suficientemente pequefio dada una cierta resolucion. En el siguiente apartado se realiza
la diferencia de los dos patrones de difraccién calculados variando el valor de la resolucién, con el
objetivo de definir una resolucién suficiente para el cdlculo. Visto esto, se concluye que la herra-
mienta que realiza el cdlculo numérico funciona correctamente, y estd lista para ser implementada
de manera general.
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3.3. Cuantificacion error segun resolucion

El tnico pardmetro que se establece de manera fija en el programa es la resolucién A a la
hora de discretizar la apertura. De este parametro dependen el resto de valores calculados a lo
largo de la ejecucién del programa, como el nimero de puntos de las transformadas de Fourier o
las distancias Xj4y. El valor que se le ha dado a este pardmetro es resultado de una evaluacién del
error cometido en la generacién del patrén de difraccion con respecto al resultado analitico. Si se
representa el error cometido en el calculo del patron de manera analitica y numérica, el resultado
es un conjunto de valores que oscilan siguiendo un patrén similar al de los patrones de difraccién
generados. Sin embargo, el médulo de este error crece a medida que se mide a mayor distancia de
la zona central de la matriz del patrén. Para distintas resoluciones introducidas, la siguiente tabla
muestra los errores maximos y medios entre el patrén numérico y analitico:

A Error Maximo Error Medio
A/5 0.0398 0.01
A/10 0.0232 0.0031
A/20 0.0106 8,1375-1074
A/30 0.0076 4.10*
A/50 0.0043 1,57-10*

Puesto que los valores mads significativos se encuentran mds cercanos a la zona central de la
matriz de datos, se considera admisible el error para una resolucién de A = A/30. La figura 3.5
muestra la distribucién del error en los patrones.

Liferencia. =10

-5 L} 5
Longitud en el gje X [metros)

Figura 3.5: Error entre los cdlculos numérico y analitico, para A = A/30.
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3.4 Desarrollo de la interfaz grafica

3.4. Desarrollo de la interfaz grafica

Uno de los objetivos del trabajo es el disefio de una interfaz grafica que permita realizar los
calculos de los patrones de difracciéon para una apertura dada junto con otras funcionalidades. A
continuacioén en la figura 3.6 se muestra una vision general de la interfaz grafica implementada en
Matlab y se desarrollan los apartados maés significativos de la misma.

800 cul
R N9E0E 8
Rectanguiar B 4-_ 2
1 I
Intioduce Data Values:
1. Equivalences. 0.8 0.8
Aperture Width (m) 0.2 Wavelengths 0.666667 0.8 08
0.333333 o v
Aperture Heigth (m) 01 wwlongtha
0.8 0.8
wavelengins
Apenure Radus (m) 2 0.0666667
0.5 0.5
Projection Distance z () | 03333 Wavelengths 1411 04 04
Frecuency (MHz) 1000 Nanometers (nm) 03 03
0.2 0.2
insent Data 1o Reealculate Z Fraunhoffer: e ar
01 0.1
The Limit Fraunhoffer distance Z is: 0.33333 matars
! . L . . , o . . L . ,
3 0.2 0.4 [ [ 1 0.2 04 0.6 0.8 1
Input Units- = Image Viewina Contros: Image Saving
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.
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General Zoom Cantralier
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7 . Zoom Reset
‘Travellin ocrion D — il
~ Projecrion Distance Z
Em. Wave
Carcs Sempere Chaves. Unversdiad Poltécnica de Gartagena 2015

Figura 3.6: Visién general de la interfaz gréfica de usuario.

3.4.1. Panel de introduccion de datos

En este panel se encuentran concentrados todas las variables que se pueden introducir para
la ejecucién del programa, tanto los que definen la apertura, es decir, las dimensiones de la misma,
como la frecuencia de trabajo, y distancia de proyeccién z. Dentro de este panel se encuentra una
zona en la que se expresa la equivalencia de los valores introducidos en longitudes de onda segtn
la frecuencia de entrada. Estos valores cambian automaticamente al introducir un nuevo valor
de entrada, y tienen el objetivo de conseguir una mejor interpretacion del problema en cuestién.
Dentro de la zona del panel de introduccién de datos también se encuentra un texto de aviso en
el que se indica la distancia de Fraunhoffer para los datos introducidos, a partir de la cual los
calculos tienen sentido fisico. Por tltimo dentro del panel de introducciéon de datos, se encuentra
el botén de calcular, el cual toma los datos de entrada y ejecuta los scripts para la generaciéon de
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3 Implementacion

los patrones de difraccion correspondientes a la apertura introducida.

3.4.2. Representacion grafica

Los paneles de representacion gréfica tienen como objetivo representar las matrices de salida
del programa, por un lado la apertura que se introduce, y el patrén de difraccién asociado a la
misma. En ellas se indican las dimensiones en las medidas concordantes con las de los pardmetros
de entrada, y unas barras indicadoras de amplitud.

3.4.3. Seleccion de unidades

Puesto que el programa pretende ser lo mas general posible, existe un panel de seleccién de
unidades, que nos permite escoger entre dos tipos de frecuencias, radiofrecuencias y frecuencias
Opticas, la seleccion de las cuales provoca un cambio en el método de entrada de datos, variando
la entrada de frecuencia a longitud de onda respectivamente. Dentro de la opcién de frecuencias
dentro de la banda de radiofrecuencias, existen cuatro opciones mas que permiten introducir la
frecuencia en Hz, Mhz y Khz. Ademds, dependiendo de la opcién que se escoja, el resto de entra-
das también modifica sus unidades, asi como las representaciones posteriores estan calculadas en
funcién de dichas unidades de entrada.

3.4.4. Opciones de entrada

Una pestafia permite la seleccién de tres tipos de entrada para el programa:

Apertura rectangular: Seleccionando esta tipo de entrada se activan las opciones de intro-
duccién de datos en las direcciones de (&, 77) sobre los que descansa la apertura.

Apertura ciruclar: Seleccionando ese tipo de entrada se activa la opcién de introduccién de
la dimensioén radial que define dicha apertura circular

Apertura arbitraria: Esta opcién permite la introduccién de una imagen binaria arbitraria
al programa. El programa utiliza las variables de entrada para el calculo del patrén de difraccién,
ya que éstas no dependen de la apertura, sino de la frecuencia, distancia z y resolucién.
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3.4 Desarrollo de la interfaz grafica

3.4.5. Control de visualizacion

En el panel de control de visualizacion se encuentran dos sliders. El primero altera la vi-
sualizacion del patrén de difraccién, controlando la visién en multiplos de la distancia a la que
se representa. Para representar la imagen a la distancia deseada, se realiza el recorte mediante el
calculo del ng correspondiente en cada caso, de esta manera se representa la expansiéon del haz
del patrén de difracciéon a lo largo de la propagacion por la distancia z. El segundo slider controla
un zoom general de ambas representaciones de manera conjunta. Un checkbox controla si se desea
representar sobre el patron de difracciéon una silueta de la apertura que lo genera, visualizando la
relacion patrén, apertura, distancia de manera mads directa .

3.4.6. Guardado de imagenes

Se programa un apartado para el guardado de las imédgenes representadas en las graficas
en un archivo en formato PNG, el cual se almacena con el nombre introducido en el panel, en la
carpeta del proyecto.

3.4.7. Informacion de estado del programa

Otra funcionalidad que se implementa es un panel de informacién del estado del programa.
En este se indica si este estd listo para calcular o si se encuentra en proceso, el nimero de puntos
con el que se ha realizado la FFT, y el tiempo que se ha empleado en realizar el cdlculo. De esta
manera se puede controlar el delicado proceso de realizar transformadas de Fourier bidimiensio-
nales, que en funcién del nimero de puntos, el tiempo de célculo crece de manera considerable.
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3.5. Demostracion de propiedades

Se debe demostrar que los scripts que funcionan en la interfaz grafica Matlab, cumplen
una serie de propiedades. Dichas propiedades se basan, en los casos que vamos a demostrar, con
propiedades de la transformada de Fourier, linealidad, reciprocidad y desplazamiento.

3.5.1. Demostracion de la propiedad de linealidad.

Se debe comprobar que la herramienta cumple la propiedad de linealidad de la transforma-
da de Fourier. Para dos sefiales arbitrarias, la transformada de Fourier de la suma de ambas debe
de ser igual a la suma de las transformadas realizadas independientemente [1]]. Sean dos sefales
arbitrarias x1(t) y x2(t):

x3(t) = x1(4) +x2(t) — TF{x3(t)} = X3(e/*) (3.7)
TF{x1(t)} = X1 (e/") (3.8)

TF{x2(t)} = Xa(el) (3.9)

X'3(e/) = X1(el) + X (/) (3.10)

Se debe cumplir entonces que X3(e/“) sea igual a X'3(e/*’) para que se cumpla la propiedad
de linealidad.

Se hard un estudio de una apertura arbitraria, aperturas rectangulares desplazadas superior
e inferiomente de un eje de coordenadas central. Se comprobara la propiedad de linealidad eva-
luando si el patrén resultante de la suma de los dos patrones generados por cada una de las dos
aperturas rectangulares, equivale al patréon que genera la apertura total, producto de la superpo-
sicién de las dos aperturas rectangulares.

Para ello se cargan las matrices de datos 1000 x 1000 que representaran las aperturas des-
plazadas superior e inferiormente en nuestra interfaz Matlab, las cuales se muestran en la figura
3.7.
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Apertura Superior Aperturalnferior
1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
04
0.3
0.2
0.1
5 0
1

(a) Apertura desplazada superiormente. (b) Apertura desplazada inferiormente.

5
0.9 4
0.9 3
0.7 -2
0.6 -1

0.5 1]

0.4 1

Longitiden sl e ¥ metros]]
Longitiden sl e ¥ [metaz])

0.3 2

0.2

3
0.1 4
5

-5 L} 5 -5 0
Longitud en &l eje X [metros)] Longitud en el gje X (metros)

Figura 3.7: Visualizacién de las aperturas desplazadas.

A continuacién se representan los patrones de difraccién que generan estas dos aperturas
de manera independiente. Se observa que no existe diferencia entre el médulo de estos dos pa-
trones representados, pues se originaron a partir de una misma apertura , pero desplazada. Esto
provocard adn asi una variacion en la fase de los patrones de difraccion, esto se desarrollard con
mads detalle en la demostracion de la propiedad de desplazamiento. En la figura 3.8 se muestra el
modulo del patrén de difraccion para las dos aperturas.

tdddulo del Palran de Difraccion

Longitud sn sl efs ¥ [metroz]]

0.02

-5 i} 5
Longitud en el eje X [metros])

Figura 3.8: Médulo del patrén de difraccion generado por las aperturas.

Una vez se han calculado los patrones de las aperturas por separado, se suman ambas ma-
trices de datos, obteniendo la matriz superposicién de las aperturas. Para corroborar la propiedad
de linealidad, se introduce esta matriz superposicion a través de la funciéon de representacién de
patrones a partir de aperturas arbitrarias, obteniendo el patrén resultante que se muestra en la
figura 3.9:
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Aperturasuma Patron obtenido de lafft delasuma

5 1

- (K]
3 0.3
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4 0.1
2 0 5 0
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401
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-5 o
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@

(a) Superposicion de las dos aperturas desplazadas ~ (b) Mdédulo del Patrén de difraccién de la Apertura Su-
perposicion

Figura 3.9: Apertura superposicion (a) y partén de difraccién (b)
Este patrén obtenido debe de ser, si se cumple la propiedad de linealidad, exactamente igual
ala suma de los patrones de las aperturas desplazadas calculados anteriormente. Se suman dichos

patrones y se realiza la comparacién de ambas matrices de datos mediante la resta de ambas. En
la figura 3.10 se muestra la comparacién de ambos resultados:

Patron obtenido de lafft de lasuma Surma de dos patranes por separado

0.1

Longituden sl efe ¥ [metros]]
Longitiden al afe ¥ metoe))

0.04 .04

0.02

-5 [] B
Laongitud en el eje X (metros)) Longitud en el gje X (metros])

-5 0

<nl

() (b)

Figura 3.10: Modulo del patrén de difraccién generado para la apertura superposicién (a) y para la
suma de los dos patrones de las aperturas desplazadas (b).

La diferencia entre ambos patrones generados, es exactamente nula con la resolucién con la
que es capaz de realizar los calculos Matlab (eps = 2.2204e-16). Por lo tanto, se puede afirmar que
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se cumple la propiedad de linealidad de la Transformada de Fourier.

3.5.2. Demostracion de reciprocidad

Es interesante a la hora de representar patrones de difraccion, saber si es posible recuperar
una imagen de una apertura a partir de un patrén de difracciéon generado por la misma. Se debe
cumplir la siguiente propiedad de la transformada de Fourier. [1]Sea una sefal arbitraria x(¢):

TF{x(t)} = X(e/"), (3.11)

TFHX(e")} = x(t). (3.12)

Para poder estudiar qué apertura ha generado cierto patrén de difraccion, se programa una
funcién en Matlab que toma como pardmetros de entrada un patrén de difraccién, la frecuencia
y distancia a la que ha sido proyectado dicho patrén. Dicha funcién opera en sentido contrario
al programa que genera el patrén de difraccion, realizando las mismas operaciones una a una
a la inversa. Representando la apertura original que genera el patrén de difraccién, asi como la
apertura recuperada a partir de dicho patrén, junto con la diferencia de estos dos patrones para
cerciorarnos de que son exactamente iguales:

Apertura Orginal AperturaGenerada

=5 1 -5 1
4 0.9 + 13
- 03 -5 08
2 0.7 -2 07
-1 0.5 -1 16
0 05 0 05
1 04 1 14
2 03 2 13
3 0.2 3 12
4 0.1 4 LN
% 0 5 v % 0 5 !

i 1)

Longitud en el eje X (metros)) Longitud en el eje X (metros

Longitid en ol eje 7 fmetras]]
Longitud en &l s 7 [metraz])

(@) (b)
Figura 3.11: Apertura original (a) y apertura recuperada a partir del patrén de difraccién (b).

Como se puede observar en la figura 3.12 la diferencia obtenida entre las dos aperturas es
cercana a la resoluciéon que nos puede aportar la herramienta Matlab (eps = 2.224e-16), por lo que
se corrobora que se cumple la propiedad de reciprocidad de la transformada de Fourier.
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Diferencia entre Aperturas w107

42.5

Longitud en &l ef v [metros])
' '

-5 ]
Longitud en el eje X [metros])

Figura 3.12: Diferencia entre apertura original y recuperada.

3.5.3. Demostracion de la propiedad de desplazamiento

La propiedad de desplazamiento de la transformada de Fourier se enuncia de la siguiente
manera: Sean dos sefales p1[n] y pz2[n] donde pa[n] es equivalente a p1[n] desplazado ny muestras,
podemos enunciar sus transformadas de Fourier de la siguiente manera [1]:

TF{p1[n]} — Pi(e)), (3.13)
TF{pa[n] = p1[n — ng]} — Pa(el®)) = Py (el)) - e=iM0, (3.14)
Donde dichas transformadas pueden expresarse en médulo y fase: Py (e/“)) = |Py| - (e/“P)

y Po(e/)) = |Py] - (e/“™2), si se cumple la propiedad de desplazamiento, al hacer el cociente entre
Py(ef)) y Py(e/®)) los médulos al ser iguales deben desaparecer de la ecuacion y lo que obtendre-
mos serd como resultado una exponencial elevada a (jwng) de la siguiente manera:

Py(el) _ |Pi|- () _ of(LPi—LPy) _ jjwny. (3.15)
Pz(ejw) ‘PQ’ . (6141)2)

Para demostrar la propiedad de desplazamiento de nuestro programa, se debe llevar el caso
de estudio a dos dimensiones, sin embargo solo serd necesario un desplazamiento en una dimen-
sién para comprobar la propiedad, por lo que de los dos desplazamientos posibles wgng + wing
para cada una de las dos dimensiones en las que se evaluarén las transformadas de Fourier sera
seleccionada por comodidad la correspondiente al desplazamiento vertical won.
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Se cargan en el script dos matrices de datos 1000 x 1000 correspondientes a dos aperturas,
una que se encontrard centrada y otra equivalente a la primera pero que ha sufrido un despla-
zamiento circular de ng = 200 muestras. Las figuras correspondientes al desplazamiento de la
apertura se corresponden con la figura 3.13.

Se calculan Py (¢/) y P,(e/’) como los patrones de difraccién correspondientes a la aperturas
centrada (p1[n]) y la apertura desplazada (pz[n]). Lo siguiente serd efectuar los célculos en Matlab
para tratar de obtener el valor de la exponencial resultante e/ y finalmente mediante el coman-
do “unwrap” en Matlab, obtenemos una matriz de datos que contiene los calculos de los valores
obtenidos. Existen ciertas diferencias para algunos valores de la matriz resultado con respecto al
valor esperado 1, sin embargo el valor que més aparece es 200. Cumpliéndose asi la propiedad
de desplazamiento.

Apettura Centrada AperturaDesplazada

5 1 5
%+ 0.9 ~+
-3 0.8 kK
-z 0.7 -z
-1 0.5 -1
0 0.5 0
1 0.4 1
2 0.3 2
3 02 3
4 0.1 4
3 0 5 " 3

-5 0
Longitud en el &je X [metros]) Longitud en el eje X [metros

1

0.9
0.6
07
06
05
04
0.3
0.2
0.1
5 0
il

Figura 3.13: Apertura centrada (a) y apertura desplazada 200 muestras (b).

Longitid en sl e ¥ metras]]
Longitid en sl s ¥ [metraz])

(@) (b)
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capiTuLo 4

Resultados obtenidos con la interfaz

4.1. Influencia de la forma de la apertura en el patron.

Se ha demostrado que la forma de la apertura de entrada influye en el patrén de difracciéon
generado por la misma, esto es evidente, puesto que la distribucién de los bordes difractantes varia
de unas aperturas a otras. Para hacer més visible el efecto de la forma sobre el patrén de difraccion,

se ha utilizado la herramienta para la representacion de algunas aperturas representativas.

4.1.1. Apertura Poligonal

Se introduce en el programa una apertura triangular que se supone iluminada por una fuen-
te puntual situada en el infinito, la cual genera el siguiente patrén de difraccién que se muestra en
la figura 4.1.

En el patrén quedan representados los efectos asociados a cada uno de los tres limites de
la apertura. La perturbacién vertical se corresponde con el lateral inferior de la apertura triangu-
lar, asi como se corresponden las perturbaciones diagonales con el lateral situado en la direccién
opuesta a la que apuntan. Se observa una tendencia a reproducir el efecto que se genera en una
apertura circular, es decir, una sinc bidimiensional en el plano de la proyeccién del patrén a medi-
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Aperture Difraction Pattem
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H0.1

dn
=
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(@) (b)

Figura 4.1: Apertura triangular (a) y patrén de difraccién generado a partir de ella (b).

da que aumenta el nimero de lados del poligono que forma la apertura de entrada. Esto se debe
a que la contribucién de cada lado se superpone con la de los lados contiguos, provocando final-
mente con un nimero de lados tendiendo a infinito, el patrén generado por el circulo, tal y como
se aprecia en las figuras 4.2 y 4.3.

Difraction Pattem Difraction Pattem

q0.35
q0.25
q0.3

q0.25

q0.2

mgtera
mgtars

q0.15

q0.15

meters

(a) (b)

Figura 4.2: Patron de difraccién generado por una apertura triangular (a) y patréon generado pro una
apertura pentagonal (b)

48



4.1 Influencia de la forma de la apertura en el patrén.

Difraction Patterm

q0.3

q0.2

mstarzs

-4 -2 0 2 4
rneters

Figura 4.3: Patrén de difraccién generado por apertura circular.

Se comprueba por las imdgenes 4.2 y 4.3 que se consigue mayor similitud con el patrén
generado por una apertura circular a medida que se aumenta el ntiimero de lados del poligono.

4.1.2. Numero tres

Se carga también una imagen binaria en el programa con forma de niimero tres, puesto que
presenta distintas secciones diferenciadas y se pretende evaluar el efecto de cada una de ellas en
el patrén. En la figura 4.4 se muestra la apertura junto con su patrén de difraccion.
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Aperturatres Patron de aperturatres
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-5 i} 5
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-5 o 5
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Figura 4.4: Apertura de entrada al programa (a) y patrén de difraccién generado(b)

Como se observa, tenemos tres perturbaciones principales superpuestas, una vertical que
corresponderia a la apertura horizontal superior, una diagonal la cual se encuentra orientada en
la direccién opuesta a la seccién que la produce, y por dltimo, una perturbacién circular corres-
pondiente a la seccion inferior del nimero tres.
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4.1.3. Aperturas practicas

En este apartado, se pretende simular algunas de las aperturas mas comunes en sistemas
reales como los telescopios o las antenas parabdlicas de microondas. En estos sistemas existen
elementos reflectores que en ocasiones, bloquean el paso de la sefial de cierto modo, modificando
la funcién de transmitancia de la apertura, provocando una serie de patrones de difraccion.

Figura 4.5: Ejemplo de elementos difractantes en telescopio newtoniano circular. [11].

La figura 4.5 se corresponde con un telescopio newtoniano, donde se observan los soportes
y el espejo secundario(3) que boquean la luz que atraviesa la apertura(l) y que llegaria al espejo
principal(2). El objetivo de este bloqueo es conseguir disposiciones como la que se muestra en la
figura 4.6.

~FOCAL

PRIMARY /
MIRROR

5EED|]‘[‘HR‘.‘
MIRROR

Figura 4.6: Esquema de funcionamiento del telescopio newtoniano [2].

La luz que se introduce por la apertura, llega al espejo reflector principal, el cual proyecta
la energia sobre el secundario, desviando las ondas hacia otros elementos 6pticos que procesen la
informacion.

El patrén de difraccion que generaria una apertura circular sin bloqueo ideal es la corres-
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pondiente a la funcién de Bessel tal y como se aprecia en la figura 4.7

Aperturacircular sin obstruccion Paltron de apertura cirular sin obstruccion

4500

44000

3500
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2500
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1500

1000

500

(a) (b)

Figura 4.7: Apertura circular sin obstruccién (a) y patrén de la apertura sin obstruccién (b).

Para estudiar el efecto del bloqueo por el espejo secundario en un telescopio newtoniano, se
introduce en la herramienta una matriz en la que se ha tenido el cuenta este efecto, generando el
patrén de difraccion de la figura 4.8.

Aperturacircular con obstruccion Patrin de aperturacirular con o bstruceion

4500
4000
3500
3000
2500

<2000

1500

1000

500

Figura 4.8: Apertura circular con obstruccién (a) y patrén de la apertura con obstruccién (b).

Como se observa en el patréon de difraccién de la apertura con la obstruccién del espejo se-
cundario, este ha variado en forma e intensidad, quedando un patrén de difraccién distorsionado
pero adn asi circular. Sin embargo, estos espejos no pueden estar suspendidos sin un soporte, lue-
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go dichos soportes producirdn también una distorsién al interponerse en el camino de la onda
entrante. Existen una gran cantidad de disposiciones de los soportes de los espejos secundarios en
ntmero y posicion. Para evaluar el efecto de los soportes, se introduce un soporte vertical sobre
la apertura y se evaltia su patrén de difraccion. La figura 4.9 muestra un ejemplo para un soporte
vertical y su patrén de difraccion.

Aperturacincularcon unsoporte Patron de apertura cirular con wun soporte

44500

4000

<3500

3000

42500

2000

1500

1000

(a) (b)

Figura 4.9: Apertura circular con soporte vertical (a) y patrén de difraccién de la apertura (b)

Como se observa, se ha afladido una distorsién horizontal al patrén de difraccién. Esta dis-
torsion, se amplifica si en el caso de un soporte vertical el espejo se soporta por el caso mds comtin
de dos soportes, como se muestra en la figura 4.10.

Apeturacircularcon dos soporte Patron de apetturacirular con dos sopote
4500

4000
3500
3000
2500

+2000

1500

1000

500

(a) Apertura circular con dos soportes verticales. (b) Patrén de difraccion de la apertura con dos soportes
verticales.

Figura 4.10: Apertura circular con dos soportes verticales (a) y patrén de difraccién de la apertura (b).
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En este caso se aprecia una perturbacion de mayor amplitud que para el caso de un solo
soporte. Los soportes, en definitiva se comportan como elementos difractantes que perturban el
patrén de difraccion en la direccién opuesta en la que se encuentran orientados. Un caso comtin de
distribuciones de soportes es el de tres soportes para el espejo secundario, como el que se muestra
en la figura 4.11:

Para este caso se obtiene un patrén de difraccién en el que habrd tres perturbaciones princi-
pales orientadas en la direccién opuesta al sentido en el que se encuentran situadas. Los resultados
se muestran en la figura 4.12

Aperturacircular con tres soportes cruzados Patron de apetura citular con tres straws

4000

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500

(a) (b)

Figura 4.11: Apertura circular con tres soportes (a) y patrén de difraccion de la apertura con tres so-
portes (b).

Figura 4.12: Ejemplo telescopio newtoniano con tres soportes.

Otro caso comun de distribucién de soportes para el espejo secundario es la distribuciéon
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cruzada, como en el caso de la primera fotografia del telescopio newtoniano. El efecto difractante
de esta distribucion es el que se muestra en la figura 4.13:

Apeturacircularcon dos soportes cruzados Patron de aperturacirlarc on soportes cruzados

4000

~3son

3000

42500

+2000

1500

1000

(@) (b)

Figura 4.13: Apertura circular con distribucién cruzada (a) y patrén de difraccion de la apertura con
distribucién cruzada (b).

Esta distribucién es tipica de una gran cantidad de telescopios tales como el telescopio Hub-
ble, el cual distorsiona las imdgenes que captura introduciendo patrones de difraccién idénticos al
representado anteriormente. En la figura 4.14 se muestra un esquema de la apertura del telescopio
Hubble (a) y un ejemplo de los patrones de difraccién que este genera (b).

Aperture door Forward Primary
- mirror

Light shield : Secondary
" 'y mirror

(@) (b)
Figura 4.14: Esquema de entrada del telescopio Hubble (a) [3]] y patrones de difraccién en fotografias

del telescopio Hubble (b) [3].

La forma de estrella que se acostumbra a ver representada, es similar a la que aparece en la
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4 Resultados obtenidos con la interfaz

tigura 4.14(b). Sin embargo, las estrellas no son méds que puntos en el espacio. Esta forma estrella-
da y los circulos concéntricos que se superponen son consecuencia de los patrones de difraccién
también llamados "difraction spikes"[8], que se producen al interactuar con los componentes de
los telescopios que las captan.

(a) (b)

Figura 4.15: Distribucién de soportes “spider vanes”(a) y distribucién de tres soportes curvos.

Desde que el Hubble fue lanzado a la 6rbita terrestre en 1990, se han desarrollado otras
distribuciones de soportes que obtienen resultados con una distorsion menor que las instaladas
en el telescopio Hubble. Estos soportes se encuentran curvados, de tal manera que el patrén de
difraccion que generan interfiere méas con la propia distorsién del espejo secundario. Esto provoca
en lugar de distorsiones muy abruptas y significativas en la direccién opuesta a su orientacién,
otras distorsiones menos evidentes. Dos casos de este tipo de soportes se muestran en la figura
4.15. Los soportes curvos, dispersan mas la energia del patron de difraccién a diferencia de los
soportes rectilineos, los cuales la dispersan en lineas rectas. Estos efectos de menor dispersiéon
espacial pueden verse representados en las figuras (4.16 - 4.18).

A continuacién se generan los tres soportes curvos y el modelo "spider vane"para evaluar
sus efectos de distorsion. Los resultados se muestran en las figura 4.16 y 4.17.

Como se observa, la distorsion tiende a ser circular. En lugar de obtener unas distorsiones
como en el caso de los soportes rectos, los soportes curvados eliminan el efecto de distorsion
generando "sincs"que se orientan en la direccién opuesta al soporte, provocando que la distorsién
sea similar a la obtenida cuando no existen soportes.

Se observa que el "spider vane", tiene un efecto de distorsién menos parecido que el
caso anterior a la situacién ideal sin soporte. Sin embargo reduce el efecto de los soportes en
comparacion con el modelo de soportes rectos.
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Aperturacirc ularcon tres soportes curvos Patron de apertura cirular con tres soportes curvos

— 4500

4000

43500

~3000

42500

<2000

41500

1000

Figura 4.16: Apertura circular con tres soportes curvos (a) y patrén de difraccién de la apertura con
tres soportes curvos (b).

Un dltimo se modela una distribucién similar a "spider vane"pero con un solo soporte de
menor radio. La apertura y el patrén de difraccién correspondientes a este caso se muestran en la
figura 4.18.

Aperturacincularcon soport es curvos Patron de apertura cirular con dos soportes curvos
F 4500

4000
3500
—3000
2500

—2000

1500

1o0n

() (b)

Figura 4.18: Apertura circular con soporte curvo dnico (a) y patrén de difraccién de la apertura con
soporte curvo tnico (b).

En este dltimo caso de la figura 4.18 se consigue mejorar el efecto de difraccion que ocurre
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Aperturacircular con dos straws curves Patron de aperturacirular con dos soportes curvos

44000
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Figura 4.17: Apertura circular con soporte spider vane (a) y patrén de difraccién de la apertura con
soporte spider vane (b).

en el caso de los tres soportes curvos, pues se reduce en uno el ntimero de soportes que se utilizan
para la sujecién del espejo secundario.
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4.2. Interpretacion para mas de una fuente

Alo largo del trabajo se ha supuesto que el sistema 6ptico es iluminado por una tnica fuente
puntual situada en el infinito. Sin embargo en la practica, la entrada al sistema 6ptico estd com-
puesta por la superposiciéon del efecto de infinitas fuentes puntuales que generan una imagen
completa. Cuando se introduce una apertura en la herramienta Matlab, lo que realmente se intro-
duce es la convolucién de la sefial de una fuente puntual situada en el infinito con la transmitancia
de la apertura de entrada. Al ser a la entrada de la apertura esta sefial un frente de onda plano, es
decir, una sefial constante resultado de la transformada de Fourier del frente de onda esférico de
la fuente puntual,lo que se ve a la salida de la apertura es la multiplicacién de la transmitancia de
la misma por el frente de onda plano. Si se quiere modelar el efecto de varias fuentes en el infinito,
se debe introducir en la herramienta el resultado de la multiplicacién de la transmitancia de en-
trada al sistema con la superposicién de las contribuciones de todas las fuentes. Esto se demuestra
gracias a que todos los procesos son lineales y a que la multiplicacién y la convolucién cumplen
la propiedad conmutativa [1]:

tA@(a+b)=ta®@a+ts 0. (4.1)

tA*(a—i—b):tA*a—i—tA*b. (42)

Donde a y b representan las contribuciones de dos fuentes puntuales. Para ilustrar este efecto,
se generan dos deltas en una imagen en matlab, una de ellas centrada, y la otra desplazada 150
pixeles horizontalmente.

A continuacién se realiza la transformada de Fourier de las dos deltas y se multiplica el
resultado con una apertura cuadrada arbitraria. Se introduce la matriz obtenida por la herramienta
para evaluar el resultado. En la figura 4.20 se muestra el resultado de la transformada de Fourier
de la superposicién dos fuentes puntuales modeladas como dos deltas en la figura 4.19.

Dos deltas desplazadas

5 1
“+ 0.3
-3 0.8
-2 0.7
-1 0.6
0 0.5
1 0.4
2 0.3
3 0.2
4 0.1
% 0 5 0

Longitud en &l eje X [metros)]

Langitud sn sl sje ¥ [netroz])

Figura 4.19: Imagen de las dos deltas desplazadas.
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Surna de frentes de onda planos

04 4

02 4

0.2 1

Longitud en ol eje 7 [netraz]]

04 4

06 4
Lol L L L n L

-0 -4 -0.2 [ 2 4
Longitud en el eje X (metros))

=

Figura 4.20: Detalle de la interferencia de los dos frentes de onda planos.

Se muestra un detalle de la imagen completa, para que se puedan apreciar los efectos de
interferencia de la superposiciéon de ondas planas. Estas interferencias se deben a las variaciones
de fase con las que se superponen dichos frentes de onda planos. Al realizar la multiplicacién de
dicha sefal con una apertura cuadrada arbitraria se obtiene lo que se muestra en la figura 4.21.

Apertura, Salida delaApertura

I 2

4 03 -1 13

8 16

05 07 05 14
3 f

2 uE H 1.2
< =

= 0 05 o0 1
5 %
5 H
3 o

T 04 3 08
B B

3 s 03 3 0s 0.6

02 04

1 X 1 02

= -5 0 05 1 ! = -5 0 05 1 !

1

Longitud en el ge X [metros]) Longitud en el gje X [metros

(a) (b)

Figura 4.21: Apertura arbitraria de entrada (a) y resultado de la multiplicacién de la apertura con el
frente de onda plano (b).

Finalmente, la apertura realiza un efecto de transformacién de Fourier sobre el resultado
de la aplicacién. Para evaluar este efecto, introducimos la matriz en la herramienta de célculo de
patrones de difraccién y se obtiene la figura 4.22:
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Imnagen recuperada

H1e000

H16000

14000

12000

10000

5000

Longitud sn &l s ¥ [retros]]

5000

4000

2000

-5 [ 5
Longitud en el eje X (metros))

Figura 4.22: Patrén de Difraccién generado por la herramienta.

Como se observa, se forman dos patrones que corresponden a la transformada de Fourier de
la transmitancia de la apertura desplazadas a las posiciones de las deltas, en este caso, dos sincs
bidimiensionales. Sin embargo se produce un efecto de inversién del patrén, efecto de propia for-
macién de la imagen. Lo que se recupera, es entonces una aproximacion de la imagen de entrada,
es decir las dos deltas, pero distorsionada por el efecto de la apertura, la cual es necesaria para la
formacién de la imagen.

Si se aumenta el nimero de fuentes, el efecto es similar. En la figura 4.24 se muestran tres deltas
dos del las desplazadas 150 pixeles vertical y horizontalmente, en una matriz 1000x1000, para las
cuales se realizardn los mismos cdlculos que anteriormente.

Como en el caso anterior, superponemos el efecto de las tres contribuciones obteniendo el
frente de onda plano de entrada al sistema, el cual se multiplica por la transmitancia de la apertura
de entrada, y el resultado se introduce en la herramienta para evaluar los efectos de la propagacién
por el sistema y la formacion de la imagen. En la figura 4.23 se muestran los resultados de el
procedimiento.
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Suma de frentes de onda planos Apertura
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Figura 4.23: Superposicion de los tres frentes de onda planos (a), apertura de entrada arbitraria (b),
resultado de la multiplicacién de la apertura arbitraria con el frente de onda plano (c)
y patrén de difraccion generado por la interfaz (d).
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Tres deltas desplazadas

1
0.8
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I
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5

Figura 4.24: Tres deltas desplazadas.

Al igual que en el caso anterior, el resultado de la imagen recuperada son tres patrones de
difraccién (sincs cuadradas bidimensionales), desplazadas a las posiciones de las fuentes, produ-
ciéndose el efecto de inversién de nuevo en la imagen.

4.2.1. Ejemplo Osa Mayor

En este apartado se realiza el ejemplo de la generacién de la imagen de la osa mayor a
través del sistema Optico. Se carga una matriz de deltas correspondiente a la constelacién de la osa
mayor, y se realizan los procedimientos del apartado anterior para llegar a la imagen captada por
el sistema optico. En la figura 4.25 se muestra la matriz de deltas correspondiente a la Osa Mayor.

Orsa Mayor

1
0.9
¥
0.7
X3
0.5
04
03
¥
0.1
0 5 o

Longitud en el eje X (metros))

5
4
K]
-2
-

i}

1

Longitud sn &l s ¥ (metroz]]

2
3
4
5

Figura 4.25: Constelacion de la Osa Mayor.

La superposicion de los frentes de onda planos de cada una de las deltas quedaria lo que se
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aprecia en la figura 4.26:

Salida dela Apertura

Longitid an sl e 7 fmetaz]]
Lon gitud an =l sjs * [retos])

08 04 0 02 04 08 -1 05 0 [ 1
Longitud en el gje X (metros)) Longitud en el gje X (metros])

(@) (b)

Figura 4.26: Superposicién de contribuciones de las deltas de la constelacién (a) y entrada al sistema a
través de la apertura arbitraria cuadrada (b).

Finalmente, introduciendo la multiplicacién de la apertura cuadrada con la superposicion
de los frentes de onda planos, obtenemos la imagen recuperada, la cual se visualiza en la figura
4.27.

Imagen Recuperada

3000

2500

2000

1500

Langitud sn &l sjs ¥ [netroz]]
=

1000
500

3
-5 [] 5

Longitud en el eje X (metros))

Figura 4.27: Imagen recuperada de la constelacién

Como puede observarse en la imagen recuperada a través del sistema 6ptico, obtenemos
la imagen de entrada, pero en lugar de recuperar las deltas que la componen, obtenemos en su
lugar el patrén de difraccién para una fuente puntual dada la apertura cuadrada arbitraria para
este caso concreto. Se comprueba de nuevo, que la apertura distorsiona la imagen recuperada,
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pero sin embargo es necesaria para la generacién de la misma.

El efecto de difraccién que se produce en el sistema Optico puede verse claramente en la
fotografia de la figura 4.28 de la constelacion de las Pléyades, donde sobre las estrellas que brillan
con mas intensidad se aprecia un patrén de difraccién:

Figura 4.28: Constelacién de las Pléyades[8]

Dicha imagen ha sido tomada con un tiempo de exposicion elevado, de tal manera que
las variaciones correspondientes a la sinc de los patrones se ven saturadas y no se aprecian con
claridad. Se observan con claridad en este caso los "difraction spikes"[8], que se mencionan en el
apartado 4.1.3, efecto de la difraccién de los componentes que obstruyen la apertura de entrada al
telescopio.

4.3. Efecto del tamano de la apertura, distancia de proyeccion y la
frecuencia.

En este apartado se van a evaluar los efectos del tamafio de la apertura, la frecuencia y
la distancia del plano de proyeccién a la apertura dentro del sistema 6ptico. Estos factores son
determinantes para la generacién de una imagen, y sus variaciones pueden producir efectos sig-
nificativos en la proyeccion de la misma.

4.3.1. Efectos de las dimensiones la apertura

Para evaluar los efectos de la variacién del tamafio de la apertura sobre la generacién de
un patrén de difraccion, se introducen en la herramienta tres aperturas de diferentes tamafios y
se evalta su patrén de difraccién para cada uno de los casos. Se estudia para cada apertura la
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anchura del 16bulo principal del patrén de difraccién que genera, mediante un corte longitudinal.
Primero se simula una apertura cuadrada arbitraria, de dimensiones 1x1 metros. Obteniendo los
resultados que se observan en la figura 4.29.

Apertura Imagen recuperada

5 i
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-3 0ng
2 07
- 06
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1 04
2 03
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~G00n
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Longitud en ol eje 7 fmetras))
Longitid an &l e 7 metaz])

3000

2000

1000

-5 1 5
Longitud en el ge X [metros]) Longitud en el eje X [metros)]

(a) (b)

Figura 4.29: Apertura arbitraria cuadrada 1x1 (a) y patrén generado por la apertura cuadrada 1x1 (b).

Donde el corte longitudinal se representa en la figura 4.30

Corte longitudinal dellobulo principal
10000 ! T T T T T

a00n

annn

oo

E000

s00n

Amplitad

4000

annn

2000

1000

Longitud en el eje X [mefros])

Figura 4.30: Corte longitudinal del patrén de difraccién. Anchura de 16bulo principal w = 0.2 metros.

A continuacién se genera una apertura dos veces mayor, de dimensiones 2x2 metros, y se
evaltan las variaciones sobre el patrén de difraccién que genera. En la figura 4.31 se muestran los
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resultados para este caso:

Imagen recuperada
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Figura 4.31: Apertura arbitraria cuadrada 2x2 (a) y patrén generado por la apertura cuadrada 2x2 (b)

Donde el corte longitudinal se representa en la figura 4.32

4 Cortelongitudinal dellobulo principal

35+

25+

Amplitad
-
T

4 -3 2 -1
Longitud en el

] 1 2 3 4 5
eje X [metroz])

Figura 4.32: Corte longitudinal del patrén de difraccién. Anchura de 16bulo principal w = 0.1 metros.

Se aprecia que al aumentar el tamafio de la apertura al doble, se ha reducido el tamafio del
patrén de difraccién, asi como su anchura de 16bulo principal. A continuacién se realiza el estudio

para el caso de una apertura dos veces menor al primer caso, obteniendo los resultados de la figura

4.33.

67



4 Resultados obtenidos con la interfaz

Imagen recuperada Imagen recuperada
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Figura 4.33: Apertura arbitraria cuadrada 0.5x0.5 (a) y patrén generado por la apertura cuadrada
0.5x0.5 (b).

Donde el corte longitudinal se representa en la figura 4.34.

Corte longibudinal dellobulo principal
2500 T T T T T T T T T

2000

1500

Amplitud
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|
-5 -+ -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Lorgitud e el g e X [metros))

Figura 4.34: Corte longitudinal del patrén de difraccién. Anchura de 16bulo principal w = 0.4 metros.

Se observa una dependencia de la anchura del patrén de difracciéon con las dimensiones de
la apertura inversamente proporcional. Para estudiar en mayor profundidad los efectos de la va-
riacion de las dimensiones de la apertura en la generacion de patrones de difraccion evaluamos la
ecuacion del patron rectangular (2.3.4 Ejemplos de patrones de difraccién de Fraunhoffer.), donde
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la sinc depende de las dimensiones de la apertura w;y:

gjkzgj£ (x2+y2)
U(x,y) = ]/\—z - A - sinc(2wx fx) sinc(2wy fy) 4.3)

Se puede estudiar como varia el tamafio de los patrones de difraccién evaluando los cruces por
cero de la sinc para una dimension. Estos tienen lugar cuando se cumple que:

2w, fe =1 (4.4)

Entonces, y sabiendo que f; = })f'z” y despejando de la ecuacién la anchura del 16bulo principal de

la sinc que forma el patrén X, se obtiene:

Az
Wy

Xin (4.5)

Por tanto se va a introducir en matlab la expresion anterior para evaluar la variacién del
pardmetro w, que regula la dimensién de la apertura, y su efecto sobre a anchura del 16bulo
principal del patrén de difraccion. Se establece para una frecuencia de 2 GHz y para una distancia
de 0.33 metros una serie de valores de dimensiones de apertura entre 0 y 5 metros. Se obtiene la
gréfica de la figura 4.35 tras un andlisis paramétrico:

Yariacion deltamafio delabulo conla dimension delaapertura
0.5

Arnplityd del b lo prin cipal
= = = =
= . = I = o = N
. - o & L I i @

=
=
a

=

Ditnensidn de laapertura [fnetros)

Figura 4.35: Curva anchura lébulo principal frente a dimensién de la apertura.

En la figura 4.35 se aprecia un decrecimiento exponencial del tamafio del 16bulo principal
del patrén de difraccién a medida que se aumenta el tamafio de la apertura. Del mismo modo, la
gréfica tiende a infinito conforme el valor de la dimension de la apertura tiende a cero, por tanto
existen dos limitaciones para la representacion del patrén de difraccién en funcién del tamafio
de la apertura. Si la apertura es demasiado pequefia, los patrones de difraccién que se generan
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fruto de la distorsién de la apertura sobre la imagen correspondiente a cada una de las fuentes
que provocan el frente de onda plano entrante al sistema 6ptico pueden llegar a superponerse, no
pudiéndose interpretar la imagen correctamente. Esto supone una limitacion para la recuperacién
de las fuentes. Este limite de difraccién se modela mediante el dngulo 6, el cual se corresponde con
el angulo minimo con el que pueden llegar dos frentes de ondas planos a la apertura de dimensién
D para una frecuencia determinada y que sus patrones de difraccién sean diferenciables. Estos
parametros quedan representados en la figura 4.36 :

Frente plano 1 Apertura
o\
D
\"f"’\O(L 6
Q@&eQ [=A

Figura 4.36: Curva dangulo 6 frente a la dimensién de la apertura.

La figura 4.36 estd representando una apertura que cumple con el criterio de Rayleigh para
los limites de difraccion [9]. Que enuncia que para una apertura no circular, el &ngulo minimo con
el que se pueden detectar dos fuentes viene dado por la siguiente expresiéon que puede obtenerse
de la figura:

== 4.6
sen(6) D’ (4.6)
donde para el caso circular hay que afiadir un termino sen(0) = 1,22% [9]. Si se aplica la aproxi-
macion sin(6) ~ tan(0) ~ 6, la expresion finalmente queda como:

f = (4.7)

A
D
Por tanto y como asi lo expresa la férmula, para una apertura de menores dimensiones, el angulo
minimo es mayor. Esto se debe a que como se ha visto, el patrén de difraccién crece conforme
disminuye la dimensién de la apertura, por tanto, también debe crecer el &ngulo minimo de sepa-
racion entre los focos para su deteccion. Para que se vea el efecto de el dangulo minimo de deteccién
con la dimensién de la apertura, se calcula un andlisis paramétrico para una longitud de onda 6p-
tica A = 0,5¢7% metros. Se introducen unas distancias desde 1 hasta 10 metros y se obtiene la
gréfica de la figura 4.37.
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Figura 4.37: Curva dngulo 6 frente a la dimensién de la apertura.

Como se observa, en la figura 4.37, el &ngulo minimo de deteccién disminuye conforme
aumenta la dimensién de la apertura, como se comenté anteriormente.
Para visualizar este efecto de manera gréfica, se introduce la superposicién de los frentes de ondas
planos generados por dos deltas por una apertura arbitraria cuadrada. Se variard el tamafio de
la apertura para evaluar la superposicion de los patrones de difraccién y comprobar para que
tamafio deja de ser posible detectar las deltas.

Para una frecuencia de 1 GHz y una distancia de proyeccién de 0.333 metros, se introducen
dos deltas separadas un dngulo 6, = 0,375rad. Esta imagen se muestra en la figura 4.39.

Imagen recuperada

0.9

Ho0.8

.6
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Figura 4.38: Deltas con separacion 6, = 0,375rad.
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Para ese &ngulo minimo, el tamafio de la apertura que puede tener como minimo es 0.6 me-
tros. A continuacién en la figura 4.38 se evaltian las representaciones de los patrones de difraccién

para estas deltas, para cuatro dimensiones de la apertura (0.6,0.8,1 y 1.2 metros.)

Langitiden al ek ¥ metaz]]

Longitid en ol aje ¥ fmetos])

Como se observa, para el caso limite de D = 0.6 metros, no es posible diferenciar las deltas
originales pues los patrones de difraccién que se encuentran sobre ellas se superponen. En el corte
longitudinal de los patrones de difracciéon mostrado en la figura 4.40 se aprecia mejor este efecto
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(a) D = 0,6metros. (b) D = 0,8metros.
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(c) D = 1metro. (d) D = 1,2metros.

Figura 4.39: Patrones de difraccién generados para distintas dimensiones de la apertura D

de superposicion:
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Figura 4.40: Representacion de los cortes longitudinales de los patrones de difraccién generados para
cada uno de los valores de la dimensién de la apertura D.

A la vez que existe un limite superior par la difraccién, por la superposicién de patrones
también existe un limite superior. Llega un momento en que la curva de anchura del 16bulo prin-
cipal tiende a cero a medida que se aumenta la dimensién de la apertura para una determinada
longitud de onda. Llegara a existir un punto incluso en el que no se produzcan efectos difractantes
para esa longitud de onda determinada, puesto que el frente de onda plano no desvia su trayec-
toria al atravesar la apertura. Se debe ser cuidadoso a la hora de operar con la herramienta, pues
es necesario tener estos hechos en cuenta para no perder el sentido fisico de las representaciones.
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4.3.2. Efectos de la distancia de proyeccion

Para estudiar los efectos de la distancia de proyeccién sobre los patrones de difraccion, se
carga en la herramienta una apertura arbitraria rectangular de dimensiones 0.1 metros horizontal-
mente y 0.2 metros verticalmente, la cual se aprecia en la figura 4.41.

Aperture

10.9

q0.8

q0.7

H0.6

40.5

meters

-5 i 5
tneters

Figura 4.41: Apertura rectangular generada.

Se representard el patrén de difraccién asociado a dicha apertura para una frecuencia de 1
GHz para cuatro distancias de proyeccién desde la distancia de Fraunhoffer para este caso z =
0.333 metros. Se representa sobre el patron de difraccién la apertura para una mejor visualizacién
del fendmeno. También se realiza una seccién del patrén de difraccion por el 16bulo principal para
evaluar los efectos que se producen en dos dimensiones. Los resultados se muestran en las figuras
4.42- 4.45:
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Figura 4.42: Patrén de difraccién a z = 0.333 metros (a) y seccién longitudinal en el eje x para z = 0.333
metros (b).
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Figura 4.43: Patrén de difraccion a z = 0.5 metros (a) y seccién longitudinal en el eje x para z = 0.5
metros (b).
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Figura 4.44: Patrén de difraccién a z = 0.7 metros (a) y seccién longitudinal en el eje x para z = 0.7
metros (b).
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Figura 4.45: Patrén de difraccion a z = 0.9 metros (a) y seccién longitudinal en el eje x para z = 0.9
metros (b).

Como puede apreciarse en las representaciones 4.42-4.45, la distancia de proyeccion afecta
al tamafio del patrén de difraccién. Esto se debe a que a medida que se propaga la difraccion a
través del sistema Optico, el haz se expande y por tanto cuanta mayor distancia de propagacion
mayor serd el patréon que se proyecte. También se aprecia el efecto de la atenuacién con la
distancia. A medida que se aumenta la distancia de proyeccién disminuye la intensidad de los
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patrones de difraccion.

Sin embargo, a pesar de que se amplien o reduzcan los tamafios de los patrones de difracciéon
el efecto no es similar al que se produce al variar las dimensiones de una apertura. Cuando se
varian las dimensiones de una apertura para més de una fuente, los patrones de difraccién que
aparecen en la proyeccién varian su tamafio de manera independiente el uno del otro, pudiendo
llegar a superponerse. En cambio, al variar la distancia de proyeccién no varia el espacio entre
los patrones de difraccién, sino que el conjunto de los patrones aumenta o decrece su tamarfio.
Esto puede verse si se realiza un ejemplo para més de una fuente, en el que se estudia un corte
longitudinal en los patrones de difraccion generados, estudiando el corte para distintas distancias
de proyeccién. Sean los patrones de difraccién mostrados en la figura 4.46 los correspondientes a
dos deltas atravesando una apertura cuadrada:

expresion final

415

Langitud sn sl efs ¥ [netros]]

-5 L} 5
Longitud en el e X [metros))

Figura 4.46: Patrones de difraccién para dos deltas desplazadas y apertura cuadrada.

Para estos patrones de difraccién se obtienen los efectos mostrados en la figura 4.47 al au-
mentar la distancia de proyeccion:

Como puede observarse, los patrones de difraccién a medida que se aumenta la distancia
de proyeccién, guardan la proporciéon de distancia entre ellos. Es decir, al aumentar la distancia de
proyeccion, los patrones de difraccion generados nunca llegan a superponerse, sino que el patrén
conjunto de todos los patrones generados aumenta su tamafio a medida que aumenta la distancia
de proyeccion.
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Figura 4.47: Cortes longitudinales en el eje x para los distintos valores de distancia de proyeccién z.

4.3.3. Efectos de la frecuencia

Para estudiar los efectos de la frecuencia sobre los patrones de difraccién generados, se va
a utilizar la herramienta de Matlab para generar un patrén de difraccién a partir de una apertura
circular arbitraria de dimensiones 0.1 metros de radio, a una frecuencia inicial de 1 GHz a la dis-
tancia minima de Fraunhoffer para este caso que es 0.26 metros. Se hard la representacion de dicho
patrén a las frecuencias de 2 GHz y 0.5 GHz para evaluar las variaciones en la representacién. Los
resultados obtenidos se muestran en la figura 4.48.
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Figura 4.48: Apertura circular generada (a) y patrones de difraccién para las frecuencias de 1Ghz (b),
0,5GHz (c) y 2GHz (d).

Como puede observarse, a medida que aumenta la frecuencia, para una misma apertura de
entrada al sistema, el patrén de difraccion generado es de menor dimensién. Esto se debe a que
el efecto de la apertura depende de las dimensiones de la misma y de la longitud de onda del
frente de onda que se propaga a través de ella. El patrén de difraccién serd mayor cuanto menor
sea la apertura en relaciéon a la longitud de onda del frente que la excita. Las amplitudes se ven
ligeramente afectadas, como puede observarse en la representacion longitudinal de la figura 4.49.
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Figura 4.49: Corte de patrones de difraccién superpuestos para distintas frecuencias

Puede concluirse entonces que la frecuencia afecta al patrén de difracciéon que se genera en
el plano de proyeccién, provocando que cuando esta aumenta, las dimensiones del patrén dismi-

nuyan.
Este efecto de variacion del tamafio del patrén en funcién de la frecuencia es visible en gran can-

tidad de fotografias espaciales como la que se observa en la figura 4.50:

Figura 4.50: Efecto de distorsion frecuencial en el patrén generado por una méscara bahtinov.[12]

[5]Se observa en la figura 4.17 como las bajas frecuencias del espectro visible como el rojo se
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extienden més en el espacio que las altas frecuencias del espectro visible, como los tonos violetas.

81



4 Resultados obtenidos con la interfaz

82



CAPITULO D

Conclusiones, lineas futuras de trabajo

Como conclusién a este proyecto, se enumeran las distintas tareas que se han realizado a lo

largo de la memoria:

1. Un estudio previo sobre los conocimientos basicos de la teoria de la difraccion y de 6ptica
de Fourier. Con el objetivo de establecer las bases matemdticas para la comprension de los
fenémenos fisicos que se ven representados en los calculos de la herramienta en Matlab.

2. Se ha realizado una herramienta programada en Matlab, que permite estudiar los pa-
trones de difraccién generados para una perturbacién entrante a un sistema 6ptico. En la
herramienta se han implementado una serie de funcionalidades que permiten el control de
los pardmetros necesarios para la generacién de patrones de difracciéon y su estudio, dando
en todo momento sentido fisico a las representaciones.

3. Se han desarrollado en distintos apartados, las demostraciones de que la herramienta
cumple con los requisitos establecidos de funcionamiento. Cumple con las propiedades de la
transformada de Fourier y es capaz de calcular las expresiones de los patrones de difraccién
dadas por la 6ptica de Fourier de manera numérica. En el trabajo también se explican los
procedimientos llevados a cabo para la programacién de la herramienta.

4. Se han demostrado en el apartado de resultados las dependencias en el proceso de for-
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macién de una imagen con la forma de la apertura, su dimension, la frecuencia de la per-
turbacion entrante al sistema 6ptico, asi como la distancia de proyeccién de la imagen. Se
han realizado ejemplos con reconstrucciones de imédgenes reales para demostrar el funcio-
namiento y la correcta coherencia con la la teorfa para estudios de patrones para méas de una
fuente.

5. Se han evaluado ejemplos précticos de funcionamiento, reconstruyendo las distorsiones
que se producen en sistemas 6pticos reales. Se han demostrado y explicado mediante el uso

de la herramienta, distorsiones visibles en imdgenes tomadas por telescopios espaciales.

6. Se ha podido usar la herramienta para comprender los fenémenos de diffracion spikes en
fotografia astronémica, asi como el concepto de "limite de difraccién".

Se proponen, una vez llegado a este punto de la memoria, una serie de lineas futuras de

desarrollo para trabajos futuros:
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1. Estudio en profundidad del efecto de las lentes en la generaciéon de la imagen. Se deberia
tener en cuenta los efectos de restriccion del paso de la energia en las lentes, y las distorsio-
nes que estas provocan. Estudio de distintas topologias de lentes y sus propiedades en los
sistemas Opticos.

2. Simulacién de sistemas 6pticos compuestos por lentes, prismas y espejos, de manera que
usando los bloques de procesado 6pticos y las ecuaciones de difraccién analizadas en la

memoria, se simulen sistemas mds complejos.

3. Un estudio de la generaciéon de imdgenes suponiendo una distancia desde el plano de la
apertura al objeto finita. Con estas suposiciones no serfa posible tener en cuenta que sobre
la apertura incide un frente de onda plano, y por tanto no pueden ser usadas las ecuaciones
tal y como se han definido en esta memoria.

4. Estudio de distintas topologias de aperturas, realizando combinaciones de las descritas en
la memoria y evaluando sus efectos en la generacién de la imagen mediante la utilizaciéon
de la herramienta.
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