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 Chapter 1. Introduction 

 

Since the first radar systems were developed during The Second World War, they have 

experimented  a  lot  of  changes.  The  performances  of  radars  have  been  improved  by  using 

signal processing techniques. Due to the fact that the digital systems are increasing, they offers 

many possibilities in order to solve the issues which can arise for radar systems. 

In  the  present work, we  study  one  of  these  techniques.  It  is  known  as  Pulse  Compression, 

whose usage is widely extended nowadays. Before explaining the pulse compression technique 

we revise some important concepts, which help us to understand the purpose of the project. 

We look, firstly, at the basic concepts of the radar systems; secondly, at basic concepts that are 

related  to  signal  analysis  (Chapter  2)  and  filtering  theory  (Chapter  3);  thirdly,  at  the  pulse 

compression theoretic analysis; and to finish, at the results and conclusions obtained. 

 

1.1. Radar Systems 

 

  Radar  means  Radio  Detection  And  Ranging.  There  are  many  and  very  different 

applications based on radar systems, thus the characteristics fulfilled by radars are very wide. 

However, in general, the basic operation of radars is the same, and it is based on the following 

principle. 

 

Basic principle 

Let us assume the next scenario, Fig 1.‐1, where there are a waveform transmitter, a waveform 

receiver and an object  (target) which possesses electromagnetic properties  ,ߝ)  (ߤ [Peyton Z. 
Peebles Jr, 1998]. 

 

Fig 1.‐1: Basic principle of radar systems. 

,ߝ ߤ
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Therefore, the emitter illuminates the target by transmitting the following waveform 

 

ሻݐሺݏ ൌ ܣ sinሺ߱଴ݐ ൅ ሻሻݐሺߠ ( 1.‐1 ) 

 

Where ߠሺݐሻ is a possible phase or frequency modulation function. 

 

After reaching the target, the back to receiver signal is  

 

ሻݐሺݎ ൌ ′ܣ sinሺ߱଴′ݐ ൅ ሻሻݐሺ′ߠ ( 1.‐2 ) 

 

Thus, we can extract  information about the target by processing  ( 1.‐2  ). Once we understand 

the basic principle of radar, it is interesting to know about the different types of radars. 

 

Classification of radar systems 

Several  criteria  to  classify  the  radar  systems  exist,  but  the most  important  criteria  are  the 

following [F. Quesada et al., 2010] 

 

 According to the type of target a radar system can be classified as: 

Primary.  In  this case  the  target  is passive,  in other words,  the  target  reflects 

only the energy transmitted by the radar transponder. 

Secondary. The  target possesses a  receiver and  transmitter  system, which  is 

able  to  answer  to  the  request  of  the  radar.  This  type  of  radars  need  less 

transmission power  than  the primary  radars,  since  the back  to  radar  signals 

only go over one‐way route. 

 Depending on the relative position between emitter and receiver the radar systems 

can be: 

Monostatics. The emitter and receiver are placed in the same location. 

Bistatics. The emitter are receiver are situated in different places. This fact can 

have  applications  in  the military  area  in  order  to  hide  the  location  of  the 

receiver. 

 According to its functionality a radar can be: 

Surveillance radar. These devices are able to detect and identify targets. 
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Tracking radar. These systems are capable of detecting and tracking targets. 

Surveillance‐tracking radar. These devices detect, identify and track targets. 

 To finish the classification of radars, there are two different types of radar according to 

the transmitted waveform: 

Continuous  wave  radar  (CW).  The  system  is  constantly  transmitting  and 

receiving a sinusoidal signal. This type of signal is shown in Fig 1.‐2.1. 

Pulsed wave radar.  In this case, the radar takes a time term to transmit, and 

then, it takes another time interval to receive. The typical signal for this type of 

radars is illustrated by Fig 1.‐2.2.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig  1.‐2.1: CW‐Radar transmitted signal.

Fig  1.‐2.2: Pulse Radar transmitted signal.
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1.2 Energy and power of radar´s signal 

 

As  it  is described  in [Peyton Z. Peebles Jr, 1998], the most general radar´s waveform 

expression is  

ሻݐሺݏ ൌ ܽሺݐሻ sinሺ߱଴ݐ ൅ ߶଴ ൅ ሻሻݐሺߠ ( 1.‐3 ) 

 

Where ܽሺݐሻ is an arbitrary amplitude modulation function, and, ߠሺݐሻ is a phase function due to 
some form of frequency or phase modulation. ( 1.‐3 ) may be defined either െ∞ ൏ ݐ ൏ ൅∞ or 

in a limited time period. In the second case, the signal can be rewritten as 

 

ሻݐሺݏ ൌ ܽሺݐሻݐܿ݁ݎ ቌ
ݐ െ

ܶ
2

ܶ
ቍ sin൫߱଴ݐ ൅ ߶଴ ൅ ሻ൯ݐሺߠ

ൌ ൜ ܽሺݐሻ sin൫߱଴ݐ ൅ ߶଴ ൅ ሻ൯ݐሺߠ 0 ൑ ݐ ൑ ܶ
							 0 ݁ݎ݄݁ݓ݁ݏ݈݁

 

( 1.‐4 ) 

 

Where  ܶ  is  the  time  period  in  which  the  system  is  transmitting.  The  pulse  is  repeatedly 

transmitted, thereby ( 1.‐4 ) is rewritten as  

 

ሻݐሺݏ ൌ ܽሺݐሻ ቐ෍ ݐܿ݁ݎ ቌ
ݐ െ ሺ݊ െ 1ሻ ோܶ െ

ܶ
2

ܶ
ቍ

ାஶ

௡ୀଵ

ቑ sin൫߱଴ݐ ൅ ߶଴ ൅  ሻ൯ݐሺߠ ( 1.‐5 ) 

 

Where  ோܶ  is the pulse repetition interval. 

 

Peak and average powers 

It  is  well‐known  that  any  circuit  can  be  simplified  by  using  the  Thevenin´s  equivalence. 

Therefore we can model a radar system as the following straightforward circuit (Fig 1.‐3) 

 

 

 

 

 
Fig  1.‐3: Thevenin´s equivalent circuit.

ሻݐሺݏ
ܴ௧ ൅ ݆ܺ௧
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Let us suppose  that  the system  is matched,  to  fulfill  the maximum power  transfer  theorem; 

thereby, the available instantaneous power is expressed as 

 

௜ܲሺݐሻ ൌ
ሻଶݐሺݏ

4ܴ௧
ൌ
ܽሺݐሻଶ

8ܴ௧
ሾ1 ൅ cos൫2߱଴ݐ ൅ 2߶଴ ൅  ሻ൯ሿݐሺߠ2 ( 1.‐6 ) 

 

Since ߠሺݐሻ varies much slower than ߱଴ݐ ൅ ߶଴, the cosine term can be approximated as a pure 

cosine, thus, the average instantaneous power is  

 

௧ܲሺݐሻ ൌ
ܽሺݐሻଶ

8ܴ௧
  ( 1.‐7 ) 

 

Starting  from  (  1.‐7  ),  we  can  define  the  average  peak  transmitted  power  as  the  average 

transmitted power over one cycle of the carrier when ݏሺݐሻ accomplishes its maximum 

 

௧ܲሺݐሻ ൌ
1
4ܴ௧

ሾ1 െ ݈݁ܿݕܿ ݁݃ܽݎ݁ݒܽ  ሻሿ௠௔௫ݐሺݏ

 

( 1.‐8 ) 

 

Where ሾ൉ሿ௠௔௫ is the maximum value of the function within brackets. 

Also we can calculate the available average transmitted power for a given time interval ( ோܶ) as 

 

௔ܲ௩ሺݐሻ ൌ
1

4ܴ௧ ோܶ
න ݐሻଶ݀ݐሺݏ
்ೃ

଴
  ( 1.‐9 ) 

 

It is often used the next expression for pulsed waveform radars  

 

௔ܲ௩ሺݐሻ ൌ
1

4ܴ௧ ோܶ
න ݐሻଶ݀ݐሺݏ

்ೃ
ଶ

ି
்ೃ
ଶ

  ( 1.‐10 ) 

 

A normalized expression of ( 1.‐9 ) or ( 1.‐10 ) is usually used, it does not contain the 
ଵ

ସோ೟்ೃ
 factor. 
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Energy 

Also the energy of transmitted signal can be calculated as  

 

௦ܧ ൌ න ݐሻଶ݀ݐሺݏ
்ೃ

଴
ൎ
1
2
න ܽሺݐሻଶ݀ݐ
்ೃ

଴
  ( 1.‐11 ) 

 

ோܶ   represents  the  repetition  interval  of  pulsed  signal  or  the  fundamental  period  of  the 

modulation functions ܽሺݐሻ and ߠሺݐሻ in CW radar. 

 

 

 

1.3 Basic principles of radar systems 

 

Above we studied the basic principle of radar; the purpose of this section  is to study another 

principles of radars used to detect and range the target [Peyton Z. Peebles Jr, 1998]. 

 

Elementary range measurement 

Let us assume a monostatic pulsed system which transmits a square pulse. This pulse strikes a 

target, therefore a part of the pulse energy  is reflected. The reflected energy travels back to 

the radar system. This fact is illustrated in Fig 1.‐4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Transmitted Signal 
Received Signal

Fig  1.‐4: Pulsed radar. Transmitted signal & Rejected signal from targets. 
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The returned pulse to the radar  is delayed with respect to the transmitted signal by  ோܶ. This 

fact  is due  to  the path  travelled by  the  signal. As  the  ligth´s  speed  is well‐known,  the  radial 

distance from the radar to the target is  

 

ܴ ൌ
ܥ ோܶ

2
  ( 1.‐12 ) 

 

In this scenario a stationary target was considered. In a real case, the target could be in motion 

and other effects must be considered. These effects are discussed below. 

   

Doppler Effect due to target motion 

Let us suppose the scenario shown in Fig 1.‐5, 

 

 

Fig  1.‐5: Scenario with a Target in motion. 

 

 

The  figure  illustrates  a  radar  system  which  illuminates  a  target  in  motion.  In  order  to 

understand the Doppler Effect concept, we assume the transmitted signal shown in Fig 1.‐6. 

 

 

,ߝ ߤ

|௥ሬሬሬԦݒ| ൌ |Ԧݒ| cos  	ߙ
 ߙ

 Ԧݒ
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Where  ଴ܶ ൌ
ଵ

௙బ
.  In ݐ ൌ 0 the first wave front, ݏ௧ሺݐ ൌ 0ሻ,  leaves from the transmitter, and the 

target is at a distance ܴ଴ [Peyton Z. Peebles Jr, 1998]. When the first wave front reaches the 

target, a ∆ݐଵ time period has passed, thus the range of target is  

 

ܴଵ ൌ ܴ଴ ൅ ଵݐ∆|௥ሬሬሬԦݒ| ( 1.‐13 ) 

 

Where ݒ௥ሬሬሬԦ is the radial distance as shown in Fig 1.‐5. The first wave front takes the next time of 

travel 

 

ଵݐ∆ ൌ
ܴଵ
ܿ
  ( 1.‐14 ) 

 

By using the equations ( 1.‐13 ) and ( 1.‐14 ), we obtain  

 

ଵݐ∆ ൌ
ܴ଴

ܿ ൅ |௥ሬሬሬԦݒ|
  ( 1.‐15 ) 

 

If ݐଵ is the time of arrival to the radar taken by the reflected signal, it must be equal to 2∆ݐଵ 

 

ଵݐ ൌ
2ܴ଴

ܿ ൅ |௥ሬሬሬԦݒ|
  ( 1.‐16 ) 

 

ݐ ൌ ଴ܶ

ݐ ൌ 0 

Fig  1.‐6: Transmitted Waveform. Doppler Effect.
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Then,  the  second wave  front,  ݐ௧ሺݏ ൌ ଴ܶሻ,  is  transmitted. When  this wave  front  strikes  the 

target, the new position of the target is 

 

ܴଶ ൌ ܴ଴ ൅ |௥ሬሬሬԦݒ| ଴ܶ ൅ ଶݐ∆|௥ሬሬሬԦݒ| ( 1.‐17 ) 

 

In the same way as ( 1.‐16 ) 

 

ଶݐ∆ ൌ
ଶݐ∆
ܥ

  ( 1.‐18 ) 

 

And the time of arrival for the ݏ௧ሺݐ ൌ ଴ܶሻ wave front is 

 

ଶݐ ൌ ܶ ൅ ଶݐ∆2 ൌ
ሺܿ ൅ ௥ሬሬሬԦ|ሻݒ| ଴ܶ ൅ 2ܴ଴

ܿ െ |௥ሬሬሬԦݒ|
  ( 1.‐19 ) 

 

Therefore, the received waveform is shown in Fig 1.‐7 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Thereby, the received signal has the next frequency 

 

௥݂ ൌ
1

ଶݐ െ ଵݐ
ൌ ቆ

ܿ െ |௥ሬሬሬԦݒ|

ܿ ൅ |௥ሬሬሬԦݒ|
ቇ ଴݂  ( 1.‐20 ) 

   

 

ଶݐ

ଵݐ

Fig  1.‐7: Back to radar Waveform. Doppler Effect.
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Thus, the frequency increment,  ௗ݂, is 

 

ௗ݂ ൌ ௥݂ െ ଴݂ ൌ
െ2|ݒ௥ሬሬሬԦ|

ܿ ൅ |௥ሬሬሬԦݒ|
݂  ( 1.‐21 ) 

 

Since, ܿ ≫ 	  ௥ሬሬሬԦ| often occursݒ|

 

ௗ݂ ൎ
െ2|ݒ௥ሬሬሬԦ|

ܿ ଴݂  ( 1.‐22 ) 

 

The  frequency  change  is  known  as Doppler  frequency,  and  it  is one of  the most  important 

phenomenon in the radar theory. 

 

Received waveform 

According  to  the  effects we  have  studied,  if  a  general  radar waveform,  equation  (  1.‐3  ),  is 

transmitted, the signal back into the radar is 

 

ሻݐ௥ሺݏ ൌ ݐሺܽߙ െ ߬௥ሻ sinሺሺ߱଴ ൅ ߱ௗሻሺݐ െ ߬௥ሻ ൅ ߶଴ ൅ ݐሺߠ െ ߬௥ሻሻ ( 1.‐23 ) 

 

Where ߬௥ ൌ
ଶோ೟
௖
 and ߱ ൌ ߨ2 ቀ

ଶ|௩ೝሬሬሬሬԦ|

௖ ଴݂ቁ; ܴ௧ is the relative range between the radar transponder 

and the target. 
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Chapter 2. Radar signals and networks 

 

The study of general aspects about signals and its passage through networks is needed 

in order to understand the radar systems.  We will revise these concepts in this section.  

We  start  from  a  real  signal  and  continue  to  other  signal  representation  forms  and  their 

relationships  with  the  real  signal  [Peyton  Z.  Peebles  Jr,  1998].  Then,  we  will  study  the 

networks, which  are  traversed  by  the  signals,  and  the  optimum  filter which maximizes  the 

peak signal power to average noise power ratio. 

 

2.1 Real Radar signals 

 

   Considering the next radar signal [Peyton Z. Peebles Jr, 1998] 

 

ሻݐሺݏ ൌ ܽሺݐሻ cosሾ߱଴ݐ ൅ ߶଴ ൅ ሻሿݐሺߠ ( 2.‐1 ) 

 

Where  ܽሺݐሻ  is  an  arbitrary  amplitude modulation  function  and   ሻݐሺߠ is  an  arbitrary  phase 
modulation function. Now, we apply the following trigonometric identity to ( 2.‐1 )  

 

cosሾݔ ൅ ሿݕ ൌ cosሾݔሿ cosሾݕሿ െ sinሾݔሿ sinሾݕሿ ( 2.‐2 ) 

 

We obtain  

 

ሻݐሺݏ ൌ ܽሺݐሻሼcosሾߠሺݐሻሿ cosሾ߱଴ݐ ൅ ߶଴ሿ െ sinሾߠሺݐሻሿ sinሾ߱଴ݐ ൅ ߶଴ሿሽ
ൌ ሻݐ௜ሺݏ cosሾ߱଴ݐ ൅ ߶଴ሿ െ ሻݐ௤ሺݏ sinሾ߱଴ݐ ൅ ߶଴ሿ 

( 2.‐3 ) 

 

Where  

 

ሻݐ௜ሺݏ ൌ ܽሺݐሻ cosሾߠሺݐሻሿ ( 2.‐4 ) 

 

ሻݐ௤ሺݏ ൌ ܽሺݐሻ sinሾߠሺݐሻሿ ( 2.‐5 ) 

 



       Investigation in Pulse Compression Techniques for Radar systems. Radar signal and networks 
 

12 
 

In  the  expression  (  2.‐3  ),  the  carrier  information  is  separated  from  the modulations  terms, 

therefore, this signal form is interesting from a practical point of view.  

Another representation of ( 2.‐1 ), by using the expansion of cosine into its exponential form, is  

 

ሻݐሺݏ ൌ ܽሺݐሻ cosሾ߱଴ݐ ൅ ߶଴ ൅ ሻሿݐሺߠ ൌ
ܽሺݐሻ

2
൛݁௝ሾఠబ௧ାథబାఏሺ௧ሻሿ ൅ ݁ି௝ሾఠబ௧ାథబାఏሺ௧ሻሿൟ

ൌ
1
2
൛݃ሺݐሻ݁௝ሾఠబ௧ାథబሿ ൅ ݃∗ሺݐሻ݁ି௝ሾఠబ௧ାథబሿൟ 

( 2.‐6 ) 

 

Where  

 

݃ሺݐሻ ൌ ܽሺݐሻ݁௝ሾఏሺ௧ሻሿ ൌ ሻݐ௜ሺݏ ൅  ሻݐ௤ሺݏ݆ ( 2.‐7 ) 

 

And its conjugate is 

 

݃∗ሺݐሻ ൌ ܽሺݐሻ݁ି௝ሾఏሺ௧ሻሿ ൌ ሻݐ௜ሺݏ െ  ሻݐ௤ሺݏ݆ ( 2.‐8 ) 

 

The function ( 2.‐7 ) is called the complex envelope of ݏሺݐሻ.  

The expression ( 2.‐6 ) fulfills the property that it has a complex term, but its sum is a real signal. 

Now we will interpret ( 2.‐6 ) in frequency domain.  

 

2.1.1 Spectrum 

Applying the Fourier transform to ( 2.‐6 ), we obtain  

 

ܵሺ߱ሻ ൌ
1
2
൛ܩሺ߱ െ ߱଴ሻ݁௝థబ ൅ ሺെ߱∗ܩ െ ߱଴ሻ݁ି௝థబൟ  ( 2.‐9 ) 

 

 

Where ߱ ൌ and ߱଴ 	݂ߨ2 ൌ ߨ2 ଴݂. 
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Fig 2.‐1 shows that the spectrum of ݃ሺݐሻ has two principal terms, one in negative ߱ region and 
another one in positive 	߱ region. This expression assumes that ߱଴ is larger than bandwidth of 

 ሺ߱ሻܩ ሺ߱ሻ, thus, eitherܩ is bandlimited or the terms do not affect each other (the terms are 

isolated). 

 

2.1.2 Energy 

By use of the energy definition to ( 2.‐1 ) 

 

௦ܧ ൌ 	න ݐሻଶ݀ݐሺݏ
ିஶ

ାஶ
ൌ න ܽሺݐሻଶ cosଶሾ߱଴ݐ ൅ ߶଴ ൅ ሻሿݐሺߠ ݐ݀

ିஶ

ାஶ

ൌ න
ܽሺݐሻଶ

2
ሼ1 ൅ cosሾ2߱଴ݐ ൅ 2߶଴ ൅ ݐሻሿሽ݀ݐሺߠ2

ିஶ

ାஶ
ൎ න

ܽሺݐሻଶ

2
ݐ݀

ିஶ

ାஶ
 

( 2.‐10 ) 

 

According to ( 2.‐10 ), the signal energy depends only on the amplitude ܽሺݐሻ, and not on the FM 

modulation function. 

Next, we apply the Parseval´s theorem to calculate the signal energy in the frequency domain 

 

௦ܧ ൌ
1
ߨ2

න ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ݏ|
ିஶ

ାஶ
  ( 2.‐11 ) 

 

We can substitute ( 2.‐9 ) in ( 2.‐11 ) 

1
2
ሺെ߱∗ܩ| െ ߱଴ሻ|

1
2
ሺ߱ܩ| െ ߱଴ሻ|

-  
0


00

Fig 2.‐1: Real Radar Signal Spectrum.

߱
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௦ܧ ൌ
1
ߨ2

න ฬ
1
2
൛ܩሺ߱ െ ߱଴ሻ݁௝థబ ൅ ሺെ߱ܩ െ ߱଴ሻ݁ି௝థబൟฬ

ଶ

݀߱
ିஶ

ାஶ

ൌ
1
ߨ2

න
1
4
ห൛ܩሺ߱ െ ߱଴ሻଶ݁ଶ௝థబ ൅ ሺ߱ሻ|ଶܩ|2

ିஶ

ାஶ

൅ ሺെ߱∗ܩ െ ߱଴ሻଶ݁ିଶ௝థబൟห݀߱ ൌ
1
2
1
ߨ2

න ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ܩ|
ିஶ

ାஶ
ൌ
௚ܧ
2
 

( 2.‐12 ) 

 

Where the cross terms have been neglected and ܧ௚ is the energy of ݃ሺݐሻ. 

 

2.1.3 Autocorrelation function  

By using the autocorrelation definition  

 

ܴ௦௦ሺ߬ሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ lim
்→	∓ஶ

1
2ܶ

න ݐሺݏሻݐሺݏ ൅ ߬ሻ݀ݐ
ା்

ି்
ݎ݋݂ ݎ݁ݓ݋݌ ݏ݈ܽ݊݃݅ݏ

න ݐሺݏሻݐሺݏ ൅ ߬ሻ݀ݐ
ାஶ

ିஶ
ݎ݋݂ ݕ݃ݎ݁݊݁ ݏ݈ܽ݊݃݅ݏ

  ( 2.‐13 ) 

 

The form for the power signals is applied when the signals are continuous (exist in െ∞ ൏ ݐ ൏
൅∞), for  instance,  in the CW‐radar. Moreover, the form for energy signals  is used for pulsed 

waveforms. ܴ௦௦ሺ0ሻ	gives the average power signal and total energy signal respectively. 

 

 

 

2.2 Complex Radar signals 

 

In this section, we will study a complex form of ݏሺݐሻ. This signal form consists only of 

the first term of the expression ( 2.‐6 ), [Peyton Z. Peebles Jr, 1998].This signal is denoted by  

 

߰௖ሺݐሻ ൌ ݃ሺݐሻ݁௝ሾఠబ௧ାథబሿ ( 2.‐14 ) 

 

Which is related to ݏሺݐሻ by 

 

ሻݐሺݏ ൌ ܴ݁ሾ߰௖ሺݐሻሿ ( 2.‐15 ) 
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Now, we demonstrate ( 2.‐15 ) 

 

߰௖ሺݐሻ ൌ ݃ሺݐሻ݁௝ሾఠబ௧ାథబሿ ൌ ܽሺݐሻ݁௝ሾఠబ௧ାథబାఏሺ௧ሻሿ

ൌ 	ܽሺݐሻሼcosሾ߱଴ݐ ൅ ߶଴ ൅ ሻሿݐሺߠ ൅ ݆ sinሾߠሺݐሻሿ sinሾ߱଴ݐ ൅ ߶଴ሿ ൅  ሻሽݐሺߠ
( 2.‐16 ) 

 

Where it can be observed that the real term is ݏሺݐሻ. 

The usage of this waveform is useful because its modulus is equal to the amplitude ܽሺݐሻ and its 
phase is equal to the phase of ݏሺݐሻ. 

 

2.2.1 Spectrum 

By applying a direct Fourier transform to ( 2.‐16 ) 

 

௖ሺ߱ሻߖ ൌ න ߰௖ሺݐሻ݁ି௝ఠ௧݀ݐ
ିஶ

ାஶ
ൌ න ݃ሺݐሻ݁௝ሾఠబ௧ାథబሿ݁ି௝ఠ௧݀ݐ

ିஶ

ାஶ
ൌ ሺ߱ܩ െ ߱଴ሻ݁ି௝థ೚

ൎ ቄ2ܵሺ߱ሻ			߱ ൒ 0
0											߱ ൏ 0

ൌ 2ܷሺ߱ሻܵሺ߱ሻ 
( 2.‐17 ) 

 

 

 

If ߱଴  is  larger than bandwidth of ݃ሺݐሻ and  it  is bandlimited, zero energy occurs  in the ߱ ൏ 0 
region,  thereby  the approximation used  in  ( 2.‐17  )  is exact. Even  in cases where  the signal  is 

nonzero in the ߱ ൏ 0 region, there is a signal transformation that forces the spectral energy in 

߱ ൏ 0  to be zero. The signal resulting from this transformation is called the analytic signal. 

 

 

 

0- 0

2|ܵሺ߱ሻ|

0
Fig 2.‐2: Complex Radar Signal Spectrum.

߱
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2.2.2 Autocorrelation function 

In same way as in the real signal, the autocorrelation function is defined as  

 

ܴట೎ట೎
ሺ߬ሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ lim
்→	∓ஶ

1
2ܶ

න ߰௖
∗ሺݐሻ߰௖ሺݐ ൅ ߬ሻ݀ݐ

ା்

ି்
ݎ݋݂ ݎ݁ݓ݋݌ ݏ݈ܽ݊݃݅ݏ

න ߰௖
∗ሺݐሻ߰௖ሺݐ ൅ ߬ሻ݀ݐ

ାஶ

ିஶ
ݎ݋݂ ݕ݃ݎ݁݊݁ ݏ݈ܽ݊݃݅ݏ

  ( 2.‐18 ) 

 

The autocorrelation function is key for pulse compression, since the matched filtering is 

directly related to this operation as we will study in future sections. 

 

 

 

2.3 Analytic Radar signals 

 

The analytic signal forces the spectrum in  ߱ ൏ 0 region to be zero [Peyton Z. Peebles 
Jr, 1998]. 

 

 

 

Note that Fig 2.‐3 depicts a spectrum of signal which is completely zero in ߱ ൏ 0 region. It 
differs from the spectrum illustrated by Fig 2.‐2 that possesses low energy in negative ߱ 
region. 

0- 0 
0

2|ܵሺ߱ሻ|

Fig 2.‐3: Analytic Radar Signal Spectrum.

߱
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2.3.1 Spectrum and waveform 

Starting from the assumption that the expression ( 2.‐17 ) is exact 

 

ሺ߱ሻߖ ൌ 2ܷሺ߱ሻܵሺ߱ሻ ൌ ሾ1 ൅ ሺ߱ሻሿܵሺ߱ሻ݊݃ݏ ( 2.‐19 ) 

 

Where ݊݃ݏሺ߱ሻ denotes the sign function in frequency domain. 

Now,  the  signal  in  the  time  domain  results  via  applying  the  inverse  Fourier  transform. 

According to the inverse Fourier transform properties  

 

ܺሺ߱ሻܻሺ߱ሻ
்ிషభ
ሱۛ ሮۛ ሻݐሺݔ ∗ ሻݐሺݕ ( 2.‐20 ) 

 

ܷሺ߱ሻ
்ிషభ
ሱۛ ሮۛ

1
2
ሻݐሺߜ ൅

݆
ݐߨ2

  ( 2.‐21 ) 

 

We obtain  

 

߰ሺݐሻ ൌ 2න ሻߦሺݏ ൤
1
2
ݐሺߜ െ ሻߦ ൅

݆
ݐሺߨ2 െ ሻߦ

൨ ݀
ାஶ

ିஶ
ߦ ൌ ሻݐሺݏ ൅ ݆

1
ߨ
න

ሻߦሺݏ

ሺݐ െ ሻߦ
ߦ݀

ାஶ

ିஶ
ൌ ሻݐሺݏ ൅  ሻݐሺݏ݆̂

( 2.‐22 ) 

 

The imaginary part, ̂ݏሺݐሻ, is known as the Hilbert transform of ݏሺݐሻ. 

 

2.3.2 Hilbert transform 

The  real part of  (  2.‐22  )  is  the  real  radar  signal, and  the  imaginary part guarantees  that  the 

spectrum is zero in the negative ߱ region. 

If we apply the Hilbert transform to ̂ݏሺݐሻ, we obtain  

 

ሻݐሺݏ ൌ െ
1
ߨ
න

ሻߦሺݏ̂

ሺݐ െ ሻߦ
ߦ݀

ାஶ

ିஶ
  ( 2.‐23 ) 

 

Therefore, ݏሺݐሻ  is recovered  from   ሻ by applying a Hilbertݐሺݏ̂ transformation. Considering  the 

next fact  
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െ
1
ߨ
න

ሻߦሺݏ̂	
ሺݐ െ ሻߦ

ߦ݀
ାஶ

ିஶ

்ி
ሱሮ መܵሺ߱ሻሾെ݆݊݃ݏሺ߱ሻሿ  ( 2.‐24 ) 

 

The  expression  (  2.‐23  )  can  be  demonstrated  by  the  next  graphical  sequence  in  frequency 

domain 

 

 

The signal phase is shifted in the first step (Fig 2.‐4.1 to Fig 2.‐4.2), and is once again shifted in 

the second step (Fig 2.‐4.2 to Fig 2.‐4.3), resulting a െߨ total shifting. This process is equivalent 
to filter ݏሺݐሻ by a constant‐phase filter, which its response is  

 

ሺ߱ሻܪ ൌ െ݆ ሺ߱ሻ݊݃ݏ ൌ ൝
െ݆ ߱ ൐ 0
0 ߱ ൌ 0
൅݆ ߱ ൏ 0

  ( 2.‐25 ) 

 

This transfer function is not realizable but it can be approximated.  

 

 

 

0

-  /2 

 

-  

 /2 

0

-  /2 

 

-  

 /2 

0

-  /2 

 

-  

 /2 

 





Fig 2.‐4.1: Phase of ࢙ሺ࢚ሻ

Fig 2.‐4.3: Phase of ࡴࢀ൫ො࢙ሺ࢚ሻ൯

Fig 2.‐4.2: Phase of ࡴࢀ൫࢙ሺ࢚ሻ൯
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2.3.3 Relationship to Complex signal 

If   ߰௖ሺݐሻ ൌ 0	 or   ߰௖ሺݐሻ ൎ 0    for   ߱ ൏ 0,  the  complex  signal, ߰௖ሺݐሻ,  is equal  to  the analytic 
signal,	߰ሺݐሻ  ;  the most  signals  used  in  radars  fulfill  these  conditions.  Thus,  assuming   ሻݐሺݏ
bandlimited, it can be easily demonstrated the following relationships.  

 

߰௖ሺݐሻ ൌ ߰ሺݐሻ ( 2.‐26 ) 

 

ሻݐሺݏ ൌ ܴ݁ሾ߰ሺݐሻሿ ൌ ܽሺݐሻ cosሾ߱଴ݐ ൅ ߶଴ ൅ ሻሿݐሺߠ ( 2.‐ 27 ) 

 

ሻݐሺݏ̂ ൌ ሻሿݐሾ߰ሺ݉ܫ ൌ ܽሺݐሻ sinሾ߱଴ݐ ൅ ߶଴ ൅ ሻሿݐሺߠ ( 2.‐28 ) 

 

|߰ሺݐሻ| ൌ ܽሺݐሻ ( 2.‐29 ) 

 

argሾ߰ሺݐሻሿ ൌ tanିଵ ቈ
ሻݐሺݏ̂

ሻݐሺݏ
቉ ൌ ߱଴ݐ ൅ ߶଴ ൅  ሻݐሺߠ ( 2.‐30 ) 

 

 

2.3.4 Energy in Analytic Signal 

Now, by using the energy definition and the Parseval´s theorem 

 

టܧ ൌ න |߰ሺݐሻ|ଶ݀ݐ
ାஶ

ିஶ
ൌ

1
ߨ2

න ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ߖ|
ାஶ

ିஶ
ൌ

1
ߨ2

න |ሾ1 ൅ ሺ߱ሻሿܵሺ߱ሻ|ଶ݀߱݊݃ݏ
ାஶ

ିஶ

ൌ
1
ߨ2

න 4|ܵሺ߱ሻ|ଶ݀߱
ାஶ

଴
ൌ

1
ߨ2

න 2|ܵሺ߱ሻ|ଶ݀߱
ାஶ

ିஶ
ൌ  ௦ܧ2

( 2.‐31 ) 

 

Finally, we can find a relationship between the analytic signal energy and the energies of the 

other signal forms 

 

ట೎ܧటୀܧ
( 2.‐32 ) 

 

టܧ ൌ ௚ܧ ( 2.‐33 ) 

 

టܧ ൌ ௦ܧ2 ( 2.‐34 ) 
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2.3.5 Properties of Analytic Signal 

Given two analytic signals, ߰ଵሺݐሻ and ߰ଶሺݐሻ, by application of convolution of the conjugated 
first signal with the non‐conjugated second signal, and via Fourier transform properties 

 

න ߰ଵ
∗ሺݐሻ߰ଶሺ߬ െ ݐሻ݀ݐ

ାஶ

ିஶ
ൌ ଵߖ

∗ሺെ߱ሻߖଶሺ߱ሻ ൌ 0  ( 2.‐35 ) 

 

We can show ( 2.‐35 ) with a straightforward graphic sequence illustrated in Fig 2.‐5.1 and 2.‐5.2 

 

 

By multiplication of  (Fig 2.‐5.1) and  (Fig 2.‐5.2) a zero spectrum  results,  thus equation  ( 2.‐35  )  is 

demonstrated. 

 

Below we apply the correlation to ߰ଵሺݐሻ and ߰ଶሺݐሻ 

 

න ߰ଵሺݐሻ߰ଶሺ߬ ൅ ሻ݀߬ݐ
ାஶ

ିஶ
ൌ ߰ଵሺݐሻ ∗ ߰ଶሺെݐሻ ൌ

1
ߨ2

න ଶሺെ߱ሻሿ݁ି௝ఠఛ݀߱ߖଵሺ߱ሻሾെߖ
ାஶ

ିஶ
ൌ 0

( 2.‐36 ) 

 

In this case the ߰ଶሺെݐሻ spectrum  is reversed ߖଶሺ߱ሻ,  in the same way as the preceding case. 

Then by multiplication of ߖଵሺ߱ሻ and ߖଶሺെ߱ሻ zero spectrum is obtained. 


0

- 
0 0


0- 

0 0

Fig 2.‐ 5.1: ࣒૛ሺ࢚ሻ Spectrum

Fig 2.‐ 5.2: ࣒૚
∗ሺ࢚ሻ Spectrum

ଶሺ߱ሻ|ߖ|

|ଵ∗ሺെ߱ሻߖ|
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However, the following convolution is non‐zero  

 

න ߰ଵሺݐሻ߰ଶሺ߬ െ ݐሻ݀ݐ
ାஶ

ିஶ
ൌ

1
ߨ2

න ଶሺ߱ሻ݁௝ఠఛ݀߱ߖଵሺ߱ሻߖ
ାஶ

ିஶ
് 0  ( 2.‐37 ) 

And the next correlation is also non‐zero 

 

න ߰ଵ
∗ሺݐሻ߰ଶሺ߬ ൅ ݐሻ݀ݐ

ାஶ

ିஶ
ൌ

1
ߨ2

න ଵߖ
∗ሺ߱ሻߖଶሺ߱ሻ݁௝ఠఛ݀߱

ାஶ

ିஶ
് 0  ( 2.‐38 ) 

 

 

 

2.4 Interesting parameters: Signal Duration and Frequency 

 

In  radar  systems,  the  duration  and  bandwidth  of  the  signals  are  often  defined 

differently  than  in other classical  technologies. We will  study  these concepts  in  this  section, 

but before, it is necessary revise some properties [Peyton Z. Peebles Jr, 1998]. 

 

2.4.1 Relationships from Parseval´s theorem 

Given  a waveform	ݒሺݐሻ, whose  Fourier  transform  is  ܸሺ߱ሻ,  firstly, we  apply  the  Parseval´s 
theorem to the following functions  ଵ݂ሺݐሻ ൌ ଶ݂ሺݐሻ ൌ ሺെ݆ݐሻ௠ݒሺݐሻ then  

 

න ଵ݂ሺݐሻ ଶ݂ሺݐሻ݀ݐ
ାஶ

ିஶ
ൌ න ሾݐ௠ݒሺݐሻሿଶ݀ݐ

ାஶ

ିஶ
ൌ න ݐሻ|ଶ݀ݐሺݒ|ଶ௠ݐ

ାஶ

ିஶ

ൌ
1
ߨ2

න ቤ
݀௠ܸሺ߱ሻ

݀߱௠ ቤ
ଶ

݀߱
ାஶ

ିஶ
݉ ൌ 0, 1, 2, 3, … 

( 2.‐39 ) 

 

In the same manner, the Parseval´s theorem  is applied to the next functions  ଵ݂ሺݐሻ ൌ ଶ݂ሺݐሻ ൌ
ௗ೙௩ሺ௧ሻ

ௗ௧೙
 

 

න ଵ݂ሺݐሻ ଶ݂ሺݐሻ݀ݐ
ାஶ

ିஶ
ൌ න ቈ

݀௡ݒሺݐሻ

௡ݐ݀
቉
ଶ

ݐ݀
ାஶ

ିஶ
ൌ

1
ߨ2

න |ሺ݆߱ሻ௡ܸሺ߱ሻ|ଶ݀߱
ାஶ

ିஶ

ൌ
1
ߨ2

න ߱ଶ௡|ܸሺ߱ሻ|ଶ݀߱
ାஶ

ିஶ
݊ ൌ 0, 1, 2, 3, … 

( 2.‐40 ) 
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In the last case, we take  ଵ݂ሺݐሻ ൌ ሺെ݆ݐሻ௠ݒሺݐሻ		and  ଶ݂ሺݐሻ ൌ
ௗ೙௩ሺ௧ሻ

ௗ௧೙
 

 

න ଵ݂
∗ሺݐሻ ଶ݂ሺݐሻ݀ݐ

ାஶ

ିஶ
ൌ න ሺ݆ݐሻ௠ݒ∗ሺݐሻ

݀௡ݒሺݐሻ

௡ݐ݀
ݐ݀

ାஶ

ିஶ
ൌ ݆௠ න ሺݐሻ௠ݒ∗ሺݐሻ

݀௡ݒሺݐሻ

௡ݐ݀
ݐ݀

ାஶ

ିஶ

ൌ
݆௡

ߨ2
න 	ቈ

݀௠ܸሺ߱ሻ

݀߱௠ ቉
∗

߱௡ܸሺ߱ሻ݀߱
ାஶ

ିஶ
݊ ൌ 0, 1, 2, 3, … ܽ݊݀		݉

ൌ 0, 1, 2, 3, … 

( 2.‐41 ) 

 

2.4.2 Mean Time and RMS Duration 

In  order  to measure  the  radar  accuracy,  it  is  necessary  to  define  the  Root‐Mean‐Squared 

duration of the signal. This parameter gives information about the spread of a signal around a 

mean time. By use of equation ( 2.‐41 ) with m=1 and n=0 and the equation ( 2.‐39 ) with m=0 we 

obtain a mean time expression in the frequency domain. 

 

ట̅ݐ ൌ
׬ ݐሻ|ଶ݀ݐሺ߰|ݐ
ାஶ
ିஶ

׬ |߰ሺݐሻ|ଶ݀ݐ
ାஶ
ିஶ

ൌ

െ݆
ߨ2 ׬ ሺ߱ሻߖ ൤

ሺ߱ሻߖ݀
݀߱ ൨

∗

݀߱
ାஶ
଴

1
ߨ2 ׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ߖ|

ାஶ
଴

ൌ െ݆
׬ ሺ߱ሻߖ ൤

∗ሺ߱ሻߖ݀
݀߱ ൨ ݀߱

ାஶ
଴

׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ߖ|
ାஶ
଴

  ( 2.‐ 42 ) 

 

In the same way, this parameter is defined for ݏሺݐሻ and ݃ሺݐሻ as  

 

௚̅ݐ ൌ
׬ ݐሻ|ଶ݀ݐሺ݃|ݐ
ାஶ
ିஶ

׬ |݃ሺݐሻ|ଶ݀ݐ
ାஶ
ିஶ

ൌ െ݆
׬ ሺ߱ሻܩ ൤

∗ሺ߱ሻܩ݀
݀߱ ൨ ݀߱

ାஶ
ିஶ

׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ܩ|
ାஶ
ିஶ

  ( 2.‐43 ) 

 

௦̅ݐ ൌ
׬ ݐሻଶ݀ݐሺݏ	ݐ
ାஶ
ିஶ

׬ ݐሻଶ݀ݐሺݏ
ାஶ
ିஶ

ൌ െ݆
׬ ܵሺ߱ሻ ൤

݀ܵሺ߱ሻ∗
݀߱ ൨ ݀߱

ାஶ
ିஶ

׬ |ܵሺ߱ሻ|ଶ݀߱
ାஶ
ିஶ

  ( 2.‐44 ) 

 

These parameters represent the gravity center of the signals. Once calculated the mean time, 

now we define the normalized second moment of the three signals (it is called RMS duration) 

 

߬ଶట,௥௠௦ ൌ
׬ ݐሻ|ଶ݀ݐଶ|߰ሺݐ
ାஶ
ିஶ

׬ |߰ሺݐሻ|ଶ݀ݐ
ାஶ
ିஶ

ൌ

1
ߨ2 ׬ ൤݀ߖ

ሺ߱ሻ
݀߱ ൨

ଶ

݀߱
ାஶ
଴

1
ߨ2 ׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ߖ|

ାஶ
଴

ൌ
׬ ൤݀ߖ

ሺ߱ሻ
݀߱ ൨

ଶ

݀߱
ାஶ
଴

׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ߖ|
ାஶ
଴

  ( 2.‐45 ) 
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߬ଶ௚,௥௠௦ ൌ
׬ ݐሻ|ଶ݀ݐሺ݃|ݐ
ାஶ
ିஶ

׬ |݃ሺݐሻ|ଶ݀ݐ
ାஶ
ିஶ

ൌ
׬ ൤݀ܩ

ሺ߱ሻ
݀߱ ൨

ଶ

݀߱
ାஶ
ିஶ

׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ܩ|
ାஶ
ିஶ

  ( 2.‐46 ) 

 

߬ଶ௦,௥௠௦ ൌ
׬ ݐሻଶ݀ݐሺݏ	ݐ
ାஶ
ିஶ

׬ ݐሻଶ݀ݐሺݏ
ାஶ
ିஶ

ൌ
׬ ൤݀ܵ

ሺ߱ሻ
݀߱ ൨

ଶ

݀߱
ାஶ
ିஶ

׬ |ܵሺ߱ሻ|ଶ݀߱
ାஶ
ିஶ

  ( 2.‐47 ) 

 

It is possible to demonstrate that ߬ଶట,௥௠௦ ൌ ߬ଶ௚,௥௠௦ ൌ ߬ଶ௦,௥௠௦ by substituting ( 2.‐19 ) into ( 2.‐

45 ) and ( 2.‐17 ) into ( 2.‐ 46 ) 

 

߬ଶట,௥௠௦ ൌ
׬ ൤݀ߖ

ሺ߱ሻ
݀߱ ൨ ݀߱

ାஶ
଴

׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ߖ|
ାஶ
଴

ൌ

1
׬2 4 ൤

݀ܵሺ߱ሻ
݀߱ ൨

ଶ

݀߱
ାஶ
ିஶ

1
׬2 4|ܵሺ߱ሻ|ଶ݀߱

ାஶ
ିஶ

ൌ ߬ଶ௦,௥௠௦  ( 2.‐48 ) 

 

߬ଶ௚,௥௠௦ ൌ
׬ ൤݀ܩ

ሺ߱ሻ
݀߱ ൨

ଶ

݀߱
ାஶ
ିஶ

׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ܩ|
ାஶ
ିஶ

ൌ
׬ ൤2

݀ܵሺ߱ሻ
݀߱ ൨

ଶ

݀߱
ାஶ
଴

׬ |2ܵሺ߱ሻ|ଶ݀߱
ାஶ
଴

ൌ

1
׬2 4 ൤

݀ܵሺ߱ሻ
݀߱ ൨

ଶ

݀߱
ାஶ
ିஶ

1
׬2 4|ܵሺ߱ሻ|ଶ݀߱

ାஶ
ିஶ

ൌ ߬ଶ௦,௥௠௦ 

( 2.‐49 ) 

 

For convenience, the zero origin is usually chosen in order to set ݐట̅ ൌ ௚̅ݐ ൌ ௦̅ݐ ൌ 0. Therefore, 

the RMS duration is related to the energy signal dispersion in the time domain. 

 

2.4.3 Mean Frequency and RMS Bandwidth  

In the same way as the preceding section, we can define mean frequency and RMS bandwidth. 

By applying the normalized first central moment in frequency domain, it results  

 

ഥ߱ట ൌ
׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ߖ|߱
ାஶ
଴

׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ߖ|
ାஶ
଴

  ( 2.‐50 ) 

 

ഥ߱௚ ൌ
׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ܩ|߱
ାஶ
ିஶ

׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ܩ|
ାஶ
ିஶ

  ( 2.‐51 ) 
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ഥ߱௦ ൌ
׬ ߱|ܵሺ߱ሻ|ଶ݀߱
ାஶ
ିஶ

׬ |ܵሺ߱ሻ|ଶ݀߱
ାஶ
ିஶ

  ( 2.‐52 ) 

 

By replacing ( 2.‐19 ) into ( 2.‐50 )  

 

ഥ߱ట ൌ

1
׬2 4߱|ܵሺ߱ሻ|ଶ݀߱

ାஶ
ିஶ

1
׬2 4|ܵሺ߱ሻ|ଶ݀߱

ାஶ
ିஶ

ൌ ഥ߱௚  (  2.‐53 ) 

 

By replacing ( 2.‐17 ) into ( 2.‐50 ) and using the variable change ߣ ൌ ߱ െ ߱଴  

 Upper term:  ߣ௨ ൌ ൅∞ 

 Lower term: :  ߣ௟ ൌ െ∞ 

 Differential term: ݀ߣ ൌ ݀߱ 

 

ഥ߱ట ൌ

1
׬2 ߱หܩሺ߱ െ ߱଴ሻ݁ି௝థ೚ห

ଶ
݀߱

ାஶ
ିஶ

1
׬2 ሺ߱ܩ| െ ߱଴ሻ݁ି௝థ೚|ଶ݀߱

ାஶ
ିஶ

ൌ
׬ ሺߣ ൅ ߱଴ሻหܩሺߣሻ݁ି௝థ೚ห

ଶ
ߣ݀

ାஶ
ିஶ

׬ ߣሻ݁ି௝థ೚|ଶ݀ߣሺܩ|
ାஶ
ିஶ

ൌ ߱଴
׬ ߣሻ|ଶ݀ߣሺܩ|
ାஶ
ିஶ

׬ ߣሻ|ଶ݀ߣሺܩ|
ାஶ
ିஶ

൅
׬ ߣሻ|ଶ݀ߣሺܩ|ߣ
ାஶ
ିஶ

׬ ߣሻ|ଶ݀ߣሺܩ|
ାஶ
ିஶ

ൌ ߱଴ ൅ ഥ߱௚ 

( 2.‐54 ) 

 

Then, we define the RMS bandwidth of the signals in frequency domain  

 

߱ట,௥௠௦
ଶ ൌ

׬ ൣ߱ െ ഥ߱ట൧
ଶ
߱݀	ሺ߱ሻ|ଶߖ|

ାஶ
଴

׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ߖ|
ାஶ
଴

ൌ
׬ ሾ߱ଶ ൅ ഥ߱ట

ଶ െ 2߱ ഥ߱టሿ|ߖሺ߱ሻ|ଶ݀߱
ାஶ
଴

׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ߖ|
ାஶ
଴

ൌ

ൌ
׬ ߱ଶ|ߖሺ߱ሻ|ଶ݀߱
ାஶ
଴ ൅ ഥ߱ట

ଶ ׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ߖ| െ 2 ഥ߱ట ׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ߖ|߱
ାஶ
଴

ାஶ
଴

׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ߖ|
ାஶ
଴

ൌ
׬ ߱ଶ|ߖሺ߱ሻ|ଶ݀߱
ାஶ
଴

׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ߖ|
ାஶ
଴

൅ ഥ߱ట
ଶ െ 2 ഥ߱ట ഥ߱ట ൌ ߱ట

ଶതതതത െ ഥ߱ట
ଶ  

( 2.‐55 ) 

 

௚߱,௥௠௦
ଶ ൌ

׬ ൣ߱ െ ഥ߱௚൧
ଶ
ሺ߱ሻ|ଶܩ| ݀߱

ାஶ
ିஶ

׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ܩ|
ାஶ
ିஶ

ൌ ௚߱
ଶതതതത െ ഥ߱௚ଶ  ( 2.‐56 ) 

 

߱௦,௥௠௦ଶ ൌ
׬ ሾ߱ െ ഥ߱௦ሿଶ|ܵሺ߱ሻ|ଶ ݀߱
ାஶ
ିஶ

׬ |ܵሺ߱ሻ|ଶ݀߱
ାஶ
ିஶ

ൌ ߱௦ଶതതതത െ ഥ߱௦ଶ  ( 2.‐57 ) 

 



       Investigation in Pulse Compression Techniques for Radar systems. Radar signal and networks 
 

25 
 

Where ߱ట
ଶതതതത,  ௚߱

ଶതതതത, ߱௦ଶതതതത are normalized second moments. In addition, by using ( 2.‐39 ) with m=0, ( 2.‐

40 ) with n=1 and ( 2.‐41 ) with m=0 and n=2, the normalized second moment can have another 

form 

 

߱ట
ଶതതതത ൌ

׬ ߱ଶ|ߖሺ߱ሻ|ଶ ݀߱
ାஶ
଴

׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ߖ|
ାஶ
଴

ൌ
׬ ฬ

݀߰ሺݐሻ
ݐ݀ ฬ

ଶ

݀߱
ାஶ
ିஶ

׬ |߰ሺݐሻ|ଶ݀߱
ାஶ
ିஶ

  ( 2.‐58 ) 

 

௚߱
ଶതതതത ൌ

׬ ߱ଶ|ܩሺ߱ሻ|ଶ ݀߱
ାஶ
ିஶ

׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ܩ|
ାஶ
ିஶ

ൌ
׬ ฬ

݀݃ሺݐሻ
ݐ݀ ฬ

ଶ

݀߱
ାஶ
ିஶ

׬ |݃ሺݐሻ|ଶ݀߱
ାஶ
ିஶ

 
( 2.‐59 ) 

 

߱௦ଶതതതത ൌ
׬ ߱ଶ|ܵሺ߱ሻ|ଶ ݀߱
ାஶ
ିஶ

׬ |ܵሺ߱ሻ|ଶ݀߱
ାஶ
ିஶ

ൌ
׬ ฬ݀ݏ

ሺݐሻ
ݐ݀ ฬ

ଶ

݀߱
ାஶ
ିஶ

׬ ሻ|ଶ݀߱ݐሺݏ|
ାஶ
ିஶ

  ( 2.‐60 ) 

 

The  RMS  bandwidth  gives  information  about  the  spectral  energy  dispersion  around  ഥ߱ట.  A 

straightforward way to calculate the rms bandwidth is to use ( 2.‐56 ) for signals whose  ഥ߱௚ ൌ 0. 

ഥ߱௚ ൌ 0 occurs when ܩሺ߱ሻ has even symmetry, and most of signals used in radar systems fulfil 

these requirements. 

 

 

 

2.5 Transmissions of Signals through networks 

 

  In  this section we are going  to study  the passage of signals  through  linear networks. 

For this purpose, we will study the following situations: 

1. Real signal through real networks. This case represents the situation in the real world. 

2. Analytic signal through real network. 

3. Analytic signal through analytic network. We will revise this case since it is interesting 

to simplify the signal analysis.  
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2.5.1 Real Signals through Real Networks  

This case is a basic application of convolution as shown Fig 2.‐6 [Peyton Z. Peebles Jr, 1998] 

 

 

 

 

 

Given a real signal ݏሺݐሻ and real impulse response ݄ሺݐሻ, the output signal, ݏ଴ሺݐሻ, is  

 

ሻݐ଴ሺݏ ൌ න ݐሻ݄ሺߣሺݏ െ ߣሻ݀ߣ
ାஶ

ିஶ
ൌ ሻݐሺݏ ∗ ݄ሺݐሻ  ( 2.‐61 ) 

 

By Fourier properties the output signal in frequency domain, ܵ଴ሺ߱ሻ, is obtained as  

 

ܵ଴ሺ߱ሻ ൌ ܵሺ߱ሻܪሺ߱ሻ ݎ݋݂ െ ∞ ൏ ߱ ൏ ൅∞ ( 2.‐62 ) 

 

2.5.2 Analytic Signal through Real Networks 

This situation is depicted by the Fig 2.‐7. By using the equation (2.‐22), ߰ሺݐሻ ൌ ሻݐሺݏ ൅  ሻ, andݐሺݏ݆̂
by applying ߰ሺݐሻ as input to a real filter, we obtain  

 

 

 

 

 

߰଴ሺݐሻ ൌ 	߰ሺݐሻ ∗ ݄ሺݐሻ ൌ ሾݏሺݐሻ ൅ ሻሿݐሺݏ݆̂ ∗ ݄ሺݐሻ ൌ ሻݐሺݏ ∗ ݄ሺݐሻ ൅ ሻݐሺݏ݆̂ ∗ ݄ሺݐሻ  ( 2.‐63 ) 

 

The  first  term  is known as  it  is  ( 2.‐61  ). Now we are  interested  in  the  second  term, which  is 

expressed as 

ሻݐ଴ሺݏ̂ ൌ 	 ሻݐሺݏ̂ ∗ ݄ሺݐሻ ൌ
1
ߨ
න

ሻߙ଴ሺݏ

ݐ െ ߙ
ߙ݀

ାஶ

ିஶ
ൌ
1
ߨ
න

׬ ݄ሺߦሻݏሺߙ െ ߦሻ݀ߦ
ାஶ
ିஶ

ݐ െ ߙ
ߙ݀

ାஶ

ିஶ
  ( 2.‐64 ) 

 

݄ሺݐሻݏሺݐሻ  ሻݐሺݏ ൌ ሻݐሺݏ ∗ ݄ሺݐሻ	 

Fig 2.‐6: Real Signal across Real Network.

߰଴ሺݐሻ ൌ ߰ሺݐሻ ∗ ݄ሺݐሻ	 ݄ሺݐሻ߰ሺݐሻ 

Fig 2.‐7: Analytic Signal across Real Network.
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Making the variable change ݔ ൌ ߙ െ  ߦ

 Upper term:  ݔ௨ ൌ ൅∞ 

 Lower term: :  ݔ௟ ൌ െ∞ 

 Differential term: ݀ݔ ൌ  ߙ݀

We can rewrite the integral ( 2.‐64 ) 

 

ሻݐ଴ሺݏ̂ ൌ
1
ߨ
න ݄ሺߦሻන

ሻݔሺݏ

ݐ െ ߦ െ ݔ
ݔ݀

ାஶ

ିஶ
ߦ݀

ାஶ

ିஶ
ൌ න ݄ሺߦሻ̂ݏሺݐ െ ߦሻ݀ߦ

ାஶ

ିஶ
  ( 2.‐65 ) 

According ( 2.‐64 ), we obtain the output signal  

 

߰଴ሺݐሻ ൌ ሻݐ଴ሺݏ ൅ ሻݐ଴ሺݏ݆̂ ( 2.‐66 ) 

 

Having the Fourier transform  

 

଴ሺ߱ሻߖ ൌ ሺ߱ሻܪሺ߱ሻߖ ൌ 2ܷሺ߱ሻܵ଴ሺ߱ሻ ( 2.‐67 ) 

 

2.5.3 Analytic Signal through Analytic Network 

Suppose an Analytic Impulse response  

 

ሻݐሺݖ ൌ ݄ሺݐሻ ൅ ݆ ෠݄ሺݐሻ ( 2.‐68 ) 

 

Its Fourier transform is  

 

ܼሺ߱ሻ ൌ 2ܷሺ߱ሻܪሺ߱ሻ ( 2.‐69 ) 

 

If this analytic network is excited by an analytic signal as shown Fig 2.‐8 

 

 

 

 

ሻݐ଴ሺݖ ൌ ߰ሺݐሻ ∗  ሻݐሻ߰ሺݐሺݖ 	ሻݐሺݖ

Fig 2.‐8: Analytic Signal across Analytic Network.
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We obtain the next output signal  

 

ሻݐ଴ሺݖ ൌ 	߰ሺݐሻ ∗ ሻݐሺݖ ൌ 	߰ሺݐሻ ∗ ൣ݄ሺݐሻ ൅ ݆ ෠݄ሺݐሻ൧= ߰ሺݐሻ ൅ ݆ൣ߰ሺݐሻ ∗ ෠݄ሺݐሻ൧  ( 2.‐70 ) 

 

We need to calculate the imaginary term  

 

߰ሺݐሻ ∗ ෠݄ሺݐሻ ൌ ሾݏሺݐሻ ൅ ሻሿݐሺݏ݆̂ ∗ ෠݄ሺݐሻ ൌ න ሾݏሺߦሻ ൅ ሻሿߦሺݏ݆̂ ݄ሺݐ െ ߦሻ݀ߦ
ାஶ

ିஶ

ൌ 	න ሾݏሺߦሻ ൅ 	ሻሿߦሺݏ݆̂
1
ߨ
න 	

݄ሺߙሻ

ݐ െ ߦ െ ߙ
ߙ݀

ାஶ

ିஶ
ߦ݀

ାஶ

ିஶ

ൌ න ݄ሺߙሻ	
1
ߨ
න 	

ሾݏሺߦሻ ൅ ሻሿߦሺݏ݆̂

ݐ െ ߦ െ ߙ
ߦ݀

ାஶ

ିஶ
ߙ݀

ାஶ

ିஶ

ൌ න ݄ሺߙሻ	ሾ̂ݏሺݐ െ ሻߙ െ ݐሺݏ݆ െ ߙሻሿ݀ߙ
ାஶ

ିஶ
ൌ ሻݐ଴ሺݏ̂ െ ሻݐ଴ሺݏ݆

ൌ െ݆߰଴ሺݐሻ 

( 2.‐71 ) 

 

To obtain this last expression we have used the Hilbert transform property ( 2.‐22 ). 

Therefore  

 

ሻݐ଴ሺݖ ൌ ߰଴ሺݐሻ ൅ ݆ሾെ݆߰଴ሺݐሻሿ ൌ 2߰଴ሺݐሻ ( 2.‐72 ) 

 

The expression ( 2.‐72 ) is exactly twice of ( 2.‐66 ). This result is derived from expression ( 2.‐69 ), 

in which ܼሺ߱ሻ is directly related to 2ܪሺ߱ሻ. 

 

Conclusions about analytic signals  

We suppose an arbitrary system whose  impulse response  is ݄ሺݐሻ and an arbitrary  input ݏሺݐሻ. 
Its analytic forms in frequency domain, by using ( 2.‐17 ), are 

 

ܼሺ߱ሻ ൌ ௙ሺ߱ܩ െ ߱଴ሻ݁
௝థ೑   ( 2.‐73 ) 

 

ሺ߱ሻߖ ൌ ሺ߱ܩ െ ߱଴ሻ݁௝థబ ( 2.‐74 ) 
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Where ܩ௙ሺ߱ െ ߱଴ሻ and ܩሺ߱ െ ߱଴ሻ are the baseband forms shifted to ߱଴. If ݄ሺݐሻ and ݏሺݐሻ are 

bandlimited signals, ( 2.‐73 ) and ( 2.‐74 ) are exact. 

Therefore, the output signal is  

 

ܼሺ߱ሻ ൌ ௙ሺ߱ܩ െ ߱଴ሻܩሺ߱ െ ߱଴ሻ݁
ି௝ሾథ೑ାథబሿ  ( 2.‐75 ) 

 

Note  that  the  signal  analytic  analysis  let us work with  signal baseband  forms,  and  thereby, 

avoiding to consider the carrier information since it does not affect to the magnitude and the 

phase terms. 
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Chapter 3. Matched Filter and Ambiguity function 

 

In order  to  interpret and understand pulse  compression  the  study of  two  important 

concepts is necessary. These concepts are: the matched filter and the ambiguity function. Both 

concepts are very useful to know about the performance of pulse compression techniques.  

 

3.1. Matched Filter for Nonwhite Noise 

 

For an  improvement of the detection of targets, the received signal amplitude  larger 

than  average  noise  signal  amplitude  is  desired.  Consequently, we will  show  a  filter which 

maximizes the signal to noise ratio for a time instant in the case of nonwhite noise [Peyton Z. 

Peebles Jr, 1998]. 

Firstly, we start from the sketch depicted by Fig 3.‐1 (where ݄ሺݐሻ is the impulse response of a 

real filter, ݏ௥ሺݐሻ is arbitrary signal and ݊௥ሺݐሻ is a noise signal) 

 

 

 

 

 

The output signal can be written, in terms of an analytic signal, as  

 

߰଴ሺݐሻ ൌ
1
2
߰௥ሺݐሻ ∗ ሻݐሺݖ ൌ

1
ߨ2

න ଴ሺ߱ሻ݁௝ఠ௧݀߱ߖ
ାஶ

ିஶ
ൌ

1
ߨ2

න
1
2
௥ሺ߱ሻߖ ܼሺ߱ሻ݁௝ఠ௧݀߱

ାஶ

ିஶ
  ( 3.‐1 ) 

   

   

 

߰଴ሺݐሻ is the analytic output signal for any time. Here we define ݐ଴ as the instant time in which  

( 3.‐1 ) accomplishes its maximum. Thus  

 

߰଴ሺݐ ൌ ଴ሻݐ ൌ
1
ߨ2

න
1
2
௥ሺ߱ሻߖ ܼሺ߱ሻ݁௝ఠ௧బ݀߱

ାஶ

ିஶ
  ( 3.‐2 ) 

 

ሻݐ௥ሺݏ ൅ ݊௥ሺݐሻ  ݄ሺݐሻ ߰଴ሺݐሻ

Fig 3.‐1 Received Signal and Noise Signal across Real Filter.
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Then, its power is 

 

෠߰଴ ൌ ቤ
1
ߨ2

න
1
2
௥ሺ߱ሻߖ ܼሺ߱ሻ݁௝ఠ௧బ݀߱

ାஶ

ିஶ
ቤ
ଶ

  ( 3.‐3 ) 

 

Below, the output noise power will be calculated. The function ݊௥ሺݐሻ is a random process, and 

its power spectral density is ߩேேሺ߱ሻ. The average output noise power is  

 

଴ܰ ൌ
1
ߨ2

න ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ܪ|	ேேሺ߱ሻߩ
ାஶ

ିஶ
ൌ

2
ߨ2

න ேேሺ߱ሻߩ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ܪ|
ାஶ

଴

ൌ
1
4
2
ߨ2

න ேேሺ߱ሻߩ |ܼሺ߱ሻ|ଶ݀߱
ାஶ

ିஶ
 

( 3.‐4 ) 

 

Where equation ( 2.‐63 ) has been obtained to write ( 3.‐4 ) as function of ܼሺ߱ሻ. 

According to the preceding result, we define the signal power to average noise power ratio in 

the filter output as 

 

෠߰଴
଴ܰ
ൌ

1
4 ቚ

1
ߨ2 ׬ ܼሺ߱ሻ݁௝ఠ௧బ݀߱	௥ሺ߱ሻߖ

ାஶ
ିஶ ቚ

ଶ

1
4
2
ߨ2 ׬ |ܼሺ߱ሻ|ଶ݀߱	ேேሺ߱ሻߩ

ାஶ
ିஶ

ൌ
ቚ ߨ12 ׬ ௥ሺ߱ሻߖ ܼሺ߱ሻ݁௝ఠ௧బ݀߱

ାஶ
ିஶ ቚ

ଶ

2
ߨ2 ׬ ேேሺ߱ሻߩ |ܼሺ߱ሻ|ଶ݀߱

ାஶ
ିஶ

  ( 3.‐5 ) 

 

The next step  is maximize  ( 3.‐5  ). We will use the Schwarz´s  inequality for this purpose, since 

the task is more straightforward. Remembering the Schwarz´s inequality  

 

ቤන ߱݀	ሺ߱ሻܤሺ߱ሻܣ
ାஶ

ିஶ
ቤ
ଶ

൑ න ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ܣ|
ାஶ

ିஶ
න ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ܤ|
ାஶ

ିஶ
  ( 3.‐6 ) 

 

Where ܣሺ߱ሻ and ܤሺ߱ሻ are a complex  functions of a  real variable ߱ and ܣሺ߱ሻ  is  related  to 
 ሺ߱ሻ asܤ

 

ሺ߱ሻܣ ൌ ݇ ሺ߱ሻ∗ܤ ( 3.‐7 ) 

 

Where ݇  is a nonzero real constant and ൉∗  is the conjugated function, ( 3.‐6 ) can be applied  if 
and only if ( 3.‐7 ) occurs. 
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Setting ܣሺ߱ሻ and ܤሺ߱ሻ as 

 

ሺ߱ሻܣ ൌ
1

ߨ2√
ඥߩேேሺ߱ሻ ܼሺ߱ሻ 

 

( 3.‐8 ) 

ሺ߱ሻܤ ൌ
1

ߨ2√

௥ሺ߱ሻ݁௝ఠ௧బߖ

ඥߩேேሺ߱ሻ
  ( 3.‐9 ) 

 

The numerator of the expression ( 3.‐5 ) can be written in ܣሺ߱ሻ and ܤሺ߱ሻ terms as 

 

ቤ
1
ߨ2

න ܼሺ߱ሻ݁௝ఠ௧బ݀߱	௥ሺ߱ሻߖ
ାஶ

ିஶ
ቤ
ଶ

ൌ ቤන
1

ߨ2√
	
௥ሺ߱ሻ݁௝ఠ௧బߖ

ඥߩேேሺ߱ሻ
	
1

ߨ2√
ඥߩேேሺ߱ሻ	ܼሺ߱ሻ݀߱

ାஶ

ିஶ
ቤ
ଶ

ൌ ቤන ሺ߱ሻܣ ሺ߱ሻ݀߱ܤ
ାஶ

ିஶ
ቤ
ଶ

 

( 3.‐10 ) 

 

Now, by applying the Schwarz´s inequality, ( 3.‐6 ), thereby we obtain 

 

෠߰଴
଴ܰ
ൌ

ቚ׬ ሺ߱ሻܣ ሺ߱ሻ݀߱ܤ
ାஶ
ିஶ ቚ

ଶ

2
ߨ2 ׬ |ܼሺ߱ሻ|ଶ݀߱	ேேሺ߱ሻߩ

ାஶ
ିஶ

൑
׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ܣ|
ାஶ
ିஶ ׬ ሺ߱ሻ|ଶ݀߱ܤ|

ାஶ
ିஶ

2
ߨ2 ׬ |ܼሺ߱ሻ|ଶ݀߱	ேேሺ߱ሻߩ

ାஶ
ିஶ

ൌ

׬ 	ฬ
1

ߨ2√
ඥߩேேሺ߱ሻ	ܼሺ߱ሻฬ

ଶ
݀߱

ାஶ
ିஶ ׬	 	ቤ

1
ߨ2√

	
௥ሺ߱ሻ݁௝ఠ௧బߖ

ඥߩேேሺ߱ሻ
ቤ
ଶ

݀߱
ାஶ
ିஶ

2
ߨ2 ׬ |ܼሺ߱ሻ|ଶ݀߱	ேேሺ߱ሻߩ

ାஶ
ିஶ

ൌ

׬
1
ߨ2 |ܼሺ߱ሻ	|	ேேሺ߱ሻߩ

ଶ݀߱
ାஶ
ିஶ ׬	 	ቤ

1
ߨ2√

	
௥ሺ߱ሻ݁௝ఠ௧బߖ

ඥߩேேሺ߱ሻ
ቤ
ଶ

݀߱
ାஶ
ିஶ

2
ߨ2 ׬ |ܼሺ߱ሻ|ଶ݀߱	ேேሺ߱ሻߩ

ାஶ
ିஶ

ൌ න
1
ߨ4

	
หߖ௥ሺ߱ሻ݁௝ఠ௧బห

ଶ

ඥߩேேሺ߱ሻ
݀߱

ାஶ

ିஶ
 

( 3.‐11 ) 

 

Thus, ( 3.‐5 ) accomplishes its maximum when 

 

෠߰଴
଴ܰ
ቤ
௠௔௫

ൌ න
1
ߨ4

หߖ௥ሺ߱ሻ݁௝ఠ௧బห
ଶ

ඥߩேேሺ߱ሻ
݀߱

ାஶ

ିஶ
  ( 3.‐12 ) 
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To finish, it is necessary to verify the equation ( 3.‐7 ), then by substituting ( 3.‐8 ) and ( 3.‐9 ) into ( 
3.‐7 ) 

 

1

ߨ2√
ඥߩேேሺ߱ሻ	ܼሺ߱ሻ ൌ ݇

1

ߨ2√

௥ሺ߱ሻ∗݁ି௝ఠ௧బߖ

ඥߩேேሺ߱ሻ
  ( 3.‐13 ) 

 

Therefore 

 

	ܼ௢௣௧ሺ߱ሻ ൌ ݇
௥ሺ߱ሻ∗݁ି௝ఠ௧బߖ

ேேሺ߱ሻߩ
  ( 3.‐14 ) 

 

The above expression is the optimum filter, which achieves the maximum signal to noise ratio. 

It can be rewritten, in real signal terms, as 

 

௢௣௧ሺ߱ሻܪ ൌ ݇
ܵ௥ሺ߱ሻ∗݁ି௝ఠ௧బ

ேேሺ߱ሻߩ
  ( 3.‐15 ) 

 

Note that the optimum filter transfer function is directly related to the conjugated input signal 

in frequency domain.  

 

 

 

3.2. Matched Filter for White Noise 

 

In  this  section  we  will  particularize  the  preceding  Matched  filter  for  white  noise 

perturbations.  It  is  well‐known  that  the  white  noise  power  spectral  density  is  [Peyton  Z. 

Peebles Jr, 1998] 

 

ேேሺ߱ሻߩ ൌ
Յ଴
2
∀ ߱  ( 3.‐16 ) 

 

By replacing ( 3.‐16 ) into ( 3.‐12 ) and ( 3.‐14 ) 
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෠߰଴
଴ܰ
ቤ
௠௔௫

ൌ න
1
ߨ4

หߖ௥ሺ߱ሻ݁௝ఠ௧బห
ଶ

Յ଴
2

݀߱
ାஶ

ିஶ
ൌ න

1
ߨ2

หߖ௥ሺ߱ሻ݁௝ఠ௧బห
ଶ

Յ଴
݀߱

ାஶ

ିஶ
ൌ
టܧ
Յ଴

ൌ
௥ܧ2
Յ଴

  ( 3.‐17 ) 

	ܼ௢௣௧ሺ߱ሻ ൌ ݇
௥ሺ߱ሻ∗݁ି௝ఠ௧బߖ

Յ଴
2

ൌ 2݇
௥ሺ߱ሻ∗݁ି௝ఠ௧బߖ

Յ଴
  ( 3.‐18 ) 

 

Where ܧ௥  is the energy of the real signal, ݏ௥ሺݐሻ. 

Assuming  a  stationary  target,  it will provoke  a  time delay	߬௥   in  the  received  signal  and  the 
constant ߙ  is related to the attenuation which affects the transmitted signal 

 

߰௥ሺݐሻ ൌ ݐ௧ሺ߰ߙ െ ߬௥ሻ
்ி
ሱሮ ௥ሺ߱ሻߖ ൌ ௧ሺ߱ሻ݁ି௝ఠఛೝߖߙ ( 3.‐19 ) 

 

And from ( 3.‐18 ) 

 

ܼ௢௣௧ሺ߱ሻ ൌ
ߙ2݇
Յ଴

 ௧ሺ߱ሻ∗݁ି௝ఠሾ௧బିఛೝሿߖ ( 3.‐20 ) 

   

 

Now we are going to analyze the matched filter output. In the frequency domain 

 

଴ሺ߱ሻߖ ൌ
1
2
௧ሺ߱ሻ݁ି௝ఠఛೝߖߙ ܼ௢௣௧ሺ߱ሻ ൌ ௧ሺ߱ሻߖ

ଶߙ݇

Յ଴
௧ߖ

∗ሺ߱ሻ݁ି௝ఠ௧బ

ൌ
ଶߙ݇

Յ଴
௧ሺ߱ሻ|ଶ݁ି௝ఠ௧బߖ|  

( 3.‐21 ) 

   

 

Focusing on the ( 3.‐21 ) second term, we apply the inverse Fourier transform to it 

  

଴ሺ߱ሻߖ ൌ ௧ሺ߱ሻߖ
ଶߙ݇

Յ଴
௧ߖ

∗ሺ߱ሻ݁ି௝ఠ௧బ
்ிషభ
ሱۛ ሮۛ ߰଴ሺݐሻ ൌ

ଶߙ݇

Յ଴
ܴట೟ట೟

ሺݐ െ  ଴ሻݐ ( 3.‐22 ) 

 

The  output  signal  is  directly  related  to  the  transmitted  signal  autocorrelation.  The 

autocorrelation function maximum occurs in ݐ ൌ  ଴, same instant in which the maximum peakݐ

signal power average noise power ratio is achieved.  
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Conclusions 

 

The matched filter response is directly related to the conjugated transmitted signal. Assuming 

that  the  filter  is matched  to  ߰௥ሺݐሻ, we  revise  the  impulse  response  shaping  by  using  the 

Fourier transform properties and illustrated by the next graphical sequence 

 

ܵሺ߱ሻ݁ି௝ఠ௧బ
்ிషభ
ሱۛ ሮۛ ݐሺݏ ൅ ଴ሻݐ

( 3.‐23 ) 

ܵ∗ሺ߱ሻ
்ிషభ
ሱۛ ሮۛ ሻݐሺെ∗ݏ

( 3.‐24 ) 

 

 

 

This  fact  is consequence of the  instant  in which  the maximum occurs, ݐ଴, that  is  longer than  
߬௥ ൅ ܶ, where ܶ is the duration of the transmitted pulse. 

  

଴ݐ ൒ ߬௥ ൅ ܶ ( 3.‐25 ) 

 

The preceding condition guarantees that the filter is causal, thus it is realizable. 

 

To continue, we will analyse the filter output signal, which can be written as  

 

0

t

0

t

0

t

࣎࢘ ൅ ࢘࣎ࢀ

࣎࢘ െ ࢚૙  ࣎࢘ ൅ ࢀ െ ࢚૙

െ࣎࢘ െ ࢀ ൅ ࢚૙ െ࣎࢘ ൅ ࢚૙

࢙࢘ሺ࢚ ൅ ࢚૙ሻ

࢙࢘ሺെ࢚ ൅ ࢚૙ሻ

Fig 3.‐2.3 Folding 
about the origin. 

Fig 3.‐2.2 ‐t0 
Shifting. 

Fig 3.‐2.1 Original 
received signal. 

࢙࢘ሺݐሻ
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߰଴ሺݐሻ ൌ
1
2
߰௥ሺݐሻ ∗ ሻݐ௢௣௧ሺݖ ൌ

1
2
ݐ௧ሺ߰ߙ െ ߬௥ሻ ∗

ߙ݇
Յ଴

߰௧
∗ሺݐ଴ െ ߬௥ െ ሻݐ

ൌ
1
2
න ߦ௧ሺ߰ߙ െ ߬௥ሻ

ߙ݇
Յ଴

߰௧
∗ሺߦ െ ߬௥ ൅ ଴ݐ െ ሻݐ ߦ݀

ାஶ

ିஶ
 

( 3.‐26 ) 

 

Starting  from  Fig  3.‐2.1  and  Fig  3.‐2.3,  we  will  try  to  reach  conclusions.  By  convolution 

definition  in time domain; firstly, we replace ݐ ൌ  shifting; and finally, we ߦ secondly, apply ;ߦ
fold the waveform about the origin  

 

 

 

The maximum output signal will be achieved when ݏ௧ሺߦ െ ߬௥ ൅ ଴ݐ െ 	ሻ matches exactly withݐ
ߦ௧ሺݏ െ ߬௥ሻ, this will occur when  
 

ߦ െ ߬௥ ൌ ߦ െ ߬௥ ൅ ଴ݐ െ ݐ → ݐ ൌ ଴ݐ ( 3.‐27 ) 

 

The output signal expression in frequency domain is 

 

଴ሺ߱ሻߖ ൌ ௧ሺ߱ሻߖ
ଶߙ݇

Յ଴
௧ߖ

∗ሺ߱ሻ݁ି௝ఠ௧బ ൌ
ଶߙ݇

Յ଴
௧ሺ߱ሻ|ଶ݁ି௝ఠ௧బߖ|   (3.‐ 28 ) 

 

Note that the output signal spectrum does not depend on signal phase. It only depends on the 

modulus of the received signal spectrum, and any phase term is removed. 

 

 

 

 

0

ߦ


ࣈ Shifting

࢙࢚ሺࣈ െ ࣎࢘ሻ࢙࢚ሺࣈ െ ࣎࢘ ൅ ࢚૙ െ ࢚ሻ

Fig 3.‐3 Graphical convolution.
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3.3. Ambiguity Function 

 

We have studied the matched filter output when a non‐moving target is detected. But 

in the real applications most of the targets are moving.  In this case, the received signal from 

the target will be [Peyton Z. Peebles Jr, 1998] 

 

ሻݐ௥ሺݏ ൌ ݐሺܽ	ߙ െ ߬௥ሻ cosሾሺ߱଴ ൅ ߱஽ሻሺݐ െ ߬௥ሻ ൅ ݐሺߠ െ ߬௥ሻ ൅ ߶଴ሿ ( 3.‐29 ) 

 

Which has its analytic form as  

 

߰௥ሺݐሻ ൌ ݐሺܽ	ߙ െ ߬௥ሻ݁ି௝
ሾሺఠబାఠ೏ሻሺ௧ିఛೝሻାఏሺ௧ିఛೝሻାథబሿ ൌ ݐ௧ሺ߰ߙ െ ߬௥ሻ݁ି௝ఠ೏ሺ௧ିఛೝሻ  ( 3.‐30 ) 

 

Where ߰୲ሺtሻ is the transmitted signal taking its analytic form. 

 

Then, the matched filter output signal is 

 

߰଴ሺݐሻ ൌ
1
2
න ߣ௧ሺ߰ߙ െ ߬௥ሻ݁ି௝ఠ೏ሺఒିఛೝሻ

ߙ݇
Յ଴

߰௧
∗ሺݐ଴ െ ߬௥ െ ݐ ൅ ߣሻ݀ߣ

ାஶ

ିஶ
  ( 3.‐31 ) 

 

By using the change of variable ξ ൌ t଴ െ τ୰ െ t ൅ λ	 → ߣ	 െ ߬௥ ൌ ξ െ t଴ ൅  ݐ

 Upper limit: ߣ௨ ൌ ൅∞ 

 Lower limit: ߣ௟ ൌ െ∞ 

 Differential term: dߣ ൌ  	ߦ݀

 

The integral (3.‐31 ) takes the following form 

 

߰଴ሺݐሻ ൌ
1
2
න ௧ሺξ߰ߙ െ t଴ ൅ ሻ݁ି௝ఠ೏ሺఒିఛೝሻݐ

ߙ2݇
Յ଴

߰௧
∗ሺξሻ݀ξ

ାஶ

ିஶ

ൌ
ଶߙ݇

Յ଴
݁௝ఠ೏ሺ௧ି௧బሻ න ߰௧

∗ሺξሻ ߰௧ሺξ െ t଴ ൅ ሻ݁௝ఠ೏ఛೝ݀ξݐ
ାஶ

ିஶ
 

( 3.‐32 ) 

 

This function depends on time, but also it depends on the Doppler shift. That means that the 

matched filter behavior changes.  
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Making τ ൌ t െ t଴  

 

߰଴ሺݐሻ ൌ
ଶߙ݇

Յ଴
݁௝ఠ೏ఛ න ߰௧ሺߦ ൅ ߬ሻ݁௝ఠ೏క ߰௧

∗ሺߦሻ݀ߦ
ାஶ

ିஶ

ൌ
ଶߙ݇

Յ଴
݁௝ሺఠ೏ାఠబሻఛ ቈ݁ି௝ఠబఛ න ߰௧

∗ሺߦሻ ߰௧ሺߦ ൅ ߬ሻ݁௝ఠ೏క݀ߦ
ାஶ

ିஶ
቉ 

(3.‐33 ) 

 

Then, we call the term between brackets ݔሺ߬, ߱ௗሻ 

 

,ሺ߬ݔ ߱ௗሻ ൌ ݁ି௝ఠబఛ න ߰௧
∗ሺߦሻ ߰௧ሺߦ ൅ ߬ሻ݁௝ఠ೏క݀ߦ

ାஶ

ିஶ
  ( 3.‐34 ) 

	

Thus 

 

߰଴ሺݐሻ ൌ
ଶߙ݇

Յ଴
݁௝ሺఠ೏ାఠబሻఛݔሺ߬, ߱ௗሻ  ( 3.‐35 ) 

	

Thereby the Doppler shift affects to the matched filter behavior. Note that in ( 3.‐31 ) the filter is 

matched to a non‐moving target, but we can redevelop it to match it to a given target moving 

at a specific speed.  

 

The functions |ݔሺ߬, ߱ௗሻ| and |ݔሺ߬, ߱ௗሻ|ଶ report about the matched filter performance when a 

moving target is detected. We can calculate a useful frequency expression from ( 3.‐34 ) 

 

,ሺ߬ݔ ߱ௗሻ ൌ ݁ି௝ఠబఛ න ߰௧
∗ሺߦሻ ߰௧ሺߦ ൅ ߬ሻ݁௝ఠ೏క݀ߦ

ାஶ

ିஶ

ൌ ݁ି௝ఠబఛ
1
ߨ2

න ௧ߖ
∗ሺ߱ሻ ௧ሺ߱ߖ െ ߱ௗሻ݁௝ఠఛ݀߱

ାஶ

ିஶ
 

( 3.‐36 ) 

 

Where ߖ୲ሺωሻ is the Fourier transform of ߰௧ሺtሻ. Other useful form is, by using ( 2.‐14 ) 
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,ሺ߬ݔ ߱ௗሻ ൌ ݁ି௝ఠబఛ න ߰௧
∗ሺߦሻ	߰௧ሺߦ ൅ ߬ሻ݁௝ఠ೏క݀ߦ

ାஶ

ିஶ

ൌ ݁ି௝ఠబఛ න ݃௧
∗ሺߦሻ݁ି௝ሾఠబకାథబሿ	݃௧ሺߦ ൅ ߬ሻ݁ି௝ሾఠబሺకାఛሻାథబሿ	݁௝ఠ೏క݀ߦ

ାஶ

ିஶ

ൌ න ݃௧
∗ሺߦሻ݃௧ሺߦ ൅ ߬ሻ	݁௝ఠ೏క݀ߦ

ାஶ

ିஶ

ൌ
1
ߨ2

න ௧ܩ
∗ሺ߱ሻܩ௧ሺ߱ െ ߱ௗሻ ݁௝ఠఛ݀߱

ାஶ

ିஶ
 

( 3.‐37 ) 

 

We  call  ,ሺ߬ݔ| ߱ௗሻ|  uncertainty  function  and  ,ሺ߬ݔ| ߱ௗሻ|ଶ  ambiguity  function.  Below, we will 

revise the uncertainty function properties and the ambiguity function properties.  

	

3.3.1 Properties of Matched Filter Response 

 Origin property 

ሺ0,0ሻݔ ൌ න ߰௧
∗ሺߦሻ	߰௧ሺߦሻ݀ߦ

ାஶ

ିஶ
ൌ න |߰௧ሺߦሻ|ଶ݀ߦ

ାஶ

ିஶ
ൌ ట೟ܧ

  ( 3.‐38 ) 

 

 Folding about ߬ and ߱ௗ 

ሺെ߬,െ߱ௗሻݔ ൌ ݁௝ఠబఛ න ߰௧
∗ሺߦሻ ߰௧ሺߦ െ ߬ሻ݁ି௝ఠ೏క݀ߦ

ାஶ

ିஶ
  ( 3.‐39 ) 

 

By the change of variables ߦᇱ ൌ ߦ െ ߬	 → ߦ	 ൌ ᇱߦ ൅ ߬	 

ሺെ߬,െ߱ௗሻݔ ൌ ݁௝ఠబఛ න ߰௧
∗ሺߦᇱ ൅ ߬ሻ ߰௧ሺߦᇱሻ݁ି௝ఠ೏ሺకᇲାఛሻ݀ߦᇱ

ାஶ

ିஶ
ൌ ݁ି௝ఠ೏ఛݔ∗ሺ߬, ߱ௗሻ  ( 3.‐40 ) 

 

  It  indicates  that  ,ሺ߬ݔ ߱ௗሻ  is  symmetric  in  first  and  third  quadrants  of  the  complex 

plane. 

 

 By  the  same  way,  we  can  show  that  ,ሺ߬ݔ ߱ௗሻ  is  symmetric  in  second  and  fourth 

quadrant 

,ሺെ߬ݔ ߱ௗሻ ൌ ݁௝ఠబఛ න ߰௧
∗ሺߦሻ ߰௧ሺߦ െ ߬ሻ݁௝ఠ೏క݀ߦ

ାஶ

ିஶ
	కᇲୀకିఛ
ሱۛ ۛۛ ሮۛ		 ݁௝ఠబఛ න ߰௧

∗ሺߦᇱ ൅ ߬ሻ ߰௧ሺߦᇱሻ݁௝ఠ೏ሺకᇲିఛሻ݀ߦᇱ
ାஶ

ିஶ
ൌ ݁௝ఠ೏ఛݔ∗ሺ߬, െ߱ௗሻ

( 3.‐41 ) 
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 Cut along ߬ axe 
 

,ሺ߬ݔ 0ሻ ൌ ݁ି௝ఠబఛ න ߰௧
∗ሺߦሻ ߰௧ሺߦ ൅ ߬ሻ݀ߦ

ାஶ

ିஶ
ൌ ܴట೟ట೟

ሺ߬ሻ  ( 3.‐42 ) 

   

Note that the cut ݔሺ߬, 0ሻ is the autocorrelation function of ߰௧ሺݐሻ 

 Cut along ߱ௗ axe 

 

,ሺ0ݔ ߱ௗሻ ൌ
1
ߨ2

න ௧ߖ
∗ሺ߱ሻ ௧ሺ߱ߖ െ ߱ௗሻ݀߱

ାஶ

ିஶ
ൌ

1
ߨ2

ܴఅ೟అ೟ሺെ߱ௗሻ  ( 3.‐43 ) 

 

Via the equation  ( 3.‐43  ) we can know how ߱ௗ affects to the matched filter response 

when it is maximum.  

 

 

3.3.2 Properties of Ambiguity Function 

 According to the definition of ambiguity function 

 

,ሺ߬ݔ| ߱ௗሻ|ଶ ൌ ቤ݁ି௝ఠబఛ න ߰௧
∗ሺߦሻ ߰௧ሺߦ ൅ ߬ሻ݁௝ఠ೏క݀ߦ

ାஶ

ିஶ
ቤ
ଶ

ൌ ቤන ߰௧
∗ሺߦሻ	߰௧ሺߦ ൅ ߬ሻ݁௝ఠ೏క݀ߦ

ାஶ

ିஶ
ቤ
ଶ

൑ ሺ0,0ሻ|ଶݔ| ൌ ట೟ܧ
ଶ ൌ ௚ܧ

ଶ

ൌ ௦ܧ4
ଶ 

( 3.‐44 ) 

 

Where ܧట೟
 ௦ areܧ ௚ andܧ, the energies of  the analytic  signal, complex envelope and 

real  signal  respectively  It means  that  the maximum will  be  accomplished when  the 

filter is fully matched. 

 

 The area of ambiguity function is constant independent of the signal waveform [D. A. 

Swick, 1969] 

 

න න ,ሺ߬ݔ| ߱ௗሻ|ଶ݀߬
ାஶ

ିஶ
݀߱ௗ ൌ ట೟ܧߨ2

ൌ ௚ܧߨ2 ൌ ௦ܧߨ8
ାஶ

ିஶ
  ( 3.‐45 ) 
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 In the same way as  (3.‐39), the symmetry  in first and third quadrants of |ݔሺ߬, ߱ௗሻ|ଶ  is  
can be demonstrated in the following way 

 

,ሺെ߬ݔ| െ߱ௗሻ|ଶ ൌ ቤ
1
ߨ2

න ௧ߖ
∗ሺ߱ሻ ௧ሺ߱ߖ ൅ ߱ௗሻ݁ି௝ఠఛ݀߱

ାஶ

ିஶ
ቤ
ଶ

	ఠᇲୀఠାఠ೏
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ		 ቤ

1
ߨ2

න ௧ߖ
∗ሺ߱ᇱ െ ߱ௗሻ	ߖ௧ሺ߱ᇱሻ݁ି௝ఠఛ݀߱ᇱ

ାஶ

ିஶ
ቤ
ଶ

ൌ ,ሺ߬∗ݔ| െ߱ௗሻ|ଶ ൌ ,ሺ߬ݔ| ߱ௗሻ|ଶ 
 

( 3.‐46 ) 

 

 To  finish,  we  demonstrate  that  the  ambiguity  is  symmetric  in  second  and  fourth 

quadrant by writting 

 

,ሺെ߬ݔ| ߱ௗሻ|ଶ ൌ ቤ
1
ߨ2

න ௧ߖ
∗ሺ߱ሻ	ߖ௧ሺ߱ െ ߱ௗሻ݁ି௝ఠఛ݀߱

ାஶ

ିஶ
ቤ
ଶ

	ఠᇲୀఠିఠ೏
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ		 ቤ

1
ߨ2

න ௧ߖ
∗ሺ߱ᇱ ൅ ߱ௗሻ ௧ሺ߱ᇱሻ݁ି௝ሺఠߖ

ᇲାఠ೏ሻఛ݀߱ᇱ
ାஶ

ିஶ
ቤ
ଶ

ൌ

ൌ ,ሺ߬∗ݔ| െ߱ௗሻ|ଶ ൌ ,ሺ߬ݔ| െ߱ௗሻ|ଶ

( 3.‐47 ) 

 

3.3.3 Examples 

 

 Square pulse 

Let us assume the following transmitted signal 

 

ሻݐ௧ሺݏ ൌ ݐܿ݁ݎ	ܣ ൬
ݐ
ܶ
൰ cosሾ߱଴ݐ ൅ ߶଴ሿ  ( 3.‐48 ) 

 

Its complex form is  

 

݃௧ሺݐሻ ൌ ܽሺݐሻ ൌ ݐܿ݁ݎ	ܣ ൬
ݐ
ܶ
൰

்ி
ሱሮ ሺ߱ሻܩ ൌ ܶܣ ܿ݊݅ݏ ൬

߱ܶ
2
൰  ( 3.‐49 ) 

 

Thus the matched filter response will result 

 



                  Investigation in Pulse Compression Techniques for Radar systems. Matched Filter and Ambiguity function 
 

42 
 

߰଴ሺݐሻ ൌ
ଶߙ݇

Յ଴
݁௝ሺఠ೏ାఠబሻఛݔሺ߬, ߱ௗሻ  ( 3.‐50 ) 

 

We focus on the uncertain function,	ݔሺ߬, ߱ௗሻ, 

 

 

,ሺ߬ݔ ߱ௗሻ ൌ න ݃௧
∗ሺߦሻ݃௧ሺߦ ൅ ߬ሻ ݁௝ఠ೏క݀ߦ

ାஶ

ିஶ

ൌ ଶܣ න ݐܿ݁ݎ ൬
ߦ
ܶ
൰ ݐܿ݁ݎ ൬

ߦ ൅ ߬
ܶ

൰ ݁௝ఠ೏క݀ߦ
ାஶ

ିஶ
 

( 3.‐51 ) 

 

 

Note  that  the  integral  term  seems a Fourier  transform between  the variables ߦ and ߱ௗ. To 

understand  the behavior of  the  term ݐܿ݁ݎ ቀ
క

்
ቁ ݐܿ݁ݎ ቀ

కାఛ

்
ቁ, a graphical analysis  is carried out. 

Let us suppose ߬ ൌ െܶ ൅  is an infinitesimal time delay, this case is illustrated by ݐ∆ where ,ݐ∆

Fig 3.‐4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Thus, the result of the multiplication  is a square pulse whose width  is ∆ݐ. If ∆ݐ  increases, the 
width of the pulse too. 

 

0 ܶ
2

െ
ܶ
2

ݐ∆
↔

Fig 3.‐4 Ambiguity Function of Square Pulse, ࣎ ൌ െࢀ ൅ ∆࢚.
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 Now, let us suppose that the two squares are perfectly centered (߬ ൌ 0).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

In the same way as in the preceding case, it results a square pulse, but, whose width is ܶ.  

 

Thereby, a ߬ shift implies to modify the width of the resulted pulse. By ( 3.‐49 ), we can observe 

that  the  width  of  the  pulse  affects  to  the  amplitude  and  scale  factor  of  the  spectrum. 

Furthermore, the central point of the pulse depends also on ߬. 

Thus,  

 

,ሺ߬ݔ ߱ௗሻ ൌ ଶܶܣ ቆ1 െ
|߬|

ܶ
ቇ ݁ି௝

ఠ೏ఛ
ଶ ܿ݊݅ݏ ൮

߱ௗܶ ൬1 െ
|߬|
ܶ ൰

2
൲  ( 3.‐52 ) 

 

Then we focus on the cuts |ݔሺ0, ߱ௗሻ| and |ݔሺ߬, 0ሻ|. They can be written as 

 

,ሺ0ݔ| ߱ௗሻ| ൌ ฬܣଶܶ ܿ݊݅ݏ ൬
߱ௗܶ
2
൰ฬ  ( 3.‐53 ) 

 

,ሺ߬ݔ| 0ሻ| ൌ ቤܣଶܶ ቆ1 െ
|߬|

ܶ
ቇ ቤ ൌ Ʌ ቀ

߬
ܶ
ቁ  ( 3.‐54 ) 

 

Where Ʌ is the triangle function. 

0

ܶ
ርۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮ

ܶ
2

െ
ܶ
2

Fig 3.‐5 Ambiguity Function of Square Pulse, ࣎ ൌ ૙.
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Fig 3.‐6 and 3.‐7 illustrate these cuts. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

The cut |ݔሺ0, ߱ௗሻ| is the autocorrelation function for a ܿ݊݅ݏ function; it describes the behavior 
of  the matched  filter  facing moving  targets. Note  that  the output  signal  fluctuates,  this  fact 

supposes  a  loss  of  the  performance  of  the  matched  filter.  The  cut  ,ሺ߬ݔ| 0ሻ|  is  the 
autocorrelation function for a square signal. 

 

 

ߨ2
ܶ

ߨ4
ܶ

ߨ6
ܶ

ߨ8
ܶ

ߨ10
ܶ

െ
ߨ2
ܶ

െ
ߨ4
ܶ

െ
ߨ6
ܶ

െ
ߨ8
ܶ

െ
ߨ10
ܶ
		 0

,ሺ0ݔ| ߱ௗሻ|

ଶܶܣ

߱ௗ	

Fig  3.‐6 Ambiguity Function of Square Pulse. Cut |࢞ሺ૙,࣓ࢊሻ|.

ଶܶܣ

െT		 0 T

,ሺ߬ݔ| 0ሻ|

Fig 3.‐7 Ambiguity Function of Square Pulse. Cut |࢞ሺ࣎, ૙ሻ|.

τ	 
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 Hopping frequency pulse  

 

Now let is suppose a pulse which has two different frequencies in two different instants. Its it 

complex envelope is  

 

݃௧ሺݐሻ ൌ ݐܿ݁ݎܣ ൬
ݐ
ܶ
൰ ݁௝൫ఠభା∆ఠ௎ሺ௧ሻ൯௧   ( 3.‐55 ) 

 

Where ܷሺݐሻ is the step function. Note that when െ
்

ଶ
൏ ݐ ൏ 0 the frequency is ߱ଵ, and when 

0 ൏ ݐ ൏
்

ଶ
 the frequency of the signal is ߱ଵ ൅ ∆߱. Thereby, the uncertain function is  

 

,ሺ߬ݔ ߱ௗሻ ൌ න ݃௧
∗ሺߦሻ݃௧ሺߦ ൅ ߬ሻ	݁௝ఠ೏క݀ߦ

ାஶ

ିஶ

ൌ ଶܣ න ݐܿ݁ݎ ൬
ߦ
ܶ
൰ ݁௝ሺఠభା∆ఠ௎ሺకሻሻక	ݐܿ݁ݎ ൬

ߦ ൅ ߬
ܶ

൰ ݁ି௝൫ఠభା∆ఠ௎ሺకାఛሻ൯ሺకାఛሻ݁௝ఠ೏క݀ߦ
ାஶ

ିஶ

ൌ ଶܣ න ݐܿ݁ݎ ൬
ߦ
ܶ
൰ ݐܿ݁ݎ	 ൬

ߦ ൅ ߬
ܶ

൰ ݁௝ሺ∆ఠ௎ሺకሻకିఠభఛି∆ఠ௎ሺకାఛሻకି∆ఠ௎ሺకାఛሻఛሻ݁௝ఠ೏క݀ߦ
ାஶ

ିஶ

ൌ ଶ݁ି௝ఠభఛܣ න ݐܿ݁ݎ ൬
ߦ
ܶ
൰ ݐܿ݁ݎ	 ൬

ߦ ൅ ߬
ܶ

൰ ݁௝∆ఠ൫௎ሺకሻకି௎ሺకାఛሻሺకାఛሻ൯݁௝ఠ೏క݀ߦ
ାஶ

ିஶ
 

( 3.‐56 ) 

 

In  the  same manner  as  (  3.‐52  ),  the  integral  term  seems  a  Fourier  transform,  and  also,  it 

possesses a square function whose width and its central point depend on ߬. However, it takes 
an exponential term, which produces a delay, ߜሺ߬ሻ,  in the signal that depends on ߬. This fact 
provokes that the energy of the signal is concentrated in a time instant as follows. 

 

,ሺ߬ݔ ߱ௗሻ ൌ ଶܶܣ ቆ1 െ
|߬|

ܶ
ቇ ݁ି௝

ఠ೏ఛ
ଶ ܿ݊݅ݏ ൮

߱ௗܶ ൬1 െ
|߬|
ܶ ൰ െ ሺ߬ሻߜ

2
൲  ( 3.‐57 ) 

 

In the same way as the preceding example, we calculate the cuts of the ambiguity function   

 

,ሺ0ݔ ߱ௗሻ ൌ ଶܶܣ ܿ݊݅ݏ ൬
߱ௗܶ െ ሺ0ሻߜ

2
൰  ( 3.‐58 ) 

 

,ሺ߬ݔ 0ሻ ൌ ଶܶܣ ቆ1 െ
|߬|

ܶ
ቇ ܿ݊݅ݏ ൬

െߜሺ߬ሻ
2

൰  ( 3.‐59 ) 
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Chapter 4. Pulse Compression 

 

  When  a  wave  propagates  through  a  channel,  undesired  effects  affect  to  the 

transmission. One  of  these  effects  is  the  entering  of  noise  in  the  receiver  system. We  can 

diminish some of these effects via applying signal processing techniques  in order to  improve 

the detection of the target. 

A quality measurement for communications systems is the peak signal power to average noise 

power ratio, 
ௌబ
ேబ
. A good detection is achieved when this ratio is large. We can get a large 

ௌబ
ேబ
 by 

increasing the transmitted energy. This can be done by transmitting along longer time interval. 

However, in pulsed systems, increase the time transmission produces many blind ranges since 

the  transmitted  pulse  masks  nearby  targets;  thus  the  performances  of  the  radar  are 

decreased. Another way to get a good 
ௌబ
ேబ
 may be emitting a high peak of energy during a short 

time  instant.  This  method  requires  to  produce  a  high  stable  peak  of  power  during  the 

transmission, and  it  is quite difficult since  it  imposes stringent requirements to the design of 

the transmiter and modulator. 

The pulse compression gets a 
ௌబ
ேబ
 improvement by transmitting a long pulse and compressing it 

in the receiver, so that range resolution is not degraded. There are several forms to compress a 

pulse, and this chapter is focused on compression methods which use frequency modulations. 

In  the beginning of  this chapter, we study  the basic concept of pulse compression; next, we 

focus deeply on usage of FM  laws  to achieve  the compression. Additionally, we  study other 

techniques to carry out the pulse compression.  

 

4.1. Basic Concepts 

  Let us suppose the waveform illustrated in Fig 4.‐1, [F. Quesada et al., 2010] 

 

 

 

 

 

 

 

Time 

 Transmitted Signal 
Instantaneous Frequency 

S
ignal F

requency

ଵ݂ 

ଶ݂ 
࣎/૛ 				

ርۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮ 				 																																											࣎/૛
ርۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ

Fig 4.‐1 Transmitted Signal. Pulse Compression Basic Concept.
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The signal is formed by two frequencies, each one being transmitted for 
ఛ

ଶ
 interval. 

Next, we assume the block diagram for the receiver system as Fig 4.‐2 shows 

 

Fig 4.‐2: Block Diagram. Pulse Compression Basic Concept. 

 

As Fig 4.‐2 depicts,	 ଵ݂ and 	 ଶ݂ are splitted by the band pass filters, then  ଵ݂ is delayed 
ఛ

ଶ
 respect 

ଶ݂. This delay provokes the energy in  ଵ݂ transmission period is added to the energy signal in  ଶ݂ 

transmission period. 

Instead of using two  just frequencies and the block diagram  illustrated  in Fig 4.‐2, a matched 

filter and either frequency or phase modulation are used in more practical systems. 

 

4.2 Linear FM pulse (CHIRP) 

 

The  pulse  CHIRP  consists  of  linear  frequency modulation,  thus  it  is  defined  as  [Peyton  Z. 

Peebles Jr, 1998] 

 

ሻݐሺݏ ൌ ݐܿ݁ݎܣ ൬
ݐ
ܶ
൰ cos ቀ߱଴ݐ ൅ ߶଴ ൅

ߤ
2
 ଶቁݐ ( 4.‐1 ) 

 

Where   ,ܣ ܶ,  ߱଴,  and   ߤ are  positive  constants  and  ߶଴  is  an  arbitrary  phase  angle.  The 
parameter ߤ defines the instantaneous frequency slope. 

 

ߤ ൌ
∆߱
ܶ

൬
݀ܽݎ
ଶݏ

൰  ( 4.‐2 ) 
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Thus, the instantaneous frequency is calculated as 

 

߱௜ ൌ
ሻݐሺߠ݀

ݐ݀
ൌ
݀
ݐ݀
ቂ߱଴ݐ ൅ ߶଴ ൅

ߤ
2
ଶቃݐ ൌ ߱଴ ൅  ݐߤ ( 4.‐3 ) 

 

In order to study the CHIRP pulse, we do an analytic analysis of ( 4.‐1 ). Therefore, we use the 

following signal form by using ( 2.‐22 ). 

 

߰௧ሺݐሻ ൌ ݐܿ݁ݎܣ ൬
ݐ
ܶ
൰ ݁௝

ఓ
ଶ௧

మ
݁௝ሺఠబ௧ାథబሻ  ( 4.‐4 ) 

 

Thereby, the reflected back to the receiver signal takes the following form  

 

߰௥ሺݐሻ ൌ ݐ௧ሺ߰ߙ െ ߬ோሻ݁௝ఠ೏ሺ௧ିఛೃሻ ( 4.‐5 ) 

 

Where ߙ is a constant related to the amplitude of the received signal. 

The signal in equation ( 4.‐5 ) is filtered via the following filter response  

 

ሻݐሺݖ ൌ
ߙ݇
Յ଴

߰௧
∗ሺݐ଴ െ ߬௥ െ  ሻݐ ( 4.‐6 ) 

Instantaneous Frequency

 

 1
3
2

Time

Frequency

Fig 4.‐3: Instantaneous Frequency for various values of ࣆ .ࣆ૚ ൏ ૛ࣆ ൏   .૜ࣆ
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Therefore, we obtain in the output of the matched filter  

 

߰଴ሺݐሻ ൌ
ଶߙ݇

Յ଴
݁௝ሺఠబାఠ೏ሻሺ௧ି௧బሻݔሺݐ െ ,଴ݐ ߱ௗሻ  ( 4.‐7 ) 

 

Now we  focus on  the  term ݔሺݐ െ ,଴ݐ ߱ௗሻ,  it  is  the uncertain  function  (section 3.3).By  taking  
߬ ൌ ݐ െ  ଴ݐ

 

,ሺ߬ݔ ߱ௗሻ ൌ ݁ି௝ఠబఛ න ߰௧
∗ሺߦሻ ߰௧ሺߦ ൅ ߬ሻ݁௝ఠ೏క݀ߦ

ାஶ

ିஶ
  ( 4.‐8 ) 

 

And, by replacing ( 4.‐4 ) into ( 4.‐9 ) 

 

,ሺ߬ݔ ߱ௗሻ ൌ ݁ି௝ఠబఛ න ݐܿ݁ݎܣ ൬
ߦ
ܶ
൰ ݁ି௝

ఓ
ଶక

మ
݁ି௝ሺఠబకାథబሻ

ାஶ

ିஶ
 

ݐܿ݁ݎܣ ൬
ߦ ൅ ߬
ܶ

൰ ݁௝
ఓ
ଶሺకାఛሻ

మ
݁௝ሺఠబሺకାఛሻାథబሻ݁௝ఠ೏క݀ߦ ൌ 

ଶ݁௝ܣ
ఓ
ଶఛ

మ
න ݐܿ݁ݎ ൬

ߦ
ܶ
൰ ݐܿ݁ݎ ൬

ߦ ൅ ߬
ܶ

൰ ݁௝
ఓ
ଶ൫ଶఛకାక

మ൯݁௝ఠ೏క݀ߦ
ାஶ

ିஶ
 

( 4.‐9 ) 

 

Equation  (  4.‐9  )  seems  a  Fourier  transform.  The  function  into  the  integral, 

ݐܿ݁ݎ ቀ
క

்
ቁ ݐܿ݁ݎ ቀ

కାఛ

்
ቁ ݁௝ఠ೏క,  is  a  square  function  which  has  a  delay  term,  and  whose  width 

depends on the variable ߬. Additionally, there is a quadratic delay term that depends on ߬ and 
  Thus it results .ߦ

 

,ሺ߬ݔ ߱ௗሻ ൌ ቐܣ
ଶܶ ቆ1 െ

|߬|

ܶ
ቇ ݁ି௝ఠ೏

ఛ
ଶܿ݊݅ݏ ቈ

ܶ
2
ቆ1 െ

|߬|

ܶ
ቇ ሺ߬ߤ ൅ ߱ௗሻ቉ െ ܶ ൑ ߬ ൑ ܶ

						 																									 0 ݁ݎ݄݁ݓ݁ݏ݈݁

  ( 4.‐10 ) 

 

Since ( 4.‐10 ) is a complicate function, ( 4.‐10 ) cuts are often used to observe its behaviour. The 

most important and useful cuts are  

 

,ሺ߬ݔ ߱ௗ ൌ 0ሻ ൌ ቐܶܣ ቆ1 െ
|߬|

ܶ
ቇ ݁௝

ఓ
ଶఛ

మ
ܿ݊݅ݏ ቈ

∆߱
2
ቆ1 െ

|߬|

ܶ
ቇ቉ െ ܶ ൑ ߬ ൑ ܶ

																					 0 ݁ݎ݄݁ݓ݁ݏ݈݁

  ( 4.‐11 ) 
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And 

 

ሺ߬ݔ ൌ 0,߱ௗሻ ൌ ܿ݊݅ݏଶܶܣ ൤
ܶ
2
߱ௗ൨  ( 4.‐12 ) 

 

We illustrate these cuts in Fig 4.‐4  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Also  it  is  interesting  to  observe  the  contour  of  (  4.‐10  )  by  normalizing  and  fixing  the  signal 

amplitude at െ3.92	݀ܤ, as  

 

 

 

 

 

 

 

   

߬

߱ௗ

ߨ2
ܶ
 

݁݌݋݈ܵ ൌ െߤ 

,ሺ߬ݔ 0ሻ  ,ሺ0ݔ ߱ௗሻ 

 ଶܶܣ

Fig 4.‐4: Cuts of Ambiguity Function of CHIRP Pulse.
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Fig 4.‐5: Contour of Ambiguity Function of CHIRP Pulse.
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Conclusions: 

As ( 4.‐11 ) equation describes, the function ܿ݊݅ݏ depends on ߬, ߱ௗ, and ߤ. The  ߤ dependency 
provokes  a  slope  variation  in  (  4.‐11  )  contour. Therefore, ߤ  is  an  important design  variable. 

Note that the maximum of ݔሺ߬, ߱ௗሻ  is accomplished  in ߬ ൌ 0 and ߱ௗ ൌ 0, and this situation 
corresponds with  a  full matched  case. Also  the  ,ሺ߬ݔ 0ሻ  cut  shows  that  the maximum  value 

produced by the matched filter is situated in ߬ ൌ ݐ െ ଴ݐ ൌ 0	 → ݐ	 ൌ  ଴, as it was explained inݐ
section 3.2. If we account for the Doppler effect, a maximum value deviation and attenuation 

are  observed  ‐they  are  very  undesired  effects  since  they  will  affect  the  compression 

capabilities of the algorithm. The following figure depicts a 3‐D representation of ݔሺ߬, ߱ௗሻ. 

 

 

Fig 4.‐6: 3D Ambiguity Function of CHIRP Pulse.  

 

Spectrum of CHIRP pulse  

To  finish  the study of CHIRP pulse, we analyse  its spectrum  [Peyton Z. Peebles  Jr, 1998]. By 

taking the complex envelope of ( 4.‐5 ) we write 

 

݃ሺݐሻ ൌ ݐܿ݁ݎܣ ൬
ݐ
ܶ
൰ ݁௝

ఓ
ଶ௧

మ
  ( 4.‐13 ) 

 

Next, we apply the Fourier transform to it  

 

ሺ߱ሻܩ	 ൌ න ݐܿ݁ݎܣ ൬
ݐ
ܶ
൰ ݁௝

ఓ
ଶ௧

మ
݁ି௝ఠ௧

ାஶ

ିஶ
ݐ݀ ൌ නܣ ݁௝

ఓ
ଶ௧

మ
݁ି௝ఠ௧

்/ଶ

ି்/ଶ
 ݐ݀ ( 4.‐14 ) 

 

Next, making the variable change ݔ ൌ ට
ఓ

గ
ቀݐ െ

ఠ

ఓ
ቁ	 

߬

߱ௗ

,ሺ߬ݔ| ߱ௗሻ|
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 Upper limit: ݔ௨ ൌ ට
ఓ

గ
ቀ்
ଶ
െ

ఠ

ఓ
ቁ ൌ ට∆௙்

ଶ
ቀ1 െ

ଶ௙

∆௙
ቁ 

 Lower limit: ݔ௟ ൌ െට
ఓ

గ
ቀ்
ଶ
൅

ఠ

ఓ
ቁ ൌ െට

∆௙்

ଶ
ቀ1 ൅

ଶ௙

∆௙
ቁ 

 Differential term: dݔ ൌ ට
ఓ

గ
 	ݐ݀

Thus  

 

ሺ߱ሻܩ	 ൌ ටܣ
ߤ
ߨ
݁௝

ఓ
ଶఠ

మ
න ݁௝

గ
ଶ௫

మ
௫ೠ

௫೗

ݔ݀ ൌ ටܣ
ߤ
ߨ
݁௝

ఓ
ଶఠ

మ
ቈන ݁௝

గ
ଶ௫

మ
௫ೠ

଴
ݔ݀ െ න ݁௝

గ
ଶ௫

మ
௫೗

଴
 ቉ݔ݀ ( 4.‐15 ) 

 

The integral terms are related to the Fresnel integrals, ܥሺݔሻ and ܵሺݔሻ, and they are defined as  

 

ሻݔሺܥ ൌ න cos ቀ
ߨ
2
ଶቁߦ

௫

଴
 ߦ݀ ( 4.‐16 ) 

 

ܵሺݔሻ ൌ න sin ቀ
ߨ
2
ଶቁߦ

௫

଴
 ߦ݀ ( 4.‐17 ) 

 
Note that  
 

 

ሻݔሺെܥ ൌ െܥሺݔሻ ( 4.‐18 ) 

 

ܵሺെݔሻ ൌ െܵሺݔሻ ( 4.‐19 ) 

 

Both functions are depicted in Fig 4.‐7. 
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x

 

S(x)
C(x)

Fig 4.‐7: Fresnell Integral Functions.
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Note that these functions present the next limits  

 

lim
௫→ାஶ

ሻݔሺܥ ൌ
1
2
  ( 4.‐20 ) 

   

lim
௫→ାஶ

ܵሺݔሻ ൌ
1
2
  ( 4.‐21 ) 

 

Therefore, by using ( 4.‐17 ) and ( 4.‐18 ), we obtain 

  

ሺ߱ሻܩ	 ൌ ටܣ
ߤ
ߨ
݁௝

ఓ
ଶఠ

మ
ቈ
൫ܥሺݔ௨ሻ ൅ ௟ሻ൯ݔሺܥ ൅ ݆൫ܵሺݔ௨ሻ ൅ ܵሺݔ௟ሻ൯

√2
቉  ( 4.‐22 ) 

 

There are  two  important  terms  in equation    (  4.‐22  ). The  first one  is a quadratic  shift phase 

term, ݁௝
ഋ
మ
ఠమ

, and the other one is the complex term inside the brackets. This term (inside the 

brackets) depends on the values ݔ௨ and ݔ௟, which are the upper and  lower  limits, and these 

variables depend on  as much  to  the  variable ݂  as  to  the product ∆݂ܶ. Thereby when ∆݂ܶ 
increases,  the  complex  term approaches  its asymptotic  value. According  to  the  fig 4.‐7,  the 

amplitude  of ܥሺݔሻ  and  ܵሺݔሻ  is  reduced  it ∆݂ܶ  increases.  This  fact  provokes  a more  stable 

phase and modulus; Fig 4.‐8 and Fig 4.‐9 illustrates this behavior. Thus, when  ∆݂ܶ → ൅∞ 

 

ሺ߱ሻܩ	 ൌ ටܣ
ߤ
ߨ
݁௝

ఓ
ଶఠ

మ
൤
1 ൅ ݆

√2
൨ ൌ ඨܶܣ

ߨ2
∆߱ܶ

݁ି௝
ఠమ்
ଶ∆ఠା௝

గ
ସ   ( 4.‐23 ) 

 

The complex term suffers a 
గ

ସ
 phase shift. 
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Fig 4.‐8: CHIRP Pulse Spectrum. ∆ࢀࢌ ൌ ૛૜. ૜.
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4.3 Sidelobes suppression 

 

  One  of  the matched  filtering  issues  is  the  sidelobes  presence  in  the  output  signal. 

Thereby, a low scatter target may be masked by a larger scatter target as Fig 4.‐10 shows [S. D. 

Blunt & K. Gerlach, 2003].  
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Fig 4.‐9 CHIRP Pulse Spectrum. ∆ࢀࢌ ൌ ૚૜૜. ૜.
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Fig 4.‐10: Small target masked by another bigger one.
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There are several strategies that can be used to decrease the sidelobes level. In this section we 
study three of them. They are: 
 

 Mismatched filtering. 

 Signal design by using FM laws. 

 Adaptive pulse compression algorithms.  

The  last one  is discussed  less  in detail, and more  information can be found  in [B. Zrnic et al., 

1998], [S. D. Blunt & K. Gerlach, 2003], [S. D. Blunt & K. Gerlach, 2004] and [S. D. Blunt et al., 

2009]. 

 

4.3.1 Mismatched filtering 

 

  As it is depicted in Fig 4.‐4, where an ambiguity function cuts are shown, it is possible 

to observe an undesired effect namely, the sidelobes presence.  In order to reduce them, we 

can place another filter at the output of the matched filter. Because the filters are connected 

in cascade, the overall system  is mismatched, thus the second filter  is known as mismatched 

filter  [Peyton Z. Peebles  Jr, 1998]. We study several  filter  transfers  functions  to achieve  the 

sidelobes taper.  

 

Dolph‐Tchebycheff Filter 

The  pulse  compression  sidelobes  problem  in  time  domain  is  analogous  to  the  antennas 

sidelobes issue in the spatial or angular domain [Peyton Z. Peebles Jr, 1998]. Thus equivalent 

methods can be used in sidelobes reduction. The Dolph‐Tchebycheff filter implements an ideal 

transfer  function. This  fact means  that  it  is unrealizable,  therefore,  it  is not a practical  filter. 

However, there are methods to approximate this filter transfer function with other similar but 

more practical transfer functions. 

 

Taylor´s Filter 

The Taylor´s filter consists of a practical approximation to the Dolph‐Tchebycheff distribution 

[Peyton  Z.  Peebles  Jr,  1998].  Taylor´s  filter  increases  the  main  lobe  and  decreases  the 

sidelobes a below specified level. Also the main lobe becomes wider in time.  

The normalized transfer function is 

 

ሺ߱ሻ்ܪ ൌ ்ܭ ൝1 ൅ 2 ෍ ௠ܨ cos ൬
߱݉ߨ2
∆߱

൰

௡തିଵ

௠ୀଵ

ൡ ݐܿ݁ݎ ቀ
߱
∆߱

ቁ  ( 4.‐24 ) 
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Where  ത݊ is an integer design parameter. Also  

 

்ܭ ൌ
1

1 ൅ 2∑ ௠௡തିଵܨ
௠ୀଵ

  ( 4.‐25 ) 

 

௠ܨ ൌ ൞ሺെ1ሻ
௠ෑቊ1 െ ቈ

݉ଶ்ߪ
ିଶ

ଶܣ ൅ ሺ݊ െ 0.5ሻଶ
቉ቋ ݉ ൌ 1,2,3, …

௡തିଵ

௡ୀଵ
																	 0 ݉ ൒ ത݊

  ( 4.‐26 ) 

 

ܣ ൌ
1
ߨ
coshିଵ൫10ିௌ௅௅/ଶ଴൯  ( 4.‐27 ) 

 

்ߪ
ଶ ൌ

ത݊ଶ

ଶܣ ൅ ሺ ത݊ െ 0.5ሻଶ
൒ 1  ( 4.‐28 ) 

 

And ∆߱ is the FM modulation index used to build the transmitted CHIRP pulse. 

After compressing the received CHIRP signal, the mismatched filter output is  

 

ሻݐሺݏ ൌ ்ܭ
∆߱
ߨ2

෍ ௠ܨ sinc ൬
ݐ߱∆
2

൅ ൰ߨ݉

௡തିଵ

௠ୀିሺ௡തିଵሻ

  ( 4.‐29 ) 

 

Where ିܨ ௠ ൌ ଴ܨ ௠ andܨ ൌ 1. 

The െ3݀ܤ pulse width is  

 

்߬ ൌ ஽்߬ߪ ( 4.‐30 ) 

 

Where  

 

߬஽ ൌ
4
∆߱

൝ൣcoshିଵ൫10ିௌ௅௅/ଶ଴൯൧
ଶ
െ ቈcoshିଵ ቆ

10ିௌ௅௅/ଶ଴

√2
ቇ቉

ଶ

ൡ

ଵ/ଶ

  ( 4.‐31 ) 

 

The signal to noise ratio at Taylor´s filter output is related to the matched filter output as 
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ቆ
መܵ଴
଴ܰ
ቇ
௠௙

ൌ ൥1 ൅ 2 ෍ ௠ܨ
ଶ

௡തିଵ

௠ୀଵ

൩ ቆ
መܵ଴
଴ܰ
ቇ
்௔௬௟௢௥

  ( 4.‐32 ) 

 

Where ܨ௠ is calculated in equation (4.‐26).The bracketed factor represents the signal to noise 

ratio loss. 

 

Truncated Taylor´s Filter 

If we observe the ܨ௠ values, which are tabulated in [Peyton Z. Peebles Jr, 1998], we find that 

the largest value is ܨଵ. We can get a simpler Taylor´s response by truncating the ∑ ௠ܨ
ଶ௡തିଵ

௠ୀଵ  to 

   ଵ [Peyton Z. Peebles Jr, 1998].  Therefore the new normalized transfer function isܨ

   

ሺ߱ሻ|௧௥௨௡௖௔௧௘ௗ்ܪ ൌ
1

1 ൅ ଵܨ2
൜1 ൅ ଵܨ2 cos ൬

߱ߨ2
∆߱

൰ൠ ݐܿ݁ݎ ቀ
߱
∆߱

ቁ 
 

( 4.‐33 ) 

 

Another form of ( 4.‐33 ) is  

 

ሺ߱ሻ|௧௥௨௡௖௔௧௘ௗ்ܪ ൌ ൜݇ ൅ ሺ1 െ ݇ሻ cosଶ ൬
߱ߨ2
∆߱

൰ൠ ݐܿ݁ݎ ቀ
߱
∆߱

ቁ  ( 4.‐34 ) 

 

Where  

 

݇ ൌ
1 െ ଵܨ2
1 ൅ ଵܨ2

  ( 4.‐35 ) 

 

A more generalized form of ( 4.‐34 ) is 

 

ሺ߱ሻ|௧௥௨௡௖௔௧௘ௗ்ܪ ൌ ൜݇ ൅ ሺ1 െ ݇ሻ cos௡ ൬
߱ߨ2
∆߱

൰ൠ ݐܿ݁ݎ ቀ
߱
∆߱

ቁ  ( 4.‐36 ) 
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4.3.2 Signal Design by using FM laws 

 

  Others method to achieve low sidelobes levels exists. One of them is the usage of FM 

laws. This method do not need mismatched filters [Peyton Z. Peebles Jr, 1998]. The analysis of 

these signals  is quiet difficult, but when the ∆݂ܶ product is high, we can use approximations. 

The FM laws design is based on the Stationary Phase Principle, which is explained below. 

 

Stationary Phase Principle 

Given the following envelope function	݃ሺݐሻ ൌ ܽሺݐሻ݁௝ఏሺ௧ሻ, its Fourier transform is defined as 

 

ሺ߱ሻܩ ൌ න ܽሺݐሻ݁௝ఏሺ௧ሻ݁ି௝ఠ௧݀ݐ
ାஶ

ିஶ
ൌ න ܽሺݐሻ݁௝ఏሺ௧ሻି௝ఠ௧݀ݐ

ାஶ

ିஶ
  ( 4.‐37 ) 

 

Therefore, the phase term of ( 4.‐37 ) is ߠሺݐሻ െ  ߬, using Taylor approximation, it can	Given a .ݐ߱

be written 

 

ሻݐሺߠ െ ݐ߱ ൎ ሾߠሺݐሻ െ ሿ|௧ୀఛݐ߱ ൅
݀ሾߠሺݐሻ െ ሿݐ߱

ݐ݀
|௧ୀఛሺݐ െ ߬ሻ

൅
݀ଶሾߠሺݐሻ െ ሿݐ߱

ଶݐ݀
|௧ୀఛ

ሺݐ െ ߬ሻଶ

2
൅ ⋯

ൌ ሺ߬ሻߠ െ ߱߬ ൅ ሶሺ߬ሻߠൣ െ ߱൧ሺݐ െ ߬ሻ ൅
ሷሺ߬ሻߠ

2
ሺݐ െ ߬ሻଶ 

( 4.‐38 ) 

 

Where the cubic and higher order terms are neglected; and where ݂ሶሺݔሻ is the first derivate of 

݂ respect ݔ and ߠሷሺ߬ሻ is the second derivate. This approximation is valid in the vicinity around 

߬: ߬ ൅
ఌ

ଶ
൐ ݐ ൐ 	߬ െ

ఌ

ଶ
. 

Given a ߱ ൌ ሶሺ߬ሻߠ that meets this condition ,ߣ െ ߣ ൌ 0 the expression ( 4.‐38 ) can be simplified 

as 

 

ሻݐሺߠ െ ݐߣ ൎ ሺ߬ሻߠ െ ߬ߣ ൅
ሷሺ߬ሻߠ

2
ሺݐ െ ߬ሻଶ  ( 4.‐39 ) 

 

Replacing the phase term in the integral expression ( 4.‐37 ) 
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ሻߣሺܩ ൌ න ܽሺݐሻ݁
௝ቈఏሺఛሻିఒఛା

ఏሷ ሺఛሻ
ଶ ሺ௧ିఛሻమ቉ఛା

ఌ
ଶ

ఛି
ఌ
ଶ

ݐ݀ ൌ ܽሺݐሻ݁௝ሾఏሺఛሻିఒఛሿ න ݁േ௝
หఏሷ ሺఛሻห
ଶ ሺ௧ିఛሻమ

ఛା
ఌ
ଶ

ఛି
ఌ
ଶ

 ݐ݀ ( 4.‐40 ) 

 

Next, making the variable change ݔ ൌ ටหఏሷ ሺఛሻห

గ
ሺݐ െ ߬ሻ 	→ 	 ሺݐ െ ߬ሻଶ ൌ

గ

หఏሷ ሺఛሻห
 ଶݔ

 Upper limit: ݔ௨ ൌ ටหఏሷ ሺఛሻห

గ
ቀఌ
ଶ
ቁ 

 Lower limit: ݔ௟ ൌ ටหఏሷ ሺఛሻห

గ
ቀെ

ఌ

ଶ
ቁ ൌ െݔ௨ 

 Differential term: dݔ ൌ ටหఏሷ ሺఛሻห

గ
	ݐ݀ → 	dݐ ൌ ට

గ

หఏሷ ሺఛሻห
 		ݔ݀

Thus  

 

ሻߣሺܩ ൌ ඨ
ߨ

หߠሷሺ߬ሻห
ܽሺ߬ሻ݁௝ሾఏሺఛሻିఒఛሿ න ݁േ௝

గ
ଶ௫

మ
௫ೠ

ି௫ೠ

ݔ݀

ൌ ඨ
ߨ

หߠሷሺ߬ሻห
ܽሺ߬ሻ݁௝ሾఏሺఛሻିఒఛሿ 2ሾܥሺݔ௨ሻ േ ݆ܵሺݔ௨ሻሿ 

( 4.‐41 ) 

 

Where ݔ௨ ൌ ටหఏሷ ሺఛሻห

గ
ቀఌ
ଶ
ቁ , and ܥሺݔሻ and ܵሺݔሻ are the Fresnel integrals. 

If หߠሷሺ߬ሻห ≫ 1 is assumed the Fresnel integrals can be replaced by their asymptotic values. This 

fact leads to  

 

ሻߣሺܩ		 ൌ ඨ
ߨ

หߠሷሺ߬ሻห
ܽሺ߬ሻ݁௝ሾఏሺఛሻିఒఛሿ 2 ൤

1

√2
േ ݆

1

√2
൨ ൌ ඨ

ߨ2

หߠሷሺ߬ሻห
ܽሺ߬ሻ݁௝ቂఏሺఛሻିఒఛേ

గ
ସቃ		  ( 4.‐42 ) 

 

The stationary Phase Principle has been defined  in time domain, this procedure  is  interesting 

in the frequency domain too. Starting from arbitrary spectrum ܩሺ߱ሻ ൌ  ሻ݁௝ఝሺఠሻ, applyingݓሺܣ
inverse Fourier transform  

 

݃ሺݐሻ ൌ
1
ߨ2

න ሺ߱ሻ݁௝ఝሺఠሻ݁௝ఠ௧݀߱ܣ
ାஶ

ିஶ
ൌ

1
ߨ2

න ሺ߱ሻ݁௝ఝሺఠሻା௝ఠ௧݀߱ܣ
ାஶ

ିஶ
  ( 4.‐43 ) 

 

Given a fixed frequency ߣ the phase term of ( 4.‐43 ) is approximated by Taylor as 
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߮ሺ߱ሻ ൅ ݐ߱ ൎ ሾ߮ሺ߱ሻ ൅ ሿ|ఠୀఒݐ߱ ൅
݀ሾ߮ሺ߱ሻ ൅ ሿݐ߱

݀߱
|ఠୀఒሺ߱ െ ሻߣ

൅
݀ଶሾ߮ሺ߱ሻ ൅ ሿݐ߱

݀߱ଶ |ఠୀఒ
ሺ߱ െ ሻଶߣ

2
൅ ⋯

ൌ ߮ሺߣሻ ൅ ݐߣ ൅ ሾ ሶ߮ ሺߣሻ ൅ ሿሺ߱ݐ െ ሻߣ ൅
ሷ߮ ሺ߱ሻ

2
ሺ߱ െ  ሻଶߣ

( 4.‐44 ) 

 

Where ߱ is evaluated in the vicinity of ߣ ቀߣ ൅
థ

ଶ
൐ ߱ ൐ ߣ െ

థ

ଶ
ቁ	and the terms higher than the 

second  order  have  been  neglected.  Given  a  ߬  that  fulfils  this  condition  ሶ߮ ሺߣሻ ൅ ߬ ൌ 0,  the 
expression ( 4.‐44 ) is simplified as 

 

߮ሺ߱ሻ ൅ ߱߬ ൎ ߮ሺߣሻ ൅ ߬ߣ ൅
ሷ߮ ሺ߱ሻ

2
ሺ߱ െ  ሻଶߣ ( 4.‐45 ) 

 

We can substitute the phase term of the integral in equation ( 4.‐43 ) 

 

݃ሺ߬ሻ ൌ
1
ߨ2

න ሻ݁ߣሺܣ
௝൬ఝሺఒሻାఒ௧ା

ఝሷ ሺఠሻ
ଶ ሺఠିఒሻమ൰

݀߱
ఒା

థ
ଶ

ఒି
థ
ଶ

ൌ
ሻߣሺܣ

ߨ2
݁௝ሺఝሺఒሻାఒఛሻ න ݁േ௝

|ఝሷ ሺఠሻ|
ଶ ሺఠିఒሻమ݀߱

ఒା
థ
ଶ

ఒି
థ
ଶ

 

( 4.‐46 ) 

 

Now, making the change of variables ݕ ൌ ට|ఝሷ ሺఠሻ|

గ
ሺ߱ െ ሻߣ 	→ 	 ሺ߱ െ ሻଶߣ ൌ

గ

|ఝሷ ሺఠሻ|
 ଶݕ

 Upper limit: ݕ௨ ൌ ට|ఝሷ ሺఠሻ|

గ
ቀథ
ଶ
ቁ 

 Lower limit: ݕ௟ ൌ ට|ఝሷ ሺఠሻ|

గ
ቀെ

థ

ଶ
ቁ ൌ െݕ௨ 

 Differential term: dݕ ൌ ට|ఝሷ ሺఠሻ|

గ
݀߱	 → 	d߱ ൌ ට

గ

|ఝሷ ሺఠሻ|
 		ݕ݀

Thus the integral ( 4.‐46 ) is rewritten as 

 

݃ሺ߬ሻ ൌ ඨ
ߨ

| ሷ߮ ሺ߱ሻ|
	
ሻߣሺܣ

ߨ2
݁௝ሺఝሺఒሻାఒఛሻ න ݁േ௝

௣௜
ଶ ௬

మ
ݕ݀

௬ೠ

ି௬ೠ

ൌ ඨ
1

|ߨ ሷ߮ ሺ߱ሻ|
ሻ݁௝ሺఝሺఒሻାఒఛሻߣሺܣ ሾܥሺݕ௨ሻ േ ݆ܵሺݕ௨ሻሿ 

( 4.‐47 ) 



 Investigation in Pulse Compression Techniques for Radar systems. Pulse Compression 
 

61 
 

Where	ݕ௨ ൌ ට|ఝሷ ሺఠሻ|

గ
ቀథ
ଶ
ቁ. 

In same way as in time domain, if | ሷ߮ ሺ߱ሻ| ≫ 1 is assumed the Fresnel integrals can be replaced 

by their asymptotic values. This condition leads to  

 

݃ሺ߬ሻ ൌ ඨ
1

| ሷ߮ ሺ߱ሻ|
ሻ݁௝ሺఝሺఒሻାఒఛሻߣሺܣ	 	൤

1

√2
േ ݆

1

√2
൨ ൌ ඨ

1
|ߨ2 ሷ߮ ሺ߱ሻ|

ሻ݁௝ቀఝሺఒሻାఒఛേߣሺܣ
గ
ସቁ  ( 4.‐48 ) 

 

 

Relation between Stationary Phase Principle in time domain and in frequency domain: 

Starting from the preceding expressions and preceding conditions, we can relate the obtained 

results 

 

ሶሺ߬ሻߠ ൌ 	ߣ → ሺ߬ሻߠ ൌ නߣ ݀߬ ൌ ߬ߣ  

 
( 4.‐49 ) 

ሶ߮ ሺߣሻ ൌ െ߬	 → ߮ሺߣሻ ൌ න߬ ߣ݀ ൌ െ߬ߣ   ( 4.‐50 ) 

 

Equating the amplitudes of ( 4.‐39 ) and ( 4.‐43 ), we get 

 

|ሻߣሺܩ|	 ൌ ሻߣሺܣ ൌ ඨ
ߨ2

หߠሷሺ߬ሻห
ܽሺ߬ሻ 

 

( 4.‐51 ) 

|݃ሺ߬ሻ| ൌ ܽሺ߬ሻ ൌ
1

ඥ2ߨ| ሷ߮ ሺ߱ሻ|
 ሻߣሺܣ ( 4.‐52 ) 

 

We  can  find  a  relationship  between  the  Group  Delay  and  the  inverse  function  of  the 

instantaneous frequency. Similar relations can also be established between the instantaneous 

frequency and the inverse function of the Group Delay too 

 

  ߱௜ሺ߬ሻ ൌ ߣ ൌ ௗܶ
ିଵሺ߬ሻ			  ( 4.‐53 ) 

 
ௗܶሺߣሻ ൌ െ߬ ൌ ௜ݓ

ିଵሺߣሻ  ( 4.‐54 ) 

 

These two couples of equations are the most interesting ones for the signal synthesis problem. 
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Signal design using Stationary Phase Principle. 

This  technique  starts  specifying  two of  the  following  functions: ܽሺ߬ሻ, ,ሻߣሺܣ  ;ሻߣሺ߬ሻ and ߮ሺߠ
and the preceding results are used to find the other functions. A couple of related options are 
not  interesting  to be  selected.  For  example, ߠሺ߬ሻ  and ߮ሺߣሻ;  since  they  are directly  related 
through equation  (4.‐49) and  (4.‐50). The specifications of ܽሺ߬ሻ and ߠሺ߬ሻ or ܣሺߣሻ and ߮ሺߣሻ are 
not useful, because we could use the Fourier transform and inverse Fourier transform applied 
to one pair, respectively, to obtain the other. 
 
The remaining options are ሾܽሺ߬ሻ, ߮ሺߣሻሿ, ሾܣሺߣሻ, , and ሾܽሺ߬ሻ	ሺ߬ሻሿߠ  ሻሿ . Of these combinationsߣሺܣ

the last one is the most interesting. 

 

Here, we remember that the matched filter output studied or the uncertain function is  

 

,ሺ0ݔ ߱ௗሻ ൌ න ܽሺߦሻଶ݁ି௝ఠ೏క݀ߦ
ାஶ

ିஶ
 

 

( 4.‐55 ) 

,ሺ߬ݔ 0ሻ ൌ න ߦሻଶ݁ି௝కఛ݀ߦሺܣ
ାஶ

ିஶ
  ( 4.‐56 ) 

 

Thus  ܽሺ߬ሻ  and   ሻߣሺܣ are  designed  to  establish  desired  cuts  of  ambiguity  function  in  both 

directions. 

 

As to the signal design, we start from ( 4.‐53 ) 

 

ሶሺ߬ሻߠ ൌ 	ߣ
்௔௞௜௡௚

ௗ௘௥௜௩௔௧௜௩௘ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ หߠሷሺ߬ሻห ൌ ฬ
ߣ݀
݀߬
ฬ  ( 4.‐57 ) 

 

By applying equation ( 4.‐51 ), we obtain  

 

ሻߣሺܣ ൌ ඨ
ߨ2

หߠሷሺ߬ሻห
ܽሺ߬ሻ → ܽሺ߬ሻଶ݀߬ ൌ

ሻଶߣሺܣ

ߨ2
 ߣ݀ ( 4.‐58 ) 

 

In the same way as the preceding case, this following expression is produced by differentiation 

of ( 4.‐54 ) and substitution in ( 4.‐52 ) 
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ሶ߮ ሺߣሻ ൌ െ߬	

஺௣௣௟௬௜௡௚
ௗ௜௙௙௘௥௘௡௧௔௧௜௢௡
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ | ሷ߮ ሺߣሻ| ൌ ฬ

݀߬
ߣ݀
ฬ  ( 4.‐59 ) 

 

ܽሺ߬ሻ ൌ
ሻߣሺܣ

ඥ2ߨ| ሷ߮ ሺߣሻ|
→ ܽሺ߬ሻଶ݀߬ ൌ

ሻଶߣሺܣ

ߨ2
 ߣ݀ ( 4.‐60 ) 

 

By indefinite integration of ( 4.‐58 ) or ( 4.‐60 ) 

 

න ܽሺߦሻଶ݀ߦ
ఛ

ିஶ
ൌ

1
ߨ2

න ߟሻଶ݀ߟሺܣ
ఒ

ିஶ
  ( 4.‐61 ) 

 

We call ܲሺ߬ሻ	and ܳሺߣሻ the term on the left of the equal and the term on the right of the equal, 

respectively. Therefore 

 

ܲሺ߬ሻ ൌ න ܽሺߦሻଶ݀ߦ
ఛ

ିஶ
ൌ

1
ߨ2

න ߟሻଶ݀ߟሺܣ
ఒ

ିஶ
ൌ ܳሺߣሻ  ( 4.‐62 ) 

 

If ܲሺ߬ሻ	 and ܳሺߣሻ are evaluated in ߬ ൌ ∞ and	ߣ ൌ ∞, we obtain the Parseval´s Theorem. From 
( 4.‐52 )  

 

| ሷ߮ ሺ߱ሻ| ൌ
1
ߨ2

ሻଶߣሺܣ

ܽሺ߬ሻଶ
  ( 4.‐63 ) 

 

By using double indefinite integration 

 

| ሶ߮ ሺ߱ሻ| ൌ
1
ߨ2

න
ሻଶߣሺܣ

ܽሺ߬ሻଶ
ߣ݀ ൅ ଵܦ   ( 4.‐64 ) 

 

|߮ሺ߱ሻ| ൌ
1
ߨ2

ඵ
ሻଶߣሺܣ

ܽሺ߬ሻଶ
ଶߣ݀ ൅ ߣଵܦ ൅  ଶܦ ( 4.‐65 ) 

 

In the same way, from ( 4.‐51 ) 

 

หߠሶሺ߬ሻห ൌ නߨ2
ܽሺ߬ሻଶ

ሻଶߣሺܣ
݀߬ ൅  ଵܥ ( 4.‐66 ) 
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|ሺ߱ሻߠ| ൌ ඵߨ2
ܽሺ߬ሻଶ

ሻଶߣሺܣ
݀߬ଶ ൅ ଵ߬ܥ ൅  ଶܥ ( 4.‐67 ) 

 

According  to  these  results  it  is possible  to design  signals  that produce  low  sidelobes  in  the 

output matched filter. We are going to review some practical cases in the next section. 

 

Example of practical signals: 

 Moduli of Same Form 

Equating ܽሺ߬ሻ and	ܣሺߣሻ, by using equation ( 4.‐52 ) 

 

ܽሺ߬ሻ
ሻߣሺܣ

ൌ ඨ
1

ሻሷߣห߮ሺߨ2 ห
  ( 4.‐68 ) 

 

ห߮ሺߣሻሷ ห ൌ
1
ߨ2

ൌ  ଴ܭ ( 4.‐69 ) 

 

We obtain a constant	| ሷ߮ ሺߣሻ|, then by double integration of ( 4.‐69 )  

 

߮ሺߣሻ ൌ ඵܭ଴ ߣ݀ ൌ
଴ܭ
2
ଶߣ ൅ ߣଵܥ ൅  ଶܥ ( 4.‐70 ) 

 

 

Next, relating | ሷ߮ ሺߣሻ| with หߠሷሺ߬ሻห and using ( 4.‐51 ) and ( 4.‐52 )  

ඨ
1

ሻሷߣห߮ሺߨ2 ห
ൌ
ܽሺ߬ሻ
ሻߣሺܣ

ൌ ඨหߠሺ߬ሻ
ሷ ห

ߨ2
  ( 4.‐71 ) 

 

หߠሺ߬ሻሷ ห ൌ
1

ห߮ሺߣሻሷ ห
ൌ  ଵܭ ( 4.‐72 ) 

 

In the same way as ( 4.‐71 ), we obtain  
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ሺ߬ሻߠ ൌ ඵܭଵ ݀߬ ൌ
ଵܭ
2
߬ଶ ൅ ଷ߬ܥ ൅  ସܥ ( 4.‐73 ) 

 

Therefore, we  obtain  the  quadratic  functions  ߮ሺߣሻ    and	ߠሺ߬ሻ.  According  to  the  preceding 
results,  they  agree with  the  CHIRP  pulse.  For  fulfil  the  conditions  (  4.‐49  )  and  (  4.‐50  ),  it  is 

necessary  a  larger  duty  cycle  and  a  small  frequency  excursion.  These  two  conditions  are 

undesired because larger bandwidth is required. 

 

 Constant envelope pulse. 

Now we revise an example developed by Key et al. in 1961. Assuming the following signal 

 

ܽሺ߬ሻ ൌ ݐܿ݁ݎܣ ቀ
߬
ܶ
ቁ  ( 4.‐74 ) 

 

ሻߣሺܣ ൌ
ටܣ2

ܶ
∆߱

ට1 ൅ ቀ ቁ߱∆ߣ
ଶ
  ( 4.‐75 ) 

 

Equation ( 4.‐74 ) represents a constant pulse of duration ܶ in time domain. By using ( 4.‐52 ), we 

obtain  

 

ห߮ሺߣሻሷ ห ൌ േ
1
ߨ2

ቆ
ሻߣሺܣ

ܽሺ߬ሻ
ቇ
ଶ

ൌ േ
2ܶ

߱∆ߨ ቆ1 ൅ ቀ ቁ߱∆ߣ
ଶ
ቇ
 

( 4.‐76 ) 

 

By applying integration in ( 4.‐76 ) the time delay results as 

 

ห߮ሺߣሻሶ ห ൌ െ ௗܶ ൌ නേ
2ܶ

߱∆ߨ ቈ1 ൅ ቀ ቁ߱∆ߣ
ଶ
቉
ߣ݀ ൌ േ

ܶ
ߨ
tanିଵ ൬

ߣ2
∆߱

൰ ൅  ଵܥ
( 4.‐77 ) 

 

Then, setting the constant to be zero (this condition implies	߮ሺ0ሻ ൌ 0) and again applying 
integration  
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߮ሺߣሻ ൌ නേ
ܶ
ߨ
tanିଵ ൤

ߣ2
∆߱

൨ ߣ݀ ൌ േ
∆߱ܶ
2

ቊ
ߣ2
߱∆ߨ

tanିଵ ൬
ߣ2
∆߱

൰ െ
1
ߨ2

݈݊ ቆ1 ൅ ൤
ߣ2
∆߱

൨
ଶ

ቇቋ  ( 4.‐78 ) 

 

Starting from ( 4.‐77 ), the instantaneous frequency is obtained with the inverse function of the 

group delay   

െ ௗܶ ൌ േ
ܶ
ߨ
tanିଵ ൬

ߣ2
∆߱

൰
௜௡௩௘௥௦௘
௙௨௡௖௧௜௢௡
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ ௗܶ

ିଵሺ߬ሻ ൌ ߱௜ሺ߬ሻ ൌ ∓
∆߱
2
tan ቀ

ߨ
ܶ
߬ቁ  ( 4.‐79 ) 

 

To finish, we apply integration of ( 4.‐79 ) 

ሺ߬ሻߠ ൌ න߱௜ሺ߬ሻ	݀߬ ൌൌ ∓
∆߱ܶ
ߨ2

݈݊ ቀቚcos
ߨ
ܶ
߬ቚቁ ൅  ଵܭ ( 4.‐80 ) 

 

Other FM laws  

Although we have studied waveforms that fulfil the Stationary Phase Principle, other laws that 

do not meet  this principle  can be used  too. Any  FM modulation may be used  to  compress 

pulses  [Peyton  Z.  Peebles  Jr,  1998].  The  following  figures  depict  five  FM  laws  which  are 

studied in the section 5.4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ݐ

௜݂ሺݐሻ 

ࢌ∆

ࢀ

଴݂ 

௜݂ሺݐሻ 

଴݂∆ࢌ

ࢀ
ݐ

௜݂ሺݐሻ 

଴݂ 

ࢀ

ݐ

ࢌ∆

଴݂ 

 ࢌ∆

ࢀ

௜݂ሺݐሻ

ݐ
Fig 4.‐12: Even Quadratic FM law. Fig 4.‐11: Odd Quadratic FM law. 

Fig 4.‐14: Even Vee FM law.  Fig 4.‐13: Odd Vee FM law. 
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ݐ

ࢌ∆

ࢀ

௜݂ሺݐሻ

଴݂

Fig 4.‐15: Stepped Linear FM law.
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૛࢝ ࡹ࢝

4.3.3 Adaptive Pulse Compression algorithms 

 

  Several authors have  studied compression  techniques based on adaptive algorithms. 

They consist of a filter coefficients adjustment. These algorithms are used to evaluate the filter 

coefficients  to  their optimum values according  to a criterion. Two main criteria are used  [B. 

Zrnic et al., 1998]: 

 Mean square sidelobe level suppression. 

 Peak sidelobe level suppression. 

The first approach is useful for uniformly distributed clutter case, and the second one is useful 

for non‐uniformly distributed clutter scenario. Below, we study the Recursive method of Least 

Square  (RLS),  besides,  other  iterative  approaches  exist,  such  as  Iterative  Reweighted  Least 

Squares  (IRLS)  [A.  J. Zejak et al., 1991],  [A.  J. Zejak et al., 1994]; or Minimum Mean‐Square 

Error Reiteration (MMSE) [S. D. Blunt & K. Gerlach, 2003], [S. D. Blunt & K. Gerlach, 2004], [S. 

D. Blunt et al., 2009]. 

 

RLS algorithm 

Let´s suppose the following transversal filter structure [B. Zrnic et al., 1998] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

The adaptive criterion is  

 

|݁௞| ൒ ܪܶ ( 4.‐81 ) 

 

 ૚ିࢠ  ૚ିࢠ  ૚ିࢠ  ૚ିࢠ

 ࢑ࢊ

࢝૙ 

࢛࢑ 

࢝૚ ࢝૜

࢟࢑ 

࢑ࢋ

Fig 4.‐16: Block Diagram of Adaptive Mismatched Filter.
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where TH is the threshold and ݁௞ ൌ ࢑ࢊ െ ࢟࢑.  The coefficients are recalculated if the condition  

( 4.‐82 ) is fulfilled. According to the RLS formulation, a modified procedure is used to calculate 

the filter coefficients. 

Assuming ݆ ൌ 1,2,3, … ,  as 	ܮ iteration subscript, and ݇ ൌ 1,2,3, … , ܰ ൅ܯ െ 1 as the values  in 
݇‐th time instant, then we carry out the following steps. 

 

 Step 1: Error estimation  

 

݁௞ ൌ ݀௞ െ ௞ݓ
ுݑ௞ ( 4.‐82 ) 

 

 Step 2: Gain vector estimation 

 

௞ܭ ൌ ቐ
ଵିߣ ௞ܲିଵ

௞ݑ
ሺ1 ൅ ௞ݑଵିߣ

ு
௞ܲିଵݑ௞ሻ

|݁௞| ൒ ௝ିଵܪܶ

௞ିଵܭ																				 ݁ݎ݄݁ݓ݁ݏ݈݁
  ( 4.‐83 ) 

 

Where ߣ  is  the weigthing  factor, ݑ௞  is  the  input vector, which consists of ܰ  samples of  the 

input  signal,  and  ௞ܲ   is  a  matrix,  which  carries  information  about  the  reliability  of  the 

estimation. Moreover ሺ൉ሻு denotes the Hermitian transpose. 

 

 Step 3: Coefficients calculation. We increment ݇. Note that the error function depends 
on the filter coefficients of the previous stage (݇ െ 1). 

 

௞ݓ ൌ ൜
௞ିଵݓ	 ൅ ௞݁௞ܭ |݁௞| ൒ ௝ିଵܪܶ
௞ିଵݓ					 ݁ݎ݄݁ݓ݁ݏ݈݁

  ( 4.‐84 ) 

 

 Step 4:  ௞ܲ  matrix estimation 

 

௞ܲ ൌ ቊ
ଵ൫ିߣ ௞ܲିଵ െ ௞ݑ௞ܭ

ு
௞ܲିଵ൯ |݁௞| ൒ ௝ିଵܪܶ

																				 ௞ܲିଵ ݁ݎ݄݁ݓ݁ݏ݈݁
  ( 4.‐85 ) 

 

 Step 5: Threshold setting  
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௞ݎݎ݁ ൌ |݁௞| ( 4.‐86 ) 

 

௝ܴܴܧ_ܺܣܯ ൌ maxሺ݁ݎݎሻ ( 4.‐87 ) 

 

௝ܪܶ ൌ ߜ ௝ܴܴܧ_ܺܣܯ ( 4.‐88 ) 

 

Where maxሺ൉ሻ represents the maximum value of the vector, and ߜ is a constant related to the 
convergence rate, which  is close or equal to 1. Note that the threshold  is proportional to the 
maximum error committed in all iterations. 

The algorithm need to initialize the vector ݓ଴, the matrix  ଴ܲ, and the threshold value ܶܪ. Note 
that  we  perform  a  new  iteration  to  compute  the  correction  coefficients  when  the  error 

exceeds or  is equal to ܶܪ  in a time  instant. This method attempts to minimize the maximum 

error  value  (Minimax  criterion).  These  adaptive  filter  are  known  as  self‐clutter  suppression 

filter.  

 

 

 

4.4 Other Pulse Compression techniques  

 

   The purpose of this section  is to review other techniques used  in pulse compression. 

The goal is the same one as with the preceding techniques.  

 

4.4.1 Pulse Compression by Costas FM 

 

  Varying  frequency  discretely  through  the waveform  is  known  as  frequency  hopping 

[Peyton Z. Peebles Jr, 1998]. It is possible to compress a pulse built by discrete frequencies.  

Let us  suppose a  total waveform duration, ܶ, and ܰ  fractions of ܶ with  the  same duration. 

Therefore   

 

௜ܶ ൌ
ܶ
ܰ
				 ݅ ൌ 1,2,3, … , ܰ  ( 4.‐89 ) 
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௜ܶ is the time interval in which a discrete frequency is transmitted. Thus, we assume ܰ possible 
frequencies  

 

߱௜ ൌ ߱଴ ൅ ݂ߜ݅ߨ2 ݅ ൌ 1,2,3, … , ܰ ( 4.‐90 ) 

 

Where ݂ߜ ൌ
ଵ

்೔
. According to ( 4.‐91 ) the maximum frequency is  

 

∆݂ ൌ ݂ߜܰ ൌ
ܰ

௜ܶ
  ( 4.‐91 ) 

 

And the time‐bandwidth product of the total pulse is  

 

∆݂ܶ ൌ ܰଶ݂ߜ ௜ܶ ൌ ܰଶ ( 4.‐92 ) 

 

Thereby, the duration of the compressed pulse is 
ଵ

∆௙
ൌ

்

ேమ
. 

The overall pulse can be viewed as ܰܰݔ array [Peyton Z. Peebles Jr, 1998], where the columns 

represent the frequency that  is transmitted  in a given  instant  ௜ܶ, and the rows represent the 

available frequencies. The next figure, Fig 4.‐17, depicts an example  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

In  this  example  ଵ݂  is  the  first  frequency  transmitted,  ଶ݂  is  the  second  one,  then,  ߱ସ  is 
transmitted, ଼݂  is the fourth one and so on.  

଴ܶ					 ଵܶ					 ଶܶ	 ଷܶ ସܶ ହܶ ଺ܶ ଻ܶ ଼ܶ ଽܶ

ଵ݂

ଶ݂

ଷ݂

ସ݂

ହ݂

଺݂

଻݂

଼݂

ଵ݂଴

ଽ݂

Fig 4.‐17: Costas FM Matrix. Frequency Hopping.



 Investigation in Pulse Compression Techniques for Radar systems. Pulse Compression 
 

72 
 

Several ways exist  to decide what  frequency  is  transmitted  in a given  time  instant, but,  the 

most  important  is  the  Costas  FM  method.  This  method  generates  frequency  hopping 

sequences known as Costas sequences. 

The Costas FM pulses produce sidelobes down from the main lobe by 
ଵ

ே
 for all regions of delay‐

Doppler  plane.  In  other  words,  the  main  peak  decreases  rapidly  in  the  ,ሺ0ݔ| ߱ௗሻ|ଶ  and 
,ሺ߬ݔ| 0ሻ|ଶ  ambiguity  function  cuts.  This  fact  is  desired  in  applications where  small Doppler 

shifts are expected.  

If ܰ  increases, the sidelobes and the compressed pulse width decrease. However, the Costas 

sequences  ()  also  decrease,  since  the  Costas  sequences must meet  the  following  rule:  one 

frequency per time slot (columns) and one time slot per frequency (rows) [Peyton Z. Peebles 

Jr, 1998]. 

Thus,  it  is more  difficult  to  find  a  good  performance  sequences  (there  are  ௖ܰ ൌ 4  Costas 

sequences for ܰ ൌ 3, thus 
ே೎
ே!
ൌ

ଶ

ଷ
ൌ 0.667, in other words, the probability of finding a Costas 

sequence is 66,7% when the code length is 3; there are  ௖ܰ ൌ 12 Costas sequences for ܰ ൌ 4, 

thus 
ே೎
ே!
ൌ

ଵ

ଶ
ൌ 0.5;  and,  there  are  ௖ܰ ൌ 7852  Costas  sequences  for  ܰ ൌ 12,  thus 

ே೎
ே!
ൌ

ଵଽ଺ଷ

ଵଵଽ଻ହ଴ସ଴଴
ൌ 1.639	10ିହ).  

 

4.4.2 Pulse Compression by Phase Coding 

 

  A pulse can be compressed by using phase modulation  [Peyton Z. Peebles  Jr, 1998]. 

There are two approaches namely, use either binary codes or M‐phase codes to perform the 

phase modulation. We discuss the basic concept for the binary codes case. 

 

Basic concept  

In the same way as Costas FM, the pulse is divided in ܰ fractions (subpulses), whose duration 

is  ௡ܶ ൌ
்

ே
, where ܶ  is  the  total  pulse  duration  [Peyton  Z.  Peebles  Jr,  1998].  Each  subpulse 

maintains the same carrier frequency, but the phase changes between subpulses.  It results a 

waveform with  constant modulus  and  variable  phase  over  ܶ;  codes  sequences  of  discrete 
values can describe these phase changes. The basic  idea consists of designing a code in order 

to achieve low sidelobes. 

Let us suppose a binary phase coding; the possible phase values are 0 and ߨ (since they are the 
values most separated, in terms of the phase signal). The complex envelope of the pulse is 

 



 Investigation in Pulse Compression Techniques for Radar systems. Pulse Compression 
 

73 
 

݃ሺݐሻ ൌ ෍ܣ	ݐܿ݁ݎ ቌ
ݐ ൅ ቀܰ ൅ 1

2 െ ݊ቁ ௡ܶ

௡ܶ
ቍ

ே

௡ୀଵ

݁௝ఏ೙

ൌ ෍݀௡ܣ ݐܿ݁ݎ ቌ
ݐ ൅ ቀܰ ൅ 1

2 െ ݊ቁ ௡ܶ

௡ܶ
ቍ

ே

௡ୀଵ

 

( 4.‐93 ) 

 

Where ܣ is a nonzero constant and ݀௡ ൌ ൜
൅1	݂ݎ݋	ߠ௡ ൌ 0
െ1	݂ݎ݋	ߠ௡ ൌ   .ߨ

From ( 3.‐42 ), and in complex envelope terms, the matched filter output for ߱ௗ ൌ 0 is 

 

,ሺ߬ݔ 0ሻ ൌ න ݃∗ሺߦሻ ݃ሺߦ ൅ ߬ሻ݀ߦ
ାஶ

ିஶ
  ( 4.‐94 ) 

 

The preceding expression  is the autocorrelation function of ݃ሺݐሻ. By supposing the following 
pulse, with ܰ ൌ 6, as shown in Fig 4.‐18 

 

 

Fig 4.‐18: Pulse Formed by Phase Coding. 

 

According to the expression ( 4.‐94 ), for ߬ ൌ 2 ௡ܶ we obtained the signal shown in Fig 4.‐19. 

 ߦ
ܶ
2
 

െ
ܶ
2
 

൅൅  ൅

െ െ െ

೙்
ርۛ ۛۛ ۛۛ ሮ 

݃ሺߦሻ

൅ܣ

െܣ



 Investigation in Pulse Compression Techniques for Radar systems. Pulse Compression 
 

74 
 

 

Fig 4.‐19: Phase Code pulse delayed by ૛࢔ࢀ. 

 
Thereby, by the product ݃ሺߦሻ݃ሺߦ ൅ 2 ௡ܶሻ, it results into the signal shown in Fig 4.‐20. 

 

 

Fig 4.‐20: Autocorrelation for ࣎ ൌ ૛࢔ࢀ. 

 
The area of this function is 0. Next, when ߬ ൌ 0 the signal shown in Fig 4.‐21 is obtained. 

 

Fig 4.‐21: Autocorrelation for ࣎ ൌ ૙. 
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 ߦ

െ  െ

൅ ൅
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In this case, the area is ൅6ܣଶ ௡ܶ. According to the process described above, the matched filter 

output is shown in Fig 4.‐22. 

 

 

 

Fig 4.‐22: Pulse Compressed by using Phase Coding. 

 

Notice that we achieve the goal of compressing the pulse with rather low side lobe levels. 

൅6ܣଶ ௡ܶ

െܶ ܶ 
߬ 

െܣଶ ௡ܶ െܣଶ ௡ܶ 

െ2ܣଶ ௡ܶ  െ2ܣଶ ௡ܶ

ଶܣ ௡ܶ ܣଶ ௡ܶ 

െܣଶ ௡ܶ െܣଶ ௡ܶ 

,ሺ߬ݔ 0ሻ
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Chapter 5. Simulation Results 

 

  This section provides the results and conclusions obtained  in this work. We got these 

results by using Matlab Tool. We implemented the necessary functions whose information are 

available in the Appendix B. Before discussing the results it is necessary to clarify some aspects 

of the simulations carried out. 

 

 

5.1. Considerations 

 

Burst of Pulses  

In preceding  sections we  studied  the matched  filter output  for either continuous or a single 

pulse. The results presented in this chapter were obtained by using various pulse replications. 

Below we revise a multiple pulses case to interpret better the results.  

Let us suppose that the transmitted signal is composed of various replications of a given pulse, 

whose complex envelope is ݃ଵሺݐሻ. Thus we can write complex envelope of the complete signal 

as [Peyton Z. Peebles Jr, 1998] 

 

݃ሺݐሻ ൌ ෍ ݃ଵሺݐ െ ݊ ௥ܶሻ
ேିଵ

௡ୀ଴

  ( 5.‐1 ) 

 

Where  ௥ܶ is the separation between adjacent pairs of pulses; condition  ௥ܶ ൐ 2 ଵܶ  (where  ଵܶ is 

the duration of a single pulse) is fulfilled in order to avoid overlap replicas as Fig 5.‐1 shows. 

 

Fig 5.‐1: Burst of pulses. 
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Thus, from equation ( 3.‐34 ) , we can write the uncertain function of the complete signal as  

 

,ሺ߬ݔ ߱ௗሻ ൌ ෍ ෍ ݁௝௡ఠ೏ ೝ்ݔଵሺ߬ െ ሺ݉ െ ݊ሻ ௥ܶ, ߱ௗሻ
ேିଵ

௠ୀ଴

ேିଵ

௡ୀ଴

  ( 5.‐2 ) 

 

Note that ( 5.‐2 ) is the sum of shifted replicas of ݔଵሺݐሻ by ሺ݉ െ ݊ሻ ௥ܶ, and weighted by a phase 

factor. 

By taking ݇ ൌ ݉ െ ݊ 

 

,ሺ߬ݔ ߱ௗሻ ൌ ෍ ෍ ݁௝ሺ௠ି௞ሻఠ೏ ೝ்ݔଵሺ߬ െ ݇ ௥ܶ, ߱ௗሻ
ேିଵା௞

௠ୀ଴

଴

௞ୀିሺேିଵሻ

൅ ෍ ෍ ݁௝ሺ௠ି௞ሻఠ೏ ೝ்ݔଵሺ߬ െ ݇ ௥ܶ, ߱ௗሻ
ேିଵି௞

௡ୀ଴

ேିଵ

௞ୀଵ

 

( 5.‐3 ) 

 

Considering the following mathematical identity 

 

෍݁௝௡ఉ
ெ

௡ୀ଴

ൌ ݁௝ெ
ఉ
ଶ
sin ൬

ሺܯ ൅ 1ሻߚ
2 ൰

sin ൬
ߚ
2൰

  ( 5.‐4 ) 

 

We can rewrite ( 5.‐3 ) as  

 

,ሺ߬ݔ ߱ௗሻ ൌ ݁௝ሺேିଵሻఠ೏
ೝ்
ଶ ෍ ሺܰ െ |݇|ሻݔଵሺ߬

ேିଵ

௞ୀିሺேିଵሻ

െ ݇ ௥ܶ, ߱ௗሻ ݁
ି௝௞ఠ೏

ೝ்
ଶ ቈ
sin൫ሺܰ െ |݇|ሻ ௥ܶ߱ௗ/2൯
ሺܰ െ |݇|ሻ sinሺ ௥ܶ߱ௗ/2ሻ

቉ 

( 5.‐5 ) 

 

Note that the replicas of ݔଵሺݐሻ are centered in ݇ ௥ܶ‐delays for ݇ ൌ േ1,േ2,… , േሺܰ െ 1ሻ, with 
amplitudes ܰ െ |݇|. Finally  

 

,ሺ߬ݔ| ߱ௗሻ| ൌ ෍ ሺܰ െ |݇|ሻ|ݔଵሺ߬ െ ݇ ௥ܶ, ߱ௗሻ|
ேିଵ

௞ୀିሺேିଵሻ

ቤ
sin൫ሺܰ െ |݇|ሻ ௥ܶ߱ௗ/2൯
ሺܰ െ |݇|ሻ sinሺ ௥ܶ߱ௗ/2ሻ

ቤ  ( 5.‐6 ) 
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Therefore,  the  term 
ୱ୧୬൫ሺேି|௞|ሻ ೝ்ఠ೏/ଶ൯

ሺேି|௞|ሻ ୱ୧୬ሺ ೝ்ఠ೏/ଶሻ
 accomplishes  it maximum  in ߱ௗ ൌ

௤ଶగ

ೝ்
  (where ݍ  is an 

integer), and  then  it decreases  rapidly. This  fact provokes  that  the signal  level  increases and 

decreases repeatedly. 

 

Doppler sign 

The  criterion  used  to  fix  the  Doppler  sign  varies  between  authors. We  assumed  that  the 

Doppler  sign  is  positive  when  target  is  moving  away,  and  negative  when  the  target  is 

approaching the radar. 

 

Pulse detection 

All the simulations have been carried out by using a non‐coherent detection system to get the 

baseband  information of the received signal. Thus, there  is not negative  level of signal of the 

detected signals. We used the detection diagram block depicted in Fig 5.‐2. 

 

 

 

 

 

 

   

|ሻݐሺݎ| ሻݐሺݎ ሻݐௗ௘௧ሺݎ

Fig 5.‐2: Detector used for the simulations.
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5.2. Linear FM pulse (CHIRP) 

 

  The  first  set of  results were  carried out  for understanding  the  compression process. 

For this purpose we simulated the compression of a CHIRP pulse  in different situations. First, 

we started from varying the pulse parameters in the presence of nonmoving target to observe 

the  spectrum  and  the  compressed  pulse  behavior.  Next,  we  simulated  the  CHIRP  pulse 

compression for moving targets and calculated the ambiguity functions. Finally, we simulated a 

pulse compression  in  the presence of  two nearby  targets, namely a big  scatter  target and a 

small scatter target. 

 

 product dependency for CHIRP pulse‐ࢀࢌ∆ 5.2.1

As  it was studied  in section 4.2,  the ∆݂ܶ‐product affects  to  the quality of  the spectrum of a 

CHIRP pulse. Thereby  it also affects to the compressed pulse. The parameters used to probe 

the ∆݂ܶ dependency are shown in Table 5.‐1. 

 

Table 5.‐1: Simulation 1.

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
 

 

We performed a ∆݂ variable sweep  for values  included between 100ݖܪܭ and 1ݖܪܯ with a 
  .step. The figures included in this section are the most important ones ݖܪܭ50

Fig 5.‐3 and Fig 5.‐4 have been obtained for ∆݂ ൌ 150	ሾݖܪܭሿ, and the ∆݂ܶ‐product is equal to 
25. Note that a peak amplitude appears in ݐ ൌ 166.667	ሾݏߤሿ approximately. This time instant 

corresponds to the end of the transmitted pulse (it means that the target is at zero distance), 

and the surrounding level of the signal is much lower that the main lobe. Fig 5.‐3 confirms the 

functionality of the pulse compression by using CHIRP pulses. By focusing on the spectrum of 

compressed signal (Fig 5.‐4), we note that the width of the spectrum is equal to 2∆݂ because 
of  the  fact  that  the  instantaneous  frequency  is  defined  between  ଴݂  and  ଴݂ ൅ ∆݂  (Carson 

bandwidth rule), besides the spectrum is symmetric with respect to  ଴݂ ൅
∆݂

2ൗ .  

If the ∆݂ܶ‐product increases, the width of the compressed pulse decreases. We can note this 

fact  by  observing  Fig  5.‐5,  Fig  5.‐6  (for  ∆݂ ൌ 300	ሾݖܪܭሿ);  Fig  5.‐7,  Fig  5.‐8  (for  ∆݂ ൌ
600	ሾݖܪܭሿ) ; and Fig 5.‐9, Fig 5.‐10 (for ∆݂ ൌ 900	ሾݖܪܭሿ). Note that the wider the spectrum of 

the CHIRP pulse,  the narrower  the  compressed pulse and  the  lower  the  level of  the  second 

lobes. Besides,  the  spectrum quality  increases  if ∆݂ܶ‐product  increases due  to  the  Fresnell 
integrals terms (see equation (4.‐22) in section 4.2). 



                                                    Investigation in Pulse Compression Techniques for Radar systems. Simulations Results  
 

80 
 

 

Fig 5.‐3: Simulation 1, Detected Signal ∆ࢀࢌ ൌ ૛૞. 

 

 

Fig 5.‐4: Simulation 1, Detected Signal ∆ࢀࢌ ൌ ૛૞. 
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Fig 5.‐5: Simulation 1, Detected Signal ∆ࢀࢌ ൌ ૞૙. 

 

 

Fig 5.‐6: Simulation 1, Detected Signal ∆ࢀࢌ ൌ ૞૙. 
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Fig 5.‐7: Simulation 1, Detected Signal ∆ࢀࢌ ൌ ૚૙૙. 

 

 

Fig 5.‐8: Simulation 1, Detected Signal ∆ࢀࢌ ൌ ૚૙૙. 
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Fig 5.‐9: Simulation 1, Detected Signal ∆ࢀࢌ ൌ ૚૞૙. 

 

 

Fig 5.‐10: Simulation 1, Spectrum of Transmitted Signal ∆ࢀࢌ ൌ ૚૞૙. 
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In order to summarize the behavior described above, Fig 5.‐11 depicts the secondary lobe level 

and evolution of pulse width for all values of ∆݂ܶ used  in this experiment. Fig 5.‐11 confirms 

that the pulse width decreases if the ∆݂ܶ‐product increases. Besides when the ∆݂ܶ product is 
very  large  the  reduction  of  the  width  of  the  compressed  pulse  is  smoother  (it  has  an 

asymptotic behavior). Also the secondary lobes are smoothly decreased by increasing the ∆݂ܶ 
product over 50. 

 

 

 

Fig 5.‐11: Simulation 1, Secondary Lobe Level and Pulse Width vs ∆ࢀࢌ‐product. 
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5.2.2 CHIRP pulse compression for moving targets  

We continued with moving target simulations. For these simulations we fixed the parameters 

as is shown in Table 5.‐2. 

 

Table 5.‐2: Simulation 2.

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
∆݂ ൌ 400 ሾݖܪܭሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
 

 

We performed five simulations setting the distance to the target to zero and the next values of 

Doppler Effect:  ௗ݂ ൌ െ15, 5, 0, 5 and 15ሾݖܪܭሿ. The compressed pulses are shown in Fig 5.‐12. 

Note that the maximum of the compressed pulse appears in different time instants despite the 

fact  that  the range  to  the  target does not change. Besides  the amplitude of  the compressed 

signal varies if the Doppler Shift varies.  

 

 

 

Fig 5.‐12: Simulation 2, Detected Signals in presence of Doppler Shift. 
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The ambiguity function provides information to observe better the Doppler Effect in the pulse 

compression. Thus, we calculated the ambiguity functions for different values of ∆݂ and fixing 
the other parameters as in the preceding simulation (Table 5.‐2). Fig 5.‐13, Fig 5.‐14, Fig 5.‐15 

and  Fig  5.‐16  illustrate  the more  representative  ambiguity  functions  obtained  for  different 

values of ∆݂ (100, 300, 500 and 1000	ሾݖܪܭሿ respectively).  

By observing from Fig 5.‐13 to Fig 5.‐16, we note that the maximum values of the filter output 

are shifted along the time axis, if the Doppler frequency varies. This fact produces an error in 

the  range measurement when a  target  is moving. The  straight  lines obtained by  connecting 

two  maximums  have  different  slopes  in  the  different  cases.  This  slope  depends  on  the 

modulation  index ߤ (see Fig 4.‐3  in section 4.2). If ߤ  increases, the slope tends to the vertical 
axis.  In  a  full  matching  case  (ideal  case)  the  slope  is  ∞.  Furthermore,  the  filter  output 

fluctuates,  thus  it  complicates  the detection of  the  target. As  it was  commented  in  section 

5.2.1, the larger ∆݂ܶ‐product, the wider the pulse.  

 

 

 

Fig 5.‐13: Simulation 2, Ambiguity Function ∆ࢀࢌ ൌ ૚૟. ૟૟૟ૠ. 
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Fig 5.‐14: Simulation 2, Ambiguity Function ∆ࢀࢌ ൌ ૞૙. 

 

 

Fig 5.‐15: Simulation 2, Ambiguity Function ∆ࢀࢌ ൌ ૡ૜. ૜૜૜૜. 
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Fig 5.‐16: Simulation 2, Ambiguity Function ∆ࢀࢌ ൌ ૚૟૟. ૟૟૟ૠ. 

 

 

By  analyzing  the maximum  positions  in  the  preceding  results, we  notice  that  the  distance 

between  maximums  do  not  differ  for  different  values  of  ∆݂;  the  separation  between 
maximums  depends  directly  on  the  transmission  instant,  in which  the  transmitted  pulse  is 

active. In the preceding simulations the duty cycle was ݂ܶݎ݌ ൌ 0.5. Thus for a lesser value of 
 the maximums are nearer, as ,(maintaining the same duty cycle) ݂ݎ݌ it  is shown  in Fig 5.‐17. 

This ambiguity function were obtained via fixing the ݂ݎ݌ to 1.5	ሾݖܪܭሿ. However if we reduce 
the ݂ݎ݌ of the transmitted pulse, the blind ranges increase.  

 

The  Chapter  6  provides  information  about  a  novel method  to  solve  the  issues  commented 

above  (maximum values deviation and output  signal  fluctuations).  It consists of  identify and 

compensate the Doppler shift by using tunable filters.  
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Fig 5.‐17: Simulation 2, Ambiguity Function ∆ࢀࢌ ൌ ૚૟૟. ૟૟૟ૠ and ࢌ࢘࢖ ൌ ૚. ૞	ሾࢠࢎࡷሿ. 

 

 

 

5.2.3 Small Target hidden by a larger target  

As we commented  in preceding sections, a small scattered target may be masked by a  larger 

target, this effect is known as overshadowing (the large one overshadows the small one). This 

fact is due to the sidelobes presence. We simulated an overshadowing case. For this simulation 

the values were fixed as shown in Table 5.‐3. 

 

Table 5.‐3: Simulation 3.

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
∆݂ ൌ 800 ሾݖܪܭሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
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Fig 5.‐18 displays a target overshadowed by another bigger target due  to the sidelobes. This 

fact causes a bad detection of the smaller target. Thus, it is necessary to reduce the sidelobes 

to  improve  the  target  detection.    Additionally,  a  large  level  of  sidelobes  could  cause  false 

alarms.  

 

 

 
Fig 5.‐18: Simulation 3, Overshadowing Target by using CHIRP Pulse. 
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5.3. Sidelobes suppression. Mismatching Filtering 

 

  This  section  provides  information  about  the  sidelobes  suppression  by  using 

mismatched  filters. We  have  implemented  two  filters,  the  Taylor  Filter  and  its  truncated 

version. We start the study with the second one. 

 

5.3.1 Truncated Taylor´s Filter 

In this section we observe the result of pulse compression by using a truncated Taylor Filter. 

We start from assessing the compression performance varying the ∆݂ܶ‐product by entering a 
truncated Taylor Filter. Next, we discuss the results obtained by performing a sweep varying 

the  filter  parameters  to  assess  how  to  they  affect  to  the  sidelobes  suppression.  Also  we 

observed  the  filter  transfer  function.  Before,  it  is  necessary  to  remember  the  truncated 

Taylor´s Filter Transfer Function (see equation ( 4.‐36 )  in section 4.3.1): 

 

ሺ߱ሻ|௧௥௨௡௖௔௧௘ௗ்ܪ ൌ ൜݇ ൅ ሺ1 െ ݇ሻ cos௡ ൬
߱ߨ2
∆߱

൰ൠ ݐܿ݁ݎ ቀ
߱
∆߱

ቁ  ( 5.‐7 ) 

 

Where ݇ ൌ
ଵିଶிభ
ଵାଶிభ

.  

 

 

Influence of ∆ࢀࢌ‐product 

For this simulation we fixed the parameters as Table 5.‐4 shows. 

 

Table 5.‐4: Simulation 4.

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
݊ ൌ 4

ଵܨ ൌ 0.4235
 

The Fig 5.‐19, Fig 5.‐20, Fig 5.‐21 depict the most  important results obtained. Notice  that, as 

shown  in Fig 5.‐6, the final filtered compressed pulses are wider than the compressed pulses 

without using the mismatched filter. We obtained  lower a secondary sidelobe  level for some 

values  of  the  ∆݂ܶ‐product.  However,  for  other  values  of  the  ∆݂ܶ‐product,  we  lose  the 
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performances of the mismatched filtering, because the compressed signal deteriorated. These 

facts summarized in Fig 5.‐22. 

 

 

Fig 5.‐19: Simulation 4, Detected Signal ∆ࢀࢌ ൌ ૛૞. 

 

Fig 5.‐20: Simulation 4, Detected Signal ∆ࢀࢌ ൌ ૠ૞. 
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Fig 5.‐21: Simulation 4, Detected Signal ∆ࢀࢌ ൌ ૠ૞. 

 

 

Fig 5.‐22: Simulation 4, Secondary Lobe Level and Pulse Width vs ∆ࢀࢌ‐product. 
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Influence of ࢔ parameter 

In  this  section  the goal  is  to assess  the  influence of  the ݊ parameter over  the  final  filtered 

compressed  pulse  (see  equation  (  5.‐7  )).  Table  5.‐5  shows  the  parameters  used  in  these 

simulations. 

 

Table 5.‐5: Simulation 5.

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
∆݂ ൌ 900 ሾݖܪܭሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
ଵܨ ൌ 0.4235

 

We have performed a ݊ variable sweeping from ݊ ൌ 2 to ݊ ൌ 15. The most important results 
obtained  in  this set of simulation are depicted  in Fig 5.‐23, Fig 5.‐24, Fig 5.‐25 and Fig 5.‐26. 
And Fig 5.‐27 summarizes all results obtained.  
 
By  observing  Fig  5.‐27,  we  conclude  that:  the minimum  value  for  secondary  lobe  level  is 
accomplished  for ݊ ൌ 4,  and  for  some  values of ݊  the  signal deteriorates,  therefore,  some 
performance  loss  is obtained. Also  the pulse width  tends  to  increase  (with oscillations),  if ݊ 
increases.  Finally,  the  filter  transfer  function  takes  more  slope  if  ݊  increases,  due  to 

cos௡ ቀ
ଶగఠ

∆ఠ
ቁ factor (see equation ( 5.‐7 )). Note that the filter transfer function is narrower in Fig 

5.‐26 than in Fig 5.‐23. 
 

 

Fig 5.‐23: Simulation 5, Detected Signal ࢔ ൌ ૝. 
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Fig 5.‐24: Simulation 5, Detected Signal ࢔ ൌ ૡ. 

 

 

Fig 5.‐25: Simulation 5, Detected Signal ࢔ ൌ ૚૚. 
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Fig 5.‐26: Simulation 5, Detected Signal ࢔ ൌ ૚૞. 

 

 

Fig 5.‐27: Simulation 5, Secondary Lobe Level and Pulse Width vs ࢔. 
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Influence of ࡲ૚ parameter 

Now we examine the results obtained by sweeping the ܨଵ parameter between 0.3 and 0.8 (see 
equation ( 5.‐7 )). The parameters for this simulation were fixed as Table 5.‐6 shows. 

 

Table 5.‐6: Simulation 6.

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
∆݂ ൌ 900 ሾݖܪܭሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
݊ ൌ 4

 

 

The most important results are shown in Fig 5.‐28, Fig 5.‐29 and Fig 5.‐30. Fig 5.‐31 summarizes 

the results obtained in terms of secondary lobe level and width of the final filtered pulse.  

Notice  that  the parameter ܨଵ affects  to  the  filter  transfer  function amplitude, due  to  the ݇ 
dependency in the expression ( 5.‐7 ). Also, by observing Fig 5.‐31, we notice that the minimum 

value of െ3݀ܤ secondary lobe level is accomplished for a value close to ܨଵ ൌ 0.5 value. Also, 
the pulse width  increases,  if ܨଵ  increases when ܨଵ takes values  less than 0.75; for ܨଵ ൐ 0.75 
the pulse width decreases.  

 

Fig 5.‐28: Simulation 6, Detected Signal ࡲ૚ ൌ ૙. ૜. 
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Fig 5.‐29: Simulation 6, Detected Signal ࡲ૚ ൌ ૙. ૞. 

 

 

Fig 5.‐30: Simulation 6, Detected Signal ࡲ૚ ൌ ૙. ૠ૞. 
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Fig 5.‐31: Simulation 6, Secondary Lobe Level and Pulse Width vs ࡲ૚. 
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Influence of Doppler shift 

In order to evaluate how the Doppler Effect influences the sidelobes suppression, we calculate 

the  ambiguity  function  of  the  detected  pulse  by  entering  a  truncated  Taylor  filter.    The 

simulations parameters were fixed as Table 5.‐7 shows. 

 

Table 5.‐7: Simulation 7.

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
∆݂ ൌ 1000 ሾݖܪܭሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
݊ ൌ 4

ଵܨ ൌ 0.45
 

 

We obtained the following ambiguity function: 

 

Fig 5.‐32: Simulation 7, Ambiguity Function by using Truncated Taylor´s Filter. 

 

Notice that the preceding ambiguity function has smaller sidelobe levels than the one depicted 

by  Fig  5.‐16  (result obtained without mismatched  filter). However,  the pulse  is  significantly 

wider. 
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Discovering a hidden target by using truncated Taylor´s Filter  

In section 5.2.3 we evaluated the  issue of overshadowing of a small target. We now perform 

the  same  experiment,  but  including  a  mismatched  filter.  The  purpose  is  to  verify  how  a 

mismatched  filter  can  help  in  the  detection  of  overshadowing  targets.  The  signal  and  filter 

parameters were fixed as Table 5.‐8 shows. 

 

Table 5.‐8: Simulation 8.

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
∆݂ ൌ 800 ሾݖܪܭሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
݊ ൌ 4

ଵܨ ൌ 0.45
 

Fig 5.‐33 illustrates the compressed pulses obtained. We can observe that the hidden target is 

not discovered, since the pulses are wider than without using the truncated Taylor´s Filter. This 

fact provokes target overshadowing risks. Thus this fact is a drawback.  

 

 

Fig 5.‐33: Simulation 8, Overshadowing Target by using Truncated Taylor´s Filter. 
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5.3.2 Taylor Filter 

In this section we report about the results obtained by using the Taylor Filter to suppress the 

sidelobes. The transfer function of the Taylor Filter was presented in section 4.3.1. 

   

Influence of ∆ࢀࢌ‐product 

The  tendency  of  the  compressed  pulse  is  the  same  as  truncated  Taylor  Filter  case.  The 

parameters used for this simulation are shown by Table 5.‐9. 

 

Table 5.‐9: Simulation 9

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
݊ ൌ 4

ܮܮܵ ൌ െ32 ሾ݀ܤሿ
 

The pulse width and the secondary sidelobe level are illustrated in Fig 5.‐34 to summarize this 

behavior. Note that for some values of the ∆݂ܶ‐product  the sidelobes decrease, but for other 
values  the  final  filtered  signal  deteriorates.  Furthermore,  the  larger  the  ∆݂ܶ‐product,  the 
narrower  the  pulse. We  concluded  that  the  Taylor  Filter  performances  are  better  than  its 

truncated  version,  since  the  first  one  produces  narrower  filtered  pulses  for  the  same 

secondary lobe level (Fig 5.‐22). 

 

Fig 5.‐34: Simulation 9, Secondary Lobe Level and Pulse Width vs ∆ࢀࢌ. 
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Influence of ࢔ parameter 

For  this experiment we perform a  sweep on  the variable ݊  (see equation  (  4.‐24  )  in  section 
4.3.1), and the other parameters were fixed as Table 5.‐10 shows. 

 

Table 5.‐10: Simulation 10. 

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
∆݂ ൌ 900 ሾݖܪܭሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
ܮܮܵ ൌ െ32 ሾ݀ܤሿ

 

 

Next, we show some detected signals obtained from this experiment in Fig 5.‐35, Fig 5.‐36 and 

Fig 5.‐37. Also the secondary lobe level and pulse width evolution is depicted by Fig 5.‐38.  

By observing from Fig 5.‐35 to Fig 5.‐37, we note that the Filter Transfer function varies,  if ݊ 
varies;  namely,  the  larger  the  variable  ݊,  the  narrower  the  transfer  function  of  the  Taylor 
Filter. According  to Fig 5.‐38,  the  second  lobe  level  tends  to decrease  slowly,  if ݊  increases. 
However,  this  tendency saturates  for ݊ ൐ 3. Also, notice  that  the pulse width varies slightly, 
although it remains relatively constant for all the values selected for "n". 
 

 

Fig 5.‐35: Simulation 10, Detected Signal ࢔ ൌ ૛. 
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Fig 5.‐36: Simulation 10, Detected Signal ࢔ ൌ ૚૙. 

 

Fig 5.‐37: Simulation 10, Detected Signal ࢔ ൌ ૚૞. 
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Fig 5.‐38: Simulation 10, Secondary Lobe Level and Pulse Width vs ࢔. 

 

Influence of ࡸࡸࡿ parameter 

To continue  the Taylor Filter study, we performed an ܵܮܮ parameter sweep,  from െ22	݋ݐ െ
50	ሾ݀ܤሿ with െ3	ሾ݀ܤሿ step size. This parameters represents the desired secondary  lobe  level 

(see equations  from  ( 4.‐24  )  to  ( 4.‐32  )  in section 4.3.1). The signal parameters were  fixed as 

Table 5.‐11 shows. 

 

Table 5.‐11: Simulation 11. 

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
∆݂ ൌ 900 ሾݖܪܭሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
݊ ൌ 4

 

 

The more relevant results are  illustrated  in Fig 5.‐39, Fig 5.‐40 and Fig 5.‐41. Additionally, Fig 

5.‐42 summarizes all results obtained in this simulation. The results depicted above shown that 

the secondary  lobe  level decreases  if the ܵܮܮ parameter decreases. As can be seen  in Figure 

Fig 5.‐42, the compressed pulse width increases if ܵܮܮ parameter decreases.  



                                                    Investigation in Pulse Compression Techniques for Radar systems. Simulations Results  
 

106 
 

 

Fig 5.‐39: Simulation 11, Detected Signal ࡸࡸࡿ ൌ െ૛૞	ሾ࡮ࢊሿ. 

 

 

Fig 5.‐40: Simulation 11, Detected Signal ࡸࡸࡿ ൌ െ૜ૠ	ሾ࡮ࢊሿ. 
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Fig 5.‐41: Simulation 11, Detected Signal ࡸࡸࡿ ൌ െ૞૞	ሾ࡮ࢊሿ. 

 

Fig 5.‐42: Simulation 10, Secondary Lobe Level and Pulse Width vs ࡸࡸࡿ. 
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Influence of Doppler shift 

Next, we observe the ambiguity function (Fig 5.‐43) calculated by using the Taylor mismatched 

filter with the parameters shown if Table 5.‐12. 

 

Table 5.‐12: Simulation 12. 

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
∆݂ ൌ 1000 ሾݖܪܭሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
݊ ൌ 4

ܮܮܵ ൌ െ32 ሾ݀ܤሿ

 

 

Notice that the ambiguity function shown in Fig 5.‐43 is narrower than the ambiguity function 

obtained  by  using  the  truncated  Taylor´s  Filter  (Fig  5.‐27).  Furthermore,  the  maximums 

deviation due to Doppler shift is the same as the preceding simulations, Fig 5.‐27 and Fig 5.‐12. 

Also  the  separation  between maximums  is  the  same.  This  fact  confirms  that  the  distance 

between maximums depends only on  the ܴܲܨ, and not on  the mismatched  filter applied  to 

reduce sidelobe levels. 

 

 

Fig 5.‐43: Simulation 12, Ambiguity Function by using Taylor´s Filter. 
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Discovering a hidden target by using Taylor´s Filter  

To  characterize  completely  this mismatched  filter, we  repeated  the  experiment  of  a  small 

target masked by another bigger one. The parameters used are shown in Table 5.‐13. 

 

Table 5.‐13: Simulation 13. 

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
∆݂ ൌ 800 ሾݖܪܭሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
݊ ൌ 4

ܮܮܵ ൌ െ32 ሾ݀ܤሿ
 

According to Fig 5.‐44, the Fig 5.‐33 and Fig 5.‐18, we conclude that the Taylor´s Filter is better 

than its truncated version to unmask a small target. Besides, this last result presents narrower 

pulses than in Fig 5.‐13. However, the suppression sidelobes is worse than in Fig 5.‐28, due to 

the parameters selected for the simulation.  

 

 

Fig 5.‐44: Simulation 13, Overshadowing Target by using Taylor´s Filter. 
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5.4. Sidelobes suppression. FM laws  

 

This section provides information about the simulations of pulse compression by using 

FM laws. We have used the five FM laws described in section 4.3.2. To summarize the results, 

we review the more relevant graphs. Furthermore, the Appendix B provides more information 

about  these  experiments.  All  FM  laws were  analyzed  jointly.  The  FM  laws  used  below  are 

depicted in the figures from Fig 4.‐11  to Fig 4.‐15.  

 

 product dependency for FM laws‐ࢀࢌ∆ 5.4.1

Firstly, we evaluated  the performances of  the  compressed pulse  for  several  values of ∆݂ܶ‐
product  by  using  the  different  FM  laws.  The  parameters  for  this  experiment were  fixed  as 

shown in Table 5.‐14. 

 

Table 5.‐14: Simulation 14. 

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
 

 

The  ∆݂  sweep was  set  from   .ሿݖܪܭሾ	1000	݋ݐ	100 Since  for  the most  of  these  compressed 

waveforms  it  is  quite  difficult  to  measure  their  secondary  lobe  level,  we  changed  the 

measuring  criterion.  To  measure  the  performance,  in  terms  of  sidelobes  suppression,  we 

calculated the mean  level of signal when the amplitude of signal  is under െ3݀ܤ with respect 
to its maximum. Thus we can express this criterion with the following mathematical relation 

 

ܮܵܯ ሺ݊ܽ݁ܯ	ݏܾ݁݋݈݁݀݅ܵ ሻ݈݁ݒ݁ܮ ൌ
1
݊
෍ݏ௖ሺݐሻ|௦೎ழିଷௗ஻  ( 5.‐8 ) 

 

Where ݏ௖ሺݐሻ  is  the normalized compressed signal  in  logarithmic scale, and ݊  is the  length of 
the summation operator (number of samples that fulfill ݏ௖ ൏ െ3݀ܤ).  

The figures Fig 5.‐45, Fig 5.‐46, Fig 5.‐47, Fig 5.‐48 and Fig 5.‐49 illustrate the results obtained 

for ∆݂ܶ ൌ 900	ሾݖܪܭሿ  by  using  the  FM  Laws  studied  in  section  4.3.2.  In  addition,  Fig  5.‐50 

summarizes the results obtained for all values of ∆݂ and for all FM laws. 
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Fig 5.‐45: Simulation 14, Detected Signal for ∆ࢀࢌ ൌ ૚૞૙ (Even quadratic). 

 

 

Fig 5.‐46: Simulation 14, Detected Signal for ∆ࢀࢌ ൌ ૚૞૙ (Odd quadratic). 
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Fig 5.‐47: Simulation 14, Detected Signal for ∆ࢀࢌ ൌ ૚૞૙ (Even vee). 

 

 

Fig 5.‐48: Simulation 14, Detected Signal for ∆ࢀࢌ ൌ ૚૞૙ (Odd vee). 
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Fig 5.‐49: Simulation 14, Detected Signal for ∆ࢀࢌ ൌ ૚૞૙ (Stepped linear FM). 

 

 

Fig 5.‐50: Simulation 14, Secondary Lobe Level and Pulse Width vs ∆ࢀࢌ. 
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According  to  Fig  5.‐50,  which  shows  the  secondary  lobe  level  at  െ3݀ܤ  and  pulse  width 
evolution,  the  Odd  vee  FM  law  presents,  in  terms  of  suppression  of  sidelobes,  the  best 

performances  for all considered values of ∆݂ܶ‐product. Additionally,  it also presents a good 
pulse width.  The  Even  vee  FM  law  is  the best option  in  terms of pulse width  if ∆݂ܶ ൐ 50, 
however it presents a same behavior, in terms of suppression sidelobes, as the Odd quadratic 

FM  law  (worse than Odd vee). Odd quadratic FM  law has very similar pulse width evolution 

than  the  Even  quadratic  FM  law,  which  presents  the  worst  performances  in  sidelobes 

suppression terms. Finally, the Stepped linear FM presents the widest compressed pulse, but 

in secondary lobe reduction is better than the Even quadratic FM law. 

 

5.4.2 FM laws pulse compression for moving targets  

To  evaluate  the  Doppler  Effect  when  we  use  FM  laws,  we  have  computed  the  ambiguity 

functions for the preceding FM laws. For this purpose, the simulation parameters were fixed as 

shown in Table 5.‐15. 

Table 5.‐15: Simulation 15. 

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
∆݂ ൌ 1000 ሾݖܪܭሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
 

 

Fig 5.‐51: Simulation 15, Ambiguity Function by using Even quadratic FM law. 
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Fig 5.‐52: Simulation 15, Ambiguity Function by using Odd quadratic FM law. 

 

 

Fig 5.‐53: Simulation 15, Ambiguity Function by using Even vee FM law. 
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Fig 5.‐54: Simulation 15, Ambiguity Function by using Odd vee FM law. 

 

 

Fig 5.‐55: Simulation 15, Ambiguity Function by using Stepped linear FM law. 
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First we start analysing the Even quadratic law shown in Fig 5.‐51. It can be observed that the 

slope  (formed by  connecting maximums of  the Ambiguity Function)  is  larger  than  the  slope 

obtained  by  using  CHIRP  pulses.  This  fact means  that  the  Even  quadratic  FM  law  presents 

lower sensitivity to Doppler shift. However, for large Doppler Effect (| ௗ݂| ൐ 5	ሾݖ݄ܭሿ) the pulse 
is wider. In this situation, the pulse is duplicated, and the sidelobes are not totally suppressed. 

According to Fig 5.‐52  (Odd quadratic  law), we can notice that the slope  is also stepper than 

the slope presented in Fig 5.‐16 (CHIRP pulse). Furthermore, its behavior is similar to the Even 

quadratic FM  law,  in terms of sensitivity to Doppler. Also,  it can be noticed that  its sidelobes 

fluctuates more than in the preceding case.  

By observing Fig 5.‐53  (Even vee  law), we conclude  that  the ambiguity  function slope  is  less 

step  than  the preceding ambiguity  functions. Therefore,  its  sensitivity  to Doppler  is greater. 

Also,  it  presents  the  duplicity  problem  for  large  Doppler  shifts.  However,  its  sidelobes 

suppression is more effective.  

In the case of Fig 5.‐54 (Odd vee law), we notice that it presents a worse sensitivity to Doppler 

Effect  than  the  preceding  FM  laws  (slope  fewer).  Additionally,  the  signal  level  fluctuates  if 

Doppler  shift  varies, but  it does not present  the duplicity  issue.  Finally, we observe  a  good 

sidelobes suppression, but it presents peaks in other time instants.  

To finish this study, we present Fig. 5.‐55 with the results obtained for the Stepped linear FM 

law. Note  that  the  ambiguity  function  slope  is  similar  to  the  slope  achieved  by using pulse 

CHIRP. Therefore, this FM  law presents the highest sensitivity to Doppler shift of all FM  laws 

studied.  However,  it  does  not  present  the  duplicity  problem,  although  the  signal  level 

fluctuates. Also, it presents the worst sidelobes suppression. 

 

5.4.3 Discovering a hidden target by using FM laws 

To  finish  this  set  of  experiments,  we  probed  to  unmask  a  small  target  overshadowed  by 

another bigger one. For this purpose, we set the simulation parameters as it is shown in Table 

5.‐16. 

 

Table 5.‐16: Simulation 16. 

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
∆݂ ൌ 800 ሾݖܪܭሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
 

 

The results obtained in this experiment are shown in Fig 5.‐56, Fig 5.‐57, Fig 5.‐58, Fig 5.‐59 and 

Fig 5.‐60. 
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Fig 5.‐56: Simulation 16, Overshadowing Target by using Even quadratic FM law. 

 

 

Fig 5.‐57: Simulation 16, Overshadowing Target by using Odd quadratic FM law. 
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Fig 5.‐58: Simulation 16, Overshadowing Target by using Even vee FM law. 

 

 

Fig 5.‐59: Simulation 16, Overshadowing Target by using Odd vee FM law. 
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Fig 5.‐60: Simulation 16, Overshadowing Target by using Stepped linear FM law. 

 

 

Notice that in the cases of Even quadratic FM law (Fig 5.‐56) and Odd quadratic FM law (Fig 5.‐

57), the unmasking of the small target was not achieved. In the other three cases (from Fig 5.‐

58 to Fig 5.‐60), the hidden target was unmasked. However, note that, in the case of Even vee 

FM  law  (Fig  5.‐58),  Odd  vee  FM  law  (Fig  5.‐59)  and  Stepped  linear  FM  law  (Fig  5.‐60), 

overshadowing risk exists due to their sidelobes level.  The Even vee FM law (Fig 5.‐58) offers 

the best performances for unmasking a hidden target.  
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5.5. Conclusions  

 

Pulse Compression using CHIRP pulses: 

The benefits of pulse compression techniques using CHIRP pulses, as well as their limitations, 

have been assessed in section 5.2. According to the results obtained, we conclude that:  

 The signal to noise ratio improves without range resolution loss by using CHIRP pulse 

compression. 

 The Spectrum purity of a CHIRP pulse  improves  if the ∆݂ܶ‐product  increases (section 
5.2.1).  This  fact  influences  the width of  the  compressed pulse:  the  larger  the ∆࣎ࢌ‐
product  the  narrower  the  compressed  pulse.  Also  if  ∆݂ܶ  increases  over  50,  the 
sidelobes reduce smoothly (see Fig 5.‐11). 

 When  the  target  is moving  (section 5.2.2),  the  compressed  signal  suffers undesired 

effects:  compressed  signal  attenuation  and  the  compressed  signal  shifted  in  time 

(wrong range measurements). We confirmed  that  if ߤ ൌ ∆݂ ܶ⁄   increases, the second 

undesired effect decreases, but it is never mitigated.  

 Overshadowing  risk  exists  due  to  the  sidelobes  of  the  compressed  signal  (section 

5.2.3). 

 

Sidelobes supression by using Mismatched Filtering: 

In  section 5.3 we assessed  the  functionality of  two  types of mismatched  filters  in order  to 

suppress the sidelobes obtained with plain CHIRP Pulses. According to the results obtained, 

the main conclusions are:  

 In general, the width of the final filtered pulse is wider by using mismatched filtering 

(Truncated  Taylor  Filter  in  section  5.3.1;  and  Taylor  Filter  5.3.2).  Also,  both  filters 

achieve the goal of decreasing the sidelobes level. 

 Comparing  the  Taylor  Filter  and  the  Truncated  Taylor  Filter,  the  first  one  achieves 

compressed pulses narrower than the second one.  

 The optimal parameters,  in  terms of  sidelobes  suppression, of  the Truncated Taylor 

Filter  (see equation 4.) are ࢔ ൌ ૝ and ࡲ૚ ൎ ૙. ૞. Besides, we  found  values of ݊  for 
which the filtered signal deteriorates.  

 For the Taylor Filter (see equation 4.), if ࢔ increases, the sidelobes decreases and the 
width of the pulse does no change significantly. Also,  if ࡸࡿࡿ decreases the sidelobes 
decreases, but the width of the pulse increases.  

 The undesired effects due  to a moving  target are  found  in  the  two  types of  filters 

(Truncated Taylor Filter and Taylor Filter). 

 Finally,  we  can  conclude  that  the  Taylor  Filter  offers  better  performances  for 

unmasking targets than its truncated version. Although they are not a great solutions 

since the masking risks increases due to the increase of the width of the pulse.  
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Pulse compression by using FM laws: 

In section 5.4 we reviewed the use of FM laws for pulse compression. According to the results 

obtained, we conclude that: 

 The Odd vee FM law offers the best performances in terms of sidelobes suppression. 

Moreover,  the  Even  vee  FM  law  is  the  best  option  in  terms  of  the  width  of 

compressed pulse if ∆݂ܶ ൐ 50. 
 We conclude that the Linear Stepped FM law offers the worst performances.  

 In  general,  the undesired  effects due  to moving  target  are  found  in  the  ambiguity 

functions computed. However, some FM  laws mitigates  the maximum deviations  for 

low Doppler shifts. However for larger Doppler shifts, the pulse duplicates.  Therefore, 

some FM laws are a great solution for low Doppler applications.  

 The Even vee FM law is the best option for unmasking a target. However, no FM laws 

provide a great solution for the overshadowing issue.  
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Chapter  6. Doppler Compensation  in CHIRP Pulse 

Compression 

 

  This chapter provides information about a novel method which allows to compensate 

the mismatching provoked by moving targets in pulse compression systems.  

If we observe the ambiguity functions obtained in section 5.2.2, we note that the filter output 

presents  two  undesired  effects  when  the  Doppler  Effect  is  nonzero:  the  filtered  signal 

amplitude  fluctuates  and  the maximum  peak  of  the  output  signal  is  shifted  in  timer with 

respect  to  its  desired  position.  Note  also  that  the  use  of  some  FM  Laws  mitigates  the 

maximums  deviation  (section  5.4.2),  but  only  for  small  range  of  Doppler  frequencies. 

Therefore very fast targets could be undetectable or provoke wrong range measurements.   

Below we  study a  solution  for  these  issues. We  look,  firstly, at  the basic concept which  this 

method  is based on. Finally, at  the  results obtained,  in  terms of ambiguity  function and  the 

error introduced by the proposed Doppler compensation mechanism. 

 

 

6.1. Basic concept 

 

  The basic idea for achieving the Doppler compensation is depicted in Fig 6.‐1. 

 

 

Fig 6.‐1: Basic Concept. Block Diagram. 

 

Note that the matched filter  is connected to a Shift Doppler  Identification System  in parallel. 

This block  is able  to acquire  the  received  signal, detect  the  frequency  in which  the  received 

Control 
Signal 
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spectrum is centered and tune the matched filter in order to remove the mismatching due to 

target motion. The challenge is how to detect the center frequency. 

 

CHIRP pulse spectrum symmetry 

In section 4.2 we studied the CHIRP pulse deeply. Note that the spectrum of a pulse CHIRP, in 

complex envelope terms, is   

 

ሺ߱ሻܩ	 ൌ ටܣ
ߤ
ߨ
݁௝

ఓ
ଶఠ

మ
ቈ
൫ܥሺݔ௨ሻ ൅ ௟ሻ൯ݔሺܥ ൅ ݆൫ܵሺݔ௨ሻ ൅ ܵሺݔ௟ሻ൯

√2
቉  ( 6.‐1 ) 

 

Where ݔ௨ ൌ ට∆௙்

ଶ
ቀ1 െ

ଶ௙

∆௙
ቁ and ݔ௟ ൌ െට

∆௙்

ଶ
ቀ1 ൅

ଶ௙

∆௙
ቁ. By observing Fig 4.‐8 and Fig 4.‐9, we 

notice that the CHIRP pulse spectrum is symmetric with respect to  ଴݂ (carrier frequency). This 

fact can be exploited to detect the center frequency and compensate the Doppler Shift. 

 

Doppler Shift Identification System 

In  order  to  detect  the  center  frequency  of  a  symmetric  spectrum, we  could  use  the  block 

diagram shown in Fig 6.‐2. 

As Fig 6.‐2 depicts,  the system consists of a bank of  two  tunable bandpass  filters, which are 

used  for  sweeping  the  received  spectrum  in  the  frequency domain.  Thus,  by observing  the 

differential  energy  between  the  energies  of  the  signals  which  cross  the  filters,  we  can 

determine the frequency shift due to the target speed. 

The center frequency of the bandpass filters are 

 

௖݂ଵ ൌ ଴݂ ൅ ∆݂ 2⁄ ൅ ࢄߜ ( 6.‐2 ) 
 

௖݂ଶ ൌ ଴݂ ൅ 3∆݂ 2⁄ ൅ ࢄߜ ( 6.‐3 ) 

 

The bandwidth of the filters are 

 

ଵܤܣ ൌ ଶܤܣ ൌ ∆݂ ( 6.‐4 ) 

 

And ࢄ is a control signal used to perform a frequency sweep. Finally, ߜ is the step used for the 

sweep. Note that the transfer functions of the filters are overlapped, in other words, for ࢄ ൌ
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૙ the spectrum of the first filter starts at  ଴݂ and ends at  ଴݂ ൅ ∆݂; whereas the spectrum of the 

second Filter stars at  ଴݂ ൅ ∆݂  and ends at  ଴݂ ൅ 2∆݂). Thus the frequency, in which the transfer 
functions of the filters are overlapped, is   

 

௖݂௧ ൌ
௖݂ଵ ൅ ௖݂ଶ

2
ൌ ଴݂ ൅ ∆݂ ൅  ࢄߜ ( 6.‐5 ) 

 

 

 

Fig 6.‐2: Doppler Shift Identification System. Block Diagram. 

 

 

 

 

To understand the Doppler Shift Identification System operation, we illustrate it by supposing 

a nonmoving target ( ௗ݂ ൌ ) According to the center frequency of the tunable filters .(ݖܪ	0 ௖݂௧) 

we find three situations: 

 

1. Filters are centered in  ௖݂௧ ൏ ଴݂. For the case illustrated in Fig 6.‐3, the energy that goes 

through  the bandwidth of  the  first  filter  ܤ) ଵܹ)  is much  larger  than  the energy  that 

goes through the bandwidth of the first filter  ܤ) ଶܹ). Hence the differential energy  is 

positive. 

௖݂ଵ, ܤ ଵܹ 

௖݂ଶ, ܤ ଶܹ 
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Fig 6.‐3: Identification System. Basic idea. ࢚ࢉࢌ ൏  .૙ࢌ

 

2. Filters are centered in  ௖݂௧ ൌ ଴݂. In this situation the energy that goes through ܤ ଵܹ	 is 
similar to the energy  that goes through ܤ ଶܹ. Now  the differential energy  is close  to 

zero, as Fig 6.‐4 shows. 

 

 

Fig 6.‐4: System Identification System. Basic idea. ࢚ࢉࢌ ൌ  .૙ࢌ
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3. Filters  are  centered  in  ௖݂௧ ൐ ଴݂. This  case  is  the opposite  to  the  situation described 

before. Thus  the amount of energy that goes through ܤ ଶܹ  is  larger than  the energy 

that does through ܤ ଵܹ. Thereby, the differential energy takes negative values as cam 

be seen in Fig 6.‐5. 

 

 

Fig 6.‐5: System Identification System. Basic idea. ࢚ࢉࢌ ൐  .૙ࢌ

 

If we are able to  identify the crossing through zero energy, we can measure and compensate 

the spectrum deviation due  to  the Doppler Effect by  tuning  the matched  filter. This concept 

has been proved in numerical simulations by using ideal filters (with square transfer functions). 

The results obtained are shown in the following section. 
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6.2. Results 

 

  To  evaluate  the  performance  of  the  Doppler  Compensation  System,  we  have 

performed  various  simulations,  in which  the  influence  of  some  parameters  are  tested. We 

have focused on the ambiguity functions resulted and on the error function of the estimation 

of  the Doppler  shift.   Before  these  verifications, we have  carried out  simple  simulations  to 

confirm the system functionality.  

 

6.2.1 Verification of the Compensation System functionality  

For this  initial experiment, we observed the Differential Energy curve obtained at the end of 

the frequency sweep performed by the tunable bandpass filters. The parameters were fixed as 

shown Table 6.‐1. 

 

Table 6.‐1: Simulation 17 parameters. 

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
∆݂ ൌ 600 ሾݖܪܭሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
 

 

We simulated four situations according to the Doppler Effect produced by the moving target: 

ௗ݂ ൌ േ50	ݖܪܭ and  ௗ݂ ൌ േ100	ݖܪܭ. After simulating these situations we obtained the graph 

shown in Fig 6.‐6. 

Notice  that,  in Fig 6.‐6,  the  zero energy point occurs  in different values of  ௖݂௧. This point  is 

centered near to  ଴݂ ൅ ௗ݂  frequencies, or  in other words,  ௖݂௧ െ ଴݂ ≅ ௗ݂. Therefore,  it confirms 

that this idea is valid for identifying the Doppler Shift. In the same way, the Fig 6.‐5 depicts the 

zero Doppler case. 
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Fig 6.‐6: Simulation 17, Differential Energy for ࢊࢌ ൌ േ૞૙,േ૚૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 

 

 

 

6.2.2 Compensated Ambiguity Function 

In  this  set  of  simulations we  have  evaluated  the  performance  of  the  purposed  system  by 

calculating the ambiguity function for several values of ∆݂ (the frequency  index of the  linear 
FM modulation). We used the parameters shown in Table 6.‐2 for numerical tests. 

 

Table 6.‐2: Simulation 18 parameters. 

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
 

 

The results are  illustrated  in Fig 6.‐7, Fig 6.‐8, Fig 6.‐9, Fig 6.‐10, Fig 6.‐11, Fig 6.‐12, Fig 6.‐13, 

Fig  6.‐14,  Fig  6.‐15  and  Fig  6.‐16  for  values  of  ∆݂  from  100  to  1000	ሾݖܪܭሿ  by  taking  a 
100	ሾݖܪܭሿ step. 
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Note that in all of these simulations the maximum deviations due to Doppler Shifts have been 

mitigated. Thereby, the slope formed by connecting the maximums of the output signal tends 

to  infinite  (it  tends  to  the  vertical  axis).  Also  the  output  signal  fluctuations  have  been 

decreased,  thus,  targets  that  were  undetectable  in  the  preceding  Chapter  (section  5.2.2) 

become visible  to  the  radar  system. This  fact  is easy  to observe by analyzing  the Ambiguity 

Function cut  ሺ߬ݔ| ൌ 0, ௗ݂ሻ|ଶ. We compare  this cut  for a compensated case  (Fig 6.‐17)  to  the 

non‐compensated case (Fig 6.‐18) for ∆݂ ൌ 400	ሾݖܪܭሿ. 

 

 

 

Fig 6.‐7: Simulation 18, Compensated Ambiguity Function for ∆ࢌ ൌ ૚૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 
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Fig 6.‐8: Simulation 18, Compensated Ambiguity Function for ∆ࢌ ൌ ૛૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 

 

Fig 6.‐9: Simulation 18, Compensated Ambiguity Function for ∆ࢌ ൌ ૜૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 
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Fig 6.‐10: Simulation 18, Compensated Ambiguity Function for ∆ࢌ ൌ ૝૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 

 

Fig 6.‐11: Simulation 18, Compensated Ambiguity Function for ∆ࢌ ൌ ૞૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 
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Fig 6.‐12: Simulation 18, Compensated Ambiguity Function for ∆ࢌ ൌ ૟૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 

 

Fig 6.‐13: Simulation 18, Compensated Ambiguity Function for ∆ࢌ ൌ ૠ૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 
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Fig 6.‐14: Simulation 18, Compensated Ambiguity Function for ∆ࢌ ൌ ૡ૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 

 

Fig 6.‐15: Simulation 18, Compensated Ambiguity Function for ∆ࢌ ൌ ૢ૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 
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Fig 6.‐16: Simulation 18, Compensated Ambiguity Function for ∆ࢌ ൌ ૚૙૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 

 

 

Fig 6.‐17: Simulation 18, Cut of compensated Ambiguity Function ࢚ െ ࢚૙ ൌ ૙, for ∆ࢌ ൌ ૝૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 
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Fig 6.‐18: Simulation 18, Cut of non‐compensated Ambiguity Function ࢚ െ ࢚૙ ൌ ૙, for ∆ࢌ ൌ ૝૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 

 

Note  that  the  output  signal  depicted  by  Fig  6.‐17  never  reaches  zero  value  (specifically  it 

oscillates between 0.55 and 0.95), whereas  the output signal  illustrated  in Fig 6.‐18  reaches 
null values  for  several values of  ௗ݂. The output  signal  fluctuates because of  the error  in  the 

Doppler Shift estimation. Therefore,  it  is  important to observe the error committed. Next we 

analyse the error function. 

 

 

Error function 

The error functions were calculated as 

 

݁ሺ ௗ݂௦ሻ ൌ ௗ݂ െ ௗ݂௦ ( 6.‐6 ) 

 

Where  ௗ݂ is the real Doppler Shift due to target motion and  ௗ݂௦ is the Doppler Shift estimation 

calculated  by  the  proposed  mismatching  compensation  system.  These  simulations  were 

carried out by using the parameters shown in Table 6.‐4. The results are depicted from Fig 6.‐

19  to Fig 6.‐28. These errors  could be due  to numerical  limitations of  the  simulations. Note 

that all error  functions  calculated exhibit  the  same  repetitive behavior due  to  the  spectrum 
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sampling. Notice  also  that  the  error  function  for ∆݂ ൌ 700	ሾݖܪܭሿ  (Fig  6.‐25)  has  a  strange 
behavior when  ௗ݂ ൐ 0	ሾݖܪܭሿ. No explication have been found to understand this fact at this 
moment.  Besides,  the  error  functions  do  not  seem  to  have  a  clear  relation  with  ∆݂. 
Nonetheless, the error committed  is acceptable since the ambiguity functions  improved with 

respect to the ambiguity functions obtained in the preceding chapter. 

 

 

 

 

Fig 6.‐19: Simulation 18, Error Function for ∆ࢌ ൌ ૚૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 
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Fig 6.‐20: Simulation 18, Error Function for ∆ࢌ ൌ ૛૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 

 

Fig 6.‐21: Simulation 18, Error Function for ∆ࢌ ൌ ૜૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 
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Fig 6.‐22: Simulation 18, Error Function for ∆ࢌ ൌ ૝૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 

 

Fig 6.‐23: Simulation 18, Error Function for ∆ࢌ ൌ ૞૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 
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Fig 6.‐24: Simulation 18, Error Function for ∆ࢌ ൌ ૟૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 

 

Fig 6.‐25: Simulation 18, Error Function for ∆ࢊࢌ ൌ ૠ૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 
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Fig 6.‐26: Simulation 18, Error Function for ∆ࢌ ൌ ૡ૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 

 

Fig 6.‐27: Simulation 18, Error Function for ∆ࢌ ൌ ૢ૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 
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Fig 6.‐28: Simulation 18, Error Function for ∆ࢌ ൌ ૚૙૙૙	ሾࢠࡴࡷሿ. 

 

Additionally, other error sources exist in a real case, such as undesired noise signal. This fact is 

assessed in the following section. 
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6.2.3 Doppler Compensation in presence of noise 

This  section  provides  the  results  obtained  by  including  a  white  Gaussian  noise  source  in 

Doppler  compensation  system.  The  simulations  were  carried  out  by  varying  the  power  of 

noise, and the other parameters were fixed as Table 6.‐3 shows. 

 

Table 6.‐3: Simulation 19 parameters. 

଴݂ ൌ 10 ሾݖܪܯሿ
∆݂ ൌ 900 ሾݖܪܭሿ
݂ݎ݌ ൌ 3 ሾݖܪܭሿ
ܶ ൌ 166.667 ሾݏߤሿ

ݎܾ݁݉ݑܰ ݂݋ ݁ݏ݈ݑ݌ ൌ 5
 

 

We observed different situations with various values of noise power, െ40,െ30,െ20,െ10	and 
0	ሾܾܹ݀ሿ.  The  transmitted  power  is  0.25	ሾܹሿ,  which  corresponds  with  െ6	ሾܾܹ݀ሿ.  The 
Ambiguity  Functions  resulted  are  depicted  from  Fig  6.‐29  to  Fig  6.‐33. Note  that when  the 

power  noise  increases,  the  result  is  worse.  Fig  6.‐29,  Fig  6.‐30  and  Fig  6.‐31  illustrate  a 

acceptable compensated ambiguity function.    

 

 

Fig 6.‐29: Simulation 19, Compensated Ambiguity Function for ࢔ࡼ ൌ െ૝૙	ሾࢃ࢈ࢊሿ. 
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Fig 6.‐30: Simulation 19, Compensated Ambiguity Function for ࢔ࡼ ൌ െ૜૙	ሾࢃ࢈ࢊሿ. 

 

 

Fig 6.‐31: Simulation 19, Compensated Ambiguity Function for ࢔ࡼ ൌ െ૛૙	ሾࢃ࢈ࢊሿ. 
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Fig 6.‐32: Simulation 19, Compensated Ambiguity Function for ࢔ࡼ ൌ െ૚૙	ሾࢃ࢈ࢊሿ. 

 

 

Fig 6.‐33: Simulation 19, Compensated Ambiguity Function for ࢔ࡼ ൌ ૙	ሾࢃ࢈ࢊሿ. 
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Error function 

The parameters of the simulation were fixed as Table 6.‐3 shows. The figures from Fig 6.‐34 to 

6.‐38 illustrate the error committed by considering in the system a noise signal. These figures 

show  the  function  error when  the  power  of  noise  is െ40, െ30, െ20, െ10  and  0	ሾܾܹ݀ሿ 
respectively.  Note  that  if  the  power  of  noise  increases  the  error  also  increases,  since  the 

random power of noise, which enters in the tunable filters, affects to the estimation. This fact 

is a  limitation of  the approach  studied  in  this  chapter. For power noise of െ20	ሾܾܹ݀ሿ  (it  is 
corresponds with ܴܵܰ ൌ 14	ሾܾ݀ሿ), the error is acceptable. 

 

 

 

 

Fig 6.‐34: Simulation 19, Error Function for ࢔ࡼ ൌ െ૝૙	ሾࢃ࢈ࢊሿ. 
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Fig 6.‐35: Simulation 19, Error Function for ࢔ࡼ ൌ െ૜૙	ሾࢃ࢈ࢊሿ. 

 

 

Fig 6.‐36: Simulation 19, Error Function for ࢔ࡼ ൌ െ૛૙	ሾࢃ࢈ࢊሿ. 
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Fig 6.‐37: Simulation 19, Error Function for ࢔ࡼ ൌ െ૚૙	ሾࢃ࢈ࢊሿ. 

 

 

Fig 6.‐388: Simulation 19, Error Function for ࢔ࡼ ൌ ૙	ሾࢃ࢈ࢊሿ. 
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6.3 Conclusions 

 

In this 6 we have proposed a new approach solution to the undesired effects provoked by the 

Doppler Effect in pulse compression. After assessing the novel system, we can conclude that: 

 The novel approach  is valid for  identifying and compensating the Doppler Shift due 

to a moving target. 

 This  technique  achieves  the  goal  of  mitigating  the  maximum  deviations  and 

decreasing  the  fluctuations of  the  final  filtered  signal due  to  the Doppler effect of 

moving targets. 

 If we use proposed system, we commit an error in the estimation of the Doppler Shift. 

When a noise signal enters in the system, the error increases considerably. Thus, this 

fact is a limitation for the proposed system.  
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Chapter 7. Conclusions and Future Work 

 

  This chapter provides  the main conclusions of  the work and  lays  the  foundations  for 

future work.  

 

 

7.1. Conclusions 

 

In  this work we have  studied  several  techniques of pulse  compression. We  started  studying 

some  important  concepts  theoretically  in  the  first  three  chapters.  Then, we  reviewed  the 

theory associated to pulse compression techniques by using frequency modulation in Chapter 

4.  

Once we understood the principles of the pulse compression, we assessed these principles via 

numerical  simulations  using Matlab. We  started  from  applying  compression  CHIRP  pulses, 

observing their limitations and best trade‐off for the different parameters of the system. One 

of  the  drawbacks  of  this  technique  is  that  compressed  pulses  exhibit  rather  large  sidelobe 

levels.  In  order  to  improve  the  situation,  I  reviewed  techniques  to  reduce  sidelobe  levels. 

These  techniques  included  the  use  of  mismatched  filters  and  also  the  introduction  of 

alternative FM modulation signals different from the CHIRP signal. 

With respect to the use of mismatched filters it was found that the sidelobes were significantly 

reduced.  However  the  final  filtered  signal  exhibited  a  larger  width  than  without  using 

mismatched filters. 

With respect to the use of FM laws it was found that the compressed pulse differed from the 

compressed CHIRP pulse. Depending on the specifications of the application, it is interesting to 

use some of the waveforms studied.  

For performing theses simulations we developed our own code in Matlab. This code has been 

used  to  implement  a  learning‐purpose  application, which  is  able  to  simulate  the  scenarios 

covered in Chapter 5 (Appendix A provides a brief guide of its usage, including examples).  

The preceding studied techniques have similar drawbacks when a moving target  is detected: 

the temporal shift of the compressed pulse and the fluctuations of the output signal. In order 

to reduce these effects we proposed a novel technique in Chapter 6. We tested this technique 

to know about its performances and basic operation. We found that the maximum deviation is 

mitigated  and  the  fluctuations of  the  filtered  signal  are  reduced. Also we  found  that when 

noise enters in the system, its performances decrease.  
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7.2. Future Work 

 

The  future work  can  be  approached  in  two  different  lines.  The  first  one  is  to  extend  the 

theoretical and numerical analysis of the techniques of pulse compression. The second one is 

to extend the study of the Doppler compensation technique in order to get more insight about 

its performances and its viability. Thus the main future steps  to follow are:  

 

Pulse compression techniques: 

 The  analysis  could  be  extended,  including  and  comparing  other  pulse  compression 

techniques  described  in  section  4  (Pulse  compression  by  Costas  FM  and  by  Phase 

Coding, for example Barker Codes). 

 In the same way as the pulse compression techniques, the analysis could be extended 

for observing adaptive pulse compression techniques (section 4.3.3).  

 Also  the preceding  techniques  could be  included  in  the Pulse Compression Matlab´s 

application. 

 Finally, it is interesting to implement the methods of pulse compression over hardware 

architecture (such as FPGA) to assess their performances in real environments. 

    

Doppler Compensation Technique: 

 We  could  extend  the  study  of  the  proposed  novel  approach  via  replacing  the  ideal 

function transfer of the tunable band pass filters to real filters, such as those found in 

FIR filter architecture. 

 The  analysis  of  the  error  functions  could  be  extended  to  understand  better  their 

behavior.  

 We could also test more complex combinations of filters (for example, try using three 

filters)  and  introduce  other  changes  in  the  compensation  algorithm  (for  example, 

establishing stop criteria for the frequency sweep). 

 We  could  check  the  proposed  system  in more  stressful  scenarios,  i.e.  considering 

several target with different speeds.  
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Appendix  A.  Guide:  Pulse  Compression  Matlab´s 

Gui  

 

  This appendix provides a description of the application designed, whose purpose is to 

simulate the pulse compression mainly by using FM modulation. The tool used to carry out this 

application was Matlab R2013a. First, we perform a simple example as  introduction to user´s 

interface, next, we carry out three more complex examples  to prove the  functionality of the 

developed tool.  

 

 

A.1. Example 1: The user´s interface & A Simple Simulation 

 

  First, change the current directory to the directory where the .m files and .fig files are 

placeA. Next, tip “guide” in the Matlab´s Command Window and open the “gui.fig” file. Then, 

you will view the user´s interface illustrated in Fig A.‐1. 

 

 

Fig A.‐1: Example 1. User´s Interface I. 

 

Note that there is only a button (“Load Configuration”), push it. 
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The configuration window shown in Fig A.‐2 will appear. 

 

Fig A.‐2: Example 1. Configuration window. 

 

This window allows to configure the simulation parameters. Note that there are a button and 

four panels: Signal Parameters; Target Parameters; Mismatched Filter Parameters and Channel 

Parameters.  We  will  use  the  default  parameters  for  this  first  simulation,  therefore,  push 

“Confirm  Settings”.  Next,  note  that  a  new  button  (“Simulate”)  is  visible  below  the  “Load 

Configuration” button (Fig A.‐3). 

 

 

Fig A.‐3: Example 1. User´s Interface II. 
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To start the simulation push “Simulate”. Now we are able to observe the results as shown Fig 

A.‐4. 

 

 

Fig A.‐4: Example 1. User´s Interface III. 

 

Note that, there  is a popup menu, which allows to select the observed graph. Also, two new 

buttons appear, “Save Figure” and “Calculate Ambiguity Function”. After switching to “Range 

Gates (Detection of target)”, we will view the graph shown in A.‐5. 

 

 

Fig A.‐5: Example 1. User´s Interface IV. 
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Other window emerges by pushing  the “Calculate Ambiguity Function” button. This window 

allows to fix the sweeping parameters in order to calculate the contour of ambiguity function. 

We will use the default settings shown in Fig A.‐6. 

 

 

Fig A.‐6: Example 1. Ambiguity Function configuration. 

 

Next, push “Calculate”. Note that, after pushing “Calculate”, the Matlab´s Command Window 

shows messages, which  give  information  about  the Doppler  Shift  and Delay  applied  to  the 

transmitted signal.  

 

 

Fig A.‐7: Example 1. Ambiguity Function Calculation messages. 

 

After stopping appearing messages, a figure appears where it depicts the Ambiguity Function 

contour (Fig A.‐8).  
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Fig A.‐8: Example 1. Result of Ambiguity Function Calculation. 

 

A.2. Example 2: Pulse Compression in presence of two moving targets 

 

  In this example we try simulating a detection of two targets. For this purpose, we will 

use the configuration shown in Fig A.‐9: 

 

 

Fig A.‐9: Example 2. Setting the Simulation Parameters. 

 

Note that the paremeters are entered as vectors of two elements in the fields “Target Speeds 

(m/s)”,  “Target  Range  (m)”  and  SRR;  in  addition,  the  “Multitarget  Simulation”  and  “White 

Gaussian Noise (dbW)” boxes are on. 
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Then, after pushing “Simulate”, we obtain the graphs illustrated in Fig A.‐10 and Fig A.‐11. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig A.‐11: Example 2. Results II. 

 

Note that the received signal shown  in Fig A.‐10  is very hazy, since  it  is very difficult to differ 

the  pair  of  targets.  But  once  the  pulse  is  compressed,  we  can  distinguish  the  two  target 

perfectly,  as  Fig  A.‐11  shows.  Furthermore,  the  noise  signal  is  suppressed  in  the  pulse 

compression process. 

 

Fig A.‐10: Example 2. Results I.
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A.3.  Example  3:  Pulse  Compression  by  using Mismatching  Filtering  in 

presence of Slowly Changing Clutter 

 

  In  this  example  we  demonstrate  how  to  simulate  the  pulse  compression  by  using 

mismatched  filtering.  Firstly,  we  have  to  fix  the  simulation  parameters;  thus,  push  “Load 

Configuration”, and mark the “Active Mismatched Filtering” as Fig A.‐12 shows.   

 

 

Fig A.‐12: Example 3. Setting the Simulation Configuration I. 

 

The rest of parameters are fixed as Fig A.‐13 shows; note that the “Slowly Change Clutter” box 

is on.  

 

 

Fig A.‐13: Example 3. Setting the Simulation Configuration II. 
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Next, push “Confirm Settings” and later push “Simulate”. We will focus on the results shown in 

Fig A.‐14 and A.‐15.  

 

Fig A.‐14: Example 3. Results I. 

 

 

Fig A.‐15: Example 3. Results II. 

 

Note  that  low  frequency  information appears  in Fig A.‐14. However,  in Fig A.‐15,  the clutter 

component has been suppresseA. Note to that  the compressed pulse  is  too wide due  to  the 

mismatched filtering.  
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A.4. Example 4: Pulse Compression by using Custom FM law 

 

  This  example  is  for  proving  how  to  compress  a  pulse  by  using  FM  Laws.  First  push 

“Load Configuration”. Next mark the “FM Law” box, then next elements will appear. We are 

proving how to enter our own FM Law, thus, select “Custom FM Law” as Fig A.‐16 shows.  

 

 

Fig A.‐16: Example 4. Setting the Simulation Configuration I. 

 

After selecting “Custom FM Law”, the command window will ask to enter our FM Law, you can 

use either one code line or an external variable to enter the FM Law. We are using the FM Law 

shown in Fig A.‐17. 

 

 

Fig A.‐17: Example 4. Setting the Simulation Configuration II. 
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Once the FM Law has been entered correctly, we can observed the FM Law before simulating 

by pushing “Preview Fm Law” (Fig A.‐18 and A.‐19).  

 

 

Fig A.‐18: Example 4. Setting the Simulation Configuration III. 

 

 

 

Fig A.‐19: Example 4. Stepped Linear FM. 

 

Note  that  the  FM  Law  entered  is  a  Stepped  Linear  FM with  ten  steps. Next push  “Confirm 

Settings”, and simulate the results. We can observe that the signal spectrum differs from the 

preceding cases (Fig A.‐20) and that the compressed signal presents several high sidelobes (Fig 

A.‐21). 
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Fig A.‐20: Example 4. Results I. 

 

 

Fig A.‐21: Example 4. Results II. 
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Appendix B. Matlab´s Functions description 

 

  This appendix provides  information about the  implemented functions to perform the 

study  of  pulse  compression  techniques  and  to  build  the Matlab´s  GUI.  The  functions  are 

describe from Table B.‐1 to Table B.‐9. 

 

Table B.‐1: chirp_lineal.m 

Description  This function is for building the CHIRP pulse. 

Input 
arguments 

f0 is the carrier frequency.  
dt is the duty cycle. It is closed between 0.1 a 1. 
Af is the modulation index. 
Np is the number of pulse replicas transmitted. 
Prf is the pulse repetition frequency. 
fs is the sample frequency.  

Output 
arguments 

s2 is the pulse chirp vector. 
t is the time vector. 
f is the frequency vector.

 

Table B.‐2: fm_law.m 

Description  This function is for building the fm modulated pulse. 

Input 
arguments 

f0 is the carrier frequency.  
dt is the duty cycle. It is closed between 0.1 a 1. 
fi is the instantaneous . 
Np is the number of pulse replicas transmitted. 
Prf is the pulse repetition frequency. 
fs is the sample frequency.  
Tp is the time vector where the pulse is defined.  

Output 
arguments 

s2 is the modulated pulse vector. 

 

Table B.‐3: target.m 

Description  This function simulates a target effect. 

Input 
arguments 

alfa is the radar equation in linear. 
R is the range of the target.  
v is the speed of the target. 
f0 is the carrier frequency. 
s is the signal vector that the effects are applied.  
f is the frequency vector.  
t is the time vector.

Output 
arguments 

y is the output vector. 
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Table B.‐4: hilbert.m 

Description  This function calculates the Hilbert transform. 
Input 

arguments 
x is the signal vector that the transform is applied. 
f is the frequency vector. 

Output 
arguments 

y is the output vector. 

 

Table B.‐5: taylor_truncated.m 

Description 
This  function  is  for  building  a  truncated  Taylor´s 
Filter. 

Input 
arguments 

f is the frequency vector. 
f0 is the carrier frequency.  
Af is the modulation index. 
n is a design parameter (view equation ). 
k is a design parameter (view equation ). 

Output 
arguments 

y  is  the  transfer  function  vector  of  the  pulse  in 
frequency domain.

 

Table B.‐6: taylorf.m 

Description  This function is for building a Taylor´s Filter. 

Input 
arguments 

f is the frequency vector. 
f0 is the carrier frequency.  
Af is the modulation index. 
n is a design parameter (view equation ). 
SLL is a design parameter (view equation ). 

Output 
arguments 

y  is  the  transfer  function  vector  of  the  pulse  in 
frequency domain.

 

Table B.‐7: detect.m 

Description  This function is for detecting a pulse. 

Input 
arguments 

f is the frequency vector. 
f0 is the carrier frequency.  
alfa is the roll of factor. 
t is the time vector. 
r is the input signal. 
flag is for selecting the detection type. 

Output 
arguments 

y is the detected signal vector. 
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Table B.‐8: ran_gate.m 

Description  This function implements range gates. 

Input 
arguments 

t is the time vector. 
width is the width of the ranges gates. 
T is the duration of a full pulse. 
tau is the duration of the transmission time period. 

Output 
arguments 

y is a matrix which stores the range gates. 

 

Table B.‐9: chirp_lineal.m 

Description  This function is for building the CHIRP pulse. 

Input 
arguments 

f0 is the carrier frequency.  
dt is the duty cicle. It is closed between 0.1 a 1. 
Af is the modulation index. 
Np is the number of pulse replicas transmitted. 
Prf is the pulse repetition frequency. 
Fs is the sample frequency.  

Output 
arguments 

s2 is the pulse chirp vector. 
t is the time vector. 
f is the frequency vector.

 

 

Other functions are used in the GUI implementation. These functions are shown in Table B.‐10.  

 

Table B.‐10: Other functions. 

Name  Description 

gui.m 
 This  function  contains  the  gui  window 
components. 

config.m 
This  function  contains  the  config  window 
components.

AF_calB.m 
This  function  contains  the  AF_calc  window 
components. 

load_par.m 
This  function  loads  the  simulation  parameters 
from the config window to variables. 

simulation.m  This function performs the simulation. 
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