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Abstract— An efficient numerical implementation of the Inte-
gral Equation technique (IE) has been developed for the analysis
of the electrical characteristics of finite microstrip structures.
The technique formulates a volume version of the IE for the
finite dielectric objects. The numerical implementation combines
rooftop basis and testing functions for the conducting metallic
areas, and two different choices for the dielectric objects. The first
is based on a classical approach, combining pulse basis functions
and deltas for testing. The second is a novel full Galerkin
approach which employs rooftop functions defined on brick cells
inside the dielectrics. The input impedances of two microstrip
antennas have been computed with the new technique, showing
good agreement with respect measurements. Also the radiation
patterns of the antennas have been evaluated, showing again good
agreement with respect measurements. The practical value of the
approach is that microstrip circuits can be designed minimizing
the volume and size of the dielectric substrates. In addition, it is
possible to accurately predict the backward radiation of practical
microstrip radiators.

I. INTRODUCCIÓN

Para el análisis de estructuras microtira, el uso de la técnica
de ecuación integral (IE) en combinación con las funciones de
Green para medios multicapa, formulada tanto en el dominio
espectral [1] como en el espacial [2], es muy popular. Mediante
este método la información de las capas dieléctricas está dentro
de la función de Green, de modo que el tratamiento numérico
del problema queda reducido a la superficie conductora im-
presa sobre los sustratos, incrementandose ası́ la eficiencia de
la técnica. Una gran limitación de este procedimiento es que
las capas dieléctricas se consideran infinitas en la direcciones
transversales [2]. Los circuitos reales, sin embargo, son de
tamaño finito. Para obtener resultados que concuerden con
el modelo infinito, el sustrato debe ser mucho mayor que
el circuito impreso y grande eléctricamente, aproximando ası́
la hipótesis de tamaño infinito. Una contrapartida de este
proceso de diseño es que el tamaño y volumen del circuito
total no se puede optimizar convenientemente, lo que puede no
ser aceptable en muchas aplicaciones espaciales. Además, del
análisis de tamaño infinito no puede extraer otra información
importante como la radiación trasera de las antenas impresas
microtira [3].

Las técnicas actualmente disponibles para el análisis com-
pleto de estructuras finitas microstrip 3D son elementos finitos,

diferencias finitas y el método de las lı́neas. Estas técnicas,
sin embargo, requieren de computaciones numéricas muy
costosas, especialmente porque todo el volumen alrededor de
la estructura se debe discretizar, a menudo en combinación
con alguna clase de condición de contorno absorbente [4].
En cuanto a la técnica de ecuación integral, se han publicado
algunas propuestas para el análisis de estructuras microtira,
usando ambas formulaciones equivalentes, de superficie y de
volumen [5], [6]. Sin embargo, únicamente se han presentado
resultados prelimirares de estructuras muy simples en [6].

En esta comunicación presentamos dos implementaciones
numéricas eficientes de la técnica de ecuación integral equiv-
alente de volumen aplicada al análisis de estructuras microtira
finitas. Ambas implementaciones combinan funciones rooftop
de base y de test para las superficies conductoras con dos
posibilidades para los objetos dieléctricos finitos. La primera
se basa en utilizar pulsos como funciones de base y deltas
como funciones de test, de forma similar a como se presenta
en [6]. A diferencia de la técnica en [6], sin embargo, el uso de
funciones rooftop de base y de test para las zonas conductoras
aumenta la estabilidad numérica del método, y se pueden
obtener resultados precisos tanto para la impedancia de entrada
como para el diagrama de radiación de antenas microstrip.
La segunda posibilidad para tratar los objetos dieléctricos
finitos es la implementación de tipo Galerkin completa, la
cual emplea funciones de base y de test definidas en el
volumen de las celdas con forma de prismas rectangulares
utilizadas en la discretización de los dieléctricos. La ventaja
de esta segunda formulación es que se evita derivar la función
de Green del potencial escalar, reduciendo de este modo
considerablemente el nivel de la singularidad en el proceso
de integración posterior.

II. DESARROLLO TEÓRICO

La formulación de la ecuación integral de volumen para una
estructura microtira de tamaño finito, como la mostrada en la
figura Fig. 1, sigue el desarrollo presentado en [6].

Para las áreas metalizadas la condición de contorno que se
impone es la nulidad del campo elétrico tangencial, concreta-
mente: ����������
	���
 �� ��������	� � �� ����������	� � ��� !#"

�%$
(1)



PSfrag replacements

���� ���
� �

����
���	

�� 	

Fig. 1. Estructura microtira genérica de tamaño finito analizada en esta
comunicación.

En la ecuación anterior,
�� ��������	� es el campo eléctrico de

la excitación, que representa la excitación de la estructura
microtira de la figura Fig. 1. En esta comunicación el circuito
se alimenta con un cable coaxial, y se utiliza un modelo de
excitación delta-gap como el descrito en [7], [8]. Además�� ���������
	� es el campo reflejado, que para la estructura microtira
de la figura Fig. 1 es debido a corrientes de polarización en el
dieléctrico y a corrientes de superficie en las áreas metálicas:
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donde
� � �

es la función de Green genérica de campo eléctrico
producida por una corriente eléctrica,

���
son las corrientes

de polarización definidas en el volumen del dieléctrico, y� 	
son las corrientes de superficie inducidas en las zonas

metalizadas de la estructura. En la presente comunicación, se
usan funciones de Green de potenciales mixtos en lugar de
funciones de Green de campo, para reducir el comportamiento
singular [9]. Además, en la región del dieléctrico el equivalente
de volumen impone las siguientes restricciones al campo total:
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Si utilizamos el modelo de excitación delta-gap [7], [8], el
campo eléctrico excitador

�� ��������	� sólo existe en la zona de
contacto entre el conector y la sonda coaxial, siendo nulo en
el interior del dieléctrico. Utilizando (1) podemos simplificar
(3) como sigue:
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Combinando las expresiones (1), (2) y (4), se obtiene
fácilmente el siguiente sistema de ecuaciones integrales
acopladas:
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La resolución del sistema de ecuaciones integrales produce
como resultado la corriente de polarización de volumen dentro
del dieléctrico

�� �
y la densidad de corriente inducida

��0	
en la zona metalizada. Una vez conocidas éstas, los campos
electromagnéticos en la estructura se calculan fácilmente con
(2).

III. IMPLEMENTACIÓN NUMÉRICA

Para la solución numérica de (5), la superficie de las áreas
metalizadas se discretiza en celdas rectangulares utilizando
siempre funciones base y test de tipo rooftop. Esto ha de-
mostrado ser con diferencia la mejor elección para representar
las corrientes inducidas en las superficies metalizadas impresas
de las estructuras microtira [9]. En la presente comunicación,
dicha elección ha conducido a resultados precisos para la
obtención de los parámetros de scattering y las impedancias
de entrada de circuitos impresos microtira.

Parae el tratamiento de objetos dieléctricos finitos, se
presentó una primera opción en [6]. En este caso se selecciona
una combinación de funciones de base pulso con deltas para el
test. Esta formulación conduce a una matriz del sistema que es
no simétrica, ya que el proceso de test en la superficie de las
áreas metalizadas se ejecuta de forma distinta al test en el vol-
umen dieléctrico. En particular, cuando la base se toma en las
superficies metalizadas y el test en el dieléctrico, no se puede
evitar el gradiente de la función de Green del potencial escalar.
En este caso las integrales contienen una singularidad del
orden de ( 13234�5 ), que no es fácilmente extraible con métodos
numéricos. Para evitar la singularidad, se aplica el test usando
deltas en el punto central de la celda de volumen. La ventaja
de hacerlo de este modo, es que el punto de test nunca cae
dentro de la base de integración. Sin embargo, si el espesor del
sustrato dieléctrico es eléctricamente muy pequeño, entonces
se ha de integrar una función de Green que exhibe variaciones
rápidas, ya que los puntos de test permanecen muy cerca de la
base de integración. Para los ejemplos que se muestran en este
artı́culo (grosor del dieléctrico 687 $
9 $ $ $ 1': ), se necesitan ;�< $
puntos de integración en las superficie impresas metálicas para
tratar convenientemente este situación quasi-singular. Cuando
el grosor del dieléctrico se incrementa hasta ( 6>= $
9 $ 1': ),
entonces sólo se necesitan ;�< puntos para lograr un grado
de precisión similar.

Para superar esta limitación, se ha implementado un nuevo
tratamiento numérico de los objetos dieléctricos finitos. En este
caso se formulción es de tipo Galerkin, empleando funciones
rooftop en el interior de los objetos dieléctricos (ver Fig. 2
para la formulación de las funciones de base y de test). La
primera ventaja de esta técnica es que produce una matriz
del sistema completamente simétrica. Además, para todas las
interacciones el gradiente del potencial escalar eléctrico se
transfiere a la función de test, resultando en una carga eléctrica
constante definida dentro del volumen de la celda de prisma
rectangular usada para la discretización de la geometrı́a. Con-
secuentemente, la evaluación de todas las integrales requiere
el tratar con singularidades débiles del tipo ( 1�234 ). En la
presente comunicación estas singularidades débiles se tratan
numéricamenete siguiento procesos sencillos. Las integrales de
superficie singulares se evalúan usando coordenadas polares,
puesto que el Jacobiano de la transformación polar compensa
exactamente la singularidad débil de la función de Green.
Empleando la misma idea, las integrales singulares de volumen
se evalúan usando coordenadas esféricas. En este caso el



Jacobiano de la transformación es proporcional a ( 4 � ), el
cual compensa completamente la singularidad débil ( 1�234 ) de
la función de Green. La función total a integrar tiene un
comportamiento suave, por lo que necesita sólo

� < puntos para
que cada integral de volumen converja, incluso para sustratos
dieléctricos de espesor muy reducido. El resto de integrales
no singulares se resuelven empleando reglas de integración
especı́ficas para cubos [10].
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Fig. 2. Funciones base definidas en dos celdas contiguas con forma de prisma
rectangular.

IV. RESULTADOS

La implementación numérica eficiente de la técnica de
ecuación integral con equivalente de volumen empleada en
esta comunicación, ha permitido evaluar de forma precisa por
primera vez la impedancia de entrada y las caracterı́sticas de
radiación de antenas microtira finitas.
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Fig. 3. Antena de parche impresa introducida en [6]. Las dimensiones son/103254�687 9
cm, : 03254�687 9 cm,

/�;<2=687 9
cm : ;<2=687 9 cm,

/?>@2A687 9
cm,: >B2C4�7 9

cm. La permitividad dielectrica es DFE 2HG87 6�I y el grosor J 2987 G
cm.

La primera estructura estudiada es una antena microtira de
parche presentada en [6] (Fig. 3). Sin embargo, en [6] no
se mostraban resultados de la impedancia de entrada de la
antena, y en [6] los diagramas de radiación obtenidos con
un equivalente de volumen y con una formulación con un
equivalente de superficie no concuerdan bien, siendo esto un
indicativo de imprecisiones. En la figura Fig. 4 presentamos
por primera vez la impedancia de entrada de esta antena.
La figura Fig. 4 muestra los resultados obtenidos con las
dos propuestas desarrolladas en esta comunicación; y los
resultados obtenidos empleando la función de Green del medio

multicapa en el dominio espacial para un modelo de dieléctrico
infinito [9]. Se puede ver que en este caso las tres técnicas
concuerdan muy bien, en particular aparece una resonancia
de radiación en 1 9 K!L�M��ONQP . Los diagramas de radiación de
esta estructura a la frecuencia de resonancia se muestran en
la Fig. 5a (plano E) y Fig. 5b (plano H). Las figuras sólo
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Fig. 4. Impedancia de entrada de la antena presentada en [6].

presentan los resultados obtenidos con rooftop en el sustrato
ya que los resultados obtenidos con pulsos son muy similares.
La figuras también muestran los resultados obtenidos con el
modelo de sustrato infinito, y los resultados presentados en
[6]. Los diagramas de radiación son similares en todos los
casos en el semiespacio superior, pero no en el semiespacio
inferior. En particular, con el modelo de sustrato infinito no
hay información sobre la radiación trasera de la antena.
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Fig. 5. Diagramas de radiacion de la antena presentada en [6].

Para verificar los resultados obtenidos con la nueva im-
plementación numérica de ecuación integral equivalente de
volumen, se analiza una segunda antena microtira (Fig. 6)
presentada en [11]. Primero, presentamos en la figura Fig. 7
la impedancia de entrada de esta antena, y comparamos los
resultados con los datos obtenidos procedentes de medidas.
También los resultados obtenidos con el modelo de dieléctrico



infinito se incluyen como referencia. Se puede ver que en todos
los casos los resultados son buenos, pero la impedancia de
entrada obtenida con el nuevo modelo de dieléctrico finito
está más próxima a las medidas que el modelo de dieléctrico
finito. En este caso, por lo tanto, es importante tener en cuenta
los efectos laterales del sustrato de tamaño finito si se desean
resultados precisos.
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Fig. 6. Antena de parche impresa presentada en [?]. Las dimensiones son/ 0 2���987 9
mm, : 0 2���987 9 mm,

/ ; 254�687 � 9
mm, : ; 2=G�� 7 9 mm,

/ > 24��87 9
mm, : > 2�� 7 	�9 mm,

/�
12��87 ��9��
�
, : 
12 987 6�6 mm. La permitividad

dieléctrica del sustrato es D E 2 G87 ��� , y el grosor J 2A4�7 6�� mm.
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Fig. 7. Impedancia de entrada de la estructura mostrada en la Fig. 6.

Finalmente, presentamos los diagramas de radiación de esta
estructura en

M 9 � < �ONQP en la Fig. 7a (plano E) y Fig. 7b
(plano H). Las figuras comparan los resultados obtenidos con
la nueva propuesta, con los resultados de sustrato infinito, y
con medidas. Se puede ver que la concordancia es buena, y
en particular la radiación trasera que predice el nuevo modelo
numérico está muy próxima a los diagramas de radiación
medidos experimentalmente.

V. CONCLUSIONES

En esta comunicación presentamos dos implementaciones
numéricas eficientes de una formulación de ecuación integral
de equivalente de volumen. Los nuevos modelos se han apli-
cado al cálculo de las caracterı́sticas eléctricas de estructuras
microstrip de tamaño finito. Tanto la impedancia de entrada de
antenas de parche microtira como los diagramas de radiación
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Fig. 8. Diagramas de radiación de la antena mostrada en Fig. 6.

presentan buena concordancia al comparar con las medidas.
La nueva técnica se puede usar para el diseño de circuitos
microstrip de volumen reducido, y para la predicción de la
radiación trasera de antenas microtira reales.
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