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Introduccion

La creacién de personajes creibles y atractivos mediante graficos por orde-
nador presenta un gran numero de desafios técnicos, incluidos el modelado,
animacion y renderizado de formas complejas tales como cabeza, manos y
ropa. Con esta finalidad se han creado varios programas especiales para di-
seno grafico por ordenador en 2D y 3D. Estos graficos se originan mediante
un proceso de calculos matematicos sobre una base de dos o tres dimensio-
nes que ha sido creada por ordenador e incluyen varios procesos complejos:
adquisicion, registro, integracién, segmentacion y ajuste.

En el caso de la animacién grafica se requiere reconstruir un objeto (en
general tridimensional) en el ordenador y posibilitar transformaciones ade-

cuadas del mismo.

Supongamos que queremos trabajar sobre un personaje creado por un
dibujante mediante una linea. Si pudiéramos definir esa linea por una fun-
cién, serfa posible realizar sobre ella diversas transformaciones (movimientos,
transformaciones afines...). Pero eso no suele ocurrir y la forma de incorpo-
rarla al ordenador puede ser escaneandola, lo que supone definir la curva
por una serie de puntos de la misma; el nimero de puntos depende de la
resolucion del escaneo, pero si agrandamos la figura se advierte la ausencia
de continuidad y, ademés, no tenemos reglas para transformar la curva. Por
ello, los programas de diseno grafico por ordenador consisten basicamente, en
algoritmos que permiten unir los puntos del diseno seleccionados por trozos
de curvas de ecuacion calculable y que funcionan de forma adecuada en las

uniones entre dos de estos trozos consecutivos.

A modo de ejemplo, supongamos que tenemos una linea y que hemos
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elegido 4 puntos de una linea y vamos a interpolar nuevos puntos entre ellos.
Esos 4 puntos nos definen una poligonal compuesta por tres segmentos y en
los puntos de unién es angulosa. Podemos calcular nuevos puntos utilizando
una media ponderada de los puntos antiguos. Por ejemplo, si hallamos la
media de cada cuatro puntos con los pesos 1/16(—1,9,9, —1) obtenemos una

curva curva menos angulosa (véase la figura 1):

Figura 1: Ejemplo de subdivision de una curva

Reiterando el proceso se obtienen poligonales como las de la figura 2. Y
repitiendo el proceso las veces que sea necesario, en el limite, se obtendria una
curva continua y suave; pero, en la practica, suele ser necesario, dependiendo
de la resolucion de la pantalla que se vaya a usar, realizar el proceso un
nimero pequeiio de veces.

Conviene tener presente que si se eligen muchos puntos, el resultado puede
ser mejor, pero el proceso de calculo es méas complejo, mas costoso, mas lento.

Lo que se busca, por tanto, son procesos de iteracion que permitan obtener

Figura 2: Ejemplo de subdivisién de una curva (continuacién)



Introducciéon
Figura 3: Ejemplo grafico de subdivision de una superficie
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mejores resultados con menos informacién de partida (menos puntos).
Otro problema es elegir los puntos iniciales mas adecuados. En algunas

zonas del disefio méas regulares seran necesarios menos puntos, mientras que
en otras, se necesitaran mas; y la articulaciéon entre unas y otras debe ser

adecuada.
Un ejemplo de los refinamientos sucesivos de la subdivision de una super-

ficie usando mallas triangulares y el diferente tamano de los triangulos en las
distintas zonas se puede ver en la figura 3.

Caracteristicas que deben tener los algoritmos de subdivision:

Eficiencia: la localizacion de nuevos puntos debe realizarse con un niimero

pequeno de operaciones sobre algunos puntos contiguos.

Soporte compacto: la regién sobre la que un punto influye debe ser finita

y no demasiado grande.

Definicién local: las reglas que determinan los nuevos puntos solo depen-
den de algunos cercanos, no de los lejanos.

Invariancia afin: Si se realiza una transformacion afin (traslacién, giro,
homotecia,...) sobre los puntos base, la forma generada a partir de
los puntos transformados debe ser la misma que la que se obtendria

aplicando dicha transformacion a la curva completa (véase la figura 4).
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Figura 4: Ejemplo de invariancia afin

Simplicidad: El proceso debe constar de un pequeno ntmero de reglas,

preferentemente determinadas por un proceso independiente.

Continuidad: Interesan los procesos que generan curvas continuas y deri-

vables, e incluso que la segunda derivada sea continua.

Por ejemplo, la regla que se ha usado para construir las curvas de las
figuras 1 y 2 de la pagina 1v, calcula los nuevos puntos a partir de una media
ponderada de los puntos antiguos cercanos: los dos anteriores y los dos pos-
teriores, asignandoles pesos de 1/16(—1,9,9, —1) respectivamente. Se trata
de un procedimiento muy eficiente pues sélo requiere, para cada coordenada
de cuatro multiplicaciones sencillas y una suma de cuatro sumandos; tiene
soporte compacto ya que sOlo involucra a tres trozos en total; la definicion es
local, pues solo depende de cuatro puntos préximos y es independiente del
resto; es invariante afin, pues la suma de los pesos es 1; es muy simple, ya
que se usa siempre la misma regla; ademas, la curva limite que se obtiene
repitiendo este proceso es derivable.

La memoria consta de tres capitulos y unas conclusiones finales. En el
capitulo 1 se introducen las nociones necesarias para definir las NURBS, y

mas concretamente, las técnicas que estdn en la base de su desarrollo y al-
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gunas de sus propiedades. También se hace una pequena introduccién sobre
la aparicion y evolucién de las NURBS en el disefio de formas. En el ca-
pitulo 2 veremos como Pixar, que en un principio usaba NURBS para sus
disetios, investigo las distintas superficies de subdivision para solucionar al-
gunos problemas que surgian con las NURBS. Se comentaré cuales fueron sus
criterios para optar por el esquema de Catmull-Clark; esquema que modifica-
ron posteriormente para corregir algunos problemas que aparecieron y para
su empleo en otros campos de la animaciéon 3D. Las NURBS corresponden
con esquemas interpolatorios de caracter lineal, pero tienen el inconveniente
de que en determinadas circunstancias se presentan oscilaciones indeseables
que no desaparecen aunque se incremente el niimero de iteraciones: fenémeno
Gibbs. En el capitulo 3 se presenta un esquema interpolatorio multiresolucion
no lineal. El objetivo es la reconstruccion a trozos de una funcién utilizando
para ello cuatro puntos en soportes pequenios y un esquema interpolatorio
recursivo. Se persigue la convergencia y estabilidad del esquema, que genere

funciones limite con buen nivel de suavidad y que evite el fenémeno Gibbs.






NURBS

El acronimo NURBS representa la formulaciéon inglesa «Non Uniform
Rational B-Splines» y corresponde a un modelo matematico muy utilizado

en los graficos por ordenador para generar y representar curvas y superficies.

El desarrollo de NURBS empezo6 en 1950 por ingenieros que necesitaban
la representacion matematica exacta de superficies de forma libre como las
usadas en carrocerias de automoviles y cascos de barcos, que pudieran ser
reproducidos exacta y técnicamente en cualquier momento. Las representa-
ciones anteriores de este tipo de disenos s6lo podian hacerse con modelos

fisicos 0 maquetas realizadas por el disefiador o ingeniero.

Los pioneros en esta investigacion fueron Pierre Bézier quien trabajaba
como ingeniero en Renault, y Paul de Casteljau quien trabajaba en Citroen,
ambos en Francia. Aunque los dos trabajaron en modelos mateméticos muy
parecidos y paralelos ninguno de los dos conocio el trabajo que el otro desa-
rrollaba. El trabajo de Bézier fue publicado primero y por esta razéon tradi-
cionalmente se le ha asociado a las splines. El nombre de Casteljau solamente

ha sido asociado al desarrollo de algoritmos para la evaluacion de las splines.

Las NURBS pueden representar con precision objetos geométricos estan-
dar tales como lineas, circulos, elipses, esferas y toroides, asi como formas
geométricas libres como carrocerias de coches y cuerpos humanos. La canti-
dad de informacién que requiere la representacion de una forma geométrica
en NURBS es muy inferior a la que necesitan otros tipos de aproximaciones

comunes.
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En este capitulo vamos a desarrollar las nociones necesarias para definir
las NURBS, en particular, las técnicas que estan en la base de su desarrollo

y algunas de sus propiedades.

1.1. Curvas y superficies en el espacio

Toda curva o superficie en el espacio se puede definir por un conjunto de
funciones paramétricas.
En el caso de las curvas, por ejemplo, las coordenadas (x,y,z) de los

puntos de la curva pueden ser dadas por:

T = X(t)v Y= Y(t)v z= Z(t>7

siendo t € R el pardmetro y siendo X, Y, Z funciones de ¢.

Si X,Y y Z son polinomios de grado 1, la curva definida es un segmento
de una recta. En ese caso, solo se necesitaran dos datos (por ejemplo dos
puntos o un punto y una pendiente) para definir esta curva. Si X,Y,Z son
polinomios de grado 2, se definird una parabola y se necesitaran tres datos
para describirla (por ejemplo, 3 puntos o 2 puntos y una tangente). Para
polinomios de grado n, se necesitaran n + 1 datos para describir la curva.
Este nimero de datos es lo que llamamos el orden de la curva, y siempre es,
por tanto, una unidad mayor que el grado del polinomio.

Los polinomios ctibicos suelen ser los mas utilizados para representar cur-
vas. Efectivamente, para polinomios de grado mayor se necesitan mas datos,
lo que hace el modelado mas dificil de manejar. Por otro lado, los polino-
mios de grado menor describen de manera mas restrictiva las curvas, que
s6lo pueden ser rectas o parabolas, las cuales son siempre curvas planas.

En el caso de las superficies, se pueden definir paramétricamente usan-
do dos pardmetros. Las coordenadas (x,y, z) de los puntos de la superficie

pueden ser dadas por:

r=X(u,v),y =Y (u,v),z=Z(u,v)

siendo u, v € R los parametros y siendo X, Y, Z funciones de éstas
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1.2. Curvas de Bézier

Las curvas de Bézier representan un instrumento ampliamente usado en la
realizacion de graficos con ordenador para modelar curvas de comportamien-
to «suavey, en el sentido de que no existan puntos angulosos. Se construyen
utilizando un cierto nimero finito y ordenado de puntos de control, que con
frecuencia son tres (curvas de Bézier cuadraticas) o cuatro (curvas de Bézier
ctibicas). La curva une el primero y el ultimo de los puntos de control me-
diante un trazo sin «puntos angulosos», pero, generalmente, no pasa por los
puntos de control, sino que estos actiian como si tuvieran una cierta capaci-
dad de atraccion sobre una «cuerda eldstica» que uniera los puntos extremos

con el resultado de producir una deformacion suave de la misma.

¥, Los puntos de control utilizados pa-

-
=

ra generar la curva de Bézier del grafico

/(\ que aqui figura son Fy, P, P,. El punto
N t=.25 P, (o inicia su recorrido del segmento Py P,

partiendo de Py y se mueve de acuerdo con la ecuacién Qg = Py +t(P; — Py),
donde 0 <t < 1. El parametro ¢t puede considerarse como una medida del
porcentaje del camino recorrido (en realidad al multiplicarlo por 100); en el
grafico t = 0,25 corresponde al 25 %. Asi cuando t = 0 estamos en el punto
Qo = Py, cuando t = 1 es Qg = P, y para los valores intermedios de ¢ el punto
(o va pasando por los diferentes puntos del segmento FyP;. Simultaneamen-
te, y de forma enteramente analoga, el punto (), recorre el segmento P, P, de
acuerdo con la ecuacién Q1 = P, + t(P, — P;). Y por tltimo el punto B de
la curva Bézier esta situado, para cada t, sobre el segmento Qo) siguiendo
el mismo tipo de interpolacién lineal B = Qg + t(Q1 — Qo). En consecuencia

la ecuacion de la curva de Bézier viene dada por:
B(t) = Qo +t(Q1 — Qo) = (1 — t)Qo + 11
—(1- t)<(1 P+ tPl) 4 t((l — )P+ tP2>

=(1—t)’Py+2t(1 —t)P, + 1* P,
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Esta curva de Bézier tiene cuatro pun-
tos de control ordenados Fy, Py, P, Ps.

Con los tres primeros se procede como

Pa tm.25 p, en el caso anterior para determinar un
punto, llamado Ry en el grafico, y con los tres ultimos se hace lo propio para
determinar un punto llamado R; en el grafico. Entre ambos puntos se reali-
za la interpolacion lineal correspondiente al parametro ¢ para determinar el
punto B de la curva de Bézier generada por esos puntos de control. Pulsando
sobre la figura que inicia este parrafo es posible ver una generacion dinamica
de las curvas Bézier de grados 2 y 3 correspondiente dichos dibujos anterio-
res. Procediendo como en el caso anterior se obtiene el polinomio de grado

tres correspondiente a esta curva con cuatro puntos de control.

B(t) = (1—t)Ro + tR,

(1— t)((l — )Py +2t(1 — )P + t2P2)
+ t((l —t)?P 4 2t(1 — )Py + t2Ps>

=(1—t)P’Py+3t(1—t)’P+3t*(1 — )P + (1 — 1) P3

Utilizando el mismo procedimiento podrian generarse curvas de Bézier
de grado maéas alto, que, sin embargo no suelen utilizarse por el esfuerzo
computacional que requieren. En lugar de eso es preferible para modelar
perfiles complejos usar varias curvas de Bézier de grado bajo, con grupos de
puntos de control adecuadamente proximos, de forma que se enlacen bien
entre si. Al igual que sucede con la interpolaciéon de Lagrange.

En general las curvas de Bézier con n puntos de control (n = 2,3,4...)

se expresan en la forma

(1.1) B(t) => b;,P; siendo b, = (n) t(1— )"t
=0 t

Los polinomios b; ,, se conocen con el nombre de polinomios de Berstein de

grado n y corresponden precisamente, a los coeficientes en el desarrollo del
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binomio de Newton de la expresion

| = (t +(1- t))” = (’?)ﬁ'u = Zb

i—0 \!

En ocasiones se consideran también curvas de Bézier para las que los
puntos de control, Py, Py, P ... P, tienen pesos wy, wy,ws ... w, (lo cual co-
rrespoderia a asignar diferentes poderes de atraccion a los diferentes puntos

de control) y entonces la férmula a considerar seria:

n
Z bz‘,an'wz'
i=0

=
Z bz’,nwi
i=0

(1.2) B(t) =

Como ya hemos dicho, las curvas de Bézier fueron introducidas por Paul
de Casteljau en 1959 y muy ampliamente utilizadas en el disefio de carroce-
rias de automéviles por el ingeniero francés Pierre Bézier, del que toman su

nombre.

Actualmente, se utilizan las curvas de Bézier como herramientas de diseno
grafico en programas como Adobe Photoshop, Adobe Illustrator, Inkscape,
etc. o en programas de animacién gréafica para controlar el movimiento en
aplicaciones como Adobe Flash, Adobe After Effects, Adobe Shockwave, entre

otros.

El diseno de las fuentes True Type usadas en MS-Windows se desarrolld
a finales de los ochenta por Apple Computer utilizando curvas de Bézier con
tres puntos de control mientras que en el diseno de las fuentes postscript
Adobe Type 1 se utilizan curvas de Bézier con cuatro puntos de control.
También se utilizan curvas de Bézier cubicas en el disefio con Metafont de
las tipografias usadas en TEX (como las utilizadas en este trabajo), con lo
que la calidad técnica de las dos ultimas es superior a la de las fuentes True

Type.
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Figura 1.1: Interpolacién segmentaria lineal entre puntos

1.3. Introduccién a B-Splines

En el ambito del andlisis numérico, un spline es una curva definida a
trozos mediante polinomios. Estas curvas se utilizan para resolver proble-
mas de interpolacion y suavizado de curvas y, como pueden hacer uso de
polinomios de grado bajo, se consigue facilitar los calculos y simplificar las
representaciones, ademas de evitar las oscilaciones que aparecen cuando se
usan polinomios de grado alto. Todo esto hace que los splines sean utilizados
en los graficos por ordenador y estén en la base de muchas otras técnicas.
Hay que senalar que las curvas de Bézier son un tipo particular de spline.

Otros tipos de splines son las interpolaciones segmentarias poligonales que
pueden ser de distinto grado. Cuando el grado es 1 tenemos la interpolacion
segmentaria lineal que consiste, simplemente, en unir los puntos dados por
segmentos, lo que proporciona una grafica continua pero no derivable en los
puntos de control (figura 1.1)

Cuando el grado es 2 se denomina interpolacién segmentaria cuadratica;
se interpolan trozos de parabola que van de un punto de control al siguiente,
y se pide que la derivada en el punto de control sea igual a ambos lados, es
decir, que el spline sea C?.

Cuando el grado es 3 se denomina interpolacion segmentaria cibica. En
este caso se pide que el spline resultante sea C?, es decir, que tanto la primera

derivada como la segunda coincidan a ambos lados de cada punto. Estas
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condiciones no son suficientes para determinar los splines ctibicos y hay que
agregar otras que dan lugar a diferentes tipos de splines ctibicos. En particular
tenemos los splines ciubicos naturales en los cuales la derivada segunda es cero
en el primer y en el ultimo punto.

El principal inconveniente con los splines naturales es que la modificacion
un punto de control afecta a toda la curva, ya que los coeficientes polinémicos
dependen de todos los puntos de control. Interesa definir curvas en las que
sea posible un control local, es decir, que la modificacién de un punto de
control afecte sélo a un trozo de la curva. Esto ocurre asi en los B-Splines,
que consisten en varios trozos de splines naturales, cada uno de los cuales
esta definido por un conjunto reducido de puntos de control.

Los B-Splines combinan p + 1 puntos de control Py, P,..., By, p > ny
consiste en p — (n — 1) trozos de curva @Q,,, Qpni1, ..., @, (polinomios de grado
n). Ademads, podemos definir un pardmetro comin ¢ mejor que considerar ¢
definido en el intervalo [0, 1[ para cada trozo de la curva. Asi que, para cada
segmento @); de la curva, ¢t dependera del intervalo [t;,t;11[, con n < i < p.
Ademas, cada segmento (); solo se vera afectado por n puntos de control:
P;_,, hasta P;.

Para cada i > n, existe un nodo entre @Q); y Q;+1 para el valor t; del
parametro t. Existe un total de p—n — 2 nodos para el B-Spline. El concepto
de uniformidad es el siguiente: si los nodos estan uniformemente distribuidos
sobre el intervalo [0, 1[ (por ejemplo, Vi € [n,pl, tix1 — t; = tiya — tit1), €l
B-Spline se dice que es uniforme. En otro caso, diremos que es no uniforme.
Cabe mencionar el hecho de que estas definiciones implican que los nodos
son crecientes (por ejemplo, Vi € [n,p|,t; < t;y1).

Cuando las coordenadas (z, y, z) de un punto de la curva estan dadas por
cocientes de polinomios como en la ecuacién (1.3), el B-Spline se dice que es

racional, cuando el denominador es la unidad se dice no racional.

(1.3) rT=—", Y= z =

Teniendo en cuenta todo lo anterior tenemos 4 tipos diferentes de B-
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Splines:

No Racionales Uniformes

No Racionales No Uniformes

Racionales Uniformes

Racionales No Uniformes

El dltimo tipo llamado generalmente NURBS, es el méas general y el que
mas nos interesa para nuestro objetivo. Cualquiera de los otros tipos de B-
Splines son un caso particular de NURBS; para los no racionales se cumple

que W(t) = 1, y la uniformidad es un caso particular de los no uniformidad.

1.4. Curvas y superficies NURBS

Una curva NURBS Q(t) esté definida por la siguiente ecuacién paramé-
trica (1.4):

i—0 Bin(t) Paw;
Yo Bin(t)w

(1.4) Q) =

Y similarmente, generalizando la ecuaciéon (1.4) para el caso de 2 para-

metros obtenemos una superficie NURBS (1.5).

>hoo Z?:o B (u) Bjn(v) P jwi

1.5 Slu,v) =
( ) (U U> Zf:o 23:0 Bivm(u)Bj,n(U)wi,j

En ambas ecuaciones, P; es un punto de control, w; el peso asociado a

éste, y B;,, una funcién base definida recursivamente sobre n por:

(1.6) Bjolt) = Hh = +
0 en el resto
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Figura 1.2: Graficas de las primeras funciones base: B; o, Bi1 y Bi2

Bio B;, Bis
t—t; t; —t
(1.7)  Bip(t) = ———Bipa(t) + —H " B a(t) Yk >0
Livr — 1 Livk+1 — Liga

Por ejemplo, para k = 1 la ecuacién de B;; viene dada por

(1.8) Bis(t) = M3i7o(t) + IﬂBiH,o(t)
y su representacion grafica aparece, junto con las de B,y y B9, en la figu-
ra 1.2.

Volviendo ahora a la ecuacién (1.4) observamos que, si los pesos w; son

iguales, el denominador es constante y la curva (1.4) sélo consistiria en:

Q) = Bialt)P,

Se trata pues de una curva no racional. Lo mismo ocurre en el caso de la
ecuacion (1.5) correspondiente a una superficie.

Ademas, las funciones base B;, sélo son distintas de cero en los alrede-
dores del punto P; (para n = 3 sélo son distintas de cero entre t;_1 y t;12) lo
que permite modificar la influencia de un punto de control de forma bastante
local.

Las curvas NURBS tiene cuatro elementos fundamentales en su definicién:

= Puntos de control: Definen una aproximacién de la curva, y éstos

podremos desplazarlos en el espacio, para asi modificar la forma de
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la superficie. La uniéon de estos crearda un poligono que se denomina

poligono de control.

Pesos: Estan asociados a los puntos de control, y s6lo existen en cur-
vas y superficies racionales. Cuanto mayor sea el peso en un punto de
control mayor serd la atraccion que ejerce sobre la curva hacia el pun-
to control. De manera opuesta, cuanto menor sea el peso en un punto
de control se producirda un mayor alejamiento respecto del punto de

control. De manera mas concreta se puede ver que:

e Siw > 1 se produce un aproximaciéon de la curva.

e Si w = 1 no se produce ninguna modificaciéon respecto de la curva

no racional.

e 5i0 < w < 1seproduce un alejamiento de la curva siendo el limite

la linea recta que une los puntos de control anterior y siguiente.

Nodos: Son una lista de grado+N-1 nimeros, donde N es el ntime-
ro de puntos de control. A veces, esta lista se denomina vector nodal,
y debe cumplir varias condiciones técnicas. La manera estandar para
asegurar que las condiciones técnicas se cumplan, es que sea creciente
y limitar el nimero maximo de valores duplicados al grado. El nimero
de veces que un valor nodal se duplica se denomina multiplicidad no-
dal. Se dice que un valor nodal es un nodo de multiplicidad total si es
multiplo de su grado. Si una lista de nodos se inicia con un nodo de
multiplicidad completa, le siguen nodos simples, termina con un nodo
de multiplicidad completa y los valores se espacian uniformemente, en-
tonces los nodos son uniformes. Los que no cumplan esto se dicen que
son no uniformes. Los valores duplicados del nodo en la mitad de la
lista del nodo hacen que una curva de NURBS sea menos suave. En
caso extremo, un nodo de completa multiplicidad en la mitad de la lista
de nodos significa que hay un lugar en la curva NURBS que se puede
doblar en un punto de torsiéon. Por esta razén, agregando y quitando
nodos, y luego ajustando los puntos de control se pueden hacer formas

mas suaves o figuras torsionadas. Debido a que el nimero de nodos es
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igual a N+4grado-1, si se agregan nodos también se agregan puntos de
control, y si se quitan nodos se quitan puntos de control. Los nodos se
pueden anadir sin cambiar la forma de la curva de NURBS. En general,

quitar nodos cambiara la forma de una curva.

= Grado: El grado de la curva nos indicara si es cuadratica, ctibica, cuar-
tica, etc. A mayor grado, manteniendo el poligono de puntos de control
constante, la curva se suaviza més respecto al poligono de control, sien-
do de grado cero los puntos de control y de grado uno el poligono de

control.

1.4.1. Propiedades de las curvas NURBS

Las propiedades que tienen las curvas NURBS son las siguientes:

» No negatividad: B;,(t) > 0Vi,pyt € [0,1]

» Particién de la unidad: 337 B; ,(t) = 1 Vt € [0, 1]

.« Boy(0) = Buyll) = 1

» Para p > 0, todo B;,(t) alcanza un maximo en el intervalo ¢ € [0, 1]

» Soporte local: B;,(t) = 0 para t ¢ [t;,ti1p+1). Ademads, en cada nodo

dado, al menos p+ 1 de los B; ,(u) son distintos de cero.

» Todas las derivadas de B;,(t) existen en el espaciado del nodo, la cual
es una funcién racional con denominador distinto de cero. En un no-
do, B;,(t) es p — k veces continuamente diferenciable, donde £ es la

multiplicidad del nodo.
» Siw; =1 Vi, entonces B;,(t) = N, ,(t) Vt

Y dando estas propiedades como resultado las siguientes caracteristicas

geométricas de las curvas NURBS:

= Q(0) =Ry Q1) = B

» Invarianza afin: una transformacion afin de los puntos de control define

una nueva curva que es la misma que la que se obtiene al aplicar a la
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curva original dicha la transformacién. Las curvas NURBS son también

invariantes bajo las proyecciones en perspectiva.

= Q(t) es infinitamente diferenciable en el intervalo del nodo y es p — k

veces diferenciable en un nodo con multiplicidad k.

» Propiedad de la variacion decreciente: ningtin plano tiene mas intersec-

ciones con la curva que con el poligono de control.

= Una curva NURBS sin nodos interiores es una curva de Bézier racional,
ya que N;,(t) se reduce a B, ,(t). Las curvas NURBS contienen B-
Splines no racionales, y curvas de Bézier racionales y no racionales en

casos especiales.

= Aproximacién local: si movemos el punto de control P; o cambiamos el

peso w; afectaremos sélo a la porcién del intervalo t € [t;, tiypi1)-

1.4.2. Propiedades de las superficies NURBS

Las propiedades de las funciones R; ;(u,v) son aproximadamente las mis-

mas que para las funciones basicas no racionales N;,(u) N;,(v)
» No negatividad: R; ;(u,v) > 0 Vi, j, u, v.

= Particion de la unidad: Y7, >, Rij(u,v) = 1 para todo (u,v) €
[0, 1] x [0,1].

» Soporte local: R; j(u,v) = 0 si (u,v) esta fuera del rectangulo dado por

[wis Uitps1) X [V); Vjggen)-

» En cualquier rectangulo de la forma [w;,, u;y+1) X [0y, Vjo+1) Por lo me-

nos (p+ 1)(¢ + 1) funciones base son distintas de cero.

» Extremos: si p > 0y ¢ > 0 R, ;(u,v) alcanza exactamente un valor

maximo.

L] RQQ(0,0) - Rn,()(l,O) - Rn,m(la 1) =1.
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= Diferenciabilidad: en el interior del rectangulo formado por las lineas
nodo u y v existen todas las derivadas parciales de R; ;(u,v). En el
nodo u(nodo v) es p — k(o ¢ — k) veces diferenciable en la direccién

u(v), donde k es la multiplicidad del nodo.

» Sitodoslos w;; =apara0<i<n, 0<j<mya#0, R ;(uv)=
Ni,p(“)Nj,q(U) Vi, j

Estas propiedades dan como resultado las siguientes caracteristicas geo-

métricas de las superficies NURBS:

» Interpolacién de un punto anguloso: S(0,0) = Fyo, S(1,0) = Py,
S(0,1)=Fomy S(1,1) =P,

» Invarianza afin: se aplica a la superficie aplicandola a los puntos de

control

» Modificaciones locales: si movemos P ; o cambiamos w; ; afectaremos a

la forma de la superficie s6lo en el rectangulo [w;, Uitpr1) X [Uf, Vjrgr1)

= B-Splines no racionales, Bézier y superficies Bézier racionales son casos

especiales de superficies NURBS.

» Diferenciabilidad: S(u,v) es p—k(qg—k) veces diferenciable con respecto

a u(v) en el nodo u(nodo v) de multiplicidad &

1.4.3. Renderizado en tiempo real

El renderizado, en nuestro caso, es un proceso de calculo complejo desa-
rrollado por un ordenador destinado a generar una imagen 2D a partir de una
escena 3D. Esto quiere decir, que en este proceso de calculo se crea una ima-
gen 2D que imita el espacio 3D de manera mas o menos exacta, dependiendo
del motor de renderizado y de la calidad que queramos obtener.

Para el renderizado de una superficie NURBS se necesitan dos pasos:
primero, calcular los puntos que formaran la malla de control de la superficie,

y luego, el envio de la malla de control a la aplicaciéon 3D.
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Figura 1.3: Ejemplo de tira triangular

(0,5, 0) (19, 5, 0) (20, 5, 0)

(-5, -5, 0) (5, -5, 0) (15, -5, 0)

Lo primero, llamado mosaico, consiste en transformar la definicion ma-
tematica continua de una superficie en una definicién discreta. Por algunas
razones de complejidad y eficiencia, se usa el mosaico uniforme, esto quiere
decir que se calculan los puntos de manera que estén uniformemente equies-
paciados para los parametros u y v.

A diferencia del primer paso, el segundo paso es dependiente de la aplica-
cion 3D elegida. El método mas eficiente para representar esta malla parece
ser que es las tiras triangulares. De hecho, esta interpretacion de un conjunto
de puntos es la tnica que permite un menor uso de memoria, al contrario de
la especificacién de caras independientes.

El dibujo 1.3 se puede definir de dos maneras:

= Por un conjunto de triangulos; 4 tridangulos definidos cada uno por 3
vértices, lo que implica que hay que mandarle a la aplicaciéon 3D un

total de 12 puntos

= Por tiras triangulares; la tira estaria definida por 6 vértices, lo cuales

se enviarian a la aplicacion 3D.

En ambos casos, el resultado es el mismo pero se puede observar que para
el primer caso almacenamos puntos comunes de los tridngulos para nada.
Primero, vamos a ver cémo se puede precalcular los valores de la funcion

base, ya que calcularlos durante la creacién del mosaico es muy costoso.
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Hemos visto que los coeficientes de la representacién polinémica de B; ),
son constantes entre dos nodos. Por lo tanto, excepto si cambiamos el vector
de nodos, no necesitaremos calcular dichos coeficientes en cada mosaico. Esto
es conveniente porque esos coeficientes requieren una evaluacion recursiva, la
cual es muy costosa.

En cuanto a las funciones base B; ,,, sabemos que, para unos valores dados
(i,7), solo algunas de esas funciones seran distintas de cero; y mds atn,
este niimero es precisamente el orden de la superficie. Para que cada punto
sea calculado, podemos entonces almacenar los valores de B; ,,,(u) y Bj,(v).
Finalmente, podemos preponderar las coordenadas (z, vy, z) de los puntos de
control. Como resultado de esto, sélo los calculos de la suma en 1.4 influyen.
Para calcular los vectores normales, necesitamos calcular las tangentes a la
superficie en cada punto, en las direcciones u y v. El vector normal sera el
producto escalar de esos dos vectores tangentes. Esto se puede hacer gracias
a la ecuacion 1.4. También podemos precalcular las derivadas parciales de
B, , y tnicamente tendremos que realizar una suma para hacer el mosaico.

Finalmente, seremos capaces de usar el mosaico dinamico, esto quiere
decir adaptar el valor del mosaico a la distancia de la superficie y a su volu-
men: si una superficie estd muy lejos, sélo necesitaremos unos pocos vértices
mientras que si la superficie estd muy cerca, necesitaremos vértices extra pa-
ra mostrar una superficie suave. Esto es un proceso vital cuando uno tiene
que mostrar una gran cantidad de superficies, y asi enviar inicamente la
informacion mas importante para la tarjeta gréafica.

Resumiendo, para el renderizado de una superficie tendremos que realizar

cuatro pasos principales:

Determinar los valores del mosaico (mosaico dindmico).

Si los valores varian del anterior, precalcularemos los valores de la fun-

cion base y sus derivadas otra vez.

Hacer el mosaico de la superficie.

Enviar los vértices a la tarjeta grafica usando la aplicaciéon 3D y la tira

de triangulos.






Pixar y los

esquemas de subdivision

En este capitulo nos ocupamos de los esquemas de subdivision, y mas
concretamente de las superficies de subdivisién que estan mas relacionadas
con el objetivo de este proyecto.

Para ello, se comentara cémo en los estudios de Pixar Animation (com-
pania de animacién por ordenador especializada en 3D) se empez6 utilizando
superficies NURBS, y como debido a los problemas que surgieron de éstas, se
buscé otro método que los solucionase (superficies de subdivision). Antes de
explicar el método que finalmente eligié Pixar, veremos los distintos tipos de
superficies de subdivisién. Estas se pueden agrupar atendiendo a unas carac-
teristicas de los métodos como pueden ser: el tipo de regla de refinamiento,
el tipo de la red de control o si son aproximantes o interpolantes.

Para finalizar se veran los motivos por los que Pixar eligi6 las superficies
de subdivision de Catmull-Clark. Y céomo crearon después una modificacion
de esta subdivision, para poder generar superficies puntiagudas, y su poste-
rior uso en otras aplicaciones relacionadas con la animacion 3D como pueden

ser: funciones de energia asociadas a la ropa, texturizacion o el sombreado.
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2.1. Los esquemas de subdivisiéon y la anima-

cion de objetos en Pixar

La animacion de objetos por ordenador consiguiendo un resultado creible

ha sido el reto que se ha planteado los estudios de Pixar Animation.

Anteriormente se habian usado superficies de NURBS para este fin, ya
que la mayoria de los sistemas comerciales existentes integraban este método
(Alias-Wavefront y Softlmage). Sin embargo las NURBS tienen limitaciones
topologicas y sufren varios problemas como son su complejidad, su propension
a tener error numérico, y la dificultad de mantener la suavidad cuando se

anima el objeto, teniendo que corregirse los errores de forma manual.

Ante estos problemas Pixar buscé un nuevo método que los solucionase,
y se opt6 por los esquemas de subdivision, en particular por el algoritmo de
Catmull-Clark, desarrollado en 1978 por Edwin Catmull (vinculado a Pixar)
y Jim Clark.

Otras empresas de animacién también han utilizado esquemas de subdi-
vision, pero los han aplicado a modelos poligonales, mientras que Pixar lo

utiliz6 para crear superficies suaves a trozos.

Los esquemas de subdivision supusieron un gran avance en el proceso de
produccion, tanto en el renderizado del objeto como en la animacion. Los
diseniadores tenian méas libertad para definir sus modelos al ser este sistema
mas estable y no tener que anadir caracteristicas especiales como pasaba
con las NURBS. Como consecuencia de la estabilidad del método de los
esquemas de subdivision se reducia, con respecto a la NURBS, el tiempo y el
esfuerzo necesarios para retocar los modelos cuando se animaban. También
se usaron los esquemas de subdivision para la animacién de la ropa de los
personajes, aunque aparecieron nuevas dificultades. La forma de actuar en
este caso suponia dos pasos, primero era necesario definir un funcién de
energia sobre las mallas de subdivision, y segundo crear un simulador fisico
para calcular las colisiones de manera eficiente. Con respecto a las colisiones
no suponia un gran esfuerzo crear este simulador, ya que habian obtenido

mucha informacién relevante para esta cuestion de su trabajo con las NURBS.
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A partir del algoritmo de Catmull-Clark de subdivisiéon de superficies,
Pixar cre6 un sistema de animaciéon denominado Marionette y otro sistema
de renderizacién denominado RenderMan. Estos sistemas le permitieron crear
a Geri, el protagonista de Geri’s game (y ganar un oscar con la pelicula).
Especificamente, estos esquemas fueron usados para crear la cabeza de Geri,

sus manos y su ropa (ver figuras 2.1y 2.2 )

Figura 2.1: Malla de control de la cabeza de Geri

2.2. Superficies de subdivisiéon

Las superficies de subdivision son métodos de disenio grafico por ordena-

dor que permiten representar una superficie suave por medio de una malla
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poligonal. Su principal ventaja es que permiten la representaciéon de super-
ficies con topologias arbitrarias, superando de esa forma las limitaciones to-
pologicas de las B-splines. El proceso consiste en ir subdividiendo las caras
poligonales de la malla para aproximarse a la superficie suavizada.

El origen de estas técnicas se encuentra en los trabajos de G. Chaikin, que
describié las curvas como limite de una secuencia de subdivisiones. Inspirados
en esta idea se publicaron en 1978 dos trabajos realizados independientemente
que suponen el inicio de las superficies de subdivision. Estos trabajos fueron
realizados por Doo y Sabin y por Caltmull y Clark. Sin embargo, desde su
aparicién hasta 1995 se hicieron pocos progresos en el tema. En la década
de los 90, el avance en la teoria de la aproximacién, el analisis numérico y
la computacién grafica han posibilitado un gran desarrollo de este tipo de
superficies; los nuevos resultados tedricos y practicos incluyen el analisis de
los esquemas de subdivision clasicos, y la propuesta de nuevos esquemas asi
como el estudio de la continuidad de las funciones generadas y el tratamiento

de los vértices extraordinarios.

Una superficie de subdivision se crea por una serie de refinamientos su-
cesivos de una superficie poliédrica inicial o de control Sy y produce nuevas
superficies poliédricas cada vez con mas caras. En el limite se obtiene una su-
perficie diferenciable, pero en la practica es suficiente con realizar el proceso
unas pocas veces.

Estas superficies tienen las ventajas que senialdbamos en la introduccion

del trabajo. En particular se tienen las siguientes:

= Fficiencia: Se utilizan s6lo un pequeno ntmero de puntos del nivel
anterior para el calculo de un nuevo punto; por ello es un método facil

de calcular y de implementar.

= Topologias arbitrarias: Admite superficies de distinto género topolégico

y con distintas valencias en los vértices de la red.

s Control de las caracteristicas de la superficie: Se puede controlar la
forma y el tamano de caracteristicas tales como pliegues, crestas, bordes

puntiagudos.
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Figura 2.3: Subdivisién recursiva de una malla topologicamente compleja.
(a) malla de control; (b) después de una subdivision; (c) después de dos

subdivisiones; (d) la superficie limite
(@)

() (@

(®)

= Geometria compleja: Por ser un método basado en refinamientos repe-

tidos, resulta muy adecuado para Multirresoluciéon y Compresion.

2.3. Tipos de superficies de subdivision

Los esquemas de subdivisiéon pueden clasificarse segun:

» El tipo de regla de refinamiento (Insercién de vértices o recorte de

esquinas).
» El tipo de red de control (triangular o cuadrilateral).

= Si es aproximante o interpolante.

Resultan asi las siguientes clases:
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Insercién de vértices

Redes triangulares Redes cuadrildteras
Aproximante Loop Catmull-Clark
Interpolante | Butterfly modificado Kobbelt

Recorte de esquinas
Doo-Sabin
Midedge

Vamos a comentar ahora estos criterios de clasificacién. Hay que senialar
que estos esquemas de subdivision definidos en mallas de topologia arbitraria
se basan en esquemas de subdivision regular; se trata pues de una clasificacion
de esquemas de subdivisién regulares. En estos esquemas hay que agregar

reglas para la manipulacién de los vértices extraordinarios.

= Tipo de malla: Los esquemas de subdivisién actiian sobre mallas de
control regulares, esto quiere decir que los vértices de las mallas corres-
ponden a puntos equiespaciados en el plano. Pero las caras de la malla
de control pueden generarse de diferentes maneras. Lo natural es que
las caras sean poligonos regulares, pudiendo usarse tres tipos diferentes:
cuadrados, tridngulos equilateros y hexdgonos regulares (estos ultimos

son los mas inusuales).

» Insercién de vértices y recorte de esquinas: Ademas del tipo
de malla también hay que saber como se van a obtener las nuevas
subdivisiones. Existen dos maneras diferentes: inserciéon de vértices y
recorte de esquinas. Cuando se usa la insercion de vértices, cada lado
de la cara se divide en dos y la cara se divide en cuatro poligonos del
mismo tipo. Los vértices antiguos se mantendran y los nuevos vértices se
colocaran en los bordes, y para el caso de los cuadrilateros se anadira
un vértice mas. Es lo que ocurre, por ejemplo, en el esquema Loop,
definido sobre una malla triangular (figura 2.4). Los nuevos vértices
son los negros y estan situados en los antiguos ejes (deformados); los

vértices antiguos se conservan.



2.3 Tipos de superficies de subdivisién 23

Figura 2.4: Esquema de Loop con sus respectivos coeficientes

En el caso del recorte de esquinas, por cada cara antigua se crea una cara
similar y se conectan las nuevas caras creadas. Resultan asi dos nuevos
vértices por cada eje antiguo y una nueva cara por cada eje y cada
vértice. Los vértices antiguos desaparecen. Geométricamente equivale
a cortar los vértices (dando lugar a una cara) y cortar los ejes (dando
también lugar a una cara). Este tipo de subdivision es apropiada, sobre

todo, para mallas cuadrilateras.

= Aproximacion e interpolacion: Para los esquemas de subdivision
que usan la insercion de vértices se puede usar la aproximacion o la
interpolacion. En general, para cada vértice existe una secuencia de
puntos de control correspondiente a cada nivel de subdivisién. Si todos
los puntos se mantienen entonces se dice que el esquema es de inter-
polacién, si no se llamard de aproximacion. La interpolacién es muy
interesante, ya que los puntos de control originales se conservan en
todas las superficies refinadas y son también puntos del limite de la
superficie, lo cual nos permite controlarlos de una manera mas intuiti-
va. Ademas, muchos de los algoritmos se pueden simplificar bastante,

y por lo tanto los célculos son mas sencillos. Pero la calidad de estas
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superficies no es tan buena como las obtenidas por los esquemas de

aproximaciéon y tampoco converge tan rapido al limite de la superficie.

2.3.1. Notacién y terminologia

= Vértices regulares y extraordinarios: Hemos visto hasta ahora que

los esquemas de subdivisiéon definidos por mallas triangulares crean
nuevos vértices de valencia 6 en el interior. En los bordes, los nuevos
vértices creados tendran valencia 4. De manera parecida, en las mallas
cuadrangulares tanto en esquemas de insercién de vértices como en
recorte de esquinas sélo generan vértices de valencia 4 en el interior,
y 3 en los bordes. Por consiguiente, después de varias subdivisiones,
muchos de los vértices en una malla tendran una de estas valencias (6
en el interior y 4 en los bordes para mallas triangulares; 4 en el interior
y 3 en los bordes en mallas cuadrangulares). Los vértices con estas
valencias se llaman requlares y para los vértices de valencia distinta a

éstas se llaman ezxtraordinarios.

Notaciéon de los vértices cerca de un vértice fijo: En la figura
2.5 se muestra la notacion que se usa para los puntos de control en
los esquemas de subdivision triangulares y cuadrangulares cerca de un
vértice fijo. Tipicamente, se necesita para los vértices extraordinarios.
También se usa para los vértices regulares cuando se quiere calcular las

posiciones limite y los vectores tangentes.

Vértices pares e impares: Para los esquemas de insercion de vértices
(fundamental), los vértices de la malla més burda son también vértices
de la malla refinada. Para cualquier nivel de subdivisién, todos los
vértices nuevos que son creados en ese nivel se llaman impares. Los

vértices heredados del nivel anterior se llaman pares.

Vértices de caras y lados: Para los esquemas triangulares (Loop y
Butterfly modificado), existe sélo un tipo de vértices impares. Para es-

quemas cuadrangulares, algunos vértices son anadidos cuando los lados
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Figura 2.5: Numeracién de los vértices de una malla cerca de un vértice

extraordinario

de la malla del nivel més burdo son divididos, para las caras se insertan
otros vértices. Estos dos tipos de vértices impares se llaman vértices de

lado y de cara respectivamente.

= Bordes y pliegues: Se necesita especificar reglas especiales para los
bordes de una malla. Estas reglas se suelen elegir de manera que la
curva en el borde de la superficie limite no dependa de ningtn vérti-
ce de control interior, y sea suave o suave a trozos (continuidad C* o
C?). Las mismas reglas se pueden usar para introducir caracteristicas
puntiagudas en superficies C': algunos lados interiores puede ser afia-
didos como aristas, y las reglas para los bordes se aplican para todos

los vértices que se anaden en tales lados.

= Mascara: A veces se define una regla de subdivisién a partir de su
mascara. La mascara es un dibujo que muestra los puntos de control
usados para calcular un nuevo punto de control, el cual se denota por

un punto negro.
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Los esquemas de refinamiento de las superficies de subdivision pueden
ser clasificados en dos grandes categorias: interpolatorios y aproximatorios.
Los esquemas interpolatorios necesitan ajustarse a la posiciéon original de
los vértices en la malla original. Los esquemas aproximatorios no; éstos se
pueden ajustar a estas posiciones como se necesite. En general, los esquemas
aproximatorios tienen una mejor suavidad, pero las aplicaciones de ediciéon
que permite a los usuarios ajustar de manera exacta las necesidades de la
superficie, requieren un paso de optimizacién. Esto ocurre de manera similar
a las superficies y curvas de splines, mientras que para los B-splines no.

Existe también otra division en los esquemas de superficies de subdivision,

segun el tipo de poligono que usan, cuadrilateros o triangulos.

2.3.2. Esquemas de subdivision interpolatorios

Aproximacién significa que las superficies limite se aproximan a la malla
inicial y que después de la subdivision, los nuevos puntos de control generados
no estan en la superficie limite. Ejemplos de tipos de esquemas de subdivision

aproximatorios son:

» Catmull y Clark (1978) [21]: Utilizaron B-splines bictibicos uni-
formes generalizados para generar sus esquemas de subdivision. Para
mallas arbitrarias iniciales, este esquema genera superficies limite que
son C? continuas en cualquier punto menos en los vértices extraordi-

narios donde son C! continuas.

» Doo y Sabin (1978) [30]: El segundo esquema de subdivisién fue
creado por Doo y Sabin quienes extendieron el método de Chaikin
para recorte de esquinas en curvas a las superficies. Usaron la expresion
analitica de superficies B-splines bi-cuadraticas uniformes para generar
su procedimiento de subdivisiéon para producir superficies limite C'* con

topologia arbitraria para mallas arbitrarias iniciales.

» Loop (1987) [52]: Propuso un esquema de subdivisién basado en un

box-spline cuartica de seis vectores directores para tener una regla para
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generar superficies limite de clase C? en cualquier punto, excepto en

los vértices extraordinarios donde son de clase C.

= Esquema de subdivision de Mid-Edge: Este esquema fue propues-
to de manera independiente por Peters y Reif (1997) [57] y Habib y Wa-
rren (1999) [11]. El primero usé el punto medio de cada lado para cons-
truir la nueva malla. El segundo usé un box-spline cuatro-direccional
para construir el esquema. Este esquema genera superficies limite C!

sobre las mallas iniciales con topologia arbitraria.

» Esquema de subdivisién /3: Este esquema fue desarrollado por
Kobbelt (2000) [18] y ofrece algunos aspectos interesantes: puede ma-
nejar mallas triangulares arbitrarias, es de clase C? en cualquier punto
excepto en los vértices extraordinarios donde es C! y ofrece un refina-
miento natural adaptativo cuando se necesita. Sus peculiaridades son:
es un esquema dual para mallas triangulares y tiene una tasa de refi-

namiento mas suave que los primitivos.

2.3.3. Esquemas de subdivisién aproximatorios

En estos esquemas, después de la subdivision, los puntos de control de
la malla original y los nuevos puntos de control generados son interpolados
sobre el limite de la superficie. Dyn, Levin y Gregory (1990) [30] en un tra-
bajo pionero, extendieron el esquema de subdivision interpolatorio de cuatro
puntos para curvas a un esquema de subdivisién para superficies denominado
esquema Butterfly. Zorin, Schroder y Swelden (1996) [62] observaron que el
esquema Butterfly no podia generar superficies suaves para mallas triangula-
res irregulares y por lo tanto modificaron este esquema. Kobbelt (1996) [17]
generalizé el esquema de subdivisién interpolatorio de cuatro puntos para

curvas a un esquema de subdivision del producto tensorial para superficies.



28 Pixar y los esquemas de subdivision

2.4. El algoritmo de subdivision de supertfi-

cies de Catmull-Clark

El algoritmo de subdivision de superficies de Catmull-Clark se usa en el
disefio grafico por ordenador para crear superficies suaves y adecuadamente
diferenciables. Es una generalizaciéon de las superficies B-spline uniformes
bi-ctibicas con topologia arbitraria.

Una superficie de Catmull-Clark se define recursivamente partiendo de
una malla poliédrica. Los vértices de esa malla los denominaremos puntos
originales. A partir de esos puntos originales se genera un nuevo punto de
cara para cada cara y un nuevo punto de borde para cada borde de la cara y
con ellos se construyen nuevos vértices para la etapa siguiente de subdivision.

Indicamos a continuacién el esquema de subdivision.

= En cada cara se anade un punto de cara

e El punto de cara (indicado con F en la figura) es el centroide de

todos los vértices de esa cara

i
AN

= Para cada borde se construye un punto de borde

N
N
K4

e El punto de borde se construye como un promedio entre los vér-
tices correspondientes a dicho borde y los puntos de cara de las
caras limitrofes (aparecen indicados con E en la figura, en rojo los

puntos utilizados para promediar el punto E en azul).

£




2.4 El algoritmo de subdivisiéon de superficies de Catmull-Clark 29

e Cada punto de cara se conecta mediante una recta con cada uno
de los puntos de borde y asi se construyen bordes de la nueva

etapa.

E E

2| L\
Lld

.
E B

» Los nuevos vértices se calculan como un promedio entre (), 2R y ”7_35’
donde:

e para cada vértice original S, se consideran todas las n caras que
pasan por S y se construye el promedio () de los puntos de cara

correspondientes a cada una de dichas caras;

e con los puntos medios de los bordes que pasan por S se construye

el promedio R.

En la figura aparece el nuevo vértice V (que coincide, en este caso con

el antiguo) y el resultado de la subdivisién

Cuando ya se tienen las superficies de subdivision modeladas y anima-
das, surgen unas nuevas metas interesantes que conseguir antes de que sea
renderizada. La libertad topoldgica que hace a las superficies de subdivision
tan interesantes para el modelado y la animacion significa que generalmente
no admiten parametrizaciones aconsejables para el mapeado de la textura.
Las texturas solidas y la proyeccion de texturas pueden solventar algunas

necesidades de produccién, es posible llegar atin mas lejos usando sombras
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programables en combinaciéon con campos escalares definidos sobre la super-

ficie.

Como hemos mencionado anteriormente, los pliegues infinitamente pun-
tiagudos son muy interesantes para representar superficies suaves a trozos.
Sin embargo, las superficies del mundo real nunca son infinitamente puntia-
gudas. Por ejemplo la esquina de un tablero, es suave cuando la miramos lo
suficientemente cerca. Para los propositos de la animacién a veces suele ser
deseable conseguir formas estrictamente curvadas. Con este fin, Pixar cons-
truy6 una generalizacion del esquema Catmull-Clark para admitir pliegues

semi-puntiagudos, es decir pliegues con una agudeza controlable.

Una aproximacion para obtener pliegues semi-puntiagudos era desarro-
llar unas reglas de subdivision cuyos pesos estuviesen parametrizados por la
agudeza del pliegue. Esta aproximacion es dificil porque puede ser un poco
complicado descubrir las reglas que nos permiten obtener las propiedades de
suavidad deseables de la superficie limite. Otra dificultad que se senala de
este método, es que tal aproximacién es muy probable que llevase a una co-
leccién de reglas dependientes del nimero y configuracion de los pliegues en
un vértice. Por ejemplo, un vértice con dos pliegues semi-pronunciados que
pasen a través de él usara un conjunto de reglas diferentes de un vértice que

solo tenga uno que pase a través de él.

Esta aproximacion se usd para un proceso sencillo llamado subdivision
hibrida. La idea general era usar un conjunto de reglas para un ntmero
finito pero arbitrario de niveles de subdivision, seguido de otro conjunto de
reglas que son aplicadas en el limite. La suavidad por tanto dependia sélo
del segundo conjunto de reglas. La subdivisién hibrida podia ser usada para
obtener pliegues semi-pronunciados usando las reglas de agudeza infinitesimal
durante los primeros niveles de subdivision, seguido del uso de las reglas de
suavidad para los posteriores pasos de subdivision. Intuitivamente esto sirve
para superficies que son pronunciadas en los niveles mas groseros, pero suaves

en niveles mas finos.

Para crear un escenario en la situacion general donde la agudeza pueda

variar a lo largo de un pliegue, se consideraron dos casos especiales:
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= Uno en el que se subdividia un borde puntiagudo con la regla de agudeza
en el borde, un ntimero concreto de veces. De esta forma, aumentaba

la agudeza con cada subdivision.
= Y otro en el que se interpola linealmente agudezas adyacentes.

En lo que se refiere a la simulacién fisica comentaremos algunos aspec-
tos concretos relacionados con las superficies de subdivision; se trata de las
cuestiones que mas interesan para nuestro estudio.

Para la simulacion fisica, definieron generalmente las propiedades basicas
de un material con una funcién de energia para representar la atraccion
o resistencia del material a varias posibles deformaciones. Tipicamente, la
energia era especificada como una integral de superficie o como una suma
discreta de términos los cuales eran funciones de las posiciones de los trozos
de la superficie o de vértices de control. El primer tipo de especificacion se
asocia al crecimiento de una aproximacion de un elemento finito, mientras el
segundo estd mas asociado con métodos de diferencias finitas.

Las aproximaciones de elementos finitos son posibles con las superficies
de subdivision, y de hecho algunas integrales relevantes de superficies de sub-
division pueden ser calculadas analiticamente. En general, sin embargo, las
integrales de superficies de elementos finitos pueden ser calculadas a través de
la cuadratura numérica, y esto lleva a una coleccién de casos especiales en los
puntos extraordinarios. Pixar eligié evitar estos casos especiales adoptando
una aproximacion de diferencias finitas, aproximando la ropa con un modelo
en el cual todas las masas estan concentradas en los puntos de control.

Fuera de los puntos extraordinarios, las mallas de Catmull-Clark que apa-
recen en la subdivision se convierten en unas cuadriculas regulares cuadran-
gulares. Esto los hace inmejorablemente adecuados para representar tejidos
entrelazados, los cuales son también generalmente descritos localmente por
una estructura enrejillada. En la construccion de funciones de energia para la
simulacion de la ropa, usan los bordes de la malla de subdivisiéon que corres-
ponde con las direcciones de la trama de la simulacién del tejido entrelazado.

A partir de lo que hemos comentado antes, vieron que con sélo unos saltos

de longitud fija a lo largo de los bordes de la malla, la ropa simulada podia
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experimentar desviaciones arbitrarias sin problemas. Una de las soluciones
que vieron para prevenir estas desviaciones fue introducir saltos de longitud
fijada a lo largo de las diagonales. El problema con esta aproximacion es que
los saltos grandes a lo largo de la diagonal hacen que la malla sea muy rigida,
y los saltos diagonales suaves permiten a la malla desviarse excesivamente.
Se aborda entonces este problema introduciendo un termino de energia el
cual es proporcional al producto de las energias de dos saltos diagonales de
longitud fijada. Con estos saltos de longitud fijada a lo largo de los bordes y
las contribuciones diagonales de la energia, el material simulado, a diferencia
de la ropa real, puede doblarse sin problemas.

En una simulacion fisica, la manera mas facil de aproximar las colisio-
nes es hacer interactuar cada elemento geométrico con el resto de elementos
geométricos. Pero se puede observar que si el nimero de objetos fuese N,
entonces el niimero de simulaciones que habria que realizar serfan N2, por
lo que si N fuese muy grande se realizarian demasiadas simulaciones. Para
paliar esto pensaron en utilizar un algoritmo que lo simplificase de alguna
manera, barajandose dos métodos principalmente. Uno de ellos es el de dis-
tribuir los elementos en una estructura de datos tridimensionales basada en
volumenes. El otro, que es por el que optaron, fue el distribuir los elementos
en una estructura de datos bidimensional basada en superficies, ya que éste

tenia una serie ventajas sobre el otro:

= La jerarquia puede ser fijada, y no necesita ser regenerada cada vez que

la geometria se mueve.
= El almacenamiento puede ser completamente repartido estaticamente.
= No existe nunca una necesidad de rebalancear el arbol.

= Los bordes muy cortos en la superficie no necesitan crear ramificaciones

en el arbol.

Ahora pasaremos a ver como se pueden anadir algunos campos mas aso-
ciados a las superficies de subdivisién para poder implementar mas partes de

la produccién.
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Las superficies NURBS son texturizadas usando cuatro métodos princi-
pales: mapeando texturas paramétricas, texturas procedimentales, pintura
3D, y texturas sélidas. Es sencillo aplicar pintura 3D y texturizacion sélida
virtualmente en cualquier tipo de primitiva, asi que estas técnicas pueden
ser facilmente aplicadas a superficies de subdivisién en texturas. Estda menos
claro, sin embargo, como aplicar el mapeado de texturas paramétricas, y mas
generalmente, el texturizado procedimental de las superficies de subdivision
ya que no estan definidas paramétricamente, a diferencia de las NURBS.

En cuanto al mapeado de texturas, las superficies de subdivisién son mas
similares a los modelos poligonales. El actual método estandar del mapeado
de texturas de un modelo poligonal es asignar unas coordenadas de texturas
para cada uno de los vértices. Si las caras del poligono consisten sélo en los
tridngulos y cuadrilateros, las coordenadas de la textura pueden ser interpo-
ladas a lo largo de la cara del poligono durante la busqueda de conversion
usando interpolacién lineal o bilineal. Las caras con mas de cuatro lados plan-
teaban un gran reto. Una aproximacion era preprocesar el modelo dividiendo
cada cara en una coleccién de tridngulos y/o cuadrildteros, usando algin es-
quema promedio para crear coordenadas de textura en los nuevos vértices
introducidos. Una dificultad con esta aproximacién es que las coordenadas
de la textura no son diferenciables a lo largo de los bordes de la malla original
o preprocesada. Como muestran las figuras 2.6 (a) y (b), estas discontinui-
dades pueden aparecer como artefactos visuales en la textura especialmente
cuando el modelo es animado.

La situacién para las superficies de subdivisién es mejor que para los
modelos poligonales. Las coordenadas de textura variables suavemente se
obtienen si las coordenadas de la textura asignadas a los vértices de control
son subdivididas usando las mismas reglas de subdivision que usamos para
las coordenadas geométricas. En otras palabras, las posiciones de los puntos
de control y de subdivisién se pueden pensar como pertenecientes a un plano
de 5 dimensiones de coordenadas. Las dos nuevas coordenadas de este plano
corresponden a la textura y serian una funcién escalar variante sobre la su-
perficie. Estos nuevos campos también se pueden utilizar con otros fines a

parte de la texturizacion, como puede ser el sombreado. Para la asignacion
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Figura 2.6: Texturas

(a) (b)
() (d)

de estos valores escalares en los vértices de la malla de control a veces se

emplea el especificar el valor del campo directamente en un niimero pequeno
de puntos de control, y luego determinar el resto por interpolacién usando
suavizado de Laplace. En otros casos, se especifican los valores escalares del
campo pintando un mapa de intensidad en una o mas imagenes renderizadas

de la superficie.

Después de haber visto todo lo anterior llegan a la implementacion de su-
perficies de subdivision y mas concretamente de superficies semi-puntiagudas
de Catmull-Clark como primitiva geométrica para su sistema de produccion.
Dichas superficies necesitan que todas las primitivas sean convertibles en cua-
driculas micropoligonales. Por lo tanto cada tipo de primitiva tiene que ser
capaz de dividirse en una coleccion de subparches limitandose ella misma, y
trocedndose en una cuadricula de micropoligonos. Cada cara de una malla
de control de Catmull-Clark puede ser asociada con un parche sobre la su-
perficie, asi que, el primer paso renderizando un superficie Catmull-Clark es
dividirla en una colecciéon de parches individuales. Siendo la malla de control
para cada parche una cara de la malla de control junto con las caras adyacen-

tes y sus vértices. Para enlazar cada parche, usamos el conocimiento de que
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una superficie de Catmull-Clark esta relacionada con la envolvente convexa
de su malla de control. Ahi tomamos la caja ligada a los puntos de la malla
para que sea la caja ligada en el parche. Una vez ligada, la primitiva es proba-
da para determinar si es troceable; no sera troceable si troceando se produce
una cuadricula con demasiados micropoligonos o una gran variedad de tama-
nos de los micropoligonos. Si el parche no es troceable, entonces dividiremos
cada parche realizando unos pasos de subdivision para crear cuatro nuevos
subparches primitivos. Si el parche es troceable, se subdivide repetidamente
hasta que genere una cuadricula con el numero requerido de micropoligonos.

Una importante propiedad de las superficies de Catmull-Clark es que tien-
de a parches de B-splines biciibicos para todas las caras, excepto aquellas en
las proximidades de un punto extraordinario o de una zona puntiaguda. Ahi,
en cada nivel de divisién, a veces es posible identificar uno o mas subparches
como parches B-splines. Conforme se van dividiendo, muchas de las super-
ficies pueden ser recorridas por parches de B-splines. Aprovechando estas
caracteristicas se obtienen tres ventajas. Primero, el tamano fijado 4 x 4 de
un parche de B-splines permite mas eficiencia en el uso de memoria porque
no se necesita almacenar informacién sobre la conectividad de los vértices.
Segundo, la caracteristica de que un parche de B-splines, a diferencia del
parche de Catmull-Clark, puede ser dividido independientemente en cual-
quiera de las direcciones paramétricas, hace posible reducir la cantidad total
de divisiones. Tercero, existen algoritmos eficientes y faciles de entender para
trocear parches de B-splines.

Se entiende que una ventaja de los pliegues semi-puntiagudos sobre plie-
gues puntiagudos infinitesimalmente, es que el primero da normales variando
suavemente a lo largo de un pliegue, mientras que la iltima no lo hace. Esto
implica que si la superficie es desplazada de la direccién de la normal en una
zona plegada, se fragmentara en pliegues puntiagudos infinitesimales pero no
en uno semi-puntiagudo.

En resumen, Pixar valora extremadamente positivo el hecho de usar su-
perficies de subdivision, ya que permite a los creadores de modelos fijar pun-
tos de control de la manera méas natural: capturando rasgos geométricos de

los modelos (sin que esto influya en el mantenimiento de una estructura cua-
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driculada regular como pasa en los modelos de NURBS). Esta libertad ha
tenido dos consecuencias principales: la primera, es la reducciéon considera-
ble del tiempo necesitado para planificar y construir un modelo inicial; y la
segunda, y tal vez mas importante, permite al modelo inicial ser definido
localmente. Una de las cosas que hay que tener en cuenta es el cuidado para
esconder las uniones entre los parches de NURBS, u obligar a los puntos de
control cerca de las uniones a crear por lo menos la ilusiéon de suavidad.
Con el desarrollo de pliegues semi-puntiagudos y campos escalares para
el sombreado, han conseguido eliminar dos de los obstaculos para el uso de
las superficies de subdivision en la producciéon. Con el desarrollo de una es-
tructura eficiente de datos para las colisiones con subdivisién, se han definido
unas superficies de subdivisién bastante apropiadas para la simulacion fisica.
También se ha dado otro uso més a las superficies de subdivisiéon, como es
el de la simulacién de la ropa a partir de una funcién de energia. Gracias a
todos estos factores y a las propiedades de las superficies de subdivisién de

Catmull-Clark, han conseguido un renderizado de alta calidad.



Esquemas interpolatorios
multiresoluciéon

no lineales

En este capitulo se presenta un esquema interpolatorio multiresolucion
no lineal. El objetivo es la reconstrucciéon a trozos de una funcién utilizando
para ello cuatro puntos en soportes pequenios y un esquema interpolatorio
recursivo. Se persigue la convergencia y estabilidad del esquema, que genere
funciones limite con buen nivel de suavidad y que evite el fenémeno Gibbs;
fenémeno que aparece cerca de las discontinuidades de salto y que no puede
ser evitado usando esquemas interpolatorios lineales.

El ntcleo central del capitulo lo constituye el reciente trabajo de Amat S.,
Dadourian K. y Liandrat J. [12] en el que se presenta un nuevo esquema de
subdivisién ternaria no lineal, convergente con regularidad mayor que uno y
estable (pequenas variaciones de los datos iniciales generan curvas que estén
proximas), que ademads evita el fenémeno Gibbs, siendo la primera vez que
se consigue un esquema con esas propiedades tan deseables.

En el capitulo se describe el método de interpolacién basico de Lagrange
sobre el que apoyan otros métodos interpolatorios multiresolucion binarios y

ternarios.

3.1. Introduccion

Como ya se ha comentado en el capitulo anterior, los esquemas de subdi-
visién son herramientas utiles para generar curvas y superficies suaves. Para

esquemas convergentes, partiendo de un conjunto discreto de puntos con la
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informacion inicial y usando reglas basicas de baja complejidad computacio-
nal es posible obtener curvas o superficies como limites de sucesiones de
puntos obtenidos al aplicar recursivamente el esquema de subdivision.

Un ejemplo simple de esquema de subdivision es la familia de los esque-
mas de subdivisién interpolatorios basados en el método de interpolacion de
Lagrange que ha sido estudiado en [27]. Otro ejemplo es la familia de los
esquemas de subdivision por splines estudiados por Catmull y Clark en [21].

El esquema interpolatorio de cuatro puntos ([31], [34]) es un esquema
lineal convergente de la primera familia que involucra un conjunto de cuatro
puntos en cada subdivisién y para la cual la funcién limite es de clase C!. El
algoritmo de Chaikin [23] es un ejemplo de esquema de subdivisién de splines
con una menor complejidad que el esquema anterior y con mayor suavidad
en la funcién limite, ya que es de clase C*~.

Recordemos que si p es un nimero natural con C?(R) se denota el espacio
de las funciones que pueden derivarse p veces y que su p-esima derivada es
continua. Cuanto mayor es p mejores son las propiedades de regularidad de f.
En la defincién que sigue se precisa el significado que tiene C?~, y en general

de C* para otros valores de «.

Definicion 3.1.1 Sea f una funcion definida en R.

1. Para 0 < a < 1 diremos que f € C*(R) si f es acotada y existe

una constante C' tal que | f(z) — f(y)| < Clx —y|* para todo x,y €
R.

2. Para o > 1 diremos que f € C*(R) si, representando con [o] la
parte entera de a, ocurre que f es [a] veces derivable siendo dicha

derivada f1°) una funcion acotada perteneciente a C~°

3. C={f: feCPh VB<a}.

Que el procedimiento iterativo converja, la regularidad de la funciéon limite
y la complejidad del esquema de subdivision son cuestiones importantes. Pero
en las aplicaciones, como dibujo geométrico asistido por ordenador o en el
procesamiento de imagenes, también es importante el orden de aproximacion

que caracteriza la precisiéon del esquema.



3.1 Introduccion 39

Figura 3.1: Fenémeno Gibbs. Con los mismos datos de partida (e), la funcién
limite presenta el fenémeno Gibbs al usar esquemas lineales, gréfica (a), y no

lo presenta usando el esquema no lineal Spppa, grafica (b).

(a) Con esquema lineal (b) Con esquema no lineal Spppa.

En relacion con el dltimo aspecto mencionado, en los esquemas de sub-
division lineales puede aparecer el llamado fenémeno Gibbs. El fenémeno
consiste en que cuando una funcion tiene una discontinuidad de salto en un
punto, es decir, hay fuertes variaciones en los datos iniciales, en la funcion
limite obtenida con esquemas de subdivision lineal se generan oscilaciones
cerca del punto de discontinuidad que no se hacen pequenas aunque se au-
mente el nimero de iteraciones en el proceso de reconstruccién (véase la
figura 3.1). Observado por el fisico A. Michelson, el fenémeno fue explicado

en 1899 por J.W. Gibbs, de quien toma su nombre.

En la dltima década se han hecho varios intentos para mejorar las propie-
dades de los esquemas de subdivision lineales, dando origen a los esquemas
de subdivision no lineales. Con estos nuevos esquemas de subdivision se trata
de evitar el fendémeno Gibbs, pero con ellos aparecen nuevas dificultades: las
reglas de subdivisién pasan a depender de los datos, algo que no ocurre en
los esquemas lineales, y la estabilidad, que para los esquemas lineales esta
garantizada si son convergentes, en el caso de los no lineales no lo esta y es

necesario anadir propiedades de estabilidad.

Hay varias familias de esquemas no lineales, como son los ENO, WENO o
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PPH, construidos como perturbaciones del esquema lineal interpolatorio de
Lagrange basado en cuatro puntos y polinomios de grado 3. Son esquemas
interpolatorios que tratan de evitar el fenémeno Gibbs. Se conocen pocos
resultados sobre convergencia y estabilidad de los mismos y desgraciadamente
estan caracterizados por una baja regularidad de la funcion limite, que sélo

es de tipo C'~. Ademas el esquema ENO es inestable.

3.2. Esquemas multirresolucién

Un esquema de multirresolucion conecta de forma biyectiva una sucesioén
discreta f*, donde L representa un nivel de resolucién, con una sucesién de

la forma
{fo, dl, . ,dL_l},

donde fY representa una discretizacién inicial en el nivel de resolucién mds
grosero y cada una de las sucesiones d* representan los detalles necesarios
para recuperar f* a partir de f*~!. Asi pues, una representacién multire-
solucién de fL es cualquier sucesién de tipo {f°,d°, d',...,d*"*} donde f*
es una aproximacién de f* para resolucién k < L y d* hace referencia a
detalles requeridos para recuperar f*! a partir de f*. El par {f*,d*} con-
tiene la misma informacién que f**' y por tanto lo mismo es cierto para
{f0d% d*, ... .d-=1Y y fE.

En el caso de algoritmos lineales eso corresponde a un cambio de base.

El objetivo es tener la misma informacion pero escrita de otra forma
que permita distinguir entre las partes mas y menos importantes de la senal.
Mas concretamente, por construccién, los detalles serdn pequenios en regiones
donde las f* se aproximen bien a partir del nivel inferior f*~!. Esta propiedad
es crucial en las aplicaciones.

En los ultimos anos, varias propuestas para mejorar las multirresolucio-
nes lineales clasicas de tipo wavelet han dado lugar a multirresoluciones no
lineales. El caracter no lineal es usado para intentar obtener mejores aproxi-
maciones que permitan tener el mayor nimero de detalles pequenos.

Amat y otros en [13], presentaron una nueva multirresolucién no lineal en
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el contexto de compresion de imagenes. Usando un esquema tipo producto
tensorial, esta multirresolucién esta basada en una reconstruccion no lineal
llamada PPH (Piecewise Polynomial Harmonic). Se analizé el esquema en
términos de convergencia y estabilidad, siguiendo las ideas presentadas en
[22] y los experimentos numéricos para la compresién de imégenes demostra-
ron que puede ser considerado como una buena alternativa a los algoritmos
lineales.

La estabilidad de los esquemas multirresolucion es una propiedad impres-
cindible, ya que, en las aplicaciones con frecuencia se modifican los datos
antes de recuperar la sucesion original. Un algoritmo no estable no permiti-
ria tener un control del error que se comete. Y en caso no lineal la estabilidad
no es consecuencia ni de la convergencia ni de la estabilidad del esquema de
subdivisién asociado.

En [15] se establece la estabilidad de la multirresolucion PPH. Otros es-
tudios similares pueden consultarse en [29], [50] y [20].

Este tipo de reconstrucciones no lineales tienen diversas aplicaciones en-

tre las que se encuentran: reconstrucciones para métodos capturadores de

choques en la aproximacién de leyes de conservacion [3], [1], [28], [54], pro-
cesamiento de senales [1], [5], [1&], [16], compresién de imégenes y videos
[13], [6], [7], [17], [21] eliminacién de ruido en imdgenes [3], [55], modelos
geométricos [13], [25], [35], [37], [38].

3.3. Multirresolucién interpolatoria

Consideraremos un conjunto encajado de mallados binarios en R:

Xk = {$§}j€Za ZL‘? = ﬁ

determinado por los nimeros diddicos de orden k, que fija un factor de escala.

k k k k
T T T T T T
il 3 il 2 il 1 il 0 il 1 il 2 il il % k
T T T T T T T T
-3 =2 -1 1 2 3 4
2k 2k 2k 2k 2k 2k 2k
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Figura 3.2: Discretizacién puntual de una funcién para una malla

HE

/ i \ f= (F)jez = (f(25))jez

Dado un mallado X* y una funcién real continua y acotada f definida en

R, una discretizacion puntual correspondiente a X* es una aplicacion
D : Op(R) — VE
definida por la formula (véase la figura 3.2)

Di(f) == f* = (f})jez = (f(2))jez

donde C(R) es el conjunto de funciones continuas y acotadas sobre R y V*
el espacio de sucesiones reales para la resoluciéon dada por X*.

Un operador reconstruccion asociado a esta discretizacién es cualquier
inversa por la derecha Ry : V¥ — Cp(R) de Dy, es decir tal que DyRy =
Identidad, lo que significa que para toda f*¥ € V* R.f* es una funcién

continua y acotada que verifica

(3.1) (Drf*) () = [} = f(aF),

es decir, que discretizando la funcién reconstruida, en los puntos de la malla,
se recuperan los valores utilizados para construirla, pero no necesariamente
ocurre lo mismo en los demas puntos.

Las sucesiones de operadores {Dy} vy {R} definen un esquema de multi-

rresolucion.
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El operador de prediccion, definido por Dy Ry @ VF — VEHL define un
esquema de subdivisién. La relacién (3.1) implica que el esquema de subdi-
vision es interpolatorio. Si R, es una reconstruccién no lineal, el esquema de

subdivisién correspondiente es también no lineal, (ver [19] para més detalles).

Los esquemas de subdivisién binaria utilizados en [34, 32, 27] han sido
ampliados en los ultimos anos con la utilizacion de los esquemas de divi-
sién ternarios propuestos en [15, 46, 60, 61, 20]. En los sistemas ternarios se

considera un conjunto doblemente infinito mallas regulares anidadas:

X! = {x%}n627 :L‘ib = 57

donde j corresponde al pardmetro de escala.

Los operadores de discretizacién puntual y de reconstruccién se definen
de forma analoga al caso binario. El operador de prediccion definido por
D, 1R, acttia desde el nivel mas basto de discretizacién V7 correspondiente
a j en el nivel mas fino V7*! correspondiente a j + 1.

Debido a que el operador de discretizacion Dj; esta referido a la malla
X7t que contiene a la malla X7, un operador de predicciéon D; 1R se iden-
tifica con un esquema de subdivisién interpolatoria [19, 27]. Ademas puesto
que para muchas funciones f se cumple que D; 1 R;f7 # f/*! es necesario
anadir detalles, llamados &/, a D;1R; para recuperar /™. Las transforma-
das multiresolucién (véase [19]) realizan la conexién entre f¥ y la sucesién
{f9,d° ... d-=ty.

El interés por estos modelos ha ido en aumento al demostrarse (Hassan
et al. [15]) que se pueden conseguir mayores niveles de suavidad y un soporte
mas pequeno sustituyendo los esquemas binarios por los ternarios en el, asi
llamado, esquema de interpolacion estacionario de 4 puntos. En [20] se ha in-
troducido un esquema de subdivisién interpolatoria ternaria no estacionaria
de 4 puntos que proporciona al usuario un parametro de tensiéon que conve-
nientemente utilizado puede generar curvas limite de clase C? con variaciones
notables de perfil.

Todas estas aproximaciones estan relacionadas con esquemas de subdi-
vision linear y, en particular, con el fenémeno Gibbs que aparece cuando se

presentan discontinuidades en los datos.
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Las representaciones multiresolucion de los datos son herramientas utiles
para aplicaciones en el procesado de senales de audio y video o en dibujos
animados.

De nuevo, debido al fenémeno Gibbs, la eficiencia de las descomposicio-
nes multiresolucion lineales, por ejemplo para compresion de senales, esta
generalmente limitado por la presencia de discontinuidades.

Ademas, en aplicaciones al procesado de senales, la representacién multi-
escala {f0,d° d', ... d"1} se procesa generalmente obteniendo una sucesién
{ fo, czo, cil, e ,ciLfl} cercana, pero diferente, a la sucesion original.

Recientemente varios intentos para mejorar los esquemas clasicos de sub-
division lineal y los algoritmos multiresolucién asociados han llevado a varios
esquemas multiresolucion no lineales, pero en ese marco sélo hay disponibles

unos pocos resultados de convergencia y estabilidad, [2, 10, 15, 22, 26, 29,

, 53, 56].

3.3.1. Reconstrucciones lineales: interpolacion de La-
grange

Dados n+ 1 puntos (zg,yo), (z1,¥1) - - - (Tn, yn) del plano, la interpolacion

de Lagrange consiste en determinar un polinomio L de grado n a lo mas, que

pasa por dichos puntos. Se trata de un problema de naturaleza algebraica

lineal: determinar los coeficientes ag, a1, as . .., a, que hacen que el polinomio

L(z) = X"+ Ay 12" - - a2 +ag cumpla las n+1 ecuaciones siguientes:
L(z;)) =vy; parai=0,1,2...n.

El sistema lineal de n 4+ 1 ecuaciones con n + 1 incognitas siempre tiene
solucién y es tnica. De hecho puede obtenerse una féormula explicita para

dicho polinomio:
(3.2) L(z) =) _yjl;(2)
7=0
donde cada [; es el polinomio de grado n definido por

li(z) =

r—Tg T — T T —Tj-1 T — Tjq1 T — Tp

Tj —Toxy — X1 Tj—Tj1T; — Tjyq1 Tj— Tp
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Con esa definiciéon es claro que L es un polinomio de grado n, al serlo los
l;, y también que L(z;) = y; para ¢ = 0,1,2...n. La unicidad de L es
inmediata porque de existir dos polinomios de grado n que fueran soluciones
del problema, digamos L, Lo, entonces Ly — Lo seria un polinomio de grado
n con n + 1 ceros, lo cual sélo es posible si Ly coincide con L.

Como acabamos de demostrar, el polinomio interpolador es tnico, sin
embargo la forma de escribirlo no lo es. Y aunque la férmula (3.2) resulta
muy elegante, tiene el inconveniente de que cambiar un tinico punto requiere
recalcular todos los polinomios /;. Hay otra forma de escribir el polinomio

interpolador, llamada forma de Newton, que resulta preferible en muchos

casos. -
n J—
L(z) =Y ajn;(x) donde nj(z) = [[(z — ax)
=0 k=0
y los a; = [yo, v - - ., y;], para 0 < j < mn, son las diferencias divididas defini-

das recursivamente por las formulas

[yla Y2, y3] - [yo, Y1, yz]

[%0] :==Yo (Yo, Y1, Y2, 3] ==
xr3 — Zo
[y07y1} ::yl — %
r1 — X
Y2, Y1] — (Y15 Yo Yi,Y2-- -5 Yn] — Yo - - -5 Yn—1
(Y0, Y1, 92] — ] = [, o Yo, - Un] = -1 )
Ty — Lo Ty, — To

Cuando los puntos y; estan dados por una funcién, es decir, y; = f(z;), lo

anterior se escribe en la forma

flzo] :=f (o)
flzo, z1] ;:w
floo,an, ) s= 2= 0o

Las técnicas interpolatorias de Lagrange son independientes de los datos
y se usan para definir operadores de reconstruccién interpolatorios linea-

les (REf*)(z) que son polinomios a trozos definidos en cada subintervalo
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[2%, 2%, ] como la tnica interpolacién polinémica asociada al conjunto de
datos

s € S}

con S =8(r,s) ={-s,—s+1,...,—s+r}.
Las interpolaciones lineales de Lagrange pierden su orden de aproximacion
con la presencia de singularidades ([19]). De hecho, si f tiene una disconti-

nuidad de salto en [zh_,,2%], es facil ver que cualquier diferencia dividida

basada en un conjunto de s+ 1 puntos conteniendo a {x;tl, ;1:;“} verifica que
flat, -ty = O /B,
donde [f] = |ff — fF,|. Por lo tanto, cada vez que se cruza la singularidad

el error es de la forma
f(x) = Li(z) + O([f]),

lo que significa que el orden de la predicciéon es cero.

3.3.2. Reconstrucciones no lineales: interpolacion PPH

La reconstruccion que vamos a realizar en esta seccion es una de caracter
no lineal de cuarto orden en regiones de suavidad. Se basa en una interpola-
cién polinémica a trozos siguiendo las ideas introducidas por Amat, Busquier
y Candela en [3] para la reconstruccién de flujos en leyes de conservacion. La

media aritmética
r+y

2
que se utiliza en otros procedimientos es sustituida por la denominada in-

terpolacién PPH (Piecewise Polynomial Harmonic) PPH : R? — R definida

por

(3.3) PPH(x,y) := xj_yy(sgn(xy) +1)

donde sig(x) representa el signo de z, cuyo valor es +1 para = > 0y —1 para
x < 0.
Mientras que la media aritmética satisface una estimacion

r+y

< max{|z], |y[}
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la media armonica verifica una estimaciéon mucho mas adecuada para el ob-

jetivo que se persigue, pues cumple, como es sencillo comprobar,
PPH(z, y) < 2min{|z],]y[}.

La funcion PPH puede escribirse también en la forma
2xy

PPH(z,y) = T T Y
0 en otro caso

sizy >0

y verifica ademds otras propiedades interesantes (para mas detalles véase

[15], [13], [59]) que quedan reflejadas en la proposiciéon que sigue.

Proposicién 3.3.1 Para todo (z,y) € R?, la media arménica PPH(z, y)

satisface
1. pPPH(z,y) = PPH(y, ).
2. PPH(z,y) =0 si a2y <0.
3. PPH(—x, —y) = —PPH(z, y).

- PPu(z,y) = ST min((al, [y)) [1 +

-
5. |[PPH(z,y)| < méx (|z],|y|).

6. |PPH(z,y)| < 2min (|z|, |y]).

7. Para z,y > 0, min(z,y) < PPH(z,y) < 2.

8. Sizx=0(1),y=0(1), ly—=z| =O0(h) y zy > 0 entonces

r+y
2

— PPH(z,9)| = O(h?).

9. |PPH(x1,y1) — PPH(22,y2)| < 2max (|21 — 2, [y1 — v2|).

Esta técnica no lineal de interpolacion permite construir un operador de
reconstruccién con ciertas propiedades interesantes. En primer lugar, cada
trozo de polinomio se construye con un conjunto de cuatro datos centra-

ko ok ok ok - -
dos {z§ 27,27, 27, 5}. En segundo lugar, tiene el mismo orden que la
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interpolacion lineal en regiones de suavidad. El orden se reduce cerca de las
singularidades, pero se mantiene suficientemente para no generar el fenémeno
de Gibbs.

Considerando las diferencias divididas

k k k k k .k k k k
ejf% = f[xj—laxj]a ejJr% = f[mjwrj-i-l]v ejJr% = f[xj+17$j+2]a
k k k .k k k .k k
Dj = f[xj—17xj7xj+l]7 Dj+1 = f[‘%j’xj+17 $j+2]’

. A . . k k k k .
la interpolacion PPH asociada a conjunto centrado [, [}, i1, [ tiene

la siguiente forma

Kk k
Dk _f“" j+1 1~k 2
donde
2Dk Dk

J g+l : k Nk

~ si DYDY, >0
(3.5) DF = ppu(DF, D¥ ) ={ Pi+Din SaEas
0 en otro caso.

Es interesante compararla con la interpolacién de Lagrange P;(x)

_ St S 1D+ DR,

(3.6) Pyak,y) = 2 S

Aplicando que

k Tk
DiD;j.,

(3.7) St e
Dk 4+ Dk,

< 2min(|Dj, |D};,[) = O(D),

se obtiene que D* = O(1), en lugar de O(5), como en el caso lineal cuando
una discontinuidad existe en [z¥ |, 2% o en [z}, 2 .

Cuando los valores son préximos las dos medias son parecidas, pero la
media armonica siempre es dos veces mas pequenia que el minimo de los
valores. Esta propiedad es la clave para la no aparicion del fenémeno de
Gibbs en la reconstrucciéon PPH.

Las principales propiedades que verifica la reconstruccion PPH son las

siguientes:
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1)

2)

Por construcciéon los datos utilizados en la reconstruccién son siempre

centrados.
Si f es un polinomio de grado menor o igual a 2,
D% + D* .
k_ pk _ J+1 Ak
D] — Dj+1 - 2 - D ’

y por lo tanto la reconstruccion PPH reproduce polinomios de grado 2.

SifeCy Dfo +1 > 0, usando desarrollos de Taylor se obtiene que
k k " k L
DL, T O(h?)
Dk + Dk, 2
Dk + DF frat, )
J Jj+L Jt3 O B2
5 5 T o)

Por lo tanto, en regiones de suavidad, la diferencia entre las dos medias

es de orden O(h?), y la reconstruccién alcanza su orden 6ptimo 4.

k k
it f

Cuando Dka . En este caso el orden se

D ( ok _
1 <0, P(%‘H/z) =
reduce a dos incluso en regiones de suavidad. Mediante traslaciones se

puede evitar esta reduccion de orden.

Si existe una discontinuidad en [z, ,, 2% ,] y DD}, > 0, por la pro-
piedad (3.7) el fendmeno de Gibbs tipico en las reconstrucciones lineales
no aparece. Ademds, el orden de aproximacién permanece O(h?) en este

caso.

3.4. EIl marco basico para el esquema

El esquema introducido por Amat, Dadourian y Liandrat [12] puede con-

siderarse como un ejemplo particular del esquema interpolatorio multireso-

lucién de Harten [14, 19] transformado con la aplicacién de refinamientos

ternarios, introducidos en la seccién 3.3, pagina 43.
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Dos resultados generales

Amat, Dadourian y Liandrat en [10] realizan un estudio general de la
convergencia y estabilidad de esquemas diadicos no lineales asociados con
perturbaciones particulares de esquemas de subdivision lineales. Adaptados
los procedimientos a la subdivision triadica, eso se corresponde con esquemas

de subdivision no lineales Sy f que pueden ser definidos mediante

(SNLf)Sn = fn
(3.8) (Svefaner = (Sf)zns1 + F(0f)3ns1
(Snef)ansz = (Sf)ant2 + F(0f)ant2

donde F' es un operador no lineal en £*°(Z), § es un operador lineal en £*°(Z)
y S es un esquema de subdivision lineal, interpolatoria y convergente.

Recordemos las definiciones.

Definiciéon 3.4.1 Un esquema de subdivision triddica S se dice con-
vergente si Vf € (*°(Z),3g € C°(R) tal que Hm ;400 SUPez [ (S f)n —
9(z7)l = 0.

En tal caso se escribe g = S*f.

Definicién 3.4.2 Un esquema de subdivision convergente se dice esta-

ble st
3C < +oo tal que V0, g° € ((Z), || S®f—5%g ||lre<|| fO—3° |lew -

Usando ideas de [10] pueden probarse los siguientes resultados.

Teorema 3.4.3 (Convergencia)
Si S es un esquema de subdivision lineal convergente y st Snr, F y o

verifican

(3.9) AM > 0 tal que Vd € I°(Z) ||F(d)||0 < M||d||so ,
(3.10) 3L >0, Je < 1 tal que Vf € I®(Z) ||6S% . (F)lloe < cll0f]]oos

entonces el esquema de subdivision Syy, definido en (3.8) es convergente.
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Teorema 3.4.4 (Regularidad)
Sean S y Sy verificando las hipdtesis del teorema 3.4.8. Si S es C*

convergente entonces, para toda sucesion f € 1°(Z) se cumple que

%L(f) € CP donde 8 = min (o, —'5().

Recordemos que el significado de C* ha sido introducido en la defini-

cién 3.1.1.

Teorema 3.4.5 (Estabilidad)
St Sy, F y 0 verifican

1. AM >0, tal que Vdy,ds € 1°°(Z)

(3.11) || F(dr) — F(d2)||oo < M||d1 — da]|so,

2. de < 1, tal que Vf, g € 1*(Z)

(3.12) 16(SnL(f) = Snir(9))lleo < ell6(f = 9)lloo,

entonces la transformada multiresolucion asociada al esquema no lineal

SN es estable.

3.5. Un esquema de subdivision ternaria no

lineal

En esta seccion introducimos un esquema de subdivisién ternaria no lineal
como una perturbacion del esquema lineal introducido en [15]. En [20, 29, 50]
pueden encontrarse otros esquemas ternarios no lineales.

Hassan et al. en [15] muestran que puede obtenerse un mayor nivel de
regularidad y un soporte més pequeno para el, asi llamado, esquema de in-
terpolacion estacionario de 4 puntos mediante la sustitucion del esquema

binario por el ternario. Dado un real w, que recibe el nombre de pardmetro
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de tension, se analiza el siguiente esquema ternario de subdivision:

(Swf)3n = fna
(3.13) (Swf)antr = aofu—1+ a1 fn+ aafni1 + asfoias
(Swf)ant2 = asfu_1 + asfn + a1 fni1 + aofrras

siendo
1 1 13 n 1 7 1 J 1 n 1
g =——— =W, a1 = — + -w, as = —— — —w and a3 = —— + —w.
T8 6 18 2 0T 18 2 PT18 6
1 .
El valor w = 5 corresponde al esquema ternario de Lagrange, y se denota

por tanto como SQ%.
En [15] se prueba que el esquema (3.13) converge para 0 < w < % y la

funcion limite tiene

= regularidad C? para &= < w < g,

= regularidad CUF9~ con 8 = —logy(1 — 2w) para w €]0, =] U [§, 1]

» y reqularidad C'~ para w = 0.

En [20] puede encontrarse una generalizacién del esquema usando un

pardmetro de tensién no estacionario (i.e. un valor de w diferente para cada
nivel 7).

Una debilidad importante de ese esquema interpolatorio lineal es que
se producen oscilaciones (fenémeno Gibbs) en la funcién limite cuando el
esquema arranca de una discretizacién de una funcién discontinua (véase la
figura 3.3 (a)). A fin de evitar estas oscilaciones se requiere una modificaciéon
no lineal del esquema.

El esquema no lineal de [12] tiene sus raices en los esquemas introducidos
por Harten, Osher, Engquist y Chakravarthy en [12, 13] para la interpolacién
de flujos en la solucién numérica de leyes de conservacién hiperbodlicas. En
todos estos trabajos las oscilaciones cerca de las discontinuidades son con-

troladas usando los, asi llamados, limitadores de flujo que se basan en la

_ zty

sustitucion de las medias aritméticas AMEAN (z,y) = *5¥ por otro tipo de

medias.
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El esquema inicial de [12, 13], esquema ENO (essentially non oscillatory

scheme), presenta varios inconvenientes, entre los que senalamos:
= pérdida de precision en regiones suaves con datos de entrada especificos,
= corrimientos en ciertas discontinuidades,
» suavizado de las esquinas,
= soporte demasiado grande.

Se han propuesto varios remedios, entre los cuales se encuentra el trabajo de
Marquina [51], Amat, Busquier y Candela [3], Serna y Marquina [53].

El esquema no lineal que vamos a analizar aqui sigue la linea de [13] y
[15], v estd basado en la sustitucién de la media aritmética por la media PPH
definida en la pagina 46 mediante la formula (3.3).

Comenzamos proponiendo dos nuevas formulaciones del esquema (3.13):

(Swf)an = fn,
(Suflnir = G + ) ut (5 = 30wt + 5 s
(3.14) — (5 + FINNBAN(E o, o)
(Sumsz = (5 = 3+ G + 5 nis = 5 huso
— (5~ S AMBAN(E o, P fusa),
o bien
(Swf)?m = fny
2 2 1
(St = =5 fact + (G + )+ G = 5
(3.15) — (5 = SINNBAN(E o, o)
(Sufdsnsz = 5 faa + (5= S+ (5 + 5o
— (5 + 5IAMBANGE fy, o),
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donde AMEAN representa la media aritmética, i.e., AMEAN(z,y) = L;y

El esquema no lineal Sypy que proponemos, eliminando w en la notacién,

esta dado entonces por

= (SPPHf)3n = fn;

v si|d2 ] > |dP fuaal,

w 1 2w

2
(Sepuf)an+1 = (g + g)fn + (g - ?)fn—i—l + %fmrz
’ 1 2 2
(Sepnf)nt2 = (g - %)fn + (g + ?w)fnﬂ - %fn-ﬂ
(5 DyeRR(d f, & fur),
= si A2 fo] < |d? fosal,
(Seeuf)an+1 = _%fnfl + (z + 2§U>fn + (:_13 - %)fnJrl
- (; - %)PPH(dzfna den—i—l)v
1 2
(Soenflansz = g ha1 + (5 = S+ (G + F)far
— (5 + BIPPH(E Lo, P fo).

donde, recordemos, PPH(z,y) = 5% (sgn(zy) + 1), con sgn(z) =1siz >0y

sgn(zr) = —1six <0y (d*f) estd definido por d*f,, = fui1 — 2fn + fu_1.

3.5.1. Convergencia

En primer lugar reescribimos el esquema Sppy definido por las ecuacio-
nes (3.16) como una perturbacién particular del esquema lineal ternario S,
el cual es un esquema convergente con funcién limite en el espacio C*, para

0§w<%.

Para todo f € [*°(R) se tiene

SPPHf = Swf + F(d2f>7
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donde F es la funcién definida por

F<d2f)3n - O;

(5 + 5)(AMEAN(d® frr, & fri1) — PPH(d? fr, & fr11)),
si|d2 fo] > |2 fril;

F(d®f)ans1 =
(5 — %) (AMEAN(& fo, & fr41) = PPH( fors & frs1)),
si |d? fo] < |d? fosal;
(3.17)
(5 — $)AMEAN(@ f, @2 frs1) = PPH(A? fo, P fai)),
12 2 )
F(d®f)3ni1 = o8] 2 4
(% + %)(AMEAN(dem dzfn-i-l) - PPH(de”’ dzf”"'l))’
si |d?fu] < |d?fria]-

Podemos del resultado general presentado en el Teorema 3.4.3 obtener
la convergencia del esquema no lineal (3.16) asi como la regularidad de las

funciones limite.

Teorema 3.5.1 (Convergencia)
La constante de contraccion de la ecuacion (3.10) escrita para Sppy €S
i (2 + 3w 1 1-— w>
c=max | —, - +w, — |.
9 9 3
Ademdas, para 0 < w < g, el esquema Sppy definido por (3.16) es uni-

formemente convergente.

Teorema 3.5.2 (Regularidad)

Para toda sucesion f € 1°(Z), la funcién limite S, f pertenece a CP~

con
» §=min(l —logs(1 — 2w), —logs(c)) >1 para 0 < w < 2/9,

» f=1paraw =0y
n §=—logs(c)< 1 for 2 <w < 8/9.
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Observaciéon 3.5.3 Senalemos que la regularidad teérica del Teorema 3.5.2
estd proxima a la regularidad numérica que puede ser evaluada siguiendo [19]
(véase la tabla 3.1).

Tabla 3.1: Comparaciéon de las constantes de regularidad estimadas teorica-

mente (teorema 3.5.2) y numéricamente [19].

1 1 1 1 3
w 27 11 9 3 2

regularidad teérica | 1,035 | 1,0868 | 1,1072 | 0,738 | 0,136
regularidad numérica || 1,02 | 1,065 1,17 | 0,8775 | 0,26

3.5.2. Estabilidad del esquema multiresolucién inter-

polatorio no lineal asociado

Usando el Teorema 3.4.5 se obtiene

Teorema 3.5.4 (Estabilidad)

El algoritmo multiresolucion no lineal asociado a Sppy es estable para
0<w< 12—5

3.5.3. Propiedades de las funciones limite

En esta seccion analizamos rigurosamente las propiedades de las funciones
limite y particularmente el comportamiento del esquema en presencia de
discontinuidades.

A pesar de que nuestro objetivo es diferente del que motivo las proposicio-
nes iniciales de Harten et al. [12, 13], vamos a volver sobre algunos inconve-
nientes del esquema ENO mencionados en la seccion 3.5. Puesto que la malla
de nuestro esquema tiene cuatro puntos, la amplitud de la plantilla ENO
mencionada como un inconveniente desaparece. Ademas debemos mencionar
otro inconveniente que es la no estabilidad del esquema de subdivision ENO
(véase, por ejemplo, [22]).

Con relacion al primer orden de aproximacién se verifica la siguiente pro-

posicion.
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Proposiciéon 3.5.5 Para toda funcién g € C*([0,1]) y h > 0, si

f=g((nh))nez,

entonces

si d? f,d? i1 > 0 para todo n € Z, entonces

1S — o5l oo = OB,

en otro caso
hn
[[(Sppnf)n — g(g)Hoo = 0(h%).

PRUEBA
De acuerdo con la Proposicién 3.3.1, tenemos que si d?f,d*f,+1 > 0 para

todo n € N entonces
1PPH(d? [, d° fry1) — AMEAN(d? fo, d* fry1)| = O(RY).
En consecuencia, de acuerdo con la definiciéon de Sppy,

||Sppr - Swf“oo = O(h4)-

Puesto que el esquema S, es de orden de aproximacién 4 obtenemos el
resultado cuando d?f,d?f,,.1 > 0.

De no ser asi, la reproduccién de los polinomios de la parte lineal en la
definicién de Sppy (3.16) lleva a

|(Sernd )~ o)l = O%). O
Desde un punto de vista numérico el esquema Sppy no sufre oscilaciones
incluso aunque los datos originales provengan de la discretizaciéon de una
funcién discontinua (véase la Figura 3.3).
De acuerdo con D. Gottlieb y C.W. Shu [10], dada una funcién discontinua
f v su discretizacién f" definida por f* = f(nh), el fenémeno Gibbs tiene

que ver con las propiedades de S®f". Y puede ser caracterizado por dos
hechos ([10]):
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Figura 3.3: Comparacion de las funciones limites obtenidas, arrancando desde

’ .y 1
(), para un pardmetro de tension w = ;.

(a) El esquema lineal (3.13). (b) El esquema no lineal Sppy.

Figura 3.4: Esquema no lineal Sypy para diferentes valores del parametro de

14 -1 -1 _ ,=1_ _ -1
tension w. w = 5= W=7 5 W=g-.-,W=75 ...

(b) Esquema no lineal Sppy. Zoom de
(a) El esquema no lineal Sppy. (0,45,0,5)

95 L L L L L L L L L
0.4 0405 041 0415 042 0425 043 0435 044 0445 045

1. Lejos de la discontinuidad la convergencia de S°°(f") hacia f es bas-

tante lenta y para cada punto x es

[f (@) = (8% f")(@)] = O(h).

2. Cerca de la discontinuidad hay diferencias por exceso o defecto que no



3.6 Test numéricos 59

disminuyen al reducir el valor de h; es decir

Il f — (Soofh)Hoo no tiende a cero con h.

Cuando estan involucrados operadores lineales en la construccién de S f”
estos dos hechos estan relacionados con propiedades especificas de funciones
elementales (a veces bases biortogonales) tales como compacidad o no compa-
cidad del soporte, que tiene influencia en 1, y oscilaciones que tiene influencia
en 2. En nuestro contexto tales funciones no existen.

Sin embargo los esquemas no lineales Sppy no adolecen del fenémeno os-

cilatorio de Gibbs como se adivina en la Figura 3.3. De hecho se tiene:
Proposicién 3.5.6 Dado 0 < & < h, para cada funcion [ definida por:

Vo <&, f(z) = f-(x) con f-eC®(—o0,¢,
Ve > ¢, f(z) = fi(z) con fi € C([¢, +ool,

y discontinua en &, se tiene, suponiendo que f_(§) > fi(§) :
w sif2) > Sh, |f(z) = (S ") (@) = O(h?),

 sif2] < 3h, £1(0) + O(h) < (S35,/")(@) < f-(h) + O(h).

3.6. Test numéricos

Presentamos a continuaciéon algunas comparaciones entre los esquemas
multiresolucién asociados con el esquema lineal ternario de subdivision S L
y el esquema de subdivision ternario no lineal al sistema Sppy para diferentes
valores de w.

Los datos iniciales fueron obtenidos mediante una discretizacion regular
tomando 2049 puntos en [0, 1] para una funcién con puntos angulosos locali-
zados en © = ¢y x = 2 (véase la Figura 3.5).

Dado un entero 0 < L y un nimero real £, consideramos el operador

truncacion trg definido como

trs ({0, d°, ..., d~ 1)) = ({f°,d,....d" 1)),
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Figura 3.5: Comparacion de los detalles no nulos restantes, tras la truncacion
de pardmetros L = 5y ¢ = 1072 para la multiresolucién asociada. Para cada

coeficiente no nulo d , aparece dibujado un punto en la posicién (n377, j+1).

(a) Funcién original

(b) el esquema lineal ternario S L

(c) el esquema nolineal ternario Sppy con
w

1

(d)

el esquema nolineal ternario Sppy con
1
2

6

6




3.7 Conclusiones 61

con
k
J d;‘? en otro caso.

Para L = 5y € = 1073 los detalles no truncados aparecen dibujados en
la Figura 3.5. El niimero nnz de los detalles no truncados y el error después

de recuperar fL estdn evaluados en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2: Comparacion de las descomposiciones multiresolucion truncadas

para L =5y ¢ = 1073 para la funcién de la Figura 3.5 (a).

Eo Ey E, nnz

Lineal ternario S || 8,51 x 1074 | 1,92 x107° | 9,18 x 1077 | 67
oo, W = &= 8,00 x 1074 | 844 x10°° | 3,37 x 106 | 45
Sppu, W= 17 9,37 x 107 | 1,16 x 107 | 5,17 x 1076 | 43
Sppy, W = % 1,20 x 1072 | 3,35 x 107* | 8,06 x 107% | 51

En la Tabla 3.2 y la Figura 3.5 parece que todos los algoritmos se com-
portan de forma similar con relacion a la precisién en la aproximacion a la
senal original. Sin embargo el niimero de coeficientes no nulos de detalle es
significativamente menor en el esquema no lineal.

El ultimo test esta relacionado con la comparacion numérica de Sppy v
Seno para la generacién de curvas bidimensionales en presencia de puntos
angulosos. En la Figura 3.6 se aprecia que Sppy proporciona resultados signi-

ficativamente mejores sin oscilaciones espurias cerca de las esquinas.

Conclusiones

3.7.

Los nuevos esquemas de subdivision no lineal que se han presentado tienen

las siguientes propiedades:

= son esquemas de interpolacion ternarios , que convergen hacia funciones

de regularidad superior a uno;
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Figura 3.6: Comparacion de generaciéon de la curva a partir de los puntos

iniciales (e).

(a) el esquema lineal ternario S (b) el diddico no lineal Sgxo

L
27

(¢) el esquema ternario no lineal Sppy with

1

w:ﬁ

» si los datos iniciales provienen de discretizar una funciéon discontinua,
las funciones limite no oscilan, a diferencia de lo que ocurre en los

clasicos esquemas interpolatorios lineales;
s las transformadas multiresolucién asociadas son estables.

Y constituyen la primera familia de esquemas que comparten simultanea-

mente esas propiedades tan deseables.
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