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1. Departamento de Matemática Aplicada y Estad́ıstica.
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Resumen
Una posible definición del término fusion podŕıa ser la combinación

simultánea de información procedente de fuentes distintas. El uso de
datos que se complementan tiene como objetivo mejorar la calidad
y la interpretabilidad del resultado una vez que los datos a fusionar
se “mezclan”. En la última década se ha producido una cantidad
ingente de diferentes técnicas para fusionar imágenes, uniéndose a la
multitud de métodos existentes. Entre las técnicas recientes, destacan las
descomposiciones multirresolución porque, entre otras cosas, minimizan
la distorsión de color en la imagen final o fusionada. En nuestro análisis,
del que haremos un esbozo en este art́ıculo, hemos extendido la clase de
filtros que tradicionalmente se emplean en los algoritmos de fusión a una
clase más amplia que se define mediante filtros interpolatorios con origen
en esquemas de subdivisión. Esto nos ha permitido emplear filtros que
dependen de un parámetro. Este grado extra de libertad se ha traducido
en la posibilidad de resolver problemas de optimización en términos del
parámetro que dan lugar a imágenes fusionadas que cuentan con las
mejores medidas de calidad. También hemos introducido transformadas
no lineales que mejoran los clásicos algoritmos (lineales) de fusión.

Proyecto/Grupo de investigación: Métodos numéricos y su relación con
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1. Introducción

En lo que sigue nos referiremos al problema de fusión de imágenes a aquel
que consiste en componer una nueva imagen a partir de dos originales, ambas
tomadas en una misma escena. Existen muchas situaciones, por ejemplo en
control remoto, en las que se requiere que una misma imagen tenga una alta
resolución espacial y también presente una alta resolución espectral (o calidad en
el color). Sin embargo, los dispositivos que recogen imágenes y toman fotograf́ıas
desde satélites nos ofrecen o bien imágenes con una alta calidad espectral pero
nula información espectral o bien imágenes con gran calidad espectral pero sin
resolución espacial. Las primeras se denominan imágenes pancromáticas (PAN),
mientras que las segundas reciben el calificativo de multiespectrales (MS).

El objetivo, pues, es conseguir una imagen, la imagen fusionada (FUS), que
presente tanto una alta calidad espacial como espectral. La imagen fusionada
se obtiene a partir de la imagen PAN y la imagen MS:

Imagen 1
Alta resolución espacial

(Escasa o nula resolución espectral)

Imagen pancromática (PAN)

Imagen 2
Alta resolución espectral

(Escasa o nula resolución espacial)

Imagen multiespectral (MS)

Imagen 3
Alta resolución espectral y

alta resolución espacial

Imagen fusionada (FUS)

Conviene tener presente que existe una relación inversa entre ambos tipos
de resolución [17]. Esto implica el hecho de que no sea posible incrementar
arbitrariamente ambos tipos de resoluciones. Ni tan siquiera es posible
incrementar una de ellas sin que vaya en detrimento de la otra. En los trabajos
[3], [10] podemos encontrar algunos métodos ya clásicos para llevar a cabo la
fusión de imágenes. Estos métodos muestran degradación espectral y distorsión
de color. De hecho, la distorsión de color aparece fundamentalmente porque
nunca se consigue una separación perfecta entre la información espacial y la
espectral.

Entre las técnicas más recientes que se han incorporado al problema de
fusión se encuentran las transformadas multirresolución [1]. Estas transformadas
se concretan básicamente mediante dos tipos de algoritmos: Los que tienen
estructura piramidal y los que tienen estructura en paraleleṕıpedo. Con la
estructura piramidal, las imágenes o señales cambian de tamaño al aumentar
o disminuir la resolución. Sin embargo, con la estructura en paraleleṕıpedo, en
cada etapa de descomposición o reconstrucción las imágenes presentan distinta
resolución pero conservan el mismo tamaño. La forma piramidal corresponde a
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transformadas ortogonales tales como el algoritmo de Mallat. El algoritmo de
Mallat, aunque se ha empleado con éxito en compresión de señales, provoca
artefactos no deseados en lo que se refiere a la fusión de imágenes. Estos
artefactos se explican por el hecho de ser la transformada ortogonal una
transformada no invariante por traslaciones.

Ambos algoritmos son discretizaciones diferentes de la misma transformada
wavelet continua. En [4] se presenta una implementación de la transformada
wavelet discreta que utiliza evaluaciones en lugar de integración. La corres-
pondiente transformada es interpolatoria y los filtros que la definen tienen
una forma caracteŕıstica (ver [4] y [11], thm. 7.19.). Los filtros interpolatorios
resultantes son simétricos [14] y son iguales a cero en las componentes pares.
Esto hace que se les denomine filtros con agujeros o filtros à trous. La co-
rrespondiente transformada es no ortogonal e invariante por traslaciones. Con
la transformada paraleleṕıpedo, el tamaño de los coeficientes de la imagen es
constante en todos los niveles de descomposición y la fusión se realiza sin que
aparezcan los artefactos comunes al emplear transformadas ortogonales. Por
tanto, la transformada con estructura de paraleleṕıpedo es una herramienta
muy apropiada para abordar satisfactoriamente el problema de fusión.

En nuestro análisis hemos trabajado las siguientes ideas:

Definición de nuevas transformadas paraleleṕıpedo (lineales) haciendo uso
de filtros interpolatorios con origen en esquemas de subdivisión.

Utilización de filtros interpolatorios dependientes de un parámetro con
idea de considerar el valor del parámetro que ofrezca mejores medidas de
calidad espacial y espectral para la imagen fusionada.

Definición de transformadas en paraleleṕıpedo no lineales con las que se
consigue mejorar las medidas de calidad que se obtienen en el caso lineal.

En este art́ıculo se dará una visión general acerca de en qué consiste el
análisis multirresolución y de la aplicación al problema de fusión.

2. Análisis multirresolución

Las técnicas de análisis multirresolución aparecen en los años 80 con idea de
introducir una transformada que respondiera a ciertos problemas para los que
la transformada de Fourier no resulta una herramienta del todo satisfactoria.
Se trata de la transformada de ond́ıculas o wavelets. El marco teórico en el
que se inserta todo el engranaje de las pequeñas ondas, ond́ıculas o wavelets
es justamente el análisis multirresolución. En este marco teórico, que una señal
tenga más o menos resolución es equivalente a que pertenecezca a un espacio de
aproximación u a otro. Más precisamente, consideremos el caso unidimensional
y el espacio de señales de enerǵıa finita L2(R). En este espacio se define una
cadena de espacios de aproximación de la siguiente forma:
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· · · ⊂ V2 ⊂ V1 ⊂ V0 ⊂ V−1 ⊂ V−2 ⊂ · · ·Vj+1 ⊂ Vj ⊂ · · · ⊂ L2(R).

Se asume que ⋃

j∈Z
Vj = L2(R),

⋂

j∈Z
Vj = {0}.

Los espacios Vj son espacios de aproximación en los que se proyectan señales
que tienen resolución 2−j , j ∈ Z. A medida que j decrece, los espacios ganan
en resolución. Empleamos notación decreciente para los espacios mayores o
de mayor resolución. De este modo, si f ∈ L2(R), la proyección de f sobre
Vj y que denotaremos f j , tiene mayor resolución que f j+1, es decir, que
su proyección sobre Vj+1. Aunque no es el objetivo de estas páginas entrar
minuciosamente en definiciones y teoremas, no podemos dejar de mencionar que
la definición matemática de resolución tiene que ver con el número de elementos
que conforman una base de cada espacio de aproximación.

En el análisis multirresolución tanto o más importantes que los espacios Vj

son los espacios intermedios entre dos espacios de aproximación consecutivos.
Son los denominados espacios de detalle. Es decir, los espacios Wj tales que

Vj+1 + Wj+1 = Vj . (1)

En el caso de que la suma anterior sea suma directa, entonces el marco de
análisis multirresolución que se define es ortogonal. En general Wj no tiene por
qué ser el complemento ortogonal de Vj+1 en Vj .

Hasta ahora, todo lo que se ha comentado no deja de ser un ejercicio
puramente algebraico. Es muy relevante el hecho de que verdaderamente existan
bases de funciones que generan a los espacios de aproximación y otras bases,
distintas a las anteriores pero relacionadas entre śı, tales que generan a los
espacios de detalle. En concreto, los espacios de aproximación Vj se generan
mediante dilaciones y traslaciones de una función que se denomina función de
escala, ϕ(t) y que satisface la relación a dos escalas siguiente:

ϕ(t) =
√

2
∑

n∈Z
hn ϕ(2t− n).

A partir de la función de escala se define una función ψ(t), denominada
función wavelet mediante ψ(t) =

√
2

∑
n∈Z gn ϕ(2t − n), donde gn =

(−1)1−nh1−n. Los espacios de detalle Wj se generan mediante

Wj = 〈ψj,k(t) = 2j/2ψ(2jt− k); k ∈ Z〉.

A partir de las propiedades de la cadena de subespacios y de (1) obtenemos
también que

L2(R) = Vj ∪

⋃

j∈Z
Wj


 . (2)
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Teniendo en cuenta (2) y las bases de los espacios Vj y Wj , se deduce que toda
f ∈ L2(R) se puede descomponer como

f(t) =
∑

k∈Z
f j

k ϕj,k(t) +
∑

j∈Z

∑

k∈Z
dj

k ψj,k(t).

Los coeficientes f j
k y dj

k se denominan, respectivamente, coeficientes de
aproximación y de detalle. De acuerdo con (1),

{f j+1, dj+1} contiene la misma información que f j

{f j , dj , · · · , d1} contiene la misma información que f0.

Dado f0 = (f0
k ) un vector original de datos, una representación multirresolución

de f0 a resolución j ≥ 1 is una sucesión

{f j , dj , dj−1, · · · , d2, d1}.

De modo genérico, un algoritmo multirresolución relaciona los coeficientes f j
k y

dj
k con f j+1

k . Teniendo en cuenta (1), el procedimiento para obtener f j
k a partir

de {f j+1
k , dj+1

k } se denomina reconstrucción. Rećıprocamente, la obtención de
{f j+1

k , dj+1
k } a partir de f j

k se denomina descomposición. Esquemáticamente,
tenemos los algoritmos de descomposición y reconstrucción como sigue:

f j −→ {f j+1, dj+1} Descomposición
f j ←− {f j+1, dj+1} Reconstrucción.

2.1. Algoritmos multirresolución en paraleleṕıpedo

En el caso de un análisis multirresolución ortogonal, los algoritmos de
descomposición y reconstrucción se definen mediante algoritmos rápidos en
términos de convoluciones con los filtros h and g. Estos algoritmos se conocen
como los algoritmos de Mallat (ver [11], p. 255).

En el caso de análisis multirresolución no ortogonal (como, por ejemplo,
de tipo interpolatorio), la construcción de wavelets interpolatorio aunque sigue
la misma estructura formal que el caso ortogonal, los coeficientes se obtienen
mediante evaluaciones y no mediante productos escalares de tipo integral. En
este caso, la función de escala ϕ satisface una condición de tipo interpolatoria
ϕ(n) = 1 si n = 0 y ϕ(n) = 0 si n 6= 0. La función de escala interpolatoria ϕ(t)
satisface la relación a dos escalas con hn = (hor ? h̄or)n, donde, hor es un filtro
asociado a un esquema multirresolución ortogonal y, para cualquier sucesión s,
se denota (s̄)n = (s)−n. Como consecuencia h es un filtro simétrico y verifica

h2k = 0 si k 6= 0, (3)
h0 = 1/2.

Estos filtros son los denominados filtros con agujeros filtros à trous [14].
Introducimos la siguiente notación para una sucesión arbitraria v. La notation
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es v
(j)
k = vk si k

2j ∈ Z y v
(j)
k = 0, en otro caso. En el caso del algoritmo en

forma de paraleleṕıpedo, las fórmulas de descomposición vienen dadas mediante
convoluciones unidimensionales como sigue [8]:

f j+1
k = (h̄(j) ? f j)k (4)

dj+1
k = (ḡ(j) ? f j)k,

donde
gk = −hk si k 6= 0 and g0 = h0. (5)

La extensión a dimensión dos de (4) se consigue mediante convoluciones
matriciales o dos dimensionales. Las convoluciones se realizan mediante matrices
de datos (a posteriori imágenes) f j

(k,l) y filtros separables producto tensorial
entre h y g. Más precisamente, si h y g son los filtros presentes en (4), entonces
se define el filtro separable y matricial como (hg)(k,n) = hk gn. La fórmula de
descomposición en dimensión dos viene dada por:

f j+1
(k,l) = (h̄(j)h̄(j) ? f j)(k,n),

dHj+1
(k,l) = (h̄(j)ḡ(j) ? f j)(k,n),

dV j+1
(k,l) = (ḡ(j)h̄(j) ? f j)(k,n),

dDj+1
(k,l) = (h̄(j)ḡ(j) ? f j)(k,n).

Los detalles dH, dV y dD representan, respectivamente, a los detalles
horizontales, verticales y diagonales. Esta fórmula es la que se emplea para
descomponer imágenes y “separar” aproximaciones y detalles como en (1).

Existe una relación importante entre la función de escala interpolatoria, ϕ(t),
y los esquemas de subdivisión de tipo interpolatorio [2], [5]. Por ejemplo, si se
define hor = db2 asociado a la función wavelet de Daubechies de longitud 4 (ver
[11]), obtenemos el filtro interpolatorio

h =
1
2
(−1/16, 0, 9/16, 1, 9/16, 0,−1/16). (6)

La sucesión
(−1/16, 0, 9/16, 1, 9/16, 0,−1/16)

define el esquema de subdivisión interpolatorio basado en 4 puntos [6], [7]. Existe
una gran variedad de esquemas de subdivisión de tipo interpolatorio definidos
mediante sucesiones susceptibles de ser empleadas en el algoritmo (4). Esta idea
nos permitió ampliar la familia de filtros empleada por excelencia en este tipo
de algoritmos que son la familia de filtros definidas tomando como funciones de
escala B-splines de orden n, (see [16], p. 208). También hemos podido utilizar
filtros dependientes de un parámetro en el algoritmo en paraleleṕıpedo y definir
un proceso de fusión más dinámico por la posibilidad de variar el valor del
parámetro.
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3. Etapas en la fusión de imágenes

En esta sección nos volvemos a situar en el punto de partida. Dos imágenes
iniciales (PAN y MS) que han de fusionarse para definir una tercera (FUS).
Las imágenes PAN recorren una longitud de onda entre 465 − 680 nm y son
percibidas por los humanos como una imagen gris. Por el contrario, las imágenes
MS recorren tres bandas que son percibidas mediante tres colores distintos:
Roja (610−660 nm), verde (535−585 nm) y azul (430−490 nm). Estas bandas
se representan mediante el modelo de coordenadas RGB. Para las imágenes MS,
las bandas RGB se denotarán mediante MSR,MSG,MSB , respectivamente.
Cada pixel toma un valor que se relaciona con la intensidad en cada banda.
En nuestro caso la intensidad vaŕıa desde 0 a 256. La imagen fusionada FUS se
obtiene mediante el siguiente procedimiento:

1. A partir de la imagen PAN se obtienen tres imágenes PAN . Cada
imagen PAN tiene un histograma acorde con uno de los tres colores
del histograma RGB. Se denotan mediante PANR, PANG y PANB ,
respectivamente.

2. La fusión se realiza entre cada par del mismo color:

(PANR, MSR),(PANG, MSG) y (PANB , MSB).

Como consecuencia, la imagen FUS se define mediante su representación
RGB (FUSR, FUSG, FUSB), donde FUSR se obtiene fusionando PANR

y MSR. Análogamente se obtienen FUSR y FUSB .

3. MSR y PANR corresponden al nivel j = 0 para aplicar el algoritmo en
paraleleṕıpedo. El procedimiento de descomposición se aplica desde j = 0
a j = 2 tanto para la imagen MSR como para la imagen PANR. De este
modo, obtenemos la aproximación f2

MSR
y los detalles d2

PANR
.

4. FUSR se obtiene mediante FUSR = f2
MSR

+ d2
PANR

.

5. Los pasos 3 y 4 se llevan también a cabo para las bandas verdes y azul
con idea de obtener FUSR y FUSB .

6. Finalmente, FUS image se define mediante coordenadas RGB como

FUS = (FUSR, FUSG, FUSB).

Nota 1

(a) El nivel j = 2 viene motivado a ráız de los resultados experimentales.

(b) El uso de FUSR = f2
MSR

+ d2
PANR

en lugar de FUSR = d2
MSR

+ f2
PANR

se debe al hecho de que las imágenes PAN images preservan mejor los
detalles geométricos, mientras que la información espacial que proporciona
d2

MSR
es pobre.
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4. Aplicaciones

En esta sección se trabaja un ejemplo concreto de fusión de dos imágenes
iniciales que fueron tomadas en el centro de Granada. El motivo principal de
las imágenes es el anillo circular que define la plaza de toros de la ciudad. La
Figura 1 muestra la imagen original multiespectral MS con su representación
RGB.

Figura 1: Arriba: Imagen multiespectral (MS). Abajo: Representación RGB
(MSR,MSG,MSB).

La Figura 2 corresponde a la imagen pancromática PAN. Las Figuras 3 y 4
representan la aproximación y los detalles obtenidos a partir de MSR y PANR

aplicando desde j = 0 a j = 2 el algoritmo de descomposición (4) en dimensión
dos. Hemos utilizado el filtro interpolatorio (6) asociado con el esquema de
subdivisión de 4 puntos. La Figura 5 muestra la representación o coordenada
roja de la imagen fusionada.
Las representaciones verde y azul de la imagen fusionada, FUSG and FUSB , se
obtienen de manera similar a FUSR. Finalmente, la Figura 6 muestra la imagen
fusionada completa FUS.

A partir de aqúı hemos conseguido mejorar la calidad espectral y espacial
de la imagen fusionada trabajando con filtros que dependen de un parámetro.
El grado de libertad que supone disponer de este parámetro nos ha permitido
resolver cierto problema de optimización y, de este modo, encontrar el valor del
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Figura 2: Imagen pancromática (PAN).

Figura 3: Izquierda: Aproximación f2
MSR

. Derecha: Detalles d2
MSR

.

Figura 4: Izquierda: Aproximación f2
PANR

. Derecha: Detalles d2
PANR

.

parámetro que lo resuelve. La fusión con el parámetro óptimo nos ofrece medidas
de calidad espacial y espectral realmente buenas. Por otro lado, la introducción
de una transformada en paraleleṕıpedo no lineal con la que realizar fusión nos
ha permitido mejorar la fusión lineal con filtros interpolatorios. Más detalles de
estas mejoras pueden consultarse en [12] y [13].

A la imagen fusionada se le aplicaron medidas de calidad (calidad universal,
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Figura 5: Representation en rojo de la imagen fusionada FUSR = f2
MSR

+
d2

PANR
.

Figura 6: Imagen fusionada FUS obtenida mediante el algoritmo de
multirresolución.

ERGAS, etc. [15], [17]), que muestran una muy buena resolución tanto espacial
como espectral y que confirmaron lo que nuestra propia visión nos indicaba en
cuanto a la buena calidad de la imagen fusionada. Incluso podemos observar
con precisión un escenario en el ruedo, indicador de que aquella noche hubo
concierto en la ciudad del embrujo. Pero esto es otra historia.
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