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Resumen

El problema econémico de Weber ha sido ampliamente tratado en la literatura,
tanto tedrica como empiricamente, gracias a su gran adaptabilidad a la modeliza-
cion de situaciones reales. Su caso particular més estudiado es el que considera
distancias euclideas, debido en parte al respaldo que este tipo de distancias ha
recibido de algunos estudios aplicados. El algoritmo de Weiszfeld sigue siendo el
método mas utilizado para su resolucién a pesar de que puede existir un conjunto
de puntos iniciales para los que el algoritmo no converja. En [Brimberg, 1995] se
acotaba el tamafio de este conjunto y se concluia que la probabilidad de elegir
al azar uno de estos punto iniciales es practicamente nula. Sin embargo, en el
documento [Cénovas et al., 1999] se rebate la validez de las demostraciones reali-
zadas en dicho articulo. De cualquier modo, se presenta en este trabajo un sencillo
método de eleccion del punto inicial para el algoritmo de Weiszfeld que asegura la
convergencia al 6ptimo, esto es, que elimina los problemas de aplicacion del proceso
iterativo de Weiszfeld.
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1 Introduccion

A principios del siglo XX, en su influyente libro sobre localizacién de industrias (véase
[Weber, 1909]), el economista Alfred Weber formulé el siguiente problema: Se necesita
establecer la ubicacion de una fabrica que se abastecerd de materia prima de dos alma-
cenes, y cuyo producto se venderd en un cierto mercado. La distancia desde la fabrica
a los almacenes y al mercado suponen un coste para la fdbrica que puede ser estimado
y que se considera proporcional a dicha distancia. ;Cudl es la localizacion que genera
un menor coste economico para la empresa? Este problema, cuya resolucién requiere la
busqueda de un punto que minimice la suma de las distancias ponderadas (por el factor
de proporciéon de los costes) a los tres puntos conocidos (los dos almacenes y el merca-
do), y al que se denomina el problema de Weber, es el origen de una gran corriente de
aplicaciones practicas, adaptaciones y generalizaciones que perdura hasta nuestros dias,
y que lo convierten en un tema especialmente fructifero.

Es importante observar que aunque el problema original de Weber fue formulado para
Unicamente tres puntos conocidos y para la localizacion de industrias, las aplicaciones
préacticas (véase, por ejemplo, [Burstall et al., 1962], [Haley, 1963] y [O'Kelly, 1986]) con-
llevan normalmente una gran cantidad de puntos, y abarcan dambitos tan diversos como
la ergonomia o robética (véase [Foulds y Hamacher, 1993] y [Canavate et al., 2001]).

Por otra parte, un aspecto fundamental es la determinacién de la funcién de medida
que se utilizara para estimar la distancia a los puntos fijos. Diversos estudios se han lleva-
do a cabo sobre el tema, destacando los realizados para la determinacién de las funciones
apropiadas para la estimacion de distancias reales por carretera. Entre ellos se pueden ci-
tar [Love y Morris, 1972] y [Love y Morris, 1979], sobre las distancias por carretera entre
25 ciudades de los Estados Unidos, y [Berens y Korling, 1985] y [Berens y Korling, 1988,
acerca de las distancias por autopista entre 117 ciudades de la antigua Republica Federal
de Alemania. Aunque los dos primeros parecian indicar que la norma [, era la funcién
adecuada para la estimacién de la distancia por carretera entre ciudades, los trabajos
de Berens y Korling contradecian los resultados de Love y Morris, afirmando que era
preferible la utilizacién de la norma euclidea. Algunos autores sugieren que esta discre-
pancia en los resultados se debe principalmente a la diferencia entre las caracteristicas
geograficas de las zonas estudiadas, apuntando la posibilidad de que la norma euclidea
sea mas adecuada para las estimaciones de distancias en Europa, mientras que la norma
[, se ajusta mejor en la zona norteamericana. En cualquier caso, en este trabajo la tnica
distancia que se considerara sera la asociada a la norma euclidea.

2 El problema de Weber con la norma euclidea

Matematicamente, el problema de Weber se puede formular del siguiente modo: dada
una cantidad finita de puntos distintos aq,...,a,, de IR", con pesos asociados w; > 0,



hallar el punto de IR" que minimiza la funcion

=Y wille—all VYzeR (1)
i=1

donde ||z — a;|| es la distancia euclidea entre el punto x y el punto a;, y w; > 0 es el
coste o ponderacion que corresponde al punto a;. Se denominaran vértices a los puntos
ai, ..., Ay, Pesos a los valores reales positivos wy, ..., w,, y funciéon de Weber a la aplicacion
W anterior.

Si los vértices estan contenidos en una recta de IR" el problema es facilmente resoluble
y no serda tratado aqui. Por tanto, aunque no se especifique directamente, se supondra
a lo largo de todo el trabajo que los vértices no estan alineados. Bajo esta suposiciéon
la funcién de Weber es estrictamente convexa, de lo que se deduce que existe un tnico
optimo para el problema de Weber, al que se denotara en adelante por 7.

Teorema 2.1
La funcion de Weber, W, es estrictamente convexa. Ademds, W tiene un unico minimo
global, el cual se encuentra en la envolvente convexa de los vértices.

La convexidad es siempre una caracteristica muy apreciada en problemas de mini-
mizacién, ya que si la funcién es de clase C!, la condicién necesaria de minimo local se
convierte en una caracterizaciéon de los minimos globales. Por ejemplo, si W es de clase
C!, entonces 7 seria el tinico punto que anula el gradiente de W, esto es, VW (z) = 0.
Desgraciadamente, la funcién de Weber es de clase C! sobre el conjunto IR™\{ay, . .., @}
pero no es derivable sobre los vértices.

Corolario 2.2
Un punto x € IR" distinto de los vértices es dptimo del problema de Weber si, y sélo si,

Z T )

Con lo anterior queda totalmente determinada la optimalidad de un punto z # a;
Vi = 1,...,m, pero nada se sabe sobre la optimalidad de los vértices. Sin embargo,
denotando

Z T e @~
z;ék:

es posible presentar un sencillo test que determina si un vértice es éptimo o no.

Teorema 2.3
El vértice ay, es el dptimo del problema de Weber si, y sdlo si, ||Vi| < wg.



Mediante este teorema es posible, a la hora de buscar un método de resolucion para
el problema de Weber, restringirse al caso en que ningin vértice es éptimo, ya que basta
aplicar el test previamente a los vértices para determinar si alguno de ellos alcanza el
minimo del problema.

3 El algoritmo de Weiszfeld

Para enfrentarse al caso en que ningin vértice es 6ptimo, se ha de encontrar un
método de resolucién de la ecuacion VW (z) = 0. Para ello se puede intentar despejar el
punto z en (2), aunque esto sélo se puede realizar de forma parcial.

Z —a)=0 & xzw (3)
||l’—az\| D i1 Tt

J=1 llz—aj]|

A la vista de estos resultados, se propuso en [Weiszfeld, 1937] un método de resolucién
para el problema de Weber, cuya idea principal es generar una sucesiéon de puntos de
modo que cada nuevo punto esté més préximo a verificar la ecuacién (3). Pues bien,
esta idea no es nueva dentro del andlisis numérico y formalmente consiste en definir una
funcion de iteracion coincidente con el segundo miembro de la ecuacién,

i T
ST
3=1 Jlz—aj]|
y dado el punto correspondiente a la iteracién r-ésima, x,., generar el siguiente mediante
dicha funcién, z,,1 = T'(x,). Sin embargo, un primer escollo surge nada més observar la
aplicacién: T no estd definida en el conjunto {as,...,a,}. Para extender la definicién

a los vértices, y dado que la discontinuidad de la funciéon en dichos puntos es evitable,

parece adecuado hacerlo de modo que T sea continua en todo IR", es decir, T'(a;) = a;
Vi=1,....m

Definicién 3.1
Se llama funcion de Weiszfeld a la aplicacion T: IR" — IR" definida como

T(z) = (4)

e =

T T—a; .

— =t six g {ay,...,an}

T(z) = =l o (5)
a; six=a; parat=1,...,m

Lema 3.2
La funcion de Weiszfeld es continua en IR".

Del desarrollo efectuado en (3) se deduce inmediatamente la estrecha relacién entre
el 6ptimo de W y los puntos fijos de 7.



Lema 3.3
Sixz & {ay,...,an} entonces x es la unica solucion al problema de Weber (x =T), si, y
solo si,

r=T(x). (6)

Ademads, si un punto x no verifica la igualdad (6), entonces T'(x) tiene un valor
objetivo menor que el de z.

Teorema 3.4 ([Kuhn, 1973])
Six # T(z) entonces W [T'(z)] < W (zx).

Definicién 3.5
Se denomina sucesion de Weiszfeld a la sucesion de puntos, (x,)
xg € IR" del siguiente modo:

rens generada a partir de

r, =T (x,—1) VreN, r>1

De los dos resultados previos se desprende que la imagen mediante W de la sucesién
de Weiszfeld es monétona decreciente, y que si x, = x,,1 para cierto r € N (y ninguno
de los dos puntos es un vértice), entonces x, es el éptimo del problema de Weber. Atin
en el caso de que la sucesién no contenga al éptimo se puede asegurar que converge a
él (véase teorema 3.6), lo que la convierte en un método adecuado para la resolucién
(quizés aproximada) del problema de Weber.

Teorema 3.6 ([Kuhn, 1973])
Sea xo € IR" y sea (x,),oy la sucesion de Weiszfeld. Si {(x),en} N{a1,-..,am} =0,
entonces

reN

lim z, = 7.
r—00

3.1 Ciriterios de inicio y parada

Como se ha observado, la sucesién de Weiszfeld necesita de un punto inicial. Existen
pocas referencias en la literatura sobre la mejor eleccién de este punto, por lo que en la
mayoria de los trabajos aplicados se utiliza, debido en parte a su sencillez de célculo, el
centro de gravedad de los vértices como punto inicial de la sucesion:

D i Wity

Z;n:ﬂ‘)j .

Por otra parte, no se puede garantizar que la sucesién de Weiszfeld alcance el punto
6ptimo (véase teorema 3.6), lo que obliga a concretar algin criterio practico para la
finalizacién de la sucesién. Este criterio debe establecerse de modo que el tdltimo punto
de la sucesion de Weiszfeld calculado verifique algin criterio de optimalidad, por ejemplo,

Ty —



que esté acotada la maxima diferencia entre el valor objetivo éptimo y el valor objetivo
de dicho punto. Uno de los criterios que se pueden emplear es el que viene desarrollado
en [Love y Yeong, 1981].

Teorema 3.7
Sea o > 0 una constante y

D, =W(z,) = VW(x,) -z, + min [VW(x,) a;] VreN.

i=1,....m

En las condiciones del problema de Weber, si un punto de la sucesion de Weiszfeld verifica
que

entonces, el error porcentual que se produce al considerar a x, como punto optimo del
problema de Weber es, en términos de la funcion objetivo, inferior al o por ciento. En
otras palabras,

Wie) - W) _
W (z) -

Algoritmo 3.8 (Weiszfeld)

Paso Previo: Si ||Vi|| < wy para algin k =1,...,m, entonces el vértice ay es dptimo.

PARAR.

En caso contrario, fijar el nivel de error, a > 0. Ir al Criterio de Inicio.

Criterio de Inicio: Hacer xg = EZ%‘# y k=0. Ir al Criterio de Parada.
j=1Wj

Criterio de Parada: Hacer Dy = W (xy) — VW (xy) - ) + ming_y__,, [VIW(xy) - a;.

St W(wl’;—)k_D’“ < «a, PARAR. El punto x; es una solucion al problema de Weber
con un nivel de error inferior a a.

En caso contrario, hacer k =k + 1 e ir al Paso k.

Paso k: Hacer x;,=T (xx_1). Ir al Criterio de Parada.



4 Problemas de convergencia

En la seccién precedente se ha demostrado que si la sucesion de Weiszfeld no contiene
ningin vértice, entonces converge al éptimo del problema de Weber. Esta salvedad es
muy importante, ya que por la definiciéon de T" en los vértices, T'(a;) = a;, si existe un
r € N y un vértice no 6ptimo, a;, tal que =, = a;, se tendria que x,,, = a; YVh € N
y la sucesion de Weiszfeld convergeria al punto a; no éptimo. Este detalle fundamental
fue ignorado por Weiszfeld, quien no tuvo en cuenta que pueden existir puntos fuera
del conjunto {ai,...,a,} cuya imagen mediante 7" coincide con un vértice que no es
necesariamente 6ptimo. El siguiente ejemplo permite comprobar que esta hipotesis es
real.

Ejemplo 4.1

Sean a; = (0,1), az = (1,0), ag = (0, —1), ag = (0,0) y a5 = (—1,0), con pesos asociados
wy = wy = w3z =wy =1, wy = 5. Es fdcil comprobar que el inico minimo del problema
de Weber es el punto a5 = (—1,0), y que por lo tanto, el resto de vértices no son dptimos.

Ademas,
3 2
T (5,0) =T (5,()) = (0,0) = ay.

Obsérvese que dado o € IR", la sucesion de Weiszfeld, esto es, (z,),.y, se puede
construir como

x, =T"(xg) parar €N,

donde T"(z) = T [T" ()], y T°(x) = z. De este modo, el conjunto de puntos iniciales
cuya sucesion de Weiszfeld contiene al vértice a; viene dada por

K(T) = T ().

donde, T7"(x) ={y € R" / T"(y) = z}.

Definicién 4.2

Sea T la funcion de Weiszfeld de un problema de Weber con vértices {ay,...,a,}. Se
llama conjunto de Kuhn del problema de Weber, y se denotard por K(T), al conjunto
de puntos iniciales que originan una sucesion de Weiszfeld que contiene algun vértice.
Formalmente,



La primera vez que se advirtié de esta posibilidad fue en [Kuhn, 1973]. En aquel
trabajo, Kuhn paliaba el problema asegurando que el conjunto de ‘malos puntos iniciales’,
esto es, el conjunto de Kuhn, era numerable, y por tanto, ‘pequeno’. De este modo, si
se escoge al azar el punto inicial de la sucesiéon de Weiszfeld, la probabilidad de que
dicho punto pertenezca al conjunto de Kuhn es nula, quedando salvaguardada, al menos
tedricamente, la validez del algoritmo de Weiszfeld.

Teorema 4.3 ([Kuhn, 1973])
El conjunto de Kuhn es numerable.

Sin embargo, los contraejemplos de [Chandrasekaran y Tamir, 1989] mostraron que el
teorema anterior no se verificaba de forma general. En el mismo articulo, Chandrasekaran
y Tamir observaron que en todos los contraejemplos que habian encontrado el conjunto
de vértices estaba contenido en un hiperplano de IR", asi que conjeturaron que si se
anadia al teorema 4.3 la hipdtesis de que los vértices no estuvieran contenidos en ningin
hiperplano, entonces si seria valida la tesis del teorema.

Conjetura 4.4 (Chandrasekaran y Tamir)
Si los vértices del problema de Weber no estdn contenidos en ningin hiperplano de IR",
entonces el conjunto de Kuhn es numerable.

Posteriormente, en el trabajo [Brimberg, 1995] se presenté la primera demostracién
de la conjetura 4.4, e incluso se extendié la tesis de la conjetura de Chandrasekaran y
Tamir hasta obtener una caracterizacion de la numerabilidad del conjunto de Kuhn.

Teorema 4.5 ([Brimberg, 1995])
El conjunto de Kuhn es numerable < el conjunto de vértices no estd contenido en ningun
hiperplano de IR".

Al igual que para el articulo de Kuhn, pronto aparecieron objeciones al resultado.
Por una parte, se expusieron en [Canovas et al., 1999] contraejemplos a la afirmacién
correspondiente a la implicacién ‘=", con lo cual no puede considerarse cierta en general.
De otra parte, también se presentaron en [Cénovas et al., 1999] contraejemplos a algunos
de los argumentos clave de la prueba de la implicacién ‘<=’ realizada en [Brimberg, 1995],
y puesto que ésta es la implicacién que demuestra la conjetura 4.4, debe considerarse
que dicha conjetura permanece abierta. Es interesante notar que los contraejemplos del
trabajo [Cénovas et al., 1999] muestran que no puede ser aceptada la demostracién de
la conjetura de Chandrasekaran y Tamir, pero no rechazan el contenido de la conjetura.

5 Modificacién del algoritmo de Weiszfeld

En cualquier caso, el problema sobre la validez del algoritmo de Weiszfeld, derivado
de la posibilidad de que el punto inicial pertenezca al conjunto de Kuhn, sigue latente. En



esta seccion se mostrara que modificando el criterio de inicio es posible escoger de forma
sencilla un punto inicial para el algoritmo fuera del conjunto de Kuhn. Para simplificar
la escritura se utilizaran las siguientes notaciones:

Vi
Gk:Vk—wk— szl,...,m
Z ||ak—az|| I Vil]
z;ék:

Definicién 5.1
Sea ay, un vértice no dptimo de un problema de Weber. Sea ¢ € [1,2] cualquiera. Se
define xf € IR" como

C

R (7)

IS = A —
Teorema 5.2
Si ap es un vértice no dptimo, entonces W(xf) < W(ay).

Demostracion:

Por la definicién de zf se tiene que (aslg — ak) s(k) = —cGj. Ahora, si se suma

2Gy en ambos miembros y se multiplica escalarmente la igualdad resultante por
el vector & — ay, se obtiene un valor negativo ya que ¢ > 0y 2k — a;, y Gy, tienen
la misma direccion pero sentidos opuestos. De este modo,

(26 — ar) - [(zf — ar) s(k) +2G)] = (2 —¢) (x§ — ax) -G <0,

donde - indica el producto escalar usual de vectores en IR". Ademas, se produce
la igualdad si, y sélo si, ¢ = 2. Ahora, desarrollando el lado izquierdo de la
desigualdad,

\Y
[ac’g-xlg — 228 - ay, + ag -ak} s(k) + 228 - V) — 2a, - Vi + (x’g — ak) . ( 2wk”ka)
k

y teniendo en cuenta la definicién de s(k) y de Vy,

Vk)
k k k k

E - Ty — Q- ap — 2T - a; + 2a,-a;| + (g —ag) - | —2wp—— | .
Hak—azH oo TETR T o] + (o k)( IVl

z;ék

Por tultimo, sumando y restando a; - a; en el interior del corchete y reorganizando
términos, se llega a que



IVl

Vi
S ot [l =P = =] + (55 =) (2w gty <0
'L;ﬁk

m
;Hakwﬁ HIS - aiH2 + (3?’8 — ak) . (—kaHv ||> sz |lax — a;|| <
itk =

SN Uk (o - Vi
2 Tar — a ||x0 alH + (2§ — ax) - ( 2wk||vk”) W(ag).
i#k

Pero xlg —agy —kang—z” son dos vectores no nulos que tienen la misma direccion

y sentido, asi que su producto escalar es 2wy, Hxlg — akH. Anadiendo este resultado
a la ultima desigualdad se obtiene

Sustituyendo ||zf — ain = [(||% — ai|| = llar — aill) + llax — az-||]2 en la desigual-
dad y reorganizando términos se obtiene

m
ZL k_all = 2
— lar — ai (|26 — ail| = llar = i)
ik

ZZwi Hxlg — aiH + 2wy, Hx’g — akH < 2W(ag)

i=1
ik
o lo que es igual, denotando v = %Z%i T (||t = ai|| = faxr — aiH)Za
YA Y wi||ah —al| = v+ W (2f) < W(ap), (8)

i=1
y se tiene la igualdad si, y sélo si, ¢ = 2.

Finalmente, v > 0 y més aun, se puede asegurar que v > 0. En efecto, v se anula
solo si ||w0 a; ’ = llax —a;|| Vi=1,...,m, i # k, y sustituyendo el valor de v y

las igualdades ||zf — a;|| = |lar — a;]| en (8) se deduce que wy, [|zf — ax| = 0, esto
es, que Ty = ay, 10 que es una contradiccién con la definicién de zf.
Puesto que v > 0, se deduce directamente de (8) que W (zf) < W (ay). O

10



Corolario 5.3
Si W (ay) = min—y__,, W (a;), entonces =& no pertenece al conjunto de Kuhn.

Demostracion:

Se sabe por el teorema 5.2, que si zf viene dado por la expresién (7), entonces

|14 (xlg) < W (ag). Por la hipdtesis sobre el vértice ay, se tiene ademds que
w (x’g) < W(a;) Yi=1,...,m. Ahora, la sucesién de Weiszfeld generada con el
punto inicial z& verifica (véase teorema 3.4)

W(zg) > W(wy) > - > Wi(w,) > -

de modo que

W(z,) <W(a;)) = z,#a; Vi=1,....m, Vr=1,2 ...,
es decir, zf & K(T). O

Con estos resultados, si el punto inicial de la sucesién de Weiszfeld es xf se puede
asegurar que dicha sucesion converge al éptimo. Ademas, es interesante observar que el
punto inicial que ofrece este método depende del valor ¢ € [1,2] tomado, pero que para
cualquiera de ellos, z& no pertenece al conjunto de Kuhn. Se abre de este modo la puerta
a futuros estudios que determinen la conveniencia de la utilizaciéon de uno u otro valor

de ¢ dentro del citado intervalo.

Algoritmo 5.4 (Weiszfeld modificado)

Paso Previo: Determinar W (ax) = min,—y ., W (a;). Si ||Vi|]| < wi, entonces el
vértice ay, es optimo. PARAR.

En caso contrario, fijar el nivel de error, a > 0. Ir al Criterio de Inicio.

Criterio de Inicio: Fijar ¢ € [1,2]. Hacer xy = aj — ﬁ -G yr=0. Ir al Criterio de
Parada.

Criterio de Parada: Hacer D, = W(x,) — VW (x,) - &, + min,—y__,, [VW (x,) - a;].

Si W < a, PARAR. El punto xj, es una solucion al problema de Weber

T
con un nivel de error inferior a o.

En caso contrario, hacer r =r + 1 e ir al Paso r.

Paso r: Hacer x,=T (x,_1). Ir al Criterio de Parada.

11



6 Conclusiones

El algoritmo de Weiszfeld es el método mas utilizado para la resolucion empirica del
problema econémico de Weber. Sin embargo, este algoritmo posee algunos problemas
de convergencia que, de ser cierta la conjetura de Chandrasekaran y Tamir, tienen una
repercusion mas tedrica que practica.

En cualquier caso, estos problemas se pueden soslayar totalmente introduciendo un
nuevo y sencillo método de eleccién del punto inicial. Esta leve modificacién del algo-
ritmo de Weiszfeld permite asegurar que la sucesion generada mediante dicho algoritmo
converge, bajo cualquier circunstancia, al éptimo del problema de econémico de Weber.

Ademas, la eleccién de este punto depende del valor escogido de un cierto parametro,
¢, que varia en el intervalo [1,2]. La influencia que el valor de este parametro produce en
la convergencia del algoritmo es, por el momento, desconocida, y serd objeto de futuras
investigaciones.
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