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Abstract
In this paper, we consider the problem of motion of a symmetrical gyrostat with
a fixed point in a Newtonian force field, where the potential function adopts the
form U = U(K3), the gyrostatic momentum and the position vector of the center
of mass are on the axis of symmetry. First, we obtain the equilibrium positions
of this problem; then, by means of the Energy-Casimir method, we give sufficient
conditions of stability for some of these equilibria and, by spectral methods, we

obtain necessary conditions of stability. The obtained results generalize the previous
papers [7], [8],[9], [1] and [2]

1 Introduccién

El problema que consideramos en este trabajo, es el del movimiento de un girdstato
fijo por uno de sus puntos O, perteneciente a su parte rigida, para el cual el momento
angular relativo de su parte moévil, Sy, con respecto a la rigida, S;, también denominado
momento girostatico es constante. Como es habitual, con origen en O se consideran
dos sistemas de referencia uno fijo o inercial OX;X5X3 y otro moévil Oxyxox3, fijo en
el cuerpo (en nuestro caso en la parte rigida del giréstato), y cuyos ejes estan dirigidos
segun las direcciones principales de inercia del giréstato en O. Parte de la literatura
concerniente a este problema esta dedicada al estudio de posiciones de equilibrio y de su
estabilidad para un girdstato con un punto fijo ([3], [7] ¥ [8]). Asi, Rumiantsev haciendo
uso del segundo método de Lyapunov investiga la estabilidad de ciertos movimientos de
un giréstato pesado simétrico (el potencial del que derivan las fuerzas es aproximado por

U (1)), obteniendo para la solucion de equilibrio:

wle,wgzO,wgzwg,kl:0,k:2:0,k:3:1
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la siguiente condicion necesaria y suficiente de estabilidad

(Igwg -+ l)2 —4limgzg > 0

donde I; = I, I3 son los momentos de inercia de S, (0,0,1) es el momento girostatico y
(20, Yo, 20) son las coordenadas del centro de masas de S. Mas recientemente en [1] y [2] se
aplica el mismo método para estudiar la estabilidad de soluciones de equilibrio cuando el
potencial es aproximado por U®), obteniendo para la solucién de equilibrio anterior, que

también existe ahora, la siguiente condicién necesaria y suficiente de estabilidad

([3&):;? + l)2 > 4]1(7%020 — ml(Il — ]3))

donde my = mg, m; = 3g/r, siendo m la masa total del giréstato, g la aceleracién
de la gravedad a la distancia fija r del centro de atracciéon P (que se supone fijo en la
parte negativa del eje OX3) al punto fijo O. Condicién que pone de manifiesto no sélo la
influencia de la posible eleccion del momento girostatico, sino también de la aproximacion
del potencial que estemos utilizando.

El problema que vamos a considerar en este trabajo, es el estudio de la estabilidad
de las soluciones de equilibrio de un giréstato de revolucién con un punto fijo bajo un
potencial axialmente simétrico U(k3), siendo U una funcién verificando condiciones su-
ficientes de diferenciabilidad, dajo hipdtesis andlogas a las del caso de Lagrange-Poisson
para el sélido rigido con un punto fijo; asi, extendemos nuestro anterior trabajo [9], obte-
niendo todas las soluciones de equilibrio existentes y dando, segun los casos, condiciones
necesarias y suficientes de estabilidad.

Vamos a utilizar como herramientas de estudio de la estabilidad de dichas soluciones el
método de la Energia-Casimir, que proporciona condiciones suficientes para la estabilidad
Lyapunov de soluciones de equilibrio para sistemas mecanicos con simetria y el andlisis

espectral para determinar condiciones necesarias ver al respecto [5] , [6] y [9].

2 Ecuaciones de Lie-Poisson de un giréstato en un potencial Newtoniano.

Para aplicar el resultado anterior hemos de describir el sistema mecanico en cuestiéon como
un sistema de Poisson con una cierta funcién hamiltoniana h.

El espacio de configuracién es SO(3), y la funcién hamiltoniana viene dada por:
2 2

2
T UL 3
— + =4+ =)+ Uk, ko, k
Il _[2 ]3> (17 2 3)

1

h=—
2

(

donde, m = (my, M, m3) es el momento angular del giréstato S, k =(ky, ko, k3) el vector de

Poisson y la funcién U satisface condiciones adecuadas de diferenciabilidad.
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El sistema hamiltoniano anterior estd definido en R? x R? = €(3)" = so(3)"(R3)*,
siendo e(3) el algebra de Lie asociada al grupo de Lie E(3), grupo de los movimientos de
R3. La herramienta adecuada para realizar esto se basa en el Teorema de Reduccién del
Producto Semidirecto de dlgebras de Lie ([4]). En la proposicién 2.1 de [9] se daban los

siguientes resultados:

La estructura geométrica asociada al movimiento de un girostato con un punto fijo O
y momento girostdtico constante, viene dada por el corchete de Lie-Poisson, definido en
R3 x R® =~ e(3)" por la férmula:

(F.G}m, k) = —(m+1) - (VaF X VG) =k (ViF X ViG+ ViF x ViG)

siendo F,G € C®(R3 x R3), m = (m,m,m3) el momento angular del girdstato S,
k =(k1, ko, k3) el vector de Poisson y 1 = (l1,1s,13) el momento girostatico.

El tensor de Poisson asociado a dicho corchete estd dado por la matriz:

0 —m3 — I3 wo+ 1y 0 —ks ko
w3 + I3 0 —m — U1 ks 0 -k

B(r, k) = —mg—1ly m 41 0 —ky Ky 0
0 —ks ko 0 0 0

ks 0 —k1 0 0 0

—k2 k1 0 0 0 0

En tanto que las ecuaciones de Lie-Poisson asociadas al hamiltoniano h anterior se

expresan por las formulas:

7 =—Vah x (m+1)—Vih xk

k=-V:h xk

St el momento girostatico es nulo dichas ecuaciones se reducen a las correspondientes
al solido rigido con un punto fijo.

El problema posee dos funciones de Casimir dadas por las siguientes formulas:

o1((m +1) - k)
(] k |I°)

siendo ¢1, P2, sendas funciones diferenciables. Ademds del hamiltoniano, dicho sistema
posee, en general, dos integrales del movimiento, en involucion.
Y en el caso particular de un giréstato simétrico (I; = I3), con momento girostatico

1 = (0,0,1), bajo un potencial axialmente simétrico U(ks), tenemos las ecuaciones del
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movimiento:

. Il — [3 l7T2 ou

— SR i
i L )™ 7L Mok
. [3 — Il lﬂ'l oU

= — — ki —
=L )T T Mok
7_‘;3 _ 07 kl _ ]{527'('3 _ k’;}ﬂ'g
k’ . 1{3371'1 klﬂ'g. : . ]{517?'2 ]{327%'1
L LY L L

Luego dicho problema posee una nueva integral del movimiento:

73 = 79 (cte)

3 Determinacion de soluciones de equilibrio.

De las ecuaciones del movimiento de nuestro problema, se deduce facilmente que para
T T2 T 3)
L1 I3
la velocidad angular de S (es decir del sistema solidario con su parte rigida) y w € R.

todo equilibrio del campo hamiltonianio X}, debe ser w = wk, siendo w= (

Ademas, todo equilibrio esta sujeto a las siguientes ligaduras:

7T1k'1 + 7T2/{72 + (77'3 + l)kg = V9, Vg € R
K2+ k3 + k3 =1

Fécilmente se verifica que los puntos de R? x S

E; =(0,0,73,0,0,1)
EQ = (07 Oa Wga 07 07 _1)
son soluciones de equilibrio del problema planteado.

Por otro lado, segin sea la funcién U podran existir otros equilibrios relativos. Para

buscar equilibrios distintos de los anteriores, estos deben tener la siguiente expresion:
E3 = (Ilwkil,lluﬂfg,]gwk’g, k’l, ]{?2, ]{?3), (CO?’L w > O)

donde se determinaran los valores de los parametros involucrados. Ahora bien, los puntos

FE3 son soluciones de equilibrio si y s6lo si son puntos criticos de la funcion:

1,72 w2 n2 2
Fr=o(B 4 24+ 22) 4 Ulks) + M+ 1) - k) + p(|[k])
2 [1 [1 [3

con los mulplicadores a determinar y verificando las restricciones anteriores. Realizando

los céalculos correspondientes tenemos las siguientes relaciones:

]1w2

A= —W, U= s U/(kg) +u)2]€3([1 — [3) —wl=0

la tltima ecuaciéon nos permitira calcular wen ciertos casos. Veamos a continuacion al-

gunos casos particulares de interés.
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1 Supongamos que U(k3) = moks entonces tenemos la relacién:

mo +w2k3([1 — [3) —wl=0

por tanto:
wl —my
ks = -7~
w ([1 — [3)
que existird si y sélo si:
wl —my ]
w2(11 — ]3)

ya que debe ser |ks| < 1.

2 Supongamos que U (ks) = moks + %(13 — I)k2 entonces tenemos la relacién:

mo +mi (I3 — I)ks + w?ks(l, — I3) — wl =0

de la que obtenemos:

wl —my

= (L L)

verificandose esta igualdad si y sélo si:

wl —my

(w2 — m1>(11 - 13) <1

4 Condiciones necesarias y suficientes de estabilidad de los equilibrios E; y
E,

Nos centraremos, basicamente, en obtener condiciones necesarias de estabilidad y consignar
las condiciones suficiente que ya fueron obtenidas en nuestro trabajo [9].

4.1 FEstabilidad de la solucion E

Dicha solucién corresponde al movimiento del giréstato alrededor de la vertical en sentido
ascendente.

4.1.1 CONDICION NECESARIA DE ESTABILIDAD DE LA SOLUCION E;.

Utilizaremos estabilidad espectral para obtener condiciones necesarias de estabilidad del
giréstato. Para ello vamos a linealizar las ecuaciones de Lie-Poisson en el punto de equi-

librio Ey = (¢, k.) = (0,0, 73,0,0,1). Las ecuaciones linealizadas son:

0 = 01 X we + (e +1) X 6V rh + 0k X Vh + k. x 0Vich
0k = 0k X w, + k. X 6Vh
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Y evaluando las ecuaciones anteriores en el plano tangente, en el punto F;, a la orbita

coadjunta en el dlgebra de Lie e(3)" :
{(6m, k) € R? x R? /o(m+1) k,+ (me+1) -0k =0,0k - k.= 0}
Las ecuaciones linealizadas se reducen a:

omy 0 a+b 0

C (571'1
(571'2 . —a—2b 0 —c 0 (571'2
5ki 0 d 0 a 5ki
(%2 —d 0 —a O Oko
0 0

s 73 + 1 , 1

=23 p=— —U'(1), d= ——.

con a [3,6 7, ,c=U'(1), d T

El polinomio caracteristico asociado a dichas ecuaciones resulta ser:
M+ (2ab+ b° + 2a* + 2dc) N + (b%a® + 2a®b — 2dca® + a* — 2adbe + *d?)

Cuando el discriminante del polinomio anterior es menor que cero, al menos una de las
raices caracteristicas tiene parte real positiva, luego la solucion de equilibrio es inestable.

El discriminante resulta ser:
(2ab 4 b% + 202 + 2dc)® — 4(b%a® + 2a3b — 2dca® + a* — 2adbe + Ad?) =
(2a + b)* (b + 4dc)

Luego, en general, cuando se verifique la condicién (b? + 4dc) < 0, habra inestabilidad
del sistema. Sustituyendo los valores anteriores en dicha expresion, se deduce que habra

inestabilidad si se verifica que:

<0

)+ 1\ 4U'(1)
I I

Por tanto, una condicion necesaria para que la solucion de equilibrio K, del problema
del movimiento de un girostato simétrico, con un punto fijo O en un campo de potencial
U(ks), y con momento girostdtico constante I, alrededor del tercer eje principal de inercia,

sea estable, en sentido de Lyapunov, es que se verifique la siguiente desigualdad:

(79 + )2 > 4LU'(1)

4.1.2 CONDICION SUFICIENTE DE ESTABILIDAD DE LA SOLUCION E;.

Mediante el método de la Energia-Casimir, en [9] obtuvimos el siguiente resultado:
Una condicion suficiente para que la solucion de equilibrio Eq, del problema del movi-

miento de un girdstato simétrico, con un punto fijo O en un campo de potencial U(ks)
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y con momento girostdtico constante l, alrededor del tercer eje principal de inercia, sea

estable, en sentido de Lyapunov, es que:

(75 +1)* > 4L,U'(1)

4.2 Estabilidad de la solucion Es.

Esta solucién corresponde fisicamente a la rotacién del girdstato alrededor de la vertical

en sentido descendente.

4.2.1 CONDICION NECESARIA DE ESTABILIDAD DE LA SOLUCION E,

Analogamente, de las ecuaciones linealizadas del movimiento, por razonamientos similares
a los anteriores obtenemos el siguiente resultado.
Una condicion necesaria para que la solucion de equilibrio Es, sea estable, en sentido

de Lyapunov, es que se verifique la siguiente desigualdad:

(7§ +1)* > —4LU'(—1)

4.2.2 CONDICION SUFICIENTE DE ESTABILIDAD DE LA SOLUCION E,

Mediante el método de la Energia-Casimir, en [9] obtuvimos también el siguiente resul-
tado:
Una condicion suficiente para que la solucion de equilibrio Es, sea estable, en sentido

de Lyapunov, es que se verifique:

(5 + 1) > —4LU'(-1)

5 Estabilidad de las soluciones Es;.

5.0.3 CONDICIONES NECESARIAS DE ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES Es

Las ecuaciones de Lie-Poisson linealizadas en torno al punto de equilibrio E3 = (7, k.) =
(Iluﬂﬁ, Ila)kg, [3(.4)]63, k’l, k‘g, kg), (con w > O) son:

5 = 0m X we + (e +1) X 6V h + 0k X Vh + k, x 0Vich
0k = 0k x w, + k. x 6Vh
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donde |k3| < 1, y pueden expresarse en la forma:

5' 0 a b 0 U/(k’g) kng”(k’g)
m oy
5' —a 0 C —U/(k’g) 0 —klU”(kg)
s
. 0o 0 0 0 0 0 o
o ks k o
Pl=1o0 B why  —wh ’
0k I 5L I3k ok,
: 3 1
5k2 [—1 0 —[—3 —Cdk'g 0 +Wk1 5]{72
; ky Ky Oks
(Skg _Il [1 0 wkg —wkl 0
I, -1 — I — I Is—1
siendo ahora los coeficientes a = (L ;})wkg l, b= (4 [3)wk2’ = (s 7 1)wk1.
1 1 1

Restringiéndonos al plano tangente a la 6rbita coadjunta a través del punto Ej :
{(67,0k) e R®*x R?® / §(w + 1) - k_+ (mw. +1) - 6k = 0,k - k.= 0}
E3 - (7767 ke)
Obtenemos para el polinomio caracteristico del movimiento reducido la siguiente ex-
presion:
A+ pA? +¢
con los coeficientes p y g dados por:
p=1L(1—k)U"(k3) — 201 ksU' (k3) + I} (w? + a?)
q = [1@00]{13(1 — kg)U”(]fg) - [161(.()(1 + k’g)U’(kg) + k%U/(k3)2 .
—k3(1 — k2)U" (k3)U' (k3) + w?I}a?
Entonces, una condicion necesaria para que la solucion de equilibrio E3 sea espectral-

mente estable es que se verifiquen las desigualdades siguientes:
p=0, ¢=0, p?—4g=>0

En el caso particular de que sea k3 = 0y el potencial de la forma U (ks) = moks + Uy (k3),

con U{(0) = 0, entonces existe una solucion de equilibrio dada por:

I I
E3:<7T1= l;nok’l, 772=1Tmok2, w3 =0, ki, ko, k3=0)-

El polinomio caracteristico asociado a dicha soluciéon de equilibrio sera:
MNP+ (1Y +mi; —U"(0)P1))
Entonces, una condicién necesaria de estabilidad para esta tltima solucion sera:
I+ mi? —U"(0)”1, >0

La aplicacion del método de la Energia-Casimir a dichos equilibrios para obtener condi-
ciones suficientes de estabilidad no proporciona informacién al ser la forma cuadratica

semidefinida y sera necesario abordarlos por otros métodos.
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6 Conclusiones

Se han obtenido las soluciones de equilibrio para este problema generalizado de Lagrange-
Poisson. Se dan condiciones necesarias de estabilidad para todas ellas utilizando el anélisis
espectral, y para el caso de las soluciones de equilibrio Fy y Fs, utilizando el método de
la energia-Casimir, se dan condiciones suficientes de estabilidad. Dichos resultados son
véalidos para cualquier eleccién del potencial U(ks) verificando dichas condiciones; de
modo que particularizando adecuadamente el potencial U(k3) se reducen a las dadas en

los trabajos citados en los siguientes casos:

a) U(ks) = mgzoks (giréstato pesadoU™!)). Las condiciones obtenidas se reducen a las

dadas por Rumiantsev en [7] y [§].

3g(l3 — 1
b) U(ks) :m920k3+¥

k2 (giréstato simétrico en campo U®). En este caso
”
extendemos los resultados de [1], [2] y [9].

Queda de manifiesto la importancia de la posible eleccién del momento girostatico, asi
como de la aproximacién del potencial considerada a la hora de estudiar la estabilidad de
soluciones del sistema, o la posible estabilizacion de ciertos equilibrios.

Ademas, estos resultados pueden ser aplicados a otros problemas como el de la esta-
bilidad de las soluciones de equilibrio de un giréstato simétrico bajo el potencial U® o
en el seno de un fluido incompresible. El problema del estudio de condiciones suficientes

de estabilidad de E3 queda abierto, asi como el estudio de las fronteras de los dominios

de estabilidad.
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