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Abstract— Usually, the most critical step involved in image
registration is the image matching. A common methodology when
estimating the mapping that geometrically relates two images
typically consists of two separate and sequential stages: initial
feature matching estimation, and regularization for propagating
this matching over all image areas. Parametric models represent-
ing fuzzy matching regions are proposed in order to support the
initial matching. The classical approach has a main drawback,
namely the detection of the common features is ambiguous when
there is more than one likely matching. To alleviate this problem,
the use of dual models to represent the high similarity regions is
also proposed in this paper. An averaged POCS (projection onto
convex sets) procedure, combined with regularization based on
deformable kernels, is used to solve the multiple-choice dilemma.
Implementation of these parametrization and regularization steps
is described throughout the paper. The proposed approach is
tested on a stereo-pair that presents multiple choices of similar
likelihood, with successful results.

I. INTRODUCCION

Sean I(z,y) y J(z,y) dos imégenes, siendo J(x,y) el
resultado de la distorsién geométrica de I(z,y) mediante
una funcién espacial biyectiva (continua y diferenciable),
Y(z,y) ={¥,(x,y), ¥y(zr,y)}. En este escenario, el ob-
jetivo es encontrar la estimacién Optima de este mapeado,
W¥,, que relaciona geométricamente las dos imdagenes, i.e.
J(z,y) =1 (¥y(x,y),¥Yy(z,y)). La metodologia que pro-
ponemos consta de dos fases secuenciales:

1) Parametrizacién, para obtener un conjunto de modelos
paramétricos de correspondencia entre I(x,y) y J(z,y),
que llamaremos €2.

2) Regularizacién, para obtener la funcién de mapeado
optima, ¥, a partir de los modelos paramétricos (2.

Este articulo estd organizado como sigue: en la seccién
IT se presentan las ideas bdsicas para conseguir una mejor
correspondencia de las imagenes mediante el uso de modelos
duales; en la secciéon III se muestra una comparativa de
resultados que prueba la validez de la aproximacién adoptada,
y que ilustra la mejora en la estimacion; finalmente, en la
seccién IV se exponen las conclusiones.

II. METODO PROPUESTO

Asumamos que calculamos un modelo paramétrico 2(x)
para cada punto x = (z,y) € ®, donde ® define el dominio
de la imagen donde la correspondencia es mas probable.
Este modelo paramétrico estard presente por tanto en los
puntos donde haya evidencia de rasgos comunes entre ambas
imdgenes, y quedard indeterminado en los pixels restantes.

A. Modelos paramétricos de similitud

Para cada pixel de la imagen I(z,y) se calcula un Mapa de
Similitud (MS) de tamafio (2L+1) pixels. Este mapa contendra
la distribucién espacial de la similitud entre un bloque de
I(z,y) centrado en el pixel ¢ = (¢, ¢,) y un conjunto de
bloques de igual tamafio de J(z,y) (longitud de bisqueda
(2L+1)). Para calcular el MS se utiliza el coeficiente de
similitud p(x). Este operador estd directamente relacionado
con el coeficiente de correlaciéon normalizado de Pearson,
r(x), y pseudo-inversamente relacionado con la diferencia
cuadrdtica media normalizada entre dos bloques de imagen,

d(x) [1]-[2].
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donde k es una constante positiva que establece la importancia
de la correlacién frente a la diferencia, y A es una constante
positiva en el intervalo [0,1] que actda como umbral del
coeficiente de similitud. Podemos reemplazar las estructuras de
correspondencia bien definidas del MS por un modelo simple
que represente las posibles regiones correspondientes. De este
modo, la informacién presente en el MS queda comprimida en
un sencillo modelo paramétrico con pocos grados de libertad.
Se puede comprobar que en este contexto son suficientes
tres modelos paramétricos distintos [2]. En este articulo se
introduce el concepto de modelos duales, que consisten en
un par de modelos simples, para representar las regiones
disjuntas no nulas susceptibles de ser parametrizadas de forma
independiente.

Modelo 0 (punto). E1 MS queda descrito por su centro de
masas. Este modelo se aplicard sobre detalles aislados de la
imagen. El error cuadratico medio del ajuste a este modelo se
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calcula como Ej = Z H(x)||v — x||?, donde j(x) es el mapa

de similitud normalizzdo, y v es el centro de masas calculado.
Modelo 1 (curva). Es una curva cuadritica de coeficientes
a = {a, b, c} rotada un dngulo 6. Este modelo aparece funda-
mentalmente en bordes de objetos. Se proponen los siguientes
dos pasos:
1) Obtener la orientacién principal del MS, 6, por medio
de un algoritmo PCA lineal.
2) Ajuste por minimos cuadrados de una funcién convexa
f(xz,a) al MS rotado, siendo a los pardmetros que
definen esta funcién. El error de aproximacion resulta

ser By = Zﬁ(x) (yo — f(x9,a0))>, donde ag son los

pardmetros que minimizan F1, y 2y € yp son los ejes
del plano rotados.

Modelo 2 (sin restricciones). Este modelo no incluye infor-
macion sobre el MS y por tanto no aplica ninguna restriccion
sobre el proceso de optimizacién global.

El proceso de seleccionar el modelo que mejor representa
el MS de entre los tres posibles candidatos se basa en la
utilizacién de dos umbrales de error, Ky y Ki, que se corre-
sponden con los errores de ajuste Fy y FE; respectivamente.
Si By < Ky, el modelo es un punto; si By > Koy By < Ky,
el modelo es una curva; en otro caso, el modelo es sin
restricciones.

Modelos duales. 1La deteccién de modelos duales es la con-
tribucidn principal de este articulo, dado que pueden aparecer
como posibles correspondencias regiones de la imagen no
conectadas, debido a la repetitividad tipica en el contenido de
las imigenes. La obtencién de varios modelos en un mismo
MS puede lograrse detectando en primer lugar las diferentes
areas de alta similitud que no estén conectadas unas con otras,
y calculando a continuacién sobre cada regién los modelos
paramétricos. Las regiones disjuntas que existen en el MS se
obtienen mediante procesado morfolégico de imagen sobre la
imagen binaria del MS. Se aplica un criterio de “vecindad a
87, el cual asume que los pixels vecinos en diagonal estdn
morfolégicamente unidos.

B. Fase de regularizacion

El proceso de forzar las restricciones se efectiia mediante
la proyeccion sobre el modelo. La proyeccion sobre modelos
muiltiples no es un tema enteramente resuelto, y va a ser tratado
en detalle. Esta proyeccion necesita ser consistente con ambos
modelos, y que no suponga un descarte drastico de ninguno
de ellos. Para satisfacer estos requerimientos, se propone
una técnica de proyeccién combinada con una regularizacién
basada en ntcleos deformables. El siguiente funcional de error,

S(w) = 3 [P E) — 2 A VIR, (@)
xeP x

contiene un compromiso entre proximidad al modelo

paramétrico € y suavizado del mapeado estimado W¥. El

objetivo del problema de correspondencia de imdagenes es

obtener la estimacién optima del mapeado ¥, que minimiza

S(®). El funcional (2) consta de dos partes: la primera

representa la compatibilidad del mapeado ¥ con los modelos
Q (siendo P {2, ¥} el operador de proyeccién), mientras
que el segundo término es la energia de la o-ésima derivada
espacial de la funcién de mapeado estimada. Una opcién
para hallar la solucién de este problema es usar un sencillo
algoritmo de descenso de gradiente [3]-[5], cuya descripcion
detallada queda fuera del 4mbito de este articulo.

C. Proyeccion sobre modelos simples

La proyeccién P {€2,xo} de un punto xg = (o, yo) sobre
un modelo paramétrico €2 resulta ser el punto v perteneciente
al modelo que se encuentra mds préximo en distancia euclidea
a Xg. A continuacién se muestra el procedimiento para realizar
esta operacion para cada uno de los tres modelos posibles.

Modelo 0 (punto). La proyecciéon de xq sobre el modelo
Q = {0, v} resulta ser el punto que define el modelo

P{{0, v} xo} = v. 3)

Modelo 1 (curva). La proyeccién de xg¢ sobre el modelo
Q = {1,6,a} se consigue con tres pasos: rotar xo un dngulo
6, obteniéndose el punto xg = (9, yg); proyectar xg sobre
la pardbola explicita definida por a; rotar un dngulo 6 la
proyeccion resultante, Xy, dando como resultado el punto v.
La operacién de la proyeccion puede obtenerse como sigue:

Fo = argmjn {(x —29)? + (az® + br +c— y9)2} , @

o = ais + big + c. (3)

La solucién de (4) es multiple (puede obtenerse analiticamente
con la formula de Cardano), y consta de una solucion real y
dos complejas. Asumiremos que la solucién real es el valor
de ig.

Modelo 2 (sin restricciones). Sobre los puntos x sin
restricciones, i.e. x € ®, no se realiza proyeccion, y por tanto
V = Xp.

D. Proyeccion sobre modelos duales

Si consideramos modelos duales en 2, i.e. @ = {Q1,Q2},
necesitamos un método de proyeccion de los puntos sobre
ellos. Para aplicar las restricciones del modelo dual €2 al punto
Xg, se propone una idea de proyeccién balanceada. De este
modo, el punto proyectado v estara en concordancia, tanto
como sea posible, con ambos modelos y, por otro lado, no
supondrd la eleccién prematura de uno de los modelos, sino un
compromiso entre ellos. La técnica propuesta sitda el punto xq
en una nueva posicién dentro de la region del espacio descrita
conjuntamente por ambos modelos (espacio de proyeccion),
minimizando la variacién de esta posiciéon. La expresion (6)
muestra como calcular las coordenadas del punto proyectado
v atendiendo a todos estos requerimientos:

Vi 2 + va dl )

d; + do dy + ds
donde vi = P{Q1,x0} y v2 = P{Q2,x0} son las proyec-
ciones del punto xg sobre cada uno de los modelos con-

siderados en €2, y d; y dy son respectivamente las distan-
cias euclideas de estas proyecciones hasta el punto Xg, i.e.

(6)
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dy = ||[vi — xo|| y d2 = ||v2 — %o||- El uso de (6) iterativa-
mente tenderd a no tener efecto sobre el punto proyectado
v. Este hecho no es una desventaja del algoritmo, sino que
es el principal objetivo del método de proyeccién. De este
modo, no se realizan decisiones drasticas y la influencia de los
pixels vecinos llevardn finalmente el vector proyectado hacia
el modelo correcto, siempre dentro de la regién descrita por
el modelo dual. Este procedimiento iterativo puede ser visto
como una técnica de proyeccién sobre conjuntos convexos
(POCS) [6], siempre y cuando €2(x) sea una funcién convexa.
A continuacién se describe el procedimiento de proyeccién.
Modelo dual punto-punto. Este modelo aparece en regiones
de la imagen con estructuras claras y repetitivas. En imagenes
reales, la probabilidad de aparicién de estos modelos es
sustancial (sobre un 30% de los modelos en la prictica). Esta
es la situacién més delicada, porque el proceso de promediado
no es posible como tal, y ello causa la inevitable seleccién de
un modelo. El método elige los pardmetros del modelo de
minima distancia euclidea al punto. Esta situacién se muestra
en la Fig. 1. En este modelo, @ = {{0,v1},{0,v2}}, el
espacio de proyeccion tiene la forma de dos puntos aislados, de
modo que el punto proyectado puede ser facilmente obtenido
de acuerdo a las distancias euclideas entre ambos puntos y Xg,

_ v, si|lva —xol <[vaz —xol|
v = . )
vz, si[lvi—xXoll = [[va —xo
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Fig. 1. Modelo punto-punto.

Modelo dual punto-curva. Este modelo aparece tipicamente
en situaciones similares a las del modelo anterior, pero para
estructuras no tan bien definidas. Se corresponde a la situacién
de menor probabilidad de apariciéon (20% de los modelos
duales). Para obtener la proyeccién promediada, debe deter-
minarse una direccién de proyeccién. Esta es la direccién que
une el punto a proyectar X con el punto que representa al
modelo tipo 0 (punto), vy. La proyeccion este dltimo modelo
son las coordenadas que lo definen, mientras que la proyeccién
sobre el modelo tipo 1 (curva) se obtiene de la interseccién
de este modelo con la direccién de proyeccion. Una vez se ha
calculado la proyeccién sobre ambos modelos, el vector final
proyectado v queda determinado por medio de un proceso de
promediado (expresion (6)). La Fig. 2 ilustra el proceso de
proyeccion. Los pardmetros del modelo son €7 = {0,v1} y
Q2 = {1,0,a}. Conforme a las ideas previas, la proyeccién
sobre el modelo tipo O se obtiene directamente, mientras que

la proyeccién sobre el modelo tipo 1, va, se calcula mediante
las siguientes expresiones:

¢ = arctan <v1yyo> = m = tan(¢ — 0), (8)

Vi, — X0

xg | xo | cosf sinf Zo
{yg]—R{yo]_<—sin9 COSG)|:y0]’ ©)
g — m(i _ 339) + g 5= —(b—’m)i\/(b—mQ)Z—4a(c+’mx9—yg)
§=ai®+bi+c j = ai? + bi + c
(10)
{”M}:R—l[?]. (11)
’Ug,y Yy

Si a = 0, no es posible aplicar (10) debido a una singularidad.
En ese caso, el proceso alin puede llevarse a cabo reem-
plazando (10) por (12).

—(c+mxo—yop)

.’i‘ =
o = T bem (12)
g=0i+c g=0bl+c
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Fig. 2. Modelo punto-curva.

Modelo dual curva-curva. Este es el modelo dual mds
comun (sobre un 50% del total), y resulta ser la situacién
mds ambigua, dado que se le permite mayor libertad a
la localizacién del punto proyectado. La Fig. 3 muestra
el procedimiento de promediado de posiciones para este
caso. Los pardmetros del modelo son €21 ={1,0;,a;} y
Qo = {1,09,a3}. El primer paso para lograr la proyeccién
dual es determinar la direccién normal al dngulo de orientacién
medio de ambos modelos paramétricos. A partir de este valor
y para cada una de las orientaciones, 6, y 2, se calculan las
pendientes m; y mo de las rectas rotadas como sigue:

my = cot (@) , Mg = —mq . (13)
Se calculan ahora las intersecciones de cada curva, definida por
los parametros del modelo, y la recta correspondiente. De este
modo, podemos aplicar las expresiones (8)-(11) una vez por
modelo, con los correspondientes valores de los parametros 6;,
a; y m;. Finalmente, y a partir de las proyecciones calculadas,
vi y Vva, debemos aplicar la expresién (6) para obtener el
punto proyectado v.
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Fig. 3.

Modelo curva-curva.

III. RESULTADOS

La Fig. 4 muestra una comparativa de los resultados de
registrar un par de imdgenes de tamafo 500 x 500. La imagen
inicial o de referencia, Fig. 4(a), y la imagen objetivo, Fig.
4(b), son fotografias de un mismo puente sobre una presa,
tomadas desde distintas posiciones. De este modo, la defor-
macién entre imagenes procede de diferentes puntos de vista
de la cdmara. En primer lugar, se realiza una estimacién del
movimiento con el método propuesto con modelos duales. La
Fig. 4(d) muestra los vectores de correspondencia resultantes,
que representan el mapeado 6ptimo, sobre la imagen objetivo.
Aplicando este mapeado a la imagen objetivo se consigue el
registro de la misma, sin diferencias visibles respecto a Fig.
4(a). Este aspecto se percibe con mayor claridad en la Fig.
4(e), donde se aplican los vectores a una rejilla rectangular. A
continuacion, repetimos la estimacién de la correspondencia
sin considerar la posibilidad de miiltiples correspondencias,
i.e. considerando tnicamente modelos simples. En este ex-
perimento pueden observarse claramente algunos errores en la
correspondencia, Fig. 4(f). De todos modos, cabe destacar que
también en el caso de considerar modelos duales la estimacién
de la deformacién resulta pobre, aunque mejor, en algunas
regiones de la imagen: en los puntos donde cada imagen
presenta objetos o caracteristicas diferentes, de modo que no
es posible una correspondencia perfecta. La Fig. 4(c) muestra
las posiciones de los modelos duales que se detectaron en
la primera simulacién. Esta informacién no estd presente en
la segunda simulacidn, y representa la unica diferencia entre
ambas, confirmando que los modelos duales son la solucién a
las situaciones de ambigiiedad en la correspondencia.

IV. CONCLUSIONES

En este articulo se ha propuesto el uso de modelos
paramétricos duales para tratar con situaciones ambiguas en el
registro de imagenes. Estos casos aparecen cuando las carac-
teristicas de la imagen inducen a la ambigiiedad (multiples re-
giones de correspondencia posibles). Los resultados que se han
mostrado prueban la eficacia de esta propuesta. La mayoria
de los errores en la asignacién de los pixels pueden resolverse
con esta idea. Este método alivia el problema que presentan
algunos algoritmos de correspondencia cldsicos, como el tipico
algoritmo de block-matching. El modelo de parametrizacién
dual estd siendo aplicado en la actualidad en el registro de una
amplia variedad de imdgenes con resultados satisfactorios. En

(a) Imagen de referencia

(b) Imagen objetivo

(©) Modélos- dualés. Localizacién
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Fig. 4. Resultados de registrar un par de imdgenes de muestra.

estos momentos se esta estudiando la extensién del método a
modelos de mayor complejidad.
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