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El ajuste e interpolacién de funciones son, posible-
mente, las herramientas de andlisis numérico mas uti-
lizadas por ingenieros e investigadores en general. Los
problemas de ajuste e interpolacién de funciones se
pueden generalizar, de forma natural, a varias dimen-
siones. A la hora de comparar varios métodos resulta
Gtil tenerlos integrados en un sélo paquete, accesibles,
todos ellos, desde una fuGnica funcién, vy, utilizar un
formato de datos de entrada comin. En este trabajo se
presenta un paquete de estas caracterisiticas, que hemos
llamado IntPak y reune, ademds de las funciones Fit[] e
Interpolation|[] de Mathematica, los métodos de interpo-
lacién de Lagrange, Trigonométrica, Splines de orden
(m, s), y de Producto Tensorial de Elementos Finitos de
Hermite de clase C™, asi como ajuste mediante Splines de
orden (m, s). El lenguaje de alto nivel de Mathematica
hace que 1la realizacién de computos donde intervienen
gran cantidad de datos sea sencilla de implementar y de
entender.
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B Introduccidén a la teoria de aproximacién

La teorfa de aproximacién nos dice que, dado un conjunto X, y ® un subconjunto de
X, podemos imponer condiciones de forma que a cualquier x € X le asociamos un
¢y € O,y una medida de la discrepancia entre x y ¢,.

En la practica X es un conjunto de objetos matemadticos. Normalmente, X es un
espacio vectorial sobre el cuerpo R, por ejemplo R"(R), con un producto escalar
asociado, (-, -), lo que permite inducir una norma |[|-||=(-, )2, y, ® es un sube-
spacio vectorial de dimension finita n €N. Por lo tanto, dada una base {¢;};_,, para

cualquier ¢ €®,, existe una tnica representaciéon suya en dicha base ¢ =Y, C; ¢;.
Por el teorema de la proyeccidon ortogonal, la condicién necesaria y suficiente para
que ¢, ®, sea la aproximacién Optima finita de xe X es que cumpla que
(X =, 9)=0, Ve,

Para obtener ¢, podemos resolver el sistema de ecuaciones siguiente:

i1 @i o) Co=(x, @), Yi=1,2,...,n (1)
donde,

(@1, 01) -+ (1,00
G(leeh) = : : 2
(QDnv ‘101) (‘pn, 9011)

es la matriz de Gram relativa a dicha base, y es una matriz simétrica y definida posi-
tiva. Sin embargo, en muchas ocasiones, el elemento x € X, cuya aproximacién
deseamos, es desconocido. Esto sucede si, por ejemplo, los datos de partida son el
resultado de cierto problema o experimento.

0O Ajuste Multivariable por Minimos Cuadrados

El método de ajuste por minimos cuadrados se fundamenta en el criterio de que la
suma de los cuadrados de las diferencias entre la funcién de aproximacioén y los
valores dato sea minima [1].

Supongamos que tenemos n + 1 parejas de datos (x;, y;) puntos datos x;, y valores
dato y;, donde i=0,1, ..., n. Cada punto dato estd formado por 4 componentes,
X; = Xj,, Xi,, ..., X;,, siendo h las variables independientes de la funcién aproximada.
Se quiere generar una funcién y = f(x) que aproximadamente ajuste estos puntos dato
usando el criterio de minimos cuadrados.

La funcién f(x) serd funcién de unos coeficientes aq, ay, ..., a,, siendo la cantidad

de coeficientes, m + 1, menor que la cantidad de puntos dato, n + 1. Considerando
que todos los valores dato tienen el mismo grado de fiabilidad, entonces podemos

escribir §=>7 o[y — f (xi, a0, ay, .., am)?

Bajo la hipétesis de diferenciabilidad, una condicién necesaria que debe satisfacer el
minimo (suponiendo que exista) es que la derivada parcial de la expresiéon S con
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respecto a cada coeficiente, debe ser cero. Por lo tanto, podemos determinar los coefi-
ciente de la funcién resolviendo el sistema de ecuaciones siguiente:

4 .
Eij,]zO,l,...,m (3)

La condicién (4) también puede ser suficiente para minimizar S, pero eso depende de
la funcién f(x;, ag, ay, ..., a,) especifica que utilicemos. Por regla general,

empleamos combinaciones lineales de funciones respecto de los coeficientes a;.

Sea f(x) un elemento de la variedad lineal generada por la base: {g j(x)}j:() 2w

Entonces, f(x) se puede escribir como:
fx, a0, an, ..., am) =ag go (X) + a1 &1 (X) + -+ + ay gm (%) )
Sustituyendo (4) en (3), nos queda un sistema de ecuaciones que podemos poner de
forma matricial de la siguiente forma:
Y080(x) o)+ Flogm ()80 (%) ) (ag | [ Lo¥igox)
: : D= : 5)
Yic080 (Xi) &m (Xi) -+ Xilo&m (X)) gm (x;) ) \ am YicoYi 8m(Xi)
Si el sistema (7) es no singular, entonces, existe una tnica solucién. Para ello, por
ejemplo, podemos escoger las funciones g;(x) dentro del espacio de los polinomios

de grado menor o igual a m, {gj(x)} cP,.

j=012,...m

Resolviendo el Problema de Ajuste por Minimos
Cuadrados

El paquete IntPak contiene la opcidn de resolver la ajuste por minimos cuadrados
mediante la funcién Fit[] (en este punto, debemos cargar primero el paquete).

<< MultivarInterpol  IntPak"

? PLMIntp

PLMIntp[datos] permite elegir entre 7 métodos de aproximacion:
1. Ajuste por Minimos Cuadrados.
2. Interpolacién mediante polinomios de Lagrange.
3. Interpolacion usando Mathematica. Permite

interpolar usando las derivadas de primer orden (clase=1).
4. Interpolacion Trigonométrica.
5. Ajuste mediante splines tipo (m,s).

El parametro épsilon (eps) toma un valor entre O y 1.
6. Interpolacion mediante splines tipo (m,s).
7. Interpolacién mediante producto tensorial: splines clase m.
La forma de expresar los datos es:

{{x11,x12,...,x1n,f1},{x21,x22,...,x2n,f2},...... }

donde 'n' es el nimero de variables independientes, y fi es el valor de la
funcién en el punto de coordenadas {xi1,...,xin}.
PLMiIntp[] tiene la siguiente opcion:
Grafica—>False (o True)

No dibuja (o si dibuja) la funcion interpolada
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datal = {{0, 1}, {1, 0}, {3, 2}, {5, 4}};
PLMIntp[datal, Grafica - True]

El dominio de la funcidén aproximada es:

{{x1, 0., 5.}}

Aproximacién por MINIMOS CUADRADOS...con la base:
{1, x1, x1?}

0.678392-0.266332x1+0.190955 x12

Ahora podemos ajustar una perturbacién aleatoria de una Gaussiana.

dataGauss = Block[{r = RandomReal [100, 100]}, Transpose|[
{r, Exp[- (r-50)“2/10] + RandomReal[.1l, 100]}]11];

Una funcién para generar bases del espacio vectorial de los polinomios,

nbase[n_Integer] [x_] := Table[x"k, {k, 0, n}];
basePol = nbase[6] [ (x1-50) /50];

La base la escalamos y desplazamos para que los coeficientes de las potencias mas
grandes no resulten valores demasiado bajos.
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PLMIntp[dataGauss, Grafica -> True];

El dominio de la funcidén aproximada es:

{{x1, 1.81055, 99.943}}

Aproximacién por MINIMOS CUADRADOS...con la base:

1 (-50+x1)2 (-50+x1)3
{1, o (-50 +x1), ,
50 2500 125000
(-50 +x1)* (-50+x1)° (-50 + x1)°

6250000 ! 312 500000’ 15625000000}

5
ae

08|

B Problema General de Interpolacidn

Sea @, un espacio vectorial sobre el cuerpo real de dimension finita n €N, y sean n
formas lineales R;:®, >R, 1 <i<n, definidas en &,. Para un conjunto
X1, X2, ..., X, de nimeros reales dados, se pide encontrar un ¢ € ®,, tal que,

Ri@=x;, 1l<i<n (6)

Teorema 1. Sea {;ﬂk}zzl, una base de ®,. Una condicion necesaria y

suficiente para que el problema de interpolacion (8) admita solucion para valores
cualquiera de los x;, es que la matriz generalizada de Gram sea regular, es decir,

det(Rg(‘Pk),’,k:I,i..,n) #0 7

Ademas en este caso, la solucion es tnica (la demostracion de este teorema estd en

[2D.

B Interpolacién Multivariable de Lagrange

En general, el problema de interpolacién polindmica podemos plantearlo de la sigu-
iente forma:
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Dado el conjunto cerrado D de puntos dato (x’i‘ s xéz, . x;f), y sus valores dato asoci-

i iy . . .
ados f(xl‘,xzz,...,xh), con i1=0,1,....,n, i,=0,1,...,mn,...,0,=0,1, ..., 1,

encontrar un polinomio p € P, n, del espacio vectorial

11250 o

—_ — () Ch
My seri ity = {P | p(x1, X2, ooy Xp) = Z{)sc,snl Aeycyenen X1 X2 X s Qejog,ey €
0s¢-zszx2 (8)

O=cp=ny,

de todos los polinomios de grado menor o igual que njen x;, que n; en xy, ..., y que
ny, en x, tal que,

i i i i
p(xl',xzz,...,xh’)zf(xl‘,xf,...,xh) 9)
para todo punto dato del conjunto D. Los valores ¢y, ¢, ..., ¢; son exponentes, mien-
tras que iy, iy, ..., iy son indices que referencian a un elemento dentro de la malla de

puntos dato D. Ademds, se cumple que Py, CPmcon0=<cy+cy+ - +cp<m,

y, si los puntos dato son distintos entre si, entonces el polinomio que cumple (11) es
unico, [3].

Para resolver este problema de interpolacion podemos escoger el subespacio vectorial
de los polinomios de Lagrange.

Sea el espacio vectorial,

Lm,nz,...,nh =
i i
{P | POX1s X5 vy Xn) = Xociy<ny @iy iy bty (1) =1, (1) @i i, E[R}
Usizsnz
Osz];snh

formado por polinomios de grado menor o igual que n; en xi,..., de grado menor o
igual que n;, en xj, siendo,

. N )
"l J . heoo (x —xj)
20, 41, (171 [ll’ : H/=0-J*';, "X

_ .. nh(xh)—i

i)

Ly (x1) = . -
n]( D 1 Py Ik h_J
ljzo, j=i (X1~ =0, j#i),\*h ~n

los polinomios de Lagrange correspondientes a cada una de las dimensiones del
punto dato. Se puede demostrar, que, una solucién al problema de interpolacién
planteado en (11) es

i i i\ qitseosin
p (X1, Xo, .0, Xp) = Zasilgn,f(xf,xf, xh)ln,,...,n,,(x1,xz, s Xp)
05[2.5/12 (10)

O=iy=n,
con

o i i
L (X1, X2,y s xp) = Doy (x1) =y, ()
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del espacio vectorial L, ,, .. ,, verifica que

i1seesdp
La base {ln,,..,,n,, (X1, X2, «ousy xh)} ”

i1=0,...,1
i,=0....1

la matriz generalizada de Gram es la matriz identidad. Ademads, la solucién es Unica
por tener matriz de Gram regular.

Algunos Ejemplos Interpolando con Polinomios de
Lagrange

data3 = Table[N[{x1, Sin[x1~2]}], {x1, -Pi, Pi}];

PLMIntp[data3, Grafica -» True]

El dominio de la funcidén aproximada es:

{{x1, -3.14159, 2.85841})

Interpolacién por LAGRANGE ...

[N ]

-3 -

0.0450828 (-2.77882 +x1) (-1.74815+x1) (1.89118 + x1)
(3.16878 +x1) (0.00305992 +0.0557603 x1 + x1?)

data4 = Flatten[Table[N[{xl, x2, Sin[x1 x2]}],
{x1, -pPi, Pi, Pi/8}, {x2, -Pi, Pi, Pi/8}], 1];
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PLMIntp[data4, Grafica -» True]

El dominio de la funcidén aproximada es:

{{x1, -3.14159, 3.14159}, {x2, -3.14159, 3.14159}}

Interpolacién por LAGRANGE ...

L7 K
OGN A
OOk

I&QA%?A{M 4

'y

0. +0. X2+ <<29> +
x17(o. +5.18668><10’9x2—+<<18>>4+4.76033><10’19x216)+

x1% (0. + <«<16>> +1.11594 x 10 > x2™* -
1.51544 x 107 ¢ x2%° + 8.7922 x10’19x216)

B Interpolacién Multivariable Trigonométrica

En este caso el espacio vectorial ® estd formado por funciones trigonométricas.

Dados N puntos dato, x1, x5, ..., Xy, la base Ty € @y es la siguiente:
{ ®,,.1 ={1,cosx, sinx, ..., cosnx, sinnx}, SiN ¢2N* .
TN = . .
N ®,,=1{1,cosx, sinx, ..., cosnx}, siN e 2N* D

con Ri(ty) =7n(x;), donde x; €[-m, ), 1 <i<N, son abscisas dadas, las cuales
tienen asociados f;, 1 <i <N, valores dato. Por 2 N* denominamos los niimeros natu-
rales pares menos el cero.

El planteamiento del problema de interpolacion consiste en encontrar en 7y la solu-
cién de
wwx)=f,Vi=1,...,N (12)

Para interpolar funciones de & variables independientes, con puntos dato tomados en
los vertices de una malla h-dimensional, podemos formar una base generalizada
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Tny,..n,(X15 ..., X3) @ partir de las bases 7,, 1 <i<h, del espacio vectorial de las

funciones trigonométricas construidas aplicando la regla (13) (sustituyendo N = n;),
Ty (X1, oony Xp) = {Tn] ®Tn2 ®-- ®Tn,,}

donde 7, ®7,, es el producto de cada una de las funciones de la base de la compo-
nente xy, por cada una de las funciones base de la componente x,. Al operador ® lo
denominamos producto tensorial, [3] y [4].

Con el fin de estudiar la existencia y unicidad de la solucién (14), se reduce la matriz
de Gram asociada a la base 7, (xi,...,x;) a su forma compleja, [2]. De esta

forma podemos demostrar que dicha matriz de Gram es regular, si y solo si, para cada
componente j=1,...,.-h de los puntos dato, se cumple que

ko, 1
X;F X, sik+1, 0<k,l<n;

O Algunos Ejemplos de Interpolacidén Trigonométrica

data5 = Table]|
{x, BesselJ[1l, x/2] +0.2 (Random[] -1/2)}, {x, 1, 20}];

PLMIntp[data5, Grafica -» True]

El dominio de la funcién aproximada es:

((x1, 1., 20.}}

Interpolacién TRIGONOMETRICA...

0.209244 - 0.107272 Cos [x1] -
0.0134326 Cos[2x1] + <27>> +0.107158 Sin[9 x1]

data6 = Flatten]|
Table[{x, y, Cos[8Sqrt[(x-0.5) "2+ (y-0.5)"2]1},
{x,0,1,1/8}, {y,0,1,1/8}], 1];
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PLMIntp[data6, Grafica -» True]

El dominio de la funcidén aproximada es:

{{x1, 0., 1.}, {x2, 0., 1.}}

Interpolacién TRIGONOMETRICA...

237708. -340806. Cos[x1] +
<«<117>> +875.905Sin[4 x1] Sin[4 x2]

B Interpolacién Multivariable por Producto
Tensorial de Elementos finitos de Hermite de
clase C™

En esta seccién, abordamos la interpolacion en una malla h-dimensional de puntos
dato, cuando, no sélo tenemos los valores de la funcién (valores dato), sino, que
también, tenemos los valores de las derivadas. Primeramente, resolvemos el prob-
lema de interpolacién unidimensional por producto tensorial con derivadas en los
puntos dato, introduciendo el concepto de elemento finito. El segundo paso consiste
en extender el problema para interpolar funciones dada una malla de puntos con
valores conocidos de sus derivadas en los puntos dato.

O Interpolacién Unidimensional de Hermite de clase C™

Dados N+ 1 puntos dato xy, xi, ..., xy distintos, y dados los valores dato
)e)] ()

Xo 2 Jxp 5 e Jxy o

punto dato, debemos encontrar un polinomio p(x) tal que,

j=0, ..., m, valores dato junto con sus derivadas asociadas a cada

pe) =1, PP = £, =0, N, y, j=1,...m (13)

Por tanto, existen (N + 1) (m + 1) ecuaciones, es decir, necesitamos encontrar una
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funcién del espacio vectorial Py.1)n+1)-1 que cumplan las restricciones de interpo-
lacién (15). En [4], se llega al siguiente resultado:

Teorema 2. Existe un unico polinomio en el espacio vectorial Py +1)m+1)-1
que satisface las condiciones (15).

Definicidén 1. Para cada valor dato f;l.j), i=0,...,N,y j=0,..,m,se
puede construir una funcion uii (x) cuya derivada j-ésima tenga imagen 1 en el punto

dato x;, e imagen 0 en el resto de derivadas y de puntos, es decir,

I L, p=j

uy,)  (xi) = .
( ) {0, DE] (14)
()" ) 0

donde p, j =0, ..., m. A estas funciones las denominamos funciones cardinales.

Si seleccionamos una base ¢ de funciones cardinales del espacio vectorial
P+1)m+1)-1 obtenemos una matriz generalizada de Gram que es la matriz identidad.

Por ejemplo, los polinomios de Lagrange son funciones cardinales.

Si restringimos el problema de interpolacion de Hermite a un intervalo [xg, xi],
tenemos (2m + 2) condiciones, y, la funcién que debemos encontrar pertenece al
espacio P, +1([x0, Xx1]), siendo el problema, asi planteado, unisolvente. La solucién
requiere calcular 2 m + 2 funciones cardinales,

L0 1 mo 0 ] m
Pom+2 = {MXO, u_x09 LERR} Mx(p uxls ux]a ey uxl} (15)

Por tanto, la solucion al problema de interpolacion de Hermite en el intervalo [xg, x]
es

PO = T Do) g (x) + Tt £ (x1) 1, (x) (16)

Podemos resolver el problema de interpolacién planteado en (13) mediante producto
tensorial de funciones cardinales.

Definition 2. Si una funcion f pertenece al espacio C"|a, b] y, si el
valor de f(i)(u) estd dado para algiin i, 0 <i<m, y u€la, b, entonces, el par
ordenado (u; i) se denomina nodo, y, f(i)(u) es el valor nodal de f en dicho nodo.
Ademds, dos nodos (u; i) y (v; j) son iguales, si,y sélo si,u =vei=j.

El problema de interpolacién unidimensional de un conjunto de puntos dato
Xp <X < --- <xy dados, y un conjunto de valores dato asociados, fi, -, f,, podemos

atacarlo de forma global, o bien, proceder localmente, sub-intervalo a sub-intervalo.
Por ejemplo, en cada sub-intervalo [x;, x;+1], i=0, ..., N—1 podemos obtener un
interpolante lineal, [;(x) = [(fir1 — fi)/(xix1 — x)] (x — x;) + f;, el cual, estd definido
solo en [x;, x;+1]. Uniendo los interpolantes de cada sub-intervalo construimos un
Unico interpolante /(x) definido en [xg, xx], cuya existencia estd demostrada en [4].

Las componentes de cada problema de interpolacién, por separado, determinan un
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elemento finito, y son las siguientes:
1. Unintervalo [x;, x;11];
2. Losnodos (x;;0)y (x+1;0); y
3. Elespacio vectorial P;.

Por ejemplo, podemos resolver el problema de interpolacién de Hermite, planteado

en (13), pero particularizando en el intervalo [0, 1], y, con valores de la funcién, y,

(1) (D
1

sélo de su primera derivada, fo, fi. fo . , en los puntos dato 0 y 1. En este caso

el elemento finito es:
1. Elintervalo [0, 1];
2. Losnodos (0;0), (0; 1), (1;0), (1; 1); y
3. Elespacio vectorial 3.
Aplicando (16) obtenemos las siguientes funciones cardinales, una por nodo:
W =x-12Q2x+1), ud(x)=x23-2x)
1 2 1 2 a7
ug(x) =x(x - 1), u(x)=x"(x-1)

En el problema de interpolacién de Hermite planteado en (13), cada sub-intervalo
[x;, x;i+1], tiene el siguiente elemento finito:

1. Elintervalo [x;, x;411];
2. Losnodos (x;; j) y (Xi+13 /), j=0,...,m;y
3. Elespacio vectorial 5 41-

Las funciones cardinales de cada uno de estos nodos, 2 (m + 1) N, podemos definirlas
a partir de (14) mediante la siguiente aplicacion afin:
F: [Xi, xiJrl] - [0’ 1]

x—ax+b=(x-x)/(Xip1 — ;) (18)

Dualmente a (17) para el intervalo [xp, x;], en el sub-intervalo [x;, x;+] se pueden
definir las funciones base cardinales siguientes:

_ 0 1 m 0 1 m
Prme2 = { Uios Uiy - Ujos Ui g5 Ujps -ons Uy }

con,

ﬂ] ’ MZ] = (xir1 =) ”{[ = ] )

Xip1—X; Xig1 =X

J i
Ui = (Xip1 — x;) Mo[
para j=0, ..., m.

Por tanto, para resolver el problema de interpolacién (13), con N sub-intervalos, se
puede definir para cada nodo (x;j), i=1,...,(N—-1)y j=0,...,m, la funcién
cardinal siguiente:
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u{ﬂx),.XE[qu,XJ
J’ .
Wil =4l (0, x € [xi, x4 (20)
0, resto

excepto en los nodos extremos, (xo; j) y (xy; j), con j=0, ..., m, donde construimos
la funciones cardinales siguientes:

J J
i Uyo, XE[xg, X i Uy, XE[xn_1,X
wé(x):{ 00 [xo, x1] . owh(x) = { N Ley-1, xv]
0, resto 0, resto 21

Aplicando (16) con las funciones base (20) y (21) obtenemos la expresion:

P(x) = 300 X 90 W) (22)

que es la solucién, unica (Teorema 2), del problema de interpolacién unidemensional
de Hermite (13) de clase C™ utilizando elementos finitos.

Interpolacién en una Malla de Puntos

El planteamiento del problema en una malla de puntos es el siguiente:
Dado el conjunto cerrado D de puntos dato (xi‘ s xéz Y eees xZ’), y sus valores dato asoci-

ados f(x’,‘,xlf, ...,x,f ) asi como, también dados los valores de las derivadas

* i i . .
' ‘f - (x’,‘,x’zz, ...,x,f), {k=1,...,m; j; +--- + j, =k}, entonces, el problema
6)6'1]] Bxéz ~~6xhh

de interpolacién consiste en encontrar una funcién P € C"(D), tal que,

opP T in\ _ a*f iv b n
- xl,.X2,...,xh - . xl,xZ,...,xh s

it ad Jn Jy o Jn
Ox| 0xy" -+ 0x, Ox 0xy" -+ 0x,

: . , (23)
coni;=0,1,...,ny, b=0,1,...,n,...,i,=0,
1, ..,npy, (k=0,...,m;j+ -+ j,=k}.
Abordamos este problema de interpolacion multidimensional extendiendo la nocién
de nodo, y la tecnica de interpolacién unidimensional de Hermite con elementos
finitos.

Definition 3. Siuna funcion f, definida sobre D, pertenece al espacio de
las funciones C''**(D), (I; + --- +1, =m), donde D es una malla de puntos dato,

. et i i j ] . P .
y, si el valor de &/1* f(x',’, x,i)/ﬁxjj’ - 9x)" estd dado para algiin j;, ..., ju,
. . iz — . [ I [ . .
con (x’/, X3, xé) € D, entonces, se denomina nodo a (x’,’, X3, e XS 1y e Jh) y,
llamamos valor nodal de f en dicho nodo al valor de la derivada parcial

gt f(xf, o x) [ ox) - 0x)
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Teorema 3. Sean M,, r;=0,..,N;, para i=1,2, ..., h, conjuntos de
nodos distintos dados, contenidos en los intervalos |a;, b;], y, que engloban, al
menos, hasta la l; — ésima derivada, i = 1, 2, ..., h, respectivamente. Sean 7; familias
de funciones de Clila;, b;], i=1, 2, ... h, tales que, existe en cada uno de dichos
espacios una tnica funcion f; € ; que tome los valores nodales dados. Entonces,
existe un tinico interpolante P sobre [a;, b;], i =1, ..., h, cuyos nodos son P,, . con
ri=0,..,N;, i=1, .., hobtenidos de combinar todos los nodos M,, de la siguiente
forma:

SiM;, =(x;,”; jp), {0 <ip=n, 0=, slp},para p=1,2, .., h,entonces,

P = (xi’, xg, x;f; JIs een jh)
v, el valor nodal de P en los  nodos Py, es,
entonces,
é”.’+”'+j”f(xi]’ x;h)
(3.’(;] ---ﬁxih
Ademds, si las funciones base cardinales para la interpolacion en ¥;, son wy,,
ri=0,..,N;, i=1,.., h, Yy, si los valores nodales de P en P,, ., se denominan

h

V... €ntonces, la expresion para el interpolante P es

PO, oo X0) = S0 o S Vi Wiy (61) = Wy, ()
donde los (N; +1)(Ny +1) --«(Ny +1) productos wy (x;) ---w,, (x;) son las

funciones cardinales para el problema de interpolacion con nodos P,,,. . ,.

Por lo tanto, se puede definir una funcién g€ ¥, con F =F1QF> Q- @Fy,
producto tensorial de las & familias de funciones 7;, j=1, ..., h, tal que,

g (e ) = () W ()
{ i] =0, 1, A A i2=0, 1, oy N, ...,ih:O, 1, ey Ry (24)
Jittjps=m

que toma el valor 1 s6lo en el nodo P,, . ,,,y el valor O en el resto de los nodos

A partir del Teorema 3 podemos obtener la solucién del problema de interpolacién
multidimensional planteado en (25), y expresarla de la siguiente forma:

1oe--olh

a,-l+...+i,,f(xfll ’_“’x:)
P(xl 5 rees xh) = Z:Z,,,,,ihzo it ,=0 — .

o) o) (25)

Jiseeesd
ql'll’_“’l'hh (.XI, e -xh)

Algunos Ejemplos de Uso

Podemos ver la diferencia con el método de interpolacién trigonométrica,
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PLMIntp[data5, Grafica -> True]

El dominio de la funcidén aproximada es:

{{x1, 1., 20.}}

EL. RESULTADO ESTARA EN LA
FUNCION GLOBAL 'PTeFH[{xl,...,xn}]'.

Interpolando con SPLINES clase 2 ...

Evaluar la variable global 'PTeFH[{punto dato}]'

Podemos calcular el valor de interpolante en el punto x; = 10.
PTeFH[{10}]

-0.28341
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PLMIntp[data6, Grafica -» True]

El dominio de la funcidén aproximada es:

{{x1, 0., 1.}, {x2, 0., 1.}}

EL. RESULTADO ESTARA EN LA
FUNCION GLOBAL 'PTeFH[{xl,...,xn}]'.

Interpolando con SPLINES clase 1 ..

Evaluar la variable global 'PTeFH[{punto dato}]'

puntoj = {Random[Real, {0, 1}], Random[Real, {0, 1}]}
{0.899678, 0.458773}
PTeFH [puntoj]

-0.981863

B Splines de Orden (m, s)

En la resolucién de un problema de interpolacién podemos buscar una solucién que,
de alguna forma, sea dptimo. En [4] se discute un criterio basado en la minimizacién
del siguiente funcional,

J(S) = f[(%su)r dx (26)

donde S(x) es una funcidn spline para x € [a, b]. El funcional J(S) representa, aproxi-
madamente, la energia de deformacién de una tabla flexible, tal y como se estudia en
[4]. El valor de la energia de deformacién, en cualquier punto del spline, dependerd
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de la curvatura del spline en dicho punto. La busqueda del interpolante parte de la
condicién de minimizar el funcional (26).

En el caso de los (m, s)-splines el criterio que se emplea es la minimizacién de la
semi-norma |V |, tal y como indica en [5], para un conjunto de puntos dato.

Al contrario de los métodos de interpolacién vistos hasta ahora, con (m, s)-splines no
es necesario que los puntos dato estén en una malla para que el problema sea unisol-
vente. Si serd necesario que los puntos dato sean distintos entre si.

Considerando que:
e Todos los espacios son reales.

e Para todo /€N, se designa por #; al espacio vectorial de las funciones
polinémicas de n variables, x;, X3, ..., X,, de grado </, es decir,

{P ePr, plx)= Zaﬁ...mhglel S = [R”}

e Para todo / €N y todo abierto no vacio ) de R”, designamos por #;(£1) al
sub-espacio vectorial de las funciones #; definidas en (.

O Aproximacién con (m, s) - Splines
Sean n, m e N*, s R, tales que,
-m+n/2<s<n/2 27)
y, dados
- un abierto no vacio, acotado y conexo {1 € R";
- un sub-conjunto D c R, admitiendo el 0 como punto de acumulacién; y

- para todo d e D, el conjunto A de N puntos ordenados de (), tales
que,

sup 6(x, Ad) =d

xeQ)
donde ¢ es la distancia euclidea en R”. Se verifica que para un d lo bastante
pequefio, el conjunto A? es P,,_; — unisolvente.

Si se conserva la relacién (27), denotando por (-) a la norma euclidea, y, por (-, -) al
producto escalar euclideo (ambos en R"), entonces, para todo € > 0, para todo d € D,
y, para todo 3¢ € R" se puede poner

VveXxms, Jiw) = <pd v —,8d>2 +& | v |3“

donde X" es un espacio funcional de semi-Hilbert, cualquier ve X",y p? es un
operador, definidos en [5].

Se denomina spline de aproximacién de orden (m, s) relativo a A?, B¢,y €, a todo

0'2’, tal que,
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o-ﬁ e Xxms
(28)

VveX™, Jiod)<Jiv)

El criterio utilizado para encontrar los (m, s) — splines de aproximacion, consiste en

minimizar la funcién J¢, que contiene un primer término en el que interviene una solu-

cion de aproximacién por minimos cuadrados, y, un segundo término en el que
aparece la semi-norma |v |, , elevada al cuadrado.

En [5] se demuestra que (28) admite una solucién udnica, y podemos obtenerla
resolviendo el sistema de ecuaciones siguiente:

{ 6C* N + Yye st Xa Ko mazson (b — @) + XM, C; pj(b) = B, >0
Yuenita pj (@) =0, Yj=1,...M

donde {pj, lsjsM} es una base del espacio P,—;, M =dim%P,_,, y donde

(29)

Ag,acA?, Ay, be A,y Cj, 1<j<M, son coeficientes a determinar. La funcién
K2 m+2 s—n(x) €s
| x [Prmt2sn , si2m+2s#21 leN

|x|2m+23—nlog|x| , si2m+2s=21, leN*

Ko mios—n(x) = {

La constante C* se puede explicitar como

(zﬂ)Zm .
— L, si2m+2s5s+21, leN*
= G
(271_)2m
— , si2m+2s=21,1eN*
6}

donde,

n2m+2s-n2) F( %—m—s)

T(m+s)

2 g2m+2s-n/2) (-1 )(m+s—n/2+] )

C = , G =

I['(m+s) (m+s— %)‘

Por tanto, para los (m, s) — splines de aproximacién tienen una matriz de coeficientes

cuya diagonal tiene un valor £C*. Si el valor de € es cero, obtenemos la funcion inter-
polante .

Aplicando el método de (m, s) - splines

Ajuste de la funcion de Bessell alterada con un valor aleatorio.
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PLMIntp[data5, Grafica -» True]

El dominio de la funcidén aproximada es:

{{x1, 1., 20.}}

Estoy APROXIMANDO con SPLINES (m,s); Epsilon= 0.2 ...

s= 0 m= 3

-3.17635+ <<30>> + 0.578783 x1 - 0.0362353 x12

El interpolante para los mismos datos es el siguiente:
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PLMIntp[data5, Grafica -» True]

El dominio de la funcidén aproximada es:

{{x1, 1., 20.}}

Estoy INTERPOLANDO con SPLINES (m,s) ...

-31.5065+ <<30>> +3.24122 x1-0.0230485 x1°
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PLMIntp[dataGauss, Grafica » True]

El dominio de la funcidén aproximada es:

{{x1, 1.81055, 99.943}}

Estoy APROXIMANDO con SPLINES (m,s); Epsilon= 7 ...

s= 0 m= 3

2\ 5/2
32.1017-0.0000121061 ((-99.943 + <<2>>)%) 7"+
<«<148>> +0.00178357 x1°

La funcién Sin[xy] que interpolabamos con Lagrange, ahora la podemos ajustar con
splines — (m, s).
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PLMIntp[data4, Grafica -» True]

El dominio de la funcidén aproximada es:

{{x1, -3.14159, 3.14159}, {x2, -3.14159, 3.14159}}

Estoy APROXIMANDO con SPLINES (m,s); Epsilon= 0.1 ...

s= 0 m= 3

~7.3491x10712-5.05333x107 12 x1 + <«<436>> +
0.386373 <(<<l8>> +x1)2 4 (<«<18> + <<2>>)2>2

Log{J(3.14159+x1)2+(3.14159+x2)2]

B Conclusién

En este articulo hemos demostrado la simplicidad del paquete Intpak agrupando
varios métodos de aproximacién multivariable con Mathematica. Su implementacion
conlleva un esfuerzo especial para que la utilizacion del software por parte del
usuario sea lo més fécil y transparente posible. Mathematica proporciona una solu-
cién excelente gracias a su lenguaje de programacion de alto nivel y sus capacidades
de cémputo numérico.

La utilidad de los métodos de aproximacién va mds alld de la generacion, asistida por
computadora, de curvas y superficies. En algunas situaciones resulta mis conveniente
encontrar una funcién de ajuste que un interpolante. Por ejemplo, analizando un prob-
lema donde los datos no sean exactos o estén tomados de algin experimento.

El paquete Intpak puede ampliarse facilmente con nuevos métodos gracias a su estruc-
tura modular. También pueden incorporarse futuras mejoras en la representacion

The Mathematica Journal volume:issue © year Wolfram Media, Inc. articuloO5rec.nb 7/1/09



Article Title 23

grafica de funciones de aproximacién, por ejemplo, para comparar métodos de forma
mas sencilla, o, realizar demostraciones con Mathematica.

Referencias

[1] G.R. Lindfield and J.E.T. Penny, Microcomputers in Numerical Analysis, West Sussex: Ellis
Hornod Series in Mathematics and its Applications, 1989.

[2] M. Gasca, Calculo Numérico (Unidad Didactica /1), Madrid: Universidad Nacional de
Educacion a Distancia. Impresos y Revistas S.A., 1991.

[8] G.Hammerlin and K.-H. Hoffmann, Numerical Mathmatics, New York: Springer Verlag, 1991.
[4] P. Lancaster and K. Salkauskas, Curve and Surface Fitting. An Inroduction, London:
Academic Press, 1986.

[5] M.C. Lopez de Silanes and R. Arcangéli, “Estimations de I'erreur d'approximation par splines
d'interpolation et d'ajustement d'ordre (m,s),” Numerische Mathematik, N.56, Springer Verlag
1989 pp. 449-467.

articuloO5rec.nb 7/1/09 The Mathematica Journal volume:issue © year Wolfram Media, Inc.



