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Abstract

In this paper, we consider the study of the stability of some equilibria of a sym-
metrical gyrostat with a fixed point in a Newtonian force field, where the potential
function adopts the form U = U(K3). The Energy-Casimir method allows us to
obtain sufficient conditions of stability for these equilibria. The obtained results
generalize, in part, others of the papers [7], [8], [1] and [2]. In particular, these
results can be applied to the case of a symmetrical gyrostat when the potential
function is approximated by U®) and to other problems, as the problem of a rigid

body or gyrostat into a incomprehensible fluid.

1 Introduccién

El problema que consideramos en este trabajo, es el del movimiento de un giréstato fijo
por uno de sus puntos O, perteneciente a su parte rigida, para el cual el momento angular
relativo de S con respecto a S, también denominado momento girostatico es constante.
Con origen en O se consideran dos sistemas de referencia uno fijo o inercial OX; X, X3 y
otro mévil Ozyxaxs, fijo en el cuerpo (en nuestro caso en la parte rigida del giréstato), y
cuyos ejes estan dirigidos segin las direcciones principales de inercia del giréstato en O.
Parte de la literatura concerniente a este problema esta dedicada al estudio de posiciones
de equilibrio y de su estabilidad para un giréstato con un punto fijo ([3], [7] y [8]). Asi,
Rumiantsev haciendo uso del segundo método de Lyapunov investiga ciertos movimientos
de un giréstato pesado (el potencial del que derivan las fuerzas es aproximado por U®)

de revolucién, obteniendo para la estabilidad de la solucion de equilibrio:
w1:0,w2:0,w3:wg, k’l:O7 k’2:07 k’3:1
la siguiente condicién necesaria y suficiente de estabilidad

([3(4)(3) + l)Q - 4[1’”1020 > 0,
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donde I = I, I3 son los momentos de inercia de S, (0,0,1) es el momento girostdtico
v (2o, Yo, 7o) son las coordenadas del centro de masas de S. Mds recientemente en [1] y
[2] aplican el mismo método para estudiar soluciones de equilibrio del mismo problema
cuando el potencial es aproximado por U®), obteniendo para la solucién de equilibrio
anterior, que también existe ahora, la siguiente condicién necesaria y suficiente de esta-
bilidad

(Isw§ + 1) > 41, (mozo — ma (1) — I3)),

donde my = mg, m; = 3¢g/r, siendo m la masa total del girdstato, g la aceleracién
de la gravedad a la distancia fija 7 del centro de atraccién P, que se supone fijo en la
parte negativa del eje O X3, al punto fijo O. Condicién que pone de manifiesto no sélo la
influencia de la posible eleccién del momento girostatico, sino también de la aproximacion
del potencial que estemos utilizando.

El problema que vamos a considerar en este trabajo, es el estudio de la estabilidad
de ciertas soluciones de equilibrio de un giréstato de revolucién con un punto fijo bajo
un potencial axialmente simétrico U(ks) siendo U una funcién verificando condiciones
adecuadas de diferenciabilidad.

Vamos a utilizar como herramienta de estudio de la estabilidad de dichas soluciones el
método de la Energia-Casimir, que proporciona condiciones suficientes para la estabilidad
Liapunov de soluciones de equilibrio para sistemas mecanicos con simetria. El siguiente

teorema nos describe el método:
Teorema (Energia-Casimir)

Sea (M,{-,-},h) un sistema de Poisson, m € M wun equilibrio del campo vectorial
Hamiltoniano X, y C1,Cy,...,C,, € C®(M) integrales del movimiento del sistema veri-
ficando:

dh+Ci+Co+...+C)(m)=0
Y que

F(h+Cr+Co+ o+ Co)(m)|

es una forma cuadrdtica definida positiva sobre W x W, donde W estd definido por:
W =ker dCy(m)(\ker dCy(m)()...[ \ker dC,(m)
Entonces, m € M es estable. Si ademds W = {0}, entonces m € M es siempre estable
(ver [5] y [6]).
2 Ecuaciones de Lie-Poisson de un giréstato en un potencial Newtoniano.

Para aplicar el resultado anterior hemos de describir el sistema mecanico en cuestion

como un sistema de Poisson con una cierta funcién hamiltoniana h.
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El espacio de configuracién es SO(3), y la funcién hamiltoniana viene dada por:

2 2 2
h= % <% + 7;—5 + %) + U(ky, k2, ks3)
donde, w = (71, m2,m3) es el momento angular del giréstato S, k = (ki, ka, k3) el vector
de Poisson y la funcién U satisface condiciones adecuadas de diferenciabilidad.

Dicho hamiltoniano anterior estd definido en R3 x R® 22 e(3)" = so(3)*(R?)*, siendo
e(3) el algebra de Lie asociada al grupo de Lie E(3), grupo de los movimientos de R?. La
herramienta adecuada para realizar esto se basa en el Teorema de Reduccién del Producto

Semidirecto de Algebras de Lie [4]. Tenemos asf las siguientes afirmaciones:
Proposicién 2.1 (Corchetes de Lie-Poisson de un giréstato con punto fijo)

La estructura geométrica asociada al movimiento de un girdstato con un punto fijo
O y momento girostdtico constante, viene dada por el siguiente corchete de Lie-Poisson

definido en R® x R® 2 e(3)" por la férmula:
{F,G}(m, k) = —(m +1) - (V2 F X VzG) — k- (Vi F x VG + Vi F X V.G)

siendo F,G € C*(R? x R?),

k = (K1, k2, k3) el vector de Poisson y U = (l112,13) el momento girostdtico.

7 = (m,m,m3) el momento angular del girdstato S,

El tensor de Poisson asociado a dicho corchete viene dado por la siguiente matriz:

0 —m3—1l3 m+l 0 —ks ko
w3+ 3 0 —m =1l k3 0 -k
Bl k) = —mg—1ly m+1h 0 —ky ki 0
0 —k3 ko 0
ks 0 —ky 0
—ko ky 0 0

Y las ecuaciones de Lie-Poisson asociadas al hamiltoniano h vienen dadas por las

formulas:
T==-Vihx(m+1l)—Vihxk

k=-V.hxk
Cuando el momento girostdtico es nulo obtenemos las ecuaciones del solido rigido con
un punto fijo.
La estructura geométrica asociada al movimiento de un girdstato con un punto fijo O
y momento girostdtico constante, posee dos funciones de Casimir, las cuales vienen dadas

por las siguientes formulas:

1 <(7T+l)'k>§ o5 <|| k H2>7
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siendo @1, ¢2 sendas funciones diferenciables. Junto con el hamiltoniano, dicho sistema
posee en general, dos integrales del movimiento, en involucion.

Los primeros resultados de la proposicién 2.1 son aplicaciones del teorema de reduccion
del producto semidirecto. La parte final de la misma es sencilla de comprobar ya que

claramente se tiene que:
2
Vi1 (7 +1) k), Vi (| k|?) € ker B(r, k)

es decir dan campos vectoriales hamiltonianos nulos. Ademds, es inmediato comprobar

que:
Vg dr1(m +1-k)B(mw,k)V (rrh =0,
Vimp®2(| k 1) B(7, k)V (1)t = 0.
Las ecuaciones del movimiento para un girdstato simétrico, con momento girostédtico

1 =(0,0,1) constante, bajo un potencial axialmente simétrico U(k3) son las siguientes:

. Il — Ig) 171'2 (9U

— EEE Y W
m < oL )™ T L TR
. [5 - [1 l’iT] 8U
2 < L1, ) R T
Ty =0

b=k (2,23)

LT3
Luego dicho problema posee una nueva integral del movimiento: 73 = cte
Es fdcil ver que los puntos de R x S2:
E, =(0,0,79,0,0,1)
Ey, =(0,0,79,0,0,—1)

son soluciones de equilibrio de nuestro problema.

La demostracién es inmediata en virtud de las ecuaciones de Lie-Poisson anteriores.
Por otro lado, segin sea la funcién U tendremos posiblemente otros equilibrios relativos.
La busqueda de equilibrios relativos segun la forma de la funcién U serd objeto de un

tratamiento posterior.

3 Condiciones suficientes de estabilidad de las soluciones de equilibrio E; y
E,

8.1 Estudio de la solucion E;

Esta solucién corresponde fisicamente al movimiento del giréstato alrededor de la

vertical en sentido ascendente. Para aplicar el método de la Energia-Casimir, descrito
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anteriormente sea la funcidn:
1 2

Fmg (T P T Ul onlm 40 R+ o B I+l

donde ¢1, ¢, ¢3 son funciones reales, al menos dos veces derivables, a determinar y U (k3)
es el potencial anterior, verificando que la funcién U no tenga ningin punto critico en Ej.
Imponiendo las condicién de que d(f)(E1) = 0, realizando los cdlculos pertinentes y

llamando
=@\ (my+1), y=2¢51), z=dh(m+1),

obtenemos:
r+z+7a)/I; =0,

U(1)+a(n§+1)+y=0.
En tanto que el subespacio

W = ker doy (0 + 1) - k) (Ey) (Yker doo((| K |) (Ex) (ker doa(ms)(Er),

estd dado por

W = span < (1,0,0,0,0,0),(0,1,0,0,0,0), (0,0,0,1,0,0), (0,0,0,0,1,0) >

atri 2 lta cer
Y la matriz d (f)(El)‘wa, resulta ser:
&’ (f)(E =

DENw =1 )0

0 z 0y

Para que esta matriz sea definida positiva es suficiente que el determinante de la primera
submatriz de orden 3 sea positivo, o también que la funcién:

1

d(z) = _1—_12

[U'(l) +a(my + 1+ :r]l)}

sea positiva para cualquier valor de z, lo cual indica que debemos calcular el valor de x
que la minimiza, que resulta ser: —(7J +1)/(21;). Entonces, sustituyendo en la funcién d

y simplificando obtenemos la siguiente condicién suficiente:
(79 +1)? > 4L,U'(1)

Por tanto, podemos concluir que:
Una condicion suficiente de estabilidad en sentido de Lyapunov de la solucion de
equilibrio Ey del problema del movimiento de un girdstato simétrico, con un punto fijo O

en un campo de potencial U(ks) (tal que U(ks) no tenga un punto critico en Ey) y con
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momento girostdatico constante | alrededor del tercer eje principal de inercia, es que se

verifique:
(79 +1)? > 4L,U'(1).

Y una funcién de Lyapunov viene dada por la féormula siguiente:

2 2 2
: (? + 2+ 7}—) +Uks) + 61((m + 1) k) + 6l ke [[2) + da(ms),
1 1 3

donde las derivadas de las funciones @1, ¢o, @3 verifican las relaciones:

0 R
¢’1(7T3+l)—x—_23117

265(1) = =U'(1) — (5 + 1);

79 + 3

Falmy +1) = ———
3

3.2 FEstabilidad de la solucion E,

Dicha solucién corresponde fisicamente a la rotaciéon del giréstato alrededor de la
vertical en sentido descendente. Y procediendo de un modo similar al anterior obtenemos
el siguiente resultado:

Una condicion suficiente para que la solucion de equilibrio Es, del problema del movi-
miento de un giréstato simétrico, con un punto fijo O en un campo de potencial U(k,)
(tal que U(k;) no tenga un punto critico en E,) y con momento girostdtico constante I,
alrededor del tercer eje principal de inercia, sea estable, en sentido de Lyapunov, es que

se verifique:
(79 +1)? > —4L,U'(1)

4 Conclusiones

El método de la Energia Casimir es bastante efectivo para la obtencién de condi-
ciones suficientes de estabilidad de soluciones de equilibrio de problemas complicados de
mecénica del sélido rigido. Asi, obtenemos condiciones suficientes para la estabilidad
de las soluciones de equilibrio E; y Fs de una familia de problemas cualquiera que sea
el potencial con simetria axial U(k;); de modo que particularizando adecuadamente el

potencial U(k3) se reducen a las dadas en los trabajos citados en los siguientes casos:

o U(ks) = mgzoks (giréstato pesado UM) (condiciones suficientes de Rumiantsev en
7y [8])-

(I3

3g(Is — T
o U(ks) = mgzoks + ng)k’g (giréstato en campo U?)) se obtienen las dadas en
1y 2.
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Las condiciones suficientes obtenidas son validas cualquiera que sea el grado de aproxi-

macién del potencial. También queda de manifiesto la importancia de la posible eleccién

del momento girostatico, asi como de la posible eleccién de la aproximacién del potencial

a la hora de estudiar la estabilidad de soluciones del sistema, o la posible estabilizacion

de ciertos equilibrios.
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