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Resumen

En este trabajo establecemos una completa caracterizacion de las funciones
débilmente unimodales desde el punto de vista de la entropia topoldgica secuen-
cial. Ademds, utilizamos dicha clasificacién para construir funciones del intervalo
para las cuales algunas férmulas satisfechas por la entropia topoldgica no lo son
por la entropia topoldgica secuencial.

Introduccién

Es bien conocido que, dada f : [0,1] — [0, 1] una funcién continua, se define un sistema
dindmico discreto como el par ([0, 1], f). Para cada punto z € [0, 1] se define la drbita
de dicho punto como {f*(z)}32,. Estos sistemas dindmicos son muy utilizados para
modelizar el comportamiento de algunas especies biolégicas que viven en un hébitat
determinado. En este caso, z es una cierta densidad de poblacién inicial y f*(z) es
la densidad de poblacién después de transcurridas ¢ unidades de tiempo. Un ejemplo
bien conocido es el de la familia logistica f,(z) = az(1 — z), donde a € [0,4] es un
pardmetro que depende de las condiciones especificas del modelo (ver por cjemplo (7).

El objeto principal de estudio de los sistemas dindmicos discretos es el comporta-
miento de todas las posibles érbitas del sistema. Aunque lo deseable serfa que todas
las érbitas describieran un comportamiento parecido, en realidad los comportamien-
tos de dos ¢érbitas particulares pueden ser totalmente dispares, teniéndose entonces la
siguiente definicién de caos: una funcién f : [0,1] — [0,1] se dice cadtica si y s6lo si
existen dos puntos z,y € [0,1], ¢ # y, de manera que se satisfacen simultdneamente
las condiciones (ver [12]):

liminf|f*(z) - f*(¥)l = 0,

nN—00

limsup |f*(z) — f"(y)] > 0.

n—+0o

Como puede ficilmente intuirse es de vital importancia dentro de la teorfa de los
sistemas dindmicos discretos el poder determinar si un sistema dindmico dado es o no
cadtico. '

Esta nocién de caos est4 estrechamente relacionada con la entropia topolégica. se-
cuencial de dicha funcién, que a continuacién introducimos (ver [9]). Sea A = (a;)%,
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una sucesion creciente de numeros naturales. Sca e > (0. Un conjunto £ C [0.1]
se dice (Aonz. f)-separado si para todo par de puntos distintos ..y € IF. existe un
i€ {1.2....n} de manera que |f(x) — f*(y)| > . Denotemos por s,(A.z. f) ol
cardinal de un conjunto (A.n. . f)-separado maximal. Se define la entropia topoldgica
secuencial de f con respecto a la sucesion A como

1 .
s(A.e Y. f) = lunlimsup — log s, (A.e. Y. f).

0 e T

Cuando A = (1), se tiene que h(f) = h(f) coincide con la cntropia topologica
cldsica (ver [1]). Sidenotamos por C el conjunto de las sucesiones crecientes de mimeros
naturales. se define

hao(f) == sup ha(f).

Aec
Con la notacién anterior se verifica el siguiente teorema. que establece una carac-
terizacion del caos en términos de la entropia topoldgica secuencial (ver [8]).

Teorema 1 f es cadtica si y s6lo si heo(f) > 0.

La caracterizacién cstablecida en el Teorema 1 no cs completa en ol siguicnte sen-
tido: 10 se establece ninguna diferencia aparente entre dos tipos de funciones caoticas
csencialmente diferentes, las de tipo 2% y las de tipo mayor que 2. Recordemos
brevemente que entendemos por el tipo de una funcién. Un punto @ € [0. 1] se dice pe-
riddico si existe un nimero natural n para el cual f*(z) = 2. El menor entero positivo
satisfaciendo dicha condicién se denomina periodo de x. f se dice de tipo 2°° si tiene
Unicamente puntos periédicos de periodos 2¢ para todo i € NU {0}. f sc dice de tipo
mayor que 2% si tiene algin punto periédico de perfodo 2°(2n + 1) para algiin 2 € N
eie NU{0}.

En este trabajo consideramos un tipo especial de aplicaciones continuas del intervalo
llamadas débilmente unimodales.

Definicién 2 f : [0,1] — [0,1] se dice débilmente unimodal si c¢s no constante.
J(0) = f(1) y existe ¢ € (0,1) de forma que flio,q es creciente y fliey es decere-

ciente. Denotamos por U([0,1]) el conjunto de funciones débilmente unimodales y por

W([0,1]) el conjunto de funciones débilmente unimodales de tipo 2°°.

Bl propésito de este trabajo es clasificar completamente las funciones débilmen-
tc unimodales desde el punto de vista de la entropia topolégica secuencial y obtencr
férmulas precisas para el calculo de ésta en el caso de funciones de tipo 2. Apro-

vecharemos los cdlculos obtenidos para demostrar que ciertas formulas validas para la

entropia topoldgica no se satisfacen en caso de la entropia topoldgica sccuencial. Re-
mitimos al lector a las referencias [2], [3], [4] y [6] para leer las demostraciones de los
resultados de las siguientes secciones.
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Calculo de la entropia topolégica secuencial

La principal herramienta para el cdlculo explicito de la entropia topolégica sccuencial
de funciones débilmente unimodales de tipo 2°° es la dindmica simbdlica introducida
por V. Jiménez Lépez en [11], que a continuacién explicamos.

Scan
27 = {{)2, - u € L}

7" = {{); : oy € Z} para todo n € N.

Consideremos f € W([0, 1]) arbitraria. Dividimos el intervalo [0, 1] en dos conjuntos
disjuntos A(f) y K(f) (0 Ay K), donde A es el conjunto de los puntos asintéticamente
periddicos (a € A sii existe un punto periddico p de forma que limsup,, . |f"(a) —
fM(p)] =0), y K =[0,1]\ A. El conjunto K puede dividirse en intervalos compactos
(posiblemente degenerados) K,, con a € Z*°, de manera que todos los puntos z € K,
tienen el mismo comportamiento dindmico. En particular se satisfacen las siguientes
propiedades:

(P1) Elintervalo Ko (0 = (0,0, ...,0,...)) contiene todos los mdximos ahsolutos de f.

(P2) Definimos en Z* el siguiente orden total: si a, 8 € Z*°, o # § y k ¢s el primer
entero tal que oy # ), entonces o < si Card {1 < i < k:«a; < 0} es par y
ay < BroCard {1 <i<k:a<0}esimpary f, < op. Asfa < f#sii K, < Ky
(esto es, < y para todo z € K,, y € Kp).

(P3) Sean & € Z*,  # 0, y k el primer entero tal que oy # 0. Definimos § € Z*°
por B; = lparal <i<k-—1,0,=1—|al vy 8, = o para i > k Entonces
/([(a) = [(ﬁ Yy f([{O) - [{1 (1 = (la 17 sy 1? ))

(P4) Para todon € Ny o € Z%, definimos al, € Z™ como «l, = (ay, &g, ..., ). Sea
Ko, (f) (0 Ky, ) el menor intervalo conteniendo los intervalos Ky, 5 € Z°°, tales
que af, = f],,. Entonces Ko = (oo Kaj,-

Denotemos por A = {a € {0,1}* : K, es no degenerado}. El conjunto .4 no puede
ser arbitrario. De hecho, debe ser numerable y satisfacer la siguiente condicién (ver
(11]): dados «, 5 € {0,1}> decimos que & < 3 si existe un entero positivo k tal que
J¥(Ko) = Kg y f{(Ka) # Ko para 1 < i < k. Se verifica entonces que si 8 € A y
« =X [, cntonces a € A. Decimos que f tiene esencialmente un dnico intervalo no
degenerado K, si todo intervalo no degenerado de f, Kp, satisface que 8 < v o o < .

Dada o € A, sea Z% = (z")2, una sucesién de enteros positivos de manera que
@ = (sl y s6lo si i = 2§ para algin j € N. Podemos enunciar entonces el siguiente
resultado: '

Teorema 3 Sea f € W([0,1]) y sea @ € A. Consideremos la sucesion 27" = (25 )2 .
Entonces ‘

hoza (f) = log 2.
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Demostracién. Ver [4]. B

Fijemos ahora la sucesion de enteros A = (29)%2, y sea o : Z° — Z* la aplicacion

shift, dada por o((a;)2,) = (a:41)$2, para todo (a;)72, € Z%. Sea S, () el conjunto
de sucesiones de naturales de longitud n € N satisfaciendo las siguientes condiciones:
st (m)in, € Sp(r), entonces

(al) m,; < m,y parai=12,.,n—1

(a2) m,; <iparai=12,.,n

(a3) Parai€ {1,2,..,n}, m; = 2z para algun entero positivo 7.

Para cada k& € N definimos

s(k,a) ;= limsup ! log Card(S,,(c"(a))).

n—oo T

Se puede comprobar que s(k, @) > s(l,a) si k < 1. Se define entonces

s(a) = lim s(k, o).

k00
Se verifica entonces el siguiente resultado, que permite calcular la entropfa, topologica
sccuencial de una funcién f € W([0,1]).

Teorema 4 FEn lo condiciones anteriores

ha(f) = sup s().

acA
Demostracién. Ver [4]. B
Aunque cn general es dificil obtener el nimero proporcionado por el Teorema 4,
éste puede calcularse explicitamente en los siguientes casos particulares.

Teorema 5 Sca f € W([0,1]) de manera que tiene esencialmente un tunico intervalo
no degenerado K, o € {0,1}%°, tal que eriste p € N con al, = o™ )|, para todo
meN. Seaq= Card{1 <i<p:o =0} yr=q/p. Entonces

log 2 : sir>1/2.
ha(f) =< log((1=r)""trT) sir <1/2yq#0.
0 stq=0.

Demostracién. Ver [4]. B

Corolario 6 Sea f € W([0,1]) de manera que tiene esencialmente un tnico intervalo
no degencerado Ko, o € {0,1}%°, tal que Z% es una sucesion aritmética de diferencia
d € N. Entonces ‘

hoalf) = d~!log (d"(d, =) sid # L
AT log2 sid=1.
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Demostracién. Se sigue del Teorema 5. B

Consideremos para cada a € {0.1}> la sucesién Z, () = Card {i € {1.2....n} :

Teorema 7 Sca [ € W(
no degenerado IV, . a € {(

0.1]) de manera que tiene csencialmente un iinico intercalo
1YL tal que Z9 es una sucesion geométrica de razon >

o o

Entonces

half) =0

Demostracién. Ver [4]. B

En el caso de no poder calcular explicitamente el limite del Teorema 4. podemos
obtener cotas superiores e inferiores de la entropia topoldgica secuencial de la mancera
siguiente: para cada a € {0.1}°° sea k(o) = min{Z, (o). [n/2]}. doude L] denota la
parte cntera de 2 € R. Sean
Fep () by ()

y () = liminf
11— 00 1"

74(v) == limsup

1= 00 n

Se verifica entonces el siguiente resultado.

Teorema 8 Sea f € W([0,1]) de manera que tiene un dnico intervalo no degenerado
K. o€ 40,1}, Entonces

ri{c)log2 < ha(f) <log ((1 — 'r.,»((\'))""'(”)"l'/',v((\)‘"""“’)) .
Demostracién. Ver [4]. &
Las. cotas superiores ¢ inferiores del Teorema 8 son las mcejores posibles en el si-

puicnte sentido: existen funciones débilmente unimodales fi. f» € W([0. 1]) teniendo
tnicamente intervalos no degenerados K, y K, de mancra que

ha(fi) = ri()log 2

ha(fz) = log (1= r,())™ () =)

Clasificacion de funciones débilmente unimodales

Podemos clasificar las funciones débilmente unimodales desde el punto de vista de la
entropia topolégica secuencial como muestra el siguiente teorema.

Teorema 9 Sea f € W([0,1]). Entonces:
(a) f es no cadtica siy solo si hoo(f) = 0.

(b) f es cadtica de tipo 2% siy s6lo si heo(f) = log 2.
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(¢) f es cadtica de tipo mayor que 2°° si y s6lo si hao(f) = oc.
Demostracién. Ver [4]. B

Como puede apreciarse, la caracterizacién del Teorema 9 es mds completa gue la del
Teorema 1. Ademaés, el apartado (b) del mismo establece un nexo de union en términos
de entropfa topoldgica secuencial entre todas las funciones cadticas de tipo 2. En [8]
se conjeturdé que este nexo de unién tenfa que venir dado por una sucesion universal
A, en particular (2*)%°,, de manera que toda funcién caética de tipo 2 satisfaria quc
hoa(f) > 0 (para funciones de tipo mayor que 2% se tiene que A(f) > 0). Sin embargo.
se demostrd en [10] el siguiente resultado: )

Teorema 10 Para toda sucesion creciente de numeros naturales A existe una funcion
cactica fa de manera que ha(fa) = 0.

El contraejemplo del Teorema 10 estaba construido con funciones que tienen un
mimero infinito de trozos monétonos. El Teorema 7 demuestra que la conjetura de [8]
falla incluso para funciones con un nimero finito de trozos de monotonicidad.

Aunque para funciones débilmente unimodales se ha encontrado este nexo de union,
no estd claro que ocurre cuando se consideran funciones continuas arbitrarias. En este
sentido, conjeturamos el siguiente resultado:

Conjetura 1 Sea f:[0,1] — [0,1] continua, cadtica y de tipo 2°°. Lntonces

heo (f) = log 2

Algunos contraejemplos.

En csta seccidén vamos de poner de manifiesto diferencias significativas entre la entropia
topolégica y la entropfa topolégica secuencial. Recordemos primero algunas definicio-
nes necesarias. Sea f 2 [0,1] — [0, 1] una funcién continua. Un punto z € [0, 1] se dice
nonwandering si para todo entorno U de z existe un entero k tal que f*(U)NU # . Se
define el conjunto nonwandering, Q(f) como el conjunto de todos los puntos nonwan-
dering de f. Dado z € [0, 1] definimos el conjunto omega limite de x, w(x, f) como el
conjunto de los puntos limite de {f™(z)}52,. Finalmente, sca w(f) = U, ¢(oyw (=, f)-
Para la entropfa topolégica clasica se verifica el siguiente resultado (ver [5]).

Teorema 11 Sea f:[0,1] — [0,1] continua. Entonces

(a)

h(f*) = kh(f) para todo k € N.
(0) 1(f) = h(flaw)-
(f
(f

(¢) h(f) = h{flo)-
(d) h(f) = sup,epo P(flogn)-
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Sin embargo para la entropfa topoldgica secuencial ninguna de las férmulas del
Teorema 11 son vélidas en general. En particular, consideremos una funcién f € wW(I)
de manera que tiene esencialmente un unico intervalo no degenerado Ky. Entonces
para A = (29)%2, se verifica por el Teorema 3 que ha(f) = log2. Puede verse en 2] que
ha(f?) = ha(f) = log2, con lo que la férmula (a) no es vélida en este contexto. Por
otra parte, puede verse en [6] que ha(flon) = 0. Asi, considerando la sucesién A se
verifica que

log2 = ha(f) > halflaw) = 0.

Finalmente, de las inclusiones w(z, f) C w(f) C Q(f), se deduce andlogamente que las
férmulas (c) y (d) son también falsas. '
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