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Control realimentado estocdstico de qubits cudnticos

Objetivos y resumen

El control cudntico es un campo cientifico interdisciplinar en crecimiento que implica
principalmente a fisicos, matematicos e ingenieros. Sus aplicaciones van desde la estabilizacion
coherente de registros de qubits (bits cuanticos) para su empleo en computacion cuantica hasta
el control de reacciones quimicas.

En este trabajo se estudiara el problema de control en sistemas cuanticos desde un punto de
vista tedrico. En este tipo de sistemas, la existencia de disipacion y decoherencia imposibilitan
gue estos sean manipulados arbitrariamente. Cuando estos efectos no se pueden evitar, resulta
fundamental aplicar protocolos de control.

Este proyecto se centra en el estudio, simulaciéon y disefio de protocolos de control
realimentados, es decir, protocolos que requieren de la medida del sistema, enfocadndose en la
dindmica y control de un qubit sometido a interacciones con el entorno.

La forma clasica de aprender mecanica cuantica consiste en el estudio de sistemas cudnticos
cerrados. En cierto modo, esta misma situacion es la que se produce en la mecanica clasica,
donde se estudian los sistemas de interés considerando ciertas idealizaciones. No obstante, la
realidad es muy distinta a estos casos introductorios, puesto que los sistemas, por su mera
existencia en el universo, no son sistemas cerrados.

En el Trabajo Fin de Grado [1] se estudié la dinamica y el control de un qubit aislado, que es lo
gue se puede considerar como sistema cerrado. La Teoria de Sistemas Cudnticos Abiertos
permite realizar el estudio de este reparando también en el entorno en el que se encuentra,
trabajando asi con un caso mas cercano o fiel a la realidad.

La motivacion de continuar en esta linea de investigacion no ha hecho mas que crecer desde el
anterior proyecto. Sumado al “Quantum Manifesto” de 2016 por parte de la comunidad
cientifica y respaldado por la Comisién Europea con un proyecto de diez afios de duracidn [2],
parece que la lucha por la hegemonia cuantica no ha hecho mas que crecer en el entorno
empresarial.

Simplemente para ejemplificar estas lineas, en octubre de 2019 el gigante Google consiguid
realizar en 200 segundos un cdlculo que en el superordenador mas potente del mundo hubiese
presentado un costo operacional de diez mil afios; es decir, ejecutd la operacién 158 millones
de veces mas rapido [3]. Por otro lado, en marzo de 2021, PsiQuantum, nacida con la misién de
construir los primeros ordenadores cuanticos comercialmente viables del mundo, esperaba
tenerlos disponibles en 2025 [4].

El primer capitulo permitird introducir algunos conceptos relacionados con la Ingenieria de
Control, como, por ejemplo, la definicién de estabilidad de Lyapunov, util para sistemas no
lineales, no sin antes presentar el control de sistemas estocasticos, de especial relevancia para
el control cudntico. Tras sintetizar algunas nociones basicas sobre mecanica cuantica para la
comprension del proyecto, se abordard la ecuacién maestra de Lindblad, fundamental en la
Teoria de Sistemas Cudnticos Abiertos. Por ultimo, se expondra una idea general del control
cuantico, todo ello necesario para la simulacion de este qubit no aislado.

El segundo capitulo presentard el modelo de qubit con el que se trabajara, asi como el control
que lo rige, tanto sus ecuaciones como la instalacion y ejecucion fisica. Ademas, se expondra la
representaciéon de la esfera de Bloch y algunas propiedades de las matrices de Pauli, que
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permitirdan expresar las ecuaciones en dominio complejo del sistema en un espacio
tridimensional real.

En el tercer capitulo se realizaran las simulaciones bajo diferentes condiciones, se mostraran los
resultados y se realizaran los andlisis pertinentes. Se podrd comprobar cémo funciona el sistema
sin control, si el control realiza correctamente su funcidn, la influencia de la eficiencia del
detector, el coste del control, entre otros pardametros.

Por ultimo, se cerrara el proyecto con una serie de conclusiones, asi como los futuros proyectos
gue se pueden y deberian abordar en el campo del control de qubits.
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Capitulo 1. Introduccién al Control Cuantico

Tal y como se describe en [1], el control se define como una rama interdisciplinar entre las
matematicas y la ingenieria que busca manipular de forma activa el comportamiento de un
sistema dindmico. En la actualidad, el rdpido progreso de las tecnologias cuanticas, es decir,
aquellas que se erigen sobre los fundamentos de la mecdnica cudantica, han provocado la
necesidad de desarrollar nuevas técnicas y herramientas de control que permitan manipular
estos sistemas. Esto supone un reto puesto que, debido a las caracteristicas especificas de estas
tecnologias, no siempre es posible adaptar de forma sencilla los procedimientos clasicos de
control a los sistemas cudnticos.

Las tecnologias cuanticas actuales, a pesar de desarrollarse en campos diferentes (sensores,
comunicacién, simulacién y computacién), comparten, como ya se ha mencionado, unas mismas
leyes de comportamiento basadas en la mecanica cudntica. La unidad de informacion elemental
de esta area es el qubit o bit cudntico. Mientras que un bit cldsico solamente presenta
dos posibles estados, un qubit puede encontrarse en ambos estados simultaneamente, esto es,
el estado del qubit es una combinacién lineal de los estados elementales del bit clasico.

Es esta particularidad la que hace del qubit una tecnologia con un extraordinario potencial.
Concretamente, es esta propiedad la que define al qubit como sistema cuantico, por lo que su
comportamiento estd determinado por las particulares leyes de la mecdanica cudntica. El control
de un qubit es, por consiguiente, el primer paso para realizar el control de tecnologias cuanticas
mas complejas. Ademas, se trata de un caso totalmente ilustrativo al ser un sistema binario que
presenta las caracteristicas cuanticas de interés para el trabajo.

En este primer capitulo, se realizard una introduccién a la Ingenieria de Control de Sistemas
Estocasticos puesto que, como se podrd comprobar, los sistemas cuanticos se pueden modelizar
como sistemas estocasticos. A continuacién, se profundizara en el concepto de estabilidad, una
nocién fundamental en los sistemas dindmicos, en la ingenieria de control y, mas aun, en el
control cudntico debido a la gran sensibilidad de los sistemas cudnticos ante pequeias
perturbaciones. Tras esto, se entrara en la materia correspondiente a la mecanica cudntica,
ejemplificando a través del qubit algunos conceptos relacionados con esta area y el Control
Cuantico; ademas, se expondra el marco de la Teoria de Sistemas Cudnticos Abiertos junto con
la Ecuacién Maestra de Lindblad, permitiéndonos ambas enmarcar el proyecto y generar un
modelo para el qubit con entorno, respectivamente. Visto todo esto, se puede comprender con
claridad qué es el Control Cuantico Realimentado y por qué es el protocolo de control utilizado
en los sistemas cuanticos.

1.1. Introduccidn al Control de Sistemas Estocasticos

La ingenieria de control persigue, mediante el empleo de leyes matematicas, gobernar sistemas
fisicos cumpliendo una serie de especificaciones o requerimientos objetivo. El sistema regido
por estas leyes se denomina sistema controlado, siendo capaz de reconducirse hacia el valor
deseado o de referencia, logrando asi que el sistema dinamico funcione de forma dptima [5].

El comportamiento de un sistema de orden n se puede definir por medio de n ecuaciones
diferenciales de primer orden. El denominado modelo de espacio de estados permite expresar
de forma matricial estas ecuaciones

{ x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) ecuaciéon de estado (1.1)

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) ecuacion de salida’

siendo u(t) el vector de entradas, y(t) el correspondiente a las salidas y donde se ha
introducido un conjunto de variables x(t) que son los estados del sistema. Se entiende por
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estado la informacién minima para determinar la evolucidon de las variables de un sistema
cuando se conoce la entrada, es decir, almacena la historia pasada de un sistema.

El modelo de espacio de estados es especialmente eficaz utilizando resoluciones numéricas,
permitiendo obtener la respuesta temporal de un sistema dindamico. Por tanto, podemos
imaginar que para el caso de sistemas no lineales puede ser beneficioso emplear este tipo de
resolucidn.

En el control clasico se dispone de la informacién del sistema, siendo esta la que, mediante la
accién de control, permite dirigir el sistema al estado deseado. No obstante, las particularidades
de los sistemas cudnticos no permiten obtener toda la informacion mediante una medicién; es
mas, el hecho de medir perturba el sistema de forma notable, provocando incluso la
decoherencia total del sistema (o pérdida de informacidn y caracteristicas cuanticas) en caso de
realizar una medida clasica puntual. De forma general, las ecuaciones que modelizan los
sistemas dindmicos cudnticos son Ecuaciones Diferenciales Estocasticas (SDE) no lineales, por lo
gue su comportamiento y, en consecuencia, su tratamiento, difiere al de las ecuaciones
diferenciales deterministas asociadas a los sistemas clasicos.

Las ecuaciones diferenciales estocasticas se pueden interpretar como ecuaciones diferenciales
ordinarias modificadas de forma que se incluyan efectos aleatorios que perturben el sistema.
De forma general, un SDE n-dimensional se puede expresar de la siguiente manera:

{ XO=fX®)+9(X@®)® ¢>0

(1.2)
X(0) = X,

donde f: R*"X©® - R", g: R" X O - R™™ y &(t) es un ruido blanco m-dimensional, es
decir, sin correlacion en el tiempo. No obstante, se puede relacionar con un proceso de Wiener
dado por dW [6]. Un proceso de Wiener es el modelo matematico utilizado para representar el
movimiento Browniano, es decir, el proceso fisico estocdstico mas elemental caracterizado por
presentar trayectorias continuas, incrementos independientes vy distribucion normal.
Estrictamente hablando, el proceso de Wiener hace referencia al modelo matemadtico, mientras
qgue el movimiento Browniano describe el proceso fisico. Por tanto, si se considera que el ruido
blanco é(+) sigue una distribucién normal, se puede establecer la relaciéon entre el ruido blanco
y la variacidn con respecto al tiempo del proceso de Wiener dW (-)/dt, de forma que

dw ()

o (1.3)

$C) =
Teniendo en cuenta esta relacion y multiplicando (1.2) por dt podemos expresar el SDE como

{ dx(@®) = f(x@®)dt + g(X(@®)aw t>0

(1.4)
X(0) = X,

Se puede observar con claridad la similitud entre este sistema SDE y la ecuacién del espacio de
estados definida en (1.1). Combinando ambas, se podria llegar a un conjunto de ecuaciones que
permitan controlar un SDE

{ dx(t) = (A(Ox(t) + B@Ou(®))dt + g(x(t))dw
y(t) = C(O)x(t) + D(Ou(t) '

para un tiempo t > 0y condiciones iniciales x(0) = x,.

(1.5)
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El control de sistemas cuanticos puede enfocarse, en un principio, como un control de sistemas
de ecuaciones diferenciales estocasticas donde existe un ruido inherente al sistema con el que
se debe trabajar. La presencia de este ruido acentla aun mas el interés en el estudio de la
estabilidad del sistema, pues no deja de ser un aspecto que, en casos en los que se requiera una
gran precision, puede contribuir a que el control de este sea inconsistente. Es este uno de los
motivos por lo que se presenta a continuacion el concepto de estabilidad en la Ingenieria de
Control.

1.2. La Estabilidad en Ingenieria de Control

Un concepto bdsico de la ingenieria de control es la estabilidad. En un sistema lineal, se pueden,
por lo general, distinguir dos tipos de estabilidad: la estabilidad interna, basada en el
comportamiento de la respuesta a entrada cero; y la estabilidad externa, caracterizada por la
entrada; en particular, se define la estabilidad BIBO (bounded-input, bounded-output stability)
como la que presenta una respuesta limitada ante una entrada también limitada.

No obstante, para sistemas no lineales, como el que nos ocupa en este proyecto, no siempre se
pueden aplicar los criterios presentados para sistemas lineales. Para este tipo de sistemas mas
complejos se pueden realizar analisis de estabilidad internos basados en criterios energéticos,
siendo una de las herramientas mas potentes la teoria de estabilidad de Lyapunov.

Por tanto, en este apartado presentaremos brevemente los tipos de estabilidad que puede
presentar un estado de equilibrio de un sistema no lineal, para posteriormente introducir la
estabilidad basada en criterios energéticos, asi como la teoria de Lyapunov, que es la que se
aplicara en el caso de estudio, siempre intentando enfocar la informacién en sistemas no
lineales. Esta introduccidén al concepto de estabilidad en la Ingenieria de Control esta basada en

[7].
1.2.1. Estabilidad interna

Se considera una ecuacion de estado no lineal similar a (1.1), donde no se considera la entrada
u(t), dada por

x(@) = flx(®)],  x(0) = xo, (1.6)

para la que los estados de equilibrio X son vectores constantes n X 1 que cumplen (%) = 0. La
estabilidad de un estado de equilibrio hace referencia al comportamiento cualitativo de las
trayectorias que comienzan en las inmediaciones de ese estado de equilibrio. Por tanto, un
sistema no lineal puede presentar diferentes estados de equilibrio, cada uno con unas
propiedades de estabilidad diferentes. Por eso, es preferible referirse a la estabilidad en torno
a un punto o estado de equilibrio que estabilidad de una ecuacion en si.

Por otro lado, respecto a los estados de equilibrio, es posible trasladar cualquier punto distinto
de cero al origen mediante un cambio de variables y consecuente modificacién de la ecuacidn
de estado, por lo que se suele tratar la estabilidad del punto de estudio como si se encontrase
en el origen, estoes, ¥ = 0 € R"™.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, se puede decir que un estado de equilibrio X = 0 de
la Ecuacion (1.6) es:

- Estable si se puede hacer que la trayectoria de la ecuacién permanezca tan cerca como
se desee del estado de equilibrio durante todo el tiempo, a partir de un estado inicial
cercano al equilibrio.
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- Inestable si no se alcanza ese margen deseado en torno al punto de equilibrio en un
tiempo t = 0 para al menos una trayectoria y a partir de un estado inicial cercano al
equilibrio.

- Asintdticamente estable si todas las trayectorias convergen al estado de equilibrio a
partir de un estado inicial cercano al equilibrio. A diferencia de un estado de equilibrio
solamente estable, el caso asintdtico no se limita Unicamente a permanecer en las
inmediaciones del punto de equilibrio, sino que converge a lo largo del tiempo hacia el
mismo. Si el rato de convergencia es exponencial, se denomina exponencialmente
estable.

- Por dltimo, un sistema es globalmente asintdticamente estable si todas las trayectorias
convergen al estado de equilibrio independientemente del estado inicial, que no
necesariamente debe ser cercano al equilibrio. Si la ratio de convergencia es
exponencial, se puede clasificar como globalmente exponencialmente estable.

Para un sistema lineal, debido a que la solucién de la ecuacién de estado pasa por obtener e4t,
donde A es la matriz que acompana a x en la ecuaciéon de estados, basta con conocer los
autovalores de A para poder saber si un punto de equilibrio es estable (autovalores con parte
real negativa y multiplicidad geométrica igual a multiplicidad algebraica en autovalores con
parte real nula) o asintéticamente estable (todos los autovalores de A presentan parte real
negativa).

En un sistema no lineal no se puede aplicar este criterio (referido cominmente como estabilidad
marginal). No obstante, se puede establecer una relacion entre los tipos de estabilidad descritos
a partir de consideraciones energéticas; concretamente con la tasa de cambio o variacién de
energia de las trayectorias del sistema a lo largo del tiempo.

Si se considera un sistema fisico en el que la energia se puede definir como una funcion del
estado del sistema, se puede concluir que un sistema es estable si para un estado de equilibrio,
correspondiente con un minimo local de esta funcidn de energia, la energia no aumenta a lo
largo de ninguna trayectoria que comience en la vecindad de ese estado de equilibrio. Si,
ademas, se disipa energia a lo largo de estas trayectorias, convergiendo hacia el minimo local,
podemos hablar se estabilidad asintética. El caso inestable seria aquel en el que la energia
aumenta con el paso del tiempo.

Al hablar del comportamiento de la energia del sistema a lo largo del tiempo, estamos haciendo
referencia de forma directa a la derivada del sistema. Poder caracterizar la estabilidad a partir
de la variaciéon en el tiempo de la energia implica que no sea necesario disponer de un
conocimiento explicito de las trayectorias del sistema.

1.2.2. Analisis de estabilidad de Lyapunov
La estabilidad segun Lyapunov no deja de ser un andlisis de esta basada en criterios energéticos.
El potencial de esta teoria reside en estudiar la estabilidad a partir de una clase mas general de
funciones similares a la energia.

Asi, para la ecuacién de estado no lineal (1.6), se puede considerar una funcion real V(x) =
V(xq,X5,...,x3) con derivadas parciales continuas definidas positivas en cada variable de
estado, por lo que V(0) =0y V(x) >0v¥x # 0, al menos en las vecindades del origen,
generalizando asi la propiedad de que la energia total presenta un minimo local en el equilibrio.
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Para analizar la derivada en el tiempo de la funcion de Lyapunov V(x) a lo largo de todas las
trayectorias de (1.6), se define

. ov v v
V(x) = a—xl(x)xl + 0—x2(x)x2 + o+ — (X)X,

0x,
x
v, av v qle| av (1.7)
“[5 @ 5@ - g 0¥ =T wre.
le

Se puede comprobar que V (x) se obtiene como el producto interno del gradiente de V(x) vy el
mapa no lineal f(x) que define la dinamica del sistema. El descubrimiento principal de Lyapunov
es que el equilibrio ¥ = 0 es estable si V(x) es semidefinida negativa, es decir, V(x) < 0 para
todo x en las proximidades del origen; y asintdticamente estable si V(x) es definida negativa,
esto es, V(x) < 0 para todo x # 0 en las proximidades del origen.

Se llama funcién de Lyapunov a una funcién definida positiva V (x) para la que V (x) es al menos
semidefinida negativa. Como se comentd al introducir los criterios de estabilidad energéticos,
esta herramienta también presenta el potencial de poder definir |la estabilidad de un equilibrio
a partir de la dindmica del sistema, sin necesidad de disponer de un conocimiento explicito de
las trayectorias de este, motivo por el que se conoce como método directo de Lyapunov.

En sistemas no lineales es particularmente importante debido a que las soluciones de las
ecuaciones de estado asociadas a los mismos no disponen, generalmente, de soluciones o
trayectorias de forma cerrada.

Al no existir, con cardcter general, una forma sistematica de construir la funcién de Lyapunov,
este método proporciona una condicién suficiente para concluir la estabilidad o estabilidad
asintética de un sistema. De forma inversa, existe un teorema para la estabilidad asintdtica que
garantiza, bajo hipdtesis adicionales, la existencia de una funcién de Lyapunov con V (x) definida
positiva.

Para sistemas lineales, existen formas de construir facilmente una funcion de Lyapunov que nos
permita conocer la estabilidad del sistema, explotando la caracteristica de que se precisa de
autovalores con parte real negativa o igual a cero para garantizar la estabilidad del sistema,
generando la conocida como ecuaciéon matricial de Lyapunov. Para sistemas no lineales, la
busqueda de la funcién implica la utilizacién de métodos no tan sencillos, pero igualmente
efectivos para caracterizar la estabilidad del sistema.

1.3. Sistemas cuanticos

Los sistemas cudnticos, a diferencia de los cldsicos, son caracteristicos por su aleatoriedad
intrinseca. Las ciencias de la informacién cuantica son aquellas que estudian la manipulacién y
el control de estos sistemas. Como ya se ha comentado, los qubits se corresponden con la unidad
elemental de informacién cuantica y, de acuerdo con Mermin [8], son un caso sencillo e
ilustrativo para iniciarse en la mecanica cuantica; principalmente, porque, a diferencia de otros
sistemas cuanticos mas complejos, los qubits son sistemas discretos, esto es, presentan un
numero finito de estados, concretamente dos (two-state system), representando asi el sistema
fisico mas sencillo.

En los sistemas cuanticos, al contrario de lo que sucede en los sistemas clasicos, cualquier
minima interaccidn puede producir errores y fallos del sistema. Mismamente, con respecto al



Capitulo 1. Introduccién al Control Cuantico

medio ambiente, interacciones como la colision de moléculas en el aire con el sistema o
intercambios minimos de energia radiante deben, si no es posible evitarlas, ser controladas para
cerciorar el adecuado funcionamiento y evitar la decoherencia o pérdida de informacién y
propiedades cudnticas diferenciadoras de los sistemas cldsicos. De todos modos, estos errores
pueden ser controlados facilmente si suceden con una ratio baja, incluso desconociendo su
origen.

Para facilitar la comprensién de los qubits, es conveniente presentar en primer lugar los bits
clasicos y su comportamiento, introduciendo asi cierta nomenclatura. Tras esto, se explicaran
algunos conceptos cuanticos, particularizando por los motivos ya expuestos y porque es el
objeto de trabajo en el proyecto, en un qubit. A continuacién, se expondra el campo de los
Sistemas Cuanticos Abiertos, que nos permitirdn trabajar con el qubit y su entorno. Para concluir
el capitulo, una vez vistos algunos conceptos de Ingenieria de Control en sistemas estocasticos
y de mecanica cudntica, se podrd entender la motivacién y utilidad del denominado Control
Cuantico Realimentado.

1.3.1. Bit clasico o Cbit

Sirviéndonos como ejemplo caracteristico de los ordenadores cldsicos, estos estan construidos
por pequefios circuitos electrénicos que alcanzan dos posiciones o estados posibles, conocidos
como 0 y 1. Esta es la unidad convencional basica de informacion, denominada bit, y expresa la
unidad o respuesta ldgica mas elemental: verdadero o falso, si 0 no.

Por lo general, se emplea el término Cbit (donde la “C” proviene de “classical”) para hacer
referencia al sistema clasico de dos estados, mientras que su generalizacidon cudntica se expresa
con el término Qbit o qubit (de “quantum”). Para trabajar con qubits (y, por extensidn, con
Cbits), emplearemos la notacion de Dirac o notacion bra-ket pues es en el simbolo llamado ket
representado con | ) donde, segun el estado del sistema, se escribe 0 o 1; esto es, se
representan con |0) y |1) los estados estables del Cbit.

En la notacion de Dirac, este introdujo | ) para manipular vectores, es decir, en el interior del
ket se puede escribir un elemento que permita detallar qué representa ese vector. Ya que
anteriormente se ha indicado que los estados se indican mediante estos kets, se confirma que
los estados se pueden considerar vectores.

Los dos estados |0)y |1) de un Cbit representan dos vectores ortogonales unitarios en un
espacio bidimensional. En el tratamiento con Qbits, esta interpretacion es especialmente util,
incluso mas bien necesaria. Estos dos estados representarse como vectores columnas de la

siguiente manera:
=), m=(?) (18)

Respecto al tipo de operaciones aplicables a los Cbits, destacan las operaciones reversibles:
estas transforman el Bit desde un estado inicial a uno final mediante acciones que pueden ser
invertibles; es decir, en las operaciones reversibles, cada estado final deriva de un Unico estado
inicial. Estas transformaciones son fundamentales en los Qbits puesto que todas las operaciones

1 Se puede emplear indistintamente “Qbit” y “qubit”, pues esta segunda forma deriva de la pronunciacién
de la primera. Por lo general, en esta memoria se empleara “Qbit” cuando se pretenda destacar
diferencias o semejanzas con el bit clasico o Cbit, siendo “qubit” el término habitual para cualquier otro
contexto.
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relevantes posibles con bits cldsicos se corresponden con operaciones reversibles realizables
con bits cuanticos.

1.3.2. Conceptos cuanticos basicos
Para introducir algunos conceptos bdsicos, se comenzara presentando los denominados
postulados o axiomas de la mecdnica cudntica? ([9], [10]), necesarios para comprender la
aplicacion de la Ecuacidn Maestra de Lindblad. Estos se completaran, cuando se crea
conveniente, particularizando para el caso de un qubit.

Postulado 1. Marco matemadtico: Asociado a cualquier sistema aislado fisico, existe un espacio
complejo de Hilbert H, conocido como espacio de estados del sistema. El estado de un sistema
cuantico en un tiempo t viene dado por un vector normalizado ) € H denominado vector de
estado.

Los espacios de Hilbert permiten extender resultados de espacios vectoriales lineales finitos a
espacios infinitos. Como se ha comentado al inicio del capitulo, una de las ventajas de
introducirse a la mecanica cuantica a través del qubit es que este sistema es discreto; es decir,
existen otros sistemas cuanticos que, por el contrario, presentan infinitos estados posibles. No
obstante, en este proyecto trabajamos con sistemas finitos, por lo que es equivalente emplear
espacio de Hilbert y espacio lineal.

Como hemos visto anteriormente, un Cbit presenta solamente dos estados posibles: [0) o |1).
Sin embargo, un Qbit aporta posibilidades notablemente mayores. El estado |i)) asociado a un
Qbit puede ser cualquier vector unitario en el espacio bidimensional generado por |0) y |1). Los
escalares de este espacio bidimensional vectorial que contiene los estados de los Qbits son
numeros complejos. El estado general de un Qbit es

) = @ol0) + a1y = (o) (19)

donde a; y @; son dos nimeros complejos Unicamente limitados por la condicién de que [i),
de igual modo que |0) y |1), debe ser un vector unitario en el espacio complejo. Asi, solamente
bajo la condicién de normalizacion

lagl? + |ag|? =1 (1.10)

se puede decir que el estado |) es una superposicion de los estados |0) y |1) con amplitudes
ap Y @;. Resulta sencillo comprobar que si uno de los coeficientes es 0 y el otro es 1, el Qbit se
encuentra en uno de los dos estados clasicos |0) o |1).

Por otro lado, todos los vectores unitarios de un espacio de Hilbert se corresponden con posibles
estados fisicos de un sistema. Estos vectores unitarios se conocen también como estados puros.
Por lo general, un sistema cuantico puede estar en un estado |y;) con probabilidad p;; se
conocera, por tanto, un conjunto de estados puros descritos por el par {|y;), p;}. Si mas de una
de estas probabilidades es distinta de cero, el sistema presenta entonces un estado mixto o
mezcla. Un estado mixto o mezcla, en mecdnica cuantica, es aquel que no esta maximamente
determinado, en contraposicidon con un estado puro.

Los estados mixtos suelen ser representados por el operador densidad o matriz densidad

2Segln el autor se pueden definir 4 o 5 axiomas. En este proyecto, no es especialmente relevante emplear
un numero u otro.
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p= Z pilYi)Wil, (1.11)

donde (y;| es el vector traspuesto conjugado |y;), es decir, (;| = |1,bi)Jr = (Il/}i)T)*.

El operador densidad es, por tanto, un formalismo matematico, presentado por von Neumann,
especialmente util para trabajar con estos estados que no se pueden describir iGnicamente por
una funcién de ondas. Este operador debe cumplir dos propiedades: que la traza sea igual a 1
(Tr[p] = 1) y que sea una matriz positiva (p > 0). Ademas, se puede comprobar que es
hermitiana o hermitica (p = pT).

Dada la matriz densidad, se puede distinguir facilmente entre un estado puro y un estado mixto.
Sabiendo que la traza de una matriz es la suma de los elementos de su diagonal, se define la
pureza como Tr[p?], siendo igual a la unidad para un estado puro (Tr[p?] = 1) y menor que
uno para un estado mixto (Tr[p?] < 1).

Teniendo en cuenta, por tanto, la definicién anterior, se puede expresar el estado (1.9) de un
Qbit mediante el operador densidad de la siguiente manera:

Qo x x laol*  apai
p=1Wl= (o )@ a)= ( * , (1.12)
a1 apay oy ?
donde se ha considerado que el producto de un nimero complejo por su conjugado es igual a
su mddulo al cuadrado. Se comprueba, una vez calculada, que la traza de la matriz densidad es,
si se trata de un estado puro, igual a la unidad.

La matriz densidad expresa la misma informacion que el estado de la forma |y) y, como ya se
ha comentado, se suele emplear porque permite trabajar con estados mixtos o mezcla con
mayor facilidad. Ejemplifiquemos con un Qbit de un conjunto de n Qbits, donde la probabilidad
de obtener el estado |Y;) es P, y la de obtener |y,) es P,. El operador densidad vendria dado
por

p = Pi|Y1)W1] + Pyl X l, (1.13)

donde las probabilidades suman la unidad: P; + P, = 1.

Simplificando el caso anterior de manera que |1) = |0) y Y1) = |1):

p=nioxol+rina=p () )+n (] 9)=(7 5) @

Queda claramente reflejado que la matriz densidad no solamente expresa la misma informacion,
sino que en estos estados mezcla permite recoger en un Unico operador las probabilidades de
los distintos subestados. Por este motivo, adquiere tanta importancia en el campo de la
mecanica cudntica.

Postulado 2. Observables y medida: Los observables son cantidades medibles (por ejemplo,
energia, momento de una particula, etc.) y son representadas por operadores hermiticos A =
AT. El valor medido es siempre uno de los autovalores a; € R del observable A, con un
autovector asociado |a;).

Para un estado dado [y;), la probabilidad de obtener el resultado a; cuando se mide la
propiedad descrita por el observable A viene dada por

12
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P(a;) = [(Ylay)|>. (1.15)

Tras la medida, se produce el colapso del sistema; es decir, la medicidn puntual, generalmente,
perturba el sistema cambiando su estado. Esta caracteristica de la medida estd caracterizada
por la regla de Born, siendo uno de los retos a afrontar por el control cuantico.

Resulta de interés profundizar brevemente sobre este aspecto. Al igual que en los Cbits se han
destacado las operaciones reversibles, una operacion reversible aplicada sobre el estado de un
qubit se define como cualquier transformacién lineal que modifique el vector unitario de ese
estado a otro vector unitario. Este tipo de transformaciones u se denominan unitarias y cumplen
la condicién

wt=uvlu=1. (1.16)

Puesto que toda transformacién unitaria presenta su inverso unitario, estas acciones sobre el
estado de un qubit son reversibles. Este tipo de transformaciones son fundamentales puesto
gue permiten asociar cualquier operacién P que actla sobre n Chits, mediante linealidad, con
su correspondiente operacion unitaria U en n Qbits.

Por el contrario, cuando se trata de la medida, debemos dejar de lado las operaciones
reversibles. Para determinar el estado de un Chit, solamente es necesario saber si ese estado es
[0) o |1). No obstante, si se desea especificar el estado de un Qbit con precision, resulta
necesario saber las amplitudes de (1.9), es decir, los coeficientes complejos sometidos a la
condicién de normalizacién (1.10).

Sin embargo, este aspecto no implica un gran inconveniente. El principal problema radica en
como adquirir esa informacion puesto que al realizar una medicidn sobre un Qbit se obtiene
como salida 0 o 1. Esto es, se produce el colapso del sistema o, lo que es lo mismo, la pérdida
de informacién de los coeficientes que definen el estado del Qbit, habiendo representado estos
coeficientes la probabilidad de obtener una salida u otra.

La probabilidad de que se obtenga un resultado en concreto viene determinada por el cuadrado
de la amplitud de ese estado |x) dado en la superposicion de |1} expresado en la base clasica
de 2™. Por tanto, si el estado de n Qbits es

[Y)n = Z x| X)n, (1.17)
0<x<2m
entonces la probabilidad de obtener 0’s o 1’s tras el proceso de medicidn vendra dada por la
expresion binaria del entero x:

p(x) = |ay|?. (1.18)

Esta regla es conocida como la regla de Born y la aplicacidn mas sencilla se da para el caso de un
Unico Qbit. Si el estado de un Qbit es la superposiciéon (1.9) de los estados |0) y |1) con
amplitudes a, y a4, el resultado de la medida es 0 con probabilidad |a,|? o 1 con probabilidad
|a;|?. Por tanto, una vez realizada la medida, el estado inicial |1)’) del Qbit serd |x), con
coeficiente unidad.

La definicion de la regla de Born en base a un estado |i) se puede extender, como es légico, al
estado definido por el operador densidad p. Ya sea de un modo u otro, el comportamiento
definido por esta regla limitara sustancialmente la forma de trabajar con los sistemas cuanticos
y, por tanto, con el qubit.
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Postulado 3. Evolucion temporal unitaria: La evolucién temporal de un estado puro de un
sistema cudntico cerrado viene dada por la ecuacion de Schrodinger

d .
2 [P(©) = —ihH[p@D)), (1.19)

donde H es el Hamiltoniano del sistema, asociado a la energia de este, y es un operador
hermitico del espacio de Hilbert del estado del sistema; # es la constante de Planck reducida
que, por lo general, se puede tomar como A = 1. Al H ser hermitico, se puede demostrar que la
evolucion temporal es unitaria.

Para los estados mixtos, la evolucidn del sistema viene dada por la ecuacién de von-Neumann.
p = —i[H,p] = Lp, (1.20)
donde se emplea el conmutador [H,p] = Hp — pH y L es el superoperador de Liouville.

Postulado 4. Sistemas fisicos compuestos: El espacio de estados de un sistema fisico compuesto
por N subsistemas viene dado por el producto tensor del espacio de estados de cada
componente: H = H; @ H, ® ... ® Hy, siendo el estado del sistema un vector unitario de H.

Particularizando para estados de los diferentes espacios, el estado del sistema total viene
determinado por el producto tensorial de los estados de los diferentes subsistemas: [) = [;)
® |Y,) ® ... ® [Py). En caso de estados mixtos, el producto tensorial se puede aplicar también
al operador densidad: p = p; ® P2, ® ... ® py.

Concretando alin mas, de igual modo que el estado general de un Qbit (1.9) es una superposicion
normalizada arbitraria de los dos posibles estados cldsicos, si se dispone de n Qbits el estado
general es una superposicion de los 2™ diferentes estados clasicos, donde sus amplitudes al
cuadrado suman la unidad:

lyp) = Z x| XD, (1.21)
0<x<2n
oy |? = 1. (1.22)
0<sx<2n

Todo esto lleva a definir el concepto de matriz densidad reducida para estudiar las propiedades
de un subsistema correspondiente a un subespacio de Hilbert. Si se dispone de un espacio de
Hilbert bipartito en laforma H = H, ® H};, donde el estado del sistema viene dado por la matriz
densidad p, el operador densidad reducido del subsistema a viene dado por el operador

Pa = Trb[p]: (123)

donde Try, es la traza parcial sobre el subespacio de b:

Ty | ) @il @ b | = ) e Tr

i,jk,l ij

Zlbkxbll]. (124)
k,l

Esta propiedad, como se vera mas adelante, es fundamental en los sistemas cuanticos abiertos,
puesto que para obtener las ecuaciones de la dinamica del sistema de interés sin tener en cuenta
el entorno, que también forma parte del sistema total, bastaria con trazar sobre este ultimo
para obtener el operador densidad del sistema de estudio.
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1.3.3. Sistemas cuanticos abiertos

Los sistemas cuanticos son muy susceptibles a las variaciones externas, por lo que lo ideal seria
trabajar con sistemas cuanticos cerrados, esto es, totalmente aislados. No obstante, en la
naturaleza es poco habitual que esto suceda, existiendo una interaccién entre el sistema de
interés y todo un entorno que no se puede evitar. Por tanto, es necesario emplear métodos que
permitan eliminar el entorno de las ecuaciones de la dindmica del sistema de estudio. Este es el
problema fundamental de la Teoria de Sistemas Cuanticos Abiertos y aparece representado en
la llustracién 1.1.

Total System

System

Environment

llustracion 1.1. Sistema cudntico abierto [9]

En esta, podemos observar que, en el caso mas general, se dispone de un sistema total formado
por un sistema de interés y el entorno. El objetivo de la Teoria de Sistemas Cudnticos Abiertos
es, por tanto, inferir las ecuaciones de la dindmica del sistema de interés a partir del sistema
total, siendo las halladas, por lo general, mas practicas y sencillas de resolver.

Dentro de los sistemas cudnticos abiertos, existe un caso de especial interés que es el de aquel
sistema conectado a diferentes entornos modelados por una interaccién Markoviana. Este tipo
de interaccién consiste, basicamente, en la concepcidn fisica de un proceso estocdstico. Para
este caso, se suele caracterizar la dindmica del sistema mediante la ecuacién de Lindblad
(también llamada ecuacion de Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad) [9].

Respecto a los conceptos matematicos y cuanticos requeridos para comprender el desarrollo,
se realizard, en caso de que sea necesario, una breve introduccién de aquellos que no se hayan
presentado hasta ahora. El objetivo es que no sea necesario acudir a bibliografia externa para
seguir este proyecto. Respecto a la ecuacion maestra, se ha extraido lo necesario para este
proyecto de [9].

1.3.3.1.  Ecuacién maestra de Lindblad

En primer lugar, hay que definir correctamente nuestro problema objetivo: se busca la
transformacidon Markoviana mas general entre dos matrices densidad; es decir, sabiendo que
las cadenas de Markov son sistemas matematicos que saltan de un estado (situacién o conjunto
de valores) a otro con una cierta probabilidad, se busca una transformacion para llevar a cabo
este cambio de estado cudantico (dado por la matriz densidad), o, dicho de otro modo, su
evolucidn. Por tanto, interesa saber cual es la transformacion mas general presente en los
sistemas cudnticos, asi como su descripcion matematica.
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Se busca un mapa o funcién® que transforme matrices densidad en matrices densidad.
Definiendo p(H) como el espacio de todas las matrices densidad en el espacio de Hilbert H, se
busca una funcion tal que V : p(H) — p(H). Para cerciorar que se cumplen a la salida las
propiedades ya comentadas de la matriz densidad, se debe cumplir:

- La preservacion de la traza: Tr[VA] = Tr[A], ¥ A € O(H) (dominio de los operadores
de H).

- Completamente positivo: un mapa V es positivo si y solo si ¥ A € B(H) se cumple que
A= 0= VA = 0. No obstante, a pesar de que las matrices densidad son positivas y
esta opcién podria parecer suficiente, no lo es puesto que se desea analizar
susbsistemas (trazas parciales) de sistemas mas complejos, motivo por el que se define
la condicidon de completamente positivo. Un mapa V es completamente positivo siy solo
sivn €N, V®1, es positivo. La matriz de transposiciéon es un ejemplo de mapa
positivo, pero no completamente positivo.

Los mapas que cumplen estas dos propiedades son conocidos como mapas completamente
positivos y con conservacion de traza. Para hacer referencia a ellos, lo haremos por sus siglas en
inglés CPT-maps (Completely Positive and Trace-preserving maps).

Con estas dos condiciones, se puede derivar una ecuacidon maestra Unica como generador de
mapas CPT Markovianos, denominados asi por cumplir las caracteristicas ya mencionadas. Esta
se puede derivar de diferentes formas que se describirdn muy brevemente. Una primera forma
de obtenerla, y la mas comun, estd basada en la dindmica microscdpica. Por otro lado, se puede
obtener la ecuacion de Lindblad tratandola como generador CPT, basada en nuestro problema
objetivo definido inicialmente.

Derivacion de la ecuacién de Lindblad a partir de la dindmica microscdpica

Una vez explicados el marco matematico y cuantico en el que se estd trabajando, se puede
completar el esquema presentado en la introduccién tal y como aparece en la llustracién 1.2. En
este caso, se sabe que el espacio del sistema total y de los subsistemas vendra definido por
espacios de Hilbert; el estado de cada sistema se puede expresar mediante el operador
densidad; por ultimo, el Hamiltoniano cuantificard la energia de cada subsistema. Se empleara
el subindice T para hacer referencia al sistema total y el E para el subsistema correspondiente
al entorno, mientras que el sistema de estudio no presentara ningun subindice.

3 Por lo general, mapa es empleado para hacer referencia a una funcién de particular importancia dentro
del campo matematico del que se esté hablando. En nuestro caso, emplearemos indistintamente un
término u otro.
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Total System
(Hr,pr,Hr)

System
(H,p, H)

Environment
(HE, pE, HE)

llustracion 1.2 Sistema cudntico abierto (nomenclatura) [9]

La evolucion del sistema total viene dada por la ecuaciéon de von Neumann (1.20)

pr = —i[Hr, pr(D)]. (1.25)

Para obtener la matriz densidad reducida del sistema, es decir, aquella sin la influencia del
entorno, se debe realizar la traza parcial del sistema total sobre los grados de libertad del
entorno p(t) = Trg[pr].

Respecto a la energia del sistema, esta viene determinada a partir del hamiltoniano del sistema
total, que se puede expresar como Hy = Hs ® 1y + 15 ® Hp + aH;, con H = H € H, Hg €
Hr y H; € Ht. La interaccidn de los subsistemas viene determinada por el tercer término,
siendo a una medida de la fuerza de esta interaccidn sistema — entorno. El término de
interaccién de puede descomponer como H; = };S; ® E;, con S; € B(H) y E; € B(Hg). Por
ultimo, cabe destacar que es Util trabajar con la representacién de interaccion (una
representacion intermedia entre la de Schrédinger y Heisenberg?®), donde las matrices densidad
evolucionan con el tiempo debido a la interaccion hamiltoniana, pero los operadores
evolucionan con los hamiltonianos del sistema y el entorno.

Una vez realizado el planteamiento completo del problema, se deriva la ecuacion maestra a
través de desarrollos matematicos y aproximaciones o suposiciones que permitan obtener un
resultado coherente y satisfactorio, siendo algunas de estas las siguientes:

- Se considera que la fuerza de interaccion entre el sistema y el entorno es pequefia.

- Parauntiempo t = 0, el sistema y el entorno presentan un estado separable p;(0) =
p(0) ® pg(0), es decir, que no existe correlacidn entre el sistema y el entorno.

- El estado inicial del entorno es térmico®, esto es, un estado mixto; como ya se ha
explicado, es un estado cuantico definido por varias funciones de onda y que no esta

4 En mecénica cudntica, las representaciones dindmicas permiten formular matematicamente la dindmica
de un sistema cuantico. Algo similar a lo que ocurre, salvando las distancias, con la especificacion
lagrangiana o euleriana de un campo de flujo o con la seleccidn de sistemas de coordenadas diferentes.
La representacion de Heisenberg considera que los operadores (observables y otros) son funcién del
tiempo, mientras que los estados son independientes de este; por su parte, la representacién de
Schrodinger considera que los operadores son constantes y que son los estados los que evolucionan en el
tiempo.

5> Basta con considerarlo como un estado cudntico que describe un equilibrio térmico.
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maximamente determinado debido a situaciones donde el observador no sabe qué
estados particulares o puros estdn siendo manipulados.

- Ao largo de la derivacién de la ecuacidon maestra, se extienden las aproximaciones
iniciales a toda la evolucién del sistema: no existe correlacion entre sistema y entorno y

le estado del entorno es siempre térmico pr(t) = p(t) ® pg(0)s.

- Aproximacion de onda giratoria (rotating wave): se eliminan términos de oscilacion
mucho mas rapida que la escala de tiempo tipica de la evoluciéon del sistema. Ademas,
al trabajar en un régimen de bajo acoplamiento, se consideran Unicamente términos
resonantes.

Tras todo esto, se puede llegar a la Ecuacidn Maestra de Lindblad en forma diagonal

p(6) = —i[H + Hy, p(t)] 1
+ Z (Li(w)p(t)LlT(w) - E{LlTLi(w),p(t)D =pe), (126)

donde los operadores L; son los operadores de salto y H;; es el hamiltoniano del efecto Lamb.
Los operadores de salto deben su nombre al fenédmeno denominado salto cuantico, que es una
transicién o salto brusco en un sistema cuantico de un estado cuantico a otro, o lo que es lo
mismo, de un nivel de energia a otro, sin estar regido este cambio por la ecuacién de
Schrédinger. Por su parte, el hamiltoniano del efecto Lamb renormaliza los niveles de energia
del sistema debido a la interaccidn con el entorno.

En la ecuacidn estdn también presentes los operadores conmutador y anticonmutador. El
conmutador de los operadores lineales A y B se define como [4, B] = AB — BA, mientras que
el anticonmutador de estos resulta en {4, B} = AB + BA.

La Ecuacidon Maestra de Lindblad representa la evolucidon temporal de un subsistema de interés
perteneciente a un sistema cuantico total, que incluye uno o varios entornos, sin depender
explicitamente de este sistema total ni del entorno.

Al representar una evolucién temporal, el primer sumando a la derecha de la ecuacién recuerda
a la ecuacién de von-Neumann (1.20) presentada para la evolucidn de los estados mixtos de un
sistema, al que Unicamente se ha afiadido el hamiltoniano del efecto Lamb, es decir, la energia
asociada a la interaccion con el entorno.

Por otro lado, aparece un segundo término que recoge los posibles saltos cuanticos que se
pueden producir debido a las diferentes funciones de onda (entornos o bafios) del sistema.
Finalmente, estos términos se pueden agrupar en un superoperador de Liouville £, de modo
similar también a (1.20), y que representa ese mapa CPT que buscdbamos al inicio del desarrollo.

Derivacion de la ecuacién de Lindblad como generador CPT

La segunda forma de derivar la ecuacidn maestra se basa en buscar un generador CPT
markoviano que permita transformar unas matrices densidad en otras de la forma mas general
posible. A partir de las definiciones vistas para un mapa CPT, se puede definir cual es la forma
mas general de un mapa CPT y de qué forma se buscara obtener estos mapas.

6 El acento circunflejo  expresa el valor estimado del operador u observable.
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En primer lugar, se puede demostrar que unmapaV : B(H) — B(H) que se pueda escribir en
la forma Vp = VTpV con V € B(H) es positivo. Esta es una condicién suficiente, pero no
necesaria.

A partir de este lema, el teorema de Choi establece una condicién mas general: un mapa lineal
V : B(H) - B(H) es completamente positivo si y solo si puede ser expresado como

Vp = Z vipv;, (1.27)
i

conV; € B(H).

Por ultimo, hay que cumplir la propiedad de conservacion de traza unitaria para que se pueda
obtener un mapa CPT. Basdndose en el anterior, se presenta el teorema de Choi-Kraus: un mapa
lineal V : B(H) - B(H) es completamente positivo y conservador de traza si y solo si puede
ser expresado como

Vp = Z A (1.28)
1
con V; € B(H) cumpliendo

Z ViV =1y (1.29)
l

Los operadores V; que cumplen esta Ultima condicién son denominados operadores de Krauss,
motivo por el que se emplea también el término mapa de Krauss para denominar a los mapas
CPT.

Conocido el tipo de mapa que se busca, se debe buscar la ecuacidn maestra que permita
describir la evoluciéon en el tiempo del sistema a partir de este tipo de mapa CPT. Para ello, se
parte de la ecuacién de von-Neumann (1.20). Empleando las propiedades de los mapas CPT
(conservacién de la traza y completamente positivo), ademas de la propiedad ciclica de la traza
(Tr[p] = 0) y otras consideraciones, se puede obtener la ecuacién en forma diagonal de
Lindblad (para una Unica frecuencia relevante w)

d 1
=200 = =ilH,p©] + D T (Lp L] =5 {LhLip®)) =20, (1.30)
k

siendo el Hamiltoniano donde, por lo general, se incorporara o sobre el que actuara el control.

1.3.3.2.  Propiedades y resolucién de la Ecuacién Maestra de Lindblad
La ecuacion maestra, ademas de poder describir de una forma sencilla la evolucién temporal del
sistema de estudio en un sistema cuantico abierto, presenta algunas propiedades de interés
matematico y cuantico:

- Si todos los operadores de salto son hernn’ticos, la pureza del sistema cumple
d 2
—_ <
dt(lr[p D <o.

- Laecuacion de Lindblad es invariante bajo transformaciones unitarias de los operadores
de salto y bajo tipos concretos de transformaciones unitarias no homogéneas.

- Las dos propiedades anteriores permiten encontrar operadores de salto sin rastro sin
pérdida de generalidad.
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Para la resolucion de la ecuacién maestra, simplemente basta con resolver un conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales con un nimero de ecuacionesigual a la dimension de la matriz
densidad. Por tanto, la dimension del sistema determinara o limitara la resolucién del problema.
De forma general, los métodos empleados se dividen en dos grandes grupos:

- Integracidn: utilizados generalmente cuando se quiere estudiar el comportamiento del
sistema para periodos cortos de tiempo. Se pueden diferenciar algoritmos numéricos
tipicos como Runge-Kutta o algunos con mayor coste computacional, pero con
propiedades como la conservacién de la traza como es el algoritmo de Crank-Nicholson.

- Diagonalizacién: Cuando se pretende calcular el estado estacionario del sistema (t —
o) es mas eficiente trabajar con métodos de diagonalizacion del superoperador de
Liouvillian, puesto que permite conocer autovalores y autovectores y, por tanto, se
limitard el estudio a los autovectores con autovalor cero, pues son los Unicos que
sobreviven cuando t — oo.

Conocida la ecuacidn maestra a partir de la que derivara el modelo de qubit estudiado en el
proyecto, es necesario saber qué protocolo se empleard para controlar dicho qubit. Este
protocolo se explica con cierto detalle a continuacion.

1.4. Control Cuantico Realimentado

En el control cudntico realimentado (Quantum Feedback Control’) [11], un observador
monitoriza, de forma continua, un sistema cudantico y utiliza esa informacidn para controlar el
sistema a través de la modificacion del observable que se estd midiendo y/o del Hamiltoniano
del sistema.

Recordemos que, en el dmbito de la mecanica cudntica, un observable es cualquier variable
medida a la salida que nos permita conocer el estado del sistema mientras que el Hamiltoniano
H es un operador que cuantifica la energia total del sistema.

Es importante saber diferenciar entre la medida definida por la Regla de Born y la monitorizaciéon
efectuada en un QFC. En este, se desarrolla una medida continua en el tiempo, siendo tratada
como una “parte” del sistema; esto permite determinar las amplitudes de los estados de la
superposicion: la evolucién se observa formando parte de ella. Por otro lado, la medicién de
Born se trata de una accion puntual, en un instante concreto, que solamente devuelve un estado
del sistema generador, por lo que se pierde la informacidon de los coeficientes.

Por tanto, en contraposicion a lo que sucede en un control cldsico, en QFC la medicién continua
modifica la dindmica del sistema formando parte del lazo de realimentacién. Sin embargo, es
posible trabajar en el marco de la teoria clasica de control debido a que los sistemas cuanticos
no son mas que sistemas dindmicos no lineales con ruido.

Ya se ha visto que la evolucién de un sistema cuantico aislado viene expresada por la ecuacién
de Schrédinger (1.19), mientras que, si se tiene en cuenta el entorno, la dindmica viene
expresada por la ecuaciébn maestra de Lindblad (1.26). Para el caso que nos ocupa,
reescribiremos la ecuacidon como

p=- (%) [H,p] +yDlclp, (1.31)

7 QFC.
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con
D[clp = 2ctTpc — cTep — pcte, (1.32)

¥ una constante de velocidad y ¢ un operador que cuantifica el acoplamiento entre entorno y
sistema.

La ecuacién maestra permite recoger en una sola ecuacidn los efectos producidos por los
diferentes bafios que afectan al sistema de interés. Por tanto, se puede incluir a la ecuacién
también el efecto provocado por la monitorizacion del sistema; no obstante, resulta
conveniente, en primer lugar, explicar qué se entiende por monitorizar.

La monitorizacién de un sistema consiste en efectuar una lectura continua de una propiedad de
este. Tomando de propiedad la posicion x como ejemplo, en cada diferencial de tiempo o paso
dt se adquiere una pequefa informacidn de esta.

Basta con referirnos al concepto clasico de medicidn para comprender por qué se adquiere
solamente una pequena informacion: las medidas reales son inexactas, esto es, se obtiene en
ellas el valor real de la propiedad, x, mas un error aleatorio, €, que limita el resultado, R. Su
equivalente cuantico se puede expresar como

R=(X)+e¢ (1.33)
siendo X el operador para el observable x y (X) = Tr[Xp] su valor esperado.

Este error € se puede considerar, ya que no presenta correlacién en el tiempo, como un ruido
blanco £. Ademds, si es Gaussiano y, por tanto, sigue una distribucién normal (lo mas probable
por el Teorema Central del Limite®), se puede demostrar que la varianza del error, Var(e) = a2,
es proporcional a 1/dt y que € lo es a 1/+/dt. De este modo, el valor R se vuelve infinito a
medida que dt — 0. Para subsanarlo, se pueden reescribir las ecuaciones en términos de dr =
Rdt, siendo esto una cantidad finita. Se tiene entonces

dr = (X)dt + gdWw, (1.34)

donde g es una funcidn o constante que define la cantidad de ruido y dW es una variable
aleatoria gaussiana con media cero y varianza igual a dt que se ha podido introducir gracias a la
relacién (1.3) y que, por consiguiente, su valor se obtiene para cada intervalo dt de la funcion
de densidad de probabilidad para una distribucién normal.

Se puede concluir que monitorizar consiste en realizar una medida continua de una cantidad
fisica x, proporcionando asi un flujo continuo de resultados de medida dr(t). Dicho esto, es
importante conocer como evoluciona el estado p en cada intervalo de tiempo debido a la
monitorizacion. El estado p(t) varia hasta p(t) + dp, en un intervalo dt, con

dp = —kD[X]p + V2k(Xp + pX — 2(X)p)dW, (1.35)

siendo k = 1/(8g?) la velocidad a la que se obtiene informacién de x del sistema y, de forma
general, (X) = Tr[Xp]. El término dW proviene de forma directa de la medida de dr.

8 El Teorema Central del Limite postula que, en condiciones muy generales respecto a las distribuciones
de los sumandos, la suma de variables aleatorias independientes tiende a distribuirse normalmente a
medida que aumenta el nimero de sumandos.
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Conociendo ya la variacion sobre el sistema producido por la monitorizacién, Unicamente resta
incorporar la realimentacidon. En QFC, la manera de realizar el control consiste, como ya se ha
indicado al inicio, en modificar el Hamiltoniano H del sistema, asi como, si se desea, el
observable medido X, de forma que estos sean funcidn de los resultados de la medida.
Concretamente, se permite que H y X en el tiempo t sean cualquier funcidn de los resultados
de la medicion dr(t) obtenidos hasta ese momento.

El operador densidad en el tiempo t determina el comportamiento futuro del sistema; por este
motivo, la gran mayoria de protocolos de control cuanticos se desarrollan haciendo que H(t) y
X(t) sean funciones de p(t). Es decir, el observador monitoriza p(t) desde el tiempo inicial
hasta el tiempo t; tras esto, se toma H = H(t,p) y X = X(t, p). De este modo, la evolucién de
p considerando la monitorizacién y el control viene dada por la ecuacidn

dp = — (L) [H(t, p), pldt + D[c]pdt — kD[X(t, p)]pdt

h (1.36)
+V2k[X(t, p)p + pX (t, p) — 2(X(t, p))pldW,

gue es una ecuacién estocastica pues presenta un término fluctuante de forma aleatoria y que
estd regida por las reglas del calculo estocastico. Un esquema sobre el control cuantico
realimentado se recoge en la llustracion 1.3.

Sistema cuantico total

H=H(t,p),
X =X(t, p) Sistema cuantico
de interés Entorno
~ A ~N A ~

5=~ (3) 1m0 +yDIclo

Monitorizacion

Ruido dW con
Senales de dW) = el-dW?/(2dt)]
o p( ) V2mdt
control clasicas PR
l dp ! | g
‘ nformacion
Controlador S OI' acio
. . ; clasica
clasico !
'SDE
v

dp = — (%) [H, pldt — kD[X]pdt + V2k(Xp + pX — 2(X)p)dW

llustracion 1.3 Control cudntico realimentado (QFC)

El problema del control cuantico reside en determinar H(t, p) y/o X(t,p) con el objetivo de
alcanzar, en presencia de ruido, la evolucién deseada de la forma mas precisa posible. Este fin
ultimo puede ser: producir una evolucién lo mas parecida posible a la deseada, alcanzar el
estado deseado en un tiempo T o llegar a un estado deseado de la forma mas rapida posible,
siendo este ultimo la meta del modelo estudiado en este proyecto.
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Capitulo 2. Modelo de control del qubit

2.1. Modelo de control de un qubit sometido a
disipacion

El objetivo de este proyecto es controlar un qubit “dentro” de un sistema total con entorno. Esto

implica que el qubit estd sometido a una disipacidn que producira la decoherencia de este, es

decir, la pérdida de sus propiedades cudnticas, entre las que se encuentra la superposicion de

estados; es decir, alcanzard aleatoriamente uno de los estados binarios posibles. Por tanto, el

control no busca seguir una trayectoria deseada, sino estabilizarse en el estado de energia
deseado de los dos estados de energia posibles.

El modelo empleado (de [12]) se basa en un protocolo de medicidn continua para un solo qubit
conocido como medicién cuantica no destructiva (Quantum nondemolition (QND)
measurement), donde la incertidumbre de la medida observable no aumenta desde su valor
medido durante la evoluciéon del sistema. Recordemos que los sistemas cuanticos son
profundamente sensibles a los cambios e incluso a la medida, por lo que la solucién para la
medida (y el control) reside en monitorizar el sistema de forma continua procurando modificarlo
lo menos posible.

La instalacién fisica considerada corresponde al experimento inverso de la caja de fotones; se
considera un qubit, dentro de una cavidad, interactuando con un campo electromagnético
confinado, siendo la salida de esta “caja” o cavidad la que se mide, proporcionando informacién
sobre el estado del qubit. Un esquema del experimento aparece en la llustracién 2.1.

llustracion 2.1 Esquema de la instalacion: inverso del experimento de la caja de fotones [12]

En esta llustracién, se pueden apreciar los dos posibles estados finales del qubit que se
encuentra dentro de la cavidad, siendo estos niveles energéticos relevantes |e) y |g). Por otro
lado, al considerar que la cavidad no es ideal, existen fugas del campo electromagnético,
filtrandose este a una velocidad k.

Es precisamente este campo filtrado, es decir, la salida de la cavidad, lo que se monitoriza y
proporciona informacion sobre el qubit; se mide de forma continua mediante un proceso de
deteccién homodina donde el observable fisico medido es la cuadratura X; = (e*a’ +

e‘”a)/Z. Expliquemos brevemente qué significa esto.
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La deteccion homodina (homodyne detection) o directa [13] es una técnica que consiste en
mezclar en un divisor de haz® el campo a medir con un campo coherente!® a la misma frecuencia
llamado oscilador local y que seria idéntica a la sefial de interés si llevara informacidn nula, para
medir la fotocorriente a la salida del divisor de haz. Basicamente, la onda incidente se convierte
en una sefial eléctrica medible. Un esquema sobre una deteccion homodina ordinaria [14] se
muestra en llustracidn 2.2, donde signal a es la sefial que se desea medir, local oscillator b es el
oscilador local y c y d son los haces de salida; los fotodetectores PD se encargan de generar la
corriente eléctrica, es decir, la medida, a partir de estas ondas de salida.

PD

a —>-D
signal >

b

local oscillator

llustracion 2.2 Deteccion homodina [14]

Por su parte, los operadores cuadratura son los principales observables en la descripcién de
variables continuas de los campos cuanticos y su importancia radica en la capacidad de medirlos
directamente mediante la deteccién homodina. Su nombre se debe a que son la generalizacion
cuantica del concepto de cuadratura cldsico, es decir, el estado relativo en el que se hallan dos
ondas con diferencia de fase igual a +m/2 + 2mk. Esta generalizacidn se consigue mediante los
operadores escalera de aniquilacion a y de creacién at, que disminuyen y aumentan,
respectivamente, el autovalor A de otro operador; en este caso, la energia del sistema.

Tomando algunas consideraciones relacionadas con el acoplamiento y la ratio de fuga del campo
electromagnético particulares de la instalacidn estudiada, se puede eliminar la dindmica de la
cavidad dando lugar a una ecuacion estocastica maestra para el qubit, con la forma de ecuacion
maestra vista en (1.26) pero con un término difusivo correspondiente al proceso estocastico.

i r,
dpe = — 7 [H, p;]dt + e (02p¢0; — peldt

NS

2

(2.1)
+

(020t + po, — 2Tr(o,p) pr) AW,

donde p; = p es la matriz densidad (estado) del qubit en un tiempo t; H = %0’2 es el

hamiltoniano del sistema para el caso sin control, con Weg la frecuencia del qubit; [}, es la ratio

% Un divisor de haz es un dispositivo éptico que, como su propio nombre indica, divide un rayo de luz en
dos, presentando dos modos de entrada y dos modos de salida que estan relacionados entre si a través
de la transmisidn y reflexion de las ondas.

10 Un campo coherente es un campo que mantiene su fase durante un cierto tiempo.
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de disipacion o decaimiento y € [0,1] es la eficiencia del detector. Por otro lado, o, es una de
las matrices de Pauli (gy, 0y, 0,) que mas adelante se introduciran brevemente.

Ademads de esta ecuacidn, se puede obtener la sefial medida y; en un instante t como

dy:(p) = dW; + 0L, Tr(o,p,)dt. (2.2)
La funcién de Lyapunov asociada al sistema es
V(p) = 1—"Tr(o,p)* (2.3)

y permite demostrar el siguiente teorema asociado al SME (2.1) con H/h = w,40,/2yn > 0:
para cualquier estado inicial pg, la solucién p; converge con t = o a uno de los estados de
energia |gigl o |e}e| con probabilidades py = Tr(lgXglpe) vy pe = Tr(leXelpo),
respectivamente. Este es el motivo por el que el control busca estabilizarse en uno de esos
estados, pero decidiendo cual, no permitiendo que sea de forma arbitraria.

Para poder decidir entre ambos estados iniciales, se puede modificar el Hamiltoniano H a partir
de una accién de control u(p), de forma que

Weg u(p)
Oz
2 2

H = Oy (2.4)

u(p) = _aTr(i[O'x; p]Ptag) + B (1 - Tr(pptag))r (2.5)
cona,f > 0y B2 < 8an; el estado objetivo es definido por Prag = 1g)Xgl o |eXel.

Este control sigue las reglas de QFC y fisicamente se asemeja a la instalacion tipica de dptica
cuantica [15] representada en la llustracidon 2.3. En este caso, se incide con un campo de sonda
laser (probe laser) sobre la cavidad que contiene el qubit, donde el campo dispersado se mide
mediante un detector homodino (detector).

La informacion de la medida k alimenta a un controlador (digital control), donde tras filtrar la
sefial (filtering equation), esta puede servir para ejecutar una ley de control mediante un
actuador (control law) sobre, en este caso, el campo magnético confinado en la cavidad
(magnetic coils). Como se explico anteriormente, en el control cuantico realimentado, el control
y la medida modifican el sistema formando parte de él, dando lugar a las ecuaciones estocdsticas
clasicas.
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llustracion 2.3 Instalacion tipica para QFC de un sistema cudntico: particularizado para el caso de estudio a partir de

[15]

2.1.1. Modelo de control representado en la esfera de Bloch
Introducido el modelo de qubit con el que se va a trabajar, conviene presentar brevemente qué
son las matrices de Pauli y la esfera de Bloch (una explicacién con mayor detalle se puede
encontrar en [1]).

Basta con recordar que las matrices de Pauli son

I B ) MR R S

y que, junto con la matriz identidad 1, = 1, forman una base para el dlgebra 4-dimensional de
matrices bidimensionales de nimeros complejos B = {ﬂ, Oy, Oy, O'Z}.,' es decir, puesto que las
cuatro son hermiticas, cualquier matriz bidimensional A de coeficientes complejos se puede
escribir como una combinacién lineal real de las cuatro.

Teniendo en cuenta esta transformacion, la esfera de Bloch es una representacién geométrica
de los estados de un sistema binario, como el qubit, como puntos de una esfera unitaria. Se
puede comprobar, por tanto que, incluyendo un factor 1/2 debido a que la base B no esta
normalizada, la matriz densidad se puede escribir como

1 1
p= E [pl]1 T DOy + PyOx + szx] = E []1 +p- 0]: (2.7)

dondep = (px, Py, pz), o= (ax, ay, O'Z) y la normalizacién de la matriz densidad llevaap; = 1.

Se concluye que la matriz densidad de un sistema binario se puede expresar siempre como un
vector real de tres componentes p = (px,py, pz). Estos vectores se denominan vectores de
Bloch y presentan un radio igual o menor que el de la esfera de Bloch, de radio unidad.

Por tanto, es practico e intuitivo trabajar con la esfera de Bloch en puesto de la matriz densidad:
se transformaran las ecuaciones (2.1) a (2.5) para expresarlas en funcidn de los vectores de
Bloch. Para ello, se explotaran algunas propiedades de calculo de las matrices de Pauli tales
como

- Los cuadrados de las matrices son iguales a la matriz identidad:
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0%

0f =07 =1 (2.8)

- Son anticonmutativas a pares, presentando el producto de cualquiera dos de ellas una
sencilla relacién con la tercera; estas relaciones difieren solamente en la permutacion
ciclicadex, yy z:

Ox0y = —0y,0y = 10y,
0y0; = —0;0y = 10Oy, (2.9)
0,0y = —0,0, = L0y.

- Su conmutador viene dado por
[ai,aj] = 2i€;j Oy, (2.10)

donde €;j; es el tensor de Levi-Civita. El valor del tensor de Levi-Civita depende del
numero de permutaciones necesarias para reducir los indices a la serie ordenada
ascendente: si se realiza un numero par de intercambios de posiciones, el tensor
adquiere el valor +1; si el nUmero de permutaciones es impar, su valor es —1; en caso
contrario (indices se repiten), el tensor es igual a 0.

Concretando para tres dimensiones, el tensor de Levi-Civita se define como

+1 si(i,j, k)es(1,2,3),(2,3,1)0(3,1,2)
€ijk = {—1 si(i,j, k) es (3,2,1),(1,3,2) 0 (2,1,3), (2.11)
0 enotrocaso

- Su anticonmutador {al-, aj} viene dado por

{ai,aj} = 0,0; + g;0; = 26,51, (2.12)
con
0 sii#j
8ij = {1 Sii— (2.13)

- Latraza de cualquiera de ellas es igual a cero: Tr(a;) = 0.

La linealidad de la traza y que la matriz identidad sea el elemento neutro del producto de
matrices, junto con estas propiedades de las matrices de Pauli, y sabiendo que entre las
derivadas temporales de los vectores de Bloch y las componentes de la matriz densidad para un
tiempo t existen las siguientes relaciones

Pe, = 2Re(py,, ), Br, = —2Impe ., Dr, = 2Pt (2.14)

se pueden obtener las ecuaciones de estudio expresadas en las coordenadas de la esfera de
Bloch. De este modo, el SME de estudio, en el caso de un qubit controlado, se puede expresar
de forma matricial como
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dptx b 1 P, — nrmptxptz
- T T W 0
2 h
1 I 1
dpty = Eweg - - Eu Pt, |dt + ,/nFmptyptz dw,. (2.15)

\dptzj \0 P 0/ Pe, \\/ﬁ(—p?ﬁl)/

El control u(p) se expresa ahora como

B
u(p) =a (pyptagz - pzptagy) + E(l - (pxptagx + pyptagy + pzptagz)); (2.16)

cona, S > 0y 3% < 8an; el vector objetivo tendré que ser el equivalente a los estados posibles
sefialados anteriormente, es decir, Ptag, = 10 Ptag, = —1.

La salida también se puede expresar en funcién de las componentes del vector de Bloch como
(2.17) asi como la funcién de Lyapunov como aparece en (2.18).

dyt(p) - ,H)Fmptzdt + th, (217)
V(p) =1-pZ. (2.18)
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Capitulo 3. Resultados y andlisis

Llegados a este punto del proyecto, se puede comenzar a realizar simulaciones del qubit. Se
desarrollaran, en primer lugar, algunas pruebas para ver el comportamiento del qubit sin aplicar
control, tanto para el caso de trayectorias individuales como simulaciones promediadas;
caracterizado este caso, se controlara el qubit, donde se estudiardn también los parametros de
los que depende el sistema y su influencia sobre este.

Este trabajo se realizard empleando el software MATLAB, concretamente la funcidn sde. Los
parametros del modelo presentardn, por lo general, los siguientes valores: T,,.s = 1 (constante
de tiempo de la medida), I},, = 1/T;,.s (ratio de emision espontanea), i = 1 (constante de
Planck reducida), weg = 27 /Ty (frecuencia natural), n = 1 (eficiencia; n = 1 para caso ideal)
y dt = 0.01 s (paso para resolucién numérica). El tiempo de simulacion se especificara en cada
caso y se podra visualizar de forma sencilla e intuitiva en las graficas. En el Anejo A se encuentra
tanto el cddigo empleado como una breve explicacidn de este.

3.1. Andlisis modelo de qubit no controlado

La funcidn sde nos permite seleccionar el nimero de trayectorias a simular. Por tanto, para un
tiempo de simulacién T = 10 s y unas coordenadas iniciales dadas en coordenadas esféricas'!
(R,¢p,0) = (1,0,0), estudiaremos una trayectoria individual, representando sus curvas
caracteristicas en la llustracién 3.1.

Las componentes p, y p, van amortiguandose a lo largo del tiempo debido a la disipacion a la
gue estd sometida el qubit. Respecto a la componente en z, presenta una gran variabilidad a lo
largo de la simulacion debida al ruido al que esta sometida. No obstante, no parece alcanzar un
estado estable al finalizar los 10 segundos.

La salida y; es simplemente la acumulacién del término de Wiener y p, (puesto que I}, y 17 son
iguales a 1). En un principio, no tiene mayor interés. Por otro lado, conforme a la funcién de
Lyapunov, se observa que conforme p, se aleja del cero, esta disminuye; esto significa, como es
l6gico, que cuanto mas proximo se encuentra el qubit a uno de los estados puros [g){(g]|y |e){el,
mas estable es el sistema.

11 R es el radio de la esfera que define el punto, ¢ el azimutal y 6 |a colatitud, estas dos ultimas expresadas
en radianes.
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lustracion 3.1 Simulacion de qubit no controlado. Primera trayectoria (T = 10 s)
Componentes del vector de Bloch, salida del detector y funcion de Lyapunov

Se realiza de nuevo la simulacion para un tiempo mayor de simulacion (llustracion 3.2). Se
observa de forma clara la relacién comentada: conforme p, adquiere el estado +1 o —1, la
funcién de Lyapunov tiende a cero, lo que significa que la energia del sistema se va disipando.
Al emplear mas tiempo de simulacién, se ve como el qubit, a pesar de encontrarse en un estado
maximamente mixto en algunos momentos (en torno a los segundos 15 — 25), finalmente
adquiere el estado puro p, = 1, fijandose en ese valor a partir de ese momento (para t — o).

No obstante, cumpliendo el teorema asociado al modelo, se fija en uno de los valores puros de
forma arbitraria, tal y como se aprecia en la llustracién 3.3. Para unas mismas condiciones, pero
diferente trayectoria (pues los valores de ruido son diferentes), se observa que p, se estabiliza
en esta ocasion en p, = —1. Ademads, el estado estable se ha alcanzado unos 20 segundos antes

que en la primera trayectoria; esto es, el tiempo que podriamos denominar transitorio no es
siempre el mismo.
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lustracion 3.2 Simulacion de qubit no controlado. Primera trayectoria (T = 50 s)
Componentes del vector de Bloch y funcién de Lyapunov
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Estos ejemplos ilustran de manera extraordinaria el objetivo del control: conseguir, antes de que
la decoherencia sea absoluta, alcanzar el estado del qubit deseado de los dos posibles.

Restaria, antes de continuar con el caso del qubit controlado, saber con qué probabilidad se
alcanza un estado u otro de los dos posibles. Para ello, podemos realizar simulaciones
promediadas y, puesto que el qubit alcanza parat — o el estado de p, = 1 0 p, = —1, segln
el valor medio de p,, p, € [—1, +1], se sabra cual es el estado final estable de la mayoria de las
trayectorias, pudiendo sacar incluso porcentajes de probabilidad.

De este modo, para un tiempo de simulacién T = 200 s (para cerciorar la estabilizacion del
sistema), 300 trayectorias y las mismas condiciones iniciales, se ve claramente en la llustracién
3.4 e llustracién 3.5 que todas las simulaciones de p, acaban estabilizandose en uno de los dos
estados posibles; se comprueba que p, es igual a cero, significando esto que se estabiliza
indistintamente en uno de los dos estados con la misma probabilidad para cada uno de ellos.

Por Ultimo, el promedio de Lyapunov V (p) refleja perfectamente esta estabilizaciéon: a medida
que se van estabilizando las trayectorias, la funcién va decreciendo al valor minimo de cero.

Con todas estas pruebas, se pueden inferir algunas caracteristicas del sistema: una vez que p,
adquiere uno de los estados, el sistema se mantiene estable; por tanto, si el qubit no controlado
comienza en uno de esos estados, se mantendra en ese estado.

Por otro lado, el promedio de la componente en z, p,, refleja, para esas condiciones iniciales,
las probabilidades de adquirir un estado u otro de los posibles; para el caso inicial en el plano
ecuatorial de la esfera, esto es, Dz, = 0, la probabilidad de alcanzar un estado final u otro es la
misma. Teniendo en cuenta el comportamiento que siguen los sistemas cudnticos, tiene sentido
pensar que cuanto mas cercana sea la componente p, inicial a uno de los estados finales, mayor
serd la probabilidad de alcanzar el estado correspondiente. Efectivamente, si se establece como
condicién inicial (, ¢, 0) = (1,0,7/6) se puede apreciar que la coordenada p, adquiere ambos
estados estables, pero la probabilidad de alcanzar p, = +1 es de un 75%, mientras que la de
p, = —1 del 25% restante (llustracién 3.6).
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p, frente al tiempo para 300 simulaciones
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llustracion 3.4. Simulacion de qubit no controlado. 300 trayectorias (T =200 s) (1)
Componentes del vector de Bloch para todas las trayectorias
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llustracion 3.5 Simulacion de qubit no controlado. 300 trayectorias (T =200 s) (I1)
Componentes promediadas del vector de Bloch, funciones de Lyapunov para todas las trayectorias y funcion de Lyapunov promediada
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Esto se puede demostrar también resolviendo las ecuaciones de forma analitica para el estado
estacionario. Debido a que las ecuaciones estocasticas (2.15) estan expresadas en la forma de
It6, el promedio del conjunto se puede obtener eliminando los términos estocasticos, es decir,
aquellos multiplicados por dWW. Asi, se obtienen los siguientes resultados:

'mt lweg. tweg .
px=e_7(—62e‘ Al Cze l)i, (3.1)
Imt tweg, tweg.
Dy =e_T<C2e_ R+ Cie R l>, (3.2)
pZ = Cl' (33)

Por un lado, se observa que existen términos exponenciales de la forma e*!, que mediante las
relaciones de Euler se pueden expresar como senos y cosenos.

et = cosx + isinx. (3.4)

Por tanto, los paréntesis de p, y p,, estan acotados a valores trigonométricos multiplicados por
_Imt . .
constantes; todo esto, a suvez, multiplicaae 2z , unaexponencial negativa, por lo que, cuando

t —> oo: (px, py) — 0, como se habia podido ver en las simulaciones numéricas. Por su parte, p,
presentard un valor constante, que depende de las condiciones iniciales, también en
concordancia con lo explicado anteriormente.

Ademas, conocemos el comportamiento del qubit en promedio; por ejemplo, en el caso de que
las condiciones iniciales se correspondan con coordenadas del plano medio ecuatorial de la
esfera, el qubit se mantiene oscilando en ese plano hasta alcanzar el estado de pureza minima,
esto es, el centro de la esfera de Bloch. Por tanto, describe una trayectoria circular que decrece
con el tiempo. Sabiendo que la ecuacidon de una circunferencia, en este caso en plano XY, de
centro en el origen viene dada por

x%2 +y% = Ry, (3.5)

se puede realizar la suma de los cuadrados de las componentes en x y en y de la esfera, es decir,
2 2
la suma de py y py. De este modo

pZ + pi = 4C,Cze~"m! = R}y, (3.6)

Se confirma que las componentes p, vy py constituyen una circunferencia de radio Ryy =

J4C,C3e~Tmt que presenta una exponencial negativa que depende de la ratio de disipacion y
que, por tanto, acabara presentando un radio igual a cero.

Las constantes dependen, légicamente, de las condiciones iniciales, por lo que para obtenerlas
basta con sustituir en las ecuaciones las coordenadas del vector de Bloch con el que se inicialice
la simulacién. Concretamente, como el valor final de p, dependia de su proximidad a los estados
puros posibles, p, = C; = p,,. Respecto a (; y (3 que aparecen en p, y py, las circunferencias
descritas dependen del plano paralelo al plano ecuatorial XY de la esfera donde se inicialice el
qubit.

Esta solucidén analitica confirma también que, independientemente de la eficiencia n del
detector, el qubit alcanzarad los mismos estados con las mismas probabilidades puesto que 71
aparece Unicamente en el término difusivo del SDE. Otro hecho diferente es que la eficiencia
afecte a la pureza del estado alcanzado en un tiempo determinado. De hecho, promediar es
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equivalente a eliminar los términos estocdsticos, donde para ambos casos se ha comprobado
qgue el qubit no alcanza un estado totalmente puro; es el término difusivo el que permite
alcanzar un estado puro. En un principio, parece que una disminucion de la eficiencia requerira
un tiempo de control mayor y, por tanto, un también mayor coste energético hasta alcanzar el
estado final deseado.

Por otro lado, cuanto mayor sea la ratio de decaimiento, antes alcanzara el qubit un estado puro
de forma arbitraria (el control precisara ser mas rdpido). Su estudio tiene mayor interés en el
caso del qubit controlado.

3.2. Andlisis modelo de qubit controlado
En esta ocasidn, se implementa el control dado en (2.16), donde se toma a@ = 2/Tes Y B =

0,9\/817—0( (valores recomendados en la bibliografia). Se seguira estudiando el mismo caso ideal
(n = 1) con los parametros indicados al inicio del capitulo, donde se desea que el qubit alcance
el estado p,, = +1. Debido a que el qubit puede alcanzar el estado deseado “aleatoriamente”
sin control, interesa no estudiar solamente trayectorias individuales, sino hacerlo en conjuntos
de trayectorias.

Para unas condiciones iniciales mixtas (R, ¢, 8) = (1,0,0) y tiempo de simulacion T = 50 s, se
presentan los resultados para 10 trayectorias en la llustracién 3.7 — llustracién 3.9. En primer
lugar, cabe destacar que no todas las simulaciones alcanzan el estado deseado durante el
periodo de simulacidn. No obstante, se puede comprobar que p, es cercano a +1.

El promedio de la funcién de Lyapunov, V (p), decrece de forma aproximadamente exponencial,
a pesar de que existen trayectorias que no evolucionan como se desearia. La funcién de control
decrece de forma oscilatoria el tiempo que existen componentes p, y p,, distintas de cero. Una
vez que se alcanza el estado deseado p, = +1, la sefial de control es cero, pero sigue activa para
el caso en el que se presenten pequefias perturbaciones en el sistema. Respecto a u(p), el
control se aproxima lentamente a cero conforme las trayectorias alcanzan el objetivo.

En las trayectorias individuales se pueden observar algunas perturbaciones que incluso
provocan que no se cumpla la condicién de unitariedad del sistema, significando esto que p, >
1, algo imposible en un sistema cudntico. Esto se debe a que el control no esta bien ajustado
para los valores de ruido aleatoriamente generados, presentando valores de a y § mas altos de
los necesarios. Estas perturbaciones se pueden evitar, a costa de que aumente el tiempo en
alcanzar el estado deseado, disminuyendo la fuerza del control.

Para ser mas precisos, analizando la ley de control (2.16), conforme py — 0, la influencia de «
decrece considerablemente ya que es proporcional a pf,; es, por tanto, el parametro S el que
resulta interesante reducir (se puede comprobar que para § = 0.5,/8na, no se producen estas
perturbaciones a pesar de que el control es ligeramente mas lento).

No obstante, como en este proyecto nos interesa el resultado promediado y lo Unico a lo que
afectaria la reduccidn de estos coeficientes es en un aumento del tiempo de simulacién, en
principio no daremos mayor importancia a estas trayectorias desviadas.
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P, frente al tiempo para 10 simulaciones
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llustracion 3.7 Simulacidn de qubit controlado. 10 trayectorias (T = 50 s) (1)
Componentes del vector de Bloch para todas las trayectorias
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llustracion 3.8 Simulacién de qubit controlado. 10 trayectorias (T = 50s) (11)
Componentes promediadas del vector de Bloch, funciones de Lyapunov para todas las trayectorias y funcion de Lyapunov promediada
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u(p) frente al tiempo para 10 simulaciones
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llustracion 3.9 Simulacion de qubit controlado. 10 trayectorias (T =50 s) (Il)

Sefal de control para todas las trayectorias y sefial de control promediada

Si aumentamos el tiempo de simulacidn hasta 200 s (se incrementa también el nimero de
trayectorias a 300), se comprueba que, finalmente, todas las trayectorias alcanzan el estado
deseado (llustracién 3.10). Esto se puede observar en las funciones promediadas para el estado
estacionario tfipq = 200s:p; = 1, V(p) = 0y u(p) = 0.
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lustracion 3.10 Simulacion de qubit controlado. 300 trayectorias (T = 200 s)
Componentes promediadas del vector de Bloch, funcion de Lyapunov promediada y sefial de control promediada
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Comprobado como funciona el control del qubit, se puede estudiar la influencia de algunos
pardmetros que no hemos destacado hasta ahora. El primero de ellos es la eficiencia del
detector. Se ha estado trabajando con un detector ideal con n = 1, pero el control también es
valido para los casos en los que la eficiencia es menor que la unidad. Este hecho se refleja en la
llustracién 3.11, donde se muestra, para diferentes estados iniciales representados a partir del
desfase inicial con respecto al valor deseado p, = +1 (en abscisas) para los planos XZ e YZ, el
valor de pureza r? alcanzado al final del tiempo de simulacién T = 10 s (en ordenadas) para
diferentes eficiencias®?.

Por lo general, se puede controlar el qubit para cualquier valor de eficiencia, pero ldgicamente
la pureza del sistema es menor conforme disminuye esta, lo que implica que el control sea mas
lento. Conforme el vector inicial es mas cercano al valor deseado, mayor es la pureza. Se puede
comprobar también que el sentido natural de rotacién del qubit junto con el dngulo inicial afecta
a la pureza, llegando a generarse una situacion particular para angulos entre 37 /4 y  para los
desfases respecto al plano XZ. Esto no se produce con los desfases respecto al plano
perpendicular, es decir, el YZ, presentando un comportamiento practicamente simétrico en
todo el plano.

Para realizar una caracterizacién mds completa del control se ha realizado un estudio del coste
de control en funcidn, también, de la eficiencia. Puesto que se dispone de los valores que toma
u(p) a lo largo de toda la evolucién del sistema, se puede realizar la integral de la funcion
mediante métodos numéricos para calcular la superficie bajo la curva. En este caso, se ha
empleado la regla trapezoidal, que divide en un ndmero finito de trapecios el area bajo la
funcion, obteniéndose los siguientes resultados (llustracion 3.12).

Se refleja lo que se ha ido comentando a lo largo del texto: conforme mayor es la pureza, la
energia que aporta el control al sistema es menor y, por tanto, también lo es su coste. No
obstante, se puede apreciar un comportamiento que, en principio, parece contradictorio con lo
que se acaba de expresar: cuanto menor es la eficiencia, menor es el coste del control (en un
tiempo t < tring)-

Sin embargo, esto tiene sentido puesto que, atendiendo a las ecuaciones del modelo (2.15), 5 =
B (), por lo que al disminuir la eficiencia lo hace también uno de los parametros del control,
por lo que se estd limitando la fuerza que es capaz de ejercer este y, por tanto, la energia que el
feedback es capaz de aportar. A pesar de esto, el coste del control, una vez alcanzado el estado
deseado en un tiempo tfnq; (Y N0 €n untiempo t < tfing), sSerd mayor, puesto que al disminuir
la eficiencia, se necesita mds tiempo para alcanzar el estado deseado.

Se observa también que para los mismos desfases iniciales que presentaban ciertas dificultades
en las graficas anteriores, el coste de control aumenta considerablemente, procurando
estabilizar el sistema a base del incremento de este.

12 Se recuerda que, tras presentar el primer postulado de la mecdnica cudntica, se definié la pureza como
r = Tr[p?], por lo que, en términos del vector de Bloch, r = (1 + pZ + p2 + p2) /2.
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llustracion 3.11 Simulacion de qubit controlado. 300 trayectorias (T = 10s) (1)
Pureza r? en funcién del desfase inicial A8, con respecto a los planos XZ e YZ para diferentes eficiencias
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llustracion 3.12 Simulacion de qubit controlado. 300 trayectorias (T = 10's) (1)
Coste del control u(p) en funcién del desfase inicial A6, con respecto a los planos XZ e YZ para diferentes eficiencias n
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Otro parametro de interés en los sistemas cudnticos es la ratio de decaimiento I}, o lo que es
lo mismo, la velocidad a la que el sistema, en este caso el qubit, pierde sus propiedades cuanticas
debido a la disipacion. Si se estuviera trabajando, de forma ideal, con un qubit totalmente
aislado, se podria mantener el qubit en un estado mixto a lo largo del tiempo, o incluso realizar
un control basado en la frecuencia de oscilacién de este ([1]). No obstante, como se ha podido
comprobar de diferentes formas a lo largo de este proyecto, el entorno provoca la decoherencia
del sistema, siendo necesario estabilizar el qubit en uno de los estados clasicos (el deseado)
antes de que este se estabilice de forma arbitraria en uno de ellos.

Para estudiar la influencia de esta ratio [}, se procede de forma analoga a como se ha realizado
para el estudio de la eficiencia 17, mostrando, para los planos de la esfera XZ e YZ y un detector
ideal, n = 1, la pureza alcanzada (llustracion 3.13) y el coste del control (llustracién 3.14) tras
10 segundos de simulacién para diferentes ratios. El valor minimo seleccionado de [}, y que
permite estudiar el sistema sin que se produzcan incompatibilidades es [, = 0,5.

En las llustraciones en cuestidn, se puede observar claramente el efecto del decaimiento: cuanto
mayor es esta ratio, menor es la pureza alcanzada, sobre todo para valores alejados del estado
final deseado. Ademas, la ratio es mucho mas influyente para valores menores de la unidad que
para mayores; es decir, la diferencia en la pureza alcanzada es mds sustancial al emplear valores
[, < 1 que valores mayores que la unidad, donde todas las lineas se encuentran mucho mas
cercanas (a pesar de que incluso a partir de I};, = 2 los incrementos en la ratio son mayores).

Respecto al coste del control, al no depender este de I},,, conforme aumenta la ratio, aumenta
la necesidad de control y, con ello, el coste, presentando un comportamiento bastante parecido
en ambos planos de la esfera.

Al igual que ocurria en las graficas donde se estudiaba la eficiencia, existe una cierta
particularidad, sobre todo en referencia a la pureza r2, para los desfases iniciales entre 3m/4 y
1. Esto se puede deber a, como ya se ha comentado, el sentido natural de rotacion del qubit, o,
por ejemplo, algun tipo de asimetria en la instalacidn o el sistema fisico.

Comparando la influencia de [}, con la de 17, se comprueba que es mucho mas influyente este
ultimo parametro, siendo, por tanto, menos limitante la eficiencia del detector que la ratio de
disipacion. Con “menos limitante” se pretende expresar que tanto la pureza como el coste del
control presentan menos variacién al modificar la eficiencia que la ratio; ademas, el coste del
control, por ejemplo, es en términos generales, menor para diferentes eficiencias que para
diferentes ratios.

Esto tiene sentido puesto que en QFC se considera desde un principio la influencia de ruido
debido a la medida, por lo que el control actiia también sobre este. En cambio, la disipacion es
irreversible e incontrolable, siendo un factor que no se puede atenuar y que modifica totalmente
la meta u objetivo del control (es necesario alcanzar el estado deseado antes de que se produzca
la decoherencia total en vez de controlar el sistema en, por ejemplo, un valor mixto).
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llustracion 3.13 Simulacion de qubit controlado. 300 trayectorias (T = 10s) (1)
Pureza 12 en funcidn del desfase inicial A8, con respecto a los planos XZ e YZ para diferentes ratios de decaimiento I,
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llustracion 3.14 Simulacion de qubit controlado. 300 trayectorias (T = 10s) (11)
Coste del control u(p) en funcién del desfase inicial A8, con respecto a los planos XZ e YZ para diferentes ratios de decaimiento I,
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Conclusiones y trabajos futuros

El objetivo de este proyecto era realizar la simulacién y control de un qubit perteneciente a un
sistema global con entorno. Se buscaba, en cierto modo, continuar con el camino légico a seguir
en la Ingenieria de Control Cudntico comenzada en el Trabajo Fin de Grado, donde se trabajé
con un qubit aislado que, finalmente, resulta ser un caso ideal del objetivo que se aborda en
este proyecto. La idea era aprovechar el conocimiento y lecciones aprendidas del anterior
trabajo para poder continuar con un modelo mds cercano a la realidad.

Para ello, ademds de aprovechar los conocimientos en control en el espacio de estados
adquiridos en la asignatura Ingenieria de Control de Procesos del Mdster, se ha continuado
estudiando (y presentando) conceptos como la estabilidad de sistemas no lineales y
herramientas para el estudio de esta como el analisis segiin Lyapunov, que ha permitido inferir
caracteristicas del qubit a partir de la simulacidon de esta funcién. Por otro lado, ha resultado
fundamental comprender en qué se basa la Teoria de Sistemas Cudnticos Abiertos, donde se
engloban el conjunto de herramientas y recursos como la ecuacion maestra de Lindblad y que
ha posibilitado contextualizar el problema y comprender el modelo del qubit objetivo sometido
a diferentes bafos o entornos que lo perturban.

Al tratarse de un proyecto que busca acercarse mas a la realidad, se ha analizado la instalacién
experimental asociada al modelo del qubit, asi como una aproximacién el lazo de control fisico
que se emplea, siendo en este caso un sistema de realimentacién tipico de la dptica cuantica.
Ademas, estas ecuaciones en el dominio complejo asociadas al modelo se han transformado,
empleando una vez mas la esfera de Bloch, a un dominio tridimensional real, acercando asi la
teoria cuantica a un campo mas cercano a la Ingenieria de Control.

Visto el modelo, se realizaron simulaciones numéricas para analizar el comportamiento del qubit
tanto no controlado como aplicando una ley de control. En primer lugar, se comprobaron las
limitaciones que conlleva que el qubit no se encuentre totalmente aislado. Se ha podido ver con
claridad en qué se traducen los coeficientes cuanticos del estado de un qubit, provocando esa
respuesta “aleatoria” fuertemente determinada por el estado inicial y que se ha podido
cuantificar mediante promedios y probabilidades. Se ha analizado también qué implica la
disipacion y la correspondiente decoherencia en un sistema cudntico que, aunque en un campo
como la mecdnica cuantica sea algo obvio, se ha podido ilustrar de forma sencilla mediante la
resolucidn analitica de las ecuaciones promediadas de It0.

Respecto al control del qubit, se ha comprobado que el modelo cumple con lo que ofrece:
alcanzar el estado deseado de los estados de la base clasica para que no se produzca la
estabilizacion en uno de ellos de forma arbitraria debido a la decoherencia. Ademas, se han
analizado parametros como la eficiencia o la ratio de desvanecimiento para planos
caracteristicos de la esfera de Bloch, obteniendo conclusiones a partir de la pureza del sistema
o el coste del control.

No obstante, este proyecto podria ser la antesala a la continuacion a otros trabajos de Ingenieria
de Control cudntico. Resultaria curioso, en primer lugar, estudiar si existe alguna forma de afiadir
energia al sistema que permita mantener al qubit en alguin plano mixto de la esfera de Bloch o,
mismamente, siguiendo una trayectoria de evolucidn, otorgando mayor libertad al control del
sistema. No obstante, al tratarse el modelo de una instalacidn real, habria que considerar
limitaciones experimentales que dificultarian la definicidén de este aporte energético.
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Por otro lado, aunque no haya sido objeto de este proyecto, una vez analizado el
comportamiento de un qubit mas cercano a un caso real, seria interesante finalmente trabajar
con dos qubits entrelazados, donde se pueda apreciar que no solo el entorno afecta
notablemente al control del qubit, sino también el entrelazamiento cuantico que pueda existir
entre dos qubits.
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Anejo A. Cédigos empleados

La simulacién del SDE que modeliza el qubit se ha resuelto mediante la funcién sde incorporado
en el Financial Toolbox de MATLAB [17]. Este conjunto de herramientas permite tratar los SDE
como objetos y resolverlos numéricamente mediante el método de Euler-Maruyama.

Para definir el sistema, los inputs de la funcidn son el término de tendencia o drift y el término
de difusion o difusivo de la ecuacion estocastica (ambos han sido definidos como funciones
handle), asi como el tiempo y condiciones iniciales. Una vez definido el sistema, se puede
resolver numéricamente el sistema estocdstico con la propiedad simulate del objeto, indicando
el tiempo de simulacién, el paso de la resolucién numérica, el nimero de trayectorias y otras
caracteristicas como si se desea que el proceso sea antitético o no (técnica de reduccién de
varianza consistente en la creacion de trayectorias de ruido iguales, pero de signo contrario).

La resolucidn del problema consta, principalmente, de una primera definicién de las constantes
y variables, seguida de la construccion y simulacién del modelo de SDE a emplear (definiciéon de
la sefial de control, los términos drift y difusivo, condiciones iniciales, etc.) para aplicar las
funciones sde y simulate, seguida de la serie de cdlculos a partir de los resultados obtenidos
(calculo de la funcién de Lyapunov, de los valores empleados del control, medias de las
trayectorias, redimensionamiento de matrices, etc.). Por ultimo, se representan las graficas de
interés.

A partir de este cddigo general, mediante la realizacidon de bucles, modificaciéon de parametros
y funciones sencillas, se pueden obtener el resto de los resultados presentados en la memoria,
como el célculo de la pureza en funcién de la eficiencia o el coste del control (funcién trapz).

Aunque en principio no aparezcan en la memoria, para la representacion de la esfera de Bloch
y el qubit en tres dimensiones se pueden emplear funciones generadas en archivos
independientes, modificadas para tomar directamente los valores medios de las componentes
Px, Py Y Pz del sistema. Los codigos empleados para este uso son accesibles en [1] y se
corresponden con las funciones plotBlochSphere.m y visualizeBlochVect.m.

Por ultimo, cabe destacar que para la resolucidon analitica de las ecuaciones promediadas se
empled calculo simbdlico y las funciones dsolve y simplify, para resolver el sistema ODE y
simplificar los resultados, respectivamente.
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A.1. Simulacién de qubit (no) controlado

o\

(Un)Controlled Qubit

o\

oo

Authors: Ph.D. Javier Molina-Vilaplana
Ph.D. Juan Ignacio Mulero-Martinez
M’s D. Sebastidn Garcia Cutillas

o° oo

o\

We use the MATLAB Financial Toolbox with the Euler-Maruyama method
Ito)

o° —~ o°

o\

Reference: "Dynamics and Control of Open Quantum Systems", Mazyar
Mirrahimi and Pierre Rouchon, March 2018,
https://cas.mines-paristech.fr/~rouchon/MasterUPMC/LectureNotes-03-
8.pdf

o oP

o°

o\

The model is extracted from equation (4.11), page 69 in the above
% reference.

clc; clear; close all;
%% Model Constants

Tmes = 1;
gamma m = 1/Tmes;

o

measurement time constant
Spontaneous emission rate

o

h = 17 % Planck constant

w_eg = 2*pi/Tmes; % Natural frequency

eta = 1; % Efficiency of the detector
dt = 0.01; % step

oe°

T = 10*Tmes; Terminal time

oe

rng ('default'); regenerate random seed

o°

% (Non) Controlled Qubit model (SDE)

o

% Feedback stabilization of z=1

$p_tag x = 0; p tag y = 0; p tag z = 1;
[p_tag %, p_tag y, p_tag z] = sph2cart(0,pi/2,1);

alpha=2/Tmes; beta=0.9*sqgrt (8*eta*alpha);

if alpha < 0 || beta < 0 || (beta”2 >= 8 * alpha * eta)
return

end

u=0(t,X) 0; % Non-controlled qubit

u=@(t,X) (alpha * (X(2) * p tag z - X(3) * p_tag y) + ...
beta / 2 * (1 - (X(1) * p tag x + X(2) * p tag y + X(3) *
p_tag_z)));

% Drift Term:

o\

drift=@(t,X) [-gamma m / 2 * X (1) - 1/h * w eg * X(2);
1/h * w eg * X(1) - gamma m/2 * X(2) - 1/h * u(t,X) * X(3);
1/h * u(t,X) * X(2);
sqgrt (eta * gamma m) * X(3)];
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sigma = @(t,X) [-sqgrt(eta*gamma m) * X (1) * X(3);
sgrt (eta*gamma m) * X(2) * X(3);

sgrt (eta * gamma m) * (1 - (X(3))"2);

1]1*0.25;

$sigma = @(t,X) [0;0;0;0];

o°

Simulation of the (un)controlled qubit

o°

o\

Building of the model

[px0,py0,pz0]=sph2cart(0,0,1); %[x,v,z] =

sph2cart (azimuth,elevation, r)

% azimuth: from x to y; elevation: from x-y to z; r = radius;
x0=[px0;py0;pz0;0];

obj = sde(drift,sigma, 'StartTime',0, 'StartState’', x0);

nPaths=300; % nTrials or nPaths

[X2,time,dW] = obj.simulate(T/dt, 'DeltaTime’',dt, 'nTrials’',
nPaths, "Antithetic', true);

o

Resizing vectors

o°

px = reshape (X2 (:,1,:),[length(time),nPaths]);
reshape (X2 (:,2,:), [length(time),nPaths]);
reshape (X2 (:,3,:), [length(time),nPaths]);

T 'O
N
([l

% Computing mean values for the stochastic state paths

o°

mX=mean (X2, 3) ;

m_px=mean (px,2) ;
m_py=mean (py, 2) ;
m pz=mean (pz,2);

% Computing Lyapunov function
V=1-pz."2;
mvV = mean(V,2);

% Signal control u(p)

if u(time,X2)==0

u values = zeros (length(time),nPaths);

m u = mean (u_values,2);
else

u values = (alpha * (X2(:,2,:) * p tag z - X2(:,3,:) * p_tag y) +

beta / 2 * (1 - (X2(:,1,:) * p tag x + X2(:,2,:) * p tag y +

X2(:,3,:) * p tag z)));

u_values = reshape (u_values, [length(time),nPaths]);

m u = mean (u values,2);

end
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o\

% Displaying output results

o°

o°

p Bloch mean values

o°

figure;

subplot (2,1,1);

plot (time, mX (:,1:3));
xlabel ('Time"'") ;

grid on;

legend('Mean p {x}','Mean p {y}','Mean p {z}');
subplot (2,1,2);

plot (time, mX (:,4));
xlabel ('Time') ;
legend('y_{t}');

grid on;

o\

p Bloch paths

o°

figure;

subplot (3,1,1);

plot (time, px)

title(['p {x} frente al tiempo para ',num2str (nPaths),
' simulaciones'])

xlabel ('Time') ;

ylabel ('p {x}', 'Fontsize', 11, 'Rotation',0)

subplot (3,1,2);

plot (time, py)

title(['p {y} frente al tiempo para ',num2str(nPaths),
' simulaciones'])

xlabel ('Time"') ;

ylabel ('p {y}', 'Fontsize',11l, 'Rotation',0)

subplot (3,1,3);

plot (time,pz)

title(['p {z} frente al tiempo para ',num2str(nPaths),
' simulaciones'])

xlabel ('Time"') ;

ylabel ('p {z}','Fontsize',11l, 'Rotation',0)

o°

Control signal u(t,X)

o

figure

subplot (2,1,1);

plot (time,m u);

xlabel ('"Time"'") ;

grid on;

legend ('Mean u(p)");

subplot (2,1,2);

plot (time,u values);

title(['u(p) frente al tiempo para ',num2str (nPaths),
' simulaciones'])

xlabel ('Time") ;

ylabel ('u(p)', 'Rotation',0);

grid on;

o©

Lyapunov function

o©
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figure;

subplot (2,1,1);

plot (time, mV) ;

xlabel ("Time"'") ;

grid on;

legend ('Mean Lyapunov Function');

subplot (2,1,2);

plot (time,V);

title(['V(p) frente al tiempo para
' simulaciones'])

xlabel ('Time"'") ;

ylabel ('V(p) ', "Rotation',0);

grid on;

%% Bloch sphere

o°

figure
visualizeBlochVect

', num2str (nPaths),
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