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RESUMEN

La optimizacion topoldgica es una herramienta matematica que permite el disefio
de estructuras o materiales mas ligeras o con unas prestaciones mas adecuadas para el
proposito que estan disefiadas. En el caso de materiales piezoeléctricos, estos pueden
utilizarse como actuadores o sensores en importantes aplicaciones industriales. La
optimizacién topoldgica en este contexto permite el disefio de actuadores y sensores
Optimos para, dado una restriccion de material (coste), maximizar las propiedades de
actuacion o la generacién de potencial eléctrico como consecuencia de la aplicacion de
deformacion. Este trabajo considera una serie de benchmarks en piezoelectricidad para

proponer, mediante la aplicacion de optimizacion topologica, disefios eficientes.
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CAPITULO 1: INTRODUCCION

1.1. Motivacién

La ingenieria es concebida como una disciplina que aplica el conocimiento para
la resolucion de problemas reales, apoyandose en el método cientifico y en las ciencias
puras, asi como en aspectos econdémicos y administrativos. En definitiva, se puede
considerar como el enlace necesario para que se lleven a la practica ideas cientificas, mas
0 menos abstractas, consiguiendo un beneficio tangible en la sociedad. Aunque esta
denominacion y su reconocimiento como campo de estudio se dio en la Revolucion
Industrial (1760), la ingenieria existe desde la antigliedad, ya que es una cualidad
inherente a los humanos como seres inteligentes y racionales. Desde la rueda, la palanca
0 los puentes hasta la mas sofisticada de las maquinas en la actualidad, todo es producto

de la ingenieria.

Como todas las ciencias, la ingenieria ha ido evolucionando con los afios, y donde
antes se buscaba una herramienta 0 maquina que hiciera una funcion, hoy se buscan
disefios eficientes que permitan realizar dicha funcién y, ademas, reducir al maximo los
costes de produccidon manteniendo a la vez las mejores prestaciones posibles. Esto es, por
ejemplo, disminuir el peso de un coche para mejorar su consumo, mejorar el rendimiento
de un ciclo Rankine o crear un puente lo méas ligero y resistente posible para poder cargar
mas peso. Es aqui donde entra en juego la Optimizacion Topologica (vease la Figura 1.1,
donde se muestran distintas aplicaciones), que consiste en obtener la mejor distribucion

de un material en un espacio de disefio sujeto a una restriccion de volumen (costes, peso).

a) b) c)

Figura 1.1. Aplicaciones de optimizacion topoldgica a) Moto disefiada buscando ligereza y resistencia b) Puente
optimizado frente a solicitaciones de carga c) Proyecto de torre bidnica optimizada en Shangai
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En cuanto a los materiales piezoeléctricos, fueron descubiertos en 1880 por Jaques
y Pierre Curie, que observaron cdmo ciertos cristales generaban un potencial eléctrico al
someterse a tensibn mecanica, y ademas el potencial producido era proporcional a la
tension aplicada. De la misma forma, en el piezoeléctrico se produce tension mecéanica, y
por tanto se puede llegar a deformar ligeramente, al aplicarle una diferencia de potencial
eléctrico. Desde entonces, han sido estudiados en ciencia e ingenieria y se utilizan para
fabricar, entre otras cosas, sensores y actuadores piezoeléctricos (véase la Figura 1.1), los
cuales funcionan gracias a los efectos descritos anteriormente, y bajo las hip6tesis de
linealidad y pequerias deformaciones.

a) b)

Figura 1.2. Aplicaciones de materiales piezoeléctricos a) Sensor b) Actuador

Mediante este trabajo se pretende modelizar matematicamente el comportamiento
de estos materiales, asi como resolver distintos problemas de condiciones de contorno
considerando sus leyes constitutivas en FreeFEM. De la misma forma, se explicaran los
fundamentos matematicos de la optimizacion topoldgica y se aplicara para el problema
mecanico y para el problema piezoeléctrico en geometrias sencillas, para distintas

funciones objetivo y condiciones de contorno.

Toda la realizacién del trabajo parte de los conocimientos adquiridos en la
asignatura de métodos matematicos para la resolucion de modelos, la cual introduce el
método de elementos finitos como una herramienta matematica extremadamente util en
todos los ambitos de la ingenieria, ya que permite resolver problemas complejos

numéricamente, obteniendo resultados satisfactorios.
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1.2. Objetivos
Este trabajo persigue los siguientes objetivos:

e Objetivo 1: Familiarizarse con el sistema de EDPs y condiciones de contorno que

gobiernan la electro-mecénica lineal (problema multifisico).

e Objetivo 2: Expresar las leyes constitutivas de materiales piezoeléctricos como
invariantes del tensor de pequefias deformaciones y el campo eléctrico, y deducir,
a través de sus derivadas, el tensor de tensiones de Cauchy y el vector
desplazamiento eléctrico.

e Obijetivo 3: Deducir la forma débil del problema y condiciones de contorno de la

electro-mecanica lineal.

e Objetivo 4: Implementacion del problema de la electro-mecanica lineal en

FreeFEM, a partir de su forma débil.

e Objetivo 5: Entender el problema de optimizacion topologia mediante el metodo
SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization) como un problema de

minimizacion sujeto a una serie de restricciones.

e Objetivo 6: Implementar el problema de optimizacion topoldgica en elasticidad

lineal en FreeFEM.

e Objetivo 7: Implementar el problema multifisico de optimizacion topoldgica en

electro-mecanica lineal en FreeFEM.

1.3. Estructura del proyecto

e Capitulo 2: Mecanica de continuo. Se introduciran los conceptos previos basicos
necesarios para abordar el problema de elasticidad, comenzando por el mapping
de deformaciones, que define y da nombre a los puntos de un sélido antes y
después de ser deformado. Ademas, se explicaran los principales enfoques de la
mecanica de continuo, Lagrangiano y Euleriano. Se definira el tensor de
deformaciones, asi como el resto de tensores que guardan relacion con el mismo
(desplazamientos, Green-Lagrange strain tensor) hasta llegar al tensor de

pequefas deformaciones, small strain tensor.
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e Capitulo 3: Fundamentos de la elasticidad lineal. En este capitulo se explicara
el concepto de energia de deformacion elastica, relacionado con el small strain
tensor mediante los coeficientes de Lamé. A partir de esta energia se definira el
tensor de tensiones de Cauchy, asi como el tensor de elasticidad. Finalmente, se
mostrara la forma fuerte del problema de EDP para la elasticidad lineal isétropa
junto con sus condiciones de contorno, y se derivara hacia la forma débil para su

posterior implementacion en FreeFEM.

e Capitulo 4: Fundamentos de la electro-mecanica lineal. Aqui se introduciran
los pardmetros eléctricos y leyes constitutivas que dardn lugar al problema
acoplado de la electro-mecéanica. Se definiran el tensor de Cauchy y el vector
desplazamiento eléctrico a partir de la expresion de la energia elastica para
materiales piezoeléctricos, y se presentara la forma fuerte del problema acoplado
que se transformara en la forma débil para su posterior implementacion en
FreeFEM.

e Capitulo 5: Fundamentos de elementos finitos. En este capitulo se introducira
la teoria de modelizacion matematica y el método de elementos finitos para la
posterior implementacion en FreeFEM de los problemas estudiados. También se
realizard la discretizacion de un problema variacional sencillo, asi como la del

problema piezo-eléctrico.

e Capitulo 6: Simulacién numérica en piezoelectricidad lineal en FreeFEM.
Aplicando los conceptos estudiados en los capitulos anteriores, se resolveran en
FreeFEM una serie de problemas y se comentaran los resultados. Se explicaran
los aspectos mas importantes del codigo genérico, asi como las particularidades

para cada uno de los ejemplos bidimensionales, tridimensionales y dinamicos.

e Capitulo 7: Optimizacion topoldgica del problema mecanico. Se introducira la
formulacion matematica del problema de optimizacién topolégica mecanico como
la minimizacion de una funcion objetivo mediante una distribucién discreta de
propiedades. Se transformara el problema para poder usar distribuciones de
densidades continuas mediante el método SIMP y la proyeccién de densidades
para formular el problema compatible con la resolucion mediante el método de
elementos finitos, y se explicara el concepto de filtro de densidades para obtener

un problema matematicamente bien puesto. Finalmente, se resolvera el problema
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Forward y Adjunto y se calculard la direccién de descenso. Ademas, se explicara
la resolucion del problema mediante filtro de sensitividades.

e Capitulo 8: Implementacién de optimizacién topolégica del problema
mecénico. Aplicando los conceptos estudiados en los capitulos 7, se resolveran
en FreeFEM una serie benchmarks de optimizacion topoldgica mecénica con
filtrado de sensitividades, se explicaran los aspectos mas importantes del codigo

y se mostraran los resultados.

e Capitulo 9: Optimizacién topoldgica del problema electro-mecénico. Se
adaptara todo lo explicado en el capitulo 7 al problema piezoeléctrico, calculando
las ecuaciones mecanica y eléctrica para el problema forward, asi como para el

adjunto.

e Capitulo 10: Implementacion de optimizacion topologica del problema
electro-mecanico. En este capitulo se implementara el problema de optimizacion
topoldgica para materiales piezoeléctricos con filtrado de densidades y se
mostrardn como resultados la evolucion de la distribucion de densidades y la
evolucién de la funcidn objetivo. Se resolveran distintos casos de resistencia a la
deformacidn y distintas funciones objetivo, y se estudiara la influencia del vector

de polarizacién piezoeléctrica en los resultados.

e Capitulo 11: Conclusiones. En este capitulo se describiran las principales
conclusiones derivadas del trabajo realizado, recopilando todo lo aprendido y
desarrollado durante la realizacion del TFG y expresando las dificultades que han
aparecido. Finalmente, se proponen posibles continuaciones en la linea de

investigacion.
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CAPITULO 2: MECANICA DE CONTINUO

2.1. Cinematica

En la Figura 2.1 se encuentra representado un continuo genérico en su
configuracion inicial no deformada en el dominio Qo. Su contorno es 0Q, y el vector
normal a la superficie del mismo es N. El punto P viene definido por su posicién Xp (X1,
X2, X3), y el punto Q por Xo (X1 + dX31, X2 + dXz, X3+ dX3). Su contorno es 6o y el vector
normal exterior a dicho contorno es N. Este continuo es sometido a un movimiento tras
el cual ocupa una configuracion final deformada definida por el dominio £, cuyo
contorno es 02 y donde el vector normal a la superficie es n. Ahora la posicién de P es

Xp (X1, X2, X3), Y la de Q es Xq (X1 + dX1, X2 + dXo, X3+ dX3).

Figura 2.1. Configuracion inicial y final del continuo

Este movimiento y deformacién del continuo lo definimos mediante el mapping
de deformaciones ¢, una funcién que relaciona la posicion de los puntos del dominio en
su configuracion inicial, X € o, con la de la configuracion final, x € Q. Por tanto, se

podria expresar la posicion de cualquier punto en funcién del tiempo como:

x = $(X,0) 2.1)
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Para este trabajo se aplicard la hipétesis de elasticidad lineal, que implica
pequefias deformaciones y pequefios desplazamientos, por lo que a efectos de célculo se
podran considerar iguales X y X, asi como N y n. Esta hipétesis es valida para los
materiales piezoeléctricos que vamos a estudiar, asi como para la mayoria de materiales
en construccion e ingenieria (hierro, cemento, etc). Sin embargo, no lo es para otros

materiales como los polimeros, donde el estudio de la elasticidad es no lineal.

En cuanto al estudio del comportamiento de un continuo, se pueden adoptar dos

enfoques o interpretaciones: el enfoque Lagrangiano y el enfoque Euleriano.

El enfoque Lagrangiano se fija en los puntos materiales, cuya posicion varia con
respecto al tiempo. Por lo tanto, un punto material que en un instante inicial t = t,, esta
situado en 1 variara su posicion con respecto al tiempo. La posicion del punto material
define una funcion r(t) dependiente del tiempo y de condicion inicial ry. De esta forma
se define una trayectoria (Figura2.2) y se pueden conocer las magnitudes del punto
material en cada momento. Este es el enfoque utilizado tipicamente en mecéanica de

solidos, y el que se adoptara en este trabajo.

|

Figura 2.2. Enfoque Lagrangiano

El enfoque Euleriano no se fija en puntos materiales, sino que define los puntos
mediante su posicion en el espacio, r. Esto implica que son fijos, y que la posicion de los
mismos r es independiente del tiempo. La informacion del campo no esté ligada al punto
material, sino a la posicién. Este enfoque es muy Gtil en mecanica de fluidos, donde se

aplica normalmente.
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2.2. Gradiente de deformaciones

Como se aprecia en la Figura 2.1, la posicion relativa entre P y Q en la
configuracion inicial no deformada esta definida por el vector dX. Asimismo, dichos
puntos materiales en la configuracion final son p y q, y el vector dx define la posicion

relativa de los mismos. Esto es:
dX =X, — Xp dx = x4 — xp (2.2

A estas expresiones, ecuacion (2.2) les podemos aplicar la funcion mapping de
deformaciones, ecuacion (2.1), quedando la expresion (2.3). (Notese la que se ha
simplificado la escritura de la funcién, ¢(X,t) = ¢(X), pero la funcién depende del
tiempo en todo momento).

dx = ¢(Xy) — ¢(Xp) = ¢(Xp + dX) — p(Xp)
(2.3)

El primer término de esta diferencia se puede reescribir como su desarrollo de

Taylor de primer orden para una funcion continua, definido como:

af(xo) 1 af(xo)

(x — xo) + (x xo)z

flx) = f(xo) +
(2.4)

Aplicando la ecuacion (2.4) podemos obtener la posicion de la particula Xg,
tomando f(x) = ¢(Xp — dX), xo = Xp Yy (x — xy) = dX:

0p(X,) :
X dX + o(]|dX]|%) 2.5

b (X)) = p(Xp — dX) = p(Xp) +

Sustituyendo la expresion (2.5) en (2.3) se obtiene:

_ 0p(Xp) ,
dx = p(Xp) + X dX +o(dX*)—¢p(Xp) (2. 6)
Anulando términos queda la expresion:
_0¢
dx = —dX + o((||dX]||?)
) ¢ 2.7)
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Por ultimo, al trabajar en elasticidad lineal se pueden despreciar los términos de

orden superior, quedando la expresién final:

0
ax =22 ax
X (2. 8)
En la expresion (2.8) podemos identificar el gradiente de deformaciones F, el

cual queda definido como:

F = 6¢ =Vyop

X (2.9

El subindice 0 de V nos indica que la derivada es con respecto a X. Sin embargo,
como consideramos las hipotesis de pequefias deformaciones y pequefios

desplazamientos de la elasticidad lineal, se puede tomar:

a¢ a¢
F=3x=Vo#~ v (2. 10)

Sustituyendo (2.10) en (2.8) se obtiene la expresion:
dx = FdX (2.11)

La funcidn obtenida, el gradiente de deformaciones F, por tanto, nos permite
transformar vectores en su configuracion inicial no deformada a su configuracion final

deformada bajo las hipotesis tomadas para la elasticidad lineal.

Ejemplo 1:

Dada la siguiente funcion ¢, se calcula el gradiente de deformaciones F.

1
312+ 9X; +3X,)

1
3 (16 +6X;)

Aplicando la expresion (2.9) se obtiene:

[a¢1 a¢1]
|8X1 X, | [
ax d¢, a¢2|
8X1 0X,
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Conociendo el vector dX en la configuracion inicial, se puede obtener el vector dx

en su configuracion final. Suponiendo como vector dX el siguiente:
_[5/3
dx = | / ]
Aplicando la ecuacién (2.11) se obtiene:
_ _[3 171[5/31_18
dx_FdX_[o 2” 3 ]_[6]

Se puede observar en este resultado que el gradiente de deformaciones F produce
un cambio en el mddulo y rota el vector dX. Su configuracién final, dx, esta representada
en la Figura 2.3 junto a la configuracion inicial.

dx

dX

Figura 2.3. Vectores dX y dx del ejemplo 1

2.3. Deformacion

A partir del gradiente de deformaciones F, se obtiene un tensor simétrico y

definido positivo llamado Right-Cauchy deformation tensor C, definido como:
C=F'F (2.12)

Asimismo, el tensor C esta relacionado con el Green-Lagrange strain tensor E,

que se obtiene mediante la expresion (2.13), donde I es la matriz identidad:

E:%(C_,) (2. 13)
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Este resultado es de vital importancia, ya que aporta informacion sobre el campo
de deformaciones del dominio estudiado. Si se toma un vector dX de la configuracion
inicial no deformada, y su vector andlogo dx de la configuraciéon final deformada,
podemos definir sus médulos, dL y dl respectivamente, como:

dX -dX = dL? dx - dx = dl? (2. 14)
La diferencia de estos médulos es, por tanto,
dl? —dl? =dx-dx—dX-dX (2. 15)
Aplicando las expresiones (2.11) y (2.12) queda:

dl? — dL? = FdX - FdX — dX - dX
= dX - FTFdX — dX - 1dX
= dX - CdX — dX - IdX
(2. 16)

Agrupando términos y aplicando la ecuacion (2.13) se llega a la expresion:

dl? —dl? =dX - (C—I)dX = dX - 2EdX
(2.17)
Por dltimo, dividiendo ambos términos de la igualdad por dL? obtenemos la

expresion:

1d1? —dI* dX-EdX

2.18
2 dL? dL? ( )

Como se aprecia en la ecuacion (2.18), el llamado Green-Lagrange strain tensor
E nos informa sobre cambios relativos en la longitud de los vectores de la configuracion

final deformada con respecto a la configuracion inicial.

Considerando ahora dos vectores dX: y dXz junto con sus configuraciones finales
deformadas dx: y dxz y realizando un desarrollo analogo, se obtiene como resultado la
expresion (2.19):

dx,-dx, —dX,-dX, =FdX, -FdX,—dX,-dX,
=dX, FTFdX, — dX, - I1dX,
=dX, - (C— DdX,
= dX, - 2EdX, (2. 19)

Antonio Gallego Munuera pag. 19



La expresion ahora obtenida relaciona el tensor E con la diferencia del producto
escalar de los dos vectores considerados en su configuracion final deformada con respecto
a su configuracion inicial. Como dx; - dx, = |dx,||dx,| cosa , el tensor también nos
informa acerca del cambio entre las proyecciones de los vectores, es decir, de la distorsion

angular.

Ejemplo 2:

Recogiendo los resultados obtenidos en el Ejemplo 1 se calcula el tensor E.
Aplicando la ecuacion (2.12), el Right-Cauchy deformation tensor C es:

T3 1]_93
3 5

c:pr:[g ;] 0 2

El tensor Green-Lagrange E se obtiene mediante la expresion (2.11):
_1 _ L9 31 11 opy_[4 3/2
E‘E(C_I)_E( 3 5]_ 0 1])_[3/2 2 ]
La longitud al cuadrado del vector dX es:
2 = gx.dx = [°/3].]°/3] =
dI? = dX-dX = | / |- / |=1178
La longitud del vector en la configuracion deformada sera:

dI? — dI? = dX - 2EdX = [543] 2 [3‘;2 342] [543] — 88,22

dl = /88,22 + dI? = /88,22 + 11,78 = 10

Calculando el mddulo del vector dx mediante su definicidon se obtiene el mismo

resultado:
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2.4. Campo de desplazamientos

Considerando el sistema de coordenadas (X1, X2, X3) de la Figura 2.4 en el que
estan representadas la configuracién inicial X € Qo y la configuracién final x € Q, se

define el vector de desplazamiento u como:

u=x—-X (2. 20)

Figura 2.4. Vector desplazamiento u

El gradiente de dicho vector es el siguiente:

_ ou _ d _ Jdx 0X (2 21)
Vou=ox=ax* X =3x "ox

Aplicado en (2.21) la definicion del mapping de deformaciones ¢(X) (2.1),

gradiente de deformaciones F (2.10) y matriz identidad I, se obtiene:

_ dp(X) 0X _ (2. 22)
VOH—T—W—F—I

Se observa en esta expresion que el vector de desplazamiento u esté relacionado
con el gradiente de deformaciones F, lo que implica que también lo esta con el tensor E.
Desarrollando su expresion, y siendo F = Vou + I:
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1 1
E =-(C-D=5FF-D

1
1 T T
Finalmente, agrupamos términos:

1 1
E = E (VouT+V0u) + EVOuTVOu (2 24)

Nuevamente, se aplican las simplificaciones propias de la elasticidad lineal,
despreciandose el término no lineal Vou'Vou y tomando V, = V por la hipotesis de
pequefios desplazamientos. Tras simplificar la expresion se obtiene el tensor de pequefias

deformaciones o small strain tensor e.
1 T
Se puede reescribir este tensor, aplicando la expresion (2.22), como:

£=%((F—I)T+(F—I))

. (2. 26)
= (F+F) -1

Ejemplo 3:

A partir del tensor F calculado de los anteriores ejemplos, se calcula tensor de

pequefias deformaciones e.

F:[g ;] E:[sjz 342]

Aplicando la expresion (2.26) se puede obtener &.

1 1 '
e=y@+m—1=o([> JJ+[5 )= A=l 1]

Antonio Gallego Munuera pag. 22




Se observa que, pese a que el tensor € es una aproximacion del tensor E, distan
bastante de ser iguales. Se puede calcular el error relativo 8 en su término az2, donde el
error es mayor, obteniéndose:

_11/2-3/2|

-100 = 70
3/2 00 =66,67 %

La razon de un error tan alto es que, en el ejemplo propuesto, no se cumple la
hipotesis de pequefias deformaciones. Por tanto, el tensor obtenido bajo estas hipétesis,
g, no es valido. Para realizar una simplificacién valida, debemos tener una funcién

mapping de deformaciones ¢ que se ajuste a las condiciones de elasticidad lineal.

1
(15 + 5X; +107X,)

1
= (10 +5.05X,)

Aplicando la expresion (2.9) se obtiene el gradiente de deformaciones:

[001 ¢y

_loxy ox,| 2-10-4]
“log. 9¢.| Lo 101
X, 0X;.

Con la ecuacion (2.12) se calcula Right-Cauchy deformation tensor:

1 2-10—4]T1 2-10-4]:[ 1 2-10*

C=FF=| B
o 101 !lo 101 !712-10 10201

Con las ecuaciones (2.13) y (2.26) se obtienen el tensor Green-Lagrange E vy el

tensor de pequefias deformaciones ¢ respectivamente.

E=—(C—I)_2([2 104 21012001] [ ):[1-30‘4 (}018(_);
1 -1074"

e=§(F+FT)— ([1 2101] [(1) 21.10014 > [1 1l-
:[1(?—4 18:;}]
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Si ahora se evalla el error relativo del término az; nuevamente:

11072 —1.005 - 1072]
p= 1.005 - 102

+100 = 0,498%

Se observa que el error ha disminuido significativamente. Por tanto, se puede
considerar la aproximacion del tensor de pequefias deformaciones & para elasticidad

lineal.
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CAPITULO 3: FUNDAMENTOS DE ELASTICIDAD
LINEAL

3.1. Energia de deformacion elastica

La ley constitutiva desarrollada en este apartado es aplicable a sélidos que
cumplan las hipétesis de la elasticidad lineal, y que ademas tengan un comportamiento
isétropo, es decir, que se comportan igual en todas las direcciones. Para estos casos, se

define la energia de deformacion eléstica por unidad de volumen ¥ (&) como:

Y(e)=putr(ee) + %(tr (e))2 3. 1)

En esta expresion, 1 es el primer parametro de Lamé, relacionado con los cambios
volumétricos del solido, y u es el segundo pardmetro de Lamé, también llamado médulo
de cizalladura, relacionado con la resistencia a esfuerzos cortantes. Los parametros de
Lamé se pueden expresar en funcion del modulo de Young E vy el coeficiente de poisson
v, como se indica en las expresiones (3.2). Todos estos parametros son constantes para

cada material, y dependen de la naturaleza del mismo.

1= Ev _ E
~ (A +u)(1-20) K= o2a+o)

3.2)

El término tr es el operador traza. La traza de una matriz se calcula sumando las

componentes de su diagonal principal:

3.2. Tensor de tensiones de Cauchy

El tensor de tensiones de Cauchy ¢ y su relacion con el tensor de pequefias

deformaciones ¢ es lo que define la ley constitutiva de la elasticidad lineal isétropa.

o = f(e(w)) (3.4)
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Para calcular el tensor de tensiones o se deriva la energia eléstica definida en (3.1)
con respecto al tensor de pequefias deformaciones:

5o a"’a’fj) (3.5)

Por lo tanto, derivando y desarrollando la expresion:

0 A 2
o = 3% (M tr(ee) + 5 (tT(S)) )

aitr(ss) +—— (tr(e))
=Ma(tra(;s)) At )a(tr(e)) (3.6)

Se puede demostrar que, derivando las trazas en la expresion (3.6), se obtiene la
ley constitutiva que relaciona el tensor de tensiones de Cauchy ¢ y el tensor de pequefias

deformaciones &:

o =2ue+Atr(e)l (3.7)

Ejemplo 4:

Considerando un tensor &, cualquiera, como el del ejemplo 3:

e=[10~ 10-)

Se puede calcular ¢ mediante la expresion (3.7).

107*

o=2u, 0, 105+ 0+102];

Considerando el modulo de elasticidad y coeficiente de Poisson del acero, y

aplicando las expresiones (3.2):

E ~ 210 GPa = 210-10° Pa v=20.3

__210010°08 _210010°
T(1+03)(1-2-03) K= 2@ oz~ o/ e
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Sustituyendo estos valores en el tensor de tensiones de Cauchy queda:

_[12115 0.01615

7= 10.01615 2.8269]Gpa:

3.3. Tensor de elasticidad

El tensor de elasticidad €, de cuarto orden, agrupa las propiedades materiales de
un sélido dado, y se define como la derivada del tensor de tensiones de Cauchy & con
respecto al tensor de pequefias deformaciones &:

0%y Ny

= =__ 3.8
¢ degde O¢ 3-8)

Sustituyendo la expresion del tensor de tensiones de Cauchy (3.7) y derivando la

expresion se obtiene la expresion del tensor de elasticidad C:

1
C=2uTVM + AIQI T = —(T+T7) (3.9)

Cuya notacion de indices es:

1
Cijui = 2#5 (6ikbj1 + 6u6j,) + 26;;6., (3. 10)

Ademas, teniendo en cuenta que el modelo constitutivo es lineal, se puede escribir
o COMo:

o=C:e(u) (3. 11)
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3.4. Forma fuerte y forma deébil en elasticidad lineal

La Ecuacién en Derivadas Parciales (EDP) que gobierna el comportamiento de un
solido elastico lineal definido por el dominio 2 (Figura 3.1), junto con las condiciones
de contorno en tipo Neumann y Dirichlet constituyen la forma fuerte de problema de

condiciones de contorno en elasticidad lineal:

V-o(ew)+f=0 en ()

u=u" en 04,
o(e(w) n=t en 00y (3.12)
a0y
2.0,

Figura 3.1. Dominio del problema elastico

En este sistema se encuentran los tensores definidos en los apartados anteriores,

asi como el vector desplazamiento. El operador "V - " es la divergencia de un tensor, en
este caso el tensor de Cauchy, por lo que la ecuacidon matricial constituye un sistema de
tres ecuaciones, donde las tres incdgnitas serian cada una de las componentes del vector
desplazamiento u. El vector f constituye la fuerza por unidad de volumen ejercida en el
solido, el vector u* es el desplazamiento impuesto en la frontera Dirichlet 02, y el vector

t es la fuerza por unidad de superficie impuesta en la frontera Neumann 9.2y .

Una vez definida la forma fuerte del problema (3.12) se obtendra su forma débil,
también llamada formulacién variacional, para posteriormente poder implementar el

problema de elasticidad lineal en FreeFEM.

Para este desarrollo se ha de definir una funcion test o funcion virtual v para la
incognita del problema, que es en este caso el desplazamiento u. Multiplicando la

ecuacion del problema fuerte por la funcion test e integrando:
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f(V () +f)-vaV =0 (3. 13)

Siendo u € H*(2) y v € H} (). Esto es, que tanto el vector desplazamiento como
su derivada primera pertenecen al dominio estudiado, y de la misma forma para funcion

test. Ademas, el valor de la funcion test es nulo en la frontera Dirighlet.

Continuando con la expresion (3.13):

fV-a(s(u))-vdV+ff-vdV=0 (3-14)
0] N

Desarrollando el primer término de la expresion (3.14):
V-o(ew) vdV=V-(6" v)—0:Vv (3. 15)

El Gltimo término de la expresion (3.15) se puede reescribir aplicando la

definicion del tensor de pequefias deformaciones para la funcion test:

o:Vv = a:%(Vv + 7v") = 0:e(v) (3. 16)
Reescribiendo la ecuacion (3.15) aplicando (3.16) queda:
V-o(ew) -vdV =V (6" v)—0o:ew) (3.17)
Aplicando los cambios a la expresion (3.14), el primer término quedaria
(3. 18)

fV -a(s(u))-vdefV-(aT-v)dV—fa:s(v)dV

o) 0 0

Ahora se puede aplicar el teorema de la divergencia al primero de los términos de

la expresion (3.19):

fv.(ar.v)dvz f,,.n.,,da 4 fa_n_vda (3. 19)

0 80p 80N
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Como se ha dicho anteriormente, la funcion test en todo el contorno Dirighlet es
nula, por lo que se anula el primer término de (3.19). En cuanto al término de la frontera
Neumann, esta constituido por la condicion de contorno del problema impuesta para esa
frontera, quedando:

jV-(aT-v)dV= fa-n-vda= ft-vda (3. 20)

0] 002N 00N

Reagrupando todos los términos desarrollados, se obtiene la expresion:

fV -o(e(w) vav = Jt-vda—ja:s(v)dV (3. 21)

Q 0N Q

Afadiendo el término de la fuerza volumétrica y reordenando, obtenemos la

forma débil o formulacion variacional del problema de elasticidad lineal:

fcr:s(v)dV— ft-vda—ff-vdeO (3.22)
0

2 00N

En esta ecuacion, el primer término representa el trabajo de deformacion
elastica que ejerce el material, el cual se opone a deformarse. Los dos términos que restan
representan el trabajo ejercido por las fuerzas externas sobre el material. De esta
forma, el trabajo de deformacion elastica del material esta en equilibrio con el trabajo
ejercido por las fuerzas externas, por eso la ecuacion del problema elastico también se

conoce como ecuacion de equilibrio.
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CAPITULO 4: FUNDAMENTOS DE LA ELECTRO-
MECANICA LINEAL

4.1. Campo eléctrico, ley de Faraday y vector de polarizacion

El campo eléctrico E es una magnitud vectorial, que para el problema estudiado

se puede definir como gradiente de un potencial eléctrico ¢.

E(p)=-Vop = _a (4. 1)

Este potencial eléctrico es una de las variables estudiadas en el problema de la
electro-mecénica, asi como una de las condiciones de contorno que se pueden imponer

para el dominio estudiado.

Ejemplo 5:
Dado el potencial eléctrico ¢, calcular el campo eléctrico E
@ =2-10°+ 10X, + 5-10°X,

Aplicando la expresion (4.1) se obtiene:

Una de las leyes constitutivas del problema de piezoelectricidad es la Ley de
Faraday, la cual relaciona el rotacional del vector campo eléctrico E con la derivada

temporal del campo magnético B.

o g OB
X E=—or (4.2

Como se ha definido el campo eléctrico E como el gradiente de un potencial ¢ v,

por definicidn, el rotacional del gradiente de un potencial es nulo, se obtiene:

VX E=VX(-Vp)=-VxVp)=0
4.3
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Como se ha definido el campo eléctrico E como el gradiente de un potencial ¢ v,

por definicion, el rotacional del gradiente de un potencial es nulo, se obtiene:

VX E=VX(-Vp)=-VxWVp)=0

4. 4)
Si se sustituye la expresion (4.4) en (4.2):
Vx E= oB =0
- ot (4.5)

Este resultado significa que, al haber definido el campo eléctrico como el
gradiente de un potencial, para que se satisfaga la Ley de Faraday debe ser nula la
derivada temporal del campo magnético. Para el problema estudiado se considera que no

existe campo magnético en el dominio, y por tanto se cumple la ley constitutiva.

El problema de la electro-mecanica para materiales piezoeléctricos estudia un
modelo en el que las deformaciones inducen un campo eléctrico en el dominio (sensores
piezoeléctricos). De la misma forma, al generarse un campo eléctrico en el dominio se
inducen deformaciones (actuadores piezoeléctricos). Ademas, el modelo requiere
materiales transversalmente isdtropos, es decir, que se comportan como un isétropo en
planos o superficies definidas por su vector normal N (Figura 4.1). Este vector se

denomina vector de polarizacién N o direccion preferencial.

Figura 4.1. Superficie definida por el vector N
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4.2. Energia elastica del problema electromecanico

De forma analoga a la del apartado 3 (ecuacion 3.1), se define una energia elastica

Y (&, E,N) para el problema electromecénico:

(e, E,N) = ptr(ee) +2 (tr (£)) —SE-E—ay(E-N) tr() — ay(E- £+ N)

En la ecuacién (4.6) se define la energia elastica mediante cuatro términos. Los
dos primeros constituyen la parte mecénica, igual que la definida para el problema de
elasticidad lineal. El tercer término corresponde a la energia eléctrica, siendo € la
permitividad eléctrica del material estudiado. En dicho término interviene el campo
eléctrico E definido en la expresion (4.1). Los dos ultimos términos corresponden a la
energia debida al comportamiento piezoeléctrico del material, y en ellos intervienen tanto
los parametros mecanicos como los eléctricos, € y E respectivamente, asi como el vector

de polarizacion N. Por altimo, a; y a, son los llamados coeficientes piezoeléctricos.

4.3. Tensor de Cauchy y Desplazamiento eléctrico

Al igual que en el problema de la elasticidad lineal, se obtiene la expresion del
tensor de tensiones de Cauchy ¢ mediante la derivada de la expresion de la energia

elastica ¥ con respecto al parametro mecanico &:

0¥ (&,E,N)

o(e(u), E(p), N) = — 5

Se sustituyendo la expresion de la energia elastica (4.6) y derivando, se puede
demostrar la obtencion de la expresion:
a(e(w),E(9),N) = 2ue + A tr(e)l — ay(E - NI — “2(E®N + NOE)
Donde el operador AQ B es un dyadic product, un operador matematico aplicable
entre vectores definido como:

A®B =[A1B,,A:B,,A;B,, A,B;]

SiendO A :[AIIAZ] yB :[BllBZ]'
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En la expresion (4.8) se puede observar como el tensor de Cauchy e, el cual
dependia Unicamente de parametros mecéanicos en el problema de la elasticidad lineal,
ahora depende de pardmetros mecénicos y eléctricos, asi como de los coeficientes

piezoeléctricos y el vector de polarizacion.

Ejemplo 6:

Se va a calcular el tensor de Cauchy & para el problema piezoeléctrico

considerando los tensores y vectores obtenidos en los ejemplos anteriores:

S SR R AR

Aplicando las expresion (4.8) y (4.9).

0+ 10+ O+ 1095 ] ([575] o))

B [glgiﬁ] [o] [0] [_512?)5]

Considerando a; = 0,1y a, = 0,2, asi como el modulo de elasticidad y

coeficiente de Poisson del acero, y aplicando las expresiones (3.2):

E ~ 210 GPa = 210-10° Pa v=203

A =121,15 - 10° Pa u = 80,77 -10° Pa

Se obtiene el tensor de tensiones de Cauchy:

1.5115 0.066154

~lo.o66154 2.9269 ]Gpa
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Un nuevo vector que se define para el problema electromecéanico es el vector
desplazamiento eléctrico D, cuya ley constitutiva lo define como la derivada de la energia

elastica ¥ con respecto al parametro eléctrico, que es el campo eléctrico E.

0¥ (&, E,N)

D(e(w),E(9),N) = —— (4. 10)

Sustituyendo la expresion de la energia elastica (4.6) y derivando, se puede
demostrar el resultado:
D(e(u),E(p),N) = €E + a,tr(e)N + a,(eN)
(4.11)
Nuevamente se aprecia que el vector desplazamiento eléctrico D no solo depende

de los parametros eléctricos, sino que también influyen en él parametros mecanicos

debido a los términos piezoeléctricos de la expresion de la energia elastica (4.6).

Ejemplo 7:
Calcular el vector desplazamiento eléctrico D considerando los tensores y vectores
obtenidos en los ejemplos anteriores:

=g+ 10l E=-lshed V=l

Aplicando la expresion (4.11).

D=c¢ [_;12;5] + a,;(0+ 1072) [(1)] + az([l(?—z; 18:;] [(1)])

Considerando a; = a; = 0,1,y e = 3,52-10711, se obtiene un vector

desplazamiento eléctrico:

9,684-10~*

) =
[—7,6- 10°¢

]C/m2
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4.4. Tensores de orden superior

Al igual que para el problema de elasticidad, a partir de las expresiones de la
energia elastica ¥ asi como del tensor de Cauchy y del vector desplazamiento eléctrico
se pueden obtener una serie de tensores de orden superior, los cuales agrupan las

propiedades del sélido piezoeléctrico.

El primero de ellos es el ya conocido tensor de elasticidad €, de cuarto orden,
informa sobre las propiedades mecanicas del sélido y se obtiene al derivar tensor de

tensiones de Cauchy o con respecto al tensor de pequefias deformaciones &:

0%y Ny

= =_ 4,12
¢ degde Oe ( )

Sustituyendo la expresion del tensor de tensiones de Cauchy (4.7) y derivando la

expresion se obtiene la expresion del tensor de elasticidad €, cuya notacion de indices es:

1
C=2uITVm +1IRQI FIYM = —(T+I7")
2 (4. 13)
cuya notacién de indices es:
1
Ciji = 2#5 (6ikbj1 + 6:16j,) + 26;6.,
(4. 14)

Derivando la expresion de la energia elastica ¥ con respecto al tensor de pequefias
deformaciones € y el campo eléctrico E se obtiene el llamado tensor piezoeléctrico P,
tensor de tres dimensiones que informa sobre el comportamiento piezoeléctrico del

material.

o2y
dEde (4. 15)
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Sustituyendo la expresion de la energia elastica (4.6) y derivando, se obtiene la

expresion del tensor piezoeléctrico:

a, %
?ijk = a1N®I +7(6UNR + 5ikN]-) = alNi(Sjk + 7(61]Nk + 6iklvj) (4 16)

Por Gltimo, derivando el vector desplazamiento eléctrico D de nuevo con respecto

al vector campo eléctrico E se obtiene el llamado tensor dieléctrico G.

_ 0¥ 4D
~  OEJE OE (4.17)

Sustituyendo la expresion del desplazamiento eléctrico la energia elastica (4.10)
y derivando, se obtiene la expresion del tensor dieléctrico:

§=¢ (4. 18)

Ademas, teniendo en cuenta el modelo constitutivo lineal, se pueden expresar o y

D de la siguiente forma:

— - — pT., = —J - )
o = C:e(uw) — PT - E(p) D =-P:e(u) - G E(p) (4. 19)

Antonio Gallego Munuera pag. 37



4.5. Forma fuerte y forma deébil en electro-mecéanica lineal.

El sistema de ecuaciones en derivadas parciales que gobierna el comportamiento
de un sélido piezoeléctrico definido por el dominio £, junto con las condiciones de
contorno en tipo Neumann y Dirichlet constituyen la forma fuerte del problema de

condiciones de contorno en electro-mecénica lineal:

% -a(s(u),E(qo)) +f=0 en
V-D(e(w),E(p))—p=0 en ()
u=u’ en 0(p,
1 a(s(u),E(qo)) n=t en 00y,
o=@ en 0{lp,
i D(s(u),E((p)) n=-w en 00y, (4. 20)
02p,

00,

00y,
00y,

Figura 4.2. Fronteras mecanicas y eléctricas del dominio 2

Este sistema esta constituido por la EDP de la elasticidad lineal expuesta en el
capitulo 3.4, junto con la nueva ecuacion correspondiente a la divergencia del
desplazamiento eléctrico D. El término p es una carga eléctrica por unidad de volumen,

mientras que ¢* es un potencial eléctrico impuesto en la frontera Dirichlet 042, y w una

carga electrica por unidad de superficie impuesta en la frontera Neumann 9.2y, .

Otro aspecto importante del sistema (4.12) es que las fronteras del dominio son
independientes para cada ecuacion (Figura 4.2). Esto quiere decir que existe una frontera

Dirichlet y Neumann para la ecuacion mecanica, 02y, y 02y, respectivamente, y de la
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misma forma ocurre con la ecuacion eléctrica, df2p, y df2y,, donde se aplicaran las

respectivas condiciones de contorno.

Por ultimo, cabe destacar que el operador "V -"para la segunda ecuacion
representa la divergencia de un vector, es decir, un escalar. Como ya se expuso, para la
primera ecuacion representa la divergencia de un tensor, que es un vector de tres
componentes para el caso tridimensional, esto es, una ecuacion vectorial equivalente a
tres ecuaciones escalares. Por tanto, el sistema constaria de cuatro ecuaciones, donde las
cuatro incognitas son cada una de las componentes del vector desplazamiento u# junto con
el potencial eléctrico ¢. La denominacion de problema acoplado quiere decir que, tal y

como se ha descrito en el capitulo 4.3, los cambios en los parametros eléctricos afectan a

la ecuacion mecanica (tensor de Cauchy) y viceversa, ya que o(e(w),E(p)) y

D(e(w), E(p)).

Para obtener la forma débil del problema, se ha de asignar una funcidn test a cada
una de las incognitas, que van a ser su para el desplazamiento u, y §¢ para el potencial
eléctrico ¢. Para la primera ecuacion ya se obtuvo su formulacién variacional en el
capitulo 3.4 (ecuacion 3.22). Para la ecuacion del desplazamiento eléctrico se sigue un

procedimiento analogo, ya que la ecuacion tiene la misma forma, y se obtiene:

—fD-E(&p)dV+ fw5<pda+fp5<pdV=0

0 90N 0

(4. 21)

Finalmente, sumando las formas débiles de ambas ecuaciones (3.22) y (4.21) se
obtiene la forma débil del problema multifisico de la electro-mecdnica lineal para

materiales piezoeléctricos:

fa:s(Su)dV— f t-6uda—f[f-5udV

0 002Ny

_fD-E(5<p)dv+ fw&pda+fp5<pdV=0 (4. 22)
0

20Ny )
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De nuevo, los términos del tensor de Cauchy @ y vector desplazamiento eléctrico
D constituyen el trabajo interno del material, mientras que el resto de términos

representan el trabajo ejercido por las fuerzas y cargas externas.

Para modelizar un problema dinamico (sin disipacion), habria que afadir un

término de aceleracion:

fpa-6udV +fa:£(8u)dV— j t-8uda—Jf-6udV
n

0 0) 00Ny
—fD-E(&p)dV+ fw&pda+fp8<pdV=0 (4. 23)
n a~QN<p 0

donde p es la densidad masica del material y a es la aceleracion, es decir, la

derivada temporal segunda del desplazamiento u

0%u

=9z (4. 24)
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CAPITULO 5: FUNDAMENTOS DE ELEMENTOS
FINITOS

Este capitulo pretende introducir la teoria basica de elementos finitos, explicar la
razén para escribir la forma débil del problema y expresar la discretizacion del problema
de la piezoelectricidad.

5.1. Método de los elementos finitos

La modelizacion matematica es una herramienta muy potente a la hora de entender
fendmenos fisicos en ciencia. Estos modelos se describen mediante sistemas de
ecuaciones en derivadas parciales (EDPs), a partir de los cuales se plantean problemas de
gran dificultad. Estos problemas, en muchas ocasiones, no tienen solucion exacta clasica,
0 bien son extremadamente complejos. EI método de los elementos finitos (MEF),
desarrollado por el matematico aleman Richard Courant en 1943 (Figura 5.1), es uno de
los métodos numéricos mas recurridos en ingenieria resolver numéricamente dichos

modelos.

4

Figura 5.1. Richard Courant

El método de los elementos finitos consiste en desarrollar la forma fuerte del
problema, consistente de un sistema de ecuaciones en derivadas parciales, hasta obtener

una expresion del tipo:

KU=F
5. 1)

Antonio Gallego Munuera pag. 41



En la ecuacion matricial (5.1), U representa el vector incognita, que contiene
todas las incognitas del problema estudiado, mientras que K es la llamada matriz de
rigidez, que multiplicada por el vector incognita da como resultado el vector de términos
independientes F. La forma matricial de la ecuacion se debe a que esta operacion se lleva
a cabo en todos los puntos del dominio estudiado, cuyo espacio se discretiza mediante

mallas.

Para explicar el método, se va a utilizar como ejemplo el problema unidimensional
de una cuerda elastica sujeta en los extremos, sobre la cual se aplica una carga puntual f

en el centro, tal y como se aprecia en la (Figura 5.2), cuya forma fuerte es:

—(kuw') =f en ]0,L[
{ u(0) =u(L) =0 (5.2)

L/2

Figura 5.2. Problema de la cuerda sujeta en los extremos

El primer paso es escribir el Problema Variacional, que consiste en aplicar el
principio de los trabajos virtuales e integrar las EDPs de la forma fuerte del problema.

Para este problema, queda la expresion:

L L
f k()u' (v’ (x)dx = f fv(x)dx (5.3)

Al igual que sucedia en los capitulos anteriores, para este problema el término a
la izquierda de la igualdad representa el trabajo interno de deformacion de la cuerda,
mientras que el término a la derecha es el trabajo ejercido por las fuerzas exteriores. Si a

f le damos como valor la delta de Dirac, f = &, entonces se simplifica la expresion:

L

fk(x)u’(x)v’(x)dx =v(L/2)
. (5. 4)
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Para todo el espacio definido, se cumple que u € H1(2) y v € H} (). Esto es,
que tanto la incdgnita como su derivada primera pertenecen al dominio estudiado, y de la
misma forma para funcion test. Ademas, la funcidn test es nula en el contorno Dirichlet,
v(0) =v(L) = 0.

Una vez obtenida la expresion (5.4), se procede a la discretizacion del problema
variacional. Para ello, se definen todos los puntos que se van a evaluar de forma discreta
para la resolucion del problema. A estos puntos se les llama nodos, y todos ellos cubren
el dominio del problema y constituyen lo que se conoce como malla. Hay muchos tipos
distintos de mallado, pero el mas sencillo y el que se utiliza normalmente es el compuesto
por tridngulos y tetraedros. Para el problema del ejemplo, el mallado consiste en dividir
la linea en segmentos, cuyos extremos son los nodos. A los segmentos, tridngulos o
tetraedros que unen los nodos se les conoce como espacios de aproximacion, y en ellos
se aproxima el valor que toma la incdgnita en ese punto segun el de los nodos adyacentes.
Los mas sencillos y usados son los que aproximan mediante polinomios de grado 1, y se

les conoce como elementos finitos de Lagrange de grado 1.

Para el caso unidimensional del ejemplo, estas funciones de aproximacion serian:

|x = ¢ .
¢;(x) = 1 — SLCi_1 SX < Cjq

0 en caso contrario

(5. 5)

¢ Po ¢

Figura 5.3. Funciones de aproximacion del problema de la cuerda sujeta a extremos

En la expresion (5.5), ¢; es la funcién de aproximacion para el nodo j, ¢; es la
posicion del nodo que se analiza, x la posicion del punto que aproxima la funcién y h es
la distancia entre nodos. Como se aprecia en la Figura 5.3, la funcion define una forma
triangular donde el vértice tiene valor 1 y esta en el nodo estudiado y es nula en los nodos
adyacentes. De esta forma, superponiendo el valor de la funcién en cada nodo y sus

aproximaciones en estos espacios, se obtiene una distribucion suave en los resultados.
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Ademas de las funciones de aproximacion, se utilizan las llamadas funciones de

forma para asignar el valor de la incognita en cada punto, siendo estas funciones:
1 sii=j
NOEE 6.9

Por tanto, se pueden discretizar las funciones u y v, para un espacio finito H; de

dimension n (n nodos), de la forma:

n

un(cy) = Zu?} i v(x) = ¢;(x) (5.7)

i=1

Donde u}, es el valor de la incognita en cada nodo del dominio finito. Si ahora se
sustituyen las expresiones (5.7) en la formulacion variacional del problema (5.4) y se

ordenan los términos, se obtiene:

L
i f /' (), (X)dx = §;(L/2)
J (5. 8)

n
i=1

La expresion obtenida es la discretizacion del problema. Si se observa de nuevo
la expresion (5.1), se aprecia la similitud con la (5.8), ya que el término del sumatorio es
vector incognita U, el término de la integral de las funciones de forma es la matriz de
rigidez K y el término a la derecha de la igualdad es el vector de términos independientes

F.

Esta discretizacion a partir de la forma débil del problema se puede hacer para
problemas sencillos, pero a medida que aumenta la complejidad, asi como el nimero de
nodos, es necesaria la capacidad computacional de un ordenador, y programas
especializados en elementos finitos. Con el programa de software libre FreeFEM, basta

con escribir la forma débil del problema para su resolucion.

Antonio Gallego Munuera pag. 44



5.2. Discretizacion del problema de la piezoelectricidad

Como se ha explicado anteriormente, y a partir de la forma débil del problema de

la electro-mecanica lineal, se busca encontrar u, = X' ul ¢, v @p = X0 0k ¢;

para todos los nodos del espacio finito Hj, tal que:

DH[&u]=fa':£(6u)dV— f t -8uda—ff-6udV=0

n 00Ny 0

DH[6(p]=—fD-E(6<p)dV+ J W8g0da+Jp6godV=0

0 0Ny 0

5. 9)

La misma discretizacion que se utiliza para los desplazamientos u y el potencial

eléctrico ¢ se usa para sus respectivas funciones test, su y §¢. En cuanto al tensor de
Cauchy o = a(e(w), E(p)) y el vector desplazamiento eléctrico D = D(e(w), E(¢)), se

pueden reescribir en funcion de los tensores de orden superior como:

o=C:e(u)—PT-E(p)
D=-P:e(u)—G-E(p) (5. 10)

Si se sustituyen las ecuaciones (5.10) en (5.9), operando queda:

DIT[su] = f £(6u): C: e(w)dV — j e(ou): P" - E(0)dV
0] N

— ft-Suda—ff-SudV=0
a0y, 0

DIl[s¢p] = —f E(6¢p) - P:e(w)dV — f E(6¢) G- E(p)dV
) )

+ f w6<pda+fp5<pdV=0

20Ny )

(5. 11)
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Si se escriben las variables y funciones test utilizando la discretizacion de

elementos finitos estandar:

u= u’ ¢’ su = su® ¢

— b b 8 =8a a
©= ¢’ g (% P Pg 5.12)

Se pueden discretizar los primeros términos de las ecuaciones (5.11), quedando:

ph[sul = » sut-| | Vophe¥™veldv |ub
o] )
+ Su° ( f vei(—P") Vg’ dV) @b
2,
DII[Sg] = z Sp° - (f Vd)i(—.‘?)syqubZdV) ub
e=1 0,

+ 50" ( | ch;(—g)mf;dr/) ot
(0]

e

(5. 13)

Donde:

1 1
CLSJJZ? = Z(cijkl + Cjirt + Cijue + Cjilk) Tf};(m = E(Tif" + Pix;)

(5. 14)
Las ecuaciones (5.13) pueden escribirse agrupando las funciones de forma como

términos de la matriz de rigidez K:

DII[6u] su®- Ko%ub + Gu“Kﬁ;‘;b(pb

NGE

®
Il
—-

DII[6u] =

NGE

5% K58ub + 5 K52 b (5. 15)

®
Il
[N
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Donde:

K" = j Vpd:Co™Vpbav Koo' = f Vpd(—PT)ImVpbav

Qe Qe

K;;j" = j Ve (—P)YmVpLdv Kj,':},” = f Ve (—G)VpsdV
Qe Qe (5. 16)

Finalmente, el ensamblaje a lo largo de todos los elementos e de la malla lleva a
KU = F, donde la matriz de rigidez tiene una componente puramente mecanica, y otra

eléctrica.

ke ool =

Para la discretizacion del problema dindmico, la aceleracion ya se definio en

(5. 17)

capitulos anteriores como la derivada temporal segunda del desplazamiento:

_0%u
= 3¢z
(5. 18)
Al discretizarla queda:
aZ
a= ab¢u = 9t2 ¢u
(5. 19)

Introduciendo el término discretizado en su término de la forma débil y

discretizando, queda:

f oudv zz:f P2 ¢” Suly dv (5. 20)

0
Reordenando términos queda:

Zub

n
su® - fp(,bagbbldV
z Jo ot? (5.21)

e=1
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Siendo

f ppILT AV = Mo

J (5. 22)

La matriz M se conoce como matriz de masas, y es la que multiplica al término

de la aceleracidn en el problema dinamico, quedando finalmente:

0%U
M——+KU=F

at?
(5. 23)
Por ultimo, para determinar como se relaciona la derivada temporal segunda del
desplazamiento con respecto al mismo, se recurre a la llamada discretizacion temporal.
Entre los distintos integradores temporales, en este caso se aplicard el integrador
temporal Newmar-beta. Este integrador consiste en expresar la aceleracion y velocidad
en un instante n+1 mediante las variables en el instante n. Las expresiones que relacionan

estas variables son:

2

Upt1 —Up A
an+1=W upzun+Atvn+7(1—2ﬁ’)an
Yy
Vnt1 = Vp + LAt (Ups1 — up) Vp =Vt 1-pdwm, (5. 24)

En estas expresiones, Sy y pueden tomar distintos valores, normalmente 0,25 y
0,5 respectivamente, y el pardmetro A4t es el salto temporal entre un los instantes

discretizados.
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CAPITULO 6: SIMULACION NUMERICA EN
PIEZOELECTRICIDAD LINEAL EN FREEFEM

En este capitulo se expondran los resultados de aplicar los conceptos estudiados
en los capitulos 4 y 5 a una serie de ejemplos en el software FreeFEM. Se explicaran los
aspectos mas importantes del cédigo para un problema genérico y, si procede, las
particularidades de cada ejemplo junto a sus resultados visualizados en el software gréafico
Paraview. Todos los programas estan en el apartado ANEXOS al final del documento.

6.1. Codigo genérico

El primer paso es cargar los paquetes de FreeFEM necesarios para el problema.
En este caso, necesitaremos ¢l paquete “iovtk” para exportar los datos a Paraview, asi
como “gmsh” y “msh3” para los problemas cuya malla esté hecha en el software GMSH.
Una vez cargados los paquetes, el primer paso es crear una malla en codigo, o bien

importarla desde un programa externo.

Lo siguiente es introducir todos los parametros fisicos del problema de la electro-
mecanica lineal, los cuales fueron introducidos en el capitulo 4. Para los casos estudiados
se consideran nulas la carga eléctrica por unidad de superficie w, la fuerza por unidad de

volumen f vy la carga eléctrica por unidad de volumen p. El resto de términos serian:

real lambda=1e9; //coeficiente de Lamé

real mu=1e9; //coeficiente de Lamé

real f=0; //fuerza por unidad de volumen

real ro=0; //carga eléctrica por unidad de volumen
real epsilon= 4*8.8e-12; //Permitividad eléctrica
real alphal= 0.1; // coeficiente piezoeléctrico

real alpha2= 0.1; //coeficiente piezoeléctrico
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A continuacion, se define el espacio de elementos finitos de elementos de lagrange

P1 para la malla Th, con todas las variables incognitas y funciones test que intervienen

en el problema:

fespace Vh(Th,P1); //elementos de Lagrange P1

Vh ul,u2,u3,phi,v1,v2,v3,alpha,sigmavVm;

Para escribir el problema de la forma méas limpia posible, todos los términos que

intervienen en el tensor de tensores de Cauchy o y en el vector desplazamiento eléctrico

D, asi como ellos mismos, se definen previamente mediante macros:

macro ldentityMatrix [1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0] /EOM

macro Trace(a) (a[0] + a[4] + a[8]) //EOM

macro epsilonmatrix(ul,u2,u3) [dx(ul), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)), 0.5*(dz(ul) +

dx(u3)), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)), dy(u2), 0.5*(dz(u2) + dy(u3)), 0.5*(dz(ul) +
dx(u3)),0.5*(dz(u2) + dy(u3)), dz(u3)] //EOM

macro Campoelectrico(phi) [-dx(phi),-dy(phi),-dz(phi)]/EOM
macro N [0,0,1]//EOM

macro DyadicProduct(A,B) [A[0]*B[0], A[0]*B[1], A[0]*BI[2],
A[1]*B[0],A[1]*B[1],A[1]*B[2],A[2]*B[0],A[2]*B[1],A[2]*B[2]] //EOM

macro mult (A,b)[A[0]*b[0]+A[1]*b[1]+A[2]*b[2],
A[3]*b[0]+A[4]*b[1]+A[5]*b[2], A[6]*b[0]+A[7]*b[1]+A[8]*b[2]]//EOM

Mmacro stress

(ul,u2,u3,phi)(lambda*IdentityMatrix*Trace(epsilonmatrix(ul,u2,u3))

+2.*mu*epsilonmatrix(ul,u2,u3) -
alphal*(Campoelectrico(phi)'*N)*IdentityMatrix -
alpha2*(DyadicProduct(Campoelectrico(phi),N) +
DyadicProduct(N,Campoelectrico(phti))))/EOM
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macro desplazamiento(ul,u2,u3, phi)(epsilon*Campoelectrico(phi) +
alphal*Trace(epsilonmatrix(ul,u2,u3))*N +
alpha2*mult(epsilonmatrix(ul,u2,u3),N) )//EOM

Una vez definidos todos los macros, es facil escribir la formulacién variacional
del problema (expresion 4.14) que FreeFEM es capaz de resolver. Para este problema,
las etiquetas 2, 3 y 4 son las que se asignan a las distintas fronteras del dominio cuando

se crea la malla. Se recurre a ellas para introducir las condiciones de contorno.

solve Problem([ul,u2,u3,phi],[v1,v2,v3,alpha])=
int3d(Th)(stress(ul,u2,u3,phi)*epsilonmatrix(vi,v2,v3))
-int3d(Th)(desplazamiento(ul,u2,u3,phi)**Campoelectrico(alpha))
+on(2,u1=0.0,u2=0.0,u3=0.0)
+on(3,phi=10000000)

+on(4,phi=0);

Para el analisis de los resultados, se puede calcular la tension equivalente de Von

Mises a5, COMO:

sigmaVm = sqrt(stress(ul,u2,u3,phi)[0]*stress(ul,u2,u3,phi)[0]
+stress(ul,u2,u3,phi)[4]*stress(ul,u2,u3,phi)[4]
+stress(ul,u2,u3,phi)[8]*stress(ul,u2,u3,phi)[8]
-stress(ul,u2,u3,phi)[0]*stress(ul,u2,u3,phi)[4]
-stress(ul,u2,u3,phi)[0]*stress(ul,u2,u3,phi)[8]
-stress(ul,u2,u3,phi)[4]*stress(ul,u2,u3,phi)[8]
+3*(stress(ul,u2,u3,phi)[1]*stress(ul,u2,u3,phi)[1]
+stress(ul,u2,u3,phi)[2]*stress(ul,u2,u3,phi)[2]
+stress(ul,u2,u3,phi)[5]*stress(ul,u2,u3,phi)[5]));
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Se puede generar la malla deformada mediante el comando “movemesh”,
aplicando un factor de escala para hacer visibles los desplazamientos, ya que son muy
pequefios (pequefias deformaciones). Por ultimo, se guarda el archivo vtk para exportarlo

a Paraview y mostrar los resultados.

6.2. Sensor piezoeléctrico bidimensional

El primero de los problemas propuestos consiste en un sensor piezoeléctrico
bidimensional de geometria cuadrada, a la que llamaremos matriz, con una inclusion
circular, cuyas propiedades variaran para distintos casos estudiados. El cuerpo esta
sometido a desplazamiento vertical en su cara superior, y esta empotrado en la inferior.
Ademas, la cara inferior esta conectada a tierra. Las propiedades y parametros de la matriz

se encuentran reflejados en la Figura 6.2.

10

s

Figura 6.1. Sensor piezoeléctrico bidimensional
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Dato Valor

Arista 10 m

Radio 2m
Desplazamiento (uy) 1m
Parametro 4 10° Pa
Parametro p 10° Pa
Pardmetro a; 1073 C/m
Parametro a, 1073 C/m
Parametro e 3,52-10711 C2/Nm?
Vector N [1,0]

Figura 6.2. Pardmetros fisicos de la matriz del sensor

En cuanto a los parametros fisicos de la inclusion, se tomara para todos los casos
que los parametros piezoeléctricos son nulos a; = a, = 0. Para los coeficientes de Lamé,

se estudiaran cuatro casos segun el parametro ¢, el cual se define como:

_ Coef- Lamén ciysion

Coef.Lamé airiz

(6. 1)
e Caso 1: Inclusion blanda: (=103
e Caso2: (=102
e (Caso 3: (=
e Caso 4: Inclusion dura: (=10

Para diferenciar la matriz y la inclusion y asignar los parametros correspondientes
en cada caso, se genera un espacio de elementos finitos PO y se recurre al comando

“region” de esta forma:
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fespace Ph(Th,PO0); //Espacio de elementos de Lagrange PO para definir la region
Ph reg=region;

int ninterior=reg(5,5);//region interior del circulo

int nexterior=reg(9,9); //region exterior del circulo

cout<<"ninterior = "<<ninterior<<"nexterior= "<<nexterior<<endl;

Ph lambda=1e6*(region==ninterior)+1e9*(region==nexterior); //valor de lambda
Ph mu=1e6*(region==ninterior)+1e9*(region==nexterior); //valor de mu

Ph alphal=0*(region==ninterior)+0.001*(region==nexterior); //valor de alphal

Ph alpha2=0*(region==ninterior)+0.001*(region==nexterior); //valor de alpha2

El resto del codigo es similar al expuesto en el capitulo 6.1. Ejecutando el

programa para cada uno de los casos propuestos, se obtienen los siguientes resultados:

Figura 6.3. Malla del sensor piezoeléctrico bidimensional

La malla es trivial, creada directamente desde FreeFEM. Es una malla grosera, ya
que no es necesario afinarla mas al ser un ejemplo meramente ilustrativo. En la siguiente

figura se muestran, para los cuatro casos, la malla original junto con la malla deformada.
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Figura 6.4. Malla deformadaa) { = 1073 b) { =1072¢){=1d){ =10

En esta figura se representa la malla deformada (azul) junto a la no deformada
(roja) para cada uno de los cuatro casos propuestos. Lo primero a comentar es que la

deformacidn esta escalada por un factor de 5 con el fin de apreciar mejor los resultados.

Para las inclusiones blandas (casos 1 y 2) se observa una mayor deformacion en
la parte central del sensor, lo que produce una forma concava en la malla deformada. Lo
contrario ocurre para el caso 4, en el que, debido a la dureza de la inclusién, ésta apenas

se deforma con respecto a la matriz, lo cual conlleva una forma convexa en el mallado
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deformado. En cuanto al caso 3, al ser la matriz y la inclusién iguales mecanicamente, la

deformacion del cuerpo es uniforme.

-24e-01 -0.1 0 0.1 24e-01 -24e-01 0.1 0 0.1 2.4e-01
| — | _|
a) b)
-1.7e-01 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 1.7e-01 -22e0] -0.1 0 0.1 2201
' D e U —
c) d)

Figura 6.5. Desplazamiento horizontal a) { = 1073 b) { =1072¢){ =1d){ = 10

En cuanto al desplazamiento horizontal, poco se puede afadir que no se haya visto
en la Figura 6.4. Lo que si es apreciable es que el desplazamiento es nulo en la cara
inferior, ya que esta empotrada. Ademas, el caso 3 es en el que se producen los
desplazamientos mas pequefios al deformarse el cuerpo uniformemente. Las mayores
deformaciones horizontales se producen en los casos de inclusion blanda, ya que la matriz

se hunde a la altura de la inclusion de forma acusada.
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3.4e-03 02 04 0.6 0.8 1.0e+00 3.4e-03 02 0.4 06 0.8 1.0e+00

|
|
|
|

a) b)

3.4e-03 02 0.4 0.6 0.8 1.0e+00 3.4e-03 02 0.4 0.6 0.8 1.0e+00

|
|
|
|

c) d)
Figura 6.6. Desplazamiento vertical a) { = 1072 b) { =107%2¢){ =1d) { = 10

En esta figura se aprecia de forma numérica el desplazamiento vertical establecido
como condicion de contorno en la cara superior, mientras que en la inferior el
desplazamiento es nulo (Paraview interpreta un gran salto de valores en esa zona y por
eso omite el 0 en la escala de valores). De nuevo, las mayores deformaciones se producen
en la inclusion para los casos de inclusion blanda y en la matriz para el caso de inclusion

dura, mientras que para el caso 3 la deformacion es uniforme.
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| — ——— U —

c) d)
Figura 6.7. Potencial eléctricoa) { = 1073 b) { = 1072 ¢c){ =1d) { =10

Para todos los casos, el gradiente del potencial ¢, y por tanto el campo eléctrico
E esta en la misma direccidn. Esto es debido al vector de polarizacién magnética N, cuyo
valor es [1,0] en este ejemplo. Ademas, en la inclusion el potencial es nulo, debido a que
sus constantes piezoeléctricas son nulas para todos los casos también y no hay ningin

potencial impuesto como condicién de contorno.

Otro aspecto a destacar es que el potencial eléctrico generado es mayor en los
casos de inclusion dura, siendo el mayor en el caso 4, donde mas dura es. Esto es debido
a que la matriz se deforma mas en estos casos. En contraste, para los casos 1y 2 la mayor

deformacion se produce en la inclusion, donde los coeficientes piezoeléctricos son nulos.
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El potencial en la cara inferior es nulo para todos los casos, ya que se fijo como condicion

de contorno.

60e+05 le+8  2e+8 3848  de+8 520408 59e+06 Te+8  Ze+8  3e+8  de+8  5.7e+08
— ' S | U le—
a) b)

2.3e+08 26e+8 2.8e+8 3e+8 32e+834e+8 3.7e+08 14e+08 2e+8 25e+8 3e+8 35e+8 de+d A.7e+08

s e I e —

c) d)
Figura 6.8. Tension equivalente @) { = 1073 b) ¢ =10"2¢c)¢{ =1d){ =10

El parametro de tension equivalente, en este caso Von Mises, es muy interesante
a la hora de disefar elementos que van a estar en tension. La idea es no sobrepasar la
tension de fluencia en materiales ductiles o tension ultima en fragiles para evitar su fallo
por solicitaciones estaticas. En el calculo de la tensién equivalente influyen, como se ha
descrito en el capitulo 3, tanto la deformacion del cuerpo como sus pardmetros mecanicos,

por lo que las diferencias son notables para cada caso.
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Los puntos de mayor tension equivalente se encuentran en los casos de inclusion
blanda, ya que al deformarse ésta especialmente, los puntos de la matriz que se encuentran
a ambos lados se deforman hacia dentro para ocupar su espacio, ademas de estirarse por
continuidad. Es decir, hay mayor tension en la matriz por ser mas dura, y la zona de mayor

tension es la que mas se deforma debido a la proximidad a la inclusion.

En el caso 4 sucede lo contrario. Al ser la inclusion més dura, las mayores
tensiones se producen en ella. Ademaés, en la matriz se producen las mayores
deformaciones en el centro del cuerpo, especialmente por encima de la inclusién, por lo
que la tension equivalente también es alta en esa zona. En cuanto al caso 3, no hay ningun
punto en el que la tension equivalente sea muy alta, ya que la deformacion es uniforme y

las propiedades mecanicas son iguales para la matriz y la inclusion.

6.3. Sensor piezoeléctrico tridimensional

Se harealizado el primer ejemplo con una geometria anéloga en tres dimensiones.
En el codigo se deben adaptar todos los vectores y tensores al problema tridimensional.
Los resultados se mostraran mediante un plano de corte al centro de la figura, de forma
que se vea su interior. Como los resultados son analogos al caso bidimensional, se
omitiran los resultados de desplazamiento horizontal y vertical. El resto de los resultados
cambian debido a la nueva dimension y al vector de polarizacion N, que para este caso se

ha tomado como [0,0,1].
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Figura 6.9. Malla del sensor piezoeléctrico tridimensional a) Entera b) Plano de corte al centro
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Para este caso, la creacion de la malla es mas compleja, ya que para usar el
comando “region” la malla debe estar incluida desde FreeFEM, por lo que no se puede
importar desde GMSH. Por tanto, hay que cargar los paquetes “TetGen” y “msh3”, asi
como incluir el programa “MeshSurface” (anexo). Esto permite generar una malla
esférica y una cubica por separado y sumarlas para crear la malla objetivo, asi como

asignar etiquetas a las superficies para implementar las condiciones de contorno.

La malla es todo lo afinada que permite la capacidad computacional de la maquina
con la que se han calculado los resultados. Debido a que FreeFEM utiliza factorizacion
LU por defecto, debe almacenar en memoria todos los nodos a la vez, y éstos aumentan

mucho al ser un problema tridimensional.

a) b)

c) d)

Figura 6.10. Cuerpo deformadoa) { =107 b){ =107%2¢){=1d){ =10
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En esta figura esté representado el cuerpo deformado (azul) junto al no deformado
(transldcido). Nuevamente, se ha aplicado un coeficiente de escalado para la deformacion
de 5. Al afiadir la tercera dimensidn, la diferencia de volumen entre la matriz y la inclusion
es mucho mayor que la diferencia de area de los elementos del ejemplo bidimensional.
Es por ello que se aprecia mucho menos la forma concava en los casos de inclusién
blanda, y la forma convexa en el caso de inclusion dura, ya que la deformacién de la

inclusion afecta menos a la de la matriz, pero sigue siendo notoria.

4.7e+04 2e+6 3e+b det+d betb be+bd 79e+06 4.1e+04 2e+6 3et+b detb Setb betd 79e+06

' e— e

a) b)

4.1e+04 2e+6 de+bd be+bd 8.2e+06 9.0e+06

| C ' —
c) d)

Figura 6.11. Campo eléctricoa) { = 1073 b) { =107%¢){ = 1d) { = 10

Se puede comprobar en esta figura la influencia del vector de polarizacion N. Para
este caso, su direccion es la del eje vertical, por lo que el potencial varia desde ser nulo

en la cara inferior hasta su valor maximo en la cara superior. Es importante recordar que
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Paraview no muestra el valor 0 en su escala de valores, sino el siguiente mas proximo
debido a que el salto de valores entre la cara inferior y los puntos infinitesimalmente

proximos es muy grande con respecto a la horquilla de valores mostrados.

3.8e+05 le+8 1548 2e+8 25e+8 3e+8  3.8e+08 3.8e+05 15e+8 2e+8 25e+8 3e+8  3.8e+08

L ""ﬁ

a) b)

16e+08 2e+8 22e+8 24e+8 2.7e+08 86e+02 let8 2e+8 3et8  4det8  Set+d 59e+08

! o ! L
c) d)

Figura 6.12. Tension equivalente a) { = 1073 b){ =1072¢){=1d){ =10

En cuanto a la tension equivalente de VVon Mises, el cuerpo se comporta de manera
similar al bidimensional, pero hay algunos cambios debido a la nueva dimensién. Como
se ha comentado anteriormente, en este caso la diferencia de volumen entre la inclusion
y la matriz es bastante alta, por lo que las deformaciones en la inclusion no inducen
deformaciones tan acusadas en la matriz como en el caso bidimensional. Por eso, en este
ejemplo se encuentran las mayores tensiones en el caso de inclusion dura. Para los casos

de inclusion blanda sigue habiendo una concentracion de esfuerzos alrededor de la misma,
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pero no llegan a ser tan altos como en el caso 4. El caso 3 sigue siendo donde menor es

el valor de la méxima tension equivalente debido a su uniformidad al deformarse.

6.4. Actuador piezoeléctrico tridimensional

Para este problema se ha supuesto una geometria de actuador (solapa) empotrada
por un lado y sometida a unas condiciones eléctricas que inducirdn una deformacién. Se
ha fijado un potencial de 0 voltios en su cara inferior, y de 107 voltios en una superficie
definida que pasa por el centro del actuador. El cddigo es el expuesto en el capitulo 6.1.
Los valores de los pardmetros se encuentran en la Figura 6.14

NS

— Ap =107V

-
[

Figura 6.13. Actuador piezoeléctrico tridimensional

Dato Valor

Largo 6m
Profundidad 4m

Ancho 0,18 m
Pardmetro A 10° Pa
Parametro p 10° Pa
Parametro a4 0,1C/m
Parametro a, 0,1C/m
Parametro € 3,52+-10711 C2/Nm?
Vector N [0,0,1]

Figura 6.14. Parametros del actuador piezoeléctrico tridimensional

Una vez definidos todos los parametros, se puede pasar a analizar los resultados

del calculo:
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Figura 6.15. Malla del actuador piezoeléctrico tridimensional

Para la creacion de esta malla se recurri6 al programa GMSH (anexo). De nuevo,
se afin6 todo lo posible teniendo en cuenta la capacidad computacional del ordenador

utilizado.

Figura 6.16. Deformacion del actuador piezoeléctrico (x100)

Figura 6.17. Deformacion del actuador piezoeléctrico (x200)
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Se puede observar una deformacion en el sentido negativo del eje vertical debida
a una diferencia de potencial positiva en el mismo eje, y a que el vector de polarizacion
es N = [0,0,1]. Esta deformacion es muy pequefia, por lo que para obtener las figuras se
han aplicado factores de escalado de 100 y 200 respectivamente. Sin embargo, estas
deformaciones no se pueden obtener en la realidad para materiales piezoeléctricos. Si se
conseguiria en polimeros y otros materiales, pero ya no seria régimen lineal y no se
podrian considerar las hipotesis de pequefias deformaciones, por lo que el célculo seria
distinto y mas complejo.

00e+00 2Ze+6  de+b  berb  Be+d  1.0e+07
— e
Figura 6.18. Potencial eléctrico del actuador piezoeléctrico

Se aprecia como se cumplen las condiciones de contorno establecidas, de

potencial nulo en la cara inferior y 107 voltios en el centro del actuador.

En la siguiente figura se encuentran representados los desplazamientos

horizontales, tanto en el eje x como en el eje y.
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-4.0e-04 -0.0003 -0.0002 -0.0001 -19e-06 5.6e-05 -4e-5 2e5 0 2e5 49e-05
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a) b)
Figura 6.19. Desplazamiento horizontal del actuador a) en xb) eny

Estos desplazamientos son despreciables y no muy importantes. Los
desplazamientos en el eje x se producen como consecuencia de la deformacion vertical,
ya que al inclinarse el actuador verticalmente, todos sus puntos quedan mas cerca del
empotramiento en el eje X. Los desplazamientos en el eje y se pueden considerar nulos en
todo el cuerpo. Las imagenes muestran la parte superior e inferior del actuador,

respectivamente. Se aprecia como el desplazamiento es nulo en el empotramiento.

-3.8e-03 -0.003 -0.002 -0.001 0 6.8e-04

— | e

Figura 6.20. Desplazamiento vertical del actuador
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Los desplazamientos verticales son los importantes en este ejemplo, ya que es lo
que se busca al imponer las condiciones de contorno. Se puede apreciar, como en la
Figura 6.16, que el desplazamiento es negativo y nulo en el empotramiento. En cuanto a

la tension equivalente, los resultados se muestran en la siguiente figura:

8.6e+02 Se+b le+7 15e+7 2e+7 2.8e+07

- ' o

Figura 6.21. Tension equivalente del actuador

La tension equivalente de Von Mises es muy baja para este actuador, ya que los
desplazamientos son muy pequefios. La mayor concentracion de esfuerzos se encuentra

en el empotramiento.

Figura 6.22. Campo eléctrico del actuador

Se puede representar la direccion y sentido del campo eléctrico mediante vectores.
En la figura se aprecia que va en direccion vertical y sentido negativo, debido al gradiente

del potencial eléctrico fijado como condicion de contorno, ya que E(¢@) = —V.
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Realizando una composicidn con varios de estos actuadores, se pueden generar
pinzas o “grippers” piezoeléctricos. Uno de estos grippers estd representado en la

siguiente figura junto con los deplazamientos verticales.

b)

-2.0a-03 -0.002-0.0015-0,007-0.0005 0 7.0e-04
oo

Figura 6.23. Gripper piezoeléctrico a) desde arriba b) desde abajo
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6.5. Problema dinamico

El ultimo de los problemas propuestos es, de nuevo, el sensor piezoeléctrico
bidimensional del capitulo 6.2. Sin embargo, esta vez la condicién de contorno del
desplazamiento vertical en la cara superior es sinusoidal y, por tanto, se trata de un

problema dindmico.

uy=sen(wt)

ARARRAARARARAREARY

o

10

LA VLA LT FALL VLT LL LA

Figura 6.24. Problema dinamico

Para implementar este problema en FreeFEM, se ha de realizar una discretizacion
temporal, tal y como se explicé en el capitulo anterior. Para el integrador Newmar-beta,
los valores de sus parametros seran, = 0,25y y = 0,5. Para el problema estudiado, se
estudiara un tiempo de 5s, y el intervalo entre instantes se ha establecido en 0,01s.
Ademas, para implementar el bucle en FreeFEM se necesitan unas condiciones iniciales
que, para este problema, son nulas ay = vy = uy = 0. A la hora de la implementacion,

después de darle valores a todos los parametros, se hace el bucle de la siguiente forma:

int counter=0;

solve Problem([ul,u2,phi],[v1,v2,alpha])=

int2d(Th)((rho/(beta*dt*dt))*[ul,u2]*[v1,v2])
-int2d(Th)((rho/(beta*dt*dt))*[upl,up2]*[v1,v2])
+int2d(Th)(stress(ul,u2,phi)*epsilonmatrix(vi,v2))
-int2d(Th)(desplazamiento(ul,u2,phi)*Campoelectrico(alpha))
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+on(1,u1=0.0,u2=0.0,phi=0.0)
+on(3,u2=1*sin(10*counter*dt));

/I Exportamos a fichero las energias
ofstream ff("Welastm.dat");
ofstream hh("Welaste.dat™);
ofstream gg("'Kinetic.dat");
ofstream tt("Wext.dat");

/lIntegrador temporal
for(real t=0;t<T;t+=dt)
{

/I Predictor step for displacements and velocity

upl = ul +dt*vell + 0.5*dt*dt*(1-2*beta)*accl,;
up2 = u2 +dt*vel2 + 0.5*dt*dt*(1-2*beta)*acc2;
vpl = vell + (1-gamma)*dt*accl;
vp2 = vel2 + (1-gamma)*dt*acc2;

/I Resolvemos el problema para el time step actual

Problem;

/I Actualizamos valos de aceleraciones y velocidades

accl = 1/(beta*dt*dt)*(ul - upl);

acc2 = 1/(beta*dt*dt)*(u2 - up2);

vell = vpl + gamma/(beta*dt)*(ul - upl);

vel2 = vp2 + gamma/(beta*dt)*(u2 - up2);

/[ Movemos la malla

real coef=1;

mesh th3=movemesh(Th,[x+coef*ul,y+coef*u2]); // malla deformada

sigmaVm = sqrt(stress(ul,u2,phi)[0]*stress(ul,u2,phi)[0]
+stress(ul,u2,phi)[3]*stress(ul,u2,phi)[3]
-stress(ul,u2,phi)[0]*stress(ul,u2,phi)[3]
+3*stress(ul,u2,phi)[1]*stress(ul,u2,phi)[1]);

/I Calculamos las energias
Welastm = int2d(Th)(0.5*stress(ul,u2,phi)*epsilonmatrix(ul,u2));
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Welaste = -int2d(Th)(0.5*desplazamiento(ul,u2,phi)*Campoelectrico(phi));
Kinetic = int2d(Th)(0.5*rho*[vell,vel2]*[vell,vel2]);
Wext = int2d(Th)(rho*[accl,accl]™*[ul,u2]) + Welastm + Welaste;

ff<<Welastm<<endl;
hh<<Welaste<<endl;
gg<<Kinetic<<endl;
tt<<Wext<<endl;

/I Exportamos a paraview
savevtk("PRUEBA2dbeam_Time_step_"+n+"_"+counter+".vtk",th3,ul,u2,phi,sigmaV
m,[-dx(phi),-dy(phi)],counter);

counter++;

¥

Como se observa, se inicializa un contador y se resuelve el problema con la
formulacion variacional del problema dindmico después de haber actualizado todas las
variables con la informacion del instante anterior, aplicando las expresiones (6.3). En
cuanto a los ficheros de energias, se han guardado para cada instante la energia potencial
mecanica, la potencial eléctrica, la cinética y la producida por el desplazamiento en la

frontera Dirichlet. Sus expresiones son, respectivamente:

N| =

Welast,m =

bf o:e(u) dV

1
Welast,e = _Ef D - E((P) dav
n

Wiinetic = E f v dV
kinetic 2 p
0

Wext = f pa-v dav + Welast,m + Welast,e
; 6.2)
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Al guardar los ficheros de todas las energias y sumarlas para cada instante, se
observa que la suma es constante por conservacion de energia, y para este problema nula
al ser todas las condiciones iniciales nulas. En la Figura 6.25 se encuentra representada
la suma de todas las energias y la energia producida por el desplazamiento impuesto en

la frontera Dirichlet W,,;.

Welast,m + Welast,e + Wiinetic + Wext = cte =0

(6. 3)

1,20E+09 Energia exterior vs Energia total
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Figura 6.25. Energias en el problema mecanico

Se puede observar que la energia total es nula, aunque tiene algunas
irregularidades debidas al error de redondeo computacional, pero sobre todo al integrador
temporal, el cual conlleva algo de disipacion. A continuacidn, se muestran algunos

resultados para distintos puntos de la oscilacion del caso de inclusion blanda.
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Inicio de la oscilacion Maxima traccion Maxima compresion

Figura 6.26. Desplazamiento vertical del problema mecanico

Se muestra en la figura el desplazamiento vertical en los tres estados mas
representativos del problema: Estado inicial, maxima traccion y maxima compresion. Se
observa como en la cara inferior el desplazamiento es siempre nulo debido a que esta

empotrado.

Inicio de la oscilacion Méxima traccion Méaxima compresion

-3.7e+06 2e+6 -leté 0 le+b 2e+b 3.7e+06

| s—

Figura 6.27. Potencial eléctrico del problema mecanico

En cuanto al potencial eléctrico, se puede apreciar en esta figura como al cambiar
el sentido del esfuerzo mecanico también lo hace su respuesta eléctrica, es decir, que el

potencial generado debido a la traccion es inverso al debido a compresion.
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Inicio de la oscilacion Maxima traccion Maxima compresion

-84e+07 0 let+8 2e+8 3e+8 4de+8 5e+8 6.7e+08

e

Figura 6.28. Tension equivalente del problema mecanico

Por Gltimo, se muestra la tensidn equivalente en los estados mas representativos
de la oscilacion. De nuevo, hay que tener en cuenta que Paraview omite el valor nulo de
la tension equivalente al inicio de la oscilacidn para ajustar su escala. Se puede apreciar
una distribucion similar en la tension equivalente de Von Mises para la traccién y la
compresién. Esto es debido a que la formula no tiene en cuenta el sentido del esfuerzo.
Sin embargo, en la bibliografia, a la hora de calcular la tension admisible para un esfuerzo
estatico, el coeficiente de seguridad para los esfuerzos de traccion ha de ser mas alto, ya
que los materiales soportan mejor la compresion. En conclusion, en el analisis de la
tension equivalente no se tiene en cuenta el sentido del esfuerzo mecéanico, pero si se hace
posteriormente a la hora de dimensionar un elemento o elegir un material aplicando un

coeficiente de seguridad mayor o menor para el calculo de la tension admisible.
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CAPITULO 7: OPTIMIZACION TOPOLOGICA DEL
PROBLEMA MECANICO

7.1. Formulacion del problema

El problema de optimizacion topoldgica consiste en, a partir de un espacio de
disefio, ocupado por un material con leyes constitutivas y sujeto a condiciones de
contorno Dirichlet y Neumann (Figura 7.1), encontrar la distribucion éptima que debe
ocupar el material para que se satisfaga una condicién, que puede ser maximizar o
minimizar algo. Para el problema mecéanico de la figura, la ley constitutiva es la de
elasticidad lineal, y se busca minimizar el desplazamiento producido por la fuerza P, es

decir, el producto P - u

LIPS

Figura 7.1. Espacio de disefio de optimizacidn topologica

La mejor solucion al problema planteado seria rellenar todo el espacio de disefio
de material, pero en la préctica no existen estructuras macizas debido a costes, peso, etc.

Por tanto, el problema esta sujeto a una restriccion de volumen, es decir:

f X av <f|D|
D (7.1)
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Donde |D| es el volumen total del espacio de disefio, f es una fraccion que

adopta valores 0y 1 y X es una funcion cuyo valor es:

{1 donde el material esta presente
0 donde no hay material

(7.2)

El problema quedaria, por tanto, en encontrar la distribucién de material tal que:

min J=P-u

sujetoa { [, X dV <f[D|

V-e=0 en D
u=20 en 0D
o-n=t en 0Dy
(7.3)
Siendo o igual a:
_ _(2ue+Atr(e)l  paraX =1
o=XQ2ue+rtr(e)l) = { 0 para X = 0
(7.4)

La ecuacion (7.4) que define el tensor de Cauchy en funcién de X supone un
problema numérico, ya que al haber elementos de la malla donde la rigidez es nula induce
un muy alto numero de condicionamiento de la matriz de rigidez necesaria para resolver
el problema mediante el método de elementos finitos. El nimero de condicionamiento de

una matriz simétrica se define de esta forma:

max(eig(K))

cond K= min(eig(K))

(7.5)

Para resolver este problema, en las zonas del espacio de disefio donde no hay
material se puede considerar que existe un material residual al que llamaremos vacio,
cuyas propiedades son una muy pequefia fraccion del material original. Por tanto, la

ecuacion (7.4) queda:
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_ { 2ue + Atr(e)l paraX =1
l aQue+Atr(e)D paraX =0
(7.6)

De esta forma, y dando valores muy pequefios al factor de escalado, @ = 107°, se
consigue un material que en la practica es vacio, pero no altera el niumero de

condicionamiento como para hacer el sistema irresoluble.

7.2. Formulacion continua

La formulacion de este problema, tal y como se ha presentado, es tedricamente
correcta pero inabordable en la practica. Esto es debido a que la funcion X € {0,1} es una
variable discreta y no se puede trabajar sobre formulacion discreta con el método de
elementos finitos. La solucion es sustituir la variable discreta X por una variable continua
p € [0,1]. Esto significa que se admiten densidades intermedias entre 0 y 1 para realizar
los célculos, aunque en la realidad solo exista el material residual y el original, es decir,
los valores 0 y 1 respectivamente. Por tanto, se va a forzar que al final de la optimizacion,
el parametro p tienda a estos valores. Esto se consigue mediante una interpolacion de las

propiedades, el llamado método SIMP (Solid Isotropic Material with Penalisation).

El SIMP se basa en trabajar con el parametro p elevado a un exponente, creando
un modelo de combinacidon convexa en el que las propiedades del material sean lo mas

proximas como sea posible a los valore extremos de 0 y 1. Esto es:

o=cMp3+(1-p3d"
(7.7)
siendo
oM = 2ue + Atr(e)l oV = aRue + Atr(e))
(7.8)

De esta forma, se verifican los casos limites de la expresion (7.6), y para casos
intermedios en la densidad p el SIMP va a aproximar los valores de los parametros fisicos

del material al extremo mas cercano.
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De forma complementaria al SIMP, se utiliza una herramienta de proyeccion de
densidades. Esto quiere decir que no se va a trabajar directamente con p, sino con una

proyeccion de la misma, p = p(p), que es una funcion tangente hiperbolica:

. tanh(Bn) + tanh(B(p —n))
p= tanh(fn) + tanh(B(1 — 1))

(7.9)

En esta expresion, el pardmetro S controla la pendiente de la curva, y suele tomar
valores de entre 2 y 64, mientras que 77 controla la ubicacion del dentro de la misma sobre
el eje de abscisas, tomando valores intermedios entre 0 y 1. Para unos valores de § = 8

yn = 0,5, se obtiene la curva:

0.8

0.8

)
\

07 /
0.8 .
0.5 i/

04 ,-"

0.3 /

0.2 /
0.1

Ty

Figura 7.2. Funcion de proyeccion de p

Como se observa en la Figura 7.2, para valores intermedios de p, la funcion
proyeccion aproxima los valores rapidamente a los extremos. Combinando el método
SIMP (7.7) con la funcién proyeccion (7.9) se puede trabajar con la funcidon continua p
sin obtener valores intermedios, y por tanto el problema es equivalente al de la expresion
(7.3), en la que solo hay valores extremos 0 y 1, y a la vez resoluble mediante el método

de elementos finitos.
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7.3. Filtrado de densidades

Todos los métodos explicados hasta ahora para la resolucion del problema son
insuficientes, ya que el problema esta i//-posed (mal formulado). Esto quiere decir que, al
representar la distribucion de densidades obtenida, se obtendrd un patron de ajedrez
(Figura 7.3). en el que se encuentran nodos de material y de vacio adyacentes de forma

alternante.

Figura 7.3. Patrén de ajedrez

Para solucionar esto y restaurar el problema, se aplica una técnica de filtrado de
densidades. Para eso, se introduce el concepto de densidad filtrada p(p), la cual se

define como:

P00 = [ pOIAAX - X'l ax'
> (7.10)
La funcion 4, conocido como kernel, representa un promediado tal que la densidad
filtrada p(X) va a tener en cuenta el valor de la densidad p en X, junto con los de sus
puntos cercanos. De esta forma, para un radio de filtrado configurado se hard una media
ponderada del valor de p. La Figura 7.4. representa un filtro de densidades con un radio

de 2,5 elementos.

Figura 7.4. Filtro de densidades
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Al aplicar este filtro, se evitan altos gradientes de densidades y, por tanto, se borra
el patron de ajedrez del problema, pudiendo obtener buenos resultados. Cabe mencionar
que, forma alternativa al filtrado de densidades, se pueden utilizar otros tipos de filtros

basados en PDEs, como la escrita a continuacion.

W(p(p), p) = j p SpdV + lzf Vp VspdV — f pdpdV =0
D D D (7.11)

Donde [ controla el radio de accion del filtro, y W(5(p), p) es la forma débil de

la PDE asociada al mismo, que es:
(p—p)—1?4p=0
(7.12)

Para obtener la densidad filtrada, habria que resolver (7.11) implementandola

como un problema de elementos finitos.

7.4. Formulacioén final y resolucion del problema

Considerando todos los aspectos de los apartados anteriores, a partir del problema
considerado inicialmente (7.3) se puede escribir la formulacion matematica final del
problema mecanico de optimizacion topoloégica, que consistiria en encontrar la

distribucion de densidades tal que:

min J(¢, p) = P-u (en un punto dado)

sujeto a IfD pdV <f|D|

V-o(u,p) =0 en D
u=20 en 0dDp
on=t en 0Dy
p=1

p=0

o=0cMp3+ (1-p3d"
Lo =p((p))

(7.13)

El problema (7.13) consiste, por tanto, en encontrar la distribucion de densidades

p tal que el desplazamiento en un punto dado (o varios) sea minimo. El problema esta
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sujeto a la restriccion de volumen, y debe cumplir las leyes constitutivas del material y la
ecuacion de equilibrio mecénico. El tensor de Cauchy o est4 definido mediante el método
SIMP en funcion del valor de p(p(p)), que es la distribucion de p a la que se le ha
aplicado un filtro de densidades y posteriormente se ha proyectado. Por ultimo, el

parametro p tiene como cotas superior e inferior 1 y 0 respectivamente.

Para la resolucion del problema se crea un lagrangiano restringiendo la funcion
objetivo con la satisfaccion de la PDE de elasticidad lineal junto con sus condiciones de

contorno y la restriccion de volumen:

L(p,u,p,/l)=](u)+fp-(|7-cr+f)dV+ jp-(t—a-n)da

D Dy

+ A j pdV —f|D|
b (7.14)

Haciendo integracion por partes y teorema de la divergencia y separando términos,

tal y como se hizo en capitulos anteriores, el lagrangiano queda como:

L= ft-uda—fa:s(p)dV+fp-de+ J.p-tda+G
Dy D D 0Dy (715)

donde G = 4(f, pav —fIDI).

En estas expresiones /(1) es la funcién objetivo del problema, p € H} (D) es un
multiplicador de Lagrange, el cual fuerza que se satisfaga la restriccién asociada a la PDE,
y A es otro multiplicador de Lagrange que fuerza la restriccion de volumen del altimo
término. En base a este lagrangiano, se ignora el ultimo término, que se satisface
facilmente en el codigo, y se toman la densidad p, el desplazamiento u y el conocido

como estado adjunto p como variables independientes con el siguiente objetivo:

1) Tomar una distribucion inicial de densidades homogénea de p = f, satisfaciéndose
la restriccion de volumen.
2) Ejecutar el algoritmo iterativo de optimizacion topologica:

a) Calcular u
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b) Calcular p
C) Actualizar el nuevo valor de las densidades comprobando las restricciones de
volumen y las cotas
3) Parar las iteraciones cuando la funcion objetivo J no decrezca mas (criterio de

convergencia).

Aplicando el teorema de los multiplicadores de Lagrange, se calcularan los puntos
criticos del lagrangiano £ con respecto de p y u. Para el punto critico con respecto a p se

calcula la derivada direccional del mismo y se igualaa 0
DL|sp| =0

(7.16)

Partiendo de la expresion (7.15) y realizando la derivada direccional, se obtiene la

forma débil del problema de equilibrio eléstico, donde §p hace de funcion test:

DL|6p| = —f o(e(u)):e(sp)av + f op-fdv + J- Sp-tda=0
b b by (7.17)

donde o = aMp® + (1 — p3)a". Esta ecuacion de equilibrio obtenida a partir de
la derivada direccional del lagrangiano con respecto del estado adjunto es conocida como

problema forward, y a partir del mismo se obtendra # en todo el dominio.

De forma similar se calcula el punto critico del lagrangiano con respecto de u:

DLlsp| = 0
1P| (7.18)

Donde la funcion objetivo, el término J(u), se escribe como una condicion de

contorno Neumann.

Ju) = ft-uda
oby (7.19)
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Haciendo ahora la derivada direccional del lagrangiano (7.15) queda:

Jdo
DL|su| = j t-suda— f s(p):ae(u) e(bu)dV =0
aDN D (720)
En la expresion (7.20) se encuentra el tensor de elasticidad € = Z—Z, y se puede

demostrar para un problema lineal que £(p): € = a(e(p)), por tanto la expresion se

puede reescribir como:

DL|su| = f t-suda —j o(e(p)):e(6u)dV =0
oDy D (7.21)

Esta expresion, la derivada direccional del lagrangiano con respecto al
desplazamiento, es conocida como problema adjunto, y a partir de él se obtiene el

multiplicador de Lagrange p para todo el dominio.

Si se observan ambas derivadas direccionales del lagrangiano, (7.18) y (7.23), al
trabajar sobre un problema sin fuerzas volumétricas, se aprecia que son idénticas,
cambiando u por p y viceversa. Es decir, que el problema es auto-adjunto porque el
problema adjunto coincide con el problema forward y, por tanto, p = u. Esto significa
que para este problema no es necesario calcular el estado adjunto, ya que sera siempre
igual a la incdgnita del problema. Si el problema no fuera auto-adjunto, habria que
resolver tanto el problema forward como el problema adjunto, creando un espacio de

elementos finitos en FreeFEM para el problema forward y otro para el adjunto.

El siguiente paso es calcular una direccidn de descenso evaluando la sensitividad
del Lagrangiano con respecto de la variable de disefio p. Esto es, estudiar como cambia
el Lagrangiano al variar p, y esto se consigue haciendo la derivada direccional del mismo

con respecto a incrementos de densidad, D£L|4p|.

Cabe mencionar que se estudia la disminucion del lagrangiano porque estd

compuesto por la funcidon objetivo junto con la ecuacién de equilibrio elastico y la
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restriccion de volumen, siendo ambos términos nulos por definicion. Es decir, que al

disminuir el valor del lagrangiano también lo esta haciendo la funcion objetivo J(u).
Para calcular la direccidon de descenso, se puede escribir p**1 como:
pkHl = pk 4 Ap
(7.22)

Ademas, como £ = L(p), se puede expresar L(p**1) como su desarrollo de

Taylor de primer orden:

oL
k+1\ ~ -
L(p*™) L(p)+ap4p
(7.23)

Reordenando los términos, se llega a la expresion:

0L
AL = L(p**") — L(p) = 5413
(7.24)

Como se quiere minimizar la funcidon objetivo J, y por tanto £, se busca que

AL < 0. Para conseguirlo, se puede definir 4p como:

PO
p - eap
(7.25)

De esta forma, AL va a ser siempre negativo, ya que es igual a nimero negativo
multiplicando por un nimero que, al estar elevado al cuadrado, va a ser siempre positivo:
2
(’)L)

AL = —6(%

(7.26)
o oL L .
En la ecuacion (7.27), 7 es la direccion de descenso calculada a partir del
lagrangiano, y € es el llamado step size, cuyo valor es dado por el algoritmo, y cuantifica
, : . .., AL . -
cuanto desciende el mismo en la direccion % para cada iteracion. Cuanto mayor sea el

step size, mas rapido decrecera la funcion objetivo y el programa necesitard menos

iteraciones para llegar a la distribucion de densidades dptima. Sin embargo, € debe ser
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pequefio, ya que en la ecuacion (7.25) se ha hecho un desarrollo de Taylor de primer
orden, una aproximacion que requiere de cambios pequefios en la distribucion de
densidades. Debera haber, por tanto, un compromiso entre la rapidez del programa y la

validez de las hipotesis consideradas para que AL sea negativo.
Para calcular la direccion de descenso se parte de la expresion:

L= t-uda— | o(e(w),p):e(p)dV+ | p-tda
anN Df az!,\, (7.27)

Como p = p(p(p)), derivando con respecto p y aplicando la regla de la cadena:

DL|Ap| = —D j o(s(w), ): @)V | |4p]

D

=-D f[aMﬁ3 + (1 -p*a"]:e(p)dV |l4pl
D

apap
.]-[3A2 Apa —3,626—'06—'04],00' e(p)av (7.28)

Finalmente, la direccion de descenso queda como:

apap
DL|Ap| = .]-[3A2 pa Apa —3,626'06'04],00 :e(p)av
paop (7.29)

Esta direccion de descenso sera la que se introduzca en el método de optimizacion,
y éste escogera el step size € para entonces actualizar el nuevo valor de la densidad p en

cada elemento de la malla. Para resolver el problema es necesario calcular los términos

de la regla de la cadena ( p), lo cual no es trivial.

a~l
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. , . 2D . A
El primer término que se va a calcular es é. Sabiendo que p se define como:

. tanh(Bn) + tanh(B(p —n))
p= tanh(fn) + tanh(B(1 — 1))

(7.30)
Como la derivada de una funcién tangente hiperbolica es:
f(x) = tanh(x) '™ =1 —tanh?(x)
(7.31)
El primero de los términos quedaria, aplicando la regla de la cadena:
9p _ 11— B(tanh(B(p —n)))?
0p  tanh(Bn) + tanh(B(1 —n))
(7.32)

Para obtener g—i hay que partir de la PDE del filtro de densidades visto

anteriormente (ecuacion 7.11). Ese filtro define p como funcion implicita de p. Si

derivamos la expresion por tanto con respecto a p:

ap , ap _
3 SpdV +1 4 3 VépdV — | 6pdV =0
. A ) (7.33)

La ecuacion obtenida es la solucion de la forma debil asociada a la siguiente PDE:
ap ap

(55) =4 (G5)
dp dp

Por tanto, el término Z—i se obtendra como solucién de la forma débil (7.33) que

=1
(7.34)

habra que implementar como problema y resolver por elementos finitos en FreeFEM. Por
lo tanto, para calcular la direccion de descenso habra que implementar la ecuacion (7.29),
sustituyendo la (7.32) y la solucion al problema (7.33) que se habra resuelto

anteriormente.
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Una vez hechos todos los calculos, ya se podrian implementar en FreeFEM para

su resolucion mediante el siguiente algoritmo:

1) Tomar una distribucion inicial de densidades homogénea de p = f, satisfaciéndose
la restriccion de volumen.
2) Algoritmo iterativo de optimizacion:
a) Filtrado de densidades p
b) Proyectado de densidades p
c) o=0cMp®+(1—p3)a”
d) Problema Forward para hallar u

e) Problema adjunto: p = u

. e ., ,0L (03D 0P
f) Cdlculo de sensitividad —= ( £ —p)
dp \ 0p " 0p
g) Actualizacion del valor de las densidades
3) Parar las iteraciones cuando la funcion objetivo J no decrezca mas (criterio de

convergencia,).

7.5. Filtrado de sensitividades

De forma alternativa al filtro de densidades, algunos autores prefieren filtrar las

sensitividades, cuya implementacion algoritmica es la siguiente:

1) Tomar una distribucion inicial de densidades homogénea de p = f, satisfaciéndose
la restriccion de volumen.

2) Algoritmo iterativo de optimizacion:
a) o=0cMp®+ (1 —p3)a"
b) Problema Forward para hallar u

C) Problema adjunto: p = u

d) Cdlculo de sensitividad g—ﬁ

. e 0L
e) Filtrado de sensitividad £

f) Actualizacion del valor de las densidades
3) Parar las iteraciones cuando la funcion objetivo J no decrezca mas (criterio de

convergencia,).
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De esta forma, ni se filtran ni se proyectan las densidades, sino que se obtiene una
sensitividad “mala” a partir de las densidades sin filtrar, y se le aplica un filtro para la
actualizacion del valor de las densidades, haciendo mas sencillo el calculo de la
sensitividad y disminuyendo los pasos previos. Este filtro esta basado en PDEs, de forma
similar al filtro de densidades (7.11). Para la implementacion del problema mecéanico se
utilizar este tipo de filtro, mientras que para el problema piezoeléctrico se usara filtro de

densidades. De esta forma se apreciara el funcionamiento y comportamiento de ambos.
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CAPITULO 8: IMPLEMENTACION DE
OPTIMIZACION TOPOLOGICA DEL PROBLEMA
MECANICO

En este capitulo se explicaran los aspectos mas importantes del cddigo
desarrollado en freeFEM, y se expondran 4 ejemplos sencillos de optimizacion topolégica
para el problema mecénico, variando las condiciones de contorno y la funcion objetivo
para la misma geometria. El cddigo completo del primer ejemplo se encuentra en el
apartado ANEXOS, mientras que para el resto de ejemplos esta la creacion de sus

respectivas mallas, que es lo Unico que varia.
8.1. Codigo genérico

Después de cargar el paquete “iovtk™ para exportar los datos a Paraview, el primer
paso del codigo es la creacion de la malla (Figura 8.1). Se ha hecho de forma que se
puedan cambiar las condiciones de contorno o afinar la malla facilmente para la

realizacion de distintos ejemplos.

/[Preproceso: geometria, malla, parametros del modelo
real L = 4;
real W= 1;

int loaded = 1, free = 2, fixed = 3;

border b1(t=-0.025*W,0.025*W){x=0.5*L;y=t;label=loaded;}
border b2(t=0.025*W,0.5*W){x=0.5*L;y=t;label=free;}
border b3(t=0.5*L,-0.5*L){x=t;y=0.5*W;label=free;}

border b4(t=0.5*W,-0.5*W){x=-0.5*L;y=t;label=fixed;}
border b5(t=-0.5*L,0.5*L){x=t;y=-0.5*W;label=free;}

border b6(t=-0.5*W,-0.025*W){x=0.5*L ;y=t;label=free;}
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/[Malla
ints=2;

mesh Th=buildmesh(b1(2*s) + b2(24*s) + b3(200*s) + b4(50*s) + b5(200%s) +
b6(24*3)):;

Figura 8.1. Malla del problema de optimizacion topol6gica mecanico

A continuacién, se crea el espacio de elementos finitos para la solucién y funcion
test, asi como para las densidades (que en el cddigo se han llamado theta) y sensitividades:

/[Espacios de elementos finitos

fespace Vh(Th,P1); //elementos de Lagrange P1
Vh ux,uy,vx,vy;

fespace Vh1(Th,P1);

Vh1 theta, thetaold, thetanew, dtheta; //densidades

Vh1 sens, sensn, sensv; //sensitividades

El siguiente paso es introducir los parametros de la optimizacion, asi como los
parametros mecanicos del modelo. En esta parte del cddigo, cabe destacar que “volfrac”
es la restriccion de volumen, p es el exponente del método SIMP, el cual ira
actualizandose con las iteraciones, y alpha controla el radio de filtrado, que en este caso
sera de sensitividades. En cuanto a los pardmetros mecanicos, epsilon es el coeficiente de

escalado para la densidad en el vacio.
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I/ parametros de la optimizacion

real volfrac = 0.5;

real p= 1.0;

real chg = 1;

real alpha = (W/20)*2.; //controla la length-scale del filtro de Helmholtz
inti=0;

int Imax = 100;

I/ parametros mecanicos modelo

real nu=0.28; //coeficiente de Poisson del acero
real E=1e9;

real mu = E/(2*(1+nu));

real lambda = 2.*mu*nu/(1.-2.*nu);

real epsilon = le-6;

real fy=-1.0; //carga distribuida

real fx= 0.0; //carga distribuida

En cuanto a los macros, se incluyen todos los macros necesarios para escribir el

problema mecanico, asi como los términos del SIMP y la sensitividad:

macro ldentityMatrix [1.0, 0.0, 0.0, 1.0] /EOM
macro Trace(a) (a[0] + a[3]) //EOM

macro epsilonmatrix(ul,u2) [dx(ul), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)),
dy(u2)] //EOM

macro stressO(ul,u2)(lambda*ldentityMatrix*Trace(epsilonmatrix(ul,u2)) +2.
*mu*epsilonmatrix(ul,u2))//EOM

macro stressM(ul,u2)(theta”p*stressO(ul,u2)) /EOM
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macro stressV(ul,u2)((1.0-theta”p)*epsilon*stressO(ul,u2)) /EOM
macro stress (ul,u2)(stressM(ul,u2) + stressV(ul,u2))//EOM

macro sensitityGauss(ul,u2)(-p*theta”™(p-1)*(stressM(ul,u?2) -
stressV(ul,u2))*epsilonmatrix(ul,u2))/EOM

El resto del codigo es el bucle de optimizacion. Primero se comienza inicializando
la densidad con la restriccién de volumen y entonces comienza el bucle. En él, se actualiza
el contador y el exponente del método SIMP, se resuelve el problema Forward (el adjunto
no hace falta al ser el problema auto-adjunto), se calcula y se filtra la sensitividad
mediante el llamado Filtro de Helmholthz y se aplica el criterio de optimalidad para
calcular el step size y obtener la nueva distribucion de densidades. Después se calcula la

funcion objetivo, se guarda el archivo.vtk y se repite el bucle.

theta = volfrac;
/I Optimization loop
while (chg > 1le-3 && i<=Imax){
/[ incrementamos iteracion de optimizacion
i=i+1;
/Ivieja densidad == nueva (la de la iteracion anterior)
thetaold=theta;
/[Update of penalising exponent
if (iI>20){
p = min(3.0,p*1.008);
}

cout <<"exponent = "<< p <<endl;
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/[Forward (FEM) problem

solve

FEMProblem([ux,uy],[vx,vy])=int2d(Th)((stress(ux,uy)*epsilonmatrix(vx,vy)))
- intld(Th,loaded)(fx*vx+fy*vy)+on(fixed,ux=0,uy=0);
/[Adjoint equation
/I No es necesaria, problema auto-adjunto
/[Sensitivity
sens = -sensitityGauss(ux,uy);
/IRegularised sensitivity through the application of a Helmholtz's filter

solve smoothing(sensn,sensv)=
int2d(Th)(alpha*(dx(sensn)*dx(sensv)+dy(sensn)*dy(sensv))+sensn*sensv)-
int2d(Th)(sens*sensv);

//OC update
real 11 = 0; real 12= 10000; real move= 0.05;
while((12-11)/(12+11)>(1e-4) & & 12>1e-40){
real Imid=0.5*(12+11);

thetanew = max(0., max(theta-move,min(1.,min(theta+move,theta*(max(le-
10,sensn/Imid))"0.3))));

if((int2d (Th)(thetanew)-int2d(Th)(volfrac))>0){
11= Imid;}

else{

12=Imid;}

}

theta = thetanew;
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// Objective functions and visualization
real J = intld(Th,loaded)(fx*ux + fy*uy);
real vol = int2d(Th)(theta)/int2d(Th)(1.);

cout <<"iter = "<< i <<"; comp = "<<J<<"; vol = " <<vol<< ";change ="<< chg<<".----

savevtk("Benchmark 1 "+i+".vtk",Th,theta,i);

by

8.2. Benchmark 1

El primero de los problemas realizados es un benchmark empotrado en una de sus

caras y sometido a una carga puntual tal y como se indica en la Figura 8.2.

LIPS

Figura 8.2. Benchmark 1

Se ha configurado para este ejemplo una restriccién de volumen de 0,5. En la
figura 8.3 se muestra como varia la distribucién de densidades en el espacio de disefio

con las iteraciones del bucle de optimizacion.

Iteracion 0 Iteracion 20
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Iteracion 40 Iteracion 60

_— e >

Iteracion 80 Iteracion 100
0.0e+00 0.2 04 0.6 0.8 1.0e+00
' ' L e—

Figura 8.3. Evolucidn en la distribucion de densidades del benchmark 1

Como se puede observar en la figura, la densidad comienza siendo igual a 0,5 en
todos los puntos para cumplir con la restriccion de volumen, pero ya en la primera
iteracion se vislumbra la forma que empieza a tener la distribucion de densidades. En la
iteracion 20 se esta formando la punta caracteristica en estos problemas de optimizacion
topoldgica, tras la cual se forman dos cruces a partir de la iteracion 40, y a partir de la 60
se empieza a formar una tercera, acabando de definirse plenamente el disefio en la

iteracién 100.

8.3. Benchmark 2

En este caso, el benchmark esté sujeto a desplazamientos en un punto a ambos

lados del mismo, y la carga se le aplica en el punto central de la cara inferior.

> 7

~&

I

Figura 8.4. Benchmark 2
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En esta ocasion, se ha considerado una restriccion de volumen de 0,2. La

evolucién en la distribucién de densidades es:

Iteracion 0 Iteracion 20

S et

Iteracion 40 Iteracion 60

/Y\/V\

Iteracion 80 Iteracion 100

/V\/v\

0.0e+00 02 04 0.6 0.8 1.0e+00

' | L e—

Figura 8.5. Evolucidn en la distribucion de densidades del benchmark 2

Como la restriccion de volumen para este caso es muy pequefia, el algoritmo
encuentra rapidamente la distribucion de densidades 6ptima. En la iteracion 20 se empieza
a observar el patron que sigue el criterio, pero conforme avanza el bucle se va borrando
en la parte inferior para terminar de formarse so6lo la de arriba, junto con la forma
triangular del centro. A partir de la iteracion 60 la distribucidn es practicamente optima y

los cambios son casi inapreciables.
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8.4. Benchmark 3

Para este problema se restringen los desplazamientos horizontales en la cara
izquierda, mientras que se restringen los desplazamientos verticales en la esquina inferior

derecha. La carga esté aplicada en la esquina superior izquierda.

LP

AN

Figura 8.6. Benchmark 3

La restriccion de volumen es de 0,5 y la evolucion en la distribucidn de densidades

queda:
Iteracion 0 Iteracion 20
Iteracion 40 Iteracion 60
Iteracion 80 Iteracion 100

0.0e+00 02 04 0.6 0.8 1.0e+00
| | I

Figura 8.7. Evolucion en la distribucion de densidades del benchmark 3
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En este caso la distribucion de densidades es asimétrica debido a que las
condiciones de contorno también lo son. Por esta razon no se generan unas cruces claras
como en el primero de los problemas, aunque si se obtiene un patron algo similar. En la
iteracion 20 se empieza a formar la punta, y a partir de la 40 la forma triangular y la linea
transversal de la izquierda. A partir de la iteracion 60 se empieza a dibujar la cruz a partir

de la linea transversal, y aparece otra linea, generando otro patron triangular.

8.5. Benchmark 4

Por Gltimo, se analiza este problema en el que hay dos cargas implicadas, situadas
en la esquina superior izquierda y en el centro de la cara superior. En cuanto a los apoyos,
toda la cara izquierda tiene restringidos los desplazamientos horizontales, mientras que la

esquina inferior derecha esté fijada frente a desplazamientos.

[P [P

AN

Figura 8.8. Benchmark 4

La restriccion de volumen es, 0,5 de nuevo, quedando la siguiente distribucion de

densidades:

Iteracion 0 Iteracion 20
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Iteracion 40 Iteracion 60

mva Smve N

Iteracion 80 Iteracion 100

0.0e+00 02 04 0.6 0.8 1.0e+00

' ' L eeee—

Figura 8.9. Evolucidn en la distribucion de densidades del benchmark 4

Se aprecia como el material se distribuye especialmente donde se encuentran las
condiciones de contorno, tanto apoyos como fuerzas impuestas. En la iteracion 20 ya se
ha formado el patrdon principal que une las zonas donde se aplican las fuerzas con el apoyo
que restringe los desplazamientos verticales y horizontales. Ademas, se empieza a
vislumbrar la aparicién de un patron triangular que une la cara superior e inferior del
espacio de disefio, la cual se termina de formar en torno a la iteracion 60. Los cambios
hasta la iteracion 100 son casi inapreciables, ya que se alcanza la distribucion de

densidades 6ptima bastante rapido.
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CAPITULO 9: OPTIMIZACION TOPOLOGICA DEL
PROBLEMA ELECTRO-MECANICO

9.1. Formulacién y resolucion del problema

Para abordar el problema de optimizacion topoldgica en piezoeléctricos, se puede
partir de la formulacion del problema en el contexto mecanico del capitulo 7 y cambiar
las leyes constitutivas correspondientes. En este caso, para el benchmark de la Figura 9.1,
el problema podria consistir, por ejemplo, en minimizar el desplazamiento producido por
la fuerza P, o lo que es lo mismo, maximizar los desplazamientos en sentido contrario.
En este caso, ademas de las condiciones de contorno mecénicas, también hay potencial

eléctrico impuesto en las caras superior e inferior.

p=1

BT IT T T IIIINTIIINT,

p=-1

Figura 9.1. Espacio de disefio de optimizacidn topoldgica en piezoeléctricos

El problema, por tanto, consistird en encontrar la distribucion de densidades
Optima para minimizar una funcion objetivo, en un espacio de disefio ocupado por un
material con leyes constitutivas piezoeléctricas y con una restriccion de volumen dada y

sometido a condiciones de contorno mecanicas y eléctricas.
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min J(u) = P-u (en un punto dado)

sujeto a IfD pdV <f|D|
V-o(u)=0 en D
V-D(p) = en D
u= en 0Dp,
ocn=t en 0Dy,
Q=@ en 0dDp,
D-n=0 en 0Dy,
0<p<1i
o=0"p3+(1-p>d"
D =D"p3 + (1 - p3)DV
p=pp/P)

- (9. 1)

El exponente utilizado en el método SIMP del problema piezoeléctrico puede ser
diferente para el problema eléctrico y el problema mecanico, aunque en este caso sea en
ambos igual a 3. De nuevo, para la resolucion de este problema se definird un lagrangiano
que contiene la funcidn objetivo, las leyes constitutivas mecanicas y eléctricas que se van

a forzar nulas mediante los estados adjuntos mecanico p y eléctrico a y la restriccion de

volumen G = A(fD pdV — fIDI).

Lp,u,pa i) =] — fa:s(p)dV— f p-tda—fD-E(a)dV +G
D oDy D
(9.2)
Haciendo la derivada direccional del lagrangiano con respecto a los estados
adjuntos mecanico Yy eléctrico respectivamente, se obtiene de nuevo la forma débil de los

respectivos problemas, que van a constituir el problema forward piezoeléctrico:

DL|Ssp| = —f o:e(6p)dV + f Sp-tda=0

D 0Dy

DL|sal = f D-E(5a)dV =0 9. 3)

D

A partir de la implementacion de (9.3) se obtendran los desplazamientos y el

potencial en todos los puntos del espacio de disefio. A continuacién, y debido a que este
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problema no es auto-adjunto, hay que obtener el problema adjunto mecanico derivando
con respecto al desplazamiento, y el problema adjunto eléctrico derivando con respecto

al potencial. Empezando con la derivada con respecto al desplazamiento:

DLlsul = DJ|oul —f £(p): DolouldV + f E(a)- DD|suldV = 0

D D
9. 4)
Como el problema es lineal, se puede demostrar:
Do|éu| = o(su) DD|ésu| = D(6u)
(9.5)
Por lo tanto, la ecuacion (9.4) se puede reescribir como:
DLlsul = DJ|oul — j £(p): o (51, @)dV + j E(a)- D(su,0)dV = 0
D D
(9.6)

Haciendo ahora la derivada direccional del lagrangiano con respecto al potencial

eléctrico se obtiene la segunda ecuacion del problema adjunto.

DL|sg| = —f e(p): Do|sp|dV + f E(a)-DD|Sp|dV =0
D D
9.7)

Nuevamente, por ser el problema lineal, se puede reescribir la ecuacion como:

DL|Su| = —f e(p):o(u,sp)dV + f E(a)-D(u,5¢9)dV =0
D D
(9.8)

El problema adjunto queda por tanto compuesto por las ecuaciones (9.6) y (9.8),

y habra que sumarlas para introducirlas en el cddigo en FreeFEM.
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9.2. Calculo de la sensitividad con filtrado de densidades

Para el problema piezoeléctrico, donde se le afiade al lagrangiano la ecuacion
constitutiva del desplazamiento eléctrico, la direccion de descenso queda:

apap
DL|Ap| = j[SAZ po Apa —3p? apapApa] e(p)dv

9p dp
f[yz P pApDM 3p? agapApDV] E(a)dV

9. 9)

Donde las expresiones ( ), se han calculado en el capitulo 7 , en las

a~ )
ecuaciones (7.32) y (7.33)
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CAPITULO 10: IMPLEMENTACION DE
OPTIMIZACION TOPOLOGICA DEL PROBLEMA
ELECTRO-MECANICO

El problema piezoeléctrico que se ha resuelto en este capitulo es el de la Figura
9.1, cuya geometria es la misma que para los ejemplos mecanicos. Su condicién de
contorno mecanica es estar empotrado en la cara izquierda, y las eléctricas son un
potencial positivo en la cara superior y otro negativo en la cara inferior. Se busca
maximizar el desplazamiento vertical negativo, o lo que es lo mismo, minimizar el
positivo, en el punto P. A este punto se le ha afiadido una fuerza (muelle) que se opone a
la deformacion y se han estudiado 4 casos: Sin muelle, muelle blando, muelle intermedio
y muelle duro. Ademas, se estudiard mediante otro caso la influencia del vector de
polarizacion y se resolveran los casos de maximizacion de desplazamiento horizontal,

tanto de traccién como de compresion.

p=1

VIR FTIIIIFIIIFIINFIYi
8

p=-1

Figura 10.1. Espacio de disefio de optimizacion topoldgica en piezoeléctricos

10.1. Cédigo generico

Al igual que para el caso mecanico, después de cargar el paquete “iovtk™ el primer
paso es la creacion de la malla. La geometria es la misma, pero se afiaden dos etiquetas

para las caras con carga positiva y negativa:

/[Preproceso: geometria, malla, parametros del modelo
real L = 4;

real W= 1;
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int loaded = 1, free = 2, fixed = 3, chargedl = 4, charged2 = 5;
border b1(t=-0.025*W,0.025*W){x=0.5*L;y=t;label=loaded;}
border b2(t=0.025*W,0.5*W){x=0.5*L;y=t;label=free;}
border b3(t=0.5*L,-0.5*L){x=t;y=0.5*W;label=charged1;}
border b4(t=0.5*W,-0.5*W){x=-0.5*L;y=t;label=fixed;}
border b5(t=-0.5*L,0.5*L){x=t;y=-0.5*W;label=charged2;}
border b6(t=-0.5*W,-0.025*W){x=0.5*L;y=t;label=free;}
/IMalla

ints=1;

mesh Th=buildmesh(b1(2*s) + b2(24*s) + b3(200*s) + b4(50*s) + b5(200*s) +
b6(24*s));

El siguiente paso es introducir todos los parametros de la optimizacion, asi como

los parametros materiales.

Il parametros de la optimizacion

real volfrac = 0.5;

real pm = 3.0; // exponente SIMP mecanico
real pe = 3.0; // exponente SIMP eléctrico
real chg = 1;

real beta = 2.0; // Parametro de proyeccion
real eta = 0.5; // Parametro de proyeccion
real alpha = (W/20)*2.; // lenght-scale del filtro de densidades
inti=0;

int Imax = 300;

/[ parametros de materiales

real permittivity=4*8.8e-12;
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real nu=0.28; //coeficiente de Poisson del acero
real E=1e0;
real mu = E/(2*(1+nu));

real lambda = 2.*mu*nu/(1.-2.*nu);

real alphal = 0.001;

real alpha2 = 0.001;

real epsilon = 1e-6; // Parametro de escalado para el material vacio
real fy=-1.0; //carga distribuida

real fx= 0.0; //carga distribuida

real spring= 1e-1; //muelle

A continuacidn, se generan los espacios de elementos finitos para la resolucion de

los problemas correspondientes:

//[Espacios de elementos finitos

fespace Vh1(Th,P1); //elementos de Lagrange P1
Vh1 vx, vy, vphi; //funciones test

Vh1 ux, uy, phi; //soluciones del problema piezo
Vh1 px, py; //estado adjunto mecanico

Vh1 q; //estado adjunto eléctrico

Vh1 vx, vy, vphi; //funciones test

Vh1 theta, thetaold, thetanew, dtheta; //densidades
Vh1 sens, sensn; //sensitividades

Vh1 thetaf, thetap, thetav;

Vh1 DthetapDthetaf, DthetafDtheta;
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En cuanto a las macros, se introduciran todos los necesarios para escribir las leyes
constitutivas del material, asi como los términos del método SIMP, parte de la

sensitividad y la funcion objetivo.

macro IdentityMatrix [1.0, 0.0, 0.0, 1.0] /EOM
macro Trace(a) (a[0] + a[3]) //EOM

macro epsilonmatrix(ul,u2) [dx(ul), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)),
dy(u2)] //[EOM

macro Campoelectrico(phi) [-dx(phi),-dy(phi)]//EOM

macro N [1,0]/EOM

macro DyadicProduct(A,B) [A[0]*B[0], A[0]*B[1], A[1]*B[0], A[1]*B[1]] /EOM
macro mult (A,b)[A[0]*b[0]+A[1]*b[1],A[2]*b[0]+A[3]*b[1]]//EOM

macro stress0 (ul,u2,phi)(lambda*ldentityMatrix*Trace(epsilonmatrix(ul,u2)) +2.

*mu*epsilonmatrix(ul,u2) - alphal*(Campoelectrico(phi)*N)*IdentityMatrix -
alpha2/2*(DyadicProduct(Campoelectrico(phi),N) +
DyadicProduct(N,Campoelectrico(phi))))/EOM

macro stressM(ul,u2,phi)(thetap”pm*stressO(ul,u2,phi)) /EOM
macro stressV(ul,u2,phi)((1.0-thetap”pm)*epsilon*stressO(ul,u2,phi)) /EOM
macro stress (ul,u2,phi)(stressM(ul,u2,phi) + stressV(ul,u2,phi))//EOM

macro desplazamientoO(ul,u2,phi)(epsilon*Campoelectrico(phi) +
alphal*Trace(epsilonmatrix(ul,u2))*N + alpha2*mult(epsilonmatrix(ul,u2),N)
)//EOM

macro desplazamientoM(ul,u2,phi)(thetap”pe*desplazamiento0(ul,u2,phi))
I/EOM

macro desplazamientoV(ul,u2,phi)((1.0-
thetap”pe)*epsilon*desplazamiento0(ul,u2,phi)) /EOM

macro desplazamiento (ul,u2,phi)(desplazamientoM(ul,u2,phi) +
desplazamientoV(ul,u2,phi))/EOM
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macro sensitityGauss(ul,u2,phi,pl,p2,q)(-pm*thetap”™(pm-1)*(stressM(ul,u2,phi) -

stressV(ul,u2,phi))*epsilonmatrix(pl,p2) + pe*thetap”(pe-

1)*(desplazamientoM(ul,u2,phi) -

desplazamientoV(ul,u2,phi))*Campoelectrico(q))/EOM

macro Objective(ul,u2) (u2) //[EOM

macro DObjective(ul,u2) (1) /EOM

El resto del codigo es el bucle de optimizacion. Primero se inicializa la

distribucion de densidades con la restriccién de volumen, se crea un fichero .dat para

guardar los valores de la funcion objetivo en cada iteracion y se comienza el bucle. En él,

se actualiza la densidad y se la somete al filtrado y proyectado, para después resolver el

problema forward y el adjunto y calcular la sensitividad aplicando la regla de la cadena

debido a que hay filtrado y proyectado de densidades. Después, se implementa el criterio

de optimalidad para encontrar el step size adecuado y se calcula y guarda el valor de la

funcion objetivo.

/I Inicializacion de densidades
theta = volfrac;
/I Exportamos a fichero la funcion objetivo J
ofstream ff("Jmuelle3.dat");
i=0.;
/I Optimization loop
while (chg > 1le-3 && i<=Imax){
/l incrementamos iteracion de optimizacion
i=i+1;
/Ivieja densidad == nueva (la de la iteracion anterior)

thetaold=theta;
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/[Filtro de densidades

solve smoothing(thetaf,thetav)=
int2d(Th)(alpha*(dx(thetaf)*dx(thetav)+dy(thetaf)*dy(thetav))+thetaf*thetav)-
int2d(Th)(theta*thetav);

thetap = (tanh(beta*eta) + tanh(beta*(thetaf-eta)))/(tanh(beta*eta) + tanh(beta*(1-
eta)));

/[Forward (FEM) problem

solve
ForwardProblem([ux,uy,phi],[vx,vy,vphi])=int2d(Th)(stress(ux,uy,phi)'*epsilonmatri

X(VX,vy))
-int2d(Th)(desplazamiento(ux,uy,phi)**Campoelectrico(vphi))
+intld(Th,loaded)(spring*uy*vy)

+on(chargedl,phi=1.) + on(charged2,phi=-1.) +
on(fixed,ux=0,uy=0);

//Adjoint problem
solve Adjoint([px,py,qa],[vx,vy,vphi])= intld(Th,loaded)(DObjective(ux,uy)*vy)
-int2d(Th)(stress(px,py,q) *epsilonmatrix(vx,vy))

+

int2d(Th)(desplazamiento(px,py,q)'*Campoelectrico(vphi))
-intld(Th,loaded)(spring*py*vy)

+on(charged1,g=0.) + on(charged2,q=-0.) +
on(fixed,px=0,py=0.);

/[Sensitivity with respect to projected and filtered density
sens = -sensitityGauss(ux,uy,phi,px,py,q);
/[Chain rule

DthetapDthetaf = beta*(1-(tanh(beta*(thetaf-eta)))*2)/(tanh(beta*eta) +
tanh(beta*(1-eta)));

Antonio Gallego Munuera pag. 110




solve smoothingderivative(DthetafDtheta,thetav)=
int2d(Th)(alpha*(dx(DthetafDtheta)*dx(thetav)+dy(DthetafDtheta)*dy(thetav))+Dthet
afDtheta*thetav)-int2d(Th)(thetav);

sensn = sens*DthetapDthetaf*DthetafDtheta;
//OC update (creiterio de optimalidad)
real 11 = O; real 12=10000; real move= 0.05;
while((12-12)/(12+11)>(1e-4)&& 12>1e-40){
real Imid=0.5*(12+11);

thetanew = max(0., max(theta-move,min(1.,min(theta+move,theta*(max(1e-
10,sensn/Imid))"0.3))));

if((int2d(Th)(thetanew)-int2d(Th)(volfrac))>0){
11=Imid;}

else{

12=Imid;}

}

theta = thetanew;

/I Objective functions and visualization

real Jmuelle3 = intld(Th,loaded)(Objective(ux,uy));
ff<<Imuelle3<<endl;

real vol = int2d(Th)(theta)/int2d(Th)(1.);

COUE S e e oo e "<<endl;

savevtk("TO_piezo_Muelle3 "+i+".vtk",Th,thetap,i);

¥

Antonio Gallego Munuera pag. 111




10.2. Caso sin muelle

Para este caso, con una restriccion de volumen de 0.5, se han realizado 70
iteraciones, ya que al no haber resistencia la distribucion de densidades es mala, y los

resultados son los siguientes:

Iteracion 0 Iteracion 10

Iteracion 20 Iteracion 30

> SIS

Iteracion 50 Iteracién 70

23V 29
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Figura 10.2. Evolucion en la distribucion de densidades del caso sin muelle

Se puede observar que la distribucion de densidades esta desconectada, lo que es
debido a que no hay ninguna carga que se oponga al movimiento. Ademas, para el
problema piezoeléctrico se ha implementado el filtro de densidades y la proyeccion de las
mismas en lugar del filtro de sensitividades, lo que produce que las densidades calculadas
no sean tan extremas (aunque en la practica si, ya que se usa el método SIMP). Es por eso

que se ha ajustado la escala de valores para una mejor visualizacion de los resultados.

En la Figura 10.3 se observa la evolucion de la funcion objetivo con las

iteraciones.
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Figura 10.3. Evolucion en la distribucion de densidades del caso sin muelle

En cuanto a la evolucion de la funcion objetivo, se observa como el programa de
optimizacion topoldgica cumple su cometido, disminuyéndola desde la distribucion de
densidades inicial, hasta que alcanza la distribucion optima y, por tanto, los valores de J

quedan constantes.

10.3. Caso muelle blando

Para este problema, asi como para el resto de este capitulo, se realizan 300
iteraciones y la restriccion de volumen es de 0.5. La distribucion de densidades cambia
muy rapido al inicio y después se estabiliza, por lo que se mostraran saltos pequefios al

inicio y grandes después.

Iteracion 0 Iteracion 10

Iteracion 20 Iteracion 40
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Figura 10.4. Evolucion en la distribucion de densidades del caso de muelle intermedio

Para el caso del muelle blando ya hay cierta consistencia en la distribucion de
densidades, la cual en las primeras iteraciones avanza muy rapido, y después suceden
pequefios cambios en la misma. Se observa como rapidamente se genera la distribucion
de densidades fusiforme, la cual se mantiene a lo largo de todas las iteraciones. En la
iteracion 40 se observa que empieza a aparecer un agujero, el cual alcanza su maximo

tamano al final del bucle.

En la Figura 10.5 se observa la evolucion de la funcion objetivo con las

iteraciones.
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Figura 10.5. Evolucién de J en el caso de muelle blando

De nuevo es en las primeras iteraciones, conforme aparece la distribucién
fusiforme, cuando mayor es el descenso de la funcidn objetivo. Sin embargo, al haber una

fuerza de resistencia ejercida por el muelle, en este caso la funcion objetivo no se estanca,
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sino que sigue decreciendo lentamente hasta la Gltima iteracién mientras evoluciona la

distribucion de densidades.

10.4. Caso muelle intermedio

De nuevo se van a realizar 300 iteraciones, mostrandose la distribucién de

densidades especialmente en las primeras, ya que es donde mayores cambios ocurren.

Iteracion O Iteracion 10
Iteracion 20 Iteracién 40
Iteracion 100 Iteracion 300

O >

30e01035 04 045 05 055 06 0.657.0e-01

Figura 10.6. Evolucion en la distribucidn de densidades del caso de muelle intermedio

Para este caso se forman las cruces caracteristicas que veiamos en el caso
mecanico, aunque la transicion es mucho mas rapida y algo distinta. En vez de formarse
por partes la que sera la distribucion final, aparece desde el principio y en las siguientes

iteraciones se ajusta ligeramente.

En la Figura 10.7 se observa la evolucion de la funcion objetivo con las

iteraciones.
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Figura 10.7. Evolucion de J en el caso de muelle intermedio

En cuanto a la evolucion de la funcidn objetivo, se observa como hay un pequefio
estancamiento al inicio, el cual es debido a los cambios en la distribucion de densidades,
los cuales son muy acusados en estas primeras iteraciones. Se aprecia que hasta la
iteracion 20, donde la distribucion queda practicamente definida, el step size es muy alto,
ya que la funcidn objetivo decrece rapidamente. A partir de esa iteracion los cambios son

mucho mas pequefios, decreciendo J rapidamente hasta el final del bucle.

10.5. Caso muelle duro

De nuevo, para 300 iteraciones, se muestran los resultados del caso con muelle

duro.
Iteracion 0 Iteracion 10
Iteracion 20 Iteracion 40

e~
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Figura 10.8. Evolucion en la distribucién de densidades del caso de muelle duro

La distribucion en este caso es parecida a la del muelle intermedio. Se aprecia que
en la iteracion 10 ya esta bastante avanzada, y para la iteracion 20 ya esta practicamente
formada. A partir de ahi, con las iteraciones suceden pequefios cambios que hacen
decrecer levemente la funcion objetivo. De nuevo se observa el patron tipico de punta y

cruces.

En la Figura 10.9 se observa la evolucion de la funcion objetivo con las

iteraciones.
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Figura 10.9. Evolucion de J en el caso de muelle duro

En la evolucion de la funcion objetivo vuelve a ser evidente la anomalia en las
primeras iteraciones, propias de las primeras transiciones en la distribucion de
densidades, y que se hace mas evidente al ser mayor la fuerza de resistencia. A parte de
eso, de nuevo J decrece rapidamente en las primeras 20 iteraciones, para después

evolucionar lentamente en concordancia con la distribucion de densidades.

Antonio Gallego Munuera pag. 117



Para comprobar la coherencia con la funcién objetivo, en la siguiente figura se
muestra como resultado la malla deformada para la distribucion de densidades final (rojo)
junto con la malla original (azul). No6tese que la deformacion esta ampliada con un factor
de escalado de 20 para que los resultados sean visibles, al igual que en el resto en este
capitulo.

Figura 10.10. Malla deformada para el caso de muelle duro

Como se puede comprobar, se satisface un desplazamiento vertical negativo en el
punto en el que se ha minimizado la funcién objetivo, y le acompafia el resto del espacio
de disefio. Se nota también la influencia del muelle de resistencia incluido, ya que el
desplazamiento es mayor a mitad del cuerpo y se mitiga en el punto objetivo. Si se retira
el muelle en la iteracién final, se puede representar la malla deformada para esta

distribucion de densidades sin muelle.

Figura 10.11. Malla deformada para el caso de muelle duro quitando el muelle
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10.6. Influencia del vector de polarizacion piezoeléctrica

Con el objetivo de evaluar la influencia del vector de polarizacion o direccion
preferencial N, se ha repetido el ejemplo del muelle duro rotando este vector 90°, siendo
ahora N = (0,1). Se han realizado 300 iteraciones, y los resultados estan representados

en la siguiente figura:

Iteracion 0 Iteracion 10

I

Iteracion 20 Iteracién 40

N

Iteracién 100 Iteracion 300

———
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Figura 10.12. Evolucion en la distribucién de densidades del caso de muelle duroy N = (0,1)

Como se aprecia en la figura, la distribucion de densidades para este caso no tiene
nada gque ver con la anterior, ya que el comportamiento del material cambia drasticamente
para la misma geometria al modificar el vector de polarizacién. Ademas, la distribucion
resultante tiene densidades intermedias. Para solventar este problema en un modelo
multifisico se puede variar el exponente del método SIMP para una de las ecuaciones de
comportamiento, en este caso la eléctrica. Sin embargo, esta vez no es necesario ya que
el vector de polarizacion N = (1,0) da mejores resultados en la funcion objetivo, por lo

que este disefio se descartaria.
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Como ha pasado en el resto de casos, la evolucion en la distribucion de densidades
es muy répida al principio, credndose el patron principal en las primeras iteraciones, y
siendo los cambios mucho mas ligeros a partir de la iteracion 20. En la siguiente figura

se muestra la evolucion de la funcién objetivo.

2.00E-05 Evolucion de J

0,00E+00
-2,00E-05
-4,00E-05
-6,00E-05
-8,00E-05
-1,00E-04
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Figura 10.13. Evolucion de J en el caso de muelle duroy N = (0,1)

Como se ha comentado anteriormente, y acorde con la evolucion de la distribucion
de densidades, es en las primeras iteraciones cuando la funcion objetivo baja
drésticamente, para después estancarse. Ademas, se puede observar cOmo se obtienen
mejores valores para el otro vector de polarizacion (Figura 10.9), ya que el objetivo es
obtener el valor mas negativo posible, para asi maximizar el desplazamiento vertical en

sentido negativo.

En conclusion, el vector de polarizacion piezoeléctrica o direccion preferencial es
una herramienta mas a tener en cuenta para que, desde el punto de vista del disefio, se

obtengan los resultados 6ptimos.
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10.7. Problema de compresion

Para este problema, el objetivo es minimizar los desplazamientos horizontales
positivos, o lo que es lo mismo, maximizar la compresion, en el punto P de la Figura
10.1. Para ello, simplemente hay que modificar la funcidn objetivo en el codigo, asi como
el muelle, que esta vez se aplicara de forma horizontal (muelle duro), oponiéndose al
desplazamiento. Se ha tomado un vector de polarizacion N = (1,0) y realizado 300

iteraciones del bucle de optimizacion, obteniéndose los siguientes resultados:

Iteracion 0 Iteracion 10

N

Iteracion 20 Iteracién 40

- -

Iteracién 100 Iteracion 300
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Figura 10.14. Evolucién en la distribucién de densidades del problema de compresién

En este caso, la distribucion de densidades es practicamente dptima a las pocas
iteraciones, siendo ya visible en la iteracion 10 y abriéndose los agujeros antes de la 20.
Desde esa iteracion los cambios son sutiles hasta el final de bucle. En la siguiente figura

se aprecia la evolucion de la funcion objetivo:
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Figura 10.15. Evolucion de J en el problema de compresion

De nuevo se aprecia en la figura que los cambios méas importantes suceden en las
primeras iteraciones, acorde a la evolucién en las densidades. A partir de ahi la funcién
objetivo se estabiliza y decrece muy suavemente.

Como en el capitulo 10.5, se va a comprobar la compresiébn mediante la
representacion de la malla deformada para la distribucién 6ptima de densidades, junto

con la malla sin deformar.

Figura 10.16. Malla deformada para problema de compresion

Se aprecia claramente la compresion en el punto objetivo, mientras que en el
empotramiento casi no hay deformacion, y por eso se solapan ambas mallas. Como
apunte, también se observa que la compresion es mas acusada donde se encuentra el
material en la distribucion de densidades, quedando la esquina inferior derecha casi sin

deformar.
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10.8. Problema de traccion

De forma anéloga al problema de compresidn, esta vez se va a buscar minimizar
los desplazamientos horizontales negativos, es decir, maximizar la traccion, en el punto
P de la Figura 10.1. Cambiando el signo de la funcién objetivo del problema de

compresion, y realizando de nuevo 300 iteraciones, se obtiene:

Iteracion O Iteracion 10

Ly

Iteracion 20 Iteracién 40

e

Iteracién 100 Iteracion 300
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Figura 10.17. Evolucion en la distribucion de densidades del problema de traccion

Se puede observar cdmo la distribucion de densidades formada es la opuesta del
problema de compresion, lo cual cobra sentido teniendo en cuenta las condiciones de
contorno concretas, y que estamos maximizando desplazamientos en direcciones
opuestas. En cuanto a la evolucién de la distribucion, asi como la de la funcién objetivo,

se comportan de la misma forma, tal y como se aprecia en la siguiente figura:
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Figura 10.18. Evolucion de J en el problema de traccion
Nuevamente se ve que la funcion objetivo decrece rapidamente en las primeras
iteraciones para estabilizarse y descender suavemente después.

De nuevo, se muestra la malla deformada con la distribucion de densidades dptima

junto a la malla sin deformar.

Figura 10.19. Malla deformada para el problema de traccion

En este problema sucede algo analogo al de compresion. La traccion se produce
sobre todo cerca de la cara en la que se encuentra el punto objetivo, siendo menor cerca
del empotramiento, donde se solapan las mallas. De la misma forma, la mayor traccion
se produce en la zona donde hay material en la distribucion de densidades, mientras que

donde hay vacio, esquina superior derecha, no se produce apenas.
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CAPITULO 11: CONCLUSIONES

Durante la realizacion de este trabajo se han desarrollado los conocimientos
requeridos para la formulacién y posterior resolucion de un problema multifisico, en este
caso el de condiciones de contorno para materiales piezoeléctricos. Para ello se han
introducido los conceptos basicos de mecanica de continuo, asi como el problema de
elasticidad lineal para después plantear el electro-mecanico como extension del mismo.
Para la implementacidn de estos conceptos teoricos, se ha aprendido el funcionamiento
del método de elementos finitos, la formulacion variacional del problema fuerte de la
piezoelectricidad y la discretizacién espacial de la misma, expresando las incégnitas
como el producto de una matriz de rigidez y un término independiente, comprendiendo
asi el funcionamiento del software FreeFEM. Ademas, se ha introducido la discretizacion

temporal para problemas dindmicos sin disipacion.

Aplicando todos los conocimientos adquiridos y los procedimientos descritos, se
han resuelto problemas de condiciones de contorno en piezoeléctricos, emulando las
aplicaciones reales de sensores y actuadores en diferentes geometrias bidimensionales y
tridimensionales y mostrando resultados coherentes e interesantes desde el punto de vista
ingenieril, como el gripper piezoeléctrico mostrado en la Figura 11.1. También se ha
implementado un problema dindmico y mostrado sus resultados en los puntos criticos del

ciclo, asi como la conservacion de energias al no ser disipativo.

Figura 11.1. Gripper piezoeléctrico

En la segunda parte del trabajo se ha entendido lo que es la optimizacion
topoldgica, sus aplicaciones y su importancia en la ingenieria para obtener disefios
eficientes, y se han adquirido todos los conocimientos necesarios para su implementacion:
desde la formulacién primigenia de una distribucién discreta de material, hasta la
formulacion continua y la aplicacion del método SIMP, junto con la proyeccidn y filtrado

de densidades (o la alternativa de filtrado de sensitividades), y el calculo de los problemas
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forward y adjunto y la direccion de descenso para el problema mecénico y electro-

mecanico.

Posteriormente, y aplicando todos los conceptos estudiados, se ha implementado
el problema de optimizacion topoldgica en el contexto mecanico en FreeFEM,
resolviendo una serie de benchmarks sencillos con diferentes condiciones de contorno
mediante el método de filtrado de sensitividades. El problema consiste en minimizar el
desplazamiento producido por una fuerza puntual, y se obtienen resultados coherentes y
concordantes con la literatura existente. En la Figura 11.2 se muestran las distribuciones

de densidades 6ptimas para dos de los benchmarks estudiados.

>0 =0 N

a) b)

Figura 11.2. Distribucion optima de densidades para distintas solicitaciones mecénicas

Finalmente, enlazando los conocimientos adquiridos en la primera y segunda parte
del trabajo, se ha implementado el problema de optimizacion topolégica para materiales
piezoeléctricos, combinando condiciones de contorno mecanicas y eléctricas y esta vez
usando el filtro y proyeccion de densidades. EI problema consiste en maximizar el
desplazamiento en un punto de un actuador, el cual esta sujeto a un muelle que se opone
a su movimiento. Se ha repetido el problema para distintas durezas del muelle y
cambiando la funcion objetivo (traccion y compresion), y se ha evaluado la influencia del
vector de polarizacion, el cual sera un factor determinante para el disefio. En la Figura

11.3 se muestra la distribucién de densidades 6ptima para dos de los casos estudiados.

a) b)
Figura 11.3. Distribucion dptima de densidades para distintas solicitaciones electro-mecanicas
En conclusidn, los objetivos propuestos para la realizacion de este trabajo se han
cumplido satisfactoriamente. Como se ha podido observar, la extension y profundidad
conceptual de la optimizacion topoldgica es notable. Debido a esto, a partir de este trabajo

se puede continuar la linea de investigacion para mejorar y afinar los programas de
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optimizacion topologica desarrollados para software libre, consiguiendo una
implementacion més eficiente explorando las capacidades de FreeFEM de
implementacion en paralelo. De esta forma, y disponiendo de la capacidad computacional
necesaria, se podran resolver problemas de geometrias tridimensionales mucho mas
complejas tanto para el problema mecanico como para el piezoeléctrico, llegando a
desarrollar mas aplicaciones reales en ingenieria. Otra futura extensién de este trabajo
seria la del disefio de metamateriales piezoeléctricos y mecanicos, como los que presentan

coeficiente de Poisson negativo.
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ANEXOS

Anexo 1: Sensor piezoeléctrico bidimensional

load"iovtk™" //PARA IMPORTAR DATOS EN PARAVIEW

//IPREPROCESO: GEOMETRIA, MALLA'Y PARAMETROS FISICOS

border a1(t=0,10){x=t;y=0;label=1;}; // arista de abajo

border a2(t=0,10){x=10;y=t;label=2;}; // arista de la derecha

border a3(t=0,10){x=10-t;y=10;label=3;}; // arista de arriba

border a4(t=0,10){x=0;y=10-t;label=4;}; // arista de la izquierda

border interior(t=0,2*pi){x=5+2*cos(t);y=5+2*sin(t);}; // frontera interior

mesh Th=buildmesh(a1(30)+a2(30)+a3(30)+a4(30)+interior(40)); //malla

/l PARAMETROS DEL MODELO
real f=0; //fuerza por unidad de volumen
real ro=0; //carga eléctrica por unidad de volumen

real epsilon= 4*8.8e-12; //Permitividad eléctrica

fespace Ph(Th,P0); //Espacio de elementos de Lagrange PO para definir la region

Ph reg=region;

int ninterior=reg(5,5);//region interior del circulo
int nexterior=reg(9,9); //region exterior del circulo

cout<<"ninterior = "<<ninterior<<"nexterior= "<<nexterior<<endl;

Ph lambda=1e6*(region==ninterior)+1e9*(region==nexterior); //valor de lambda segln
la region

Ph mu=1e6*(region==ninterior)+1e9*(region==nexterior); //valor de mu segln la
region

Ph alphal=0*(region==ninterior)+0.001*(region==nexterior); //valor de alphal segun la

region
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Ph alpha2=0*(region==ninterior)+0.001*(region==nexterior); //valor de alpha2 segun la

region

//PROCESO: CALCULO DE LA SOLUCION

fespace Vh(Th,P1); //elementos de Lagrange P1
Vh ul,u2,phi,vl,v2,alpha,sigmaVm;

IIMACROS

macro ldentityMatrix [1.0, 0.0, 0.0, 1.0] /EOM

macro Trace(a) (a[0] + a[3]) /EOM

macro epsilonmatrix(ul,u2) [dx(ul), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)),
dy(u2)] //EOM

macro Campoelectrico(phi) [-dx(phi),-dy(phi)]//EOM

macro N [1,0]/EOM

macro DyadicProduct(A,B) [A[0]*B[0], A[0]*B[1], A[1]*B[0], A[1]*B[1]] /EOM
macro mult (A,b)[A[0]*b[0]+A[1]*b[1],A[2]*b[0]+A[3]*b[1]]//EOM

macro stress (ul,u2,phi)(lambda*IdentityMatrix*Trace(epsilonmatrix(ul,u2)) +2.
*mu*epsilonmatrix(ul,u2) - alphal*(Campoelectrico(phi)*N)*IdentityMatrix -
alpha2*(DyadicProduct(Campoelectrico(phi),N) +
DyadicProduct(N,Campoelectrico(phi))))/EOM

macro desplazamiento(ul,u2,phi)(epsilon*Campoelectrico(phi) +
alphal*Trace(epsilonmatrix(ul,u2))*N + alpha2*mult(epsilonmatrix(ul,u2),N) )//EOM

solve
Problem([ul,u2,phi],[v1,v2,alpha])=int2d(Th)(stress(ul,u2,phi)*epsilonmatrix(vl,v2))
-int2d(Th)(desplazamiento(ul,u2,phi)*Campoelectrico(alpha))
+on(1,u1=0.0,u2=0.0,phi=0.0)
+on(3,u2=1.0);

//IPOSTPROCESO: ANALISIS DE LOS RESULTADOS
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sigmaVm =
sqrt(stress(ul,u2,phi)[0]*stress(ul,u2,phi)[0]+stress(ul,u2,phi)[3]*stress(ul,u2,phi)[3]
-stress(ul,u2,phi)[0]*stress(ul,u2,phi)[3]+3*stress(ul,u2,phi)[1]*stress(ul,u2,phi)[1]);

real coef=5; //”’lupa” para ver el desplazamiento
mesh th3=movemesh(Th,[x+ul*coef,y+u2*coef]); //malla deformada

savevtk("PiezolCasol.vtk",Th,ul,u2,phi,sigmaVm,[-dx(phi),-dy(phi)]);
savevtk("PiezoldeformadoCasol.vtk",th3,ul,u2,phi,sigmaVm,[-dx(phi),-dy(phi)]);
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Anexo 2: Sensor piezoeléctrico tridimensional

load "msh3" //Para la malla
load "TetGen" //Para la malla
load"iovtk" //para importar datos en Paraview

include "MeshSurface.idp”

/IGENERACION DE LA MALLA

real hs = 0.15;

int[int] N = [15, 15, 15];

real [int,int] B =[[-1, 1], [-1, 1], [-1, 1]];

int [int,int] L =[[1, 2], [3, 4], [5, 6]];//labels derecha, izquierda, front, back, abajo,arriba
mesh3 ThH = SurfaceHex(N, B, L, 1);

mesh3 ThS = Sphere(0.5, hs, 7, 1); //label 7

mesh3 ThHS = ThH + ThS;

real voltet = (hs"3)/6.;

cout << "voltet =" << voltet << endl;

real[int] domain = [0, 0, O, 1, voltet, 0, 0, 0.7, 2, voltet];

mesh3 Th = tetg(ThHS, switch="pgaAAYYQ", nbofregions=2, regionlist=domain);

//ASIGNACION DE PARAMETROS

real f=0; //fuerza por unidad de volumen
real ro=0; //carga eléctrica por unidad de volumen

real epsilon= 4*8.8e-12; //Permitividad eléctrica

fespace Ph(Th,P0); //Espacio de elementos de Lagrange PO para definir la region
Ph reg=region;

plot(reg);

int ninterior=reg(0,0,0);//region interior de la esfera
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int nexterior=reg(0.9,0.9,0.9); //region exterior de la esfera

Ph lambda=1e6*(region==ninterior)+1e9*(region==nexterior); //valor de lambda segun
la region

Ph mu=1e6*(region==ninterior)+1e9*(region==nexterior); //valor de mu segun la
region

Ph alphal=0*(region==ninterior)+0.001*(region==nexterior); //valor de alphal segun la
region

Ph alpha2=0*(region==ninterior)+0.001*(region==nexterior); //valor de alpha2 segun la
region

//PROCESO: CALCULO DE LA SOLUCION
fespace Vh(Th,P1); //elementos de Lagrange P1

Vh ul,u2,u3,phi,v1,v2,v3,alpha,sigmavm;

IIMACROS
macro ldentityMatrix [1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0] /EOM
macro Trace(a) (a[0] + a[4] + a[8]) //EOM

macro epsilonmatrix(ul,u2,u3) [dx(ul), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)), 0.5*(dz(ul) + dx(u3)),
0.5*(dy(ul) + dx(u2)), dy(u2),

0.5*(dz(u2) + dy(u3)), 0.5*(dz(ul) + dx(u3)),0.5*(dz(u2) + dy(u3)), dz(u3)] //EOM
macro Campoelectrico(phi) [-dx(phi),-dy(phi),-dz(phi)]//EOM
macro N [0,0,1]//EOM

macro DyadicProduct(A,B) [A[0]*B[0], A[0]*B[1], A[0]*B][2],
A[1]*B[0],A[1]*B[1],A[1]*B[2],A[2]*B[0],A[2]*B[1],A[2]*B[2]] //EOM

macro mult (A, b)[A[0]*b[0]+A[L]*b[1]+A[2]*b[2], A[3]*b[O]+A[4]*b[1]+A[5]*b[2],
A[6]*b[0]+A[7]*b[1]+A[8]*b[2]]//EOM

macro stress (ul,u2,u3,phi)(lambda*IdentityMatrix*Trace(epsilonmatrix(ul,u2,u3))

+2.*mu*epsilonmatrix(ul,u2,u3) - alphal*(Campoelectrico(phi)*N)*IdentityMatrix -
alpha2*(DyadicProduct(Campoelectrico(phi),N) +
DyadicProduct(N,Campoelectrico(phi))))/EOM

macro desplazamiento(ul,u2,u3,phi)(epsilon*Campoelectrico(phi) +
alphal*Trace(epsilonmatrix(ul,u2,u3))*N + alpha2*mult(epsilonmatrix(ul,u2,u3),N)
)//[EOM
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solve
Problem([ul,u2,u3,phi],[v1,v2,v3,alpha])=int3d(Th)(stress(ul,u2,u3,phi)*epsilonmatrix
(vi,v2,v3))

-int3d(Th)(desplazamiento(ul,u2,u3,phi)*Campoelectrico(alpha))
+on(5,u1=0.0,u2=0.0,u3=0.0,phi=0.0)
+on(6,u3=0.2);

//POSTPROCESO: ANALISIS DE LOS RESULTADOS

real coef=5; //lupa, para ver el desplazamiento (el real es tan peque que ni se nota)

mesh3 Thm=movemesh3(Th,transfo=[x+coef*ul,y+coef*u2,z+coef*u3]); //malla
deformada

sigmaVm = sqgrt(stress(ul,u2,u3,phi)[0]*stress(ul,u2,u3,phi)[0]

+stress(ul,u2,u3,phi)[4]*stress(ul,u2,u3,phi)[4]
+stress(ul,u2,u3,phi)[8]*stress(ul,u2,u3,phi)[8]
-stress(ul,u2,u3,phi)[0]*stress(ul,u2,u3,phi)[4]
-stress(ul,u2,u3,phi)[0]*stress(ul,u2,u3,phi)[8]
-stress(ul,u2,u3,phi)[4]*stress(ul,u2,u3,phi)[8]
+3*(stress(ul,u2,u3,phi)[1]*stress(ul,u2,u3,phi)[1]
+stress(ul,u2,u3,phi)[2]*stress(ul,u2,u3,phi)[2]
+stress(ul,u2,u3,phi)[5]*stress(ul,u2,u3,phi)[5]));

savevtk("Piezol3Dcasol.vtk",Th,ul,u2,u3,phi,sigmaVm,[-dx(phi),-dy(phi),-dz(phi)]);

savevtk("Piezol3Ddeformadocasol.vtk", Thm,ul,u2,u3,phi,sigmaVm,[-dx(phi),-
dy(phi),-dz(phi)]);
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Anexo 2.1: MeshSurface

load "msh3"
load "medit"
func mesh3 SurfaceHex(int[int] & N,real[int,int] &B ,int[int,int] & L,int orientation)
{
real x0=B(0,0),x1=B(0,1);
real y0=B(1,0),y1=B(1,1);
real z0=B(2,0),z1=B(2,1);

int nx=N[0],ny=N[1],nz=N[2];

mesh Thx = square(ny,nz,[y0+(y1-y0)*x,z0+(z1-z0)*y]);
mesh Thy = square(nx,nz,[x0+(x1-x0)*x,z0+(z1-z0)*y]);
mesh Thz = square(nx,ny,[x0+(x1-x0)*x,y0+(y1-y0)*vy]);

int[int] refx=[0,L(0,0)],refX=[0,L(0,1)]; // Xmin, Ymax faces labels renumbering
int[int] refy=[0,L(1,0)],refY=[0,L(1,1)]; // Ymin, Ymax faces labesl renumbering
int[int] refz=[0,L(2,0)],refZ=[0,L(2,1)]; // Zmin, Zmax faces labels renumbering

mesh3 Thx0 = movemesh23(Thx,transfo=[x0,x,y],orientation=-
orientation, label=refx);

mesh3 Thx1 =
movemesh23(Thx,transfo=[x1,x,y],orientation=+orientation, label=refX);

mesh3 Thy0 =
movemesh23(Thy,transfo=[x,y0,y],orientation=+orientation, label=refy);

mesh3 Thyl = movemesh23(Thy,transfo=[x,y1,y],orientation=-
orientation,label=refY);

mesh3 Thz0 = movemesh23(Thz,transfo=[x,y,z0],orientation=-
orientation, label=refz);

mesh3 Thzl =
movemesh23(Thz,transfo=[x,y,z1],orientation=+orientation, label=refZ);

mesh3 Th= Thx0+Thx1+Thy0+Thyl+Thz0+Thzl;
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return Th;

func mesh3 Sphere(real R,real h,int L,int orientation)

{

mesh Th=square(10,20,[x*pi-pi/2,2*y*pi]); /I $]\frac{-pi}{2},frac{-
piH{2}[\times]0,2\pi[ $

/I a parametrization of a sphere

func f1 =cos(x)*cos(y);

func f2 =cos(x)*sin(y);

func 3 = sin(x);

Il partiel derivative

func flx=sin(x)*cos(y);

func fly=-cos(x)*sin(y);

func f2x=-sin(x)*sin(y);

func f2y=cos(x)*cos(y);

func f3x=cos(x);

func f3y=0;

// the metric on the sphere $ M = DF*t DF $
func m11=f1x"2+f2x"2+f3x"2;

func m21=f1x*fly+f2x*f2y+f3x*f3y;
func m22=fly"2+f2y"2+f3y"2;

func perio=[[4,y].[2,y].[1,X].[3,X]]; //to store the periodic condition

real hh=h/R;// hh mesh size on unite sphere

real vv= 1/square(hh);
Th=adaptmesh(Th,m11*vv,m21*vv,m22*vv,IsMetric=1,periodic=perio);
Th=adaptmesh(Th,m11*vv,m21*vv,m22*vv,IsMetric=1,periodic=perio);

Th=adaptmesh(Th,m11*vv,m21*vv,m22*vv,IsMetric=1,periodic=perio);
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Th=adaptmesh(Th,m11*vv,m21*vv,m22*vv,IsMetric=1,periodic=perio);

int[int] ref=[0,L];

mesh3 ThS=
movemesh23(Th,transfo=[f1*R,f2*R,f3*R],orientation=orientation,refface=ref);

return ThS;
}
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Anexo 3: Actuador piezoeléctrico tridimensional

load"gmsh";
load"msh3";

load"iovtk" //para importar datos en Paraview

//IPREPROCESO: GEOMETRIA, MALLA'Y PARAMETROS FISICOS

mesh3 Th =gmshload3("untitled2muyafinada.msh2");

/l PARAMETROS DEL MODELO

real lambda=1e9; //coeficiente de Lamé

real mu=1e9; //coeficiente de Lamé

real f=0; //fuerza por unidad de volumen

real ro=0; //carga eléctrica por unidad de volumen
real epsilon= 4*8.8e-12; //Permitividad eléctrica
real alphal= 0.1; // coeficiente piezoeléctrico

real alpha2= 0.1; //coeficiente piezoeléctrico

//PROCESO: CALCULO DE LA SOLUCION

fespace Vh(Th,P1); //elementos de Lagrange P1
Vh ul,u2,u3,phi,v1,v2,v3,alpha,sigmavm;

IIMACROS
macro ldentityMatrix [1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0] /EOM
macro Trace(a) (a[0] + a[4] + a[8]) //EOM

macro epsilonmatrix(ul,u2,u3) [dx(ul), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)), 0.5*(dz(ul) + dx(u3)),
0.5*(dy(ul) + dx(u2)), dy(u2),

0.5*(dz(u2) + dy(u3)), 0.5*(dz(ul) + dx(u3)),0.5*(dz(u2) + dy(u3)), dz(u3)] //EOM
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macro Campoelectrico(phi) [-dx(phi),-dy(phi),-dz(phi)]//EOM
macro N [0,0,1]//EOM

macro DyadicProduct(A,B) [A[0]*B[0], A[0]*B[1], A[0]*B[2],
A[1]*B[0],A[1]*B[1],A[1]*B[2],A[2]*B[0],A[2]*B[1],A[2]*B[2]] //EOM

macro mult (A, b)[A[0]*b[0]+A[1]*b[L]+A[2]*b[2], A[3]*b[0]+A[4]*b[1]+A[5]*b[2],
A[6]*b[0]+A[7]*b[1]+A[8]*b[2]]//EOM

macro stress (ul,u2,u3,phi)(lambda*1dentityMatrix*Trace(epsilonmatrix(ul,u2,u3))

+2.*mu*epsilonmatrix(ul,u2,u3) - alphal*(Campoelectrico(phi)*N)*IdentityMatrix -
alpha2*(DyadicProduct(Campoelectrico(phi),N) +
DyadicProduct(N,Campoelectrico(phi))))/EOM

macro desplazamiento(ul,u2,u3,phi)(epsilon*Campoelectrico(phi) +
alphal*Trace(epsilonmatrix(ul,u2,u3))*N + alpha2*mult(epsilonmatrix(ul,u2,u3),N)
)//EOM

solve
Problem([ul,u2,u3,phi],[v1,v2,v3,alpha])=int3d(Th)(stress(ul,u2,u3,phi)*epsilonmatrix
(vi,v2,v3))

-int3d(Th)(desplazamiento(ul,u2,u3,phi)*Campoelectrico(alpha))
+on(2,u1=0.0,u2=0.0,u3=0.0)

+on(3,phi=10000000)

+on(4,phi=0);

real coef=100; //lupa, para ver el desplazamiento

mesh3 Thm=movemesh3(Th,transfo=[x+coef*ul,y+coef*u2,z+coef*u3]); //malla
deformada

//POSTPROCESO: ANALISIS DE LOS RESULTADOS

sigmaVm = sgrt(stress(ul,u2,u3,phi)[0]*stress(ul,u2,u3,phi)[0]
+stress(ul,u2,u3,phi)[4]*stress(ul,u2,u3,phi)[4]
+stress(ul,u2,u3,phi)[8]*stress(ul,u2,u3,phi)[8]
-stress(ul,u2,u3,phi)[0]*stress(ul,u2,u3,phi)[4]
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-stress(ul,u2,u3,phi)[0]*stress(ul,u2,u3,phi)[8]
-stress(ul,u2,u3,phi)[4]*stress(ul,u2,u3,phi)[8]
+3*(stress(ul,u2,u3,phi)[1]*stress(ul,u2,u3,phi)[1]
+stress(ul,u2,u3,phi)[2]*stress(ul,u2,u3,phi)[2]
+stress(ul,u2,u3,phi)[5]*stress(ul,u2,u3,phi)[5]));

savevtk("Piezo2.vtk",Th,ul,u2,u3,phi,sigmaVm,[-dx(phi),-dy(phi),-dz(phi)]);

savevtk("Piezo2deformado.vtk"”, Thm,ul,u2,u3,phi,sigmaVm,[-dx(phi),-dy(phi),-
dz(phi)]);
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Anexo 3.1: Script GMSH

/I Gmsh project created on Tue Apr 13 20:56:42 2021

I+

Point(1) = {-0, 4, -0, 1.0};

I+

Point(2) = {-0, 0, 0, 1.0};

I+

Point(3) = {0, 2, -0, 1.0};

I+

Point(4) = {4, 2,-0.2, 1.0},

I+

Point(5) = {6, 2, -0, 1.0};

I+

Point(6) = {-2, 2, 0.1, 1.0};

I+

Point(7) = {-4, 2, 0.2, 1.0};

I+

Ellipse(1) = {5, 3, 4, 2};

I+

Ellipse(2) = {5, 3, 4, 1};

I+

Line(3) = {1, 2};

I+

Curve Loop(1) = {3, -1, 2};

I+

Plane Surface(1) = {1};

I+

Recursive Delete {
Point{4};

}
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I+

Extrude {0, 0, 0.08} {
Surface{1};

}

I+

Extrude {0, 0, -0.08} {
Surface{1};

}

I+

Recursive Delete {
Point{7}; Point{6};

}

I+

Physical Volume(1) = {2, 1};

11+

Physical Surface(2) = {28, 11},

11+

Physical Surface(3) = {1};

1+

Physical Surface(4) = {37};

Antonio Gallego Munuera

pag. 142



Anexo 4: Problema dinamico

load"iovtk" //para importar datos en Paraview

/[PREPROCESO: GEOMETRIA, MALLA'Y PARAMETROS FISICOS
border a1(t=0,10){x=t;y=0;label=1;}; // arista de abajo

border a2(t=0,10){x=10;y=t;label=2;}; // arista de la derecha

border a3(t=0,10){x=10-t;y=10;label=3;}; // arista de arriba

border a4(t=0,10){x=0;y=10-t;label=4;}; // arista de la izquierda

border interior(t=0,2*pi){x=5+2*cos(t);y=5+2*sin(t);}; // frontera interior

mesh Th=buildmesh(a1(30)+a2(30)+a3(30)+a4(30)+interior(40)); //malla

/l PARAMETROS DEL MODELO

real f=0; //fuerza por unidad de volumen

real ro=0; //carga eléctrica por unidad de volumen

real epsilon= 4*8.8e-12; //Permitividad eléctrica

fespace Ph(Th,P0); //Espacio de elementos de Lagrange PO para definir la region

Ph reg=region;

int ninterior=reg(5,5);//region interior del circulo

int nexterior=reg(9,9); //region exterior del circulo

cout<<"ninterior = "<<ninterior<<"nexterior= "<<nexterior<<endl;

Ph lambda=1e6*(region==ninterior)+1e9*(region==nexterior); //valor de lambda segin

la region
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Ph mu=1e6*(region==ninterior)+1e9*(region==nexterior); //valor de mu segun la

region

Ph alphal=0*(region==ninterior)+0.001*(region==nexterior); //valor de alphal segun la

region

Ph alpha2=0*(region==ninterior)+0.001*(region==nexterior); //valor de alpha2 segun la

region

Ph rho=1*(region==ninterior)+1000*(region==nexterior); //valor de rho segun la region

real T=5; //tiempo final

real dt=0.01; //paso de tiempo en discretizacion
int n = T/dt;

real beta = 0.25;

real gamma = 0.5;

real Welastm;

real Welaste;

real Kinetic;

real Wext;

//PROCESO: CALCULO DE LA SOLUCION

fespace Vh(Th,P2); //elementos de Lagrange P2
Vh ul,u2,phi,vi,v2,alpha,sigmaVm;

Vhupl, up2;

Vh vell, vel2;

Vhvpl, vp2;

Vhaccl, acc?;

//[Condiciones iniciales
accl=0;
acc2=0;
vell=0;
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vel2=0;
ul=0;
u2=0;

//macros

macro ldentityMatrix [1.0, 0.0, 0.0, 1.0] /EOM

macro Trace(a) (a[0] + a[3]) /EOM

macro epsilonmatrix(ul,u2) [dx(ul), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)),
dy(u2)] //EOM

macro Campoelectrico(phi) [-dx(phi),-dy(phi)]//EOM

macro N [1,0]//EOM

macro DyadicProduct(A,B) [A[0]*B[0], A[0]*B[1], A[1]*B[0], A[1]*B[1]] /EOM
macro mult (A,b)[A[0]*b[0]+A[1]*b[1],A[2]*b[0]+A[3]*b[1]]//EOM

macro stress (ul,u2,phi)(lambda*IdentityMatrix*Trace(epsilonmatrix(ul,u2)) +2.
*mu*epsilonmatrix(ul,u2) - alphal*(Campoelectrico(phi)*N)*IdentityMatrix -
alpha2*(DyadicProduct(Campoelectrico(phi),N) +
DyadicProduct(N,Campoelectrico(phi))))/EOM

macro desplazamiento(ul,u2,phi)(epsilon*Campoelectrico(phi) +
alphal*Trace(epsilonmatrix(ul,u2))*N + alpha2*mult(epsilonmatrix(ul,u2),N) )//EOM

int counter=0;

solve Problem([ul,u2,phi],[v1,v2,alpha])=

int2d(Th)((rho/(beta*dt*dt))*[ul,u2]*[v1,v2])
-int2d(Th)((rho/(beta*dt*dt))*[upl,up2]*[v1,v2])
+int2d(Th)(stress(ul,u2,phi)*epsilonmatrix(vl,v2))
-int2d(Th)(desplazamiento(ul,u2,phi)*Campoelectrico(alpha))
+on(1,u1=0.0,u2=0.0,phi=0.0)

+on(3,u2=1*sin(10*counter*dt));

/I Exportamos a fichero las energias
ofstream ff(*"Welastm.dat");
ofstream hh("Welaste.dat");

Antonio Gallego Munuera pag. 145



ofstream gg("'Kinetic.dat");
ofstream tt("Wext.dat");

/lIntegrador temporal
for(real t=0;t<T;t+=dt)
{
/I Predictor step for displacements and velocity
upl = ul +dt*vell + 0.5*dt*dt*(1-2*beta)*acc1l,;

up2 = u2 +dt*vel2 + 0.5*dt*dt*(1-2*beta)*acc2;
vpl = vell + (1-gamma)*dt*accl,;
vp2 = vel2 + (1-gamma)*dt*acc2;

/I Resolvemos el problema para el time step actual
Problem;

/I Actualizamos valos de aceleraciones y velocidades
accl = 1/(beta*dt*dt)*(ul - upl);

acc2 = 1/(beta*dt*dt)*(u2 - up2);

vpl + gamma/(beta*dt)*(ul - upl);

vp2 + gamma/(beta*dt)*(u2 - up2);

vell

vel2

/ Movemos la malla

real coef=1,;

mesh th3=movemesh(Th,[x+coef*ul,y+coef*u2]); // malla deformada

plot(th3);

sigmaVm = sqrt(stress(ul,u2,phi)[0]*stress(ul,u2,phi)[0]
+stress(ul,u2,phi)[3]*stress(ul,u2,phi)[3]
-stress(ul,u2,phi)[0]*stress(ul,u2,phi)[3]
+3*stress(ul,u2,phi)[1]*stress(ul,u2,phi)[1]);

/I Calculamos las energias
Welastm = int2d(Th)(0.5*stress(ul,u2,phi)*epsilonmatrix(ul,u2));

Welaste = -int2d(Th)(0.5*desplazamiento(ul,u2,phi)*Campoelectrico(phi));

Kinetic = int2d(Th)(0.5*rho*[vell,vel2]*[vell,vel2]);
Wext = int2d(Th)(rho*[accl,accl]™[ul,u2]) + Welastm + Welaste;

ff<x<Welastm<<endl;
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hh<<Welaste<<endl;
gg<<Kinetic<<endl;

tt<<Wext<<endl;

I/l Exportamos a paraview
savevtk("PRUEBA2dbeam_Time_step "+n+"_"+counter+".vtk",th3,ul,u2,phi,sigmaV
m,[-dx(phi),-dy(phi)],counter);

counter++;

by
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Anexo 5: TO Benchmark 1

load"iovtk" //para importar datos en Paraview
/[Preproceso: geometria, malla, parametros del modelo
real L = 4;

real W= 1;

int loaded =1, free = 2, fixed = 3;

border b1(t=-0.025*W,0.025*W){x=0.5*L;y=t;label=loaded;}
border b2(t=0.025*W,0.5*W){x=0.5*L;y=t;label=free;}
border b3(t=0.5*L,-0.5*L){x=t;y=0.5*W;label=free;}

border b4(t=0.5*W,-0.5*W){x=-0.5*L;y=t;label=fixed;}
border b5(t=-0.5*L,0.5*L){x=t;y=-0.5*W;label=free;}

border b6(t=-0.5*W,-0.025*W){x=0.5*L;y=t;label=free;}
/IMalla

ints=2;

mesh Th=buildmesh(b1(2*s) + b2(24*s) + b3(200*s) + b4(50*s) + b5(200*s) +
b6(24%s));

/[Espacio elementos finitos para la solucion y densides
fespace Vh(Th,P1); //elementos de Lagrange P1

Vh ux,uy,vx,vy;

fespace Vh1(Th,P1);
Vh1 theta, thetaold, thetanew, dtheta; //densidades

Vh1 sens, sensn, sensv; //sensitivities

/[ parametros de la optimizacion
real volfrac = 0.5;

real p= 1.0;

real chg = 1;

/Ireal alpha = 0.002;
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real alpha = (W/20)"2.; //controla la length-scale del filtro de Helmholtz
inti=0;

int Imax = 100;

Il parametros mecanicos modelo

real nu=0.28; //coeficiente de Poisson del acero
real E=1e9;

real mu = E/(2*(1+nu));

real lambda = 2.*mu*nu/(1.-2.*nu);

real epsilon = 1e-6;

real fy=-1.0; //carga distribuida

real fx= 0.0; //carga distribuida

real sqrt2=sqrt(2.); //constante para ahorrar tiempo de calculo

/IMake initial design
theta = volfrac;
/Imu = theta”p*(mul-mu0)+mu0;

/llambda = theta”p*(lambdal-lambda0)+lambda0;

/Imacros para la formulacion variacional
macro ldentityMatrix [1.0, 0.0, 0.0, 1.0] /EOM
macro Trace(a) (a[0] + a[3]) /EOM

macro epsilonmatrix(ul,u2) [dx(ul), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)),

dy(u2)] //EOM

macro stressO(ul,u2)(lambda*IdentityMatrix*Trace(epsilonmatrix(ul,u2))

*mu*epsilonmatrix(ul,u2))/EOM

macro stressM(ul,u2)(theta”p*stressO(ul,u2)) /EOM

macro stressV(ul,u2)((1.0-theta™p)*epsilon*stressO(ul,u2)) //EOM
macro stress (ul,u2)(stressM(ul,u2) + stressV(ul,u2))//EOM

macro sensitityGauss(ul,u2)(-p*theta™(p-1)*(stressM(ul,u2)

stressV(ul,u2))*epsilonmatrix(ul,u2))//EOM
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//Vh1 thechange;
real thechange;
/I Optimization loop
while (chg > 1le-3 && i<=Imax){
/I incrementamos iteracion de optimizacion
i=i+1;
/Ivieja densidad == nueva (la de la iteracién anterior)
thetaold=theta;
//Update of penalising exponent
if (i>20){
p = min(3.0,p*1.008);
}

cout <<"exponent = "<< p <<endl;

/[Forward (FEM) problem

solve
FEMProblem([ux,uy],[vx,vy])=int2d(Th)((stress(ux,uy)*epsilonmatrix(vx,vy)))

- int1d(Th,loaded)(fx*vx+fy*vy)+on(fixed,ux=0,uy=0);

/[Adjoint equation
/I No se necesita al ser el problema auto-adjunto
/[Sensitivity

sens = -sensitityGauss(ux,uy);

/IRegularised sensitivity through the application

/lof a Helmholtz's filter

solve smoothing(sensn,sensv)=
int2d(Th)(alpha*(dx(sensn)*dx(sensv)+dy(sensn)*dy(sensv))+sensn*sensv)-
int2d(Th)(sens*sensv);
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//OC update
real I1 = 0; real 12= 10000; real move= 0.05;
while((12-11)/(12+11)>(1e-4) && 12>1e-40){
real Imid=0.5*(12+I1);

thetanew = max(0., max(theta-move,min(1.,min(theta+move,theta*(max(1le-

10,sensn/Imid))"0.3))));
if((int2d(Th)(thetanew)-int2d(Th)(volfrac))>0){
I1=Imid;}

else{
12=Imid;}
}

theta = thetanew;

/I Objective functions and visualization
real J = int1d(Th,loaded)(fx*ux + fy*uy);
real vol = int2d(Th)(theta)/int2d(Th)(1.);
plot(theta,fill=1);

cout <<"iter = "<< i <<"; comp = "<<J<<"; vol = " <<vol<< ";change ="<< chg<<".----

------------------ "<<endl;

savevtk("Benchmark_1 "+i+".vtk" Th,theta,i);
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Anexo 6: TO Benchmark 2 (malla)

real L = 4;
real W= 1;
int loaded = 1, free = 2, fixed = 3;

border b1(t=-0.025*W,0.025*W){x=0.5*L;y=t;label=fixed;}
border b2(t=0.025*W,0.5*W){x=0.5*L;y=t;label=free;}
border b3(t=0.5*L,-0.5*L){x=t;y=0.5*W;label=free;}

border b4(t=0.5*W,0.025*W){x=-0.5*L;y=t;label=free;}
border b5(t=0.025*W,-0.025*W){x=-0.5*L ;y=t;label=fixed;}
border b6(t=-0.025*W,-0.5*W){x=-0.5*L;y=t;label=free;}
border b7(t=-0.5*L,-0.01*L){x=t;y=-0.5*W;label=free;}
border b8(t=-0.01*L,0.01*L){x=t;y=-0.5*W;label=loaded;}
border b9(t=0.01*L,0.5*L){x=t;y=-0.5*W;label=free;}
border b10(t=-0.5*W,-0.025*W){x=0.5*L ;y=t;label=free;}

/IMalla

ints=2;

mesh Th=buildmesh(b1(2*s) + b2(24*s) + b3(200*s) + b4(24*s) + b5(2*s) + b6(24*s)+
b7(98*s)+ b8(4*s)+ b9(98*s)+ b10(23*s));
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Anexo 7: TO Benchmark 3 (malla)

real L = 4;
real W= 1;
int loaded = 1, free = 2, fixedl = 3, fixed2 = 4;

border b1(t=-0.5*W,0.5*W){x=0.5*L;y=t;label=free;}
border b2(t=0.5*L,-0.495*L){x=t;0.5*W;label=free;}
border b3(t=-0.495*L,-0.5*L){x=t;y=0.5*W;label=loaded;}
border b4(t=0.5*W,-0.5*W){x=-0.5*L;y=t;label=fixed1;}
border b5(t=-0.5*L,0.495*L){x=t;y=-0.5*W;label=free;}
border b6(t=0.495*L,0.5*L){x=t;y=-0.5*W;label=fixed2;}

/IMalla

ints=2;

mesh Th=buildmesh(b1(50*s) + b2(198*s) + b3(2*s) + b4(50*s) + b5(198*s) +
b6(2*s));
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Anexo 8: TO Benchmark 4 (malla)

real L = 4;
real W= 1;
int loaded = 1, free = 2, fixedl = 3, fixed2 = 4;

border b1(t=-0.5*W,0.5*W){x=0.5*L;y=t;label=free;}
border b2(t=0.5*L,0.0025*L){x=t;0.5*W;label=free;}

border b3(t=0.0025*L,-0.0025*L){x=t;0.5*W;label=loaded;}
border b4(t=-0.0025*L,-0.495*L){x=t;0.5*W;label=free;}
border b5(t=-0.495*L,-0.5*L){x=t;y=0.5*W;label=loaded;}
border b6(t=0.5*W,-0.5*W){x=-0.5*L;y=t;label=fixed1;}
border b7(t=-0.5*L,0.495*L){x=t;y=-0.5*W;label=free;}
border b8(t=0.495*L,0.5*L){x=t;y=-0.5*W;label=fixed2;}

/IMalla

ints=1;

mesh Th=buildmesh(b1(50*s) + b2(99*s) + b3(1*s) + b4(99*s) + b5(1*s) + b6(50*s)+
b7(198*s)+ b8(2*s));
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Anexo 9: TO piezoeléctrico

load"iovtk" //para importar datos en Paraview

/[Preproceso: geometria, malla, parametros del modelo

real L = 4;

real W= 1;

int loaded = 1, free = 2, fixed = 3, charged1=4, charged2=5;

border b1(t=-0.025*W,0.025*W){x=0.5*L ;y=t;label=loaded;} //regidn pequefia donde

prescribir la objective function

border b2(t=0.025*W,0.5*W){x=0.5*L;y=t;label=free;}
border b3(t=0.5*L,-0.5*L){x=t;y=0.5*W;label=charged1;}
border b4(t=0.5*W,-0.5*W){x=-0.5*L;y=t;label=fixed;}
border b5(t=-0.5*L,0.5*L){x=t;y=-0.5*W;label=charged2;}
border b6(t=-0.5*W,-0.025*W){x=0.5*L;y=t;label=free;}
/IMalla

ints=1;

mesh Th=buildmesh(b1(2*s) + b2(24*s) + b3(200*s) + b4(50*s) + b5(200*s) +

b6(24*s));

/l parametros de la optimizacion

real volfrac = 0.5;

real pm = 3.0; //penalizacion interpolacion tensor de tensiones sigma
real pe = 3.0; //penalizacion interpolacion desplazamiento eléctrico
real beta = 2.0; //parametro para el proyectado de densidades

real eta = 0.5; //parametro para el proyectado de densidades

real chg = 1;

real alpha = (W/20)"2.; //controla la length-scale del filtro de Helmholtz
inti=0;

int Imax = 300;

Il parametros de materiales
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real permittivity= 4*8.8e-12; //Permitividad eléctrica

real nu=0.28; //coeficiente de Poisson del acero

real E=1e0;

real mu = E/(2*(1+nu));

real lambda = 2.*mu*nu/(1.-2.*nu);

real alphal=0.001;

real alpha2=0.001;

real epsilon = 1e-6; //para definir el vacio escalado con respecto al material
real fy=-1.0; //carga distribuida

real fx= 0.0; //carga distribuida

real spring = le-1,;

Il Espacios FEM

fespace Vh1(Th,P1); //elementos de Lagrange P1
Vhl vx, vy, vphi; //test functions del problema
Vh1 ux, uy, phi;  //solution fields of the problem
Vh1 px, py; //mechanical adjoint state

Vhlq;  /lelectrical adjoint state

Vh1 theta, thetaold, thetanew, dtheta; //densidades
Vh1 sens, sensn; //sensitivities

Vh1 thetaf, thetap, thetav;

Vh1 DthetapDthetaf, DthetafDtheta;

/I Macros usadas
macro ldentityMatrix [1.0, 0.0, 0.0, 1.0] /EOM
macro Trace(a) (a[0] + a[3]) /EOM

macro epsilonmatrix(ul,u2) [dx(ul), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)),
dy(u2)] //EOM

macro Campoelectrico(phi) [-dx(phi),-dy(phi)]//EOM
macro N [1,0]/EOM
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macro DyadicProduct(A,B) [A[0]*B[0], A[0]*B[1], A[1]*B[0], A[L]*B[1]] /EOM

macro mult (A,b)[A[0]*b[0]+A[L]*b[1],A[2]*b[0]+A[3]*b[L]]//EOM

macro stressO (ul,u2,phi)(lambda*1dentityMatrix* Trace(epsilonmatrix(ul,u2)) +2.

*mu*epsilonmatrix(ul,u2) - alphal*(Campoelectrico(phi)*N)*IdentityMatrix -

alpha2/2*(DyadicProduct(Campoelectrico(phi),N)
DyadicProduct(N,Campoelectrico(phi))))/EOM

macro stressM(ul,u2,phi)(thetap”™pm*stressO(ul,u2,phi)) /EOM
macro stressV(ul,u2,phi)((1.0-thetap”pm)*epsilon*stressO(ul,u2,phi)) /EOM
macro stress (ul,u2,phi)(stressM(ul,u2,phi) + stressV(ul,u2,phi))//EOM

macro desplazamientoO(ul,u2,phi)(epsilon*Campoelectrico(phi)

+

+

alphal*Trace(epsilonmatrix(ul,u2))*N + alpha2*mult(epsilonmatrix(ul,u2),N) )//EOM

macro desplazamientoM(ul,u2,phi)(thetap”pe*desplazamientoO(ul,u2,phi)) /EOM

macro

macro desplazamiento (ul,u2,phi)(desplazamientoM(ul,u2,phi)

desplazamientoV(ul,u2,phi))//EOM

desplazamientoV/(ul,u2,phi)((1.0-
thetap”pe)*epsilon*desplazamiento0(ul,u2,phi)) /EOM

+

macro  sensitityGauss(ul,u2,phi,pl,p2,q)(-pm*thetap”(pm-1)*(stressM(ul,u2,phi) -

stressV(ul,u2,phi))*epsilonmatrix(pl,p2)
1)*(desplazamientoM(ul,u2,phi)

desplazamientoV(ul,u2,phi))*Campoelectrico(q))/EOM

macro Objective(ul,u2) (u2) //EOM
macro DObjective(ul,u2) (1) /EOM

/I Inicializacion de densidades
theta = volfrac;
/I Exportamos a fichero la funcion objetivo J
ofstream ff("Jmuelle3.dat™);
i=0.;
real thechange;
I/l Optimization loop
while (chg > 1e-3 && i<=Imax){
/l incrementamos iteracion de optimizacién

i=i+1;
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/Ivieja densidad == nueva (la de la iteracidn anterior)
thetaold=theta;
/[Filtro de densidades y proyeccién

solve smoothing(thetaf,thetav)=
int2d(Th)(alpha*(dx(thetaf)*dx(thetav)+dy(thetaf) *dy(thetav))+thetaf*thetav)-
int2d(Th)(theta*thetav);

thetap = (tanh(beta*eta) + tanh(beta*(thetaf-eta)))/(tanh(beta*eta) + tanh(beta*(1-
eta)));

cout <<"mechanical exponent = "<< pm <<endl;
cout <<"electric exponent = "<< pe <<endl,

cout <<"peta = "<< beta <<endl;

//[Forward (FEM) problem

solve
ForwardProblem([ux,uy,phi],[vx,vy,vphi])=int2d(Th)(stress(ux,uy,phi) *epsilonmatrix(

VX,Vy))
-int2d(Th)(desplazamiento(ux,uy,phi)*Campoelectrico(vphi))
+int1d(Th,loaded)(spring*uy*vy)

+on(chargedl,phi=1.) + on(charged2,phi=-1.) +
on(fixed,ux=0,uy=0);

/[Adjoint problem
solve Adjoint([px,py,q],[vx,vy,vphi])= int1d(Th,loaded)(DObjective(ux,uy)*vy)
-int2d(Th)(stress(px,py,q) *epsilonmatrix(vx,vy))
+ int2d(Th)(desplazamiento(px,py,q)'*Campoelectrico(vphi))
-int1d(Th,loaded)(spring*py*vy)

+on(chargedl1,q=0.) + on(charged2,g=-0.) +
on(fixed,px=0,py=0.);

/[Sensitivity with respect to projected and filtered density
sens = -sensitityGauss(ux,uy,phi,px,py,q);
/[Chain rule

DthetapDthetaf = beta*(1-(tanh(beta*(thetaf-eta)))"2)/(tanh(beta*eta) + tanh(beta*(1-
eta)));
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solve smoothingderivative(DthetafDtheta,thetav)=
int2d(Th)(alpha*(dx(DthetafDtheta)*dx(thetav)+dy(DthetafDtheta)*dy(thetav))+Dtheta
fDtheta*thetav)-int2d(Th)(thetav);

sensn = sens*DthetapDthetaf*DthetafDtheta;

//OC update (creiterio de optimalidad)
real I1 = 0; real 12= 10000; real move= 0.05;
while((12-11)/(12+11)>(1e-4) && 12>1e-40){
real Imid=0.5*(12+I1);

thetanew = max(0., max(theta-move,min(1.,min(theta+move,theta*(max(1le-
10,sensn/Imid))"0.3))));

if((int2d(Th)(thetanew)-int2d(Th)(volfrac))>0){
I1= Imid;}

else{

12=Imid;}

¥

theta = thetanew;

I/ Objective functions and visualization

real Jmuelle3 = int1d(Th,loaded)(Objective(ux,uy));
ff<<Imuelle3<<endl;

real vol = int2d(Th)(theta)/int2d(Th)(1.);
plot(thetap,fill=1);

COUL K e e e e e "<<endl;
cout <<"jter = "<< i << "; Objective Function = "<<Jmuelle3<<"; vol = " <<vol<<
":change ="<< chg<<".---=--=-mmmmmmmmeeeee "<<endl;

savevtk("TO_piezo_Muelle3_"+i+".vtk",Th,thetap,i);
}
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