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Introduccion

Nuestra notacion, terminologia y definiciones bésicas son estandar y se presentan en-
tre las paginas xxi-xxv que siguen. En esta memoria se introducen y estudian ciertas
cuestiones de topologia que son aplicadas a espacios de funciones continuas, espacios de
Banach y espacios localmente convexos. Siendo méas concretos, los tres capitulos de la
memoria se pueden resumir como sigue:

Capitulo 1. Filtros y uscos en espacios topoldgicos. Estudiamos los conceptos de filtro
compactoide y numerablemente compactoide tal y como se introducen en las defini-
ciones 1.2.1y 1.3.4: unfiltro .% en un espacio topoldgico se dice que es compactoi-
de (resp. numerablemente compactoide) si todo ultrafiltro mas fino que él converge
(resp. si todo filtro de base numerable que lo corta tiene un punto de aglomeracion).
El estudio que hacemos sobre filtros compactoides y numerablemente compactoides
se aplica para generar uscos (aplicaciones multivaluadas con valores compactos y
superiormente semicontinuas) en dominios métricos, véase el teorema 1.6.1. Estos
resultados sobre filtros también nos permiten obtener de forma sencilla los teoremas
de Wallace, corolario 1.5.5 y de Kuratowski, corolario 1.7.7. Algunos de nuestros
resultados aqui unifican y mejoran resultados en [12, 23, 21, 70].

Capitulo 2. Indice de K-determinacion de espacios topoldgicos. En este segundo ca-
pitulo introducimos y estudiamos el indice de K-determinacion ¢Z(Y ) de un espacio
topologico Y:

Definicion 2.1.1. Llamamos indice de K-determinacion de un espacio topoldgico
Y, y lo denotamos por ¢%(Y), al cardinal mas pequefio m para el cual existe un



espacio métrico M de peso m y una aplicacion multivaluada ¢ : M — 2Y usco tal
queY =U{@(x) :x e M}.

Estudiamos el comportamiento de ¢Z con respecto a las operaciones habituales en
espacios topologicos y lo relacionamos con otras funciones cardinal ampliamen-
te estudiadas en topologia, en particular, encontramos relaciones no triviales en-
tre £Z(Y ), la tightness de Cp(Y ) y el indice de monoliticidad de los compactos de
Cp(Y). Cuando ¢%(Y) = Og el espacio Y es numerablemente determinado y nues-
tros resultados tienen, como caso particular, los resultados que eran conocidos para
este ultimo tipo de espacios; en particular, en espacios C(K) y espacios de Banach,
extendemos un buen nimero de los resultados que M. Talagrand habia demostrado
en [77] para espacios de Banach débilmente K-analiticos y débilmente numerable-
mente determinados. El andlisis realizado sobre filtros compactoides y numerable-
mente compactoides en el capitulo anterior, nos ha permitido en este capitulo intuir
resultados y dar sus demostraciones, muchas veces, breves y elegantes (a nuestro
juicio). Nos hemos ocupado de dar numerosas aplicaciones de los resultados esta-
blecidos. Destacamos el estudio que hacemos sobre la nocion de Z-grado de Hodel
en la seccion 2.8, asi como las aplicaciones que damos a: (A) espacios localmente
convexos en las secciones 2.7 y 2.9 que extienden resultados de [9, 15, 50]; (B)
espacios uniformes en la seccion 2.10 que extiende resultados de [14]. Siempre que
nos ha sido posible, hemos puesto de manifiesto mediante ejemplos, que nuestros
resultados son los mas finos que se pueden demostrar, véanse los ejemplos 2.3.12
y 2.3.20.

Capitulo 3. Fragmentabilidad y o-fragmentabilidad de aplicaciones. En este capitu-
lo realizamos un estudio exhaustivo de aplicaciones y multifunciones o-fragmen-
tables; estudiamos familias que gozan de estas propiedades de manera uniforme.
En nuestro caso el concepto primitivo es el de barely-continuidad o propiedad del
punto de continuidad: una funcion f de un espacio topolégico Y en un espacio
métrico (M,d) se dice que tiene la propiedad del punto de continuidad, si f tiene
un punto de continuidad al restringirla a cada subconjunto cerrado de Y. Me-
diante descomposiciones numerables y pasos al limite Ilegamos a las funciones
o-fragmentables: f : Y — M es og-fragmentable, si para cada € > 0 existe una
descomposicion Y = Uy_,Y, de tal forma que para cadan e N, si ACYZ$ esun
conjunto no vacio existe un abiertoU C Y conUNA#0yd—diam(f(UNA)) < e.
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Estas funciones se introdujeron junto con su version multivaluada en [45] para es-
tudiar selectores. En este capitulo mostramos propiedades de las aplicaciones o-
fragmentables siguiendo el esquema de [65], y vemos como podemos extender a
aproximaciones o-fragmentables de la funcién dualidad de cualquier espacio de
Banach las propiedades frontera que tenia el selector de la primera clase de Baire
(véase Theorem 26 en [45]) para espacios de Asplund. Con ello obtenemos versio-
nes no separables de un resultado de Godefroy para fronteras separables, véase el
lema 3.3.4, dando respuesta una pregunta de A. Plichko sobre el mismo, véanse los
teoremas 3.3.11y 3.3.12.

&

Algunas propiedades sobre aplicaciones multivaluadas pueden ser expresadas en tér-
minos de propiedades de ciertos filtros en el espacio imagen. Por ejemplo:

Definicion 1.2.1. Un filtro .% en un espacio topoldgico Y se dice que subconverge a un
subconjunto L enY (denotado .# ~~ L), si dado un subconjunto abiertoV deY conL CV
existe F € # talque F C V.

Definicion 1.2.5. Sean X e Y dos espacios topologicos. Una aplicacion multivaluada
Y : X — 2" se dice que es superiormente semicontinua en un punto Xo € X si Y(Xo) s no
vacio y para cada subconjunto abierto V en'Y con /(Xp) C V existe un entorno abierto
U de xp en X tal que ¢(U) C V. En otras palabras ¢ es superiormente semicontinua en
Xo Si, y s6lo si, Y(Ax,) ~ P(Xo), donde 4%, es una base de entornos de Xo.

Es razonable, por tanto, estudiar filtros en espacios topoldgicos para luego sacar ven-
taja de este estudio y deducir propiedades, por ejemplo, para aplicaciones multivaluadas.
Con esta motivacion estudiamos las nociones ya presentadas anteriormente de filtro com-
pactoide, numerablemente compactoide Y filtro subconvergente.

El concepto de filtro compactoide fue definido por primera vez por Topsoe en [78], ¥
afios después re-definido por Dolecki and Lechicki en [22]. El concepto de filtro compac-
toide generaliza a la vez el concepto de filtro (o red) convergente y de conjunto compacto.
La nocidén de filtro compactoide se ha revelado como una herramienta util en optimi-
zacion, diferenciacion, existencia de funciones superiormente semicontinuas, teoria del
punto fijo, etc. -véanse por ejemplo, [21, 23, 57, 58, 70].

El primer resultado notable del capitulo es el que se establece la relacion entre filtros
compactoides y filtros subconvergentes —Ila terminologia es la siguiente: si .# es un filtro
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y % una base de filtro, entonces C(.#) y C(#) son el conjunto de sus puntos de aglome-
racion, véase (1.2) en la pagina 3. Si (vi)iep es una red el simbolo (yi)iep < £ significa
que (Yi)iep esta eventualmente en cada elemento de %.

Teorema 1.2.3. Sea Y un espacio topoldgico y £ una base de filtro en Y. Consideremos
las siguientes afirmaciones:
(i) existe un subconjunto compacto no vacio L de Y tal que Z~~LenY;
(if) C(<A) es un compacto no vacioy #Z~-C(#)enY;
(iii) para cada cubrimiento abierto {Os}scsde Y, existe un subconjunto finito Sp de Sy
B € % tal que B C Ugsg,Os;
(iv) paracadafiltro ¢ enY que corta # se verifica que C(¥) # 0;
(v) cadared (yi)iep < 4 tiene un punto de aglomeracionenY;
(vi) % es compactoideen.
Entonces, (i) y (ii) son equivalentes e implican cada una de las condiciones (iii), (iv), (V)
y (vi), que a su vez son equivalentes entre si. Si ademas, Y es regular, entonces todas las
condiciones anteriores son equivalentes.

La caracterizacién de los filtros numerablemente compactoides la obtenemos en la
proposicion que sigue:

Proposicion 1.3.5. Sea Y un espacio topologico y % una base de filtro en Y. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:
(i) para cada cubrimiento abierto {Op}nen de 'Y, existe un subconjunto finito No de N
yB e % tal que B C Upen, On;

(if) para cada filtro ¢ con base numerable en'Y que corta %, tenemos C(¥¢) # 0.
Cada una de las condiciones equivalentes anteriores implica la condicion:

(iif) toda sucesion (yn)n < 4 tiene un punto de aglomeracionen.
Si ademaés, % es numerable entonces (i), (ii) y (iii) son equivalentes.

En espacios en los que el comportamiento de los subconjuntos relativamente numera-
blemente compactos es bueno, los filtros compactoides y numerablemente compactoides
de base numerable coinciden tal y como se recoge debajo. Este resultado es una herra-
mienta esencial para estudiar uscos definidas en espacios que satisfacen el Primer Axioma
de Numerabilidad.

Teorema 1.3.12. Sea Y un espacio topoldgico en el que los conjuntos relativamente nume-
rablemente compactos son relativamente compactos. Si 4 es una base de filtro numerable
enY, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) existe un subconjunto no vacio y numerablemente compacto L de Y tal que % ~~L

eny;

(if) para cada cubrimiento abierto numerable {Op}nen de Y, existe un subconjunto
finitoN de Ny B € # tal que B C [Upen On;

(iif) % es numerablemente compactoide enY;

(iv) cada sucesion (yn)n < 4 tiene un punto de aglomeraciénenY;;

(V) Cs(A) es numerablemente compacto no vacioy #~~Cgs(#) enY;

(vi) % es compactoideen.

Si dos topologias tienen los mismos compactos entonces tienen los mismos filtros
compactoides de base numerable, corolario 1.4.2. En particular un espacio topolédgico
(Y,T) y su k-espacio asociado (Y,T¥) tienen los mismos filtros compactoides y subcon-
vergentes de base numerable; este ultimo resultado no es cierto para filtros compactoides
subconvergentes sin la restriccion de ser de base numerable, ejemplo 1.4.17.

Los resultados que hemos ido obteniendo con anterioridad se aplican de forma inme-
diata para estudiar el comportamiento de los filtros respecto de productos:

Proposicion 1.5.4. Sea (Vi) una familia de espacios topoldgicos. Para cada i € | sea
2; una base de filtro en Y; que subconverge a un subconjunto compacto no vacio L; C Y;.
Entonces, [ic| %i subconverge a [i¢ Li.

De la proposicion anterior se obtiene como consecuencia sencilla que el producto
arbitrario de aplicaciones usco es usco otra vez, proposicion 1.6.3 y el clasico teorema de
Wallace que aparece debajo.

Corolario 1.5.5. (Teorema de Wallace, [25]) Sean (Y;)ic; una familia de espacios topo-
I6gicos y Lj C Y; un conjunto compacto de Y;, para cada i € |I. Entonces para cada abierto

W en [ig Yi con
r’ LiCcW,
le

existen abiertos U; C Y;, para cada i € I, con U; =Y; salvo para una cantidad finita de

indices, tales que
” Li C r’ Ui CW.
e le

Citamos por ultimo, como uno de los resultados también centrales del capitulo, un
resultado que jugara un papel esencial para la generacion y extension de aplicaciones
usco que necesitaremos en el capitulo 2.
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Teorema 1.6.1. Sean X e Y espacios topologicos, Y regular. Para cada x € X fijamos .45
una base de entornos de x en X. Sea Z un subconjunto denso de X y ¢ : Z — 2¥ una
aplicacion multivaluada. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe @:X — 2" usco tal que

¢ (x) C @(x) para cadax € Z; (1)
(i) la base de filtro
{®p(UN2Z)}ye s es compactoide en'Y, para cada x € X. 2

Cuando (ii) se satisface, si para cada x € X definimos

wx)=NeUNZ):U e K},

entonces P : X — 2Y es usco y es minima con respecto a todas las aplicaciones usco de
X en 2¥ que tienen la propiedad (1). Si ademas ¢ es usco sobre Z, entonces ¢ (x) = (x)
para cada x € Z.

En el caso en el que X satisface el Primer Axioma de Numerabilidad e Y es tal que los
subconjuntos relativamente numerablemente compactos son relativamente compactos, la
condicion (2) se satisface si, y solo si, la siguiente condicion se verifica:

para cada sucesion (x,)n en Z convergente en X,

el conjunto _J ¢ (xn) es relativamente compacto en Y.
n

¢

Siguiendo a Hodel en [44] llamamos funcion cardinal & a aquella que asigna a cada
espacio topoldgico un numero cardinal, con la propiedad de que &(X) = &(Y) siempre
que X e Y son homeomorfos. Las funciones cardinales, segun palabras de R. Hodel,

«son herramientas que sirven para estudiar y extender nociones topoldgicas
tan importantes para un espacio topologico como son el ser separable, ser
primer axioma o tener base numerable. Las funciones cardinales permiten
formular, generalizar y probar resultados que establecen de forma precisa
y cuantitativa comparaciones entre ciertas propiedades topologicas de una
forma sistematica y elegante.»
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Los primeros ejemplos de funciones cardinales son las que a un espacio topoldgico
Y le asocian su peso, w(Y ), caracter de densidad, d(Y), tightness, t(Y ), carécter, x(Y),
tightness, t(Y ), nimero de Lindeldf, (Y ) y peso de network, nw(Y ), véanse las definicio-
nes 1.6.9,2.1.3,2.3.1, 2.3.2y 2.3.13 y las referencias [1, 25], entre otros.

El indice de K-determinacion ¢Z(Y ) de un espacio Y tal y como aparece en la defini-
cion 2.1.1 es una funcion cardinal que se caracteriza en los términos que siguen.

Proposicion 2.1.5. Sea Y un espacio topolégico completamente regular y m un cardinal
infinito. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) ((Y) <m;
(i) existe un conjunto 1 con |I| < m, un subespacio = C IV y una aplicacion usco
W:> »2"talqueY =J{W(a):aec};
(iii) existe una familia de conjuntos cerrados ./ = {Aj fje J} en BY, |J] <m, tal que
para caday €Y existe una sucesion (jn), C J, tal que

ye (A, CY.

neN

Operaciones con /%

Las propiedades del indice de K-determinacion con respecto a las operaciones habi-
tuales de espacios topoldgicos aparecen recogidas en las proposiciones 2.2.3, 2.2.4, 2.2.6,
2.2.7,2.2.9,2.2.10, 2.2.14 y el corolario 2.2.8 y son las siguientes:

(i) Sea (Yn)nen Una sucesion de espacios topoldgicos y m un cardinal infinito. Si
¢2(Yn) <m paracada n € N, entonces ¢Z ([Tnen Yn) < m.

(if) Sean Y un espacio topologicoy Z C Y un subespacio cerrado. Entonces, se tiene
que ¢X(Z) < LZ(Y).

(iif) Sea m un cardinal infinito e (Y;)ic| una familia de espacios topologicos disjuntos
tales que /X(Y;j) <m paracadaic | e |l| <m, entonces (Z(BiY;) < m.

(iv) Sean X eY espacios topoldgicos, y ¢ : X — 2Y una aplicacion multivaluada usco
tal que Y = Uyex @(x). Entonces, £Z(Y) < £2(X).

(v) SeanY y Z espacios topoldgicosy f : Y — Z una aplicacién continua y suprayec-
tiva. Entonces, (%(Z) < /Z(Y).

(vi) Sea m un cardinal infinito e (Y;)ier, || < m, una familia de subespacios de un
espacio topologico Y. Si /Z(Y;) <m, para cada i € I, entonces £Z(Ui¢ Yi) < m.



(vii) SeaY un espacio vectorial topolégico y Z un subconjunto de Y. Entonces, se tiene
que ¢X(span(Z)) < ¢Z(Z), donde span(Z) denota el espacio vectorial generado
por Z.

(viii) Sean 171y T, dos topologias regulares en un espacio topologico Y. Si 11 y To tienen
los mismos compactos, entonces ¢Z(Y,11) = ((Y, T2).

[ Relaciones de ¢3 con otros indices |

La relacién del indice de K-determinacion con otras funciones cardinal se recogen en
las proposiciones 2.3.4, 2.3.5, 2.3.14 y corolario 2.3.7 y las enumeramos a continuacion:

(i) Sea’Y un espacio topoldgico. Entonces ¢(Y ) < ¢Z(Y).
(if) Sea M un espacio métrico. Entonces /(M) =w(M) =d(M) = ¢(M).
(iii) Sea (Yn)nen Una sucesion de espacios topologicos tal que ¢%(Y,) < m para cada
n € N. Entonces ¢ ([Tnen Yn) < m.
(iv) Sean (Y, 1) un espacio topolégico y ¢ una topologia para Y més gruesa que T.
Entonces d((Y,T)) < max{¢Z(Y,1),nw((Y,¥))}.

Con relacion al peso no se da, en general, ni /Z(Y) < w(Y) ni la desigualdad con-
traria: si Y es un espacio Banach reflexivo que no es de dimension finita, entonces se
tiene 0o = ¢Z(Y) <w(Y). El ejemplo 2.3.12 muestra que se puede construir un espacio
topologico Y tal que w(Y) < ¢Z(Y).

£Z en espacios de Banach]

Ademas de las relaciones comentadas mas arriba de ¢ con otras funciones cardi-
nal para espacios topoldgicos generales, para espacios de Banach se tienen otras relacio-
nes adicionales que se recogen en las las proposiciones 2.4.1, 2.4.3, 2.4.4, 2.4.7, 2.4.11
y 2.4.12. Estas propiedades son las que aparecen debajo:

(i) Sea K un espacio compacto, entonces

max {£(C(K), Tp), {(C(K), @)} < (Z(C(K), Tp) = FZ(C(K), @) <
<W(C(K), | -||s).

(if) SeaY un espacio de Banach'y Z C Y un subespacio denso. Entonces, se tiene que
0z(Y,0(Y,Y*)) <(2(Z,0(Z,Z%)).

(iii) SeaY un espacio de Banach. Entonces, d(Y,w) < max{d(Y*,w*),¢=(Y,w)}.

(iv) Sea Z ¢ C(K) un subconjunto que separa puntos de un compacto K, entonces se
tiene que £2(Cp(K)) < €2(Z,Tp).
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(v) Sea K un compacto y K’ C K un subespacio cerrado. Entonces (Z(Cp(K')) <
(3(Cp(K)).

(vi) Sean Ky L espacios compactosy f : K — L una aplicacion continuay suprayectiva.
Entonces ¢Z(Cp(L)) < ¢Z(Cp(K)).

Para espacios de Banach generales Y tenemos la siguiente caracterizacion que extien-
de [77, Theorem 3.6].

Teorema 2.4.9. Sea'Y un espacio de Banach y m un cardinal infinito. La siguientes afir-
maciones son equivalentes:
(i) Existe un subconjunto total SdeY con ¢Z(S,w) < m.
(i) £Z(Cp(By+)) <m.
(i) £Z(Y,w) <m.

Los compactos K con indice £Z(Cp(K)) dado se caracterizan el en teorema que sigue
que generaliza [77, Theorem 3.4].

Teorema 2.4.10. Sea K un espacio compacto y m un cardinal infinito. Son equivalentes:
(i) £Z(Cp(K)) < m;
(if) Existe un espacio topoldgico Y con /%(Y) < m tal que K es homeomorfo a un
subconjunto compacto del espacio Cp(Y).

[EZ y espacios Cp(Y)]

La nocion de espacio fuertemente monolitico aparece en [2, pag. 83].

Definicion 2.5.1. Sea m un cardinal infinito. Un espacio topoldgico Y se dice que es
fuertemente m-monolitico si para cada A C Y con |A| < m el peso de la clausura A es
menor o igual que m.

Con el concurso de las propiedades (iii) y (iv) que aparecen en el apartado Relacio-
nes de ¢Z con otros indices (resultados que corresponden al corolario 2.3.7 y proposi-
cion 2.3.14), demostramos las siguientes propiedades que se recogen en el teorema 2.5.4
y en los corolarios 2.5.7y 2.5.5:

(i) SeaY un espacio topoldgico. SiH C Cp(Y) es compacto, entonces H es fuertemente
¢2(Y)-monolitico.
(if) Sea Y un espacio topoldgico y m un cardinal infinito. Si /%(Y) < m, entonces
t(Cp(Y)) < m.
(iii) Sea Y un espacio numerablemente determinado. Entonces: (a) t(Cp(Y)) < Oo; si
H c C(Y) es un subconjunto tp-compacto y separable, entonces H es metrizable.



xii

Como una consecuencia de los resultados anteriores damos una prueba en la sec-
cion 2.6 de la angelicidad del espacio Cp(Y) paraY numerablemente determinado, véase
la pagina 21 para la nocion de espacio angélico. Este resultado fue demostrado en [69] uti-
lizando técnicas de teoria descriptiva de conjuntos. Nosotros damos una prueba alternativa
en la que se aislan las propiedades topoldgicas de Y que intervienen en cada paso hasta lle-
gar a demostrar la angelicidad de Y : en nuestra demostracion utilizamos las propiedades
en (iii) de la lista anterior, el hecho de que el k-espacio asociado a un espacio numerable-
mente determinado es otra vez numerablemente determinado, proposicién 2.2.11, y las
ideas originales de Grothendieck para espacios Cp(K), [35].

La seccién 2.11 abordamos de posibles mejoras sobre la angelicidad de los espacios
Cp(Y) cuando Y es un espacio K-analitico. Nos plantemos y abordamos dos formas de
mejorar este resultado de angelicidad:

Mejora cualitativa: una posible mejora es tratar de ver si el hecho de que los cierres de
los subconjuntos relativamente compactos sean accesibles por sucesiones se pue-
de llevar hasta el punto de que lo sean los cierres de todos los subconjuntos de

(C(Y), Tp)-

Mejora cuantitativa: otra posible mejora es tratar de ver si para espacios de funciones
mas grandes que C(Y ), por ejemplo, para el espacio de las funciones de la primera
clase de Baire en'Y, B1(Y ), todavia es verdad que (B1(Y ), Tp(Y)) es angélico.

Observamos primero la imposibilidad de que los espacios del tipo B1(Y ) sean angé-
licos para Y un espacio K-analitico: (B1([0, wi]), Tp) es un tal ejemplo como observaron
Bourgain, Fremlin y Talagrand en [6]; el conjunto A = {x* € C([0,an]) : [X*[|, < 1}
es relativamente numerablemente compacto en (B1([0, wi]), Tp) pero no es relativamente
compacto, véase el ejemplo 2.11.1.

En segundo lugar, vemos como, el exigir que para nuestro espacio K-analitico Y pueda
mejorarse la nocion de angelicidad para (C(Y ), Tp), en los términos expuestos anterior-
mente, conduce a que Y no puede contener compactos perfectos. En esta seccion nos
ocupamos de estas cuestiones, y al hacerlo damos una prueba alternativa, mas simple, de
un muy reciente resultado de Cascales y Namioka en [10, Theorem 4.1 and Corollary 4.2]
y mejoramos propiamente un resultado de Kakol y Lopez-Pellicer en [49].
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Teorema 2.11.4. Sea Y un espacio K-analitico. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
(i) Y es o-disperso;
(i) Y no contiene conjuntos compactos perfectos;
(iii) para cada subconjunto numerable A de C(Y), la clausura A en (RX, 1p,) es metri-
zable con la topologia inducida;

(iv) (C(Y),1p) es Fréchet-Urysohn;

(v) (C(Y),Tp) es secuencial;
(vi) (C(Y), 1p) es un k-espacio;
(vii) (C(Y),1p) es un kg-espacio.

[62, el indice de Nagami y la nocién de Z-grado]

Nagami introduce en [66] la definicion de Z-espacio que ha sido ampliamente estu-
diada, véase por ejemplo el survey de Michael, [61], y el libro [2]. Tomando como punto
de partida la nocion de Z-espacio, Hodel introduce en [44] una funcion cardinal que llama
>-grado (véase la definicion 2.8.9) y que ha sido de relevancia para el estudio de determi-
nadas cuestiones de Topologia general. Llevados por las ideas detras de nuestra definicion
de /Z, relacionamos el Z-grado con otra funcién cardinal que llamamos indice de Naga-
mi, que coincide con una funcién cardinal introducida recientemente por Kortezov [53].
Damos una caracterizacion nueva del indice de Nagami, Proposicion 2.8.5, y afiadimos
nuevas propiedades a las que se habian estudiado en [53].

Definicion 2.8.1. Sea Y un espacio topologico completamente regular. Se define el indice
de Nagami de Y, Nag(Y ), como el cardinal mas pequefio de las familias .z de subcon-
juntos cerrados en BY con la propiedad que:

({A:yeA Aca}CY,
paracadayecy.

De forma similar a como se ha caracterizado el indice de K-determinacion en la propo-
sicion 2.1.5, y otra vez gracias al estudio de filtros compactoides realizado en el capitulo 1,
caracterizamos el indice de Nagami como sigue:

Proposicion 2.8.5. Sea 'Y un espacio topoldgico completamente regular y m un cardinal
infinito. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Existe un espacio topoldgico X con w(X) <my ¢@: X — 2Y usco tal que se tiene
Y =U{e(a) :xeX};
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(if) existen conjuntos | 'y J con |1|,[J| < m, un subespacio X del producto de espacios
discretos IV y una aplicacion usco @ : = — 2" tal que Y = U{¢(a) : a € =};
(iif) Nag(Y) <m.

SiY esun conjunto, .% un cubrimientodeY y p €Y escribimos

C(p,#F)=(|{FeZF:peF}.

La siguiente definicion aparece en [44].
Definicion 2.8.9. Sea Y un espacio topoldgico regular.
a.- Una Z-red fuerte (en el sentido de Hodel) para el espacio Y es una coleccion de
cubrimientos localmente finitos {.%4 : a € A} formados por conjuntos cerrados de
Y verificando las siguientes condiciones:
(i) C(p) =N{C(p,Za): a € A} es compacto, paracadap e Y;
(i) {C(p,Z#4): a € A} es una base para C(p), en el sentido de que para cada
conjunto abierto U tal que C(p) C U, existe a € A satisfaciendo

C(p,Za) CU.

b.- El X-grado del espacio Y, denotado como Z(Y ), es g x m, donde m es el cardinal
mas pequeno tal que Y tiene una X-red fuerte {4 : a € A} con |A| =m.
c.- Y se dice que es un Z-espacio fuerte (en el sentido de Nagami, [66]) si (Y ) = Oo.

De nuevo las herrramientas desarrolladas en el capitulo 1 nos permiten dar la siguiente
relacion que es de alguna manera llamativa.

Teorema 2.8.11. Si Y es un espacio topologico completamente regular, entonces

Nag(Y) = max{X-grado(Y ),¢(Y)}.

Las propiedades del indice de Nagami muestran algunas discrepancias con las ya
comentadas para (. Estas aparecen recogidas en la proposicion 2.8.8 y en los corola-
rios 2.8.7 y 2.8.13: de la lista de debajo Ilamamos la atencion sobre las propiedades (iii),
(iv), (v) y (vi) que completan las que ya habian sido estudiadas en [53].

(i) Si'Y es un espacio topologico y Z C Y un subespacio cerrado, entonces se tiene
Nag(Z) < Nag(Y);
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(if) si m es un cardinal infinito e (Y;)ic| una familia de espacios topoldgicos tales que
Nag(Yi) <my |l| <m, entonces

Nag(IUYi) <m.

(iii) SiY y Z son espacios topoldgicos y ¢ :Y — 24 una aplicacion usco para la que
Z=U{@(y):y €Y}, entonces Nag(Z) < Nag(Y).
(iv) Sea (Y, 1) unespacio topolégicoy ¢ unatopologiaenY mas gruesa que T; entonces

d(Y,7) <max{Nag(Y,1),nw(Y,¥)}.
(v) SiZ C C(K) un subconjunto que separa puntos de un compacto K, entonces
Nag(Cp(K)) < Nag(Z, 1p).

(vi) SeaY un espacio topoldgico; siH C Cp(Y ) es compacto, entonces H es fuertemente
Nag(Y )-monolitico.
(vii) £(Y) <Nag(Y) </%(Y).
(viit) Nag(Y) <nw(Y) <w(Y).
El capitulo 2 se completa con aplicaciones de las herramientas desarrolladas al con-
texto de los espacios localmente convexos y espacios uniformes. Destacamos los dos re-
sultados que siguen.

Proposicion 2.9.2. Sea m un cardinal infinito, S un conjunto con |S| <mYy (Es, Ts)sesUna
familia de espacios locamente convexos x (Es) <m, paracadaseS. Sea {fs: Es — E} g
una familia de aplicaciones lineales y (E,T) = Yssfs(Es, Ts) la envoltura localmente
convexa de fs(Es, Ts). Entonces
(i) Nag(E’,o(E’,E)) <m.
(i) t(Cp(E’,0(E',E))) < m y los subconjuntos compactos de Cp(E’,0(E’,E)) son
fuertemente Nag(E’, o(E’, E))-monoliticos.

Esta proposicion complementa el teorema 4.2 de [9] y tiene como caso particular el
corolario de debajo que reune propiedades demostradas en [9] y [69].

Proposicion 2.9.3. Sea (E, %) = lim(En, ¥y) el limite inductivo de una sucesion de espa-
cios localmente convexos metrizables. Entonces:

(i) (E',o(E’,E)) es numerablemente determinado;

(i) (E,o(E,E’)) es angélico;
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(iii) los subconjuntos compactos separables de (E, o (E,E’)) son o(E,E’)-metrizables;
(iv) t(E,o(E,E") = Uo.

Proposicion 2.10.1. Sea (Y,4l) un espacio uniforme con una base para la uniformidad
dada por Zy = {Nk : K€ (M)}, donde M es un espacio métrico de peso infinito y
(M) el reticulo de los compactos de M, satisfaciendo

Nk, C Nk, si Kz C Kj.
Entonces para cada subconjunto precompacto K de (Y, 4l) se tiene que

w(K) <w(M).

Un caso particular de la proposicion anterior es el siguiente resultado que es el resul-
tado central en [14].

Proposicion 2.10.2. Sea (Y, 41) un espacio uniforme tal que la uniformidad 4l tiene una
base Zy = {Nq : a € NV} satisfaciendo:

Ng C Ng si o < B siendo a, 8 € N,

Entonces cada subconjunto precompacto K de (Y,4l) es metrizable.

%

Para un espacio topoldgico Y y un espacio métrico (M,d) una aplicacion f : Y — M
se dice que es barely continua cuando para cada subconjunto cerrado A C Y la aplicacion
f restringida a A tiene algun punto de continuidad en A. En términos (¢ — &) diremos
que f es fragmentable cuando para cada € > 0 y cada subconjunto cerrado A de Y existe
un abierto U de Y tal que UNA# 0y d—diam(f(UNA)) < &. Para espacios Y here-
ditariamente de Baire ambas nociones coinciden (proposicion 3.1.5). Cuando admitimos
ademas particiones numerables de este concepto llegamos a la definicidn, tomada de [45].

Definicion 3.1.1. Sean Y un espacio topologico, (M,d) un espacio métrico. Diremos que
una aplicacién f : Y — M es fragmentable si para cada € > 0y cada subconjunto ACY,
A # 0, existe un conjunto U abiertoenY, tal queUNA#0yd—diam(f(UNA)) < &.

El primer teorema relevante que presentamos es una version del teorema Grande de
Baire [20, Theorem 4.1] para funciones g-fragmentables que nos pone de manifiesto co-
mo las funciones g-fragmentables se obtienen con las operaciones de particion numerable
del dominio y paso al limite de funciones barely continuas:
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Teorema 3.1.7. Sean Y un espacio topoldgico y (M,d) un espacio métrico. Una aplica-
cion f: Y — M es o-fragmentable si, y sélo si, f es limite uniforme de una sucesion de
funciones { fn : Y — M}y, donde para cada n € N existe una particion numerable de Y,
(Y men, tal que f, restringida a Y, es barely continua para cada m € N.

Cuando el dominio es también un espacio métrico tenemos

Teorema 3.1.18. Sean (Y,p) y (M,d) espacios métricosy f : Y — M una aplicacion o-
fragmentable. Existen entonces funciones f, :Y — M continuas a trozos; i.e. tales que
Y =Um=1YmY fryn escontinuam=1,2,..., tales que

Iim fn(y) = f(y)
uniformementeeny €Y.

y asi cualquier aplicacion o-fragmentable entre espacios métricos lleva subespacios se-
parables a subespacios separables, hecho que nos resultara de enorme interés para la de-
mostracion del teorema 3.3.11 en la seccidn 3 de este capitulo. El resto de la seccién 3.1
recoge propiedades fundamentales de las aplicaciones g-fragmentables siguiendo de cer-
ca a [65] donde se han estudiado las aplicaciones o-continuas (ver definicion 3.1.12) en
detalle.

En la seccion 3.2 se estudian las familias de aplicaciones que sean o-fragmentables
de manera uniforme

Definicion 3.2.1. Sea Y un espacio topoldgico y (M,d) un espacio métrico. Diremos que
una familia de aplicaciones, .# = {fj : Y — M}jcj es equi-fragmentable si para cada
€ >0ycadaA CY novacio, existe un abiertoU enY tal que UNA#0Qy

d—diamf;(UNA) <¢
paracada j € J.

Definicion 3.2.5. Sean Y un espacio topoldgico y (M,d) un espacio métrico. Diremos
que una familia de aplicaciones . = {fj Y — M}jEJ es equi-o-fragmentable si para
cada € > 0 podemos escribir Y como una union numerable de conjuntos no vacios Y =
Unen Ys, tales que para cada n € N'y cada subconjunto A C Y, no vacio, existe un abierto
UenY tal que UNAesnovacioyd—diamfj(UNA) < & paracada j € J.

Vemos como subconjuntos compactos de Cp(Y ), para Y Cech-analitico tienen dicha
propiedad. Para’Y compacto, las familias equi-fragmentables coinciden con las equime-
dibles de A. Grothendieck [59].
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Nuestro resultado principal en esta seccidn es el siguiente

Teorema 3.2.17 . Sea’Y un espacio de Banach. Son equivalentes:
(i) Y es o-fragmentable.

(i) Y admite particiones de la unidad equi-o-fragmentables.

(iif) Existe un conjunto I' y una inmersién homeomérfica ¢ de Y en un subconjunto de
co(lM) tal que

{o()y:yer}

es equi-o-fragmentable, donde ¢(-), denota la aplicacion definidaen’Y que asocia
a cada elementoy € Y la coordenada y-ésima de ¢(y).

donde se siguen las ideas del teorema V111.3.2. de [20] y vemos como la equi-o-fragmen-
tabilidad caracteriza la inmersion en co(I") de cualquier espacio o-fragmentable.

En la seccién 3.3 estudiamos multifunciones o-fragmentables:

Definicion 3.3.1 . Sea Y un espacio topoldgico y (M,d) un espacio métrico. Una multi-
funcion F : Y — 2M se dice que es:

(i) Fragmentable si para cada € > 0y cada A C Y no vacio, existe un subconjunto
abierto U en'Y y un subconjunto D de M con d — diam(D) < ¢ tales que U NA £ 0
yF(y)nD # 0 para caday € U NA.

(i) o-fragmentable si para cada € > 0 existe una descomposicion deY,Y = Uy, Y¢
tal que para cadan € N'si A C Y es un subconjunto no vacio existe un subconjunto
abierto U en Y y un subconjunto D de M tales que d —diam(D) < e, UNA#0Qy
F(y)NnD # 0 paracaday € UNA.

que nos permiten probar, por ejemplo, el siguiente

Teorema 3.3.8 . Sea Y un espacio de Banachy J:Y — Y * la funcién de dualidad dada
por J(y) ;= {y* € By : {y,y*) = |ly||} para caday €Y. Son equivalentes:
(i) Y es de Asplund.
(if) J es o-fragmentable como multifuncion entre los espacios métricos (Y, | - ||) vy
Y- 1P (- I es la norma dual en Y ).

y como consecuencia de ello el siguiente:

Corolario 3.3.10 . Sea Y un espacio de Banach. Entonces Y es un espacio Asplund si, y
s6lo si, la aplicacion dualidad J : Y — 2¥" tiene un selector medible Borel.

Nuestra prueba se basa en el lema que sigue:
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Lema 3.3.4, Godefroy [34]. Sea Y un espacio de Banach, y sea B C Sy+ una boundary.
Siexiste0<e<le{y,: neN}cCY*talesqueB C Un_1B(yn €) entonces

=span{y;:ncN}"

En particular, Y * es separable;

y el estudio de multifunciones y funciones o-fragmentables que hemos desarrollado, en
particular en el teorema 3.1.18 y en el siguiente resultado de e-seleccidon para multifun-
ciones o-fragmentables.

Teorema 3.3.2 . Sean (Y, T) un espacio topoldgico, (M,d) un espacio métrico y
F:y —2M

una multifuncién. Son equivalentes:
(i) F es o-fragmentable.
(i) Para cada € > 0 existe una funcion fe : (Y,7) — (M,d) o-fragmentable tal que
d —dist(f¢(y),F(y)) < e paracadaycY.

Profundizando mas en la propiedad de que funciones o-fragmentables entre espacios
métricos llevan subespacios separables a subespacios separables (ver el lema 3.1.14) po-
demos aportar una solucién a una pregunta de Plichko sobre versiones no separables del
lema 3.3.4 de Godefroy enunciado anteriormente, [71, Question 3, pag.12]:

Teorema 3.3.11 . Sea Y un espacio de Banach. Si f :Y — Y* es una aplicacion o-
fragmentable y existe 0 < € < 1 tal que

I 1" —dist(f(y),(y)) < €

para caday €Y, donde J denota la aplicacion dualidad. Entonces

spanf(Y)H'H* =Y

Teorema 3.3.12 . Sea Y un espacio de Banach. Entonces Y es Asplund si, y solo si, existe
0 < & < lyunaaplicacion f.:Y — Y* o-fragmentable tal que

I+ I —dist(fe(y), J(y)) <€

para caday €Y, donde J denota la aplicacion dualidad.
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Corolario 3.3.13 . Sea Y un espacio de Banach. Si By« es e-fragmentable para algun
0 < e <1, entoncesY es un espacio de Asplund.

Concluimos de nuestro estudio que las aplicaciones g-fragmentables, familia mucho
mas amplia que las funciones de la primera clase de Baire, de hecho cualquier aplicacién
medible Borel entre espacios métricos completos es o-fragmentable, [38], nos propor-
cionan las propiedades fundamentales del tipo frontera que encontramos en los espacios
de Asplund y que habian sido con anterioridad para selectores Baire-uno de la funcion
dualidad [11, 26, 27, 45].



Preliminares y Terminologia

En esta seccion introductoria fijamos la notacion y presentamos resultados que nece-
sitaremos con posterioridad. Nuestras referencias basicas son [52] y [25] para topologia,
[29] para espacios de Banach y espacios localmente convexos y [54] para espacios vecto-
riales topologicos.

[Espacios topoldgicos

En esta memoria un espacio topoldgico Y sera un espacio topologico Hausdorff. Si
(Y, T) es un espacio topologicoy A C Y es un subconjunto, denotaremos por /3 (oint(A))
el interior de Ay por A la clausura de A. Asimismo, dado y € Y denotaremos por .45 una
base de entornos (abiertos) dey en (Y, 7).

Un espacio topoldgico Y se dice compacto si cada cubrimiento de él tiene un sub-
cubrimiento finito. Un subconjunto de un espacio topoldgico se dice compacto, si con
la topologia inducida es un espacio topoldgico compaccto. El reticulo de los conjuntos
compactos de un espacio topologico Y lo denotamos por JZ (Y ).

Un espacio topoldgico Y se dice que es regular si para cada puntoy € Y y cada con-
junto cerrado F de Y tal que y € F, existen abiertos disjuntos U y V talesquey e U y
FcV.

Diremos que un espacio topoldgico Y es completamente regular si para caday € Y
y cada cerrado F C Y tal que y ¢ F, existe una funcion continua f : Y — [0,1] tal que
f(yy=0y f(y')=1paracaday €F.

La compactificacion de Stone-Cech de un espacio completamente regular Y la deno-
tamos de la forma BY.

Una familia de subconjuntos .z = {A; : i € |} en un espacio topoldgico Y se dice que
es localmente finita (resp. discreta) si para caday €Y existe un entorno abierto U de y tal
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que U tiene interseccidn no vacia con una cantidad finita de elementos de .27 (resp. con
a lo mas un elemento de .«¥). Una familia de subconjuntos .« en un espacio topoldgico
se dice que es o-localmente finita si puede expresarse como una unionh numerable de
familias localmente finitas.

Un punto y en un espacio topoldgico Y se dice que es un punto de acumulacion de un
conjunto ACY siye A\ {y}.

[Redes]

Diremos que el par (D, >) es un conjunto dirigido si D es no vacio y se verifican las
siguientes propiedades:
(i) siiq, i2 e i3 son elementos de D tales que io > i1 € i3 > ip, entonces iz > iq;
(ii) sii € Dentoncesi>i;y
(iii) siiq,ip € D, entonces existe i3 € D tal que iz > i1 e iz > i».
Una red en un espacio topolégico Y es una funcion arbitraria definida en un conjunto
dirigido D no vacio con valores en el espacio Y . Usualmente la denotaremos como (Yi)iep
o (vi);. Diremos fque una red (y;); esta eventualmente en un conjunto A # 0 si existe un
elemento ig € D tal que si i > ip entonces y; € A. Un punto y se dice que es un punto
limite de una red (y;)iep Si esté eventualmente en cada entorno abierto de y. En este caso
diremos que la red converge a y.
Un punto y se dice que es un punto de aglomeracion de una red (y;i)iel Si para cada
entorno abierto U de y y todo ig € | existe i > ig tal que y; € U.
La nocion de compacidad en términos de redes se traduce en que toda red (y;);j conte-
nida en K tiene una subred convergente.

| Espacios métricos, Polacos y K-analiticos |

Un espacio métrico es un par (M, d) formado por un conjunto y una funcion d definida
en el conjunto M x M con valores en R, satisfaciendo las siguientes condiciones:
(i) d(x,y) =0siy sdlamente six =Y.

(if) d(x,y) =d(y,x) para cadax,y € M.

(i) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) para cada x,y,z € M.
La funcion d se dice que es una métrica sobre M. Una pseudométrica en M es una funcién
d definida en M x M que toma valores reales no negativos, satisfaciendo las propiedades
(i), (ii) junto con

(i) d(x,x) =0 para cadax € M.
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recibe el nombre de pseudométrica.

Un espacio topoldgico (Y, T) se dice que es metrizable si existe una métricad en'Y tal
que la topologia definida por d coincide con T.

El Teorema de Stone, [25, Corollary 4.4.4] nos permite afirmar que:

Teorema I. Todo espacio metrizable tiene una base o-discreta.

Diremos que un espacio topoldgico Y es Polaco si es un espacio separable y metriza-
ble por una métrica completa. Todo espacio Polaco es imagen continua de NY. Diremos
que un espacio Y es K-analitico si es Hausdorff y existe un espacio X Polaco y una mul-
tifuncion ¢ definida en X con valores en JZ (Y ) satisfaciendo:

(i) ¥ = Usex 9(%);
(i) si x esun punto de X yV un entorno abierto del conjunto ¢(x) existe un entorno U
de x tal que p(U) C V.

Cuando ¢ es una multifuncion que toma valores compactos no vacios con la propiedad
(ii) diremos que ¢ es una aplicacion usco.

[Espacios vectoriales topoldgicos

Los espacios vectoriales en estam memoria lo serdn sobre los nimeros reales R. Dado
un espacio vectorial Y y un subconjunto A C Y, denotamos por Y el espacio generado por
A; también escribiremos spangA o simplemente spanA para denotarlo. Cuando queremos
denotar el espacio generado sobre @, escribiremos spangA.

Un subconjunto A se dice que es equilibrado si aA C A para todo a € K tal que
|a| < 1. Decimos que A es absorbente si para caday € Y existe ty > 0 tal que y € tA, para
cada |t| > ty. Dado un conjunto absorbente A, el funcional de Minkowski, a, viene dado
por Ua(x) =inf{t >0:y ctA} paracaday €Y.

Si 'Y es un espacio vectorial y T una topologia en Y, decimos que T es vectorial si la
suma y el producto por escalares son 7-continuos. T se dice loclamente convexa si es una
topologia vectorial con una base de entornos del origen formada por conjuntos convexos.

Un espacio vectorial topoldgico (resp. localmente convexo; normado) es un espacio
vectorial dotado con una topologia vectorial (resp. localmente convexa; con una norma).

Diremos que Y es un espacio de Fréchet si es localmente convexo completo y metri-
zable.

Un espacio de Banach es un espacio normado que es completo para la métrica asociada
a la norma.
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Espacios de funciones continuas]

Dados Y y Z espacios topoldgicos, denotaremos por C(Y,Z) el espacio de las funcio-
nes continuas definidas en Y con valores en Z. En el caso en el que Z sea el cuerpo de
los nimeros reales lo denotaremos por C(Y ). Cuando el espacio C(Y ) se considera do-
tado de la topologia de convergencia puntual sobre Y, lo denotaremos por Cp(Y) 0 bien

(C(Y),Tp).

[Topologl'as débiles]

Dado un espacio localmente convexo llamamos dual topolégico de Y al espacio Y’ =
Z(Y,K) de las formas lineales continuas.

Para un espacio localmente convexo Y, la topologia débil, o(Y,Y’) es la topologia
generada por la base dada por los conjuntos

V={yeY:|fily—Yo)| <eparai=1,...,n},

dondeyg € X, f1,...,faneY' ye>0.
Analogamente, la topologia débil estrella en Y’ esta generada por la base formada por

Vi={feY':|(f-fo)(yi)|] <eparai=1,2,...,n},

donde fo€Y’,y1,...,Yyn €Y y € > 0. Denotaremos la topologia débil* de Y’ por o (Y',Y).
En el caso en el que Y sea un espacio de Banach denotamos por Y * su dual topoldgico
e indistintamente w 0 o (Y,Y’) a la topologia débil y por w* 0 a(Y’,Y) a la topologia débil
estrellaenY’.
Sea A C Y un subconjunto no vacio de un espacio localmente convexo, llamamos
polar de Ay lo denotamos por A° el conjunto de Y’ dado por

A°={y"eY’:|y*(y)| < 1lparacaday € A}.

Si A CY, entonces A° es un conjunto convexo, equilibrado y cerrado en la topologia débil
estrella o(Y')Y).

Cardinales]

El conjunto de los numeros cardinales es un conjunto bien ordenado. Asi para cada
cardinal m, a dicho cardinal se le denota por {*. Los cardinales (1, O>,.. ., se definen de
forma recursiva con las condiciones ;1 = ;" parai=0,1,...,. Laigualdad ¢ = 1,
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donde ¢ representa el cardinal de R se conoce con el nombre de hip6tesis del continuo y
es independiente de los axiomas de la teoria de conjuntos.

Un ndmero ordinal infinito A es un numero inicial si A es el mas pequefio entre los
ndmeros ordinales a tal que |a| = |A|, es decir, si |&]| < |A| paracada é < A.

Para cada nimero cardinal m existe un numero ordinal inicial A, tal que |A| = m. Sea
a un nimero ordinal e Y un conjunto arbitrario. Llamaremos sucesion transfinita de tipo
o a una aplicacion f definida en todos los ordinales mas pequefios que a con valores en
Y tal que para cada i < a, f(i) =y; y la denotaremos de la forma (y;)i<q-
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Filtros y uscos en espacios
topoldgicos

El objetivo de este primer capitulo, tal y como ha sido ya comentado en la introduc-
cion general en detalle, es analizar y estudiar las propiedades de los filtros en espacios
topoldgicos, destacando aquellas que seran utilizadas para determinar la existencia de us-
cos (aplicaciones multivaluadas con valores compactos y superiormente semicontinuas)
en dominios métricos. La existencia y generacion de uscos es esencial para el estudio del
indice de K-determinacién que hacemos en el segundo capitulo. Por otro lado, queremos
resaltar que el estudio de los filtros compactoides y numerablemente compactoides que
realizamos es aplicado en este mismo capitulo para obtener de forma muy sencilla los
teoremas de Wallace, corolario 1.5.5 y de Kuratowski, corolario 1.7.7.

1.1 Recordatorio sobre filtros

La nocion de filtro que recordamos debajo, debida a H. Cartan, se puede encontrar
en Bourbaki, [4, Chap. I. 86], donde nos remitimos para los detalles de los resultados
y pruebas que involucran las nociones de convergencia, puntos de aglomeracion, etc.
asociados a un filtro en un espacio topoldgico que utilizamos aqui.
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Definicion 1.1.1. Una familia .# de subconjuntos de un conjunto Y se dice que es un
filtro, si se verifican las siguientes propiedades:
(i) stACY,conADF paraalgin F € .%, entonces A € .%;
(i) siF,F € .#, entonces FiNF, € .7
(iii) el conjunto vacio no pertenece a .%.

Una familia % de subconjuntos de Y se dice que es una base de filtro si satisface las
propiedades:

(i) paraBj,Bs € A, existe B € # tal que B C B1NBy;

(ii) el conjunto vacio no pertenece a %.
Si A es una base de filtro, la familia

ZF ={F CY :existeBe ZconB CF}, (1.1)

es un filtro, que llamaremos filtro generado por 4. Reciprocamente, para un filtro dado
Z una subfamilia 2 C .# se dice que es base para .% si (1.1) se da. Si .1 y %> son
dos filtros en Y, se dice que .%#; es mas fino que .%> si para cada F € .%> se tiene que
F € %, brevemente .%> C .%7. Para bases de filtro la nocidn de ser mas fina se entendera
como que la correspondiente relacion entre los filtros asociados se satisface. Asi, hablare-
mos también, a veces, de filtro/base de filtro méas fino que una base de filtro/filtro, con el
significado evidente.

Definicion 1.1.2. Unfiltro %/ en un conjuntoY se dice que es un ultrafiltro si es maximal,
es decir, si no existen filtros estrictamente mas finos que élenY.

Con ayuda del lema de Zorn se prueba que para cada filtro .% enY existe un ultrafiltro %/
mas fino que .%. Como dice Bourbaki en [5, pags. 192-198]:

““ Los ultrafiltros son en topologia y analisis un precioso instrumento que ha
contribuido a iluminar y simplificar resultados notables como el teorema de
Tychonoff que establece que el producto de una familia arbitraria de espacios
topoldgicos compactos es compacto.”

En todo lo que sigue Y es un espacio topoldgico Hausdorff. Se dice que un filtro .%#
en el espacio topolégico Y converge a un punto y € Y si para cada entorno abierto V de
yenY,existe F ¢ .7 tal que F C V; en otras palabras, .7 es mas fino que el filtro .45
de los entornos de y en Y. Cuando esto es asi escribiremos .# — y. Recordemos que un
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espacio topoldgico es compacto si, y sélo si, cada ultrafiltro en él es convergente a un
punto; equivalentemente si, y s6lo si, todo filtro tiene un punto de aglomeracion, véase [4,
Chap 1. 89].

El conjunto de puntos de aglomeracion del filtro .7 en'Y es el conjunto cerrado (po-
siblemente vacio) definido por C(.#) := Ngc.# F —los cierres estan tomados en Y. Es un
sencillo ejercicio probar la igualdad:

C(Z)={y €Y :yes limite de algin ultrafiltro mas fino que .# }. (1.2)

Un ultrafiltro %7 en Y converge si, y solo si, C(%) # 0, véase [4, Chap I. §7.2];
obsérvese que si C(% ) # 0, entonces % contiene necesariamente un Gnico punto que es
el limite del ultrafiltro % .

1.2 Filtros compactoides

En esta seccion damos la definicion, entre otras, de filtro compactoide que extiende
simultaneamente la nocion de filtro convergente y la de conjunto compacto. La siguiente
definicion utiliza el concepto de red tal y como aparece en el libro de Kelley [52]. Las
nociones y resultados que siguen, aparte de su interés por si mismos, clarifican resultados
clasicos —véase por ejemplo nuestra prueba del teorema (de Wallace) 1.5.5 en contraposi-
cion con la prueba en [25, 3.2.10]- y simplifican drasticamente el estudio de aplicaciones
multivaluadas que son una de las herramientas esenciales que utilizamos en esta memoria.

Definicion 1.2.1. SeaY un espacio topoldgico .7 y ¢ filtros en Y y % una base de filtro.

Se dice que:
(i) .7 escompactoide enY si cada ultrafiltro mas fino que . enY converge a un punto
deY;

(if) .7 subconverge a un subconjunto L enY (denotado .# ~- L), si dado un subconjunto
abiertoV deY conL CV existe F € # talque F C V;

(iii) unared (yi)iep esta eventualmente en .% (denotado por (Y;j)iep < %) si para cada
F € 7 existe ig € D tal que para cada i > ig se tiene que y; € F;

(iv) la base de filtro 8 es compactoide o subconverge a un subconjunto L de Y, cuando
el filtro .% generado por % es compactoide o subconverge a L.

(V) 9y #secortansiGNB#0paracadaGe ¥ yB e A.
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La nocion de filtro compactoide como se ha introducido en (i) aparece, entre otros, en
[70, 21]. La nocion de filtro .# que subconverge a L tal y como la hemos definido en (ii)
aparece en [70], [21] con los téerminos de .% semiconverge a L y en [23] con los términos
Z apunta a (en inglés, aimed to) L.

Dado un filtro .# en Y la igualdad (1.2) se completa facilmente con:

C(#) = {yeY :yespunto de aglomeracion de alguna red (y;)iep < -Z}
= {yeY :yeslimite de algunared (y;)iep < -7 }.

El resultado que sigue retine propiedades generales de los filtros.

Proposicion 1.2.2. SeaY un espacio topologicoy .% un filtroenY.
(i) SiY esregular,

L CY escerradoy . ~~L, implicaque C(.%) C L. (1.3)

Reciprocamente, si (1.3) se verifica para cada filtro .7 que subconverge a un con-
junto cerrado en 'Y, entonces Y es regular.

(if) Si L es un compacto no vacio, entonces (1.3) se verifica sin suponer la regularidad
eny.

(iii) Si .# es compactoide, entonces C(F) £ 0y .F ~~C(F).

DEMOSTRACION: Demostramos (i) por reduccion al absurdo. Seay € C(.%) y suponga-
mos que y ¢ L. Puesto que Y es regular, existen abiertosU y V talesqueLCU ey eV
conUNV = 0. Como .# ~ L, existe F € .% tal que F C U, lo que contradice quey € F
yaque FNV =0y la prueba de esta implicacion acaba. De igual forma, por reduccion
al absurdo, probamos que si (1.3) se verifica para cada filtro . que subconverge a un
conjunto cerrado en 'Y, entonces el espacio Y es regular. Supongamos que el espacio no es
regular. Entonces existen un puntoy €Y y un cerrado L C Y, tales que y ¢ L y de forma
que para cada par de abiertosU,V conL cU ey eV setieneU NV # 0. Si 4y .4 son
las familias de abiertos que contienen a L e y, respectivamente, entonces

B={UNV:Uec MV e M}

es una base de filtro con % — y. Como por otro lado % ~~ L, si (1.3) es cierta, se debe
tenery € L, lo que es una contradiccion que acaba la prueba.
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La prueba de (ii) es analoga a la demostracion de (i), basta sefialar que en un espacio
topoldgico Hausdorff si L es compacto e y ¢ L podemos construir abiertos U, V tales que
LcUeyeV conUnNV = 0; ahora razonamos como en la prueba del apartado (i).

Por altimo demostramos (iii). Supongamos que .# es compactoide. Por el Lema de
Zorn, existe un ultrafiltro %7 mas fino que .%. Como .% es compactoide, % converge, es
decir, existe y € Y tal que

ye (JUc [ F=C(¥),
Ue# Fesz

y asi C(.#) es no vacio. Veamos ahora que .% ~~C(.%#). Procedamos por reduccion al
absurdo y supongamos que la Gltima afirmacidn no es cierta, entonces existe un abierto
V, tal que V O C(.#) y la interseccion F N (Y \ V) # 0 para cada F € .%. Entonces, la
familia Z = {FN(Y \V):F € .#} es una base de filtro. Por el lema de Zorn, existe un
ultrafiltro % mas fino que 4. El ultrafiltro % es més fino que .% también. Puesto que .%
es compactoide, el ultrafiltro % converge, es decir, Nyc4 U = {y} paraalginy €Y. Por
una parte, tenemos que

yt=(Uc ) FNY\V)c(Y\V),

Uew Fesz
y por otra
{y}=(1Uc (JF=C(&F)cV,
Uew FeZ
y llegamos asi a una contradiccion que acaba la prueba. OJ

Si (Vi)iep esunared enY y para cada i € D definimos
Ri:={yj:jeD,j>i}, (1.4)

entonces Z = (Ri)iep €s una base de filtro, a la que nos referiremos como base de filtro
asociada a (Y;)iep. El conjunto de los puntos de aglomeracion de la red (y;)icp €s por
definicion C((Yi)iep) := C(Z). Un punto y es un punto de aglomeracion de (Yi)iep Si, ¥
solamente si, es el limite de alguna subred de (y;)icp, Véase [52, pag.71].

En el teorema siguiente se relacionan entre si las nociones que para filtros hemos dado
en la definicion 1.2.1. Este teorema unifica resultados de [70, 21, 23, 12]. La prueba que
damos, con la intencion de hacer autocontenida esta memoria, sigue las ideas de [12]. En
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el transcurso de dicha prueba utilizamos el siguiente hecho elemental: si Y es un espacio
regular, entonces para cada A C Y se tiene

A =({U :U abierto,U > A}. (1.5)
De hecho, la validez de (1.5) para cada A C Y caracteriza la regularidad de Y.

Teorema 1.2.3. Sea Y un espacio topolédgico y % una base de filtro en Y. Consideremos
las siguientes afirmaciones:
(i) existe un subconjunto compacto no vacio L de Y tal que Z~~LenY,;
(if) C(#) es un compacto no vacioy Z~-C(#)enY;
(iii) para cada cubrimiento abierto {Os}scsde Y, existe un subconjunto finito Sp de Sy
B € % tal que B C Ugg,Os;
(iv) para cada filtro ¢ enY que corta Z se verifica que C(¥) # 0;
(v) cadared (yi)icp < Z tiene un punto de aglomeracionenY ;
(vi) 2 escompactoideeny.
Entonces, (i) y (ii) son equivalentes e implican cada una de las condiciones (iii), (iv), (v)
y (vi), que a su vez son equivalentes entre si. Si ademas, Y es regular, entonces todas las
condiciones anteriores son equivalentes.

DEMOSTRACION: La implicacion (ii)=-(i) es clara. Vleamos ahora como (i)=-(ii). Por la
proposicion 1.2.2, apartado (ii), C(#) C L,y puesto que C(£) es cerrado concluimos que
C (%) es compacto. Si suponemos, por contradiccion, que C(#) = 0, entonces para cada
y € L, existe By € Z tal que y € By y asi UyN By = 0 para algtn Uy € .4%,. Dado que L es
compacto, existe una coleccién finita de puntos y1,yo,...,yn € L tales que

Utilizando que %~ L encontramos un elemento Bg € % tal que Bo C U. Claramente se
tiene entonces que

BoﬂBylﬂByzﬂﬂBynCUﬂBylﬂByzﬂﬂByn:(D,

lo que contradice que £ es una base de filtro y consecuentemente hemos establecido que
C(#) #0.

Demostramos ahora % ~~C(%). Supongamos que la afirmacion no es cierta, entonces
existe un entorno abierto V O C(#) tal que BN (Y \ V) # 0 para cada B € 4. Se sigue
entonces que la familia

% ={BN(Y\V):Bec %}
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es una base de filtro que satisface %’ ~- L. Por lo probado anteriormente sabemos que
C(4') es no vacio. En consecuencia

(D;éﬂ{Bﬂ(Y\V):BG%’}Cﬂ{Eﬂ(Y\V):Be%}:C(%)ﬁ(Y\V):(D,

y la implicacion (i)=-(ii) queda demostrada.
Probamos ahora la equivalencia entre si de las condiciones (iii), (iv), (v) y (vi).
Establecemos (iii)=-(iv) por contradiccion: supongamos que (iii) se verifica, que el
filtro & cortaa 'y que Ngey G = 0. Entonces Y = Ugew Y \ G. Como (iii) se verifica,
existen G1,...,Gme ¥y B € A talesque B C UL, Y \ Gj. Asi,

0£BN([)G)c(UY\G)Nn((Gj) =0,
j=1 j=1 j=1

que es una contradiccidn, con lo cual esta implicacion queda probada.

Demostramos ahora (iv)=-(iii) también por contradiccion. Suponemos que (iii) no se
verifica y consideramos un cubrimiento abierto (O )i de Y tal que para cada F C I finito,
y para cada B € %, se tiene que B\(Y \ Ujcr Oi) # 0. Para cada subconjunto finito F de
| definimos Ag =Y \ Uicg Oi. La familia

o = {Ar : F € |,F finito},

es una base de filtro. Sea ¢ el filtro asociado a .«#. Como el filtro ¢ corta a %, se tiene
que 0 # Ngew G = Nacy A. Tomemos y € Nac A. El punto y debe estar en algin O;
pero al mismo tiempo y € Agjy =Y \ Oj, llegando de esta forma a la contradiccion que
buscdbamos que termina la prueba de (iv)=-(iii).

Veamos la implicacion (iv)=-(v). Tomamos una red (yj)iep < Z y consideramos su
filtro asociado Z = (R;)iep. La condicion (yi)iep < % implica que # corta a 4. Asi,
si (iv) es cierto entonces C((Yi)iep) = C(Z) # 0, y consecuentemente (v) también se
satisface.

Para probar (v)=-(vi) razonamos como sigue. Sea % un ultrafiltro méas fino que %.
Demostraremos que % es convergente en Y ; para ello es suficiente ver que C(% ) # 0.
Dirijamos el conjunto % x % mediante la relacion

(U,B) = (U’,B") si,ysdlosi,U cU yBcCB.

Para cada (U,B) € % x % se tiene que U NB # 0; tomemos yy g € UNB. La red
(Yu,B)) (U B)e7 x 2 €Sta eventualmente en Z y en %/. De lo primero, utilizando que (V)
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se da, obtenemos que (Y g))u,B)je# x tiene un punto de aglomeraciony € Y y de lo
segundo obtenemos que ha de sery € C(% ). En conclusion C(% ) # @ como queriamos
establecer.

La implicacion (vi)=-(iv) cierra la equivalencia entre (iii), (iv), (v) y (vi). Tomemos
un filtro ¢ que corta % y consideramos la base de filtro

K ={GNB:Ge¥,Bec A}

Sea 7% un ultrafiltro mas fino que 7. Entonces % es mas fino que £y que ¢. Si supo-
nemos que (Vi) se da, tenemos que @ # C(% ) C C(¥). Asi, (iv) se verifica.

Por ultimo supongamos que Y es regular y que (v) se verifica. Vamos a probar que
(ii) también se da. Después del apartado (iii) de la proposiciéon 1.2.2, s6lo tenemos que
demostrar que C(£) es compacto. Para esto, probaremos que todo filtro en C(#) tiene
un punto de aglomeracion en C(%). Sea </ un filtro en C(%). Consideramos la base de
filtro

0(«/)={U CY :U abierto, AC U paraalgiin A € </ }.
Como antes, consideremos el conjunto dirigido 6(.«7) x %, donde decimos que
(U,B) = (U’,B) si, y solamente si, U cU’yB c B'.

Dados B € Z y U € 6(«) tenemos que BNU # @; tomamos yy gy € U NB. La red
(Yu,B)) (U,B)co() 2 tiEne un punto de aglomeraciony en C(#)NC(6(</)). Ahora como
Y es regular, para cada A € <7 la igualdad (1.5) permite obtener que

ye({U:Ueb(«)}=({{A:Ac o} =C(),
y nuestra prueba acaba. OJ

El lema que sigue nos sera de utilidad en la demostracion de la proposiciones 2.1.5
y 2.8.5 por esa razén lo aislamos aqui.

Lema 1.2.4. Sean T un espacio topologico, Y C T un subespacio y £ una base de filtro
enY. Si % es compactoide en 'Y, entonces se tiene
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DEMOSTRACION: Siendo la inclusién ﬂBeggEY - mBG%ET clara, sélo tenemos que pro-
bar la inclusion contraria. Tomemos t € ﬂBeggET. Definimos la base de filtro en Y dada
por

o ={UNB:U € %,B € #},

donde .#{ denota la base de entornos abiertos de t en T. Sea % un ultrafiltro en Y mas
fino que <. El ultrafiltro % es mas fino que 4, y consecuentemente %/ convergeenY a
algun punto y € Y. Como por otro lado % —ten T se tiene que

t=ye ) B' NY,
Be%#

y la prueba termina. O

Finalizamos esta seccion con algunos ejemplos de filtros compactoides y filtros que
subconvergen a ciertos conjuntos. Uno de los ejemplos méas importantes que citamos es
el asociado a aplicaciones superiormente semicontinuas con valores compactos. Recor-
damos primero la definicion de multifuncion superiormente semicontinua, que puede en-
contrarse entre otros en [56, §18].

Definicion 1.2.5. Sean X e Y dos espacios topologicos. Una aplicacion multivaluada
Y : X — 2Y se dice que es superiormente semicontinua en un punto Xo € X si Y(Xp) s no
vacio y para cada subconjunto abierto V en'Y con /(Xp) C V existe un entorno abierto
U de xp en X tal que ¢(U) C V. En otras palabras ¢ es superiormente semicontinua en
Xo Si, y solo si, Y(Ax,) ~ P(Xo) para cada Xg € X.

La multifuncién  se dice superiormente semicontinua si es superiormente semicon-
tinua en cada punto de X.

Ejemplo 1.2.6.

(i) Redes convergentes.
Si (Yi)iep €s una red convergente en Y, entonces su base de filtro asociada
Z = (Ri)iep €s compactoide.

(if) Filtros que contienen un conjunto relativamente compacto.
Un filtro en un espacio topoldgico Y que contiene un conjunto relativamente com-
pacto es compactoide. Si ademas, Y es un espacio regular, se sigue de las conside-
raciones anteriores, que A es relativamente compacto si, y solo si, el filtro generado
por # = {A} es compactoide.
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(i) Filtros acotados en espacios localmente convexos semirreflexivos.
SeaY un espacio localmente convexo semirreflexivo y . un filtroenY que contiene
un conjunto acotado. Entonces, Z es compactoide en (Y,w): basta recordar que
los conjuntos acotados en los espacios localmente convexos semirreflexivos son
relativamente compactos en la topologia débil, véase [54, §23.3.(1)].

(iv) Filtros asociados a uscos.
Si X e Y son dos espacios topoldgicos, una aplicacion multivaluada ¢ : X — 2
se dice que es usco (abreviacién en inglés para upper semi-continuous compact
valued) si es superiormente semicontinua, de acuerdo a la definicién 1.2.5, y para
cada x € X el conjunto ((x) es no vacio y compacto. En otras palabras:

 es usco si para cada x € X el conjunto (/(x) es no vacio y compacto y
Y(A%) ~ P(x).

Hay variados y notables ejemplos de aplicaciones usco en topologia y analisis. Nos
remitimos a [56] para tales ejemplos, en general, y al ejemplo 1.3.3 que recogemos
en la seccion siguiente para algunas uscos relevantes.

1.3 Filtros compactoides de base numerable

En el capitulo 2 introducimos una nueva funcion cardinal a través de aplicaciones
usco definidas en espacios métricos. Obsérvese que si (M,d) es un espacio métrico y
WM — 2¥ es usco entonces (x) es compacto y ((.4%) ~» W(x), con la particulari-
dad de que la base de filtro @/(.#%) puede ser tomada numerable. Con esto en mente,
recopilamos en esta seccion las propiedades que posteriormente utilizaremos sobre fil-
tros subconvergentes y filtros compactoides de base numerable. Muchos de los resultados
gue siguen se encuentran repartidos en [12] y [16]; aqui damos demostraciones para to-
dos ellos y aportamos algunas matizaciones — por ejemplo lema 1.3.8 apartado (iii), que
clarifican la relacion entre estos conceptos.

La diferencia de comportamiento entre filtros compactoides arbitrarios y filtros com-
pactoides de base numerable se fundamenta en la proposicion 1.3.1, que a su vez utiliza
el hecho que sigue:
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Si (Yn)nen €S una sucesion en el espacio topoldgico Y, entonces
{yn:neN}={yn:neN}UC((yn)n). (1.6)
Para establecer la igualdad anterior, observemos que claramente se tiene la inclusion

{yn :n e N}UC((Yyn)n) C {yn:n e N}.

Reciprocamente, si tomamos y € {ynh:ne€ N} ey ¢ {y,:n € N} entonces y es punto de
acumulacion del conjunto {yn : n € N}. Esto implica que y € C((yn)n) Y la igualdad (1.6)
queda establecida.

Proposicion 1.3.1. Sea.# unfiltro en el espacio topologico Y ysea L C Y un subconjunto
compacto no vacio. Consideramos las siguientes afirmaciones:
(i) F~LenY;
(ii) paracada sucesion (yn)nen < -Z el conjunto {y, : n € N} es compacto y el conjunto
de los puntos de aglomeracion C((yn)n) esta contenido en L.

(iii) cada sucesion (yn)nen < & tiene un punto de aglomeracion que esté en L.
Entonces, (i) siempre implica (ii) y (ii) implica a su vez (iii). Si .# tiene una base de filtro
numerable, entonces las tres condiciones son equivalentes.

DEMOSTRACION: Claramente (ii)=-(iii). Supongamos que (i) se verifica y probemos que
(if) también. Fijemos una sucesion (yn)n < -#. Sea Z = (Rn)n la base de filtro asociada a
(Yn)n. Como .# ~~ L se tiene que & ~~ L y utilizando el teorema 1.2.3 obtenemos que

C((yn)n) s compacto no vacio y Z ~~C((yn)n)- (1.7)

Por el apartado (ii) de la proposicion 1.2.2 tenemos que C((yn)n) C L. Tomemos un cu-
brimiento abierto {Os}scs de Y. Utilizando la condicion (iii) del teorema 1.2.3 podemos
escoger n € Ny un subconjunto finito Sg C S tales que

Rn={ym:m>n}c (J Os
€S
Finalmente, teniendo ademas en cuenta la igualdad (1.6) y que C((yn)n) €S compacto, se
sigue que una cantidad finita de O cubre {yn : n € N}, y consecuentemente la validez de
())=(i1) queda establecida.
Para acabar, sea 4 una base numerable para .%, supongamos que (iii) se verifica y
veamos que (i) también se da. Podemos suponer que % se escribe como una sucesion
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decreciente B; DBy D ---Bp D - - - de conjuntos no vacios. DadoV C Y abiertoconL CV
probamos que para algin m € N se verifica que By, € V. Si esto no fuera asi, para cada
n € N existiria yn € By \ V. La sucesion (yn)n < # y 0 # C((yn)n) C Y \ V. Puesto que
Y \V tiene interseccion vacia con L, esto contradice (iii) y la prueba queda terminada. [

El siguiente corolario, bien conocido, es una herramienta Gtil que se obtiene aqui como
consecuencia de la proposicién anterior.

Corolario 1.3.2. Sea X un espacio topoldgico que satisface el Primer Axioma de Nume-
rabilidad. Si Y es otro espacio topoldgico y ¢ : X — 2Y una multifuncion con valores
compactos no vacios, entonces son equivalentes:
(i) y es superiormente semicontinua (i.e. usco en este caso);
(if) para cada sucesion (Xp)n convergente a algun x € X, si tomamos y, € Y(Xn), para
n € N, entonces (yn)n tiene un punto de aglomeraciény en (x).

DEMOSTRACION: El corolario se sigue inmediatamente de la proposicion 1.3.1 teniendo
en cuenta que si para cada x € X fijamos una base numerable de entornos .45 entonces la
condicion (i) aqui, semicontinuidad superior, equivale a que Y (.4x) ~ Y(x) y la condicion
(ii) equivale a que cada sucesion (yn)n < W(.A4%) tiene un punto de aglomeracion en el
compacto {(x). O

En el ejemplo que sigue recogemos tres situaciones en las que las aplicaciones usco
aparecen de forma natural.

Ejemplo 1.3.3.

(i) La aplicacion dualidad.
Sean (X, || -||) un espacio de Banach 'y Sx = {x € X : ||x|| = 1}. Para cada x € Sx
definimos
J(X) = {X" € Bx : x"(x) = ||x|]| =1} (1.8)

Siguiendo a [20, pag. 23] al conjunto definido en (1.8) se le da el nombre de subdi-
ferencial de la norma || - || en x.

La aplicacion J : Sx — 2Bx* que a cada x € Sy le asocia J(x) definido por (1.8)
es || - || — w*-usco. Obsérvese que gracias al teorema de Hahn-Banach, para cada
X € Sx, el conjunto J(X) es no vacio. Ademas, J(x) es w*-cerrado y acotado, y por
tanto w*-compacto.
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(i)

Para probar que J es una aplicacién superiormente semicontinua probamos que para
cada sucesion (xn)n que converge ax en (X, || - ||), si x; € J(xn) entonces (x;,)n tiene
un punto de w*-aglomeracion en J(x). Como (Bx-,w*) es compacto, la sucesion
(X;)n tiene un punto de aglomeracion x* € Bx- en la topologia w*. Vleamos que
x* € J(x). Utilizando la desigualdad triangular tenemos que

[1XT 00 = Ixa(xn) [ < %7 (%) =X (n)[ < X" (X) = Xn(X)] + Xn(X) = Xa(Xn)].

Teniendo en cuenta que x;(xn) = 1 para cada n € N, la desigualdad precedente
queda de la forma

1= O] < X (%) = Xa ()| + X (%) = Xn (xn) | <
< X0 =X ()] + [1xn = x][.

Como (x;;(X))n se aglomera en x*(x) y limp ||xnh — X|| = 0, se tiene que [x*(xX)| =1y
X* € J(x).

La aplicacion dualidad aparece de forma natural en el estudio de la diferenciabilidad
Géteaux y la diferenciabilidad Fréchet de la norma en un punto x, ver [20, pag. 7].

La proyeccion métrica en un espacio de Banach reflexivo.

Sea (X, ]| -]|) un espacio de Banach e Y C (X, || -||) un subespacio. Y se dice proxi-
minal si para cada x € X existe yp € Y tal que d(x,Y) = d(X,Yyo). Obsérvese que si
Y es proximinal, entonces Y es necesariamente cerrado. Si Y C X es proximinal el
conjunto

Rr(x) ={yeY :fly—x|=d(xY)}

es acotado, convexo y cerrado. Efectivamente, Py (X) es cerrado en norma. Por otra
parte siyo,y1 € Rr(X) y0O < A,u <lconA+ u=1,setiene

[(Ayo+ py1) —X|| = [[(Ayo+ Hy1) — (A + p)x|| <
< Allyo—X[[+ ullyr —x|| =
=Ad(x,Y)+pd(x,Y)=d(x,Y)

lo que prueba que Py(x) es convexo. Para terminar, obsérvese que si y € Py(x)
entonces,
I < lIx=yl[+ X[ = lIx]| +-d (x,Y) < 2]|x]]

y asi, Py(x) es acotado.
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Por otro lado si (X, || - ||) es reflexivo, cada subespacio cerradoY C X es proximinal.
Efectivamente, dado x € X si

d(x,Y) :=inf{|[x—yl[:yeY},

podemos tomar (yn)n C Y con d(x,Y) = limy X — yn||. Esto implica que (yn)n €s
acotada en norma. Como X es reflexivo, Y lo es también y asi, la sucesion (yn)n
tiene, gracias al teorema de Eberlein-Smulian, [37, Theorem 81] una subsucesién
(Yn )k que converge hacia un cierto punto yo € Y en la topologia débil. Asi, para
cada x* € X*, ||x*|| <1, se tiene que

X (%) = X" (Yo)| < X" (X) = X" (Yn )|+ X" (Y ) =X (Yo) .
Fijado € > 0 existe kg € N tal que si k > ko
X (%) =X*(Yo)| < X"(X) = X" (¥n )| + €.

De aqui,
sup  [x*(x) =Xx*(yo)| < sup [x"(x) = X"(Yn,)| + €

X*GBX* X*EBX*
[X=Yoll < [[X=ynll +€,

de donde finalmente obtenemos que
IX=Yol = lim{[x —yn | =d(x,Y)

y consecuentemente Y es proximinal.

Utilizando lo anterior, si (X, || - ||) es un espacio de Banach reflexivo, entonces para
cada x € X el conjunto de las mejores aproximaciones Py (X) es no vacio, convexo y
w-compacto. La aplicacion multivaluada asi definida, Py : X — 2" se llama proyec-
cion métrica. La proyeccion métrica es en este caso || - [|-w-usco. Probamos ahora
la semicontinuidad superior. Sea (xn)n Una sucesion en X convergente ax en || - ||,
y para cada n € N tomamos y, € Py(Xp). La sucesion (yn)n tiene un punto de aglo-
meracion y en la topologia débil puesto que esta acotada, gracias a la desigualdad

[1Yn=XI[ < [[yn—Xnl| + [[Xn = X][ = d(Xn, Y ) + [[Xn — X]|
y (d(xn,Y))n converge a d(x,Y ). Ahora concluimos que y € Py(x) ya que
XX =Y) < X =Xn) [+ X O = Yn) |+ X" (Yn = Y)
< [IX=Xal[ + [IXn = Ynll +X*(yn —Y)
< X =all +d(*n, Y ) + X" (yn =),



FILTROS Y USCOS EN ESPACIOS TOPOLOGICOS 15

para cada x* € Bx+. De aqui se sigue
X (x=y)| <d(x,Y),

para cada x* € Bx-, luego ||x—y|| =d(x,Y).
(iii) Espacios de Banach débilmente compactamente generados
Sea (X, || -||) un espacio de Banach débilmente compactamente generado, es de-

cir, X = (u‘r’f:an)H'H, donde W es un subconjunto w-compacto y absolutamente
convexo. Entonces la aplicacion

NN 22X wW)

2 1 (1.9)
(t1,to, .. tkyenny) — m (tW + —Byx+)

k=1 k
es usco. Para cada a = (tx)ken € NN el conjunto W(a) es no vacio y w*-compacto
por ser interseccion de conjuntos w*-compactos. Veamos que W es superiormente
semicontinua. Sea a = (tx)key € NN y U un abierto en la topologia w* tal que
W(a) C U. Entonces existe m € N tal que

n 1
ﬂ (tkW + EBX**> c U,
k=1
Asi, el conjunto O := {B = (d)ken € NV : & =t k=1,....,m}, es un entorno
abierto de a en la topologia de N, y W(0) c U, quedando demostrada la semicon-
tinuidad superior.
Por otra parte obsérvese que
UJ W(a)=X
aeNN

ya que la union Jpeny NW es densa en X.

Siguiendo a [21] damos la siguiente definicion.

Definicion 1.3.4. SeaY un espacio topoldgico, .# un filtro y %8 una base de filtroen Y.
(i) Sedice que .# es numerablemente compactoide en'Y si para cada filtro ¢ con base
numerable que corta a .#, de acuerdo a la definicion 1.2.1[(v)],C(¢) #DenY;
(if) Se dice que % es numerablemente compactoide cuando el filtro . generado por
2 es numerablemente compactoide.
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La equivalencia en la proposicion que sigue entre (i) y (ii) puede encontrarse en [21]
y con el concurso de (iii) en [12].

Proposicion 1.3.5. SeaY un espacio topolégico y % una base de filtro en Y. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:
(i) para cada cubrimiento abierto {On}nen de 'Y, existe un subconjunto finito No de N
y B € # tal que B C Upen, On;

(if) para cada filtro ¢ con base numerable en’Y que corta %, tenemos C(¥¢) # 0.
Cada una de las condiciones equivalentes anteriores implica la condicion:

(iif) toda sucesion (yn)n < Z tiene un punto de aglomeracioneny.
Si ademaés, % es numerable entonces (i), (ii) y (iii) son equivalentes.

DEMOSTRACION: Para la equivalencia (i)<(ii) basta repetir la prueba (iii)<(iv) del teo-
rema 1.2.3 sustituyendo ¢ por su base numerable y un cubrimiento abierto arbitrario por
uno que sea numerable.

Para obtener una prueba de (ii)=-(iii) es suficiente seguir los pasos de la prueba
(iv)=-(v) del teorema 1.2.3 sustituyendo redes por sucesiones. Supongamos ahora que
2% es numerable y vamos a probar que (iii)=-(ii). Sea ¢ un filtro con una base numera-
ble %’ que corta a Z. Supongamos que £y %’ se escriben, respectivamente, como las
sucesiones decrecientes de conjuntos no vacios,

BiDByD>---ByD--- yB&DBéDBaD

Para cada n € N tomamos y, € B,NBy,. La sucesion (yn)n < Z. Puesto que (iii) se verifica
(yn)n tiene un punto de aglomeracion y en Y. Por tanto y € B}, para cada n € N. De aqui
se sigue que y € Ngey G Y (ii) se verifica. O

Las bases de filtro numerables con la propiedad (iii) de la proposicion 1.3.5 reciben el
nombre de relativamente numerablemente compactas en [16, Definition 1]. En este Gltimo
articulo y tambien en [23] se distingue y estudia el conjunto de puntos de aglomeracion
sucesionales Cs(.#) de un filtro .# como aparece debajo.

Definicion 1.3.6. Dado un filtro .# en el espacio topoldgico Y, el conjunto de los puntos
de aglomeracion de sucesiones de .# se define como

Cs(#) :={y €Y : yes punto de aglomeracion de alguna sucesion (yn)n < -Z }.



FILTROS Y USCOS EN ESPACIOS TOPOLOGICOS 17

Definicion 1.3.7. Un espacio topolégico Y se dice que es numerablemente compacto
(abreviadamente, NK) si para todo recubrimiento abierto numerable (Op), de Y existe
un conjunto finito N C N tal que Y = [Unen On. Un subconjunto A de un espacio topologi-
co Y se dice que es numerablemente compacto si con la topologia inducida es un espacio
numerablemente compacto.

Equivalentemente, A es numerablemente compacto si toda sucesion en A tiene un punto
de aglomeracion en A o si todo conjunto infinito M C A tiene un punto de acumulacion
en A, véanse [52, pag. 162] y [25, Theorem 3.10.3, pag. 202].

Las implicaciones (i)<(ii)=-(iii) en el siguiente lema se pueden encontrar en [16,
Main Lemma]. Que (iii) es de hecho equivalente a (i) y (ii) clarifica el comportamiento
de los filtros numerablemente compactoides de base numerable.

Lema 1.3.8. Sea Y un espacio topoldgico y % una base de filtro numerable en Y. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) para cada sucesion (yn)n < 2 el conjunto {yn: n € N} es numerablemente com-
pacto;
(if) 2 es numerablemente compactoide y Cs(%) es numerablemente compacto no va-
cio;
(iif) Cs(#) es numerablemente compacto no vacio y % ~-Cs(4).
DEMOSTRACION: (i)=-(ii) Después de la proposicion 1.3.5, % es numerablemente com-
pactoide. Veamos ahora que Cs(%) es numerablemente compacto. Supongamos que %
viene dada como una sucesion decreciente de conjuntos By D B, D --- D Bn---. Sea
(Yj)jen una sucesion en Cs(%). Para cada j € N, existe una sucesion (yﬁ,)ngN enY tal
que (y#})neN < %,y tal que y; es un punto de aglomeracion de (y%)neN. Paracada j € N
existe una sucesion creciente

benleiconl. ..
Ny <Ny << Np-eoy
de enteros positivos tal que
yheBysin,<n<nl,,, parak=12,...
Sea (zn)nen la sucesion dada por
1 1 1 1 2 2 1 1
{ynia cee 7yn%_17yn%7 v 7yn%_17yn§7 s 7yn%_17yn%7 e 7yni_17

2 2 3 3 1
yn%7 cee 7yn§_17ynga cee 7yn12_17yn‘]i7 . }



18 1.3 FILTROS COMPACTOIDES DE BASE NUMERABLE

La sucesion (zp)nen €std eventualmente en 4, y asi {zn : n € N} es numerablemente
compacto por hipdtesis. Pero

yj€{zn:ne N}, para je N

yaque,

{yﬁ]:nzn}}c{zn:neN}.
De aqui se sigue que, (Yj);jen tiene un punto de aglomeraciony enY. Ademas, y € Cs(%)
ya que y es de hecho punto de aglomeracion de la sucesion (zp)nen Y (zn)n < . Cierta-
mente, si U es un entorno abierto de y y p € N existe algun entero positivo jp > p tal que
Yj, €U,y asi para algin m > p se sigue que zm € U, ya que U es un conjunto abierto e
Yj, €s punto de aglomeracion de la sucesion (zn)nen-

(ii)=-(iii) Procedamos por reduccion al absurdo y supongamos (ii) se da y que %
no subconverge hacia Cs(#). Podemos suponer que % se escribe como una sucesion
decreciente

B1DB2D---DBp---.

Existe puesV C Y abierto con Cs(#) CV yByN (Y \V) # 0, para cada n € N; tomemos
Yn € BnN (Y \ V). La sucesion (yn)n < 4, y asi tiene un punto de aglomeracion y que ne-
cesariamente estaen’Y \ V. Por otro lado como por definicion y € Cs(%) lo que contradice
Cs(#) C Vy acaba la prueba de la implicacion (ii)=>(iii).

(iii)=(i) Fijemos (yn)n < 4. Como {y,:n € N} es cerrado, para probar que es nu-
merablemente compacto veremos que para cada recubrimiento abierto numerable (Om)m
de Y, una cantidad finita de Op’s cubre {yn: n € N}. Dado el cubrimiento (Op)m, como
Cs(#) es numerablemente compacto, existe N C N tal que

Cs(#) c | Om. (1.10)
meN

Dado que % ~-Cs(%) para un cierto K € N se tiene que

{yn:n>K}c [J Om (1.11)

meN

Por otro lado la igualdad (1.6) nos da la inclusion
{yn:n>K} C{yn:neN}UCs(Z). (1.12)

Si ahora utilizamos (1.10), (1.11) y (1.12) concluimos que una cantidad finita de Opy’s
cubre {yn : n € N} y la prueba termina. O
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Definicion 1.3.9. Diremos que un subconjunto A de un espacio topoldgico Y es relativa-
mente numerablemente compacto (abreviadamente RNK) si toda sucesién en A tiene un
punto de aglomeracion en Y. Diremos que A es sucesionalmente compacto, (respectiva-
mente relativamente sucesionalmente compacto) si toda sucesion en A tiene una subsuce-
sion convergente a un punto de A (respectivamente de Y).

Debe notarse aqui que la definicidn para ser A relativamente numerablemente com-
pacto no es que la clausura A es numerablemente compacto, como pone de manifiesto
el ejemplo que sigue que ha sido tomado de [30, Example 1.2.(9)]: este ejemplo es de
hecho un subconjunto sucesionalmente compacto A cuyo cierre A no es numerablemente
compacto.

Ejemplo 1.3.10. Sea {Tn: n € N} una familia numerable de conjuntos tal que TiNT; =0
sii# jy T nonumerable para cada i € N. Tomamos T := [J5_1 Tp, y definimos

i=n

X = {f T —R: existene N: sop(f)m(UTi) es numerable},

donde sop(f) = {t € T : f(t) # 0}. Dotamos X C RT con la topologia de convergencia
puntual sobre T. El conjunto

A:={f e X :sop(f)esnumerabley |f(t)] <1paracadateT}
es sucesionalmente compacto y su clausura A en X no es numerablemente compacto.

DEMOSTRACION:

Sea (fn)n una sucesion de funciones de A. Para cada n € N el conjunto sop(fn) C T
es numerable y asi también el conjunto D = (U, S0p( fn). Puesto que para cada n € N
y cadat € T tenemos que | fq(t)| < 1 tenemos que la sucesion ( f,)n esta contenida en el
espacio [—1,1]°, que es compacto y metrizable. De lo anterior deducimos que ( f,)n, tiene
una subsucesion convergente en [—1,1]° y por ende en X, y asi queda probado que A es
relativamente numerablemente compacto.

Demostramos ahora que A" no es numerablemente compacto, para ello es suficiente
mostrar una sucesion en A~ que no tenga puntos de aglomeracion. El cierre de A en la
topologia de X es el conjunto

A ={feX:|f(t) <1lparacadateT}.
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Para cada n € N, consideramos el subconjunto T, = U, T; y la funcién Xt :T—R

dada por x/ (i)x: Isite Ty xy/(t) =0sit ¢ T, Lasucesion de funciones (/) esta

contenida en A”, y converge a la funcion constante igual a1l en T, 1 en RT. Sin embargo,
. - X

1 ¢ X ya que |T| es no numerable, y asi hemos encontrado una sucesion en A™ que no

tiene puntos de aglomeracién en X. O

Un conjunto numerable numerablemente compacto es compacto. El siguiente ejemplo
muestra un conjunto numerable y relativamente numerablemente compacto cuyo cierre no
es compacto.

Ejemplo 1.3.11. Sea BN la compactificacion de Stone-Cech de N con la topologia dis-
creta, y X = BN\ {r} dotado de la topologia inducida, donde r € BN\ N. Entonces N es
relativamente numerablemente compacto en X pero NX no es compacto.

DEMOSTRACION: Después de [25, Theorem 3.6.14] sabemos que cada subconjunto cerra-
do de BN tiene cardinal no numerable, asi cada subconjunto numerable A C N tiene un
punto de aglomeracién en X. Sin embargo, NS =X y X no es compacto. O

Teorema 1.3.12. Sea Y un espacio topoldgico en el que los conjuntos relativamente nu-
merablemente compactos son relativamente compactos. Si % es una base de filtro nume-
rable en'Y, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) existe un subconjunto no vacio y numerablemente compacto L de Y tal que %~ L
eny;
(if) para cada cubrimiento abierto numerable {On}nen de Y, existe un subconjunto
finito N de Ny B € # tal que B C Unen On;
(iii) £ es numerablemente compactoide enY;
(iv) cada sucesion (yn)n < 4 tiene un punto de aglomeraciénenY;
(v) Cs(Z#) es numerablemente compacto no vacioy #~~Cgs(#) enY;
(vi) % es compactoideen.

DEMOSTRACION: (i)=-(ii) es obvio. La implicacion (ii)=-(iii)=-(iv) esta probada en la
proposicion 1.3.5. Probamos (iv)=-(v). Sea (yn)n < A. Si (iv) se verifica entonces el
conjunto {yn : n € N} es relativamente numerablemente compacto. Ciertamente, dada una
sucesion (zn)n en {yn : n € N}, el conjunto {m € N : y,, = z, para algiin n € N} es finito
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o infinito. En el primer caso (z,)n tiene una subsucesion que es constante, y por tanto
convergente. En el segundo caso hay sucesiones de enteros positivos

N<N<...<M<... M<M<...<M<...,

tales que zn, = ym,, para cada k € N. Asi, (zn, )k < Z'y por tanto (zn)n tiene un punto de

aglomeracion en'Y, lo cual nos permite afirmar que {yn : n € N} es relativamente nume-

rablemente compacto. La hipotesis sobre Y implica que {yn : n € N} es compacto y utili-

zando el lema 1.3.8 obtenemos que Cs(#) es numerablemente compacto y % ~Cg(4).
(v)=(i) ya que #~~C(%) y C(#) es compacto por las hipotesis.

(v)=-(vi) Otra vez, dado que #~-C(Z) por el teorema 1.2.3, # es compactoide.
(vi)=(iii) Se sigue directamente de la implicacion (vi)=-(iv) en el teorema 1.2.3. [

Debemos comentar aqui que la hipdtesis de que los conjuntos relativamente numera-
blemente compactos sean relativamente compactos que hemos hecho sobre Y en el teore-
ma anterior se satisface para amplias clases de espacios topologicos entre otras para:

A. Los espacios realcompactos: Un espacio topoldgico se dice que es realcompacto si
es homeomorfo a un subespacio cerrado de un producto de rectas reales, [33].

B. Los espacios Dieudonné completos: Un espacio topoldgico se dice que es Dieudon-
né completo si es homeomorfo a subespacio cerrado de un producto de espacios
metrizables, [25, 8.5.13].

C. Los espacios angélicos [Fremlin, [30]] Un espacio topoldgico Y se dice que es
angelico si para cada conjunto relativamente numerablemente compacto A C Y se
tiene:

(i) A es relativamente compacto;

(i) paracada x € A, existe una sucesion (yn)n en A tal que limpy, =y.
Una buena referencia para el estudio sistematico de los espacios angélicos es la mo-
nografia [30]. Entre otros, son espacios angélicos: los espacios métricos; el espacio
de funciones continuas (C(K), Tp(K)) en un compacto dotado de su topologia de
convergencia puntual Tp(K) sobre K; los espacios normados dotados de sus topo-
logias debiles; etc. En los articulos [13, 69, 15, 14] se prueba que muchos espacios
de funciones continuas y espacios con topologias vectoriales obtenidas por opera-
ciones de tipo numerable a partir de espacios metrizables y sus duales, son espacios
angélicos. Remitimos al lector a la seccion 2.6 de esta memoria donde algunos de
los resultados citados mas arriba son extendidos.
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Es notable el hecho de que en espacios angélicos un subconjunto es compacto si, y
solo si, es numerablemente compacto y si, y solo si, es sucesionalmente compacto
(también para las nociones relativas), [30].

1.4 Filtros compactoides y k-espacios

Empezamos esta seccion con la siguiente proposicion que clarifica los aspectos re-
lacionados con la proposition 2.3 de [12] y nos sirve para poner de manifiesto, véase
corolario 1.4.2, que la coincidencia de las familias de compactos para dos topologias y de
las familias de filtros compactoides de base numerable para éstas son una misma cosa.

Proposicion 1.4.1. Sean 1, y T, dos topologias en Y tales que todo subconjunto 13-
compacto es To-compacto. Sean % una base de filtro numerable y L un conjunto no vacio
T7-compacto de Y. Si Z~-L en (Y, 11), entonces Z~»Len (Y, 12).

DEMOSTRACION: Supongamos que Z~-L en (Y,11). Después de la proposicion 1.3.1,
para ver que Z~~L en (Y, T2) es suficiente probar que para cada sucesion (Yn)nen < #

el conjunto {y,:neN }T2 es Tp-compacto, (1.13)
y que el conjunto de los puntos de aglomeracion de (yn)n en (Y, T2)

(N{yn:n>m} "~ esta contenido en L. (1.14)

m
Ahora bien, como #~~L en (Y, 11), la proposicion 1.3.1, se aplica para obtener que
{yn:n €N} es 1y-compacto y que Myp{yn:Nn>m} * C L. Como, por hipétesis, los
coNjuNtos T1-compactos son To-compactos, se obtiene que {yn :n € N} * es To-compacto,
consecuentemente To-cerrado y asi {y,:n¢€ N}T2 C{yn:ne N}Tl lo que nos dice que
la afirmacion en (1.13) se satisface. Es claro, que el razonamiento anterior aplicado a
(Yn)n>m en lugar de a (yn)n>1 nos dice que

ynin>m}2C{yn:n>m} ", paracadam e N,

y por tanto (1.14) se cumple. O
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Corolario 1.4.2. Sean 11y T, dos topologias regulares en'Y. Consideremos las siguientes
afirmaciones:
(i) los espacios (Y,11) e (Y, T2) tienen los mismos compactos;
(ii) los espacios (Y, 11) e (Y, 72) tienen los mismos filtros compactoides de base nume-
rable.
Entonces (i) siempre implica (ii). Cuando existe una topologia Hausdorff  en'Y que es
simultdneamente mas gruesa que 71 Yy Tz entonces (ii) también implica (i).

DEMOSTRACION: La implicacion (i)=-(ii) se sigue de la proposicion 1.4.1 y del teore-
ma 1.2.3. Para la implicacion (ii)=-(i) basta tener en cuenta que si A C Y es 11-compacto,
entonces la base de filtro 2 := {A} es 11-compactoide y por tanto T-compactoide. Es-
to implica despues del teorema 1.2.3 que A es T1p-relativamente compacto. Para acabar
la prueba es suficiente ver que A es To-cerrado. Veamoslo. Si tomamos y € A" entonces
existe unared (yj)jep tal que y = limjepyj para 1. Por otro lado como A es 11-compacto,
existe una subred (y)seL de (yj)jep Y un punto x € A tal que x = limy y, para 11. Co-
mo & es mas gruesa que T1 Y T se obtiene que (y;)¢cL converge para o a los puntos x e
y. Como d es Hausdorff, deducimos que y = x y por tanto se obtiene que y € A lo que
prueba que A es To-cerrado como queriamos. Si intercambiamos 11 por T, y repetimos el
razonamiento anterior obtenemos que los conjuntos T,-compactos de Y son 11-compactos
y asi termina la prueba. O

Debemos comentar que la condicion de que dos topologias tengan los mismos com-
pactos implica que las dos topologias coinciden en estos conjuntos, y que esto implica, en
particular, que las dos topologias tienen las mismas sucesiones convergentes.

En los resultados que siguen utilizamos la nocion de k-espacio, cuya definicion recor-
damos a continuacion.

Definicion 1.4.3. Un espacio topologico Y se dice que es un k-espacio, si los conjuntos
cerrados de Y son precisamente los conjuntos cuya interseccion con cada subconjunto
compacto de Y es un conjunto cerrado.

Si (Y, 1) es un espacio topologico entonces la familia

*de subconjuntos Ude Y tales que U NKes abierto en K (1.15)
para cada subconjunto compacto Kde Y, '

es una topologiaenY que llamaremos k-topologia asociada a 1. La proposicion que sigue
recoge, sin demostracion, las propiedades de la k-topologia T asociada a T.
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Proposicion 1.4.4. Sea (Y, T) un espacio topoldgico. Entonces la k-topologia T asocia-
da a 1, tiene las siguientes propiedades:
(i) TKesmas fina que T;
(ii) Ty ¥ coinciden en los compactos de T. Consecuentemente T y TX tienen los mismos
compactos;
(iii) (Y,T%) es un k-espacio;
(iv) T=T1"si,ysolamente si, (Y,T) es un k-espacio.

Remitimos al lector interesado a [52, pag. 240] y [25, Section 3.3] para cuestiones
adicionales a las recogidas aqui relativas a k-espacios. El siguiente corolario sin prueba
se sigue inmediatamente de la proposicion 1.4.1:

Corolario 1.4.5. Sea (Y, T) un espacio topoldgico, %2 una base de filtro numerable en' Y
y L CY un conjunto compacto. Entonces, 2~ L en (Y, T) si, y s6lo si, Z~L en (Y, 1¥).

Corolario 1.4.6. Sean (X,d) e Y espacios topologicos y sea f : X — Y una funcién que
es continua al restringirla a cada subconjunto compacto de X. Sean .28 una base de filtro
numerable y L un subconjunto compacto de X. Si Z~-L en X, entonces f(%)~ f(L) en
Y.

DEMOSTRACION: Obsérvese que f(L) es compacto en X. Si Z~-L en (X, d) entonces
B ~~L en (X,06) gracias al corolario anterior. La hipotesis sobre f equivale a que la
funcion f : (X,8%) — Y es continua. Efectivamente seaV C Y un abierto entonces, puesto
que larestriccion de f a cada subconjunto compacto K es continua, para cada K compacto,
tenemos que f~1(V)NK es abierto en K y por tanto f ~1(V) es abierto en &,

Fijemos un abierto V en Y tal que L C V. Entonces f~1(V) es abierto en (X,5¥) y
consecuentemente existe B € 44 tal que B ¢ f~1(V), lo que implica que f(B) CV y la
prueba termina. O

A lavista de lo probado hasta ahora es natural preguntarse cual es el papel que el hecho
de ser las bases numerables juega en los resultados anteriores: el papel desempefiado es
crucial. Por ejemplo, si sustituimos filtros compactoides de base numerable por filtros
compactoides arbitrarios en el corolario 1.4.2 lo que estamos caracterizando es cuando
dos topologias coinciden. Si el lector piensa un momento sobre esta afirmacion se dara
cuenta de que esto es asi dado que, mientras el concepto de filtro compactoide de base
numerable extiende simultdneamente el concepto de conjunto compacto y de sucesion
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convergente, el concepto de filtro compactoide arbitrario extiende también el concepto de
filtro y red convergente. La siguiente observacioén que aparece recogida en [12] explica
parte de lo que queremos decir:

Proposicion 1.4.7. Sean 11y T, dos topologias comparables en un espacio topolégico Y.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) 11=12;

(if) 11y T2 tienen los mismos filtros compactoides.

DEMOSTRACION: Demostramos (ii)=-(i) por contradiccion. Probamos que si 1 es estric-
tamente mas gruesa que T entonces (ii) no se verifica. Sea (y;)icp una red convergente ay
en (Y, T1) que no converge en To. Tomamos U C Y un entorno abierto de y en la topologia
T, tal que el conjunto

J={jeD:yjeY\U} (1.16)

es cofinal en (D, >). Entonces la base de filtro #Z = {Rj}jc; asociada a la red (yj)jey
claramente subconverge a {y} en (Y, 11) pero no es compactoide en (Y, 72). De hecho, si
Z fuera compactoide para T2 entonces

04 NR“C R ={y}cy,
jed jed
lo cual es una contradiccion con la inclusion (), R_jrz C Y \ U que sigue de la definicion
de Jen (1.16). u

A partir de aqui es facil construir un conjunto Y con dos topologias que tengan los
mismos subconjuntos compactos pero distintos filtros compactoides. Efectivamente, co-
mo se indica en [12, Example 2], basta tomar Y =R, con | no numerable y 11 := Tp(l),
la topologia productoenY y 15 := rp(l)" la k-topologia asociada. De acuerdo a nuestros
comentarios anteriores 11 y T» tienen los mismos compactos, y sin embargo no pueden
tener los mismos filtros compactoides dado que 17 es estrictamente mas gruesa que To,
véase [52, Ejercicio J, pag. 240].

Es posible construir otros ejemplos de topologias distintas en un conjunto Y, incluso
completamente regulares, que tienen los mismos subconjuntos compactos, i.e., ejemplos
de topologias completamente regulares en un conjunto Y que no tienen los mismos filtros
compactoides pero que sin embargo si tienen los mismos filtros compactoides de base
numerable. El ejemplo 1.4.17 con el que acaba esta seccidon se basa en el hecho de que un
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espacio C(K) con la topologia de convergencia puntual t,(K) es k-espacio si, y solo si,
K es un compacto disperso, [60]; véase también [2, Theorem 111.1.2] como otra posible
referencia. En la seccidn 2.11 mejoramos este resultado utilizando el lema 1.4.11 —en el
que se aislan ideas de [60], que demostramos aqui para razonar de forma autocontenida
el ejemplo 1.4.17 mencionado.

Definicion 1.4.8. Sea Y un espacio topologico y B la o-algebra de Borel de Y. Una
aplicacion u : B8 — R™ se dice que es una medida positiva si

(i) (@) =0;

(if) para cada sucesion (Bn)nen de conjuntos disjuntos en 8 se cumple la igualdad

[oe]

“(U Bn) = z H(Bn).
n=1

n=1
Cuando ademas se verifica que para cada subconjunto de Borel BenY se tiene
(i)
u(B) =inf{u(G):B C G,G abiertoenY }

(1.17)
=sup{u(F):F CB,F cerradoenY},

(i) u(B) =sup{u(K): K cCB, K compactoenY }
se dice que la medida es de Radon, véase [18]. Cuando una medida positiva u verifica
que p(Y) =1 sedice que u es una medida de probabilidad.

Proposicion 1.4.9. SeanY y Z espacios topologicos, f : Y — Z una funcion continuay u
una medida positiva en la g-algebra de Borel de Y . Entonces la aplicacion p f —* definida
en la g-algebra de Borel de Z, B2, dada por

uf-1(B) = u(-1(8))

siendo B un elemento de Bz, es una medida positiva. Ademas si Y es compactoy u es de
Radon, pf ~1 también es una medida de Radon.

DEMOSTRACION: La aplicacion uf~—1 es una medida positiva. Por la forma en la que se
ha definido toma valores reales no negativos y ademas:

(i) uf-1(0)=0;



FILTROS Y USCOS EN ESPACIOS TOPOLOGICOS 27

(if) si (Bn)nen €S Una sucesion de conjuntos de Borel disjuntos en Z, entonces la suce-
sion de conjuntos de Borel disjuntos (f ~1(Bp))nen Verifica que

FHUBn) = U fH(Bn),

neN neN
y asi

pEH(UBn) = k(U FHBn) = 5 uf (B

neN neN neN
Veamos que u f 1 es de Radon. Sea B C Z un subconjunto de Borel en Z, entonces, puesto
que f es continua, f~1(B) es de Borel en Y. Siendo u una medida de Radon, para £ > 0,
existe un compacto K ¢ f~1(B) tal que u(f~1(B)\K) < &. Ahora, L = f(K) es compacto
en Z y se verifica que
f~3B\L)c f1(B)\K.
Utilizando la monotonia de u, tenemos que
0<pf 1 B\L) < p(f1(B)\K) <&,
con lo cual concluimos que para cada conjunto de Borel B en Z se verifica que
pft(B)=sup{uf(L):L CBcompacto}.
Por otra parte
pf )\ pf(B) =sup {puf~(L): L C(Y\B)compacto} =

= pf 1Y) \inf{uf 1Y \L):L C (Y \B) compacto} =

=puf ) \’mf{uf‘l(A) : A C B abierto},
es decir,

pf1(B)=inf{uf 1(A): B C Aabierto },

y la prueba acaba. O

La proposicion anterior es valida para el caso en el que f sea una funcion medible,
[18, pag. 82]. Tras este resultado tiene sentido la siguiente definicion.

Definicion 1.4.10. Sean Y y Z espacios topologicos y f : Y — Z una funcién continua.
Dada una medida positiva u en la g-algebra de Borel de Y, se define la medida imagen
de 1 y se denota 1 f ~1 como la medida en la o-algebra de Borel de Z dada por

ui-1(B) = u(f-1(8))

para cada conjunto de Borel B en Z.
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Para K compacto, en el espacio de funciones reales continuas C(K) consideraremos
su estructura natural de espacio de Banach asociado a la norma del supremo

[l :=sup{|f(t)] -t € K}.

Lema 1.4.11. Sea K un espacio compacto en el que existe una medida de probabilidad
de Radon p tal que u({x}) =0 para cada x € K. Sea W : C(K) — R la forma lineal dada
por

W(f) = / fdy, para f € C(K).
K

Entonces existe un conjunto A C [0,1]X NC(K) tal que:

(i) lafuncion 1 constantemente igual a 1 en K pertenece a A'P;

(ii) 1=W(1) € W(A)y consecuentemente 1 ¢ A"
En particular, se deduce de lo anterior que ¥ no es 1, continua cuando se restringe a
[0,1]X NC(K), aunque si es débilmente continua.

DEMOSTRACION: Para cada x € K 'y n € N consideramos un entorno abierto U x de x en

K, tal que
1
H(Unyx) < o (1.18)
Los subconjuntos K\ Unx y {x} son cerrados y disjuntos, y podemos utilizar el lema de
Urysohn [52, pag. 115], para asegurar la existencia de una funcion fnyx € C(K) tal que
0 < fox < 1siendo frx(X) =1y fax(y) =0, paracada y € K\ Upx. Denotemos por

Z0(K) la familia de los subconjuntos finitos de K y definamos
A= {fr €[0,1NC(K): F € Zo(K)}, (1.19)
donde para F € #(K) la funcion fg viene dada por la formula

fr(y) =sup{ fnx(y) : x € F}, paray € K,

conn:= |F|, cardinal de F.

Afirmamos que el conjunto A dado por (1.19) satisface las propiedades (i) y (ii) del
enunciado. Efectivamente, dado F € Z7y(K) la funcion fr vale 1 en cada punto x € F, y
por tanto (i) se satisface. Obsérvese para ello que un entorno basico de 1 en la topologia
de convergencia puntual viene determinado por un conjunto finito F C K y un niamero
real positivo € > 0. Puesto que fg coincide con 1 en F, la funcion fg pertenece a dicho
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abierto, cualquiera que sea el € elegido. Veamos ahora (ii). Como u es una probabilidad
laigualdad 1 = W(1) es clara. Por otro lado si fijamos F = {X,...,Xn} € Po(K), se tiene

n
W(fe) = / fedp < / fxd
(fr) KFu_ Ki;n,x.u
n n
1dp <y p(Uny)

i; Unx i;
n1 1

< - _Z

- i; 2n 2’
gracias a (1.18). Consecuentemente W(A) C [O,%] y por tanto 1 = W(1) £ W(A), y en
particular W no es Tp-continua cuando se restringe a [0,1]X NC(K). Obsérvese también,

que como W es w-continua se tiene que lJJ(KW) C W(A) y por tanto necesariamente se
tiene que 1 ¢ A" 1o que termina la prueba. O

IN

El ejemplo anterior, claro, es el tipico ejemplo para poner de manifiesto que el Teo-
rema de la Convergencia Dominada de Lebesgue no es valido en general para redes:
como 1 € A™ existe una red (fj)jep en A (por lo tanto uniformemente acotada) tal que
1 = limj fj(x), para cada x € K'y sin embargo la red de las integrales

LIJ(f,-):/Kfjdu,

no convergeal=WY(1) = [, 1dp.

La construccion anterior se puede hacer en particular para K = [0,1] y u la medida de
Lebesgue. Mas en general, los compactos en los que se puede hacer dicha construccién
son aquellos que contienen un compacto perfecto, cuya definicion damos a continuacion.

Definicion 1.4.12. Dado un espacio topoldgico Y, un subconjunto A C Y se dice que es:
(i) perfecto si es no vacio, cerrado y denso en si mismo, es decir, cada punto x € A es
un punto de acumulacion de A.
(i) disperso si no contiene conjuntos no vacios densos en si mismos.
(iii) o-disperso si puede expresarse como unién numerable de conjuntos dispersos.

Es conocido el resultado que sigue. Puede hallarse en [74, pag. 105].

Proposiciéon 1.4.13. Un espacio compacto K contiene un compacto perfecto si, y sélo si,
existe una funcion continua y suprayectiva f : K — [0, 1].
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Proposicion 1.4.14. Sean K, L espacios compactos y f : K — L es una funcién continua
y suprayectiva, entonces para cada medida de Radon positiva v en L existe una medida
de Radon positiva u en K tal que para cada conjunto de Borel B de L, se verifica

u(t71(B)) = v(B).

DEMOSTRACION: Si f : K — L es una funcion continua y suprayectiva entonces la apli-
cacion
T (C(L), - llew) = (C(K), [} le0)
g—gof

es una isometria lineal. Efectivamente, utilizando que f es suprayectiva, la igualdad

lgo flleo = sup{lg(f (k)| : ke K} =sup{lg(1)]: T € L} = [|g[l

muestra que Ts es una isometria. Por otra parte la linealidad es obvia. Es conocido que
para L compacto, el dual de C(L) es el espacio de las medidas de Radon L, .Z(L), [18,
pag. 220]. En el teorema de Riesz se asocia a cada medida v € .# (L) la aplicacion lineal
y continua ¢, : C(L) — R dada por ¢, (g) = /. gdv. La aplicacion

@o(Ts) 1:Tr(C(L) — R

es lineal y continua. Por el teorema de Hahn-Banach, existe una extension lineal y conti-
nua de @, o (Tf) "t aC(K), es decir, existe una medida de Radon i en K tal que para cada

geC(L),
/(gof)du=%o(Tf)‘1(gof)=%(9)=/gdv. (1.20)
K L

Ahora bien, después de la proposicion 1.4.9, la medida imagen de u en K es una
medida positiva de Radon tal que para cada conjunto de Borel B de L se verifica que

ufi(B) = p(f1(8)),

y por la unicidad del teorema de Riesz concluimos que pf~1 = v, es decir,

ui~1(8)=v(B)

para cada conjunto de Borel Ben L. O



FILTROS Y USCOS EN ESPACIOS TOPOLOGICOS 31

Proposicién 1.4.15. Sea K un espacio compacto que contiene un compacto perfecto, en-
tonces existe una medida de Radon positiva tal que p({x}) = 0 para cada x € K.

DEMOSTRACION: Después de la proposicion 1.4.13, si K es un espacio compacto que
contiene un compacto perfecto, entonces existe una aplicacion f : K — [0, 1] que es conti-
nuay suprayectiva. Ahora por la proposicion 1.4.14, considerando en el espacio compacto
[0,1] la medida de Lebesgue A, tenemos que existe una medida u en K tal que para cada
conjunto de Borel B de [0, 1] se tiene que

puf=1(B)=A(B).
En particular, six € Ky a= f(x),

0<u({x}) <uf*({a})=A({a}) =0,

es decir u se anula en los conjuntos de cardinal igual a uno y la prueba acaba. O

Teorema 1.4.16. Sea K un compacto. Son equivalentes:
(i) K es disperso.
(i) (Bek), Tp) = (Bek),W).

DEMOSTRACION: (i)=(ii). Si K es un compacto disperso, entonces C(K)* es isométrico
a ¢1(K), [28, pag. 400, Theorem 12.28].

Sea u € . (K) una medida de probabilidad en K, entonces, puesto que u € Bek)s
existe (Cx)kek € ¢1(K) tal que [ fdu = Syex Ckf(k) para cada f € C(K). Tomamos
r:= Ykek |Ck| < o0y fijamos & > 0, entonces existe F C K finito tal que ¥ yck\r [ck| < §.

Sea f € Bg(k) demostraremos que para cada abierto basico en (B¢ k), w) de f de la
forma

Vye :={0 €Bc: I/K(f —g)du| < &},

donde p € Bk )< Y € > 0, existe un entorno basico Ut de f en la topologia de convergen-
cia puntual contenido en Vy, . Definimos el abierto de f en la T, dado por

)
Ur:={9 € Bc) 1 [T(x) —g(x)| < 5, x € F .
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Sea g € Uy, entonces

[ (F=0)dul < 3 1100 =909 le+ 3 [1(k)=g(k)|- e

keF keK\F
&
<gp 22 3 le
eK\F
<i r+£—s
- 2r 2

y deaquig e Vye.

Veamos ahora (ii)=-(i). Supongamos por reduccién al absurdo que K no es disperso,
en cuyo caso K contiene un compacto perfecto. Después de la proposicion 1.4.15, existe
una medida positiva de Radon p en K tal que u({x}) = 0 para cada x € K. Ahora utili-
zando el lema 1.4.11 obtenemos que (B¢ k), Tp) # (Bc(k),W) llegando a contradiccion y
la prueba finaliza. O

Enunciamos en forma de ejemplo dos hechos que seran utilizados posteriormente.

Ejemplo 1.4.17. Sea K un espacio compacto y B¢k la bola unidad cerrada de C(K).
Entonces,
(i) las topologias 1 y w tienen los mismos compactos en Bek;
(i) si K esun compacto perfecto 7p y w en B¢k tienen los mismos filtros compactoides
de base numerable pero distintos filtros compactoides.

La conclusion (i) se sigue del teorema de Grothendieck, vease [30, Theorem 4.2], que
afirma que un subconjunto de C(K) es w-compacto si, y sdlo si, es uniformemente acotado
Yy Tp-compacto.

Para la segunda parte utilizamos que si K es compacto perfecto entonces, después del
teorema 1.4.16, tenemos que Tp es estrictamente mas gruesa que W en Bc ), asi nuestra
afirmacion se sigue ahora de la proposicion 1.4.7 y del corolario 1.4.2. O

1.5 Producto de Filtros compactoides:
Teoremas de Tijonov y de Wallace

La nociones que siguen se encuentran en [5]. Sea (Y;)ic) una familia de conjuntos, y
para cada indice i € |, sea %; una base de filtro en Y;. Sea % el conjunto de las partes del
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producto [ Yi, que son de la forma [7;c| Bi donde Bj =Y; salvo para una cantidad finita
de indices y donde Bj € %, para todo i tal que M; # Y;. Gracias a la formula

(DBi)ﬂ(DCi):DBiﬂCi,

es inmediato que 2 es una base de filtro en [Ji¢ Yi.

Definicion 1.5.1. Dado un filtro .%; en cada uno de los conjuntos Y, i € I, el filtro pro-
ducto de (-Z)iel, [Tiel %, se define como el filtro en [7i¢ Yi, que tiene como base todos
los conjuntos de la forma [ Bi, donde B; € .% para cadai < | y B =Y; salvo para un
numero finito de indices.

Con las observaciones precedentes es claro que si %; es una base de filtro para .%;
entonces [;¢) %i es una base de filtro para [;¢ -#i.

Supongamos ahora que (Y;)ics es una familia de espacios topol6gicos y consideremos
Y :=[ie Yi dotado de su topologia producto. Para cada y = (Yi)iel €Y, Si .4, €s una
base de entornos abiertos de y; en Y;j, entonces el filtro producto .4 = [ic| -4 €S una
base de entornos abiertos de y en Y. Para el espacio producto Y = [ Yi escribiremos 7,
para denotar la proyeccion sobre la j-ésima coordenada 1 : [i¢ Yi — Y definida por
15 ((Yi)iel) :==Yj, para cada (Yi)iel €Y. Entonces si .# esunfiltroenY, 15(.%) es un filtro
en Y; para cada i € . Ademas si % es un ultrafiltro 75(%/ ) sigue siendo ultrafiltro en Y;.
En general, si f : Y — Z es una aplicacion suprayectiva, entonces la imagen de un filtro
sigue siendo un filtro y en el caso en el que dicho filtro sea compactoide el filtro imagen
también lo es.

Obsérvese que en las condiciones anteriores, si .% es unfiltroenY, entonces .% es mas
fino que el filtro producto [i¢ 75(-%#). Un sencillo razonamiento muestra que un filtro .%#
es convergente en'Y si, y solo si, para cada i € | el filtro 75(.%) es convergente en'Y;.

Proposicion 1.5.2. Sea (Y;)iel una familia de espacios topoldgicos y para cada i € | sea
2 una base de filtro compactoide en Y;. Entonces, la base de filtro producto [;c| %i es
compactoide en i Yi.

DEMOSTRACION: Sea % un ultrafiltro mas fino que [, %. Paracadai € |, (%) es
un ultrafiltro en Y; més fino que %;. Puesto que %; es compactoide, el ultrafiltro 75(%)
converge en'Y; para cada i € I, lo que es equivalente a decir que % converge en [Jig Yi. O
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La proposicion anterior tiene como caso particular el Teorema de Tijonov.

Corolario 1.5.3 (Teorema de Tijonov, 1935). Si (Y;)ic| es una familia de espacios com-
pactos, entonces el espacio producto ;¢ Yi es compacto.

DEMOSTRACION: Para cada i € I, tomamos %; = {Y;}. Entonces la base de filtro pro-
ducto MMie1 %i (= {[ie Yi}) es compactoide. Como todo ultrafiltro en [Jic, Yi es mas fino
que [ie) %, la definicion de compactoide implica que todo ultrafiltro en [7;¢; Yi es con-
vergente, y por tanto ;¢ Yi €s compacto. 0

Proposicion 1.5.4. Sea (Y;)ic) una familia de espacios topoldgicos. Para cada i € | sea
2 una base de filtro en Y; que subconverge a un subconjunto compacto no vacio L; C Y;.
Entonces, [ic| %i subconverge a [i¢ Li.

DEMOSTRACION: Para cadai € | la base de filtro %; es compactoide por el teorema 1.2.3.
Gracias a la proposicion 1.5.2 la base de filtro [ % es compactoide, y asi tenemos
que Tier i~ C(iel %i) después del apartado (iii) de la proposicion 1.2.2. Fijemos un
ultrafiltro % mas fino que [ic; %i. Como []ic| Bi es compactoide, % converge a cierto
punto y € g Yi. Ahora 15(% ) es un ultrafiltro en Y; mas fino que %, para cada i € I;
por tanto 75(%/ ) es convergente a un punto y; que necesariamente pertenece a L; gracias
al apartado (ii) de la proposicion 1.2.2. De aqui se sigue que y € []i¢ Li. Si tenemos en
cuenta la igualdad (1.2) pagina 3, hemos probado que C([Jic %i) C [Miel Li- Como ya
sabiamos que [ic| %i ~>C([Tiel %), ahora tenemos que [ic; %i~[Niel Li, Y la prueba
termina. OJ

Un caso particular de la proposicion 1.5.4 es el teorema de Wallace que sigue que
puede encontrarse en [25, pag. 140]

Corolario 1.5.5 (Teorema de Wallace, [25]). Sean (Y;)ici una familia de espacios topo-
I6gicos y Lj C Y; un conjunto compacto de Y;, para cada i € |. Entonces para cada abierto

W en [ig Yi con
I_’Li CcW,
le

existen abiertos U; C Yj, para cada i € I, con U; =Y; salvo para una cantidad finita de

indices, tales que
|'| Li C r’ Ui CW.
le le
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DEMOSTRACION: Sea .4{; la familia de los conjuntos abiertos de Y; que contienen a L;,
i € 1. Cada .4{; es una base de filtro que claramente satisface .4{, ~»L;. La proposicion
1.5.4 nos dice que [ic; A~ [Tier Li en [Tie Yi, que es exactamente lo que queremos
demostrar. O

1.6 USCOS

Los resultados de las secciones anteriores se aplican de forma natural al estudio de
aplicaciones usco entre espacios topoldgicos. Tal y como se comenté en el ejemplo 1.2.6
una aplicacion multivaluada entre dos espacios topol6gicos ( : X — 2Y es usco si para
cada x € X el conjunto (x) es compacto no vacio y @ (4x) ~ P(X).

Empezamos por recoger un resultado que unifica resultados previos en [16, 58, 12].

Teorema 1.6.1. Sean X eY espacios topoldgicos, Y regular. Para cada x € X fijamos . #x
una base de entornos de x en X. Sea Z un subconjunto denso de X y ¢ : Z — 2Y una
aplicacion multivaluada. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe @ : X — 2Y usco tal que

¢ (x) C @(x) para cada x € Z; (1.21)
(if) la base de filtro
{#(UNZ)}ye s es compactoide en Y, para cada x € X. (1.22)

Cuando (ii) se satisface, si para cada x € X definimos

Yx) ={eUNZ):U €A},
entonces ( : X — 2Y es usco y es minima con respecto a todas las aplicaciones usco de X
en 2" que tienen la propiedad (1.21). Si ademas ¢ es usco sobre Z, entonces ¢ (X) = @(x)
para cadax € Z.
En el caso en el que X satisface el Primer Axioma de Numerabilidad e Y es tal que los
subconjuntos relativamente numerablemente compactos son relativamente compactos, la
condicion (1.22) se satisface si, y solo si, la siguiente condicion se verifica:

para cada sucesion (xn)n en Z convergente en X,

el conjunto U @ (xn) es relativamente compactoen Y. (1.23)

n
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DEMOSTRACION: La implicacion (i)=-(ii) ha sido esencialmente comentada ya. En efec-
to, si ¢ es usco entonces @(.4x) ~> @(x) es compactoide; si ahora suponemos que (1.21)
se satisface, entonces {¢ (U NZ)}ye s~ @(x), donde @(x) es un conjunto compacto y
(i) esta probado.

Reciprocamente, supongamos que (ii) se da y establezcamos que  definida como en
el enunciado es usco y satisface (1.22). Como para cada x € X la base de filtro {¢ (U N
Z)}ue.x, €s compactoide en 'Y, el conjunto

W) =NeUNZ):U €A}

es compacto no vacio gracias al teorema 1.2.3. Vamos a demostrar que  es superiormente
semicontinua. Tomamos un conjunto abierto V en Y con /(x) C V. Puesto que la base
de filtro {¢ (U NZ)}uc s s compactoide e Y es regular, el teorema 1.2.3 garantiza la
existencia de U € . tal que ¢(UNZ) c V. De aqui, concluimos la inclusién @(U) C
¢(UNZ)cCV,yasi ( es usco.

Claramente s satisface las inclusiones de (1.21). El hecho de que ¢ es minima con
respecto a todas las aplicaciones usco que satisfacen la condicion (1.21) es facil también.
Supongamos que @ : X — 2" es usco, con ¢ (x) C @(x) para cada x € Z. Entonces

Ypx)={eUNZ):U e A} c({pUNZ):U e A} C p(x),

para cada x € X, donde la dltima inclusion se verifica porque @ es usco. Para terminar con
las propiedades de , si ¢ es usco sobre Z, entonces

Y(x)=({o(UNZ):U e .K}Cd(x), paracadax e Z,

y en este caso se tiene que @(x) = Y(x) para cada x € Z.

Vamos a probar ahora la ultima parte del teorema. Fijamos .45 una base de entornos
numerable para cada x € X. VVamos a probar que la condicion (1.23) se verifica si, y solo
si, la condicion (1.22) se satisface para estas bases numerables .45, x € X.

Supongamos que (1.23) se satisface y veamos que (1.22) también lo hace. Puesto que
los conjuntos relativamente numerablemente compactos en Y son relativamente compac-
tos, para comprobar (1.22) es suficiente probar que la base de filtro {¢ (U NZ)}ye 4 €S
numerablemente compactoide para cada x € X, después del teorema 1.3.12. Tomamos
(Yn)n < {®(UNZ)}ye. g Podemos suponer que .45 Se expresa como una sucesion decre-
ciente de entornos abiertos de x dada por

U DUzD---DUpD---
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Para (yn)n existen enteros positivos Ny < np < --- < ng < --- tales que
yn€ @(UxNZ) parang <n<ng1,k=1,2,...
Escogemos ahora
Xn € UkNZ conyn € ¢(Xn) parang < n <ngy1,k=1,2,...

La sucesion (xn)n>n, esta contenida en Z y converge en X, asi se tiene la inclusion

{ynin=ni}c |J d(xn),

n=ny

lo que establece que {yn : n € N} es relativamente compacto y de esta forma hemos con-
cluido que (1.23)=- (1.22).
Para establecer que (1.22)=- (1.23) es suficiente establecer que

para cada conjunto A C Z relativamente compacto en X, (1.24)

@ (A) es relativamente compactoen'Y.
Supongamos A como en (1.24). Tomamos una red (Yi)iep en @ (A). Elegimos (X;)iep en
A tal que y; € ¢(x;) para cada i € D. Puesto que A es relativamente compacto en X, la
red (xj)iep tiene una subred (X;)jey que converge a un punto x € X. Como (yj)jes <
{9(UNZ)}ye. s, por el teorema 1.2.3 tenemos que la red (yj)jes tiene puntos de aglo-
meracion. De aqui se obtiene que, (Yi)iep tiene también puntos de aglomeraciony ¢ (A)
es relativamente compacto. O

Aprovechando las ideas con las que hemos acabado la prueba del teorema anterior
podemos demostrar facilmente el corolario que sigue, que recoge el bien conocido hecho
de que las aplicaciones usco transforman compactos en compactos.

Corolario 1.6.2. Sean X e Y espacios topoldgicos y ¢ : X — 27 una aplicacion usco,
entonces para cada K C X compacto ¢(K) es compacto.

DEMOSTRACION: Sea K C X un compacto. Para demostrar que ¢(K) es compacto pro-
bamos que toda red tiene un punto de aglomeracion en @(K). Sea (yj)jep una red en
O(K) = Uxek @(x). Elegimos (xj)jep tal que yj € @(x;) paracada j € D. Lared (Xj)jep
tiene un punto de aglomeracion x en K, por ser K compacto. Como (y;)jep esta even-
tualmente en @(A4%) y @(A%) ~ @(x), entonces, por el teorema 1.2.3, lared (y;); tiene un
punto de aglomeracion en ¢(x) C @(K) y la prueba acaba. O
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Proposicion 1.6.3. Sean {Xi};., e {Yi}j, dos familias de espacios topologicos. Para
cada i1, sea @ : X; — 2" una aplicacion multivaluada usco. Entonces la aplicacion
@ et Xi — 2MierYi definida por @((%i)i) = [Tier @(Xi) es usco.

DEMOSTRACION: Por el teorema de Tijonov, 1.5.3, para cada X = (Xi)iel en [ig X,
@(x) = [ier @(Xi) es compacto. Por otra parte, utilizando que cada ¢ es usco, tenemos
que @ (A% )~ @(x) para cada i € I. Si utilizamos 1.5.4 concluimos que

D @A)~ IU @xi).

Para terminar s6lo nos queda observar que la base de filtro @([]ic -#%) €s mas fina
que el producto [Jic @ (1% ); se concluye también que @([ic %)~ [Tiel @(Xi). Co-
mo [Tier 4% €S una base de entornos de x = (x;)ici hemos asi establecido que @ es una
aplicacién usco. O

La proposicion que sigue se basa en el siguiente hecho elemental: si ¢ :Y — 2% es
una aplicacion multivaluada superiormente semicontinua y % es una base de filtro que
subconverge en'Y al conjunto L, entonces @(%) ~- @(L).

Proposicion 1.6.4. Sean X, Y y Z espacios topologicosy @: X — 2Y, @Y — 24 aplica-
ciones multivaluadas usco, entonces la composicion W = o ¢ dada por

W) =wex)= |J wy), xeX,

ye(x)
€S usco.

DEMOSTRACION: Después del corolario 1.6.2, el conjunto W(x) = ¢(@(x)) es compac-
to para cada x € X, puesto que es la imagen mediante la aplicacion usco ¢ del com-
pacto ¢@(x). Veamos ahora que W es superiormente semicontinua. Por ser ¢ usco, pa-
ra cada x € X, se tiene que @(4x)~> @(X). Por la observacion previa, aplicada para la
multifuncion , la base de filtro 2 = @(4#%) y el conjunto L = ¢(x), se concluye que
W(Ax) = Y(@(Ax))~ Y(@(x)), y la prueba termina. O

Proposicidon 1.6.5. Sean 11y T, dos topologias en Y tales que todo subconjunto 71-com-
pacto de Y es To-compacto. Si ¢ : X — 2Y es 11-usco y X es primer axioma, entonces ¢
s Tp-UsCO.
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DEMOSTRACION: Puesto que X es primer axioma, para cada x € X existe una base de
entornos numerable .#5. Como @ es usco la base de filtro numerable @(.#%) subconverge
al compacto ¢(x). Utilizando la proposicion 1.4.1 obtenemos que @(-#x) ~~ @(x) en (Y, 12)
para cada x € X. Por tanto ¢ es usco considerando en'Y la topologia 1o. O

Acabamos esta seccion con la proposiciéon 1.6.11 que nos sera de utilidad posterior-
mente. Para entender la prueba de la proposicion necesitamos algunas consideraciones
sobre la topologia de Vietoris y la distancia de Hausdorff que pasamos a exponer.

Sea M un espacio métrico escribimos

A (M) :={K CM: K cCM compacto no vacio },

para denotar el reticulo de los compactos de M. Dada una familia finita de abiertos & =
{01,02,...,0n} en M, definimos

n
(0) = {Ke,}i/(M):Kc JOiyKNO; ;é(bparacadaizl,...,n}. (1.25)
i—1

La topologia de Vietoris en J# (Y ) es la topologia que tiene por base la familia
{(&) : O familia finita de abiertosen'Y },

véase [25, pags. 120-121].
La topologia de Vietoris en # (M) deriva de una métrica, a saber, la métrica de Haus-
dorff, que se define para K, K’ € .# (M) como

dy (K,K’) =inf{r > 0:By(K,r) > K"y Bg(K’,r) DK},

donde By(K,r) = {x e M :d(x,K) =inf{d(x,x) : X e K} <r}.
En la proposicion que sigue, tomada de [64, pag. 101], se da una prueba de este hecho.

Proposicion 1.6.6. Sea (M, d) un espacio métrico. Se tienen las siguientes propiedades:
(i) si & ={01,05,...,0n} es una familia finita de subconjuntos abiertos de (M,d),
entonces (0 es abierto en (# (M), dn);
(i) la coleccion
P = {(0) : 0 familia finita de abiertos en M} (1.26)

es una base de la topologia de (7 (M),dn).
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DEMOSTRACION: (i) Sea & = {O1,0>,...,0n} una familia finita de subconjuntos abier-
tos de (M,d) y sea K € (©). Para cada i = 1,...,n, existe x; € Oj N K. Existe rp > 0
tal que Bg(K,ro) C UL, O;. Por otra parte, para cada i = 1,...,n existe rj > 0 tal que
Bq(Xj,ri) C O;. Tomamos r = min{rj Cj= 0,1,...,n} > 0. Asi,

Bq(xi,r) C Oj, parai=1,...,n, (1.27)

Bq(K,r) C Lnjoi. (1.28)
i=1

Sea K’ € .#'(M) tal que dy (K,K’) < r. Como K’ C By4(K,r), la inclusién (1.28) nos da
K" c UL, O;. Por otro lado, fijemos un elemento arbitrario Oj € &. Como K C By(K’, r),
existe x € K’ tal que d(x,x;) <r. Por (1.27), x € Oj, es decir, K'NO; # 0, y asi By, (K,r) C
(0).
(ii) Para cada K € 2 (M) y € > 0, existe una familia finita & = {O4,...,0n} de subcon-
juntos abiertos de (M, d) tal que

a) KCUL10i CBy(K,¢),

b) paracadai=1,...,n, OiK # 0,

c) paracadai=1,...,n, diam(0O;) <e&.
Asi, K € (0). Afirmamos que (£') esta contenido en Bg, (K, €). Para demostrar la afir-
macion anterior tomamos un elemento arbitrario K’ € (&). Por la condicién a), tan sélo
tenemos que demostrar que K C Bgy(K’, €). Sea x € K. Por a), existe ig tal que x € O,
Como K’ € (€') tenemos que K'NO;, # 0, lo cual implica por c) que existe X’ € K’ tal que
d(x,x') < g, yasi x € Bg(K',€).

Para probar que % es base de la topologia vemos por Gltimo que dados dos elemen-
tos de &, (01) = {O1,...,05} y (0) = {0%,...,03}, entonces (1) N (02) € A. Si
denotamos O; = UL, Ol y O, = U™, O?, entonces

(01) N (02) = ({01N0%,01N03,...,01N 07,01 N 02,05N0;,...,04N02}),

y asi acaba la prueba. O

Corolario 1.6.7. Sea (M,d) un espacio métrico. Si la sucesion (Ky)n converge hacia K
en (£ (M),dy), entonces Ko = U, Kn UK es compacto en (M,d).
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DEMOSTRACION: Sea (Oj )i una familia de abiertos en (M, d) que cubre Ko. Puesto que
K es compacto, existe F C | finito tal que K C Ujcg Oi y KNOj # 0, paracadai € F. Sea
0 ={0; :i € F}. Elconjunto (&) es un entorno abierto de K en (-2 (M),dy), y por tanto
existe ng € N tal que si n > ng entonces K, € (&). Por otra parte, para cada n < ng, existe
Fn C 1 finito tal que Kn C Uier, Oi. Asi, Ko C U{Oj:ic FUFLU...UFy} v la prueba
termina. O

Proposicion 1.6.8. Sea (M,d) un espacio métrico y D € M un subconjunto denso. En-
tonces la familia Z7o(D) de las partes finitas de D es un subconjunto denso en el espacio
(A (M), dn).

DEMOSTRACION: Sea &' = {01,0,,...,0p} una familia finita de abiertos de M. Como
D es denso en M, paracadai=1,...,n, existe x; € D, tal que x; € DNO; . El conjunto
finito {x1,...,Xn} €s un elemento de &,(D) y claramente pertenece a (). Esto ultimo
dice, gracias a la proposicion 1.6.6, que Z(D) es denso. OJ

Las siguientes definiciones son estandar y pueden encontrarse, entre otros, en [25,
pags. 27, 44], [2, pag. 4-5] y [44]. Dado un conjunto A escribimos, como es habitual, |A|
para denotar el cardinal de A.

Definicion 1.6.9. Sea Y un espacio topolégico.

(i) El conjunto de los nimeros cardinales |#| donde % es una base de la topologia
de Y, tiene un elemento minimo; este nimero cardinal minimo se llama peso del
espacio topologico Y y se denota por w(Y ).

(i) Definimos el caracter de densidad d(Y ) de Y, como el minimo cardinal de un con-
junto densoeny.

Con esta terminologia, un espacio Y satisface el segundo axioma de numerabilidad
(resp. Y es separable) si, y solo si, w(Y) (resp. d(Y)) es a lo mé&s numerable.

Corolario 1.6.10. Sea M un espacio cuya topologia esta asociada a una métrica d y sea
2 (M) el reticulo de los compactos de M con la topologia asociada a la distancia de
Hausdorff. Entonces,
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Figura 1.1: La distancia de Hausdorff entre los compactos K1 y K2, representados por
figuras opacas, viene dada por R:=max{r1,r2}.

DEMOSTRACION: Es bien conocido, véase mas adelante la proposicién 2.3.3, que para
todo espacio métrico su caracter de densidad y peso coinciden. La proposicion 1.6.8 nos
dice que d(.#(M)) < d(M). Por otra parte, como (M,d) puede mirarse de forma natural
como subespacio de (. (M),dy) se tiene que w(M) < w(.%#(M)). Combinando todas
las estimaciones anteriores tenemos que

y la prueba termina. O

Obsérvese que alternativamente el corolario 1.6.10 se puede demostrar directamente
utilizando la proposicion 1.6.6.

Proposicion 1.6.11. Sea Y un espacio topoldgico en el que los subconjuntos relativa-
mente numerablemente compactos son relativamente compactos y m un nimero cardinal.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) existe una aplicacion multivaluada usco g : M — 2Y definida en un espacio métrico
M de peso m tal que Y = Uyem Y(X);
(ii) existe una familia {Yk : K € 2#(M’)} de subconjuntos compactos de Y indicada en
el reticulo de los compactos de un espacio métrico M’ de peso m tal que
(@) Yk, C Yk, Si K, Ko € 2 (M) y K1 C Ky;
(b) U{Yk: Kex (M)} =Y.

DEMOSTRACION: Veamos como (i)=-(ii). Sea ¢ la multifuncion dada en (i). El co-
rolario 1.6.2 nos dice que para K € 2# (M) el subconjunto (K) de Y es compacto.
Asi, si tomamos M’ = M y para K € J# (M) definimos Yk := ¢/(K) entonces la fami-
lia {Yk : K € # (M)} verifica las condiciones requeridas en (ii).

La implicacion (ii)=-(i) es como sigue. Sea {Yx : K € #(M’)} la familia de sub-
conjuntos compactos que satisface (a) y (b) en (ii). Si d’ es la métrica de M’ definimos
M := ¢ (M’) con la métrica de Hausdorff d := d/,. Consideramos ahora la funcion mul-
tivaluada ¢ : M — 2Y dada por

¢(K) =Yk, paraK € 7 (M').

La multifuncion ¢ satisface la condicidn (1.23) en el teorema 1.6.1: efectivamente, si
(Kn)n €s una sucesion de compactos convergente hacia K en (#(M’),dy,), entonces,
después del corolario 1.6.7, |J,Kn UK es compacto en 'Y ; asi, la condicion (a) nos dice
que

o (Kn) =Yk € YU, Knik:
n n

es relativamente compacto en'Y, es decir, la condicion (1.23) es satisfecha. ComoenY los
subconjuntos relativamente numerablemente compactos son relativamente compactos, el
teorema 1.6.1 nos garantiza ahora una multifuncion y : # (M) — 2Y usco tal que ¢ (K) C
Y(K), para cada K € .7 (M’). Toda esta informacién nos dice que (i) se satisface para
M = ¢ (M’) dado que M’y % (M’) tienen el mismo peso después del corolario 1.6.10.
U

El ejemplo 2.3.20 en la pagina 68 pone de manifiesto que la hipdtesis de que los
conjuntos relativamente numerablemente compactos de Y sean relativamente compactos
no se puede relajar en la proposicion anterior.
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1.7 Filtros compactoides y la medida de no-compa-
cidad: Teorema de Kuratowski

Siguiendo a Dolecki, Greco y Lechicki, [21], mostramos una aplicacion mas de los
filtros compactoides: El Teorema de Kuratowski.
La definicion que sigue la encontramos en [54, pég. 29].

Definicion 1.7.1. UnespacioY se dice que es uniforme cuando existe un filtro enY xY
con las siguientes propiedades:
(i) SiU € 4, entonces U contiene la diagonal, es decir, contiene el conjunto dado por
{y):yevY}
(ii) Si U € 4 entonces el conjunto {(y,y") : (Y',y) eU} € sl
(iif) ParacadaU € 4, existe V € i tal que

{(x,z) : existeyeY :(x,y)eVe(yz)eV}CU.

Para caday €Y y para cada U € il se define el conjunto Uy = {y’ €Y : (y,y') eU}. La
familia {Uy ‘U € u} es una base de entornos abiertos de y para una topologia, a la que
llamamos topologia del espacio uniforme (Y, 41).

La definicion que sigue ha sido tomada de [21].

Definicion 1.7.2. Sea (Y, ) un espacio uniforme. Un filtro .# (base de filtro ) enY se
dice que es totalmente acotado si para cada U € i1, existe un conjunto finito {y1,...,yn} C
YyF e.Z, (Be %), tal que

FclJuw), BcJum)

i=1 i=1

dondeU(yi) ={yeY: (yi,y)eU}.

Proposicion 1.7.3 ([21], Prop. 7.1). Sea (Y,4l) un espacio uniforme completo. Un filtro
Z (base de filtro %) es compactoide en Y si, y solo si, es totalmente acotado.

DEMOSTRACION: En un espacio uniforme un filtro compactoide es siempre totalmente
acotado, basta para ello considerar el teorema 1.2.3(iii). Para el reciproco se requiere la
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completitud del espacio. Supongamos que .7 es totalmente acotado. Sea %/ un ultrafiltro
mas fino que .7 . Para cada U € 4l existe un conjunto finito {y1,...,yn} CY tal que

n

U Uyi)e ¥ C¥%.

i=1
Puesto que % es un ultrafiltro existe ng € {1,...,n} tal que U(yn,) € %, [52, pag. 83].
Es decir, 7 contiene conjuntos de diametro arbitrariamente pequefio. Por completitud,
tenemos entonces que %/ es convergente y la prueba acaba. O

Definicion 1.7.4. Sea M un espacio métricoy A C M, se define la medida de no compaci-
dad de Kuratowski, a(A), de un conjunto A como el infimo de los nimeros reales positivos
r para los cudles existe una particion finita de A cuyos elementos tienen didmetro menor
quer.

Proposicion 1.7.5. Sea M un espacio métrico. Un filtro .% (base de filtro %) en M es
totalmente acotado si, y sélo si,

F'QLG(F) =0 (B!.QIEG(B) =0). (1.29)
DEMOSTRACION: Supongamos que .7 es totalmente acotado. Después de la proposicion
1.7.3 .F es compactoide. Sea € > 0. Denotamos por B¢ (x) la bola abierta de centro x
y radio €. La familia (Bg(X))xem €S un cubrimiento abierto de M. Después del teorema
1.2.3 existe F € .Z y un conjunto finito {x1,...,X,} C M tal que F C U1 Bg(xj). Asi,
0 <a(F) <&, ydeaqui se obtiene la igualdad (1.29).

Supongamos ahora que la ecuacion (1.29) se verifica. Sea & = (Oj )i un cubrimiento
por abiertos de M. Por el Teorema de Stone, [25, Theorem 4.4.1, pag. 280], para cada
€ > 0, existe un refinamiento de &, ¢”, tal que diam(O) < € para cada O € &’. Ahora
existe F € .# y un conjunto finito de elementos de &, {O},...,0y} talesque F C UL, O;.
Puesto que ¢” es un refinamiento de ¢, existen O; € ¢ tales que O] C O; para cada
i=1,...n, de donde se sigue que

n
F C U O;.
i=1
Por el teorema 1.2.3, .% es compactoide y la prueba acaba. O
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Corolario 1.7.6. Sea M un espacio métrico completo. Un filtro .% (base de filtro %) tal
que infec 2z a(F) =0 (infge a(B) = 0) es compactoide.

DEMOSTRACION: Basta observar que los filtros totalmente acotados y los filtros compac-
toides coinciden en un espacio métrico completo. O

Corolario 1.7.7 (Teorema de Kuratowski, [56]). Sea (An)nen Una sucesion decreciente
de conjuntos cerrados en un espacio métrico completo. Si limp_.. a (An) = 0, entonces

(o)
[ An
n=1
es compacto y no vacio.

DEMOSTRACION: La familia # = (An)nen €S una base de filtro y, después de la pro-
posicion 1.7.5, totalmente acotada. Utilizando la proposicién 1.7.3 tenemos que 4 es
compactoide. Finalmente, por el teorema 1.2.3, C(%) = -1 An €S cOmpacto y no vacio
y la prueba acaba. O



Indice de K-determinacién de
espacios topologicos

En este segundo capitulo introducimos, tal y como ha sido detallado en la introduc-
cion general, el indice de K-determinacion ¢Z(Y ) de un espacio topoldgico Y. El indice
de K-determinacion de un espacio topologico Y lo definimos en términos de aplicaciones
usco y a través de €l obtenemos el nimero minimo de compactos que necesitamos en la
compactificacion BY para determinar via intersecciones numerables a partir de ellos to-
dos los puntos de Y, véase la caracterizacion dada en la proposicién 2.1.5. Estudiamos el
comportamiento de ¢Z con respecto a las operaciones habituales en espacios topoldgicos
y lo relacionamos con otras funciones cardinal ampliamente estudiadas en topologia: nu-
mero de Lindeldf y peso de un espacio, indice de Nagami, etc. Destacamos la relacion
que encontramos en la seccion 2.5 entre ¢Z(Y ) y la tightness de Cp(Y) y el indice de
monoliticidad de los compactos de Cp(Y ); en particular, cuando se /(Y ) es numerable,
es decir, cuando Y es numerablemente determinado obtenemos que Cp(Y ) tiene tightness
numerable y sus compactos separables son metrizables; de esta forma se da una prueba
puramente topologica de la angelicidad de Cp(Y) para Y numerablemente determinado.
Desde un punto de vista analitico estudiamos el indice de K-determinacion en espacios
del tipo C(K) dotados de su topologia de convergencia puntual y débil y, mas en general,
el indice de K-determinacion de espacios de Banach dotados de sus topologias débiles,
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extendiendo un buen nimero de los resultados que Talagrand [77] habia demostrado para
espacios de Banach débilmente K-analiticos y débilmente numerablemente determinados.

Muchas de las demostraciones de este capitulo se han podido hacer de forma, a nuestro
juicio, breve y elegante gracias a las propiedades que se han estudiado en abstracto sobre
filtros compactoides y numerablemente compactoides en el capitulo 1.

Queremos comentar también que utilizamos estas técnicas generales para dar dis-
tintas aplicaciones a cuestiones de metrizabilidad en espacios uniformes y en espacios
localmente convexos.

Siempre que nos es posible, ponemos de manifiesto mediante ejemplos, que nuestros
resultados son los més finos que se pueden demostrar.

2.1 Definicion y caracterizaciones

Definimos ahora una nueva funcién cardinal, que « intuitivamente mide el nimero
minimo de compactos necesario para cubrir de forma continua un espacio topologico.»

Definicion 2.1.1. Llamamos indice de K-determinacion de un espacio topologico Y, y
lo denotamos por ¢%(Y), al cardinal mas pequefio m para el cual existe un espacio
métrico M con w(M) = m y una aplicacion multivaluada ¢ : M — 2" usco tal que
Y =U{p(x): xeM}.

En primer lugar observamos que la funcion cardinal indice de K-determinacion esta
bien definida. Efectivamente, sea’Y un espacio topoldgico e (Y,d) el espacio Y dotado de
la métrica discreta d, (es decir, la métrica que asocia a cada par de puntos (y1,y2) €Y xY
el valor 1 si y; #y2 y 0 en caso contrario). El espacio (Y,d) es entonces un espacio
métrico con w(Y,d) = |Y|. Ahora, la aplicacion identidad Id : (Y,d) — (Y, T) es continua
y suprayectiva, en particular usco y asi obtenemos una cota superior del indice de K-
determinacion del espacio Y,

Z(Y) <|Y|. (2.1)

La definicion de indice de K-determinacion ¢Z(Y) de un espacio topolégico Y esta
dada de forma externa, ya que en ella intervienen un espacio métrico M y una aplicacion
usco @ : M — Y. Es natural preguntarse si /(Y ) se puede caracterizar en términos ex-
clusivos de Y: la respuesta es, en cierto modo, afirmativa pero involucra Y y al menos su
compactificacion de Stone-Cech BY, véase la proposicion 2.1.5 y el corolario 2.1.6.
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El siguiente resultado, que tiene interés por si mismo, es la herramienta que necesita-
mos para establecer las caracterizaciones referidas en el parrafo anterior.

Proposicion 2.1.2. Sea M un espacio métrico y m un cardinal tal que w(M) = m. En-
tonces existen un conjunto I, con |I| = m, un subespacio X IV, donde I se dota de su
topologia discreta y una aplicacion f : £ — (M, d) continua y suprayectiva.

DEMOSTRACION: Sea | un conjunto con [I| =my & = {O; : i € |} una base de abiertos
para la topologia en M. Definimos = c IN como

s = {(in)neN € 1N (O, )nen €s base de entornos para algdn x € M} :

Por la propia definicion que hemos dado de Z, la aplicacion f : £ — M dada por f((in)n) =
Mn Oi,, esté bien definida y es suprayectiva. Vleamos que es continua. Para ello, sea (in)n €
IN una sucesion de indices tal que (Oj, ), es base de entornos de x € M, es decir, ((in)n) =
X. Sea U un entorno abierto de x. Puesto que (O;,)n es base de x existe ng € N tal que
Oino C U. Definimos el conjunto

O :={(in)nen €Z: jng =ling},

que es claramente un abierto en X. Entonces, (in)ney € O y f(O) C U, quedando asi
finalizada la prueba. O

De la proposicion anterior se obtiene como caso particular que un espacio métrico
separable es imagen continua de un subespacio de NV,
La siguiente definicion esta tomada de [25, pag. 28].

Definicion 2.1.3. Sea (Y, T) un espacio topolégico. Dado un puntoy € Y, el caracter dey
enY, x(y,Y) es el cardinal mas pequefio para las bases de entornos de y en la topologia
T. El caracter de Y denotado por x (Y ) se define como el supremo supycy X (¥,Y ).

Con esta nomenclatura el espacio Y es primer axioma si x(Y) < Oo.
La misma prueba que hemos dado en la proposicion 2.1.2 sirve para demostrar el
resultado mas general que enunciamos a continuacion.

Proposicion 2.1.4. SeaY un espacio topoldgico, my m’ cardinales tales que w(Y) =my
x(Y) =m'. Entonces existen conjuntos 1 y J, con |I| = my |J| = m’, un subespacio > C I,
donde I se dota de su topologia discreta, y f : = — X continua y suprayectiva.
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Obsérvese que gracias a la proposicion anterior en la definicion de ¢~ podemos uti-
lizar indistintamente espacios métricos o espacios que satisfacen el primer axioma de
numerabilidad.

En la caracterizacion que sigue en 2.1.5 hacemos uso de la existencia de la compactifi-
cacion de Stone-Cech para un espacio topoldgico completamente regular Y. Recordemos
que la compactificacion de Stone-Cech de Y, véase [25, Section 3.6], s un espacio com-
pacto BY, unico salvo homeomorfismos, para el que se cumplen:

() existe una aplicacion continua A:Y — BY con la propiedad de que A:Y — A(Y)
es un homeomorfismo;
(if) A(Y)esdensoen B(Y);
(iii) si f € C(Y), entonces existe una aplicacion continua f#: B(Y) — K tal que fPoA=
f.

Si | es un conjunto denotamos por 1Y) el conjunto de las sucesiones finitas de ele-

mentos de |. Dado a = (ap)n € I denotamos por ajn = (a1, aa,...,dy).

Proposicion 2.1.5. SeaY un espacio topologico completamente regular y m un cardinal
infinito. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) (2(Y) <m;
(i) existe un conjunto 1 con [I| < m, un subespacio = C I y una aplicacion usco
W:s 2 talqueY =UJ{W(a):acz};
(iii) existe una familia de conjuntos cerrados </ = {A;j: j € J} en BY, 3] <m, tal que
para caday €Y existe una sucesion (jn), C J, tal que

ye (AL CY. (2.2)

neN
DEMOSTRACION: (i)=(ii) Si £Z(Y ) < m existe por definicion un espacio métrico M con
peso W(M) <my @: M — 2Y usco conY = ey @(X). Después de la proposicion 2.1.2,
existen un conjunto | con |I| = w(M) < m, 3 un subespacio de Iy f : = — M continua
y suprayectiva. Si escribimos W = @o f, entonces W : X — 2" es usco por la proposi-
cion1.6.4,eY = Jgyes W(a).
(it)=-(iii) Sean I, £y W como en el enunciado de (ii). Definamos

J= {(il,iz,...,in) e 1N existe a € 3 tal que a|n = (il,iz,...,in)}.

Claramente |J| < m. Dado (iy,i2,...,in) € J definimos

- . Y
ALy in i =Y{yeZ:yn=(i,i2,.. .,|n)})ﬁ ,
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y afirmamos que la familia <7 = {Ai i, i, : (i1,i2,...,in) € J} tiene las propiedades re-
queridas. Efectivamente, dado y € Y existe o € X tal que y € W(a). Por otro lado, para
cada n € N, definimos

Van={yeZ:yln=aln}.

Entonces (Vq,n)n €s base de entornos de a en . Como W es usco, se tiene que la ba-
se de filtro W(Vq|n)n subconverge a W(a) en Y. Asi, el teorema 1.2.3 nos asegura que
{lP(Va‘n)}n es compactoide enY y el lema 1.2.4 nos dice que

[o0]

—BY
ﬂ WVgn) CVY.
n=1

Como (Vo,m)ﬁY € o/, para cada n € N, (2.2) queda establecida.
(iii)=-(i) Supongamos que (iii) se satisface y definamos

T = {a:(an)neNeJN: (NAa, #0Y ﬂAancY},
n n
y la multifuncion ¥ : = c IN — 2 dada por
W(a):=()Ag ad EZ.

n=1

Claramente W toma valores compactos y cubre el espacio Y. Veamos que P es superior-
mente semicontinua. Fijemos a = (ap)nen Xy sea O C Y abierto tal que

Y(a) = ﬁ Ag, CO. (2.3)
n=1

Sea Ogy C BY abierto tal que Ogy NY C O. Como BY es compacto y los Ag,’s son
cerrados en BY, la inclusion (2.3) conduce a la existencia de m € N tal que

m
() Aa, C Opy.
n=1

Si ahora consideramos V = {y € Z: yjm = a|m}, afirmamos que W(V) C O. Efectiva-
mente, dado y €V se tiene

00 m m
n=1 n=1

n=1
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Consecuentemente, W(y) CY NOgy C Oy la demostracion queda terminada dado que X
es un espacio topoldgico de peso a lo mas m. O

Obsérvese que en la prueba que acabamos de hacer la compactificacién de Stone-Cech
de Y puede sustituirse por cualquier otro espacio compacto en el que Y se sumerja. Una
lectura distinta de la proposicion 2.1.5 proporciona el siguiente corolario.

Corolario 2.1.6. Para todo espacio topologico Y completamente regular se satisface la
igualdad

¢Z(Y) =min{m: m cardinal infinito satisfaciendo (ii) en proposicién 2.1.5}.

2.2 Operaciones con el indice de K-determinacion

Las funciones cardinales no siempre presentan las regularidades deseables cuando
consideramos subespacios o bien cuando realizamos operaciones entre espacios: sumas y
productos.

Una funcion cardinal  se dice que es monotona si /(Z) < g(Y ) para cada subespacio
Z de Y. El peso w es una funcién monotona, mientras que el caracter de densidad lo es
para subespacios abiertos.

Los resultados que siguen muestran el comportamiento del indice de K-determinacién
al realizar las operaciones habituales con espacios topoldgicos. En primer lugar estudia-
mos el indice de K-determinacion de un producto numerable de espacios topoldgicos.
Para ello precisamos algunos resultados de caracter general. EI que sigue lo encontramos
en [25, Theorem 2.3.13. pag. 81].

Proposicion 2.2.1. Sea (Y;)icl una familia de espacios topoldgicos. Si

W(Yi) <m > o,

o) <=

paracadaie ly |I| <m, entonces
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En particular, si | = Ny cada Y; tiene peso infinito, entonces

( r‘LYn> < supw(Yp).
neN

Utilizaremos el resultado precedente aplicado a una familia numerable de espacios
métricos. En concreto utilizaremos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.2. Sea (Mp)nen Una familia numerable de espacios métricos y m un cardi-
nal infinito. Entonces el espacio producto M = [],<n Mn €s un espacio metrico. Si ademas

para cada n € N, entonces
w(M) <m.

Para productos numerables tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.2.3. Sea (Yn)nen Una sucesion de espacios topoldgicos y m un cardinal.
Si
Z(Yn) <m >0y,

para cada n € N, entonces

>3 ( |"Lvn) <m. (2.4)

DEMOSTRACION: Para cada n € N existen, por definicion, un espacio métrico My, con

W(Mn) = ¢Z(Yn) y una aplicacion usco ¢h : M — 2¥ tal que Yn = Uyem, ¢h(X). Después
del corolario 2.2.2, M = []neny Mn €s un espacio métrico con w(M) < m. Utilizando la
proposicion 1.6.3, la aplicacion ¢ : M — 2[Mnen™n definida por

= |:L%(Xn)a

para (Xn)n € M, es usco y satisface [Tnen Yn = U(x,)nem @((Xn)n). Asi concluimos que que
?Z([MnYn) < mYy la prueba termina. O

La proposicion que sigue muestra que la funcidn cardinal indice de K-determinacion
es monotona para subconjuntos cerrados.
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Proposicion 2.2.4. SeanY un espacio topologicoy Z C Y un subespacio cerrado. Enton-
ces (Z(Z) < lx(Y).

DEMOSTRACION: Por definicion existe un espacio métrico M con peso w(M) = ¢Z(Y)
y una aplicacion ¢ : M — 2" usco tal que Y = [Jycp @(X). Consideramos el subconjunto
M :={xeM: @(x)NZ #0} C M dotado con la métrica inducida. La funci6n cardinal
peso es mondtona, asi w(M’) < w(M). Definimos la aplicacion

d:M — 27

dada por
P(x) =@(x)NZ

para cada x € M’. El conjunto ¢(x) NZ es compacto, para cada x € M’, por ser @(x)
compactoy Z cerradoen.

Veamos ahora que @ es usco. Sea (Xp)n C M’ una sucesion convergente a x € M’.
Si yn € ®P(x,) para cada n € N, entonces y, € @(Xn) para cada n € N. Puesto que ¢ es
usco, utilizando el corolario 1.3.2 tenemos que (yn)n tiene un punto de aglomeracion y
en @(x). Por otra parte, puesto que Z es cerrado e (yn)n C Z, Se sigue que y € Z. Asi,
y € ¢(x)NZ = ®(x) y de nuevo por el corolario 1.3.2 obtenemos que ® es usco y la
prueba acaba. O

Siguiendo la notacion de [25, pag. 74], dada una familia de espacios topoldgicos
{Yitiel}talqueYinY;j =0 parai# j; consideramos el conjunto Y = (i, Yi y la familia
0 de todos los conjuntos U C Y tal que U NY; es abierto en Y; para cada i € I. Entonces &
es una topologiaenY. El conjunto Y con esta topologia recibe el nombre de suma directa
topoldgica de los espacios {Y; :i € 1} y se denota por @®ic|Y; 0 por Y1 B Yo & ... B Y S
I={1,2,... k}.

Para la demostracién de la proposicion que sigue ver [25, pag. 258].

Proposicion 2.2.5. Sea (Y;)ic| una familia arbitraria de espacios métricos disjuntos. En-
tonces la suma topologica @icY; es un espacio métrico. Si |I| <my

w(Y;) <m >[p

para cada i € I, entonces
W(DierYi) < m. (2.5)



INDICE DE K-DETERMINACION DE ESPACIOS TOPOLOGICOS 55

Proposicion 2.2.6. Sea m un cardinal e (Y;)ic) una familia de espacios topologicos dis-
juntos tales que ¢%(Y;) <m > Qg paracadaiec |y |l| <m, entonces

Z(@iYi) <m.

DEMOSTRACION: Para cada i € I, sea M; un espacio métrico con w(M;) = ¢2(Y;) y sea
@ : Mj — 2" una aplicacion multivaluada usco tal que Y; = J{@(x) : x € M;}. Definimos
para cada i € | el espacio métrico M/ := M; x {i}. Ahora {M/: i € I} es una familia de
espacios métricos disjuntos con w(M/) < m para cada i € |. Después de la proposicion
2.2.5, @ici M/ es un espacio métrico, con w(®ic;M/) < m. La aplicacion
@ BigM] — 27
P1) — a(x)

toma imagenes compactas, cubre el espacio djcY; y es usco puesto que ¢ lo es para cada
iel. OJ

Nos ocupamos ahora del comportamiento del indice de K-determinacién mediante
iméagenes de uscos.

Proposicion 2.2.7. Sean X e Y espacios topoldgicos, y @ : X — 2¥ una aplicacion multi-
valuada usco tal que Y = Uycx @(X). Entonces

05(Y) < £3(X).

DEMOSTRACION: Sean M un espacio métrico y i : M — 2X una aplicacion multivaluada
usco tal que X = Uyem @(X). Después de 1.6.4, la aplicacion multivaluada

W:M —2Y
X — @(Y(x))

es usco. También tenemos que

Y=0(Jwx) = ewx) = Y&,

XeM XeM XeM

de donde concluimos que ¢Z(Y) < ¢Z(X). O
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Corolario 2.2.8. SeanY y Z espacios topolédgicosy f : Y — Z una aplicacion continua y
suprayectiva. Entonces
Z(Z) < LX(Y).

En particular si (Y, T) es un espacio topolégico y T’ es otra topologia en Y més gruesa
que T, entonces (Z(Y, ') < (Z(Y,T).

Proposicion 2.2.9. Sea m > g un numero cardinal e (Yi)icr, || < m, una familia de
subespacios de un espacio topoldgico Y. Si /Z(Y;) <m, paracada i € |, entonces

(JYi) <m.

icl
DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que [J;¢, Yi es imagen continua de @i¢; (Yi x {i})
y utilizar la proposicion 2.2.6 y el corolario 2.2.8. O

Proposicion 2.2.10. Sea Y un espacio vectorial topoldgico sobre K y Z un subconjunto
de Y. Entonces
rZ(span(2)) <(%(Z),

donde span(Z) denota el espacio vectorial generado por Z.

DEMOSTRACION: Si Zp = {3 naumandosAiZi : Zi € Z, Ai € K}, el espacio vectorial gene-
rado por Z viene dado por

span(z) = | Zn.
n=1

Sea M un espacio métrico con w(M) = ¢3(Z) y @ : M — 24 una aplicacion multivaluada
usco tal que Z = Jycm @(x). Definimos

@h:K"x M — 2%
n
()\17"'7Anuxla"'7xn) - Zl)\l(p(xl>
i=
Trivialmente la aplicacion ¢, cubre Z,, para cada n € N. Por otra parte, la funcion
fn Kn X Mn — Zn

n
fa(AL,. . An, X1, 50, Xn) = ) AiXi
2,
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es continua. Para demostrar que ¢, es usco basta observar que @, = f o @y, donde P,
viene dada de la forma

D K"xM" — K" x (24)"
(Al,...,An,Xl,...,Xn) — (Al,.,An,(p(Xl),,(p(Xn))

Para cada n € N, la aplicacion ®,, es usco por ser producto de aplicaciones usco, propo-
sicion 1.6.3. Y de ahi, por la proposicién 1.6.4, @, también es usco. Obtenemos entonces
que ¢3(Zn) < ¢Z(Z)y después de la proposicion 2.2.9 tenemos que

(s(span(Z)) = ¢2(| J Zn) < 02(2).

neN

O

En la siguiente proposicion se establece la invariabilidad del indice de K-determina-
cion cuando en el espacio topoldgico se considera la k-topologia asociada, ver (1.15).

Proposicion 2.2.11. Sea (Y,T) un espacio topolégico y 7 la k-topologia asociada a T,
(1.15). Entonces
05(Y,T) = 02(Y,19).

DEMOSTRACION: Aplicando la proposicién 1.6.5 tenemos que si ¢ : M — 2(Y:T) es una
aplicacion multivaluada usco, siendo M un espacio métrico con w(M) = ¢Z(Y, 1), enton-
ces la aplicacion ¢: M — 2(Y.7) considerando en Y la k-topologia asociada también es
usco, y asi

(Y, T5) < 05(Y,1).

La otra desigualdad ¢ (Y, 1) < ¢Z(Y, 1) se sigue del corolario 2.2.8. O
Proposicion 2.2.12. Sean (Y,1y) Y (Z,1z), espacios topologicos y f : Y — Z una aplica-
cién suprayectiva tal que f restringida a compactos es continua, entonces

02(Z) <LX(Y).
DEMOSTRACION: Después de la proposicion 2.2.11, tenemos la igualdad
05(Y, ) = 05(Y, 1),

y por otra parte, la aplicacion f : (Y, TJ}) — Z es continua. Aplicando ahora la proposicion
2.2.8, obtenemos ¢%(Z) < ¢3(Y) y la prueba acaba. O
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Corolario 2.2.13. Sea (Y, T1) un espacio topologico y 7, una topologia en’Y més fina que
71 con los mismos conjuntos compactos, entonces

02(Y,11) =LZ(Y, 12).

DEMOSTRACION: Basta observar que la k-topologia asociada a 12 coincide con la k-
topologia asociada a 1. Asi, después de la proposicion 2.2.11,

05(Y, T8 = 05(Y, 1)
05(Y,T5) = (2(Y, 10).

Concluimos entonces que
02(Y,11) =LZ(Y, 12).

O

En el caso en el que las topologias no sean comparables tenemos el resultado que
sigue.

Proposicion 2.2.14. Sean 11 y T» dos topologias regulares en un espacio topolégico Y.
Si T1 Yy Tp tienen los mismos compactos entonces

EZ(Y, T]_) = fZ(Y, Tz).

DEMOSTRACION: Sea M un espacio métrico con /=(Y,71) =w(M)y ¢: M — 2" una
aplicacion multivaluada usco considerando en 'Y la topologia 71, tal que Y = Uyem @(X).
Para cada x € M la base de filtro ¢(./#%) es compactoide en (Y, 7). Después del corolario
1.4.2, (Y,11) e (Y,T2) tienen los mismos filtros compactoides de base numerable y asi
(%) es una base de filtro compactoide en (Y, 72) y asi @ sigue siendo usco considerando
enY latopologia 12. Hemos demostrado asi que ¢Z(Y, 1) < ¢X(Y,11). La desigualdad en
el otro sentido es idéntica y la prueba acaba. O

2.3 Relacion con otros indices topoldgicos

En las secciones precedentes hemos introducido distintas funciones cardinales como
son el peso, el caracter de densidad (véase definicion 1.6.9) o el caracter de un espacio
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topoldgico 2.1.3. Ahora recordaremos algunas mas, que pueden encontrarse en [2, pag.
4-5].

Definicion 2.3.1. La tightness de un espacio topoldgico Y, t(Y ), es el cardinal infinito
maés pequefio m para el cual se verifica que para cada conjunto Ade Y, siy € A, entonces
existe BC Atal que |B|<meyeB.

Definicion 2.3.2. El numero de Lindel6f de un espacio topologico Y ¢(Y ), es el cardinal
infinito m&s pequefio, m, tal que para cada cubrimiento de Y existe un subcubrimiento de
cardinal menor o igual que m.

En general, para un espacio topologico Y se verifica que ,
w

d(Y) <w(Y), y (2.6)
X

vease [25] y [44].

Nosotros utilizaremos que en un espacio métrico M el nimero de Lindel6f, el caracter
de densidad y el peso coinciden, que es un resultado clasico, que demostramos para hacer
autocontenida esta parte.

Proposicion 2.3.3. Sea M un espacio métrico. Entonces

DEMOSTRACION: En el caso es en el que el cardinal de M sea finito se verifica que
IM[ = £(M) =d(M) =w(M).

Supongamos entonces que |M| > . Sea & = {O; : i € |} una base de abiertos para la
topologia de M. Tomamos x; € O; para cada i € |. Entonces el conjunto D = {x; :i € 1}
es denso en M. Efectivamente, si U es un abierto en M entonces existe O; C U, y de aqui
Xi € U. Hemos demostrado que d(M) < w(M).

Veamos ahora la desigualdad contraria. Sea D = {x; : i € I} un conjunto denso en M,
entonces, si B(x, €) denota la bola abierta de centro x y radio &, la familia

0 ={B(xi,1/n):iel,ne N}
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tiene cardinal igual al del conjunto D y es una base de la topologia. Asi, si U es un abierto
en M, por ser D denso existe x; € D tal que x; € U, y por ser U abierto existe n € N, tal
que B(x;, 1) c U. De aqui d(M) > w(M).

Es claro que /(M) < w(M). Veamos que d(M) < ¢(M). Consideramos la familia

On={B(x,1/n) :x e M}
para cada n € N. Existe entonces un subconjunto M, C M de cardinal ¢(M) tal que
M= {J B(x,1/n),
XEMp

para cada n € N. Ahora el conjunto D = |J,y Mn tiene cardinal igual a (M) y es denso.
Efectivamente, sea U un abierto en M, entonces existe xy € U y n € N tal que B(xy, %) C
U. Entonces existe X € Moy, tal que xy € B(X, 2—1n). Asi, tenemos que

1 1
B(x, — B — uU.
(X72n)c (XU7n)C

En particular x € U y la prueba acaba. O

Proposicion 2.3.4. SeaY un espacio topoldgico. Entonces
0(Y) <LE(Y).

DEMOSTRACION:

Sea (M,d) un espacio métrico con w(M) = ¢Z(Y) y @ : M — 2Y una aplicacion usco
tal que Y = Uyem @(X). Sea ¢ = {O; : i € I} una familia de conjuntos abiertos tal que
Y = Uiq Oi. El conjunto ¢(x) es compacto para cada x € M, asi, existe un conjunto finito
de indices i3, i3, ..., iy tales que

@(x) C Ox UOKU...UOjx .

Por ser ¢ una aplicacion usco, si tomamos el conjunto abierto O(x) := U?leoijx, entonces
existe U (x) entorno abierto de x en M tal que

P(U(x)) € O(x).

Ahora, la familia 2 = {U(x) : x € M} es un cubrimiento abierto de M. Después de la
proposicion 2.3.3, /(M) = w(M) = ¢%(Y). Existe entonces un subconjunto S C M con
IS| < ¢%(Y) y tal que

M= JU(x).

XeS
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De ahi tenemos que
Ny
Y={JoeWUx)cJox=JU O
XeS XeS xeSj=1

es decir, hemos obtenido un subcubrimiento de cardinal menor o igual que el cardinal |S|
y |S| < LZ(Y). Asi, concluimos que £(Y) < ¢Z(Y). O

La proposicion que sigue esté en el espiritu de [9, prop.2.1].

Proposicién 2.3.5. Sea M un espacio métrico. Entonces

DEMOSTRACION: La desigualdad ¢3(M) < w(M) es obvia. Basta para ello considerar
la aplicacion identidad del espacio en si mismo. Por la proposicion 2.3.4, tenemos que
(M) < ¢%(M). Considerando ambas desigualdades obtenemos

oM) < £5(M) < w(M).

Después de la proposicion 2.3.3 /(M) = w(M). Concluimos entonces que las desigualda-
des anteriores son igualdades y el resultado queda demostrado. O

El nimero de Lindel6f no es estable para productos como pone de manifiesto el ejem-
plo que sigue a continuacion.

Ejemplo 2.3.6. Sea Y = R dotado con la topologia t para la cual una base viene dada
por todos los intervalos [y,r), donde y,r € R, y < ry r es un nimero racional. Entonces
Y es Lindelof peroY x Y no lo es. El espacio topologico (Y, T) es conocido como espacio
de Sorgenfrey, [25, 1.2.2 pag. 21].

DEMOSTRACION: El espacio Y es un espacio que verifica el primer axioma de numera-
bilidad y es Lindel6f. Sin embargo, el conjunto dado en la forma

{(y,—-y):yeY}CY xY

es un conjunto discreto de cardinal no numerable, por tanto el nimero de Lindel6f del
espacio Y x Y tiene cardinal no numerable. OJ
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De la proposicion 2.3.4 obtenemos como corolario el resultado que sigue.

Corolario 2.3.7. Sea (Yn)nen Una sucesion de espacios topologicos tal que ¢Z(Y,) <m

para cada n € N. Entonces
14 < r‘LYn> <m.
ne

DEMOSTRACION: Por la proposicion 2.2.3 tenemos que ¢Z([nen Yn) < m, Yy de ahi, por
la proposicion 2.3.4, se obtiene que ¢([Tnen Yn) < m. O

Dado un espacio topoldgico Y siempre tenemos que £(Y) <w(Y) y £(Y) < £X(Y).
Sin embargo, no es posible establecer una desigualdad general entre el indice de K-
determinacion y el peso, siendo también posible la desigualdad en el otro sentido. Da-
remos un ejemplo que ilustre dicha afirmacion. Antes necesitamos algunos resultados.

Recordamos que BN es la compactificacion de Stone-Cech de N'y w el cardinal de N.

Lema2.3.8. (i) El espacio BN tiene cardinal 22” y w(BN) = 2%,
(if) Cada conjunto cerrado e infinito F C BN contiene un subconjunto homeomorfo a
BN. En particular F tiene cardinal 22” y peso 2%.
(iii) Sean I,P C N subconjuntos disjuntos entonces

Napf —o.

DEMOSTRACION: La afirmacion (i) la hayamos en [25, 3.6.12], mientras que (ii) es [25,
3.6.14]. Como consecuencia de [81, 1.15] obtenemos de forma inmediata (iii). O

Lema 2.3.9. El espacio BN tiene 22” copias de BN.
DEMOSTRACION: Sea % la familia de las copias de BN en BN, es decir,
% ={K C BN : K es homeomorfo a SN}.

Sea | C N el conjunto de los numeros impares y P C N el conjunto de los pares. Enton-
ces | NP = 0. Utilizando 2.3.8][iii] tenemos que PN APPY = 0. Ademas TP y PPN son
homeomorfos a BN. En particular, el cardinal de [ y PPN 65 22° De la propia defini-
cion de la compactificacion de Stone-Cech resulta que si K es una copia de BNy p ZK
entonces KU {p} es una copia de BN. Asi, la familia

(PNup}y: peP™
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est4 formada por copias de BN distintas dos a dos. Tenemos por tanto que || > 22°.

Por otra parte, como BN es separable, si K € &€ debe existir un conjunto numerable
N C BN\ N tal que K = N. Asi, el cardinal de ¢ debe ser menor o igual que el cardinal
de los subconjuntos numerables de BN\ N. De aqui

€] < |BN\N|® = [22"]® = 22",

Combinando ambas desigualdades obtenemos la igualdad buscada. O

Lema 2.3.10. Existe Y BN tal que |Y| = 22", w(Y) < 2% y cada subconjunto K C Y
compacto es finito.

DEMOSTRACION: Sea ¢ = {Cq C BN : 0 < a < 22°} la familia de las copias de BN,
lema 2.3.9. La construccién de Y la hacemos por induccion transfinita, imitando la cons-
truccion del conjunto de Berstein [20, 8.8.1, pdg. 260]. Tomamos x_1 #y_1 en BNy
Xo # Yo € Co \ {X_1,Y_1}. En el siguiente paso escogemos

X1 #Y1€Cp\ {Xx_1,%}U{y_1,Yo0}-

Sea a < 22 y supongamos definidos Xy, Yy para cada y < a. Tomamos

Xa #Ya €Ca\ {Xy: 0<y<a}u{y,:0<y<a}l.
Definimos los conjuntos A = {xq : 0 < a < 2%°} y B = {yq : 0 < a < 2%”}. Entonces
Ay B son conjuntos disjuntos de cardinal 22 y w(A) = w(B) < w(BN) = 2%. Ademas
si K C A es un compacto infinito entonces por el lema 2.3.8]ii], existe a < 22” tal que

Cq C K, ydeaqui xq,Yq € A lo cual es una contradiccion. Luego si K es compacto en A
entonces es finito. TomandoY :=A (oY := B) obtenemos el resultado buscado. O

El lema que sigue la encontramos en [44, Theorem 4.1].
Lema 2.3.11. Sea (M,d) un espacio métrico. Si w(M) < 2%, entonces |M| < 2%.

DEMOSTRACION: Sea ¢ = {Oj}ic| una base de la topologia tal que |I| < 2%. Para cada
X € M fijamos una sucesion &'(x) = {O(x)1,0(x)2,...,0(X)n,...} que sea una base de
entornos de x. Si X # y entonces &' (x) # O'(y). Asi,

IM| < (29)% = 2.
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Ejemplo 2.3.12. El espacio Y construido en el lema 2.3.10 satisface que
w(Y) < 2(Y).

Supongamos que existe un espacio métrico (M, d) de peso menor o igual que 2 y una
aplicacion usco @: M — 2Y tal que Y = U{@(a) : a € M}. Utilizando 2.3.11 tenemos
que M| < 2%y de aqui, puesto que @(a) es finito para cada a € M, |Y | < 2%, llegando a
una contradiccion. Por tanto, Y no es imagen mediante una aplicacion usco de un espacio
métrico (M,d) conw(M) < 2%y

r5(Y) > 29 = w(Y).

Definicion 2.3.13. Una familia .4 de subconjuntos de un espacio topoldgico Y se dice
que es una network paraY si para cada puntoy €Y y cada entorno U de y existe N € .4/
tal que y € N C U. El peso network de un espacio Y es el cardinal mas pequefio de .4,
donde 4" es una network para Y . Este cardinal se denota por nw(Y ).

Es claro que para un espacio topoldgico Y, nw(Y ) <w(Y).
La proposicion que sigue generaliza los teoremas [77, Theorem 2.4] y [16, Theorem
8] y es clave para los resultados que se demuestran en la seccién 2.5.

Proposicion 2.3.14. Sean (Y, 1) un espacio topologico y ¢ una topologia para Y mas
gruesa que T. Entonces

d((Y,1)) <max{¢=(Y,1),nw((Y,¥))}.

DEMOSTRACION: Sean M un espacio métrico con w(M) = /(Y. 1),y ¢: M — 2" una
aplicacion multivaluada usco con 'Y = [Uycm @(x). Tomamos X := M x (Y,%), entonces,
utilizando [25, 3.1.J. (a)], tenemos que

nw(X) < max{nw(M),nw(Y,¥)}.

Puesto que en un espacio métrico M, w(M) = nw(M), (véase [25, Theorem 4.1.15]), la
desigualdad anterior queda de la forma

nw(X) <max{¢z(Y,71),nw(Y,¥)}.

Sea T :={(x,y):ye @(x)} C X unsubespacioy p: T — (Y, 1) la aplicacion dada por
p(x,y) :=y. Laaplicacion p es continua, ya que si (X; ,y,-)jeD esunaredenT convergente
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a (x,y), entonces la red (Xj)jep converge a x en M, y la red (yj)jep converge a y en
(Y,¥). Basta demostrar que (y;j)jep converge a y en la topologia T para obtener que
p es continua. Por ser ¢ una aplicacion usco tenemos que (Yj)jep tiene un punto de
aglomeracion z € @(x) en la topologia 1. De ahi tenemos también que (yj);ep tiene a z
como punto de aglomeracion en cualquier topologia mas gruesa que 7,y asiy=2zy la
red tiene a y como punto de aglomeracion en (Y, 7). Como el razonamiento anterior es
valido para cualquier subred de (yj)jep tenemos que (yj)jep convergeayen (Y, T).

Trivialmente, la aplicacion p: T — (Y, 1) es suprayectiva: siy € Y entonces existe
X € M tal que y € @(x), lo cual implica que (x,y) € T ey = p(X,y).

Tenemos que

nw(T,7) < nw(X) <max{/z(Y,1),nw(Y,¥)},

y dado que (Y, 1) es imagen continua de T se tiene d(Y,7) <d(T) < nw(T), de donde
obtenemos la desigualdad

d(Y,7) <max{¢=(Y,1),nw(Y,¥)}.
que termina la prueba. O
De forma inmediata se obtiene el siguiente corolario.
Corolario 2.3.15. Sea (Y, T) un espacio topol6gico. Entonces
d(Y,7) <max{¢z(Y),min{nw(Y,¥) ¥ <1}}.

Corolario 2.3.16. Sea (Y, T) un espacio topologico submetrizable, (i.e., existe una topo-
logia ¢ més gruesa que la original metrizable), entonces (Y, 7) es imagen continua de un
espacio métrico de peso menor o igual que ¢X(Y, 1) y asi, en particular, d(Y) < /Z(Y,1).

DEMOSTRACION: Atendiendo a la demostracion proposicion 2.3.14 se tiene (Y,T) es
imagen continua de un subespacio T del producto X := M x (Y,¥) donde M es métrico
de peso w(M) = ¢2(Y,1). Como (Y,¥) es metrizable e imagen continua de (Y,T) se
concluye, gracias a las proposiciones 2.2.8 y 2.3.5, que

w(Y,9) = (3(Y,9) < (3(Y, 1).

Consecuentemente X tiene peso menor o igual que ¢/Z(Y, T), en particular T también y la
prueba termina. O
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Proposicion 2.3.17. Sea K un compacto, entonces

t(K) < U(Cp(K)).

DEMOSTRACION: Sea A C K un subconjunto. Puesto que Cp(A) es imagen continua de
Cp(K), se tiene que

£(Cp(A)) < L(Cp(K)),

y podemos suponer que K = A. Fijamos a € K. Consideramos el subconjunto T,-cerrado
F:={feCpK): f(a)>1},

el cual verifica que
Fc | J{feC(K): f(b)>0},
beK
es decir, F esta contenido en una unién de conjuntos Tp-abiertos. Existe entonces D C A

de cardinal igual a £(Cp(K)) tal que

Fc |J{feC(K): f(b)>0}.
beD

Ahora a € D tomando la clausura en la topologia del compacto. Efectivamente, sea U
un entorno abierto de a en K, entonces, por el lema de Urysohn existe una aplicacion
g:K —[0,1] tal que f(a) =1y f(x) = 0 para cada x € K\ U. De aqui, puesto que g € F
existe b € D tal que g(b) > 0y asi, b € U. Concluimos entonces que a € D y la prueba
acaba. O

Como corolario del resultado anterior obtenemos el siguiente resultado que generaliza
el teorema [77, 6.4].

Corolario 2.3.18. Sea K un compacto, entonces
t(K) < £2(Cp(K)).
DEMOSTRACION: Después de la proposicion 2.3.4
0(Cp(K)) < ¢2(Cp(K)),

y por la proposicion 2.3.17
t(K) < £(Cp(K)).
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Combinando ambas desigualdades obtenemos el resultado buscado. O

Sacamos ahora ventaja de la relacion entre el indice de K-determinacidn de un espacio
y el numero de Lindel6f para demostrar la existencia de un espacio topolégico Y que
muestra que las hip6tesis de nuestra proposicion 1.6.11 no se pueden relajar. El resto de
la seccion lo dedicamos a la construccion de este ejemplo 2.3.20. En [79], Valdivia da un
ejemplo de un espacio Y quasi-Suslin que no es K-analitico. EI mismo espacio Y nos sirve
para dar un ejemplo de un espacio que satisface la condicién (ii) de la proposicion 1.6.11
pero no (i). Introducimos algunas nociones necesarias para la descripcion del espacio Y.

Un espacio de sucesiones A es un espacio lineal cuyos elementos son sucesiones x =
(Xn)nenR.Siy = (Yn)n,Z= (Zn)n € A y r € R, definimos las operaciones sumay producto
por escalares en la forma usual

Y+Z=Yn+Zn)n, Y r-y=(r-Yn)n

Dadas dos sucesiones (Yn)n Y (zn)n diremos que (Yn)n < (Zn)n Si Yn < zn paracadan € N.
Si A es un espacio de sucesiones se define el espacio de sucesiones A* aquel que viene
dado por todas aquellas sucesiones u = (up), tales que
Z X« Up| < o0
neN
para cada (xn)n € A. El espacio A* se llama el a-dual de A.
Sea (ay)y una sucesion en la que paracadar € N

a=@"), r=12..., (2.7)

satisfaciendo

@M ay1>a,>0r=12,...;

(if) para cada entero positivo n existe un entero positivo r tal que aﬁP > 0.
Tomamos A = {(xn)n e RN: Sh \xn|a§{) <o, ¢ N} , y consideramos

: v ()
A= {(yn)n e RY: existenr e Ny h > 0 tales que |yn| <h-ay’, paracadan e N} )

Es conocido, ver [79, pags. 210-212] que el espacio A1 es el a-dual de A. En este caso,
se dice que el espacio de sucesiones A es un espacio echelon definido por el sistema (2.7)
de pasos y A1 es un espacio co-echelon definido por los pasos (2.7). En A se considera la
topologia asociada a la familia de seminormas {p, : r € N}, donde

pr((xn)n) = Z Xnagr)

neN
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para (Xn)n € RNy reN.
Lema 2.3.19. Sea A el espacio echelon generado por los pasos

oy = (ai(’rj)), r=1,2,..., (2.8)

tal que para cada par de enteros positivos jy r

a) —orii=12. . . ra"=1i=rt1r+2,. ..

N L
Elbidual de A, Y, con latopologia o (Y, A1) verifica que existe una familia {AO, ta e NN}
de subconjuntos compactos en Y tal que
(1) Aq CAg,sian < ByparacadaneN, donde a = (an)ny B = (Bn)n;
(i) Y =UgenvAa.

DEMOSTRACION: Basta observar que el espacio A es un espacio de Fréchet, es decir la
topologia asociada viene dada por la familia de seminormas (p; )rcn, donde

Y

pr((Xi,j)i,j) = zxi,jai(ff
)

para cada (x;,j)i,j € RNNycadar e N. SeaU; := {(xij)i,j €A : pr((Xij)ij) <1}. De-

finimos V, := U_ra(“l) para cada r € N, y para cada a € NV, a = (my)n, tomamos
Aa = m mn 'Vn.
neN

El conjunto A, es compacto en Y con la topologia de convergencia puntual sobre Aj.

Ademas
Y= Aa
aeNN

y asi acaba la prueba. O

Ejemplo 2.3.20. El espacioY = Ay, (ver 2.3.19) verifica que:
(i) Existe una familia de compactos {Yk : K € ¢ (NY)} enY tal que
(a) si K c K’ compactos en NN entonces Yk C Y/;
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(b) Y =U{Yk : K € & (NY)}.
(i) ¢=(Y) > Oo.

DEMOSTRACION: Demostramos (i). Sea 7, : NN — N la proyeccion sobre la n-ésima
coordenada. Si K NN es compacto, entonces ,(K) C N es compacto y por tanto finito.
Para cada n € N tomamos 3, = max {m(a) : a € K} y definimos 3 := (Bn)n € NV, Para
cada a € K tenemos que a < 3y de aqui

Yk = |J Ad CAg
acK
es compacto. Asi, la familia {YK Ke %/(NN)}, donde cada Yk viene dado por Yx =
U{Aq : o € K}, es una familia de compactosen'Y que cubre el espacio y tal que si K C K’
entonces Yk C Y.

(ii) Si suponemos que ¢>(Y') es numerable entonces Y es Lindelof. Basta para llegar
a contradiccion encontrar un subconjunto cerrado A C Y numerablemente compacto que
sin embargo no es compacto.

Dada la sucesion doble (zjj)ij con zrs =1, zij; =0, (i, j) # (r,s), tomamos f;s =
(zij)i,j cuando (zj j)i,j sea considerado como un elemento de A y ers = (zj j)i,j cuando
suponemos que esta en A.

El subconjunto A := {fm- erije N} CY es acotado. Utilizando un resultado de
Grothendieck [36] afirmamos que toda sucesion acotada en el bidual Y de un espacio de
Fréchet es equicontinua y por tanto tiene un punto de aglomeracion, en particular Ao
es numerablemente compacto. Sin embargo, el conjunto no es relativamente compacto,
para ello demostraremos que existe un ultrafiltro en A que no converge.

Tomamos

Br = {(uhj) e)\l : ui,j < ai(,rj) i J: 1727"'}7

para cadar € N. Si r esun entero positivo y si (m;); s una sucesion estrictamente creciente
de enteros positivos tomamos

F(r,(mi)i)={fij:i>rj>m}.

La familia # = {F(r,(mj);)} es una base de filtro. Sea .# el filtro generado por % en A
y 7/ un ultrafiltro en A mas fino que .%. Sea E el dual algebraico de A1. Identificamos A
con un subespacio de E. Dado un elemento u = (u; j)i,j € A1 definimos

F(r,(mi)i,u) = {(fij,u): fij € F(r,(m)i)} CR.
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La familia Z(u) = {F(r, (m;)i,u) : F(r,(mj);) € A} es una base de filtro en R. Sea % (u)
un ultrafiltro mas fino que el generado por %(u).

Por otra parte, existen enteros positivos s y h tales que u € h-Bs. Asi, si r > s se sigue
que urj < hy por tanto que F(r,(mj);,u) es un conjunto acotado en R. De ahi % (u)
converge en R a un elemento f(u), de donde se sigue que % converge a f € E con la
topologia de convergencia puntual sobre A1. Dado un entero positivo k, si v = (vj j) € B
y r > Kk, entonces

[(frj v = Ivijl <1,
y de aqui .
|f(u)| < 1paracadauc | B (2.9)
r=1
Asi, f es una forma lineal definida en A1 con valores reales y acotada sobre conjuntos
acotados de A1. Supongamos que f € A% Si A° es la polar de A en A; entonces
tenemos que

f(w) <1 paracadaw € A°.
Para cada entero positivo i encontramos un entero positivo h(i) tal que
B c 2ac,
Sea Vv = (vj j)i j un elemento de B, dado por
Vij=1j>h(i)+2,vij=0,j<h(i)+2,ieN.

La sucesion

;
z 2vi.jeij, reN, (2.10)
i,]=1

esta contenida en 2B1 y converge coordenada a coordenada a 2v. Puesto que el conjunto
B1 es a(A1,A)-compacto, la serie

2vj i j
1

™M e

i,
converge a 2v en (A1,0(A1,A)). Por otra parte,
2'lg ;e B c 2'WAc,

y de aqui,
2i'j7h(i)ei j € A°.
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Si tomamos j > h(i) + 2 se sigue que
i-j—h(i)>(-1)j+3

Y €en consecuencia
2("1)J+3ei7j eA°

Entonces

2(i‘1)j+3vi7jeijj eA°, i,j=12,....
Puesto que A° es absolutamente convexo y

1

_2

20-1)j+3y. e 2v; i6ii € A,
5" i€ = i,j€i,]
|le2 Vit Ijzl

aMs

Tenemos que

para cada r € N. Puesto que A° es 0 (A1, A )-cerrado se sigue que 2v pertenece a A°. Si fj
es un elemento de F (1, (h(i) 4 3)i), tenemos que j > h(i) + 2y de aqui

(fi7j,2v> =2 =2

Obteniendo de esta forma que (f,2v) = 2 que es una contradiccion con la ecuacion (2.9),
y f no perteneceay. O

2.4 El indice de K-determinacion en espacios de
Banach

En [77], Talagrand estudia los espacios de Banach débilmente K-analiticos y débil-
mente numerablemente determinados, es decir, los espacios de Banach que dotados con
la topologia débil son K-analiticos o numerablemente determinados. En esta seccion se
generalizan algunos de los resultados de Talagrand.

En el caso del espacio de las funciones continuas C(K) sobre un compacto K tenemos
las siguientes desigualdades, las cuéles seran utilizadas cuando se establezca més adelante
el teorema 2.4.8.
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Proposicion 2.4.1. Sea K un espacio compacto, entonces

méx {/(C(K), Tp). (C(K), @) } < (E(C(K), Tp) = ((C(K), @) <
<W(CK), [ ).

DEMOSTRACION: Después de la proposicion 2.3.4, tenemos que
- (2.11)

Por otra parte, en la bola unidad B¢k la topologia débil y la topologia de convergencia
puntual tienen los mismos compactos y w < Tp, véase [30, Theorem 4.2]. Por el corolario
2.2.13 afirmamos que

(2 (Bek): Tp) = €Z(Bek), W)-

Ahora, puesto que C(K) = Up_1n- B¢k utilizando la proposicion 2.2.9 obtenemos las
igualdades
gZ(C(K),W) = EZ(BC(K)aw),

(2(C(K), Tp) = £ (Bc(k) Tp)-

Asi,
(2(C(K), p) = £Z(C(K), w). (2.12)

Combinando las ecuaciones (2.11) y (2.12) obtenemos
max {£(C(K), Tp),£(C(K),w)} < ¢Z(C(K),Tp) = (Z(C(K),w).

La desigualdad ¢Z(C(K),w) < w(C(K),| - ||) se sigue tras observar que la aplicacion
identidad 1d : (C(K), || - [|) — (C(K), @) es continua, teniendo en cuenta la definicion de
5 (C(K),w). O

Obsérvese que con la misma prueba obtenemos el resultado que sigue.

Corolario 2.4.2. Sea K un espacio compacto, e Y C C(K) un subespacio, entonces

XY, 1p) =LZ(Y,W).
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DEMOSTRACION: En la bola unidad By =Y NBc) de Y la topologia débil y la to-
pologia de convergencia puntual tienen los mismos compactos, después del teorema de
Grothendieck [30, Theorem 4.2]. Por el corolario 2.2.13, ¢>(By, Tp) = £Z(By,w). Ahora
observando que Y = [J,,_, n- By y haciendo uso de la proposicion 2.2.9 obtenemos que

E(Y,Tp) = L2(Y,w)

y la prueba acaba. OJ

Proposicion 2.4.3. SeaY un espacio de Banachy Z C Y un subespacio denso. Entonces
Z(Y,o(Y,Y") </(tX(Z,0(Z,27)).

DEMOSTRACION: Sea (M, d) un espacio métrico con pesow(M) = ¢3(Z,0(Z,Z*)) y sea
¢ : M — 2(Z:9(ZZ) yna aplicacion usco tal que Z = Uy ¢ (x). Definimos

M = {x = (Xn)newy € MY By N ﬁ ((I)(Xn) + %BY**> + (Z)},
n=1
donde By++ denota la bola unidad del bidual de Y, y la aplicacion multivaluada
Q: M’ —s 2By
dada por .
006) = of(sa) =1 ) (90 + 8- ).
n—

para cada X = (Xp)n € M'.
Entonces se verifican las siguientes propiedades:
(i) La aplicacion @ es suprayectiva, es decir, By = |J{®(x),x € M'}. Efectivamente,
fijamos y € By. Considerando (By,w) como un subespacio de (By=+,w*) y puesto
que Z es denso en Y, tenemos que

{y+ %BY**}HZ #0
para cada n € N. De ahi, puesto que Z = [Jyc ¢ (X), para cada n € N existe x, € M
tal que

ye ¢(Xn)+%BY**7
y asi,

ye 8 () (#06)+ 18 ) = ol0ial)

n=1
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(ii) La aplicacién ¢ es usco cuando en By consideramos la topologia débil. Para cada

x € M/, el conjunto ¢(x) es compacto en (By,w) ya que es compacto en (By:«,w*)
y esta contenido en By.

Para demostrar que ¢ es una aplicacion usco basta tomar una sucesion (Xp)n con-
vergente a x = (xj)jeN en M’, donde x, = (xrj})jeN para cada n € N, y probar que si
Yn € @(Xn) para cada n € N, entonces la sucesion (yn)new tiene un punto de aglo-
meracion en @(x).

Puesto que (By«,W*) es compacto, la sucesion (yn)nen C Bys tiene un punto de
aglomeracion y en By, es decir, existe una subred (y;);cL de (yn)n COnvergente a
y. Veamos que y € ¢(x). Para cada | € L se tiene

1
N € @04) = ($04) +By-) N (P(xF) + 5By) ..,
es decir, y| = zlj +b?, donde zlj € ¢>(ij) y blj € %By** para cada j € N. Fijemos
j € N. Por ser ¢ una aplicacion usco, (z|‘)|eL tiene un punto de aglomera_lcic’)n z)
en ¢ (x) considerando la topologia o(Z,Z*), es decir, existe una subred (z4)scs de

(z|')|e|_ que converge a zJ. Por otra parte (b)scs es una red que tiene un punto de
aglomeracién bl e %Bw, por ser (By=«,w*) compacto. Pasando a una nueva subred

(z) 4 bl)ier podemos suponer que (z! +b))ic; converge hacia zi +bi € ¢ (xi) +
%By**. Como dicha red es subred de (y )<L que es convergente a y, tenemos que

y=2z+ble ¢(Xj)—|—%By**.

Como este argumento se puede repetir para cada j € N se tiene que y € @(X).

Por lo tanto, /Z(By,w) <w(M’) =(¢Z(Z,0(Z,Z*)). Puesto que Y = [Jy_1 n- By, después

de 2.2.9, obtenemos que

2(Y,o(Y,Y")) </(t%(Z,0(Z,Z%))

y la prueba finaliza. O

El siguiente resultado que se obtiene como corolario de la proposicion 2.3.14.

Proposicidon 2.4.4. SeaY un espacio de Banach. Entonces

d(Y,w) < max{d(Y*,w*),((Y,w)}.
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DEMOSTRACION: Sea D C Y * un subconjunto denso en 'Y * tal que |D| =d(Y *,w*). Con-
sideraremos como ¥ la topologia de convergencia puntual sobre el conjunto D C Y ¥,
entonces,

nw(Y,94) <w(Y,¥4) <|D|=d(Y",w"). (2.13)

Después de la proposicion 2.3.14, tenemos que
d(Y,w) < max{nw(Y,¥),¢2(Y,w)} <méax{d(Y*,w"),¢Z(Y,w)}, (2.14)
y la prueba acaba. i

En particular se obtiene el resultado que sigue.

Corolario 2.4.5 ([77]). Sea Y un espacio de Banach tal que (Y,w) es numerablemente
determinado. Entonces:
d(Y,w) =d(Y*,w").

DEMOSTRACION: La desigualdad d(Y *,w*) < d(Y,w) es cierta en general para un espa-
cio de Banach, [28, pag. 358] y la desigualdad en el otro sentido nos viene dada por la
proposicion 2.4.4, ya que en este caso ¢Z(Y,w) es numerable y

d(Y,w) <méax{d(Y*,w"), 0o} <d(Y*,w").
U

Las propiedades que siguen son generalizaciones de resultados conocidos para espa-
cios de Banach débilmente numerablemente determinados tal y como aparecen en [77,
Theorem 5.1].

Proposicion 2.4.6. Sea Y un espacio de Banach y sea Z C Y un subespacio tal que el
subespacio cociente Y /Z es separable. Entonces

(5(Y,0(Y,Y*)) < max{¢(2,0(2,2*)), 0}

DEMOSTRACION: Sea p:Y — Y /Z la proyeccion candnicay sea D C Y un subconjunto
numerable tal que p(D) C Y /Z esdensoenY /Z. De ahi, el conjunto

D+Z=[]J{d+2Z}
deD
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es denso en Y. Utilizando proposicion 2.2.9, tenemos que
(2(D+2)<(t%(Z,0(Z,2%)),
ya que D es numerable. Por la proposicion 2.4.3, concluimos que
(Y, o(Y,Y") <(x(D+Z)</(t3i(Z,0(Z,Z%))
y la prueba acaba. O

La proposicion que sigue es un paso previo para presentar el resultado que generaliza
el teorema [77, Theorem 3.4].

Proposicion 2.4.7. Sea Z C C(K) un subconjunto que separa puntos de un compacto K,
entonces
(2(Cp(K)) < L2(Z,Tp).

DEMOSTRACION: Puesto que Z separa puntos de K, por el teorema de Stone-Weierstrass,
vease [52, pag. 244], la subdlgebra .o/ generada por Z y las constantes es densa en
(C(K), |l “ [|eo)- Veamos que
02(o) <IUZ(Z).
Las constantes verifican que
¢Z({constantes}) < 0o < ¢Z(2),

ya que pueden expresarse como imagen continua de R cuyo peso es numerable. Después
de la proposicion 2.2.9 tenemos que el espacio Y = Z U {constantes} sigue verificando que
(% (Y) < ¢Z(Z). Sea M un espacio métrico conw(M) = ¢=(Y) y ¢ : M — 2 una aplicacion
usco que cubre Y. Dados f,g € C(K) denotamos por f -g la funcion producto definida en
K con valores reales dada por f -g(x) = f(x)-g(x). Es conocido que el producto finito de
funciones continuas es una funcion continua y la aplicacion

Cp(K) x Cp(K) — Cp(K)

(f,9)~1f-g
es continua. Definimos ahora los subconjuntos
Z1 = {Y},
Zo = {f]_‘ fo: fl, fo EY},

Zn = {fy-fp-...-fq: fi€eY paracadai=1,...,n}
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Demostraremos que ¢Z(Zn, Tp) < ¢Z(Y, Tp) para cada n € N. Efectivamente, después de la
proposicion 2.2.3 tenemos que £Z((Y, Tp)") < ¢X(Y, Tp), y ademas la aplicacion

%Yn — Zn

(fy, fo,.. fn) — f1-fo- - fp,
es continua y suprayectiva, asi, por el corolario 2.2.8,
€Z<va Tp) < EZ(Y, Tp) < gz(zv Tp)

como habiamos anunciado. Se tiene entonces, utilizando la proposicion 2.2.9, que

05(|J Zn, 1p) < LZ(Z,Tp).
n=1
Por otro lado, la subalgebra .7 de C,(K) generada por Y, coincide con el espacio vectorial
generado por Un_1Zn Y por la proposicion 2.2.10 se tiene que

05(o, Tp) < LE(| ) Zn, Tp) < LZ(Z,Tp).
n=1
Después del corolario 2.4.2, tenemos que ¢> (7, Tp) = (% (.27, w). Utilizando la proposi-
cidn 2.4.3, se concluye ahora que

(3(C(K),W) < (5(o/ , W) < (5(Z, Tp).

Por altimo sefialar que ¢Z(C(K),w) = ¢2(C(K), Tp), proposicion 2.4.1, y asi el resultado
queda demostrado. O

Nota: Otra forma de finalizar la prueba anterior consiste en demostrar que Cp(K)
es imagen continua de .« x B@, donde por B, denotamos la bola unidad de <. La
aplicacion es la que sigue

®: o7 xBY, — Cp(K)

1
(f,(fa)nen) — 4+ Zlﬁ'fn
Nn—

La aplicacion @ verifica las siguientes propiedades:
(i) Esta bien definida. Efectivamente, puesto que (C(K), || - ||) es un espacio de Banach
Yot 2—1nH fnll €S convergente entonces 3 ,_4 2—1n - fn converge en (C(K), || - ||) aun
punto g € C(K), en particular converge a g en (C(K), Tp).
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(ii) Escontinua. Sea (fj, (fr{)neN)jEJ una red convergente a (f, (fn)nen) en la topologia
producto, es decir, (fj)jej converge a f en la topologia de convergencia puntual y
(fr];)jg‘] converge a f, para cada n € N también en la topologia de convergencia
puntual. Entonces, fijado x € K tenemos que (f1(x) + 3p_; fd (X))jea converge a
F(0+ Sig 21 (%),

(i) Es suprayectiva. Sea g € C(K). Entonces existen f € & y (fn)nen € By tal que
g=f+3n 1 fnsi, ysolosi,

Puesto que la subalgebra 7 es densa en (C(K), || - ||») existe f € <7 tal que

1
g fllo < 5.
Si demostramos que existe una sucesion (fn)nen de funciones en B, verificando
N /71 1 1
kzl (?(9 - f)- oK fk) < oni2’

habremos terminado. Para n = 1 tenemos que por la densidad de .« existe una
funcion f1 € o tal que ||(g— ) — 1| < 5 y se satisface || 3(g— f) — 1] < 5.
Supuesto cierto para n, lo demostramos para n + 1. Efectivamente, tenemos que

para n se verifica

1
27

2“+1n i( —f)—if

de nuevo por la densidad del subalgebra <7 existe f.1 € B, tal que

n 71 1 1
2n+1kzl (?(g—f)—?fk> —fn+1 <?,
es decir,
n+1 1 1 1
3, (005 | < s

Ahora, por el corolario 2.2.8, ¢Z(Cp(K)) < ¢Z(=/ x BY,)) < ¢5(Z,1p), y la prueba acaba.
U

El teorema que enunciamos a continuacion generaliza el teorema [77, Theorem 3.4]
de Talagrand.
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Teorema 2.4.8. Sea K un conjunto compacto y m un cardinal infinito. Son equivalentes:
(i) Existe un conjunto X C C(K) que separa puntos de K y tal que ¢>(X, Tp) < m.
(i) £Z(Cp(K)) <m.
(iii) (Z(C(K),w) <m.

DEMOSTRACION:

(i)=-(ii) Proposicion 2.4.7.

(if)=-(iii) Es una de las desigualdades de la proposicion 2.4.1.

(iii)=-(i) Tomar X = C(K). Este espacio separa puntos de K y puesto que la topologia
puntual es mas gruesa que la topologia débil tenemos que ¢Z(X, Tp) < m. OJ

Se dice que un espacio compacto K es de tipo & (o Eberlein) si es homeomorfo a un
subconjunto w-compacto de un espacio de Banach. En [19] se demuestra que un com-
pacto K es de tipo & si, y solo si, C(K) con la topologia débil es un espacio débilmente
compactamente generado. En [3] se demuestra que un espacio de Banach es un subespa-
cio de un espacio débilmente compactamente generado si, y s6lo si, la bola unidad de su
dual (con la topologia débil estrella) es de tipo &'. En [77], Talagrand define los compactos
de tipo &1 (resp. de tipo &2). Un compacto K se dice que es de tipo & (resp. de tipo &%)
si (C(K),w)es un espacio K-analitico (resp. numerablemente determinado). Continuando
con la idea de generalizar los resultados conocidos para espacios K-analiticos y numera-
blemente determinados, estudiamos algunos resultados para el espacio C(K) donde K es
un espacio compacto.

Recordamos que un subconjunto X de un espacio de Banach Y se dice que es total si
span(X) =Y.

Teorema 2.4.9. SeaY un espacio de Banach y m un cardinal infinito. La siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) Existe un subconjunto total X de'Y con /Z(X,w) <m.

(if) SiBy- es la bola unidad del dual de Y con la topologia w*, entonces

(iii) £x(Y,w) <m.

DEMOSTRACION: La implicacion (iii)=-(i) es trivial. La implicacion (i)=>(iii) se sigue de
la proposicién 2.4.3 junto con el hecho ¢Z(span(X)) < ¢Z(X).
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(i)=-(ii) Si X es un subconjunto total de Y, entonces X separa puntos del compacto
(By+,w*). Ahora utilizando el teorema 2.4.8 tenemos que ¢>(Cp(By+)) < m.

(ii)=-(iii) Observamos que (Y, || - ||») €S un subespacio cerrado de (C(By+),|| - [|«), ¥
asi, (Y,w) C (C(By+),w) sigue siendo cerrado. Utilizando la proposicion 2.2.4 obtenemos
que

(2 (Y,w) < LZ(C(By+,W) = £Z(C(By+),Tp) < m

y la prueba acaba. O

Teorema 2.4.10. Sea K un espacio compacto y m un cardinal infinito. Son equivalentes:
(i) (Z(Cp(K)) <m;
(if) Existe un espacio topoldgico Y con ¢Z(Y) < m tal que K es homeomorfo a un
subconjunto compacto en la topologia de convergencia puntual del espacio C(Y).

DEMOSTRACION: (i)=>(ii) Basta con tomar Y = C(K). Efectivamente en este caso K es
homeomorfo a un subconjunto compacto de Cp(Cp(K)). Definimos la aplicacion
®: K —Cp(Cp(K))
X — ®(x) : Cp(K) — R,

donde ®(x)(g) = g(x) para cada g € Cp(K). La aplicacion ® es continua. Si (Xj)jeJ €s
una red convergente a x en K entonces para cada g € Cp(K) tenemos que (9(Xj))jes
converge a g(x), es decir, (P(x;))jes converge a ®(x) en la topologia de convergencia
puntual sobre C,(K). La aplicacion @ es inyectiva. Efectivamente si x # X’ en K entonces
existe g € Cp(K) tal que g(x) # g(x’), y asi ®(x)(g) # P(x')(g). Luego, la aplicacion
® : K — ®(K) sobre su imagen es una biyeccion continua, donde ®(K) C Cp(Cp(K)) es
compacto por ser imagen continua de un compacto. Tan solo nos queda demostrar que la
inversa ®~1: d(K) — K es continua. Sea (®(x;))jes una red convergente a ®(x) entonces
para cada g € Cp(K) tenemos que ®(x;j)(g) = g(x;) converge a ®(x)(g) = g(x), de donde
se sigue que (Xj)jes converge a x en K, quedando demostrado que K es homeomorfo a
d(K).

(ii))=-(i) Supongamos que K C Cp(Y). La aplicacion p : Y — Cp(K) definida por
p(y)(f) = f(y) es continua, asi por 2.2.8, ¢Z(p(Y)) < ¢Z(Y). Por otra parte el conjun-
to p(Y) C Cp(K) separa puntos de K. Utilizando el teorema 2.4.8 concluimos que

(2(Cp(K)) < £2(p(Y)) < £2(Y),

y la prueba acaba. O



INDICE DE K-DETERMINACION DE ESPACIOS TOPOLOGICOS 81

Proposicion 2.4.11. Sea K un compacto y K’ € K un subespacio cerrado. Entonces
(2(Cp(K")) < £2(Cp(K)).

DEMOSTRACION: Si K’ es un subespacio cerrado de K, Cp(K’) es imagen continua de
Cp(K). Basta para ello asociar a cada g € C(K) su restriccion a K, es decir, la aplicacion

®:Cp(K) — Cp(K')
f — f‘K’

es continua y suprayectiva. La continuidad es trivial y el hecho de que es suprayectiva
se sigue del teorema de extension de Tietze [52, pag. 242]. Ahora utilizando el corolario
2.2.8

(5(Cp(K")) < (Z(Cp(K)),

y la prueba acaba. O

Proposicion 2.4.12. Sean K, L compactosy f : K — L una aplicacién continua y supra-
yectiva. Entonces
(2(Cp(L)) < €Z(Cp(K)).

DEMOSTRACION: La aplicacion @ : (C(L),|| - [|e0) — (C(K), || - ||« ), dada por

®dh):K—=R
k — h(f(k))

para cada h € Cp(L) es una isometria. Efectivamente, sea h € C(L), entonces
®(h)||e = max|P(h)(k)| = max |h(f(k))| = max|h(l)| = ||h]|c,
| ®(h)]Je = max|d(h) (k)| = méx n(f (k)| = max|h(1)| = [l

y asi, podemos considerar el espacio (C(L), || - || ) como un subespacio cerrado de (C(K)
con la topologia de la normay lo mismo para la topologia débil, es decir, (C(L),w) es un
subespacio cerrado de (C(K),w) y utilizando la proposicion 2.2.4,

(3(C(L), Tp) = £Z(C(L), W) < £Z(C(K),w) = ¢3(C(K), Tp)

finalizando de esta forma la prueba. O
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Proposicion 2.4.13. Sea (Kp)n una sucesion de compactos y m un cardinal infinito. Si
para cada n € N, entonces

(3 (Cp( r‘LKn)) <m.

DEMOSTRACION: Para cada n € N tenemos que C(Ky) separa puntos de K. Por otra
parte, fijado m € N, la aplicacion

Pm : Cp(Km) — Cp( rlLKn)

donde 7 : [Tnen Kn — Km denota la proyeccion sobre la m-ésima coordenada, es continua
y asi £Z(pm(Cp(Km)) < £2(Cp(Km)) para cada m € N. Ahora, por la proposicion 2.2.9,
tenemos que la union Umen Pm(Cp(Km)) verifica

2 ( U pm(Cp(Km))) <m.

meN

Ademas separa puntos de [,y Kn, Y asi, por 2.4.8, se obtiene que

finalizando la prueba. O

2.5 Tightness de C,(Y) y monoliticidad de subcon-
juntos compactos en C,(Y)
La definicion que sigue la encontramos en [2, pag. 83].

Definicion 2.5.1. Sea m un cardinal infinito. Un espacio topoldgico Y se dice que es
fuertemente m-monolitico si para cada A C Y con |A| < m el peso de la clausura A es
menor o igual que m.
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Ejemplo 2.5.2. Los espacios métricos son fuertemente m-monoliticos para cada cardinal
m infinito.

DEMOSTRACION: Basta observar que en un espacio métrico el caracter de densidad y el
peso coinciden. Sean m un cardinal infinito, M un espacio métricoy A C M con |A| < m,
entonces W(A) = d(A) <m. O

Las siguientes propiedades de los espacios fuertemente m-monoliticos son de demos-
tracion inmediata, véase [2, pag. 84].

Proposicion 2.5.3. Sea m un cardinal infinito. Entonces:
(i) Todo subespacio de un espacio fuertemente m-monolitico es fuertemente m-mono-
litico.
(ii) El producto de una familia numerable de espacios fuertemente m-monoliticos es
fuertemente m-monolitico.

Teorema 2.5.4. Sea 'Y un espacio topologico. Si H C Cp(Y ) es compacto, entonces H es
fuertemente ¢Z(Y )-monolitico.

DEMOSTRACION: Sea H' C H con |H’| < ¢Z(Y) y sea H’ el cierre de H’ en Cp(Y).
Definimos la aplicacién
y— o H —-R (2.15)
h~~h(y)

La aplicacion o verifica:
(i) Estabien definida, es decir 8, € Cp(H’) paracaday €Y. Efectivamente, si (hj)jes C
H’ es una red convergente a h en la topologia de convergencia puntual sobre Y,
entonces (hj(y))je converge a h(y) paracaday €Y. Asi,

(8y(hj))jea converge a dy(h),

paracaday €Y.

(i) Es continua. Si (yj)jes C Y es una red convergente ay € Y en la topologia de Y,
entonces demostraremos que (Jy;)jeJ €s una red que converge a oy en la topologia
de convergencia puntual sobre H’. Sea h € H’, entonces

9, (h) = h(yj)
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para cada j € Jy, puesto que h es continua, se tiene que (h(y;));ecs converge a h(y).
En términos de la aplicacion & tenemos que

(8(yj)(h))jes converge a &y (h).

Ahora (Y ) ¢ C(H’) es un conjunto que separa puntos de H’ y por la proposicion 2.4.7
tenemos que ¢Z(Cp(H’)) < ¢Z(8(Y), Tp(H’)). Por otra parte, puesto que d es continua,
utilizando el corolario 2.2.8, tenemos que £Z(3(Y ), Tp(H’)) < ¢Z(Y'). Combinando ambas
desigualdades obtenemos

(3(Cp(H7)) < £(Y). (2.16)

Por otra parte sabemos que

nw(C(H'), Tp(H")) <W(C(H), Tp(H")) < |H'| < £Z(Y). (2.17)
De la proposicién 2.3.14, se sigue que

d(Cp(H’)) < max{nw(Cp(H’),Tp(H")),¢Z(Cp(H))},
y después de las desigualdades (2.16) y (2.17), obtenemos que
d(Cp(H)) < (Z(Y).
Puesto que w(H’) = d(Cp(H’)) finalmente concluimos que
w(H') < ¢Z(Y)

y la prueba acaba. O

Como corolario obtenemos el siguiente resultado que podemos encontrar en [15].

Corolario 2.5.5. SeaY un espacio numerablemente determinado. Sea H C C(Y ) un sub-
conjunto Tp-compacto y separable entonces H es metrizable.

DEMOSTRACION: Basta particularizar el enunciado del teorema 2.5.4 para ¢/Z(Y ) nume-
rable. O

El teorema que sigue es un conocido resultado, [2, pag. 45] que nos sera de utilidad
para demostrar distintos resultados de esta seccidn y de las restantes.
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Teorema 2.5.6 (Teorema de Arkhangel’skii). SeaY un espacio topol6gico y m un car-
dinal infinito. Si ¢(Y") < m para cada n € N entonces t(Cp(Y)) < m.

DEMOSTRACION: Sea A C Cp(Y) y A la clausura de A en la topologia de convergencia
puntual sobre Y. Fijadosn € Ny f € A, para cada g € A definimos

1.
Lg:: {(ylayza"'7yn) EYn: |f(yl)_g(yl>| < ﬁa|:1727"'7n}7

que son abiertos en el espacio producto Y " con la topologia producto, ya que

donde

®:Y" - R
(YLYZ,---,yn) - |f<y|)_g(yl>‘

es continua para cada i = 1,...,n. Puesto que f € A, tenemos que

n n
Y'c |JLg
geA

Por hipétesis £(Y") < m, asi, existe D C A de cardinal menor o igual que m tal que

Y'c [ Ly (2.18)
geDn
Definimos el conjunto D := (J;_1 Dn. Es claro que |D| < m. Para concluir demostramos
que f € D, siendo la clausura de D en la topologia de convergencia puntual sobre Y. Sea
Us un entorno abierto de f en la topologia de convergencia puntual sobre Y, entonces
existenn € Ne (y1,y2,...,Yn) € Y" tales que

S|

VY1 yo,yan i = {g eCp(Y):lalyi)—f(yi)| < =:i= 1,2,...,n} C Ugs. (2.19)
Por otra parte, por la ecuacion (2.18), existe gy, v, ...y, € Dn satisfaciendo

(yl,YZ7 s 7yn) S Lgyl,yz ..... yn’
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es decir,

S|

1F(YV) = Gypyoryn (V)| <

paracadai=1,2,...,n,yasi Qy, vy....vn € Vi.yo....vs Y POI laiinclusion de (2.19) obtenemos
que Gy y....yn € Ut Y la prueba finaliza. O

El reciproco del teorema de Arkhangel’skii también es cierto y puede consultarse en
la misma referencia, [2, pag. 45].
Del resultado anterior deducimos el corolario que sigue.

Corolario 2.5.7. Sea Y un espacio topoldgico y m un cardinal infinito. Si /Z(Y) < m,
entonces t(Cp(Y)) < m.

DEMOSTRACION: Después de la proposicion 2.3.4, tenemos que
(YN <LE(YM) <m

para cada n € N. Ahora utilizando el teorema 2.5.6 obtenemos el resultado buscado y la
prueba acaba. O

2.6 Otra prueba de la angelicidad de C,(Y) para Y
numerablemente determinado

Para un espacio numerablemente determinado Y el espacio Cp(Y) es angélico, [69].
En esta seccion demostramos damos una prueba alternativa de este resultado utilizando
en la que se aislan las que propiedades topoldgicas de Y intervienen en cada paso para
llegar a demostrar la angelicidad de Cp(Y ): utilizamos el resultado sobre metrizabilidad
demostrado en el corolario 2.5.5, el hecho de que el k-espacios asociado a un espacio nu-
merablemente determinado es otra vez numerablemente determinado, proposicion 2.2.11
y las ideas originales de Grothendieck para espacios Cp(K), [35].

En lo sucesivo emplearemos RNK y RK para referirnos a la nocion de conjunto rela-
tivamente numerablemente compacto y relativamente compacto, respectivamente.
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Definicion 2.6.1. Sea Y un espacio topolégico y B C Y. Llamamos clausura sucesional
de B y lo denotamos por B®al conjunto

B°= {y €Y : existe (Yn)nen C B tal que r!Lnly” — y} .

La nocidn de angelicidad ha sido recordada en la seccion 1.3 de esta memoria. El lema
que sigue es un resultado clasico conocido como lema angélico. La prueba del mismo
puede consultarse en [30, Lema 3.1, pag. 28].

Lema 2.6.2. SeanY y Z espacios topologicos, siendo Y regular,y f : Y — Z una aplica-
cion continua e inyectiva. Si A CY es RNK y para todo B C f(A) la clausura sucesional
B® de B es cerrada en Z, entonces f(A) es cerradoen Z y f/a es un homeomorfismo.

Una consecuencia inmediata del lema angélico es la proposicion que sigue.

Proposicién 2.6.3. Sean Y y Z espacios topol6gicos Hausdorff con Y regular y Z angé-
licoy f :Y — Z una aplicacién inyectiva y continua, entonces Y es angélico.

DEMOSTRACION: Sea A C Y un conjunto RNK, entonces, puesto que f es continua,
f(A) es RNK. Puesto que Z es angélico tenemos que f(A) es RK. Por otra parte, por la
angelicidad de Z, tenemos que si B C f(A), entonces B By asi B = B°. Por el lema
2.6.2 tenemos que f(A) es cerrado en Z y f\ﬂ es un homeomorfismo y la prueba acaba,
pues A tiene las mismas propiedades en Y que f(A) en Z. O

Definicion 2.6.4 (Grothendieck). SeanY un espacio topoldgico, X un conjunto arbitra-
rioy A C Y* un subconjunto del espacio de las funciones de X en'Y . Dado un subconjunto
K C X diremos que A intercambia limites con K (en Y) si para cada sucesion (Xn)neny C K
Y (fn)nen C A, de la existencia de los limites

”rrp(”rq] fn(Xm)) y Iinrp(lirm fn(Xm))
se sigue su igualdad.

Ejemplo 2.6.5. Sean'Y y Z espacios topoldgicos. Si A C Cp(Y,Z) es RNK y K C Y es
RNK entonces Ay K tienen la propiedad del intercambio de limites.
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DEMOSTRACION: Efectivamente, sean (fn)ney € A € (Yn)new C K sucesiones y sean
f € C(Y,Z) un punto de aglomeracion de (fp)new € y € K un punto de aglomeracion de
(Yn)nen- Si existen,

lim(lim fn(ym)) = lim f (ym) = £(y),

lim(lim fa(ym)) = lim fa(y) = (y),

obviamente coinciden. O

El resultado crucial del estudio de la compacidad en los espacios Cp(K) es el siguiente:

Lema 2.6.6. Sea K un conjunto, (Z,d) un espacio métrico compacto y A c ZK un sub-
conjunto Si A tlene la propiedad del intercambio de limites con K, entonces para cada
fcA” , donde A” denota la clausura de A en ZK con la topologia producto, existe una
sucesion (fn)nen C A tal que limp fr(x) = f(x) para cada x € K.

DEMOSTRACION: Haremos la demostracion en dos etapas. Sea d una métrica describien-
do la topologia de Z.

[12] Dadas funciones g1,9>, ...,gn € ZK y £ > 0 existe un conjunto finito L C K tal que

minmax {d(gm(x),gm(y))} < € para cada x € K. (2.20)

yeL m<n

Es decir, las imagenes de K por las funciones se pueden alcanzar por un numero finito de
bolas. Efectivamente el conjunto

= {(91(x),92(X); .-, gn(x)) : x € K} C Z"

es relativamente compacto (Z" es compacto) en el espacio métrico (Z",d.,), donde

doo (21,22, .,2n), (21,25, ...,2})) = su<pd(zm,z§n).
m<n

La familia {Bw(g1(X),d2(X), - -.,9n(X); €) : x € K} es un recubrimiento abierto de B y asf,
existe L C K finito tal que

B C [JBw(g1(y),---,0n(y): &)
yeL

lo que nos da (2.20).
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_ 7K
[22] Sea f € A”" . Vamos a construir la sucesion que converge. Tomamos fq := f. Por la
etapa anterior existe Ly C K finito tal que

mind(f1(x), f1(y)) < 1 para cada x € K.
yeLs

_ 7K
Puesto que f € A” , para L1 C K finito existe f, € A tal que

1
d(fa(y), f1(y)) < 3 paracaday € L;.

Ahora aplicamos de nuevo la primera etapa a f1,fo y € = % y asi sucesivamente. Proce-
diendo por recurrencia podemos encontrar funciones fq, fo,..., fn, far1,... (fi €A 1> 2)
y subconjuntos finitos L1,L>,...,Lp,... de K tales que

minmax {d(fm(x), fm(y))} <

yeln m<n

Sl

paracadax € K,y

-

d(fara(y), fa(y)) <

[EEN

n-+
para caday € Um_1 Lm.
Con esta construccion podemos asegurar que si definimos D = | J;;_4 Ln, entonces:
a) Paracaday e D, existe limm, fm(y) = f1(y).
b) Fijado x € K, para cada n € N existe y, € D tal que

S

maxd (fm(x), fm(yn)) <

m<n

y asi tenemos en particular que para cadam € N

Utilizando a) y b) vamos a demostrar que limp, fm(x) = f1(x) = f(x) para cada x € K.
Para ello es suficiente ver que f(x) es el Unico punto de aglomeracion de fm(x). Suponga-
mos que Y es punto de aglomeracion de fy(x). Como Z es un espacio métrico existe una
subsucesion ( fm;(X))jen tal que

lim fm; (x) =y
J

Y = 1 f, () = MM f, (o)) = (1M i (yn)) = im fa(y) = F2(0) = F(0),

donde (yn)nen €S la sucesion construida en el apartado b) para x. La igualdad de los limites
reiterados se tiene porque ambos limites existen y A intercambia limites con K. O
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Definicion 2.6.7. Un espacio topoldgico Y se dice que es kg-espacio si cada funcion
f Y — R es continua i, y solo si, para cada compacto K C Y la restriccion fix : K — R
es continua.

Obsérvese que cada k-espacio es kg-espacio.
El siguiente resultado aparece propuesto como un ejercicio en [30, Ejer. 1.21 b)].

Corolario 2.6.8. SeanY un kg-espacioy A C C(Y). Entonces son equivalentes:
(i) AesRNKen (C(Y), 1p);
(i) AesRKen (C(Y), p).

DEMOSTRACION: La implicacion (ii)=- (i) es evidente. Veamos (i)=- (ii). Denotamos por
Z una compactificacion métrica de la recta IR. El espacio (C(Y,Z), Tp(Y )) es un subespacio
del espacio Z¥ el cual, después del Teorema de Tijonov, es un espacio compacto. El
. —zY . \ p

conjunto A es un subconjunto compacto de Z", y asi, para demostrar el resultado es
suficiente demostrar que

_7Y

AZ CC(Y,R).

Sean f € KZY y K CY un subconjunto compacto. Demostraremos que fx € C(K,R).
Después del ejemplo 2.6.5, el subconjunto RNK A de C(Y,R) y el subconjunto compacto
K CY intercambian limites. Ahora por el lema 2.6.6 existe una sucesion de funciones
(fn)neny C Atal que

lim fa(y) = f(y) (2.21)
para cada y € K. Ahora, puesto que A es RNK en C(K,R), tenemos que la sucesion
(fn)new tiene un punto de aglomeracion g en C(K,R). Como ademas se verifica (2.21)
tenemos que para caday € K

lim fo(y) = f(y) =g(y) € R,

neN

es decir, la funcion f coincide con g en K, y de aqui se sigue que fx € C(K,R). Puesto
que el razonamiento anterior es valido para cualquier compacto K C Y e Y es kr-espacio
obtenemos finalmente que f € C(Y,R) y la prueba acaba. O

Corolario 2.6.9. Sea Y un espacio numerablemente determinado. Entonces C(Y) es un
espacio angélico.
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DEMOSTRACION: Después de la proposicion 2.2.11, Si (Y, 7) es numerablemente deter-
minado, el espacio Y dotado de la k-topologia asociada T también lo es. Ahora el espacio
(C(Y, 1), 1p) es angélico, ya que:

(i) Por el corolario 2.6.8, tenemos que si A C Cp(Y ) es RNK entonces A es RK.

(ii) Después del corolario 2.5.7,t(Cp(Y)) < Oo, y asi paracada f € A existe un conjunto
numerable {f,: n € N} C A, tal que f € {f,:ne N} C A. Ahora bien, como A es
compacto, utilizando el corolario 2.5.5 tenemos que {f,:n e N} es Tp-metrizable
y por tanto, existe una sucesion (fj, )nen contenida en { f, : n € N} tal que (fi, )nen
converge a f en la topologia de convergencia puntual.

Para acabar la prueba basta tener presente que los subespacios de espacios angélicos son
espacios angélicos a su vez. O

2.7 Una aplicacion a los espacios quasi-LB

El resultado obtenido en la proposicion 2.4.3 en el marco de los espacios de Banach
sigue siendo valido en los espacios quasi-LB. Recordamos primero algunas definiciones
que pueden encontrarse en [80].

SeaY un espacio vectorial topologico y A C'Y un subconjunto acotado y absolutamen-
te convexo. Denotamos por Ya la envoltura lineal de A dotada con la norma del funcional
de Minkowski de A (véase la definicidn en [54, pag.153]).

Definicion 2.7.1. SeaY un espacio localmente convexoy A C Y un subconjunto acotado
y absolutamente convexo. Se dice que A es un disco de Banach si Ya es un espacio de
Banach.

Definicion 2.7.2. SeaY un espacio localmente convexo. Una familia de discos de Banach
{Aa rae NN} de Y se dice que es una quasi-LB-representacion de Y si verifica las
siguientes propiedades:

(i) U{Aq: a eNY} =Y.

(i) Sia,BeNVya < B, entonces Aq C Ag.
Un espacio vectorial topoldgico con una quasi-LB-representacion diremos que es un es-
pacio quasi-LB.
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En esta seccidn utilizaremos la nocion de red introducida por De Wilde en [82].

Definicion 2.7.3. Una red en un espacio Y es una familia
W — {ij_?mzw..?nh . n, m]_7 m27 ey mn € N}

de subconjuntos de Y que satisface las siguientes relaciones:
AN)Y=U{Cm,:m=12,..,}
(i) Crymp,.my = U{Crmymp..muk :k=1,2,...,}, n>1.
Diremos que la red # es
(i) Acotada si para cada a = (ng)key € NV y cada entorno del origen U de Y existe
un entero positivo ny y un ndmero positivo py tal que Cp, n,. ... n, €sta contenido en
pu-U.
(if) Ordenada si dados los enteros positivos h,rq,ro,...,rn,S1,82,...,Sh, tales que rj <
sj, ] =1,2,...,h,entonces Cy, r, .. r, €sta contenidaenCs s, .. g,

geeey

Recordamos que una sucesion (Yn)nen €n un espacio localmente convexo Y se dice
que converge rapidamente a un punto y €'Y, si existe un disco de Banach A C Y tal que
(Yn)nen € Y estan contenidos en A e (Yn)nen cOnverge ay en el espacio de Banach Ya. El
resultado que sigue generaliza la proposicion 2.4.3.

Proposicion 2.7.4. Sea (Y, T) un espacio quasi-LB completoy Z C'Y un subespacio denso
enY. Si para caday € Y existe una sucesion (yn)nen contenida en Z tal que (Yn)nen
converge rapidamente a y, entonces

(Y, 0(Y,Y") < 15(Z,0(2,2")).

DEMOSTRACION: Sea M un espacio métrico con w(M) = ¢3(Z) y ¢ : M — 24 una apli-
cacion usco tal que Z = J{¢(x) : x e M}.

De acuerdo con [80, Proposition 22] es posible tener una quasi-LB representacion
{Aa Sae NN} deY tal que cada disco de Banach de Y esté& contenido en algin A, [80].
Para los enteros positivos k,ny,no, ..., Nk, definimos

Cnl7n27...7nk == U{Aa .a= (an) € NN, a‘] == nj, J = 1,2,.. 7k} .

La familia 7 = {Cn,.n,,...n. : K,N1,N2,...,nx € N} es una red ordenada y acotada en Y,
[7, Theorem 5]. Sea

T:= {(a,x) = (M (i) €N x MY 2 ) (¢(Xk) + % 'Cnl,nz.,-..,nk> a 0} )

keN
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donde los cierres de los conjuntos se consideran en la topologia débil del bidual o (Y”,)Y").
Definimos ¢ : T — 2(Y:0(.Y) dada por

010 = 0((0k (010 = [ (#050+  -Cour ™).
keN

para cada (a,x) € T. Fijamos (a,X) € T y veamos que ¢(a,Xx) esta contenido enY. La
familia {U°°: U € %}, donde % es la familia de los entornos del origen absolutamente
convexos en Y, es una base de entornos del origen de Y para una topologia 1, topologia
que recibe el nombre de topologia natural, [54, pag. 300]. La topologia natural induce en
Y la topologia original T, [54, pag. 301]. Sea U un entorno en %, entonces U °° es un
entorno a(Y”,Y’)-cerrado del origen en (Y”, 1,(Y”,Y’)). Puesto que # esta acotada en
Y, existe k € N tal que

—a (YY)

L 'Cﬂ17n27---7nk cu

K cu~.

Asi, tenemos que
@(a,(xn)n) C (1] {Z+U}.

Ue#
Por la completitud tenemos que
Y= {Z+U*},
Uew
y asi,
p(a,x) CY.

Demostramos ahora que @(a,x) es acotado. Por la acotacion de la familia # para cada
U € % existe k € N tal que % ‘Cnyny,...n C U y de aqui

} ‘ — (Y'Y

YN7Y)
k Cnl>n27“'>nk

cU?™Y cuee.
El subconjunto ¢ (xx) es a(Y’,Y )-compacto. Existe entonces p > 0 tal que ¢ (xx) C p -
Ucp-U°, yasi

@(a,x) C (1+p)u°.
Pero ¢(a,x) C Y. Asi,
@(a,x) C (14+py)Uuny,
para cadaU € %, siendo % una base de entornos del origen en (Y, 1) y asi hemos demos-
trado que @(a,x) es acotado. Por otra parte, el conjunto ¢(a,x) es a(Y"”,Y')-cerrado, ya
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que es interseccion de conjuntos o (Y”,Y”)-cerrados. Puesto que @(a,x) esta contenido en
Y tenemos que es o(Y,Y’)-cerrado y acotado y el teorema de Alaoglu nos permite afirmar
que @(a,x) es a(Y,Y’)-compacto.

Demostramos ahora que Uq et @(a,x) =Y. Seay €Y, entonces existe una su-
cesion (Yn)new €n Z que converge rapidamente a y. Sea B = (by)ken tal que (Yn)nen
e y estan contenidos en Ag de manera que (yn)nen CONVerge ay en Ya,. La inclusion
Ag C Nic=1Chby.by.....n, NOS permite obtener una subsucesion (Yn, )ken de (Yn)nen tal que
Y — Y € % Chyb,... b, Para cada k € N. Sea (Xn, ke Una sucesion en M tal que yn, €
¢ (xn,) para cada k € N. De aqui tenemos que y € @(f3, (Xn, JkeN) Ya que

1
Y=Y+ (Y = Yn) € @ (Xn) + 5 Couby...
para cada k € N.

Por ultimo demostraremos que la aplicacion @ es usco. Sea (0, Xn)ney UNa sucesion

en T convergente a (a,X), donde

(Qn,Xn) = ((a%)17(xé>i)jeN

paracadan e Ny (a,x) = (al,x})jcn. Tomamos yn € ¢(an, %) para cada n € N, entonces
la sucesion (yn)n tiene un punto de aglomeraciony en'Y” en la topologia a(Y”,Y’). Para
ello basta demostrar que la sucesion (yn)n esté acotada en Y . Efectivamente, seaU € %,
entonces existe k € N tal que - Cay a,....a C U. De aqui

1 — — o6(y'Y) oYY

K Caya,....8 cu cu-.

Por otra parte, para dicho k € N existe m € N tal que si n > m se tiene que yn € ¢ (xX) +U°°.
Puesto que (xK), converge a xK, el conjunto A = J%_; ¢ (xXX) es a(Y,Y’)-relativamente
compacto, y de ahi acotado. Existe entonces p > 0 tal que AC p-U C pU°°. Asi y, €
(14 p)U°°NY para cada n > m. Por otra parte para cada y, con n < m existe p, > 0 tal
que yn € phU°° tomando pg := max{p1,P2,...,Pm-1,1+ p} obtenemos que la sucesion
(Yn)new €sté contenida en ppU°°NY.

Veamos ahora que y € ®(a,x) y asi (yn) tiene un punto de aglomeracion para la
topologia o(Y,Y’) que pertenece a ®(a,x), lo que termina la prueba de que ¢ es usco.
Fijamos k € N. Existe N € N tal que para cada n > N, a#} —al paracada j=1,...,k
Sea (y))jeL una subred de (yn)n>n convergente ay en la topologia o(Y”,Y’). Para cada
leL,y=z+d, dondezf € ¢(xf) y di € §-Cyr__qk. Puesto que (X)L es una subred
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de (x{)n>n Y (XK)n=n €s convergente a x* tenemos que (x<)c. converge a x. Por ser
¢ usco tenemos que (z); tiene un punto de aglomeracion z€ en ¢ (x¥). Sea (zK)scs una
subred de (zf);cL convergente a zX. Ahora la red (ds)scs = (Ys — z)scs esta contenida en
% -Cq1,._ ok Y s convergente. Hemos demostrado que y € O (X + ¢ -Cyt g2, gk PUESIO
que el razonamiento es valido para cada k € N obtenemos finalmente que y € ¢(a,x) y la
prueba acaba. O

2.8 El indice de Nagami

En [66] N. Nagami introduce la definicion de Z-espacio que ha sido ampliamente
estudiada, véase por ejemplo el survey de Michael, [61], y el libro [2]. Tomando como
punto de partida la nocién de Z-espacio, Hodel introduce en [44] una funcion cardinal
que llama Z-grado (véase la definicion 2.8.9) que ha sido de relevancia para el estudio de
determinadas cuestiones de Topologia general. El objeto de esta seccion es interpretar de
forma diferente a como se habia hecho hasta ahora el Z-grado y relacionarlo con el indice
de determinacion /% que hemos introducido y estudiado en este capitulo asi como con
versiones mas generales de éste.

La definicion que sigue esta relacionada con la caracterizacion que hemos dado del
indice /X en la proposicion 2.1.5, y aunque no responde a nocién alguna introducida
explicitamente por Nagami si esta muy relacionada e inspirada por las ideas de Nagami
al estudiar Z-espacios, véase la definicion 2.8.9.

Definicion 2.8.1. SeaY un espacio topoldgico completamente regular. Se define el indice
de Nagami de Y, Nag(Y ), como el cardinal mas pequefio de las familias .z de subcon-
juntos cerrados en BY con la propiedad que:

({A:yeA Ac &} CY, paracadayey. (2.22)
En [53, Definition 2] aparece la siguiente definicion.

Definicion 2.8.2. SeaY un subespacio de un espacio compacto Hausdorff K. Una familia
de cerrados <7 en K se dice que determina Y, si paracaday €Y ycadak € K\ Y, existe
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A€ o/ tal quey € Aek ¢ A. Se define el indice the determinacion dik (Y ) de Y en K como
el nimero cardinal

dik(Y) = Oomin{|.«/| : </ familia de cerrados determinando Y en K}.

Utilizando el lema 1.2.4 es facil probar que dik (Y) = dik/(Y ) si K'y K’ son dos compactos
talesqueY Cc KeY c K’, véase también [53, Corollary 1], y en consecuencia tiene sentido
la siguiente definicion:

Definicion 2.8.3 ([53, Definition 3]). El indice de determinacién di(Y ) de un espacio to-
pol6gico completamente regular Y se define como di(Y ) :=dik (Y ) para algun (por tanto
para todo) espacio compacto K C Y.

Es facil comprobar que si Y C Ky 7 es una familia de cerrados en K, entonces <7
determina’Y si, y solosi, \{A:ye A, Ac o/} CY, paracaday €Y. Consecuentemente
tenemos la siguiente igualdad.

Proposicion 2.8.4. Si Y es un espacio completamente regular con Nag(Y) infinito, en-
tonces Nag(Y ) =di(Y).

La proposicion 2.1.5 nos sirve de inspiracion para relacionar el indice de Nagami y
uscos tal y como presentamos en el siguiente resultado donde una de las implicaciones
gue demostramos simplifica y aclara alguno de los argumentos en la proposicion 2.1.5.

Proposicion 2.8.5. SeaY un espacio topoldgico completamente regular y m un cardinal
infinito. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Existe un espacio topoldgico X con w(X) <my ¢@: X — 2Y usco tal que se tiene
Y =U{o(a):xeX};
(if) existen conjuntos | y J con |I|,|J| < m, un subespacio Z del producto de espacios
discretos 17 y una aplicacion usco ¢: = — 2Y tal que Y = U{¢(a):a € Z};
(iii) Nag(Y) <m.

DEMOSTRACION: La equivalencia (i)<(ii) es consecuencia de las proposiciones 2.1.4

y 1.6.4.
La implicacion (iii)=(ii) es similar a la correspondiente implicacion en la proposi-
cion 2.1.5. Consideremos una familia de cerrados <7 = (Aj)iel en BY, || = Nag(Y),

satisfaciendo la propiedad exigida en la ecuacion (2.22). Para caday € Y tomamos

n(y) :=min{|2|: (| BCY eyeB, paracadaB e #,% C </},
Be#



INDICE DE K-DETERMINACION DE ESPACIOS TOPOLOGICOS 97

y definimos
vi=sup{n(y):yeY}.

Tomamos J un conjunto de cardinal igual a t. Definimos el subconjunto de I? dado por

>:={(ij)jes €1’ existeyeY talquey € [A; C Y}
jed

Consideramos la aplicacion ¢ : = — 2Y definida por

jeJ n A|J
jed
Evidentemente, ¢ toma valores compactos no vacios dentro de Y, teniéndose también que
Y =U{¢(a):a e x}. Por Gltimo demostramos que @ es superiormente semicontinua y
para ello razonamos como en la proposicion 2.1.5. Sea (ij)jey € 2y O CY un conjunto
abiertoenY tal que

o((i))jes) = () Aj; CO. (2.23)
jGJ

Sea Ogy C BY un conjunto abierto tal que Ogy NY C O. Como BY es compacto y los
(Ai;)jes son cerrados en BY, de la inclusion (2.23) deducimos que existe un conjunto
finito de indices Jo C J tal que

ﬂ Ai; C Opy.

j€do
Consideramos ahora el conjunto V = {(tj)jes € : ts = Js, S € Jo} que es un entorno
abierto de (ij)jeg en 2. Se tiene que @(V) C O, ya que para cada (tj)jcj € V tenemos que

o((t))jea) ﬂAtJ C ﬂ Ai; € Op,
jed i€do

y por otra parte
@((tj)jes) CY.

Luego @((tj)je3) CY NOgy C Oy con esto acaba la prueba de esta implicacion.

Veamos ahora la implicacion (i)=-(iii). Supongamos que (i) se satisface y fijemos
0 = {0 :i €1} una base de la topologia de X con |lI| < m. Vamos a probar que la
familia o7 = {WBY 1i € 1} satisface las condiciones exigidas en (iii). Efectivamente.
Obsérvese primero que dado x € X la familia

Uy ={0j :x € O;}
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es una base de entornos del punto x en X. Por tanto, ¢(%x) es compactoide en Y. Dado
y € Y tomamos x € X tal que y € ¢(x). Entonces,

———BY ———BY ——BY
Moo :ye 9(0)"} cN{9©0) :0re %3 v,
después del lema 1.2.4. O

De la prueba anterior se sigue el siguiente corolario.

Corolario 2.8.6. SeaY un espacio topoldgico completamente regular y n < m cardinales
infinitos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Existe un espacio topolégico X conw(X) <m, x(Y) <ny @: X — 2Y usco tal que
setieneY =U{¢p(a) :xeX};
(i) existen conjuntos Iy J con |I| < m, |J| < n, un subespacio Z C 1Y y una aplicacion
usco @:% — 2" talqueY = J{p(a): ac3};
(iii) existe una familia de conjuntos cerrados <7 = {A; i€ 1} en BY, |[I| <m, tal que
paracadayeY existeJ Clcon[J[<ntalqueye Njc Aj CY.

Cuando ponemos n = [1g en el corolario anterior lo que obtenemos es la proposicion 2.1.5:
téngase en cuenta que como ya se comento en la pagina 50, en la definicion de /= podemos
utilizar indistintamente espacios métricos o espacios que satisfacen el primer axioma de
numerabilidad. El fijar o no el caracter x(X) explica la gran diferencia entre /X y el indice
de Nagami.

Corolario 2.8.7. Sea Y un espacio topolégico completamente regular. Se tienen las si-
guientes desigualdades:

(i) Nag(Y) <w(Y);

(i) Nag(Y) < /x(Y).
Obsérvese que si /Z(Y) es numerable, entonces Nag(Y ) = ¢Z(Y) y en este caso Y es nu-
merablemente determinado. En general, las desigualdades (i) y (ii) pueden ser estrictas.

DEMOSTRACION: Ambas propiedades (i) y (ii) se siguen de la propiedad (i) en la propo-
sicion 2.8.5 y de la definicion de ¢Z(Y ) que dimos en 2.1.1.

Para ver que la desigualdad (i) puede ser estricta basta considerar Y = (X, 0(X,X*))
un espacio de Banach de dimension infinita reflexivo con su topologia débil: en este caso
Nag(Y) =¢Z(Y) =00y w(Y) > Op dado que Y no puede ser metrizable.
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Para ver que la desigualdad (ii) puede ser estricta consideramos el ejemplo 2.3.12
donde se exhibe un espacio Y C BN que verifica que w(Y ) < ¢2(Y ). Combinando las
desigualdades (i) y (ii) obtenemos

Nag(Y) <w(Y) < £Z(Y),
y asi acaba la prueba. O
En la proposicion que sigue resumimos algunas propiedades del indice de Nagami.

Proposiciéon 2.8.8. En la clase de espacios topoldgicos completamente regulares se sa-
tisfacen las siguientes propiedades:
(i) si Y es un espacio topoldgico y Z C Y un subespacio cerrado, entonces se tiene
Nag(Z) < Nag(Y);
(i) si m es un cardinal infinito e (Y;)ic una familia de espacios topol6gicos tales que
Nag(Yi) <my |I| <m, entonces

Nag(DYi) <m;

(iii) si Y y Z son espacios topoldgicos y @ : Y — 24 una aplicacion usco para la que
Z=U{g@(y):y €Y}, entonces Nag(Z) < Nag(Y);
(iv) sea (Y, 1) unespacio topologicoy ¢ unatopologia enY mas gruesa que T; entonces

d(Y,7) <max{Nag(Y,1),nw(Y,¥)};
(v) si Z C C(K) un subconjunto que separa puntos de un compacto K, entonces
Nag(Cp(K)) <Nag(Z,1p);

(vi) seaY un espacio topolégico; siH C Cp(Y ) es compacto, entonces H es fuertemente
Nag(Y )-monolitico;
(vii) ¢(Y) <Nag(Y) para todo espacio topoldgico.

DEMOSTRACION: La demostraciones de (i), (ii), (iii), (iv) y (vi) son similares a las prue-
bas de los resultados analogos para el indice de K-determinacién: proposiciones 2.2.4,
2.2.3, 2.2.7, 2.3.14 y el teorema 2.5.4. La demostracion de (v) es viable utilizando la
prueba alternativa que sugerimos en la proposicion 2.5.4. Por altimo (vii) se demuestra
imitando la prueba de 2.3.4. O
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Hodel influido por las ideas de Nagami, [66], introduce en [43] una funcién cardinal
que llama Z-grado de un espacio topolégico que presentamos en la definicion siguiente y
de la que nos ocupamos en el resto de la seccion.

Si'Y es un conjunto, .% un cubrimiento deY y p €Y escribiremos

=(\{FeZ:peF}. (2.24)
Obsérvese que cuando Y es un espacio topolégico y .# es un cubrimiento localmente
finito, entonces las familias {F € .7 : p € F} que intervienen en (2.24) es finita.

Definicion 2.8.9. SeaY un espacio topoldgico regular.
a.- Una Z-red fuerte (en el sentido de Hodel) para el espacio Y es una coleccion de
cubrimientos localmente finitos {.%4 : a € A} formados por conjuntos cerrados de
Y verificando las siguientes condiciones:
(i) C(p) =N{C(p,Zu): a € A} es compacto, paracadap e Y;
(i) {C(p,Zu): a € A} es una base para C(p), en el sentido de que para cada
conjunto abierto U tal que C(p) C U, existe a € A satisfaciendo

C(p,Za) CU.

b.- El Z-grado del espacio Y, denotado como Z(Y ), es 0o x m, donde m es el cardinal
més pequeno tal que Y tiene una X-red fuerte {74 : a € A} con |A| =
c.- Y se dice que es un Z-espacio fuerte (en el sentido de Nagami, [66]) si Z(Y) = Oo.

Hemos relacionado ya el indice de Nagami con el indice de K-determinacién. Mos-
tramos ahora la relacion que hay entre el indice de Nagami y el Z-grado. Para ello nece-
sitamos el siguiente lema de demostracion elemental.

Lema 2.8.10. Sea Y un espacio topoldgico y .# un cubrimiento localmente finito de Y.
Entonces |.7| < {(Y).

DEMOSTRACION: Paracaday €Y sea Uy un entorno abierto de y que corta a una cantidad
finita de miembros de .%. Por definicion de numero de Lindel6f, existe Z C Y tal que
|Z| = £(Y) satisfaciendose Y = |J{Uy : y € Z}. Como claramente se tiene

= J{Fe.Z :Fnu,#0},

yed

y cada conjunto {F € .7 : F NUy # 0} es finito, concluimos que || < [J| =4(Y). O
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Teorema 2.8.11. SiY es un espacio topoldgico completamente regular, entonces
Nag(Y) = max{=-grado(Y),¢(Y)}.
DEMOSTRACION: Demostramos que Nag(Y ) > Z-grado(Y ). Sea
F={Aj:jel}

una familia de cerrados en BY tal que |J| = Nag(Y) con la propiedad (2.22). Sea . la
familia de los subconjuntos finitos de J con la propiedad de que para cada F € £ se tiene
que
Ar = [AjNY #0
jeF
Para F € . definimos el cubrimiento localmente finito .#f := {Ag NY,Y }. La familia de
cubrimientos {.Z¢ : F € £} esuna X-red fuerte en Y. En efecto, para cada p € Y tenemos
que
Clp)=((Ar:peAr,FeZLY={Aj:jelpeAj}cY.
Asi, C(p) es compacto. Por otro lado, como cada Aj es cerrado en la BY, si tomamos un
abierto O en BY tal que C(p) C O, la compacidad de BY implica que existe F € . tal
que
(N{Aj:i€F,peAj}cO.

De aqui se sigue que A C ONY, Yy la prueba de que {ZF : F € £} es una Z-red fuerte
enY esta completa. Como por otra parte se tiene que Nag(Y ) > ¢(Y ), proposicion 2.8.8,
tenemos ya establecido que Nag(Y ) > max{Z —grado(Y),¢(Y)}.

Demostraremos ahora la otra desigualdad Nag(Y ) < méx{X — grado(Y),¢(Y)}. Su-
pongamos que {%q : a € A} es una Z-red fuerte de Y. Después del lema 2.8.10 se tiene
que |.Zq| < ¢(Y) para cada a € A. Consideramos la familia

T = Za,
acA
que laescribimos en laforma .7 = {Fj : j€J}. Esclaroque |.7| = || < max{|A[,£(Y)}.
Ahora definimos la familia de las intersecciones finitas

n
F ={FCY:F#0yexisten jy,j2,...,jn€J,n € Ntalesque F = ﬂFji}.
i=1
El cardinal de .# vuelve a ser menor o igual max{|A|,¢(Y)}. Demostraremos que para
cada p €Y lafamilia Z = {F € .% : p € F} es una base de filtro compactoide. Efectiva-
mente:
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A es base de filtro. El conjunto vacio no pertenece a %4, y dados dos elementos de % su
interseccion vuelve a ser un elemento de 4.

2 es compactoide. Obsérvese que cada C(p, %) € % ya que al ser %, localmente
finita la interseccion que define C(p, %4 ) es finita. Por otro lado se tiene la igualdad:

C(#)= () F=[)C(p,%a) =C(p), (2.25)
Fexs acA

Al ser X-red fuerte, y por definicion, se tiene, por un lado, que C(p) es compacto,
Yy, por otro que para cada abierto U C Y tal que C(p) C U existe a € A tal que
C(p,#4) C U. Esto prueba que # es compactoide.

Utilizando el lema 1.2.4 tenemos que
MFP  Fesy={F:Fez}cY.

De aqui la familia {fBY : F € #} verifica

ﬂ{FBY peFP  Fe)C ﬂ{FBY peFFeZ}cC ﬂ{fﬁY Fea}cy.
Esto completa la prueba de que Nag(Y ) < méax{Z-grado(Y ), (Y )} y con esta desigualdad
la demostracion de la proposicion también acaba. O
Proposicion 2.8.12 ([43, Proposition 4.1]). Todo espacio topologico regular Y tiene un
>-red fuerte {.#4 : a € A} con |A| < nw(Y). En particular, Z-grado(Y) < nw(Y).

DEMOSTRACION: Sea ./ = {Ng : a € A} una network para Y con |A| = nw(Y). Para
cada o en A ponemos .74 = {Ng,Y }. Entonces { %4 : a € A} esuna Z-red fuerte. [

Como corolario obtenemos una mejora de la desigualdad Nag(Y ) < w(Y).

Corolario 2.8.13. Si Y un espacio topoldgico completamente regular, entonces se tiene
Nag(Y) < nw(Y).

DEMOSTRACION: Después del teorema 3.8.12 de [25] tenemos que 4(Y) < nw(Y ). Por
otro lado la proposicion anterior nos dice que X-grado(Y ) < nw(Y). Asi la desigualdad
Nag(Y) < nw(Y) es un consecuencia directa del teorema 2.8.11. O
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2.9 Aplicaciones en espacios localmente convexos

En esta seccion vamos a dar algunas aplicaciones de los resultados de la seccion pre-
cedente en el marco de los espacios localmente convexos. Estas aplicaciones mejoran y
complementan resultados antiguos obtenidos en [15] y resultados muy recientes demos-
trados en [9].

Siguiendo a [9], para un cardinal infinito m, denotamos por ¥, la clase de espacios
localmente convexos E de caracter menor o igual que m. En otras palabras ¥, es la clase
de espacios localmente convexos que tienen una base de entornos del origen de cardinal
m. Observese que ¢, es la clase de espacios localmente convexos metrizables.

En los espacios de la clase ¢,, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.9.1. Sea m un cardinal infinito y (E, T) un espacio localmente convexo pertene-
ciente a la clase ¥,,. Entonces:

Nag(E’,o(E’,E)) <m.

DEMOSTRACION: Sea % una base de entornos del origen en 7 tal que |B| < m. Conside-
remos el espacio (4, 14) cuyos elementos son entornos del origen en 2y la topologia 14
es la discreta. Definimos

Q:(B,1q) — 2EEE)
B — B°={feE:|f(x)|<1paracadaxe B}

Entonces:

(i) B° es compacto, por el teorema de Alaoglu [54, pag. 248].
(i) E'=Ugec»B".
(iii) @es superiormente semicontinua. La demostracion de este hecho resulta obvia dado
que en el espacio % manejamos la topologia discreta.

De aqui, basta observar que w(%, 14) < |2| < m, para obtener el resultado buscado. [
La proposicion que sigue complementa el teorema 4.2 de [9].

Proposicion 2.9.2. Sea m un cardinal infinito, S un conjunto con |S| < m Yy (Es, Ts)ses
una familia de espacios locamente convexos en %,. Sea {fs: Es— E} g una familia
de aplicaciones lineales y (E, 1) = Y45 fs(Es, Ts) la envoltura localmente convexa de
fs(Es, Ts). Entonces
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(i) Nag(E’,o(E’,E)) <m.
(i) t(Cp(E’,0(E',E))) < m y los subconjuntos compactos de Cp(E’,0(E’,E)) son
fuertemente Nag(E’, o(E’, E))-monoliticos.

DEMOSTRACION: En [54, 22.2.2, 22.3.2 y pag. 287] se demuestra que (E’,a(E’,E)) es
isomorficamente homeomorfo a un subespacio cerrado de [scs(Es, 0(ES, Es)). Después
del lema 2.9.1, Nag(E, 0(EL Es)) < my puesto que |S| < m, tenemos, por la proposicion
2.8.8, que

Nag(E’,o(E’,E)) <m.

Ahora (ii) se deduce de (i) utilizando el teorema 2.5.6 y la proposicion 2.8.8. O

En particular para m = (g la proposicion anterior conduce al siguiente corolario.

Corolario 2.9.3. Sea (E,%) =lim(En, %p) el limite inductivo de una sucesion de espacios
localmente convexos metrizables. Entonces:
(i) (E’,o(E’,E)) es numerablemente determinado;
(i) (E,o(E,E’)) es angélico;
(iii) los subconjuntos compactos separables de (E,o(E,E’)) son o(E,E’)-metrizables;
(iv) t(E,o(E,E’) =Op.

DEMOSTRACION: La afirmacion (i) se sigue de la proposicién anterior, apartado (i), te-
niendo en cuenta que en este caso Nag(E’,g(E’,E)) = ¢Z(E’,0(E’,E)) = O,, después
del corolario 2.8.7. La afirmacion (ii) se sigue del corolario 2.6.9 que nos garantiza que
Cp(E’,0(E’,E)) es un espacio angélico teniendo en cuenta que (E,o(E,E’)) se puede
mirar como subespacio suyo y que la angelicidad se conserva por subespacios. La pro-
piedad (iii) se sigue de las observaciones anteriores y del corolario 2.5.5. Por ultimo, la
propiedad (iv) es consecuencia directa del corolario 2.5.7. O

Hacemos notar que las propiedades (i), (ii) y (iii) fueron demostradas con técnicas
distintas en los articulos [15, 14] y [69]. Comentamos también que la afirmacion en (iv) es
una mejora del clasico resultado de Kaplanski que establece que todo espacio localmente
convexo metrizable la topologia débil tiene tightness numerable, véase [54, §24.1.6].
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2.10 Aplicaciones a espacios uniformes

Como aplicacion de resultados de secciones anteriores establecemos en esta seccion
el teorema que sigue que nos permite dar estimaciones sobre el peso de los subconjuntos
precompactos en espacios uniformes. Este resultado mejora uno de los resultados centra-
les del articulo [14] que nosotros establecemos aqui como corolario 2.10.2.

Teorema 2.10.1. Sea (Y, L) un espacio uniforme con una base para la uniformidad dada
por By = {Nk : K€ .2 (M)}, donde M es un espacio métrico de peso infinito y 2" (M)
el reticulo de los compactos de M, satisfaciendo

Nk, C Nk, si Kz C Kj. (2.26)
Entonces para cada subconjunto precompacto K de (Y, 1) se tiene que
w(K) <w(M).

DEMOSTRACION: Es suficiente realizar la prueba para conjuntos compactos, ya que en el
caso de los precompactos basta considerar la compleccién del espacio. Sean K un com-
pactoen (Y,4) y (£ (M),dn) el reticulo de los compactos de M con la métrica Hausdorff,
como sabemos w(.# (M),dy) = w(M), después de 1.6.10. Definimos la aplicacion ¢ de-
finida en N x (.# (M), dn)N con valores en 2¢(K) dada por:

¢ :Nx (£ (M),dy)N — 26K
(m7(Kn>n) - A(m,(Kn)n)

donde
1
n

Amknn) = 1T €CK) T[Tl <m, [£(x) = Fy)] < =, (xy) € (KX K) NNk, }-

Sea (0p)nen UNa sucesion convergente a a en el espacio producto N x .7 (M)N donde
an = (Mn, (K{')jeny) paracadan € Ny a = (m, (Kj)jen). Definimos

r:=max{mp:ne N}

y Ly:i= KnUU‘j"’:1 Krj, para cada n € N. Después del corolario 1.6.7 el conjunto L, es
compacto para cada n € N puesto que (KI—J])]'EN converge en la distancia Hausdorff a K.
Definimos 3 := (1, (Ln)n). Entonces

U ¢(an) C 6(B).

neN
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Por la propia definicion el conjunto Ay k), €S acotado y cerrado para la norma del
supremo y uniformemente equicontinuo. De aqui, por el teorema de Ascoli [52, pag. 243],
se sigue que A(m (k,),) €S Un subconjunto compacto de (C(K), |-||)< ). Por otra parte ¢ (N x
2 (M)N) = C(K), ya que cada funcion continua definida en un compacto es acotada y
uniformemente continua. Asi, seam € N tal que || f||,, < my para cada n € N tomamos
Nk, tal que |f(x) — f(y)| < % para cada (x,y) € (K x K)NNk,, entonces f € ¢(m, (Kn)n).
Ahora, por el teorema 1.6.1 existe una aplicacion @ : N x (# (M), dy )N — 2(CK).[ll)
usco tal que ¢ (a) C ¢(a) para cada a € N x 2 (M)N, y como

@(N x # (M)Y) =C(K),

entonces
W(K) = d(C(K), [[-[l) = €Z(C(K), [|[[o0) < W(M),

donde la segunda igualdad viene dada por la proposicion 2.3.5, y la prueba acaba. O

Corolario 2.10.2 (Cascales-Orihuela,[14]). Sea (Y,4l) un espacio uniforme tal que la
uniformidad 4 tiene una base %y = {Nq : a € N"'} satisfaciendo:

Np C Ng si a < B siendo a, 8 € N
Entonces cada subconjunto precompacto K de (Y, 1) es metrizable.

DEMOSTRACION: Por la misma razon argumentada en la prueba del teorema 2.10.1 es
suficiente demostrar el resultado para conjuntos compactos de Y. Consideramos N dotado
de la topologia discreta y NV de la topologia producto. Sea K ¢ NN un compacto y sea
m : NN — N la proyeccion sobre la n-ésima coordenada. Puesto que K es compacto y
T, es continua para cada n € N, se sigue que 1(K) C N es un subconjunto compacto y,
por tanto, finito. Definimos ay, := max{m(k) : k € K} y a(K) := (an)ney € NV, Se tiene
entonces que si Kz, K, son compactos en N tal que Ky C Ko, entonces a(Kz) < a(Kp)
ya que
max{m (k) : k € K1} <max{m(k) : k € Kz}

para cada n € N. Definimos Nk := Ng k). Por otra parte la familia {Nk : K € (NN} es
una base para la uniformidad 41, ya que

{Ng: ae NV} {Nk:Ke#(NY).
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Utilizando ahora el teorema 2.10.1 se sigue que w(K) < w(NY) = O, y la prueba acaba.

O

Sea (ls <s)sey Una familia numerable de conjuntos dirigidos e | = s Is €l espacio
producto. Entonces I es un conjunto dirigido con el orden inducido < dado por:

o < Bsi,ysolosias<gfsparacadas e N, (2.27)

donde o = (ds)sen Y B = (Bs)sen- De forma similar a 2.10.1 se prueba el teorema que
sigue, el cual ha sido demostrado en [9].

Teorema 2.10.3. Sean m un cardinal infinito e (Y,4) un espacio uniforme tal que la
uniformidad 4 tiene una base %y = {Nqg : a € [sen Is}, donde (ls, <s) es un conjunto
dirigido con |ls] < m para cada s € N, satisfaciendo:

Ng CNg sia <3, siendo a,3 € |‘| ls. (2.28)
selN

Entonces para cada subconjunto precompacto, K, de (Y,4l) se verifica que

w(K) <m.

DEMOSTRACION: La prueba es similar a 2.10.1. Sblo probaremos el resultado para com-
pactos K C Y. Definimos J; := N dotado de la topologia discreta y con su orden natural
y para n > 2 tomamos Jn := []sci Is- Ahora, para cada n € N, J, es un conjunto dirigido
por el orden inducido, véase (2.27), y lo dotamos de la topologia producto considerando
en ls topologia discreta para cada s € N. Definimos el espacio

X = |_‘LJn,
ne

con la topologia producto. Por la proposicion 2.2.1, w(X) < m. Definimos la aplicacion
¢ : X — 2€(K) dada por

d(x)={f€CK):[[f]l,<my |f(s)— f(t)] g%si (s,1) € (K x K)NNg,, n € N}

para cada x = (m, (an)n) € X. Utilizando los mismos argumentos que en la prueba del
teorema 2.10.1 se demuestra que estamos en las condiciones del teorema 1.6.1, de donde
se sigue que existe una aplicacion ¢ : X — 2€(5) usco con la propiedad

¢ (X) C @(x)
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para cada x € X y tal que C(K) = J{@(x) : x € X}. Por tanto

W(K) = d(C(K), [1lw) = £Z(C(K), |-]l) < W(X) < m.

2.11 Espacios sin compactos perfectos

En la seccion 2.6 hemos dado una prueba de la angelicidad del espacio Cp(Y) para
Y, en particular, un espacio K-analitico. Hay dos formas de mejorar este resultado de
angelicidad:

Mejora cualitativa: una posible mejora es tratar de ver si el hecho de que los cierres de
los subconjuntos relativamente compactos sean accesibles por sucesiones se pue-
de llevar hasta el punto de que lo sean los cierres de todos los subconjuntos de

(C(Y),Tp).

Mejora cuantitativa: otra posible mejora es tratar de ver si para espacios de funciones
mas grandes que C(Y ), por ejemplo, para el espacio de las funciones de la primera
clase de Baire en'Y, B1(Y), todavia es verdad que (B1(Y ), Tp(Y)) es angélico.

En esta seccion nos ocupamos de estas cuestiones, y al hacerlo damos una prueba alterna-
tiva, mas simple, de un muy reciente resultado de Cascales y Namioka en [10, Theorem
4.1 and Corollary 4.2] y mejoramos propiamente un resultado de Kakol y Lépez-Pellicer
en [49]. Veremos como, el exigir que para nuestro espacio K-analitico Y pueda mejo-
rarse la nocion de angelicidad para (C(Y ), Tp), en los términos expuestos anteriormente,
conduce a que Y no puede contener compactos perfectos.

La imposibilidad de que los espacios del tipo B1(Y ) sean angélicos paraY K-analitico
la pone de manifiesto el siguiente ejemplo debido a Bourgain, Fremlin y Talagrand, [6],
que incluso muestra que esto no es asi ni incluso espacios del tipo (B1(K),1p) con K
compacto disperso.

Ejemplo 2.11.1. Sea X = [0, c], donde wy es el primer ordinal no numerable, dotado
de la topologia del orden, con la cual X es un espacio topolégico compacto. Sea

A={x"eC(X): [x"[|, <1}
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Entonces
(i) Aes relativamente sucesionalmente compacto en B1(X).
(if) A no es relativamente compacto en B1(X).

DEMOSTRACION: Después de [33, pag. 75], el espacio de las funciones continuas sobre
X viene dado por

C(X) = {x* e R*: existet € [0, ) tal que x*(&) = x*(wy) para cada & > t}.

Demostramos (i). Sea (x;;)n Una sucesion en A. Para cada n € N, existe t, < wy tal que
X5, restringida a [th, co1] es constante. Tomamos to := max{t, : n € N}. Después de [33,
5.12, pag. 74], tenemos que to < wj. Ahora, para cada n € N, x;, es constante, digamos
igual a ry, en [tp, ). Como (ry)n s una sucesion en R acotada, podemos tomar una
subsucesion (rp, )k convergente. Consideramos el conjunto numerable D = [0,to] que es
numerable. La sucesion (xp, [o)k esta contenida en [—1, 1]° que es un espacio metrizable,
asi xp, |o tiene una subsucesion convergente, y de aqui se obtiene que A es relativamente
sucesionalmente compacto.

Para ver (ii) basta observar que

A G {X €Bu(X) 1 [IX*[lo <1} & [1,2]%,

siendo A denso en ([—1,1]%, 7). Si A fuese relativamente compacto en B (X) se tendria
que el cierre de A en ([—1,1]%, Tp) deberia satisfacer A C B1(X), con lo que se tendria

{x* €B1(X) 1 X[l < 1} = [-1,2]%,
que proporciona la contradicciéon que termina la prueba. O

La siguiente es una nocion acufiada en topologia y utilizada con profusion en analisis
y topologia.

Definicion 2.11.2. Un espacio topolégico Y se dice que es un espacio Fréchet-Urysohn
si para cada subconjunto A de Y y para todo y € A existe una sucesion (yn)n en A que
converge a y.

Los espacios métricos son espacios Fréchet-Urysohn pero el reciproco no es cierto.
Por ejemplo, si " es un conjunto no numerable y

>(I) = {x € R" : sop(x) es numerable},
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es conocido que (2(I"), Tp) is Fréchet-Urysohn, [68], pero no es metrizable (no satisface
de hecho el Primer Axioma de Numerabilidad). Para una amplia clase de espacios local-
mente convexos ha sido probado recientemente que las propiedades de metrizabilidad y
Fréchet-Urysohn son, sin embargo, equivalentes, [8]. Una generalizacion de los espacios
Fréchet-Urysohn la constituyen los espacios secuenciales: Y es un espacio topoldgico
secuencial si, y s6lo si, para cada conjunto no cerrado A C Y existe una sucesion en A
que converge a un punto de Y \ A, véase [2, p. 51]. Los espacios secuenciales forman
una subclase importante de los k-espacios, véase la definicion 1.4.3. Fue establecido por
Pytkeev [72] y por Gerlits y Nagy [32], en 1982, que:

Teorema 2.11.3. Para un espacio completamente regular Y las propiedades que siguen
son equivalentes.
(i) (C(Y),Tp) es Fréchet-Urysohn;
(i) (C(Y),1p) es secuencial;
(iii) (C(Y),1p) es k-espacio

En el caso en el que Y = K es un compacto R. Meyer establecié en un muy bonito
trabajo, [60], que las propiedades anteriores son equivalentes a:

(iv) Y es disperso,

Véase también [31] y [72]. La seccion esta dedicada a demostrar el teorema que sigue,
que relaciona los propiedades de arriba en una situacion mucho mas general que la de los
compactos dispersos y aparece como Theorem 4.1y Corollary 4.2 en [10]: nuestra prueba
es distinta, y en algunas implicaciones bastante més simple que la original de [10].

Teorema 2.11.4. Sea Y un espacio K-analitico. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
(1) Y es o-disperso;
(i) Y no contiene conjuntos compactos perfectos;
(iii) para cada subconjunto numerable A de C(Y), la clausura A en (R, 1) es metri-
zable con la topologia inducida;

(iv) (C(Y),tp) es Fréchet-Urysohn;

(V) (C(Y),Tp) es secuencial;

(vi) (C(Y), 1p) es un k-espacio;
(vii) (C(Y), 1p) es un kr-espacio.
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La prueba completa del teorema anterior se retne en la pagina 114, y antes de llegar a
ella necesitamos unos lemas de caracter técnico que pueden tener interés por si mismos.
Aislamos también como teorema 2.11.8 una de las implicaciones del teorema anterior que
se satisface en general sin necesidad de la hipétesis de K-analiticidad.

Empezamos por el siguiente lema.

Lema 2.11.5. Sean Y y Z espacios topolégicos y f : Y — Z una aplicaciéon continua,
abierta y suprayectiva. Si Y es kg-espacio entonces Z es kr-espacio.

DEMOSTRACION: Sea g : Z — R una funcién tal que para cada compacto K’ C Z la res-
triccion gk : K’ — R es continua. La aplicacion go f : Y — R es continua. Efectivamente,
sea K un compacto en'Y, entonces

(9o fik =9jrk) © fk-

Ahora, por ser f continua, el subconjunto f (K) es compacto en Z, y por tanto la restriccion
9/f(x) - F(K) — R es continua. Luego, la restriccion (go f)x es continua para cada K
compacto en Y. Ahora por serY un kgr-espacio obtenemos que go f es continua.

Demostramos ahora que g es continua utilizando que go f lo esy que f es abierta. Sea
ze€ Z. Como f es suprayectiva, existe y € Y tal que f(y) = z. Fijamos € > 0, entonces,
puesto que go f, es continua existe un entorno abierto Uy de y, tal que

lgo f(y)—go f(y')| < € paracaday’ € Uy.

Como f es abierta f(Uy) es un entorno abierto de z € Z y para cada z’ € f(Uy) tenemos
que

9(2) —9()| <&,

finalizando la prueba. O

Lema 2.11.6. Sea Y un espacio topoldgico completamente regular y K C Y un conjunto
compacto. Entonces

(CY), 1Y) > (C(K),Tp(K))
f — fx

es una aplicacién continua, abierta y suprayectiva.
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DEMOSTRACION: @ es claramente continua. El hecho de que @ es suprayectiva se sigue
del teorema de Tietze, [51, Ejercicio O, p. 275]. Efectivamente, sea g : K — R un elemento
de C(K). Como Y es completamente regular podemos considerar la compactificacion de
Stone-Cech de Y, BY . Entonces el teorema de Tietze aplicado a K 'y g en el espacio normal
BY nos proporciona una extension continua de g, § definida en BY. Asi, gy es continua 'y
también es una extension de g. Ahora ®(§y) = g.

Veamos para terminar que @ es abierta [2, Proposition 0.4.1]. Consideramos un con-
junto abierto de (C(Y), p) dado por

W(F,y1.. Y 8) ={g €C(Y) 1 [f(yi) — g0 <&, i=1,....k}.
Podemos suponer que y1,...,y1 € Keyi1,...,Yk € Y \ K, 0 <1 < k. Claramente se tiene
W(f,y1,...,Yk, &) CW(P(F),y1,...,Y1,E)NP(C(Y)).
Demostramos ahora que
PW(f.y1,-.., Yk €)) =W (P(f),y1,....y1,6) NP(C(Y)),

lo cual implica que el conjunto W (®(f),y1,...,Y|,€) es abierto en ®(C(Y)) =C(K) y de
ahi se obtiene que la aplicacion ® : (C(Y ), Tp) — (C(K), Tp) es abierta.

Seage ®PC(Y)) ylaly) —D(f)(yi)| <& i=1,....1. Fijamos g1 € C(Y) tal que
®(g1) =9. Como Y es completamente regular, K es cerradoenY, y se tiene

{y|+l7 . '7y|(} cyY \K>
existe una funcion ¢ € C(Y) tal que
W(K) ={0} y @ly;) = Fyj)) —aaly;), i =1+1,... .k

Si tomamos h = ¢+ g3, esclaroque h e W(f,y1,...,¥k, &) y P(h) =g. O

Lema 2.11.7. Si K es un compacto perfecto, entonces (C(K), Tp) no es un kg-espacio.

DEMOSTRACION: Como (C(K,R),1p) y (C(K,(—2,2)),Tp) son homeomorfos, es sufi-
ciente probar que este Ultimo espacio no es un kg-espacio. Como K es un compacto per-
fecto existe una medida de Radon p definida en los Borelianos de K tal que pu({y}) =0
para caday € K, proposicion 1.4.15. Vamos a probar que la funcion W dada por

w(f) = [ fdu,
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para cada f € C(K,(—2,2)), es continua al restringirla a los subconjuntos compactos de
(C(K,(—2,2)),Tp) pero no es Tp-continua en todo C(K, (—2,2)).

Sea H un subconjunto t,-compacto de C(K, (—2,2)) y tomemos C un subconjunto
arbitrario de H. Para f € CT", existe (f,)n en C que converge hacia f puntualmente des-
pues del corolario 2.6.9. El teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue nos permite
concluir que W(f) = lim, W(f,). De aqui se sigue que Y(C™) er, lo que prueba
que W]y is Tp-continua.

Por otra parte W no es continua en (C(K, (—2,2)), Tp): para asegurarnos de esto basta
utilizar el lema 1.4.11 que nos asegura que W no es Tp-continua al restringirla a [0, 11%n
C(K,R), o lo que en este caso es lo mismo, al restringirlaa [0,1] NC(K,(-2,2)). O

Teorema 2.11.8. Sea Y un espacio topologico. Si (C(Y ), Tp) es un kr-espacio entonces
Y no contiene subconjuntos compactos perfectos.

DEMOSTRACION: La prueba se hace por contradiccion. Supongamos que Y contiene un
compacto perfecto K. Por el lema 2.11.6, tenemos que la aplicacion

CY)Ltp(Y)) 2 (CK),tp(K))

f — f|K

es continua, abierta y suprayectiva. Como (C(Y ), Tp) es un kg-espacio el lema 2.11.5
nos asegura que (C(K), tp) es un kg-espacio llegando asi a una contradiccion con el le-
ma 2.11.7. O]

Antes de proceder a la demostracion del teorema 2.11.4 enunciamos sin demostra-
cién dos resultados mas que necesitaremos e introducimos algunas nociones que también
utilizaremos.

Teorema 2.11.9 (Komoullis, [55, Theorem 3.1]). Para un espacio Y -analitico, exacta-
mente una de los dos alternativas siguientes se da: o Y es g-disperso o Y contiene un
compacto perfecto.

Teorema 2.11.10 ([74, Theorem 5.4.2]). Si Y es un espacio regular K-analitico que no
contiene compactos perfectosy f es una aplicacion continua de 'Y sobre un espacio topo-
I6gico Hausdorff, entonces f(Y) no contiene compactos perfectos.



114 2.11 ESPACIOS SIN COMPACTOS PERFECTOS

Un espacio Polaco es un espacio topoldgico separable y metrizable en el que alguna
de las métricas metrizando su topologia es completa. Un espacio topoldgico es analitico
si es imagen continua de un espacios Polaco.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.11.4:
(i)<(ii) Es consecuencia del teorema 2.11.9.
(if)=(iii) Tomemos A un subconjunto numerable de C(Y ) y consideremos la aplicacion

oY — (RATp)

y — o(y)=(f(y)tea.

La aplicacion ¢ es continua, el espacio R” es Polaco y consecuentemente (Y ) C R” es
K-analitico en un espacio Polaco, y por ende analitico. Afirmamos que ¢@(Y ) es numera-
ble: si no lo fuera de acuerdo a [74, Corollary 3.5.2] contiene un subconjunto compacto
perfecto. Pero entonces por el teorema 2.11.10, Y contiene un compacto perfecto lo cual

es una contradiccion. Sea D C Y numerable tal que ¢(Y ) = (D). Esta Gltima igualdad se
lee: paracaday €Y existed € D tal que

f(y) = f(d) paracada f € A,
lo que claramente implica que
f(y) = f(d) paracada f € A. (2.29)

Si enumeramos D como D = {y1,Y2,...,Yn,...} laformula

il |f(yn) —9(yn)|
1 2" 14| f(yn) —9(yn)|’

para cada f,g € A es una métrica en A cuya topologia asociada es Ty, después de la igual-
dad (2.29).

(ii)=(iv) Como Y es K-analitico, Y" es Lindel6f para cada n € N después de la proposi-
cion 2.3.7. El teorema de Arkhangel’skii 2.5.6 nos garantiza que t(Cp(Y )) es numerable.
Tomemos ahora B C C(Y) y seay € B; como t(Cp(Y)) es numerable, existe A C B nume-
rable tal que y € A. Como A es Tp-metrizable, existe una sucesion (yn)n en A, por lo tanto
en B, que converge hacia y. Esto prueba que (C(Y ), Tp) es un espacio Frechet-Urysohn.
Las implicaciones (iv)=-(v)=-(vi)=-(vii) son evidentes.

(vii)=(ii) es el teorema 2.11.8, y con esto la demostracion estad completa. O
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Nuestro teorema 2.11.4 tiene como caso particular el resultado central del articulo [49]
que aparece debajo como corolario 2.11.13. De hecho podemos probar algo mejor que este
corolario (corolario 2.11.12) cuya prueba requiere del siguiente lema:

Lema 2.11.11. SeaY un espacio hereditariamente Baire. Entonces, Y es a-disperso si, y
solo si, Y es disperso.

DEMOSTRACION: SeaY = |J;_1 Yn Una descomposicion de Y tal que Y, es disperso para
cadan € N. Sea A C Y no vacio. Tomamos F = A. Ahora F es un espacio de Baire y lo
podemos expresar en la forma )
F=JFnYn
n=1

De aqui, existe n € N tal que el interior de F NY,, es no vacio, es decir, existe un conjunto
abierto

UcCFNYn (2.30)

De aqui U N (FNYy) # 0, en particular U NF # 0. Puesto que Y, es disperso, existe
y € UNFNYqy un entorno abierto Uy de y tal que UyNU NF NY, = {y}. Demostraremos
que

UyNnUNF ={y}. (2.31)

Supongamos por contradiccion que existe y' € UyNU NF, y' #y, entonces existe Uy
entorno de y’ tal que y ¢ Uy,. Utilizando (2.30), se sigue que

(UynUynU)N(FNYn) #0.

Pero
0 #£ (Uy mUme)ﬂ(F NYn) cUynUnNkFnNYy,= {y},

llegando a contradiccion con y ¢ Uy,. Asi, hemos demostrado (2.31). Ahora, puesto que
y € F, tenemos que (UyNU)NA # 0, es decir,

(UynU)nA={y},
y la prueba acaba. O

Como consecuencia del lema anterior podemos completar el teorema 2.11.4 como
sigue:
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Corolario 2.11.12. Sea Y un espacio K-analitico y hereditariamente Baire. Todas las
condiciones del teorema 2.11.4 son equivalentes a la condicion:
(viii) Y es disperso;

El resultado anterior extiende simultdneamente la caracterizacion de los espacios com-
pactos dispersos debida a Meyer que hemos mencionado en la pagina 110 (véase una
prueba alternativa en [11, Corolario 3.6]) y el siguiente resultado de [49].

Teorema 2.11.13 (Kakol-Lopez Pellicer, [49]). Sea Y un espacio Lindeléf Cech-com-
pleto. Son equivalentes:
(i) Y es disperso;
(i) (C(Y),1p) es un espacio Fréchet-Urysohn;
(iii) (C(Y),1p) es un kg-espacio.

DEMOSTRACION: Basta utilizar el corolario 2.11.12 teniendo en cuenta que los espacios
Cech-completos son hereditariamente Baire, [25, Theorem 3.9.3 y 3.9.6] O

El siguiente ejemplo pone de manifiesto que la hipétesis Lindelof y Cech-completo
en el teorema 2.11.13 es mas restrictiva que la hipétesis K-analitico y hereditariamente
Baire del corolario 2.11.12.

Ejemplo 2.11.14. La bola unidad B,: de (¢, -||1) dotada con la topologia débil indu-
cida es un espacio analitico hereditariamente Baire y no Cech-completo.

DEMOSTRACION: Como (£, -||1) es separable y completo, B,: con la topologia indu-
cida por || - |1 es Polaco, y consecuentemente B,1 con la topologia débil es analitico. Por
otro lado /4 tiene la propiedad de Radon-Nikodym y consecuentemente la propiedad del
punto de continuidad (i.e. para cada conjunto acotado débil cerrado A de ¢1, la aplicacion
identidad id : (A, g(¢1,£%)) — (A, || -||) tiene al menos un punto de continuidad; enton-
ces [24, Theorem 3.13] se aplica para darnos que B, dotado de la topologia débil es
hereditariamente Baire. Por otro lado, si B,x dotado de la topologia débil fuera un espa-
cio Cech-completo al ser separable, su dual, ¢, deberfa ser separable de acuerdo a [24,
Lemma 3.1]. Como ¢% no es separable, las tesis del ejemplo han sido establecidas. O



Fragmentabilidad y
o-fragmentabilidad de aplicaciones

En el presente capitulo aportamos tres resultados fundamentales sobre aplicaciones
o-fragmentables. En el teorema 3.1.7 relacionamos estas aplicaciones con limites de apli-
caciones barely-continuas a trozos en la linea del teorema de Baire para funciones de la
primera clase de Baire que tiene sus predecesores en M. Raja [73], R. Hansell [40] y [42].
En el teorema 3.2.17 caracterizaremos la o-fragmentabilidad de un espacio de Banach
a través de las coordenadas de su inmersion en co(I") que deben de tener una propiedad
de o-fragmentabilidad uniforme, que llamaremos equi-o-fragmentabilidad, por analogia
con las familias equicontinuas. Las familias equi-fragmentables coinciden con las equi-
medibles de A. Grothendieck en el caso de espacios compactos. En el teorema 3.3.11
damos la versién no separable de un resultado de G. Godefroy [34] sobre fronteras &-
separables dando respuesta a una pregunta de A. Plichko [71], refinando propiedades del
selector de la primera clase de Baire para la funcién de dualidad de un espacio de Asplund
a g-aproximaciones a dicha funcién de dualidad mediante aplicaciones o-fragmentables,
que de existir nos forzaran a que el espacio sea de Asplund (Teorema 3.3.12). Recogere-
mos de [65] los resultados necesarios para nuestro analisis de la funcién dualidad en 3.3,
donde presentamos nuevas caracterizaciones de los espacios de Asplund.
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3.1 Aplicaciones fragmentables y o-fragmentables

La nocién de fragmentabilidad utilizada en esta memoria fue introducida por prime-
ra vez por Jayne y Rogers en [46]. Siguiendo a [45], definimos el concepto de aplica-
cion fragmentable y o-fragmentable. En esta seccion estudiamos las aplicaciones o-
fragmentables relacionandolas con las aplicaciones barely continuas a través de paso al
limite y descomposiciones numerables del dominio, teorema 3.1.7, conectando asi nuestro
estudio con el realizado en [65] para aplicaciones g-continuas.

Definicion 3.1.1. SeanY un espacio topoldgico, (M,d) un espacio métrico. Diremos que
una aplicacién f : Y — M es fragmentable si para cada € > 0y cada subconjunto ACY,
A # 0, existe un conjunto U abiertoenY, tal queU NA#0yd —diam(f(UNA)) < €.

Definicién 3.1.2. SeanY un espacio topolégico y (M,d) un espacio métrico. Una apli-
cacion f : Y — M se dice que es o-fragmentable, si para cada € > 0 podemos escribir
Y como una unién numerable de conjuntos Y = [Jyen Yy, tales que para cadan € Ny
cada subconjunto A C Y£ no vacio, existe un abierto U de Y tal que U NA es no vacio y
d —diamf(UNA) < &.

Observacion 3.1.3. No es restrictivo suponer que la descomposicion del espacio Y que
aparece en la definicion precedente es una particion.

Efectivamente, fijado € > 0 existe un cubrimiento (Tn)nen de Y tal que para cadan € N
y cada subconjunto A C T, no vacio existe un abierto U en Y tal que ANU #£0yd—
diamf(ANU) < &. Definimos la particion (Yn)nen dada por Yo := Ty € Y= T\ U1 T,
para m > 2. Trivialmente esta particion del espacio Y verifica la misma propiedad que la
descomposicion inicial, yaque Y, C Ty paracadan e NeY = Uney Y-

Siguiendo a [56, pag. 395 y 419] introducimos el concepto de aplicacion barely con-
tinua, (ver [63]).

Definicion 3.1.4. Sean Y un espacio topolégico y (M,d) un espacio métrico. Diremos
que una aplicacion f : Y — M es barely continua si para cada subconjunto A C Y cerrado
no vacio, la aplicacion f restringida a A tiene un punto de continuidad en A.
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La nocion de barely continuidad también recibe el nombre de propiedad del punto de
continuidad o abreviadamente PC.

Proposicion 3.1.5. Sea Y un espacio topoldgico y (M,d) un espacio métrico. Toda apli-
cacion f : Y — M barely continua es fragmentable. Si ademas Y es hereditariamente
Baire, entonces el reciproco es cierto.

DEMOSTRACION: Supongamos que f : Y — M es barely continua y consideremos un
subconjunto A C Y no vacio. Entonces, existe yo € A tal que f es continua en yo. De aqui,
para cada £ > 0 existe un entorno abierto U, de yo tal que d — diamf (U NA) < €. Por
otra parte, puesto que yo € A, por definicion U, N A # 0. Asi, obtenemos que

d —diamf(U;NA) <d —diamf (U NA) < €.

Supongamos que Y es hereditariamente Baire y veamos la implicacion reciproca. Sea
f :Y — M una aplicacion fragmentable y supongamos que f no es barely continua, por
lo que existira un subconjunto A cerrado en Y tal que f| no tiene puntos de continuidad.
Definimos para cada n € N el subconjunto

Ap = {y € A: para cada entorno abierto U de y, d —diamf(U NA) > %} :

Demostramos que Ay es cerrado. Sea (Yj)jep una red en A, convergente a y. Por ser A
cerrado, se tiene que y € Ay, por ser y limite de lared (y;j)jep, para cada entorno abierto U
deyexiste j € Dtalqueyj € U. AhoraU esentorno dey; € Any asi, d —diam(U NA) > %
de donde y € A,. Por otra parte, puesto que f no tiene puntos de continuidad en A es claro
que A = [Un_1 An. Ahora, utilizando que Y es hereditariamente Baire, tenemos que existe
neNyV abiertoenY tal queV NAesnovacioyV NA C Ap. Por ser f fragmentable, para
€= % existe U abiertoenY tal que UN(VNA)esnovacioyd—diamf(UN(VNA)) <&,
lo cual es una contradiccion, puesto que si

yeUn(VNA)C A,
entonces U NV es un entorno abierto de y y d —diamf((UNV)NA) > % y la prueba

acaba. O

La relacion entre funciones continuas y barely continuas fue puesta de manifiesto por
Baire en el Baire’s Great Theorem, ver por ejemplo [20, Theorem 4.1], referencia a la que
nos remitimos para su demostracion.
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Teorema 3.1.6. Sean Y un espacio métrico completo y (M, || -||) un espacio normado.
Dada una aplicacion f : Y — M, son equivalentes:
(i) f es barely continua.
(i) f es limite puntual de una sucesion (fn)nen de funciones continuas definidas en Y
con valores en M.

El siguiente resultado nos muestra como los conceptos de aplicacion barely continua 'y
aplicacion o-fragmentable estan ahora ligados a través de paso al limite y descomposicion
numerable.

Teorema 3.1.7. Sean Y un espacio topoldgico y (M,d) un espacio métrico. Una aplica-
cion f 1Y — M es o-fragmentable si, y solo si, f es limite uniforme de una sucesion de
funciones { fn: Y — M} <, donde para cada n € N existe una particion numerable de Y,
(Ym)men, tal que fj restringida a Y, es barely continua para cada m € N.

DEMOSTRACION: Supongamos que f :Y — M es o-fragmentable. Fijado n € N existe
una particion (Y;")icy de Y tal que para cada subconjunto A C Y;" no vacio existe un
abierto, U deY tal que ANU #0yd—diam f(ANU) < 1/n. Fijamos m € N. ParaA =Y},
existe Uf o abierto tal que d —diam f(Ug oY) < 1/n. Definimos Vi 5 := Ug 5N Y,
Sea n un cardinal y supongamos que hemos definido los conjuntos (Vrﬂ.,.f)&n- SiYh=
U5<,7an’§ hemos terminado, si por el contrario A := Y3\ Ug anf = (0, entonces existe
Unn abiertoenY, tal que Ug , NA# @y d —diam f(Ug , NA) < 1/n. Definimos Vg , 1=
Umnn NA, y tendremos d —diamf (V5 ,) < 1/n. El proceso acabara para algtn cardinal
Nnm, de forma que Y} = Ue <nnm Ur?],f' Suponemos que dicho proceso se ha realizado
para cada m € N. Para cada (m,¢), tal que m e Ny & < nnm escogemos un elemento
Yme € anf. Definimos la aplicacion f,:Y — M dada por fu(y) := f(y”mf) siye anf.
Puesto que los conjuntos (Vnr{é)mel\]?(k,hm son disjuntos y cubren Y la aplicacion f,, esta
bien definida para cadan € Ny fj, es barely continua restringida a Y, para cada m € N.

Efectivamente, si A C Y es un subconjunto cerrado no vacio, definimos
A =inf{& € [0,Mnm) : Vpge NA# 0},

entonces U, NA=V", NAYy f,es constanteen U, NA.

Veamos éhora que f7es limite uniforme de la suceéic’m (fn)nen- Fijamos € > 0. Existe
entonces ng € N tal que € > n_1£ Demostraremos que para cadan >ngy caday €Y se
tiene que d(fn(y), f(y)) < % < n—ls < €. En efecto, fijamos n > ng y tomamos y € Y. Puesto
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que Y = U{Vrg,z 'meN, & <Nnm}, existen me Ny & < nnmtales quey € Vrg,f' De

aqui,
1

d(fa(y), f(y)) = d(f (yme), f(y)) < =

ya que d — diam( f (Vn'{é) < % El razonamiento anterior es valido para cualquiery €Y y
para cada n > ng, asi hemos demostrado la convergencia uniforme de la sucesion (fp)nen
hacia f.

Reciprocamente, supongamos ahora que f es limite uniforme de una sucesion de fun-
ciones (fy)nen tal que para cada n € N existe una particion numerable (Y1) men tal que f,
es barely continua restringida a cada Yy, m € N. Fijado € > 0, existe n¢ € N tal que para
cada n > ng se tiene que d(fa(y), f(y)) < § para caday € Y. Demostraremos que la par-
ticion numerable (Y )men cumple la condicion de la definicion de o-fragmentabilidad.
Sea A C Y} un subconjunto no vacio. La aplicacion fy,, es barely continua restringida a
Y y por tanto, después de la proposicion 3.1.5, afirmamos que es fragmentable. De aqui
existe un abierto U en Y tal que UNA # 0y d —diamf,, (UNA) < £. Seany,y’ € UNA,
entonces

d(f(y), f(y)) < d(f(y), fnc(y) +d(frc(y), fne (V) +d(Fac (v), F(¥))

EERE D Se 0
4 4 4 4 '
Asi, tenemos que d —diamf (U NA) < €y la prueba acaba. O

Para el paso al limite es suficiente la convergencia puntual para conservar la o-frag-
mentabilidad, incluso podemos afirmar lo siguiente:

Proposicion 3.1.8. Sean (Y, T) un espacio topoldgico y (M,d) un espacio métrico. Si
{fn Y — M}ncn, €s una sucesion de aplicaciones o-fragmentablesy f : Y — M es una
aplicacion que verifica que

f(y) € {Taly) : n € NJ* (3.1)

paracaday €Y, entonces f es o-fragmentable.

DEMOSTRACION: Fijados € > 0y m € N definimos el conjunto

Ym:= {er sd(fm(y), f(y)) < g}
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Es obvio por la condicion (3.1) que Y = Up_1 Ym- Puesto que fy, es o-fragmentable, existe
una descomposicion Y = (J;,_1YA" de tal manera que para cada subconjunto A C Y." no
vacio existe un abierto U tal que UNA# 0y d —diamfm(U NA) < §. Ahora la familia

{YmNY": m,n € N}

verifica que Y = Uy m=1(YmNYy"), y para cada subconjunto A C YmNY," no vacio existe
U abierto tal que U NA# 0y d —diam(f(UNA)) < &. Basta para ello observar que para
caday,y’ € U NA tenemos que

d(f(y), f(y") <d(f(y), fm(y)) +d(fm(y), fm(y')) +d(fm(y"), f(¥))

e £ e,
3 '3 3 7

y asi concluye la prueba. O

<

La clase de la aplicaciones de Baire entre dos espacios métricos es la familia més
pequefa de funciones que contiene a las funciones continuas y a los limites de sucesiones
en la clase para la topologia de convergencia puntual. El siguiente corolario es ahora
inmediato.

Corolario 3.1.9. Sea Y un espacio topolégico y (M,d) un espacio métrico. Una aplica-
cion de Baire f : Y — M es o-fragmentable.

Cuando el rango es un espacio normado podemos utilizar tambien la estructura vecto-
rial y tenemos:

Proposicion 3.1.10. Sean Y un espacio topolégicoy (M, || - ||) un espacio normado. Sea
{fn:Y — M}nen Una sucesion de aplicaciones o-fragmentablesy f : Y — M una apli-
cacion tal que

f(y) € spang {fn(y) : n€ N} " paracadaycY,

entonces f es o-fragmentable.
DEMOSTRACION: El conjunto numerable de las combinaciones Q-lineales de funciones

de {fn: n € N} verifica las condiciones de la proposicion 3.1.8 para la aplicacion f. El
resultado se sigue, pues

spang { fa(y) : n € N} " =spang {fa(y) : n € N} .
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O

Como consecuencia del teorema de Hahn-Banach podemos ahora refinar en esta si-
tuacion a una aproximacion debil:

Corolario 3.1.11. Sean Y un espacio topoldgico y (M, || -||) un espacio normado. Sea
{fn:Y — M}nen una sucesion de aplicaciones o-fragmentablesy f : Y — M una apli-
cacion tal que

f(y)e{fnly):ne N}W paracadaycy,

entonces f es o-fragmentable.

El siguiente concepto aparece de forma implicita en [45, Corollary 7] y se ha estudiado
sistematicamente en [65] donde se analizan sus predecesores debidos a Michael, [62] y
Hansell, [39].

Definicion 3.1.12. SeanY un espacio topoldgico y (M,d) un espacio métrico. Una apli-
cacion f ;1Y — M se dice que es o-continua si para cada € > 0 existe una descomposicion
del espacio Y, Y = Jy_1Yne tal que para cadan € Ny caday € Yy ¢, existe un entorno
abierto U de y tal que d —diam(U NYn¢) < €.

Observacién 3.1.13. La observacion 3.1.3 sigue siendo valida en la definicion de o-
continuidad. Asi, cuando una aplicacion f es g-continua no es restrictivo suponer que
dicha descomposicion es disjunta.

Recordamos que una familia de subconjuntos {D;: i € I} en un espacio topolégico
Y se dice que es discreta (aislada) si para cada puntoy €Y (y € U{D;: i €1}) existe
un entorno abierto U de y tal que U N D; = 0 excepto quizas para un unico punto ig € 1.
Asimismo, diremos que la familia es o-discreta (o-aislada) si puede descomponerse en
una union numerable de familias discretas (aisladas).

En [65, Theorem 2.15] se demuestra que una aplicacion entre espacios métricos
f:(Y,p) — (M,d) es g-continua si, y sélo si, para caday € Y existe un conjunto nume-
rable Wy C Y tal que para cada sucesion (yn)neny COnvergente ay se verifica que

f(y) e [ J{f(Wy,): neN}d.

En el lema que sigue reproducimos una de las implicaciones de dicho resultado que nos
resultara esencial para la prueba del resultado principal del capitulo en la seccion 3.3.
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Lema 3.1.14. Sean (Y,p) y (M,d) espacios métricos y f : Y — M una aplicacion o-
continua. Entonces para cada y €Y existe un conjunto numerable Wy C Y tal que para
cada sucesion (yn)nen Convergente ay se verifica que

f(y) e U{FWy) sne Ny

DEMOSTRACION: Encontraremos primero una base para la funcion f que sea o-aislada,
esto es, una familia %, o-aislada en Y, tal que para cualquier abierto U de M y cualquier
yenY cony e f~1(U) tengamos algiin B € % cony € B  f~1(U). Por el Teorema
de Stone, [25, pag. 280] sabemos que existe en M una base # o-discreta, es decir, 8 =
Un-1 %n, donde para cada n € N la familia

PBn = {BQ 1§ €100,én)}

es discreta. Definimos paracada pe N,ne Ny & € [0,&p) el conjunto
1
B p = {x€BE 1B, )NBY =0.1 &0 €[0.8)}.

Por ser la familia %, discreta tenemos que
n__ n
B = UB%
p=1

Por otra parte, puesto que f es g-continua, para cada p € N existe una particion del
espacio Y = Jy_1Y,, 1 tal que paracaday €Y 1 existe un entorno abierto V de y tal que
7p 7p

d —diam(f(¥, s V) < % (3.2)

Param,n, p € N fijos definimos la familia
{f7H(BF p) Y2 - £ € (0,80},

la cual es una familia aislada. En efecto, siy € f—l(Bg p) NY, 1, yV eselentorno dey
R ., ) 7p
que satisface la ecuacion (3.2), tenemos que

VB ) NYy1 =0,

paracadan # &y & €10,&,). Como

f1BH = U f‘l(ng)mYm’%.

m,p=1
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Si consideramos ahora la familia

%= | {f‘l(ng)ﬂYm% & c[0,&n)},
m,n,peN
tenemos una familia o-aislada en 'Y tal que, para cada U abierto en M, y caday €Y con
f(y) € U existird B € %, tal que y € B ¢ f~1(U) al ser # una base de la topologia del
espacio metrico M.

Para simplificar la notacion denotamos %o = (Jnr_; %9, donde para cada n € N la
familia %2 es aislada en Y. Con la familia %, podemos encontrar ahora los conjuntos
numerables Wy para cada y que satisfacen el enunciado. Fijemos n € Ny para caday € Y
y cada & > 0 tal que la bola B, (y, &) corte en como mucho un elemento de %9 escogemos
y(n,d) en

Bo(y,8)N| J{B: B € %}
cuando esta interseccion es no vacia. Definimos Wy := {y(n, %) . n,p € N} entonces de-
mostraremos que

f(y) € ULt W) ne Ny
cuando limp_.. p(Yn,Yy) = 0. Supongamos que (yn)n convergeayen (Y, p) y fijamos € > 0.
Entonces existe un elemento B de % tal que y € B ¢ f~1(Bg(f(y),€)). Sin € Nes tal
que B € 2, entonces existe 5 > 0 tal que B, (y, 8) solo corta el conjunto B de 9. Sea
k un entero tal que d(y,Yy) < &/2, entonces B(yk,5/2) C B(y,d) y de aqui B(yk,5/2)
s6lo corta el conjunto B de %0y el punto yy(n, 8/2) ha sido definido para que se cumpla
yk(n,8/2) € BNB(yk,&/2). No es restrictivo suponer que d = %, para algun entero p e
yk(n,1/2p) € Wy, con d(f(y), f(yk(n,z—lp))) < €& yaqueye yk(n,ﬁ) pertenecen a B C
f(Ba(f(y).£). O

Como consecuencia tenemos:

Corolario 3.1.15. Sean (Y,p) y (M,d) espacios métricosy f : Y — M una aplicacién
o-continua. Entonces para cada subespacio separable Z de 'Y, f(Z) es separable.

DEMOSTRACION: Sea Z un subespacio separable y D C Z denso y numerable. Entonces
utilizando el lema anterior tenemos que para cada y € Y existe Wy, numerable tal que si

(Yn)n €s una sucesion convergente a y entonces f(y) € U{f(Wy,) : n e N}d. De aqui,

f(Z)cJ{wy:ye D}d,
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y el resultado queda probado. En efecto, por una parte [Jy-p Wy €s un conjunto numerable
y para cada y € Y existe (Yn)neny C D convergente a y, de donde se sigue que f(y) €
U{Wy, : n € N}y la prueba acaba. O

Trivialmente una funcién o-continua es o-fragmentable. En [65] se demuestra que
cuando el dominio (Y, ) es hereditariamente weakly 6-refinable, es decir, cuando cada
familia de conjuntos abiertos tiene un refinamiento o-aislado y el espacio de llegada M
es un meétrico entonces cada aplicacion f : Y — M o-fragmentable es o-continua. En
particular, el resultado es cierto cuando Y es un espacio métrico, véase [65]. La prueba
para el caso métrico la reproducimos aqui en dos pasos:

Proposicion 3.1.16. Sean (Y,p)y (M,d) espacios métricos. Si f : Y — M es fragmenta-
ble entonces f es o-continua.

DEMOSTRACION: Fijamos € > 0 y encontramos por induccion transfinita una familia de
abiertos {Ug : & €[0,&0)} enY que cubrenY y tales que

d —diamf(Ug \ (| J Up)) <e. (3.3)
n<¢

Definiendo Mg :=Ug¢ \ (Up<gUp)) #0paraé < éoy

. 1
Mg = {x € Mg : dist(x,Y \Ug) > ﬁ}
paran=1,2,...,. Observamos que {M? : & < &o} es una familia aislada en (Y, p) siendo
Mg = [ MF. (3.4)

n=1

De esta forma tomamos Y £ := U{Ml;1 : & < &o} yparay € Y£ tenemos que
1 & n
Bp(y,ﬁ)mYn C Mg,

siye M?l con lo que f(Bp(y,%) NYS) C f(M?l) = f(Ug, \Up<g Un) v asi tenemos
d —diamf(Bp(y, %) NYS) < € por (3.3). Ademas, (3.4) nos asegura que Y = [J_1 Y. ya

que {Ug : & < &o} era un cubrimiento de Y. O
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Corolario 3.1.17. Sea (Y,p) y (M,d) espacios métricos. Si f : (Y,p) — (M,d) es o-
fragmentable entonces f es g-continua también.

DEMOSTRACION: El Teorema 3.1.7 nos dice que f es limite uniforme de una sucesion
de funciones que seran ag-continuas por la proposicion 3.1.16 y en consecuencia f sera
también o-continua. En efecto, dado € > 0, si definimos

VS = {y e Y d(fly), f() < 2}

tendremos que Y = (U,_1 Y/ Yy para cada n, como f, es g-continua, podemos escribir
Yy = Um=1 Y m de tal forma que para caday € Y5, tetngamos U entorno de y en'Y tal que
d —diamfr(U NYE) < §. De esta forma

Y= UJ Yim

nm=1

y para cada y € Y7, el entorno U determinado antes nos da ahora que si z,z’ € U NY&,
tendremos

d(f(2), 1(2)) <d((2), fa(2) +d(fa(2), fn(2)) +d(fa(2), () <

E €& €
toto=¢

<373737

y asi, d —diamf(U NYZ,) < €, como queriamos demostrar. O

Profundizando maés en este caso, el teorema 3.1.7 nos permite ahora probar el siguiente
resultado [40] y [73], ver también [42].

Teorema 3.1.18. Sean (Y,p)y (M,d) espacios métricosy f : Y — M una aplicacion o-
fragmentable. Existen entonces funciones f, : Y — M continuas a trozos; i.e. tales que
Y =Up1Ymy frjyn €s continuam=1,2,..., tales que

lim fa(y) = f(y)

N—oo0

uniformementeeny €Y.

DEMOSTRACION: El teorema 3.1.7 nos da una sucesion {gn : Y — M} tales que para
cada n podemos descomponer Y = p,_1 Z, siendo gy, zn barely continuam=1,2,...,y
limn—e gn(y) = f(y) uniformemente eny € Y. En la situacion actual, cuando el dominio
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Y es métrico también, el teorema a probar nos asegura que es posible conseguir, probable-
mente con nuevas descomposiciones de Y, el que las funciones g, lleguen a ser continuas
en los trozos de la descomposicion. Veamos que esto es precisamente lo que ocurre. Las
funciones gp, construidas en el teorema 3.1.7 son tales que en cada Z]}, tenemos una familia
ordenada de abiertos {Ug, , : N < Nnm} en Zp, tales que cubren Z,

0#Mp, :=Un \J{Unp: B <V} siy<nnm
. |
d —diamf(My,,) <z

si y < Nnm, Y se han definido como gn(y) := f(yp, 5) siy € Mp, ,,, donde yﬂw,f se ha elegido
de forma previa una vez realizadas las particiones {Mr'?1 & < Nnm}deZf. Alser (Y,p)
un espacio métrico, las familias {Mrrrlw,f & <NMnm}son 7o-discretamente descomponibles;
esto es podemos descomponer Mr?l £= U°5:1 Mr':;"g de tal forma que

{M 1€ <Inm}

sea una familia discreta en Zp},. En efecto, tal como hicimos en la proposicién 3.1.16 es
suficiente definir 1
M5 = {y € M ¢ : dist(y,Y \Uf¢) > B}

para p=1,2,...,. Ahora bien, fijamos el entero p y observamos que la discretitud de
{M & <M, m}
Nos asegura que gpznp €s continua para Zp;” : U{M : & < Nnm} siendo ademas

UZ”p—UU{M D& <Mamb=UMps 0 € <nm} =21,

p=1

En consecuencia, las funciones g, son continuas y

U ZyP = Uz”

p,m=1

tal y como queriamos demostrar. O

Més adelante precisamos el siguiente resultado:
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Proposicion 3.1.19. Sea (Y, T) un espacio topoldgico y (M,d), (Z,p) espacio métricos.
Sif:Y —->Myg:M — Z son aplicaciones o-fragmentables, entonces la composicion
gof:Y — Z es o-fragmentable.

DEMOSTRACION: Por el corolario 3.1.17 g es o-continua y dado € > 0 podemos descom-
poner M = J;,_1 ME de tal forma que para cada trozo M tengamos un ndmero positivo
dn tal que para cada x € M§

p —diamg(Bg(x, ) NME) < &.

Tenemos Y = Up_; f~1(Mg) y para cada &, por ser f o-fragmentable podemos descom-
ponerY = Uﬁberﬁﬂ de forma que, para cada m € Ny cada subconjunto no vacio A C Yrﬁ“
tengamos un abiertoU enY conUNA#0y

d —diam(f(UNA)) < on.
Haremos ahora las intersecciones
f=1(ME)NYon

para n,m € N y observamos lo siguiente, si A ¢ f~1(MZ) NY,2 es un conjunto no vacio
sabemos que hay un abiertoU enY con ANU # 0y d —diam(f(ANU)) < &y, tomando
y € ANnU tendremos f(y) € Mf y

de donde se sigue que p —diam(g(f(ANU)) < € ya que
f(ANU) C Ba(f(y),) M.

Por consiguiente, la descomposicion Y = Uy -1 f=1(ME) NYd nos da la condicion de
e-fragmentabilidad para la composicién go f. O

La definicién que sigue la encontramos en [26, pag. 82], se debe a N. Ribarska y es
fundamental para la caracterizacion de espacios topolégicos que admiten métrica frag-
mentando su topologia.

Definicion 3.1.20. Sea (Y, 1) un espacio topoldgico. Una familia bien ordenada de sub-
conjuntos de Y, % = {Ug CY : & € [0,&) }, se dice que es una particion de Y relativa-
mente abierta si se verifican las siguientes condiciones:



130 3.2 EQUI-FRAGMENTABILIDAD DE UNA FAMILIA DE APLICACIONES

(1) Y = Ug<g,Us.
(i) Ug esta contenido y es relativamente abiertoen Y \ U, ¢ Up para cada & € [0, §o).

En nuestro contexto ya nos han aparecido anteriormente y resultan de utilidad para
construir aplicaciones a-fragmentables, por ejemplo:

Proposicion 3.1.21. Sea Y un espacio topoldgico y (M,d) un espacio métrico. Sea Y =
Unen Yn Una particion de Y tal que para cada n € N la familia %, = {UQ & e|0, En)}
es una particion relativamente abierta de Y,. Si f : Y — M es una aplicacion tal que para
cadane Ny ¢ €[0,&y), f‘U? es constante, entonces f es o-fragmentable.

DEMOSTRACION: Dado € > 0, consideremos la particion de Y dada por Y = (J;_1Yn.
Fijamos n € N. Sea A C Yy, no vacio. Definimos

n :=min{§ € [0,&) : AnU; # 0}.
Ahora U,r,‘ N A es relativamente abiertoen Ay
d —diam(f(UpnA)) =0<g,

y la prueba acaba. O

De esta forma quedan estudiadas las propiedades fundamentales de las aplicaciones o-
fragmentables y las hemos relacionado con la aplicaciones o-continuas y con el concepto
subyacente de barely-continuidad o PC (propiedad del punto de continuidad).

3.2 Equi-fragmentabilidad de una familia de aplica-
ciones

Las familias equicontinuas de funciones resultan de interés en muchos aspectos del
andlisis matematico. Vamos ahora a desarrollar un concepto analogo cuando trabajamos
con familias de funciones fragmentables.
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Definicion 3.2.1. SeaY un espacio topolégicoy (M,d) un espacio métrico. Diremos que
una familia de aplicaciones, .# = {fj : Y — M}jcy es equi-fragmentable si para cada
€ >0ycadaA CY novacio, existe un abiertoU enY talque UNA#0Qy

d—diamfj(UNA) <e

paracada j € J.
Esta nocion estara ligada con la equicontinuidad por doquier de acuerdo a la siguiente:

Definicion 3.2.2. SeaY un espacio topolégico y (M,d) un espacio métrico. Diremos que
una familia de aplicaciones . = {f; : Y — M} es equi-barely continua si para cada
subconjunto A C'Y cerrado no vacio, existe y € A tal que .7 es equi-continua en y.

Tendremos la siguiente:
Proposicion 3.2.3. Sea Y un espacio topolégico y (M,d) un espacio métrico. Si
F ={fj:Y = M}je3

es una familia de aplicaciones equi-barely-continua entonces .# es equi-fragmentable. Si
ademas, Y es un espacio hereditariamente Baire entonces el reciproco también es cierto.

DEMOSTRACION: Sea A C'Y un subconjunto no vacio y € > 0. Por hipdtesis, existe y € A
tal que ﬁm es equi-continua en y. Asi, existe U entorno abierto dey en Y tal que

d —diamf;(UNA) < e,
para cada j € J. Ahora, puesto quey € A, U NA # 0y de aqui
d —diamf;(UNA) <d —diamfj(UNA) < ¢,

quedando la implicacion en este sentido probada.

Supongamos ahora que el espacio Y es hereditariamente Baire y que la familia .7 es
equi-fragmentable. Si suponemos que .% no es equi-barely-continua, existe A C'Y cerrado
no vacio tal que para caday € A, Z|a N0 es equi-continua en y. Para cada n € N definimos

An:={y € A: para cada entorno abierto U de y existe j € J tal que

d —diamf;(U NA) > %}.
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Demostramos que A, es cerrado para cada n € N. En efecto, sea (yj)icp una red en A,
convergente ay. Por ser A cerrado, y € A. Para cada entorno abierto U dey, existe i € D tal
quey; € U. AhoraU es entorno abierto de y; € Ap, asi, existe j € J tal que d —diamf;(UN
A) > % quedando demostrado que y € An. Puesto que .74 no es equi-continua en puntos
de A tenemos la igualdad A = |J,,_1 An. Como A es cerrado, entonces es de Baire, de aqui
existe n € Ny V abierto en'Y tal que ANV es no vacioy ANV C A,. Existe, por ser .#
equi-fragmentable, U abierto enY tal que UNANV es novacioy d —diamf;(UNANV) <
r—11 para cada j € J, llegando asi a una contradiccion con el hecho de que U NANV C Ap
concluyendo la prueba. O

La siguiente observacién muestra la dualidad entre equi-fragmentabilidad de una fa-
milia de aplicaciones y la fragmentabilidad del dominio.

Observacion 3.2.4. Sean'Y un espacio topoldgico, (M,d) un espacio métrico y
F ={fj:Y =M}

una familia de aplicaciones. Entonces .%# es equi-fragmentable si, y s6lo si, Y es fragmen-
table por la pseudométrica

p(y.y') = sup{d(fj(y), f;(y)) : j € 3}
paracaday,y €Y.

Para aplicaciones o-fragmentables tenemos la nocién correspondiente.

Definicién 3.2.5. Sean Y un espacio topolégico y (M,d) un espacio métrico. Diremos
que una familia de aplicaciones .# = {fj:Y — M}jEJ es equi-o-fragmentable si para
cada € > 0 podemos escribir Y como una union numerable de conjuntos no vacios Y =
Unen Yn, tales que para cada n € N'y cada subconjunto A C Yy, no vacio, existe un abierto
U enY tal que UNAesnovacioyd—diamfj(UNA) < & para cada j € J.

Analogamente al caso anterior tenemos:
Proposicion 3.2.6. SeanY un espacio topologico, (M,d) un espacio métrico y

ﬁ:{ijY—H\/l}jeJ
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una familia de aplicaciones. La familia .7 es equi-o-fragmentable si, y sélo si, Y es
o-fragmentable por la pseudométrica

p(y,y') =sup{d(fj(y), fj(y): j€J},
paracaday,y €Y.

DEMOSTRACION: Supongamos que .# es una familia equi-o-fragmentable y veamos
que Y es o-fragmentable por la pseudométrica p. Fijamos € > 0, entonces existe una
descomposicion numerable de Y = J,_; Yn tal que para cada n € N, si A C Yy, es no vacio,
existe U abiertoenY tal que U NAes no vacioy d —diam(fj(UNA)) < € paracada j € J,
y de aqui,

p—diam(UNA) < e.

Veamos la implicacion en el otro sentido. Supongamos ahora Y es o-fragmentable
por p. Fijamos € > 0. Existe una descomposicion numerable de Y = (J,,_; Yn tal que para
cada n € N, si A C Yy es no vacio, existe U abierto en Y tal que ANU es no vacio y
p —diam(U NA) < ¢, es decir d —diamfj(U NA) < € para cada j € J, y de aqui, .# es
equi-o-fragmentable. O

Proposicion 3.2.7. Sean (Y, T) un espacio topoldgico hereditariamente Bairey (M,d) un
espacio métrico. Cualquier familia .# de funciones en C(Y,M) que sea equi-o-fragmen-
table es equi-barely-continua.

DEMOSTRACION: Sea A un subconjunto cerrado no vacio de Y y € > 0. Por hipétesis
Y = Un-1Yn tales que para cada n y cada subconjunto C C Yp no vacio, existe un abierto
UdeY talqueUNC #0yd—diamf(UNA) < € paracada f €.%. Como A es de Baire
y A =Un_1ANY, encontraremos p € N tal que ANY, tiene interior no vacio en A, por
consiguiente hay un abierto V de Y tal que @ £V NA C ANYp siendo V NANY denso en
V NAalserV abierto. ComoV NANYp # 0 debe existir un abierto U enY tal que

0 AUNVNANYpyd—diam(f(UNVNANYy)) <€

paracada f € .7. PeroU NV NANYpesdensoenU NV NA también al ser U NV abierto,
con lo que la continuidad de las funciones .# nos asegura que

d—diam(f(UNVNA)) <e
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para cada f € .%, lo que termina la prueba teniendo en cuenta la proposicion 3.2.3. [

Resulta claro que uniones finitas, sumas y productos de familias .# c [0,1]Y que sean
equi-o-fragmentables seguiran siendo equi-o-fragmentables, y que si . C R es equi-
o-fragmentable también lo sera su envoltura convexa y puntualmente cerrada. Probemos,
por ejemplo, la siguiente:

Proposicion 3.2.8. Sean (Y, T) un espacio topoldgico y (M,d) un espacio métrico. Si
F C MY es equi-o-fragmentable entonces F " es equi-o-fragmentable.

DEMOSTRACION: Fijamos € > 0. Puesto que .# es equi-o-fragmentable existe una des-
composicién Y = U‘r’f:erf/3 de tal manera que para cada subconjunto A C Y, no vacio
existe un abiertoU enY tal que U NA es no vacioy d —diam(f(UNA)) < £/3 para cada

f €. #.Deaqui,sige Z '™, tenemos que
d —diam(g(UNA)) <e.

Efectivamente, la Gltima desigualdad es cierta ya que para cada y,y’ c UNA, y € >0
existe f € .7 tal que |f(y) —g(y)| < &/3y|f(Y)—g(y')| < /3, con ello tenemos

y asi concluye la prueba. O

El teorema de Namioka [67] sobre continuidad conjunta de una funcion separadamen-
te continua nos asegura lo siguiente:

Teorema 3.2.9 (Namioka). Dados un espacio topoldgico éech-completo Y, un espacio
compacto K y una aplicacion h : Y x K — R separadamente continua en cada varia-
ble, existe un subconjunto Gs-denso U en Y tal que h es conjuntamente continua en el
producto U x K.

Una consecuencia inmediata de este resultado nos proporciona el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.10. Si Y es un espacio topoldgico Cech-completo y K Cp(Y) es un sub-
conjunto Tp-compacto, entonces K es equi-fragmentable.
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DEMOSTRACION: Sea A C Y un subconjunto cerrado, por tanto éech-completo y sobre
él podemos aplicar el teorema de Namioka para obtener un Gs-denso U C A tal que la
funcion evaluacidn e : Y x K — R, definida por e(y, f) := f(y) es conjuntamente continua
sobre U x K. Fijando un punto ugp € U # 0 y teniendo en cuenta la compacidad de K
podemos encontrar un entorno V de ug tal que paray,y’ €V NU se tenga

fy)—f(y)| <e

para cada f € K, y de esta forma vemos que V NA # 0y paray,y’ € V NA tendremos

[Ty)—f()|<e
para cada f € K ya que al ser U denso en Ay V abierto, U NV es densoenV NA. O

En particular, si Y es compacto o métrico completo, cualquier compacto K de Cp(Y)
es equi-fragmentable. En el caso Y compacto ser equi-fragmentable equivale a ser equi-
medible en el sentido de A. Grothendieck; i. e. un subconjunto .% de funciones acotado en
C(Y) conY un espacio compacto, se dice que es equimedible si para cada medida de Ra-
don p sobreY y cada € > 0 existe un subconjunto S C Y cerrado tal que |u|(S) > ||u|| —¢€
Yy #|s es un conjunto relativamente compacto de C(S), [59, Theorem 5.1].

Para un espacio Y Cech-analitico las mismas consideraciones que en el teorema [48,
Theorem 4.1] nos llevan a extender el ejemplo anterior y tendremos:

Ejemplo 3.2.11. Si Y es un espacio topolégico Cech-analitico y K C(Y) es unifor-
memente acotado y Tp-compacto, entonces K es un conjunto equi-o-fragmentable de
funciones sobre Y. Si Y es ademas hereditariamente de Baire, entonces K serd equi-
fragmentable.

DEMOSTRACION: La pseudometrica p de convergencia uniforme sobre K para los puntos
de Y o-fragmenta el espacio Cech-analitico Y por el teorema 4.1 de [48] ya que para
cualquier subconjunto compacto S de Y, S estd fragmentado por p gracias al ejemplo
3.2.10 anterior. Se tiene entonces por 3.2.6 que K es equi-o-fragmentable. En el caso
hereditariamente Baire todo subconjunto equi-o-fragmentable serd equi-fragmentable si
estd formado por funciones continuas después de la proposicion 3.2.7. O

En particular, si Y es K-analitico, los subconjuntos uniformemente acotados y Tp-
compactos de Cp(Y ) son equi-o-fragmentables.

El siguiente ejemplo nos muestra otra situacion de interes.
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Ejemplo 3.2.12. Sea (Y, T) un espacio topoldégico o-fragmentado por una métrica d.
Entonces si .# C RY es d-equicontinuo sera equi-o-fragmentable.

DEMOSTRACION: Fijado € > 0, para caday € Y existe d(y) > O tal que para cualquier
f € # tenemos

fy)—f(y)| <e

siempre que d(y,y’) < d(y).SeaYn:={yeY : d(y) > %}. La o-fragmentabilidad de (Y, 1)
para la métrica d nos permite descomponer cada conjunto Y, = [J;,—1 Ym de tal forma que
para cadam € Ny cada A C Y no vacio exista un abierto U de (Y, 1) tal que @ U NA
y d —diam(U NA) < 1. De esta forma tendremos que |f(y)— f(y')| < & siempre que
v,y e AnUy f € .7, estoes,

diam(f(UNA)) <&
para cada f € .% tal y como queriamos probar al serY = U;’,"’rrlenq. O
En particular, tendremos el siguiente:

Ejemplo 3.2.13. Para un espacio de Banach (Y, ||-||) son equivalentes:
(i) (Y,w) es o-fragmentable.
(if) By~ es un conjunto equi-o-fragmentable de aplicaciones en C((Y,w)).
(iif) Existe un subconjunto normante S C Y * que es equi-o-fragmentable en C((Y,w)).

DEMOSTRACION: (i)« (ii)=(iii) de forma clara. Al ser S normante, SN By genera
B:=co(SN By)w*

que nos da una norma equivalente tomando su conjunto polar. Por las propiedades de
estabilidad de las familias equi-o-fragmentables tenemos que B es equi-o-fragmentable
también y asi (Y,w) es o-fragmentable por la norma equivalente dada por B°. O

Siguiendo a [28, pag. 328] damos la definicion que sigue.

Definicion 3.2.14. Sea Y un espacio de Banach. Una familia

P ={hg:Y —[0,0)}qen
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de funciones continuas se dice que es una particion de la unidad si paracaday €Y existe
un entorno abierto Uy de y tal que Uynsophg # 0 para a lo sumo un conjunto finito de
indicesa e Ay S qeaha(y) =1paracadayey.

Se dice que una particion de la unidad esta subordinada a un cubrimiento abierto %/
deY sipara cada a existe Uy € 7% tal que sop(hg) C Ug.

Diremos que Y admite particiones de la unidad equi-o-fragmentables si cualquier
cubrimiento abierto de Y tiene una particion de la unidad subordinada a Y que sea equi-
o-fragmentable; esto es si

% ={Ug: B €B}

entonces la particion de la unidad es de la forma {hg : B € B}, sophg C Ug para cada
B €By {hg: B €B} es una familia equi-o-fragmentable en (Y, w).

Nuestro objetivo ahora es caracterizar la o-fragmentabilidad de un espacio de Ba-
nach por el tipo de particiones de la unidad subordinadas que admitan sus cubrimientos
abiertos. Precisamos la siguiente

Proposicion 3.2.15. Sean Y un espacio de Banach o-fragmentable y {hq :Y — R},
una familia de funciones continuas tal que para caday €Y existe Uy entorno de y tal que
Uynsophg # 0 para a lo sumo un conjunto finito de indices a € A. Entonces la familia
{ha }aen €s equi-o-fragmentable en (Y, w).

Para su demostracion utilizaremos el siguiente lema, debido a R. Hansell [41].

Lema 3.2.16. En un espacio de Banach'Y que sea o-fragmentable cualquier familia dis-
creta de conjuntos # = {By : y € I } admite una descomposicion

y € T de forma que para cada n € N, si X, := J{Bh: y €T} y A es un subconjunto no
vacio de X,, existira un abierto débil U enY tal que U NA £ 0y U NA C BY para algtn
yoerl.

DEMOSTRACION: Sin perder generalidad podemos asumir que {By : y € I} es una familia
e-discreta para € > 0; i. e. dist(By,B,/) > eparay# y enl.SeaY = J3_, Y5 la particion
de e-fragmentabilidad para Y y definamos

BY:=B,NY;
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para cada n € N. Sea {U; : & < un} una familia de abiertos débiles de Y} tales que

Mg :=Ug \| J{Up: B< &} #0,

|- —diam(Mg) < € si & < pn

y {Ug : & < un} cubren Y. Si A es un subconjunto no vacio de Xn, tomamos &o :=
min{é < &,: Ug NA # 0} y tendremos que

Q%UEOQAC MEO

con
||| — diam(Ug, NA) < €.

Como la familia {By: y € I} es e-discreta, Ug, N A estara contenido en un Unico elemento

de {B): y eI}, tal y como queriamos demostrar O

Ahora podemos demostrar la proposicion 3.2.15.
DEMOSTRACION: [Proposicion 3.2.15] Para cada y € Y existe Uy entorno abierto de y
en (Y,||-||) tal que hq(x) = 0 para cada x € Uy y para cada a ¢ Fx subconjunto finito de
A. Ademas, por continuidad de las funciones podemos tomar Uy tal que diamhq (Uy) < &
para cada a € A. Sea & = |Jp_1%n un refinamiento o-discreto del cubrimiento {Uy :
y € Y }. Aplicando el lema anterior a cada familia discreta %, = {Brj‘ . j € Jn}, podemos
descomponer

B} = U B}
m=1
para cada j € Jy de tal forma que si X := U{B{"™: j € Jn} y A es un subconjunto no
vacio de X}, tengamos un abierto débilU enY talque UNA#A0yUNAC B?c’)m para algun
jo € Jn. Como diamhg (B) < € para cada o € Ay cada B € 4, tendremos en particular

que
diamhg(UNA) < ¢

para cada a € A. Ademas, como % es un cubrimiento de Y tendremos
Y = J{Xn:n,meN}

y esto termina la prueba. O

Llegamos asi al principal resultado de esta seccion, que después de la proposicion
3.2.15 sigue esencialmente la pauta del teorema V111.3.2 de [20].
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Teorema 3.2.17. Sea Y un espacio de Banach. Son equivalentes:
(i) Y es o-fragmentable.

(i) Y admite particiones de la unidad equi-o-fragmentables.

(iii) Existe un conjunto I' y una inmersion homeomérfica ¢ de Y en un subconjunto de
co(l") tal que

{o()y:very

es equi-o-fragmentable, donde ¢(-), denota la aplicacion definidaen’Y que asocia
a cada elementoy €Y la coordenada y-ésima de @(y).

DEMOSTRACION: (i)=(ii) Es consecuencia inmediata de la proposicion 3.2.15 y la pa-
racompacidad de los espacios métricos [25, Chapter 5]. Veamos (ii)=-(iii) Para cada
n € N, sea #5 un cubrimiento de Y consistiendo en bolas abiertas de radio % Para ca-
da n € N construimos la particion de la unidad & = {hn o : a € An} subordinada a #;,
que, por hipotesis, es equi-o-fragmentable. Definimos para cada (n, a) € N x A el abierto
Una = h;j,(o, o). Ahora la familia & = Upcy On, donde On = Ugep, Un,a, €s una familia
localmente finita de subconjuntos abiertos de Y. Ademas & es una base para la topologia
de Y. En efecto, seaV un abierto e yo € V. Sea ng € N tal que n—zo < dist(yo,Y \V). Puesto
que Y = Uaen,, Uno.a: eXiste ao € An, tal que yo € Uny - Por otra parte {hno,a taeny, esta
subordinada a #p, y cada elemento de %5, es una bola de radio 1/ng, de donde se sigue
que || - || —diam(Uny,qo) < 2/No, Y asi, Yo € Uny a, C V, Obteniendo que, {Un g fnen,aen, €S
una base para la topologia de Y. Sin perder generalidad podemos asumir que &,yN Oy =10
para cada n £ m.

Sea & = Un-1 Zn. Ahora para cadaU € &, escogemos hy € 2,0 < hy <1 tal que
U = h*(0,). Definimos @ :Y — co(&) dada por @(y) = (@(y)u)uece, donde para cada
Ueo,

oY) = o (y)

para caday €Y, donde n € N es el Gnico nimero natural tal que U € &y ¢(y)u denota
la U-ésima coordenada de ¢(y) en co(). La aplicacion esta bien definida ya que para
cada n € N, 0y, es localmente finita. Veamos que ¢ es continua. Sea (yj);j una sucesion
convergente ay en Y y fijamos € > 0. Escogemos ng € N tal que 2/ng < € y un entorno
U e ddeyenY tal que paraalgin k € N, U1,Us, ..., Uy son todos los elementos de &1 U
0> U...U Op, que tienen interseccion no vacia con U. Escogemos jo € N tal que y; € U
para j > joy |hy;(yj) —hu(y)| < eparaj> joei=1,2,....k.SiW € O1U0>U... U0y,
W #Uyg,...,Ug, entoncesW NU =0, para j > jo, hw(yj) = hw(y) = 0. SiW € U=, Oi
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entonces

[o(yjw — @(Y)w| < [@(Yj)w] +|@(y)w| <2/ng < &.

De aqui, si j > jo, entonces |@(yj)w — @(y)w| < € paracadaW € &. Asi queda probada
la continuidad de @.

La aplicacion @ es inyectiva. De hecho, si y # y’ son elementos en Y, entonces existe
U e 0 tal queyeU ey #U. Supongamos que U € &), para algin n € N. Entonces
@(y)u = shu(y) #0y @(y')u =0, yaquey ¢U.

Demostramos ahora que ¢~ 1 es continua. Supongamos que (y;); es una sucesion en Y
tal que (¢(yj)); converge a ¢(y) para cierto y € Y. Demostraremos que (y;); converge a
y. De ser (¢(yj));j convergente a @(y) se sigue que (hy(yj)); converge a hy (y) para cada
U € &. Lafamilia ¢ es una base para la topologia de Y. De aqui si (yj); no converge ay,
existeU € &' cony € U y una subsucesion (yj, )k tal que y;j, ¢ U para cada k € N. Entonces
hy (yj,) =0y hy(y) # 0 en contradiccion con el hecho de que (hy(yj));j converge a hy (y)
y asi ¢~ es continua.

Por ultimo, tenemos que por ser la familia &2, = {hy : U € &O,} equi-o-fragmentable
para cada n € N, se sigue que {@(-)u : U € &'} es equi-o-fragmentable. En efecto, fijado
€>0si n—lo < € tenemos que diam@(Y )y < € para cada U € Upzp, @n. Como {@(-)u :
Uedhtn=1,2,...,nges un conjunto finito de familias equi-o-fragmentables, entonces
Ure {@(-)u : U € On} es equi-o-fragmentable y en definitiva {@(-)u : U € 0} lo es
también.

La implicacion (iii)=-(i) se sigue de la proposicion 3.2.6, ya que la familia

{o()y:yer}

es equi-o-fragmentable, siendo la inmersion @ de Y en co(I") un homeomorfismo sobre
la imagen para las normas. Tenemos entonces que la métrica

dy.y) = [loy) — o),

o-fragmenta a Y por la proposicion 3.2.6, y como @1 : (@(Y),|I/l.) — (Y, -|l) €s
continua, la identidad (Y,w) — (Y,]|-|]|) ser&4 o-fragmentable como composicion de id :
(Y,w) — (Y,d) y de @2 (@(Y ), |- — (Y,]II[), por la proposicion 3.1.19. 0
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3.3 Multifunciones o-fragmentables
Siguiendo a [45] damos las definiciones que siguen.

Definicion 3.3.1. Sea Y un espacio topoldgico y (M,d) un espacio métrico. Una multi-
funcion F : Y — 2M se dice que es:

(i) Fragmentable si para cada € > 0y cada A C Y no vacio, existe un subconjunto
abiertoU enY y un subconjunto D de M con d —diam(D) < € talesque UNA # 0
yF(y)NnD # 0 para caday € U NA.

(i) o-fragmentable si para cada € > 0 existe una descomposicionde Y, Y = Up_,1Y$
tal que para cadan € Nsi A C Y£ es un subconjunto no vacio existe un subconjunto
abierto U en'Y y un subconjunto D de M tales que d —diam(D) < e, UNA#0y
F(y)ND # 0 paracaday € UNA.

En [65] se estudian las aplicaciones o-fragmentables por conjuntos Y/ que sean cerra-
dos con el fin de obtener selectores de la primera clase de Baire. Veremos aqui lo que
podemos asegurar cuando no exigimos ninguna condicion a los conjuntos Y 5.

El teorema que sigue da una caracterizacion de la o-fragmentabilidad de una multifun-
cion en términos de aproximaciones uniformes por funciones o-fragmentables, siguiendo
las ideas del teorema 5 de [45].

Teorema 3.3.2. Sean (Y, T) un espacio topologico, (M,d) un espacio métrico y
F:y —2Y

una multifuncién. Son equivalentes:
(i) F es o-fragmentable.
(i) Para cada € > 0 existe una funcion fe : (Y,7) — (M,d) o-fragmentable tal que
d —dist(fe(y),F(y)) < e paracadaycY.

DEMOSTRACION: Veamos (i)=-(ii). Fijamos & > 0, entonces existe una descomposicion
de Y = Un_1YS tal que para cada n € N si A C Y es no vacio, existe U abierto en Y
y D C M tales que d —diam(D) < e, UNA# 0y F(y)nD # 0 para cada y € U NA.
Podemos hacer la descomposicion de Y disjunta, para ello definimos Y{ := Y] y para
cadan> 1Y, :=YE\ U{‘;llYif. Fijamos n € N y realizamos la construccion que sigue
por induccion transfinita. Sea Af := Y}, entonces existen Uy abierto en Y y D! C M tales
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que V{' :=ATNU # 0, d —diam(D}) < e y F(y)N D} # 0 para cada y € V;". Sea y un
ordinal y supongamos que para cada u < y hemos deflnldo Vi CYyDj CM tales que
V|] es relativamente abierto en Y\ Us., Vg, d —diam(D};) < ey F(y )ﬂ D}, # 0 para
cada y e Vn SiY, = Uu<y entonces hemos acabado. En caso contrario eI conjunto
A=Y\ UH<VV[,‘ es no vacio, entonces existen UQ abiertoenY y DQ C M tales que d —
diam(Dy) < &, U)NA#0yF(y)NDy # 0 paracaday € UpNA. Definimos V! = UJNA.
Realizando la construccion hasta cubrir Y, obtenemos una particion relativamente abierta
deY, = UIJ<VnVIT' El proceso se realiza de igual forma para cada n € N y asi, tenemos
una particion de Y de laformay¥ = Jpen Uu<vnV;T- Paracadan e Ny U < y,, escogemos
X, € Djj. Ahora definimos la aplicacion fe : Y — M dada por fe(y) = x, siy € V. La
aplicacion esta bien definida ya que el hecho de que la familia {V}: n € N, u < yn} sea
disjunta nos da la unicidad de ny u € [1,y,). Ahora la aplicacion fe es constante en
V/] para cada n € N'y cada p € [1,&n), siendo {V/}, it < yn} una particion relativamente
abierta de Y, para cada n € N. Utilizando la proposicion 3.1.21 se sigue que fg es una
aplicacion o-fragmentable, y por construccion

d —dist(fe(y),F(y)) <€

paracaday €Y.

Veamos (ii)=(i). Fijamos € > 0. Por hipotesis, existe una aplicacion f% o-fragmen-
table tal que d —dist(f¢(y),F(y)) < &/3 paracaday €Y. Para € /3, existe una descompo-
siciondeY,Y = Jp_1Yn tal que para cada n € N, si A C Yy, s un subconjunto no vacio,
existe U abiertoenY tal que UNA# 0y d —diamfs(U NA) < £/3. Definimos

D:={xeM:d—dist(x, fg(U NA)) < %}.

Entonces d —diam(D) < e y F(y)ND # 0 para caday € U NA, finalizando asi la prueba.
0

Dado que haremos multiples referencias al lema [34, Lemma 4] lo enunciamos mas
adelante. Recordamos que para un espacio de Banach Y, una boundary B es un subcon-
junto de

Sy-={y €Y [ly"|I" =1}
tal que para caday € Y existe y* € B tal que y*(y) = ||y||. Asimismo haremos uso en la
prueba del lema de la desigualdad de Simons, que pasamos a recordar [75].
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Teorema 3.3.3. Sea E un conjunto e (yn)n Una sucesion uniformemente acotada de fun-
ciones definidas en E. Sea B un subconjunto de E tal que para cada sucesion {Ap: n € N}
de nimeros rales positivos con $7_; Anp = 1, existe b € B tal que

sup{ i/\wyn(y) 'yeEE} = iAn -Yn(b)

entonces,

sup{limp_yn(b)} > inf{supg: g € co(yn)}.
beB E

Lema 3.3.4 ([34]). Sea 'Y un espacio de Banach, y sea B C Sy una boundary. Si existe
O<e<le{y,:neN}cY*talesqueB C U, 1B(y;, €) entonces

Y* =span{y;:n¢ N}”'”.

En particular, Y * es separable.

DEMOSTRACION: Supongamos que el resultado no es cierto. Entonces existe z € Y **
con ||z]| =1y z(y;,) = 0 para cada n > 1. Puesto que ||z|| = 1, existe y € By- tal que
z(y) > 1— 5. Puesto que By es w*-denso en By, existe una sucesion (Xy)ker en By tal
que

lim xi(yn) = 2(yn) =0 (3.5)
paracadan>1,y
1im Xc(y) =2(y) > 1- g (3.6)

Por (3.6) podemos suponer sin pérdida de generalidad que xi(y) > 1— § paracadak € N.
Se sigue entonces de (3.5) y de la hipdétesis del enunciado que para cada b € B

Wk_,ooxk(b) <l-e¢.
De aqui, por la desigualdad de Simons, 3.3.3 existe x € co(|[J{xk : k € N}) tal que

&
X <1-%,
pero tenemos

&
I > x(y)> 1

llegando a contradiccion. O
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Sean X e Y espacios topologicos y Fo : X — 2Y una aplicacion usco, diremos que Fo
es minimal si dada otra usco F : X — 2" tal que F(x) C Fp(x) para cada x € X entonces
F =Fo.Si F : X — 2Y es usco, el axioma de eleccion implica que existe una usco minimal
Fo: X — 2" tal que Fo(x) C F(x) para cada x € X.

La propiedad que sigue caracteriza las aplicaciones usco minimales, [17, Lemma 1.5].

Proposicion 3.3.5. Sean X e Y espacios topoldgicos tal que Y es regular y F : X — 2Y
una multifuncién. Son equivalentes:
(i) F es minimal usco.
(ii) Para cada U abierto de X y V abierto de Y tales que U NF~1(V) # 0 existe un
abiertoW C U no vacio tal que F(W) C V.

DEMOSTRACION: (i)=-(ii) Supongamos que existen U C X yV CY abiertos tales que
UNnF-1Vv)#£o,

es decir, existe xo € U tal que F(xp) NV # 0. Supongamos por reduccion al absurdo que
para cada W C U abierto, se tiene que F(W) ¢ V. De aqui se sigue que F(x) ¢ V para
cada x € U, ya que en caso contrario, es decir, si existe x € U tal que F(x) C V, entonces
por ser F usco existe Wy entorno abierto de x tal que F(Wx) C V lo cual es contradictorio
con nuestra hipotesis.

Definimos F* : X — 2" dada por

F(x) sixe X\U
FX)N(Y\V) sixeU.

Afirmamos que F* es usco tal que F*(x) C F(x) para cada x € X y para xo, F (Xo) C F(x),
y asi acaba la prueba de esta implicacion, puesto que Ilegamos a contradiccion con el
hecho de que F sea minimal. Efectivamente,

(i) F*(x) es compacto para cada x € X. Si x € X \ U, F*(x) = F(x) que es compacto.
Por otra parte, si x € U, entonces F*(x) = F(x) N (Y \ V) es compacto por ser un
conjunto cerrado contenido en un compacto.

(i) F* essuperiormente semicontinua. Trivialmente F* es superiormente semicontinua
para cadax € X \U. Veamos que F* es superiormente semicontinua para cadax € U.
Sea (xj)j unared en X tal que (x;); converge a x € U. Podemos suponer que la red
esta contenida en U ya que existe jo € J tal que si j > jo xj € U. Sea (y;j);j una red
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enY tal quey; € F*(xj) =F(x;)N(Y \V) paracada j € J. Ahora lared (yj); tiene
un punto de aglomeracion y en F(x) por ser F usco y ademésy € (Y \V) por ser

este tltimo conjunto cerrado. Asi (yj); tiene un punto de aglomeracion en F*(x).
(ilf) F*(x) C F(x) para cada x € X de manera obvia, existiendo el punto xg en el que la

inclusion es estricta.

(if)=(i) Supongamos que existe Fy : X — 2 usco tal que Fo(x) C F(x) para cada x €
X. Seaxp € X tal que la inclusion Fo(xg) C F(x) es estricta. Seaz € F(xo) N (Y \ Fo(Xo)) #
0. Por ser el espacio Y regular existe un abierto V entorno de z tal que V N Fo(xg) =
0. Ahora F(xg) NV # 0, en particular para cada U abierto tal que xo € U tenemos que
F(U)NV #0y asi existe W C U tal que F(W) C V. Sea (Uj); una base de entornos de
Xo. Para cada j tomamos xj € Wj C U; de forma que F(xj) C V. Ahora (xj); converge a
Xo. Para cada j tomamos y;j € Fo(X;). Por ser Fg usco (yj); tiene un punto de aglomeracion
y en Fy(Xo) lo cual es absurdo, ya que y € V y este Gltimo conjunto se tomé disjunto de
Fo(Xo). ]

Utilizando esta caracterizacion de las aplicaciones usco minimales demostramos la
proposicion que sigue la cual la encontramos en [45, Proposition 11].

Proposicién 3.3.6. Sea K un subconjunto w*-compacto del dual de un espacio de Banach
Y* tal que K es fragmentable por la norma y T un espacio topolégico Hausdorff. Si
F:T — 2(KW) es una aplicacion usco, entonces F es fragmentable. Si F : T — 2" es
w*-usco e Y * es el dual de un espacio de Asplund, entonces F es a-fragmentable.

DEMOSTRACION: Sea € > 0,y A C T no vacio. Consideramos la aplicacion restriccion
F : A — 2K que sigue siendo una aplicacion usco. Ahora, por el lema de Zorn, sabemos
que existe una aplicacion usco minimal Fy : A — 2K tal que Fo(t) C F(t) paracadat € T.

Puesto que F(A) C K y K es fragmentable por la norma, existe un conjunto w*-abierto
W CY*tal que D=W NF(A) esnovacioy

||| —diam(D) < €.

Por la proposicion 3.3.5 existe un conjunto abiertoV de T tal que ANV £0y Fo(ANV) C
W NFy(A) = D. Esto implica que F(t) "D # 0 paracadat € CNV ya que Fo(t) C F(t).

Consideramos ahora F : T — 2" usco y definimos las bolas cerradas en el dual del
espacio de Asplund y dadas por

Bni={y"eY": [y"| <n}.
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Ahora B, es w*-compacto y fragmentable por la norma para cadan € N. Sea T, := {t €
T : J(t)NBn # 0}. Los conjuntos Ty cubren el espacio T. Consideramos las aplicaciones
w*-usco Fp : Tp — 2Bn definidas por Fn(t) = F(t) N By. Aplicando la primera parte de
esta proposicién obtenemos que F restringida a Ty, es fragmentable, y de aqui que F es
o-fragmentable. O

En el marco en el que nos hayamos nos sera de utilidad la caracterizacion de los
espacios Asplund que sigue a continuacion. La demostracion puede consultarse en [20,
Theorem 5.7, pag. 29].

Teorema 3.3.7. SeaY un espacio de Banach. Son equivalentes:
(i) Y es un espacio Asplund.
(i) Cada subespacio separable Z de Y tiene dual separable.

Recordemos que la aplicacion de dualidad J en un espacio de BanachY se define como
J(y) - {y* €By=: (y,y*) =|ly||} paracaday €Y, (ver 1.3.3). Una primera consecuencia
del teorema 3.3.2, el corolario 3.1.15 y el lema de Godefroy 3.3.4 es el siguiente:

Teorema 3.3.8. Para un espacio de Banach Y son equivalentes.
(i) Y es de Asplund.
(if) J es o-fragmentable como multifuncion entre los espacios métricos (Y, |- ||) vy
Y0 - 11%), (- |IF es la norma dual en'Y ).

DEMOSTRACION: (i)=-(ii) La aplicacion dualidad J es || - ||-w*-usco, como ya fue pro-
bado en 1.3.3 y por ser Y un espacio de Asplund, [20, Theorem 5.2], (By+,w*) es un
compacto fragmentable por || - ||*. Ahora basta utilizar la proposicion 3.3.6 para obtener
el resultado buscado.

(if)=-(i) Fijamos e >0con0< e <1y fe: Y — Y* o-fragmentable tal que || - ||* —
dist(fe(y),Jd(y)) < € paracaday €Y. Como (Y,| -||) es métrico fe es o-continua y para
cada subespacio Z C Y separable f¢(Z) es también separable, por el corolario 3.1.15.
\Veremos como esta situacion nos fuerza a que Z* sea separable y en definitiva a la prueba
de que Y es un espacio de Asplund. Sea Dz un conjunto numerable denso en f¢(Z).
Para cada z € Z podemos escoger bj € J(z) tal que || f¢(z) — bj|| < &, si consideramos el
conjunto

B:={b,,:z2€Z}
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obtenemos una frontera del espacio de Banach separable Z. Si D es un conjunto numerable
denso en fg¢(Z) tendremos que B C Ug+cp B(d‘*z, €) y podemos aplicar el lema 3.3.4 para
concluir que Z* es separable. O

Con los resultados previos podemos afirmar que para un espacio de Banach'Y que no sea
Asplund, ningdn selector f de la aplicacion dualidad puede ser medible Borel. Recorda-
mos que una aplicacion f : (Y,p) — (M,d) es medible Borel si para cada U C M abierto
en M tenemos que f~1(U) es un conjunto de Borel. Hansell demostrd en [38] el siguiente
resultado cuando traducimos sus aplicaciones con base de funcién o-discreta como las
aplicaciones o-continuas (ver [65]).

Teorema 3.3.9. Sea Y un espacio métrico completo y (M,d) un espacio métrico. Si f :
Y — M es una aplicacion medible Borel entonces es una aplicacion o-continua.

Como corolario obtenemos el siguiente resultado, anunciado por C. Stegall en [76].

Corolario 3.3.10. Sea'Y un espacio de Banach. Entonces Y es un espacio Asplund si, y
s6lo si, la aplicacion dualidad J : Y — 2" tiene un selector medible Borel.

DEMOSTRACION: Si la aplicacion dualidad J tiene un selector medible Borel, entonces,
por el teorema 3.3.9, dicho selector es una aplicacion o-fragmentable que verifica la con-
dicion (ii) del teorema 3.3.2 para cada € > 0. Fijandonos 0 < € < 1 para la prueba (ii)=-(i)
anterior nos da el resultado.

Por otra parte, paraY de Asplund la aplicacion dualidad J admite selectores incluso
de la primera clase de Baire por el teorema de seleccion de Jayne y Rogers, [47] y asi
selectores medibles Borel. O

El teorema que sigue da una respuesta afirmativa a una pregunta de Plichko sobre si
es posible dar una version no separable del lema de Godefroy 3.3.4, en esencia supone
precisar mejor el teorema 3.3.8 anterior.

Teorema 3.3.11. Sea Y un espacio de Banach. Si f :Y — Y* es una aplicacion o-
fragmentable y existe 0 < € < 1 tal que

II-1" —dist(f(y),(y)) < ¢

para caday €Y, donde J denota la aplicacion dualidad. Entonces

spanf(Y)H'H* =Y*
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DEMOSTRACION: La prueba de (ii)=-(i) del teorema 3.3.8 nos asegura la validez del
enunciado cuando Y es separable, nuestro objetivo ahora es hacer la prueba en el caso
general que sigue los argumentos de reducciéon al caso separable del teorema 26 de [45]
que a su vez tienen su origen en los dados en [27].

Después del lema 3.1.14, y dado que f es también g-continua al estar definida entre
espacios métricos, podemos asignar a cada y € Y un subconjunto numerable Wy en Y tal
que

fy) e TWy)n=1,2.3"

siempre que lim,y, =y en (Y,]|-||). Vamos a construir, dada g € Y *, un subespacio se-

parable Z C'Y tal que del hecho de ser gz € spanf(Z)}'z’”Z* podamos concluir que g €

WM* también. Comencemos con un Z3 C Y, Z3 # {0} Q-espacio vectorial nume-
rable arbitrario y de forma inductiva construimos conjuntos numerables Z,,Dn y F, :=
{vnj:j=1,2,...} C Bytales que
(i) DnCDnt1 Y D1 D UMWyt y € Zniq}.
(i) ZnUFR, C Zny1 €S un Q-espacio vectorial.
(iii) SiCn= {hnj: j € N} =spang{f(Wy):ye Dn}, entonces tendremos
1

n

(9—hnj,Vvnj) > [|g—hnj

para cada j € N.

En efecto, dado Z; podemos definir D1 = [J{Wy : y € Z1} que es numerable y asi lo
sera Cy = {hyj: j € N} = spang{f(Wy) : y € D1}. Podemos ahora encontrar vectores
v1j € By tales que (g —hyj,v1j) > ||g—haj|| — 1y por consiguiente definir Fy := {vy ; :
1=1,2,...} CByYy asi definir Z, := spanp{Z; UF1} que sigue siendo numerable, asi
como Dy :=D1U{Wy :y € Z,}. Resulta evidente como el proceso de induccion completa
nos construird Z,, Dy, F, con las propiedades requeridas. Podemos ahora considerar el
espacio separable Z = JZ_, Z, que tiene el Q-espacio |Jr_, Z, como conjunto numerable
y denso y por la construccion hecha tenemos que f(Up_1Dn) = U{f(Wy) : y € Un=1Zn}
es denso en f(Z), por lo tanto

® [RIP2

gz € span{f (|| Dn)iz}

n=1
por el lema 3.3.4 aplicado sobre el subespacio separable Z y el conjunto numerable
f(Up-1Dn) que esta e-cerca de una frontera en Bz« para Z ya que

dist(f(z),d(z)) < &
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para cada z € Z también. Por todo ello, podemos encontrar para cada € > 0 una forma
lineal h = zipzlqi - f(di), donde gi € Q y {d1,d>,...,dp} € Dy para algun entero n tales
que
=
l9z =hez]| < 5-
Ahora bien h = 5P qif(di) € Cq y tendremos h = hy, j para algiin j € N. Ademas no es
restrictivo suponer n suficientemente grande para que € > 2/n gracias a la condicion (i).
De esta forma tenemos
19— hllys = [lg=hn jlly: <1/n+(g—hnj,vn;j)
<E€/24(g9—hnj)llz:
=€/2+([(g—h)zllz-
<E/2+E€/2
=¢.
Como esto es valido para cualquier € > 0, tendremos en definitiva

gespanf(| ) Dn)

s

n=1

tal y como queriamos demostrar. O

Teorema 3.3.12. Sea Y un espacio de Banach. Entonces Y es Asplund si, y sélo si, existe
0 < e < lyunaaplicacion fo: Y — Y* o-fragmentable tal que

[+ —dist(fz(y), J(y)) < €
para caday €Y, donde J denota la aplicacion dualidad.

DEMOSTRACION: Supongamos que Y es Asplund. Utilizando el teorema 3.3.8 tenemos
que la aplicacién dualidad es o-fragmentable y por el teorema 3.3.2 tenemos que para
cada 0 < € < 1 existe una aplicacion fg con la propiedad requerida. El reciproco es una
consecuencia inmediata del teorema 3.3.11 que nos asegura que para cualquier Z C Y
tendremos que

75— MH.HZ*’

y en particular cuando Z es separable, f¢(Z) seré separable también por el lema 3.1.15 ya
que fg es o-continua tambien, y asi lo serd Z*. O
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Corolario 3.3.13. Sea Y un espacio de Banach. Si By- es e-fragmentable para algun
0 < e <1, entoncesY es un espacio de Asplund.

DEMOSTRACION: Si By es e-fragmentable, utilizando la misma prueba que en la pro-
posicidn 3.3.6 obtenemos que la aplicacién dualidad J : Y — Y * es e-o-fragmentable. De
aqui por la prueba del teorema 3.3.2 existe una aplicacion f. : Y — Y* g-fragmentable tal
que

d —dist(fe(y),J(y)) <€

para caday €Y. Utilizando el teorema 3.3.12 obtenemos finalmente que Y es Asplund y
la prueba acaba. O
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