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1. INTRODUCCION

El proyecto que aqui se inicia consiste en la realizacion y desarrollo de programas Matlab que
nos permitan la representacion de curvas y superficies, para con ello, poder dibujar y disefiar
partes de un buque y otros sistemas de éste tales como el casco, palas de la hélice, etc.

Desde hace un tiempo, el ambito del disefio y la construccion naval ha ido avanzando debido al
desarrollo de la tecnologia, modernizdndose, complementando, e incluso sustituyendo los
antiguos métodos de diseno, los cuales requerian de muchas horas de trabajo y eran bastante
laboriosos de manejar para lograr curvas suaves sin puntos angulosos que describiesen
superficies correctamente alisadas.

Cuando realizamos un plano de formas las curvas que se representan deben caracterizarse por
ser curvas sin alteraciones, para conseguir que la carena del buque sea una superficie lo mas lisa
posible de forma que se reduzca la resistencia al avance del buque, lo que se traduce en una
disminucién en el consumo de combustible, asi como en un aumento de la velocidad.

Estas curvas y superficies son de gran interés y tienen alta repercusion en el comportamiento
hidrodindmico de un buque, por lo que nos centraremos en su estudio y su comprensién. Gracias
a éstas podremos también elaborar planos y superficies que seran objeto de posteriores analisis
estructurales, hidrostaticos, etc. También podremos utilizar estas curvas y superficies en las
operaciones de reconstruccion facilitando asi estos procesos y reduciendo los tiempos de estos
procedimientos.

Los casos practicos en los cuales aplicaremos este tipo de curvas y superficies seran los
siguientes:

- Desarrollaremos programas Matlab para la representacion de estas curvas y estas
superficies.

- Reconstruiremos la seccidon de un buque en funcién de unos puntos de control dados.

- Construiremos la vista frontal de la pala de una hélice mediante Splines cubicos
interpolantes, asi como mediante NURBS comparando los dos resultados obtenidos.

- Representaremos el recorrido a seguir por un contenedor para su descarga desde el
buque al muelle mediante una grua.

- Representaremos la pala de una hélice en 3D usando superficies NURBS.
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2. CONCEPTOS NAVALES BASICOS [8, 11, 12, 14]

A continuacién describiremos las principales dimensiones del buque, lineas de referencia y otras
caracteristicas, asi como la representacién grafica de la hélice.

2.1 DIMENSIONES PRINCIPALES DEL BUQUE

ESLORA

Antes de definir la dimension de la eslora tenemos que tener en cuenta el siguiente aspecto, y
es que para una obra viva fija (zona del casco del buque que va inmersa en el agua) podemos
tener encima diferentes y multiples obras muertas, por lo que, la eslora no puede referirse a la
obra muerta ya que no representaria ningin dato en concreto.

A continuacidn, describiremos las diferentes esloras que nos podemos encontrar:

Eslora total: longitud medida horizontalmente y paralela a la flotacidon de proyecto, entre las
perpendiculares a la misma que pasan por los puntos mas sobresalientes de proa y popa.

Eslora entre perpendiculares: longitud medida horizontalmente y paralela a la flotacidn entre
perpendiculares de proay popa.

- Perpendicular de popa (Ppp): perpendicular a la flotacién de proyecto que pasa por el
centro del eje del timén o mecha del timdn.

- Perpendicular de proa (Ppr): perpendicular a la flotacion de proyecto que pasa por la
cara exterior o interior de la roda, segun sea su estructura de acero fundido o armada
respectivamente.

Eslora en la flotacidn: longitud medida horizontalmente y paralela a la flotacién, entre las
perpendiculares a la misma que pasan por las intersecciones del casco con la flotacion en proa
y en popa. La diferencia con respecto a la de perpendiculares esta Unicamente en el punto de
referencia en la popa.

Eslora de reglamento: puede ser cualquiera de las anteriores dependiendo del Reglamento o
bien tiene una definicidn especial. Por ejemplo, el reglamento de Francobordo, indica que sera
la mayor longitud de entre, la eslora entre perpendiculares en la flotacidn al 85% del puntal
minimo de trazado o el 96% de la eslora total en esa misma flotacion.

MANGA

Es la dimensidn transversal del buque medida horizontalmente entre las perpendiculares a la
flotacién de proyecto. Tiene su valor minimo en la proa y aumenta conforme nos acercamos a
la Seccion Maestra donde adquiere su maximo valor, volviendo a disminuir conforme nos
acercamos a la popa.

La manga de un buque estara referida a la SECCION o CUADERNA MAESTRA, que es la de mayor
area transversal.

Manga mdxima: longitud medida horizontalmente entre planos paralelos al plano de crujia,
perpendiculares a la flotacién de proyecto, y tangente a los costados del buque.
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Manga de trazado o fuera de miembro: longitud medida horizontalmente entre las
perpendiculares a la flotacién de proyecto que pasan por las caras internas del forro del costado
o cantos exteriores de las cuadernas.

Manga fuera forros: longitud medida horizontalmente entre las caras exteriores del forro del
costado, es por tanto, la manga maxima.

Manga de flotacidon: manga de trazado en el plano de una flotacién, dependiendo por tanto de
la flotacidén que estemos considerando.

Manga de reglamento: es en general la de trazado, dependiendo no obstante del reglamento
gue estemos considerando.

La manga es la dimensiéon con mayor influencia sobre la magnitud del radio metacéntrico
transversal y por tanto en la estabilidad inicial.

PUNTAL
Es la altura del buque medida en la seccidn transversal correspondiente a la Cuaderna Maestra.
Tenemos:

Puntal de trazado: altura del casco desde la cara alta de la quilla o canto bajo de la varenga
(elemento estructural de fondo perpendicular a la quilla) en el centro, hasta el canto inferior de
la cubierta al costado.

Puntal de seccidn: es el puntal de trazado de cada secciéon del buque.

Puntal de reglamento: generalmente es el puntal de trazado, en la cuaderna maestra o en la
Seccién Media y hasta la cubierta principal. Sin embargo en cada reglamento puede disponer de
definicidén propia.

CALADO

Es la altura o profundidad de la carena, medida desde el punto mas bajo del buque hasta los
planos de las flotaciones, por lo que cada flotacidn tendrd su calado.

Podemos considerar los siguientes calados:

Calado de trazado: es la distancia vertical de trazado de la parte sumergida del casco del buque
por debajo de la flotacidn de trazado o proyecto, medida en la seccidon media.

Calado en una flotacién o calado real en esa flotacidn: es el calado medido desde la cara inferior
o exterior de la quilla hasta el nivel de la flotacién correspondiente.

El calado en proa se representa con Tpr y el calado a popa se representa con Tpp y hacen
referencia a los calados reales del buque en las perpendiculares de proa Ppr y popa Ppp
respectivamente. Estos se trazan en las intersecciones de la linea de la flotacién de proyecto con
la roday el codaste.

2.2 PLANOS Y LINEAS DE REFERENCIA

Se denomina casco del buque al conjunto estructuras del mismo formado por el forro exterior
estanco y los refuerzos sobre los que se apoya. El casco de un buque se puede cortar segiin un
conjunto de tres planos perpendiculares entre si, paralelos a los planos de un triedro.
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Estos planos son los siguientes:

-Plano de crujia: es el plano de simetria del barco en sentido longitudinal. La interseccién de este
plano con el casco se llama linea de crujia. Los planos paralelos al de crujia que cortan al casco
del buque se llaman planos longitudinales, y a las lineas de corte de los mismos con el casco, se
llaman longitudinales.

-Plano de flotacidn: es el plano perpendicular al de crujia que representa la superficie del agua
sin oleaje. El plano de flotacién de trazado, es el situado al calado de trazado o proyecto del
buque. La interseccidon de este plano con el casco se llama linea de flotacién de trazado. Las
intersecciones de planos paralelos al de flotacidn con el casco se llaman lineas de agua. Se llama
plano base al plano paralelo a la flotacidn de trazado que pasa por el canto superior de la quilla
en la seccidon media. A la interseccidn del plano base con el de crujia se le denomina linea base.

-Plano transversal: es un plano perpendicular a los dos anteriores. Las intersecciones de planos
transversales con el casco se denominan cuadernas de trazado o secciones. El conjunto de
cuadernas que representan las formas de un buque se llama caja de cuadernas.

Con las lineas obtenidas de estos tres tipos de planos, es decir, las cuadernas, las lineas de agua
y longitudinales, se forma el denominado plano de formas, el cual como su propio nombre indica
representa las formas del casco del buque.

2.3 OTRAS CARACTERISTICAS DEL BUQUE

Las dimensiones definidas anteriormente nos pueden dar una idea errénea respecto a la forma
del buque, para ello vamos a especificar otras caracteristicas para definir practicamente la “viga-
casco”:

Astilla muerta: altura en el costado del buque, que hay desde un plano paralelo a la flotaciény
que pasa por la quilla (plano base o linea base), y el plano tangente al fondo. La astilla muerta
principal se mide en la Cuaderna Maestra

Asiento: es la inclinacidn que tiene la quilla respecto a la flotacidn, midiéndose por la diferencia
de valores verticales.

Trimado: es la diferencia de calados entre la popa y la proa, que se le da al buque, para que
navegue en las mejores condiciones.

Pantoque: es la superficie curva que une los costados y el fondo del buque.

Arrufo y brusca: las cubiertas del buque tienen formas especificas con doble curvatura
denominandose arrufo a la que tiene en sentido longitudinal y brusca a la de sentido transversal.

El arrufo se mide en el costado del buque y es la distancia desde la cubierta hasta una linea de
referencia trazada paralelamente a la flotacion, por el punto mas bajo de la cubierta, en el centro
del buque.

La brusca se mide desde el punto medio del canto superior del bao (elemento de refuerzo de las
cubiertas en sentido transversal), sobre una linea recta paralela a la flotacién y que pasa por los
extremos de dicho bao.
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2.4 REPRESENTACION GRAFICA DE LA HELICE

La representacion grafica de las hélices se realiza dibujando una vista lateral y una desde la popa,
incluyendo el nucleo. En el mismo se representa la forma de los distintos perfiles que
constituyen la pala, asi como el paso que tiene cada linea hélice en sus distintos radios, lo que
se denomina ley de pasos.

A continuacién, comentaremos algunas particularidades de cada una de las proyecciones de la
hélice.

- Proyeccién lateral: consta de la proyecciéon de la pala sobre un plano longitudinal, vista
desde estribor, y de un corte ficticio dado a la pala por los puntos de en los que el
espesor en cada radio fuera el maximo. Este corte se denomina ley de espesores. En
esta proyeccién podemos medir el angulo de lanzamiento.

- Proyeccién frontal: es una vista desde popa y en la que se representan la proyeccién
transversal de la pala y del nucleo. También se pueden unir los puntos de maximo
espesor en cada seccion y que constituyen la llamada ley de espesores. La distancia
entre la punta de la pala y la generatriz se llama divergencia. También se representa en
esta vista el llamado contorno desarrollado de la pala que corresponde a la superficie
gue se obtendria si la cara de presion del helicoide estuviese hecha de una hoja finay
flexible pero inextensible y que pudiera estirarse sobre un papel.

- Perfiles expandidos: los perfiles obtenidos de la interseccién de sucesivos cilindros con
la pala se presentan expandidos, es decir, estirados sobre el plano en la siguiente vista.
Cada perfil se dibuja sobre su radio correspondiente y la linea que une los extremos de
las secciones se denomina contorno expandido de la pala.
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3. POLINOMIOS DE BERSNTEIN [1, 15]

Basicamente los polinomios de Bernstein permiten aproximar una funcién continua f(x) definida
en un intervalo [a, b], asi como también ajustar curvas o superficies a un conjunto de datos. En
este Ultimo caso entenderemos por ajuste a aquella funcién que se acerca a la funcién verdadera
sin que reproduzca el conjunto de datos de forma exacta, es decir, la grafica de la funcién que
aproxima pasara cerca de los datos, pero no necesariamente sobre ellos.

El nombre de estos polinomios hace referencia al matematico Ucraniano Sergei Natanovich
Bernstein. Son la base primordial de la demostracion que Bernstein hizo del Teorema de
aproximacién de Weierstrass. El fondo de esta prueba es la construccién de una sucesién de
polinomios que converjan de manera uniforme a una funcién continua. La demostracién que
hizo Bernstein aparecid en 1912 y ha tenido un fuerte impacto en distintas dreas. Los polinomios
de Bernstein estan conectados por ejemplo con la teoria de probabilidad, problemas sobre
momentos, con la teoria de sumas de series, etc. Asi mismo los polinomios de Bernstein
histéricamente dieron lugar a las curvas de Bézier que estudiaremos en el apartado 4.

3.1 DEFINICION

Un polinomio de Bernstein de grado n asociado con la funcion f : [a, b]> R esta definido por:

L = n (x—a)(b—x)"
Bu(fix) = ;(i) = B CONMERD

donde

i
xi=a+ih=a+£(b—a), i=01,...,n.

En el caso especial con intervalo [0,1], la ecuacidn anterior se reduce a:

n

B0 = Y () xia—omty (%)

1=0

Los polinomios bdsicos de Bernstein se definen como:

B = (V)i ot

con

i=0,1,..,n n=201,..

A continuacién, se muestra la programacidon en Matlab que hemos realizado para construir los
polinomios de Bernstein.
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function [P]=Bernstein polynomials (interval,n)

o\

This function computes the Bernstein polynomials Bni(x) in a given
interval [a,b]. The different n+l polynomials are plotted.

o° oo

oo

[P]=Bernstein polynomials (interval,n, dx)
Input variables:

interval contains the working interval [a,b]
n degree of the desired Bernstein polynomials

oC o o o

oo

Output variables:
P cell containing the expressions of the different Bernstein

oo

polynomials

% of degree n

% Example:

% [P]=Bernstein polynomials ([0,1],4)
% We declare the symbolic variable x
Syms x

o

% We define the interval

a=interval (1) ;
b=interval (2);

o

% we calculate the values of the Bernstein polynomials at the
abscissae x

for 1i=0:n

P{i+l}=sym2poly (expand (combinatorio(n,i)* (x-a) " (i) * (b-x)"(n-1)));
end

mx=a; Mx=b;
my=-0.1; My=0;

for 1i=0:n

o\

we define a grid
t=linspace(a,b,100);

o\

we evaluate the Bernstein polynomials at t
pt=polyval (double (P{i+1}),t):;

o)

% we plot the Bernstein polynomials

h(i+1l)=plot(t,pt,'-"', 'Linewidth', 3, 'Color', [i/n,1/n,0]);
str{i+l}=["'Polinomio de Bernstein',blanks(2),num2str(i)];
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hold on

% we adjust the limits of the plot
my new=min (pt);

My new=max (pt) ;

if my new<my
my=my new;

end

if My new>My
My=My new;

end

dx=0.1* (Mx-mx) ;
dy=0.1* (My-my) ;

axis ([mx-dx Mx+dx my-dy My+dy]) ;

legend (h,str);
end

Bernstein=P{1};

for i=2:n+1
Bernstein=[Bernstein; P{i}];

end
Bernstein

Ejemplos:
Ejemplol

En este ejemplo representaremos los polinomios basicos de Bernstein de grado 4 en el intervalo
deOal

>> [P]=Bernstein_polynomials([0,1],4)

Bernstein =

1 4 6 4 1
-4 12 -12 4 O
6 -12 6 0 O

-4 4 0 0 O

1 0 0 0 O
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El la figura 3.1 vemos la representacién grafica de los cinco polinomios basicos de Bernstein de
grado cuatro cuyos coeficientes nos los ha proporcionado el programa Bernstein Polynomials.

1k — Cnlinomio de Bernstein 0
— Polinomio de Bernstein 1
—— Palinomio de Bernstein 2
08t Folinomio de Bernstein 3|
) Palinomio de Bernstein 4
06 -
0.4F .

02} \ ]

Fig3.1: Polinomios basicos de Bernstein de grado 4.

3.2 TEOREMA DE WEIERSTRASS

Podemos denotar f* a una funcién que imita el comportamiento de otra funcidn f, es decir,
quef ™ se encuentra cerca de f. El concepto de imitar necesita que fijemos lo que queremos decir
cuando hablamos de proximidad.

El concepto geométrico de longitud de un vector tiene muchas aplicaciones naturales que estan
conectadas con espacios de funciones y con la teoria de aproximacién. Al igual que medimos
distancias en el espacio euclidiano R™ para saber la cercania de dos elementos en el espacio
vectorial, también podemos medir distancias en un espacio de funciones para asi poder
determinar la cercania de una funcién f y su aproximacion f*.

Aqui consideramos un problema de aproximacion concreto que planted y resolvié Weierstrass
el 1885. El teorema de Weierstrass asegura que podemos aproximar funciones continuas de
manera uniforme a través de polinomios. Para entender esto fijaremos la notacién. Llamaremos
C [a, b] al espacio de funciones continuas en el intervalo cerrado y acotado [a, b], es decir:
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Cla,b] = {f: [a,b] » R, f continua}.
En este espacio de funciones consideraremos la siguiente norma:

”f”oo = maxasxsblf(x)l-

Con esta definicion la distancia entre dos funciones continuas f(x) y g(x) se puede medir
calculando

"f - g”oo = maxasxsblf(x) - g(x)l

TEOREMA 2.1 Sea f:[0,1] — R continua. Para todo € > 0 existe un polinomio P, tal que:

|P.(x) — f(x)| <€ V xe[0,1].

La prueba de este teorema puede encontrarse en [3].

Segun este el teorema 2.1 dado € > 0 y dada una funcién continua fen [0,1], existe un
polinomio P, construido con los polinomios de Bernstein tal que:

If = Pelleo < &

A continuacién, se muestra la programacion en Matlab que nos permite aproximar una funcién
continua en un intervalo dado [a,b] mediante los polinomios de Bernstein de grados crecientes
definidos en (3.1), tal y como indica la prueba del propio teorema de Weierstrass.

function

[xf, fxf,Bf,n,distance]=Weierstrass Theorem(f,interval,nf,n,varargin)
% This function computes the uniform approximation to a given
continuous function in a given

interval [a,b] making use of the Bernstein polynomials.

o

o oo

[xf, fxf,Bf,n,distance]=Weierstrass Theorem(f, interval,nf,n,varargin)
Input variables:
f continuous function to be approximated in the infinity norm
interval contains the working interval [a,Db]
nf number of discretization points in the interval [a,b]
n degree of the desired Bernstein polynomials used to compute the
approximation
varargin contais the following optional input variables:
plot aprox can take the values:
v plots the approximations for
degrees v (1) to v(length(v))
It must be a vector of

o° o©

o

0% o o° o° o

o° oP

o\

increasing

% integer numbers between 0 and
n

% 'no' does not make any plot

% epsilon determines the allowed distance between the function and
the

o©

approximation, and therefore it determines the value of n

10
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o\

It must always be strictly larger than 0

Output variables:

xf grid of the interval [a,Db]

fxf values of the function f at the grid xf

Bf values of the succesive approximations of the function f at the
rid xf

n larger value of the degree of the approximation

distance infinity norm of the difference between the discretized
function and the n-degree approximation

o o° oP

o°

Examplel:
[xf, fxf,Bf,n,distance]=Weierstrass Theorem('sin(x)', [0,1],100,5,0:5)
Example?2:

— o° o° o o° o o° o° o° Q

xf, fxf,Bf,n,distance]=Weierstrass_Theorem('sin(x)',[0,1],100,5, 'no",0
.01)

% Example3:

% [xf, fxf,Bf,n,distance]=Weierstrass Theorem('sin(x)',[0,1],100,5,0:5,0
.01)

o

% We declare the symbolic variable x
Syms x

% We get the value of the optional input variables

°

n_aprox plot=n;
if nargin==
n _aprox plot=varargin{l};
elseif nargin==6
n _aprox plot=varargin{l};
epsilon=varargin{2};
end

% We define the interval

a=interval (1) ;
b=interval (2);

)

% We define the grid for evaluation
xf=linspace (a,b,nf) ;

% We compute the values of f at xf
fxf=double (subs (f, 'x',xf));

if ~exist('epsilon')

% If the option of plotting is active, it drawes the original function

if nargin==5 & ~ischar(n_aprox plot)
h(l)=plot (xf, fxf, '-b'");
ih=2;
str{l}="'Funcion original';
hold on

11
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end

[}

% We define the approximation and inizialize it to zero
Bf(1l:n+1,1:nf)=zeros (n+1,nf);

% We start computing the approximations

for i=0:n

xi=linspace(a,b,i+1);
% we calculate the succesive approximations for each abscissa xf
Bf (i+1,1:nf)=double (subs(f, 'x',a)) *ones (1,nf) / (b-a)*i;
for j=1:1i
Bf (i+1,1:nf)=Bf (i+1,1:nf)+ (combinatorio (i, j) * (xf-
a).”(j3)) .*(b-xf) .~ (i-7J) *double (subs (f, "x',x1i (j+1)))/ (b-a)"1i;
end

$Plot of the succesive approximations

if nargin==5 & ~ischar(n_aprox plot) & ~isempty(find(n aprox plot==i))
h(ih)=plot (xf,Bf (i+1,1:nf), "Color', [0, (i-

n_aprox plot(l))/max(n_aprox plot (end)-n_aprox plot(l),1),01);
str{ih}=["Approximation for n=',blanks(2),num2str(i)];
ih=ih+1;

end

end

% We insert a legend in the plot, and put the axis correctly
if nargin==5 & ~ischar(n_aprox plot)
my=min (min (Bf)) ;
My=max (max (Bf) ) ;
dy=0.1* (My-my) ;
axis([a-0.1* (b-a),b+0.1* (b-a),my-dy,My+dy]) ;
legend(h, str)
end

distance=norm (fxf-Bf (n+1,1:nf), 'inf'");
else
% If the option of plotting is active, it drawes the original function
if ~ischar(n _aprox plot)
h(l)=plot(xf,fxf,'-b');
ih=2;
str{l}="'Funcion original';
hold on
plot (xf, fxf-epsilon, 'r-"',xf, fxf+epsilon, '-r'");
end
distance=epsilon+l;

i=0;

while distance>epsilon
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% We start computing the approximation
xi=linspace(a,b,i+1);

o\

we calculate the succesive approximations for each abscissa xf
Bf (i+1,1:nf)=double (subs(f, 'x',a))* (b-xf)."1/ (b-a)
for j=1:1i
Bf (i+1,1:nf)=Bf (i+1,1:nf)+ (combinatorio (i, j) * (xf-
a).~(j)) .*(b-xf).”(i-j) *double (subs (f, 'x',xi (J+1)))/ (b-a)"i
end

distance=norm (fxf-Bf (i+1,1:nf), "inf'");
i=i+1;

end

n_input=n;
n=i-1
distance

%$Plot of the last approximations

if ~ischar(n_aprox plot)
dn=max (n_aprox plot (end)-n_aprox plot(l),1);
ndibuja=n-n_input;
dibuja=n_aprox plot+ndibuja*ones (size(n_aprox plot));
[aux,ind]=find (dibuja>0); dibuja=dibuja (ind) ;
for i=1l:1length (dibuja)
h(ih)=plot (xf,Bf (dibuja(i)+1,1:nf), 'Color', [0, (dibuja (i) -
dibuja(l))/dn,01);

str{ih}=["Approximation for
n="',blanks (2) ,num2str (dibuja(i))];
ih=ih+1;
end
my=min (min (Bf)) ;
My=max (max (Bf) ) ;
dy=0.1* (My-my) ;
axis([a-0.1* (b-a),b+0.1* (b-a),my-dy,My+tdyl) ;
legend (h, str)
end
end
Ejemplos
- Ejemplo 1

Este ejemplo se realizard con la funcidn sin(x) en el intervalo [0,1] con 100 puntos de
discretizacion en este intervalo. Se utilizaran polinomios de Bernstein de grado 5 para el célculo
de aproximacion y se mostraran las funciones desde grado 0 hasta grado 5 (si en vez de poner
0:5 ponemos [0,3] el programa calculara hasta la de grado 5 pero solo nos mostrara las funciones
de grado Oy 3)
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>> [xf,fxf,Bf,n,distance]=Weierstrass_Theorem('sin(x)',[0,1],100,5,0:5)

Columns 1 through 13

0 0.0101 0.0202 0.0303 0.0404 0.0505 0.0606 0.0707 0.0808 0.0909 0.1010

0.1111 0.1212

Columns 14 through 26

0.1313 0.1414 0.1515
0.2323 0.2424 0.2525

Columns 27 through 39

0.2626 0.2727 0.2828
0.3636 0.3737 0.3838

Columns 40 through 52

0.3939 0.4040 0.4141
0.4949 0.5051 0.5152

Columns 53 through 65

0.5253 0.5354 0.5455
0.6263 0.6364 0.6465

Columns 66 through 78

0.1616

0.2929

0.4242

0.5556

0.1717

0.3030

0.4343

0.5657

0.1818

0.3131

0.4444

0.5758

0.1919

0.3232

0.4545

0.5859

0.2020

0.3333

0.4646

0.5960

0.2121

0.3434

0.4747

0.6061

0.2222

0.3535

0.4848

0.6162
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0.6566 0.6667 0.6768 0.6869 0.6970 0.7071 0.7172 0.7273 0.7374 0.7475
0.7576 0.7677 0.7778

Columns 79 through 91

0.7879 0.7980 0.8081 0.8182 0.8283 0.8384 0.8485 0.8586 0.8687 0.8788
0.8889 0.8990 0.9091

Columns 92 through 100

0.9192 0.9293 0.9394 0.9495 0.9596 0.9697 0.9798 0.9899 1.0000

fxf =
Columns 1 through 13

0 0.0101 0.0202 0.0303 0.0404 0.0505 0.0606 0.0706 0.0807 0.0908 0.1008
0.1109 0.1209

Columns 14 through 26

0.1309 0.1409 0.1509 0.1609 0.1709 0.1808 0.1907 0.2006 0.2105 0.2204
0.2302 0.2401 0.2498

Columns 27 through 39

0.2596 0.2694 0.2791 0.2888 0.2984 0.3080 0.3176 0.3272 0.3367 0.3462
0.3557 0.3651 0.3745

Columns 40 through 52
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0.3838 0.3931 0.4024 0.4116 0.4208 0.4300 0.4391 0.4481 0.4571 0.4661
0.4750 0.4839 0.4927

Columns 53 through 65

0.5014 0.5101 0.5188 0.5274 0.5360 0.5445 0.5529 0.5613 0.5696 0.5779
0.5861 0.5943 0.6024

Columns 66 through 78

0.6104 0.6184 0.6263 0.6341 0.6419 0.6496 0.6573 0.6648 0.6723 0.6798
0.6872 0.6945 0.7017

Columns 79 through 91

0.7089 0.7159 0.7230 0.7299 0.7368 0.7436 0.7503 0.7569 0.7635 0.7700
0.7764 0.7827 0.7889

Columns 92 through 100

0.7951 0.8012 0.8072 0.8131 0.8190 0.8247 0.8304 0.8360 0.8415

Bf =
Columns 1 through 13

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0.0085 0.0170 0.0255 0.0340 0.0425 0.0510 0.0595 0.0680 0.0765 0.0850
0.0935 0.1020

0 0.0097 0.0193 0.0289 0.0385 0.0481 0.0577 0.0672 0.0767 0.0862 0.0957
0.1051 0.1145

0 0.0099 0.0198 0.0296 0.0395 0.0493 0.0591 0.0689 0.0786 0.0883 0.0980
0.1077 0.1173
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0 0.0100 0.0200 0.0299 0.0398 0.0497 0.0596 0.0695 0.0793 0.0892 0.0990

0.1087 0.1185

0 0.0100 0.0200 0.0300 0.0400 0.0500 0.0599 0.0698 0.0797 0.0896 0.0995

0.1093 0.1191

Columns 14 through 26

0 0 0 0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0.1105 0.1190 0.1275 0.1360 0.1445 0.1530 0.1615 0.1700 0.1785 0.1870

0.1955 0.2040 0.2125

0.1239 0.1332 0.1426 0.1519 0.1612 0.1705 0.1797 0.1889 0.1981 0.2073

0.2164 0.2256 0.2346

0.1270 0.1366 0.1461 0.1557 0.1652 0.1747 0.1842 0.1936 0.2030 0.2124

0.2218 0.2312 0.2405

0.1282 0.1379 0.1476 0.1573 0.1669 0.1765 0.1861 0.1957 0.2052 0.2147

0.2242 0.2337 0.2431

0.1289 0.1387 0.1484 0.1582 0.1679 0.1775 0.1872 0.1968 0.2064 0.2160

0.2256 0.2351 0.2446

Columns 27 through 39

0 0 0 0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0.2210 0.2295 0.2380 0.2465 0.2550 0.2635 0.2720 0.2805 0.2890 0.2975

0.3060 0.3145 0.3230

0.2437 0.2528 0.2618 0.2708 0.2798 0.2887 0.2977 0.3066 0.3155 0.3243

0.3332 0.3420 0.3508

0.2498 0.2590 0.2683 0.2775 0.2866 0.2958 0.3049 0.3140 0.3231 0.3321

0.3411 0.3501 0.3590

0.2525 0.2619 0.2712 0.2805 0.2898 0.2991 0.3083 0.3175 0.3267 0.3358

0.3449 0.3540 0.3630

0.2541 0.2635 0.2729 0.2823 0.2917 0.3010 0.3103 0.3195 0.3288 0.3380

0.3471 0.3563 0.3654

Columns 40 through 52
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0 0 0 0 0 0

0.3315 0.3400 0.3485 0.3570
0.4165 0.4250 0.4335

0.3595 0.3683 0.3770 0.3857
0.4458 0.4543 0.4628

0.3680 0.3768 0.3857 0.3945
0.4555 0.4641 0.4726

0.3720 0.3810 0.3900 0.3989
0.4603 0.4690 0.4776

0.3745 0.3835 0.3925 0.4015
0.4632 0.4719 0.4805

Columns 53 through 65

0 0 0 0 0 0

0.4420 0.4505 0.4590 0.4675
0.5270 0.5355 0.5440

0.4713 0.4797 0.4881 0.4965
0.5545 0.5626 0.5708

0.4811 0.4896 0.4981 0.5065
0.5645 0.5726 0.5807

0.4861 0.4946 0.5031 0.5116
0.5697 0.5778 0.5859

0.4891 0.4977 0.5062 0.5147
0.5729 0.5810 0.5891

Columns 66 through 78

0 0 0 0 0 0

0.5525 0.5610 0.5695 0.5780
0.6375 0.6460 0.6545

0.5789 0.5871 0.5952 0.6032
0.6590 0.6669 0.6748

0.5888 0.5969 0.6049 0.6129
0.6677 0.6754 0.6830

0 0 0

0.3655 0.3740

0.3943 0.4030

0.4033 0.4121

0.4078 0.4166

0.4104 0.4193

0 0 0

0.4760 0.4845

0.5048 0.5132

0.5149 0.5232

0.5200 0.5284

0.5231 0.5315

0 0 0

0.3825

0.4116

0.4208

0.4254

0.4282

0

0.4930

0.5215

0.5315

0.5367

0.5399

0

0.3910

0.4202

0.4295

0.4342

0.4370

0 0

0.5015

0.5297

0.5398

0.5450

0.5482

0 0

0.3995

0.4288

0.4382

0.4429

0.4458

0.5100

0.5380

0.5481

0.5533

0.5564

0

0.4080

0.4373

0.4469

0.4516

0.4545

0.5185

0.5462

0.5563

0.5615

0.5647

0.5865 0.5950 0.6035 0.6120 0.6205 0.6290

0.6113 0.6193 0.6273 0.6353 0.6432 0.6511

0.6208 0.6287 0.6366 0.6444 0.6522 0.6599
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0.5940 0.6020 0.6100 0.6179
0.6723 0.6799 0.6874

0.5971 0.6051 0.6131 0.6210
0.6751 0.6826 0.6901

Columns 79 through 91

0 0 0 0 0 0

0.6630 0.6715 0.6800 0.6885
0.7480 0.7565 0.7650

0.6826 0.6904 0.6982 0.7059
0.7596 0.7671 0.7747

0.6906 0.6982 0.7057 0.7132
0.7646 0.7718 0.7790

0.6949 0.7024 0.7098 0.7171
0.7674 0.7743 0.7813

0.6976 0.7049 0.7123 0.7196
0.7691 0.7759 0.7827

Columns 92 through 100

0 0 0 0 0 0
0.7735 0.7820 0.7905 0.7990
0.7822 0.7897 0.7972 0.8046
0.7861 0.7931 0.8002 0.8072
0.7882 0.7950 0.8018 0.8085

0.7895 0.7962 0.8028 0.8094

0.6258 0.6337 0.6415 0.6492 0.6569 0.6646

0.6289 0.6367 0.6445 0.6522 0.6599 0.6675

0

0.6970

0.7137

0.7207

0.7244

0.7268

0

0.8075

0.8120

0.8141

0.8152

0.8159

0 0 0

0.7055 0.7140

0.7214 0.7291

0.7281 0.7355

0.7317 0.7389

0.7340 0.7411

0 0

0.8160 0.8245 0.8330

0.8194 0.8268 0.8341

0.8210 0.8279 0.8347

0.8219 0.8285 0.8350

0.8224 0.8288 0.8352

0

0

0.7225

0.7367

0.7428

0.7461

0.7482

0.7310

0.7444

0.7501

0.7532

0.7552

0.8415

0.8415

0.8415

0.8415

0.8415

0.7395

0.7520

0.7574

0.7603

0.7622
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distance =

0.0133

Finalmente, el programa nos devuelve tanto los valores de la funcién en el mallado utilizado
como una representacion grafica de la funcidn original y de las distintas funciones que ha ido
aproximando dicha funcién original. Asi mismo se calcula la distancia entre la funcién original y
la aproximacidon mediante polinomios de Bernstein de grado 5. En la figura 3.2.1 se ve tanto la
funcidén original asi como las distintas aproximaciones realizadas.

0.8 7
Funcion ariginal
08r Approximation forn= 0 7
Approximation for n= 1
0yr Approximation for n= 2 7
Approzimation forn= 3
06 Approximation for n= 4 7
Approximation forn= 5
0.5 7
0.4 7
031 7
0.2r 7
01r 7
D - -

0 02 0.4 0.6 0.8 1

Fig 3.2.1: aproximacidn polinomios de grado 5.

Como podemos ver en la representacion grafica segln crece el grado de la funcidn mds se van
aproximando los polinomios de Bernstein a la funcion original.

-Ejemplo 2

En este caso consideramos el mismo escenario que en el caso anterior con la diferencia de que
nosotros fijamos la distancia maxima que puede haber entre la funcion original y la que se
aproxima. Esta distancia maxima permitida servira de criterio de parada para el programa, que
se detendra cuando considere polinomios de Bernstein de grado n con n lo suficientemente
grande para que la distancia de aproximacion a la funcién original sea menor que dicha distancia
fijada. Hemos establecido que dicha distancia sea 0.01.

20



Universidad
Politécnica
de Cartagena

>> [xf,fxf,Bf,n,distance]=Weierstrass_Theorem('sin(x)',[0,1],100,5,'no',0.01)

distance =

0.0096

xf =

Columns 1 through 6

0 0.0101 0.0202 0.0303 0.0404 0.0505

Columns 7 through 12

0.0606 0.0707 0.0808 0.0909 0.1010 0.1111
Columns 13 through 18

0.1212 0.1313 0.1414 0.1515 0.1616 0.1717
Columns 19 through 24

0.1818 0.1919 0.2020 0.2121 0.2222 0.2323
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Columns 25 through 30
0.2424 0.2525 0.2626
Columns 31 through 36
0.3030 0.3131 0.3232
Columns 37 through 42
0.3636 0.3737 0.3838
Columns 43 through 48
0.4242 0.4343 0.4444
Columns 49 through 54
0.4848 0.4949 0.5051
Columns 55 through 60
0.5455 0.5556 0.5657
Columns 61 through 66
0.6061 0.6162 0.6263
Columns 67 through 72

0.6667 0.6768 0.6869

0.2727

0.3333

0.3939

0.4545

0.5152

0.5758

0.6364

0.6970

0.2828

0.3434

0.4040

0.4646

0.5253

0.5859

0.6465

0.7071

0.2929

0.3535

0.4141

0.4747

0.5354

0.5960

0.6566

0.7172
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Columns 73 through 78

0.7273 0.7374 0.7475 0.7576 0.7677 0.7778
Columns 79 through 84

0.7879 0.7980 0.8081 0.8182 0.8283 0.8384
Columns 85 through 90

0.8485 0.8586 0.8687 0.8788 0.8889 0.8990
Columns 91 through 96

0.9091 0.9192 0.9293 0.9394 0.9495 0.9596

Columns 97 through 100

0.9697 0.9798 0.9899 1.0000

fxf =
Columns 1 through 6
0 0.0101 0.0202 0.0303 0.0404 0.0505
Columns 7 through 12

0.0606 0.0706 0.0807 0.0908 0.1008 0.1109
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Columns 13 through 18
0.1209 0.1309 0.1409
Columns 19 through 24
0.1808 0.1907 0.2006
Columns 25 through 30
0.2401 0.2498 0.2596
Columns 31 through 36
0.2984 0.3080 0.3176
Columns 37 through 42
0.3557 0.3651 0.3745
Columns 43 through 48
0.4116 0.4208 0.4300
Columns 49 through 54
0.4661 0.4750 0.4839

Columns 55 through 60

0.1509

0.2105

0.2694

0.3272

0.3838

0.4391

0.4927

0.1609

0.2204

0.2791

0.3367

0.3931

0.4481

0.5014

0.1709

0.2302

0.2888

0.3462

0.4024

0.4571

0.5101

24



Universidad
Politécnica
de Cartagena

0.5188 0.5274 0.5360
Columns 61 through 66
0.5696 0.5779 0.5861
Columns 67 through 72
0.6184 0.6263 0.6341
Columns 73 through 78
0.6648 0.6723 0.6798
Columns 79 through 84
0.7089 0.7159 0.7230
Columns 85 through 90
0.7503 0.7569 0.7635
Columns 91 through 96
0.7889 0.7951 0.8012
Columns 97 through 100

0.8247 0.8304 0.8360

0.5445

0.5943

0.6419

0.6872

0.7299

0.7700

0.8072

0.8415

0.5529

0.6024

0.6496

0.6945

0.7368

0.7764

0.8131

0.5613

0.6104

0.6573

0.7017

0.7436

0.7827

0.8190
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Bf =

Columns 1 through 6

0 0.0085

0 0.0097

0 0.0099

0 0.0100

0 0.0100

0 0.0100

0 0.0101

0 0

0 0

0.0170 0.0255 0.0340

0.0193 0.0289 0.0385

0.0198 0.0296 0.0395

0.0200 0.0299 0.0398

0.0200 0.0300 0.0400

0.0201 0.0301 0.0401

0.0201 0.0301 0.0402

Columns 7 through 12

0 0

0 0

0.0510 0.0595 0.0680

0.0577 0.0672 0.0767

0.0591 0.0689 0.0786

0.0596 0.0695 0.0793

0.0599 0.0698 0.0797

0.0601 0.0700 0.0799

0.0602 0.0701 0.0801

Columns 13 through 18

0 0

0 0

0.1020 0.1105 0.1190

0.1145 0.1239 0.1332

0.1173 0.1270 0.1366

0.1185 0.1282 0.1379

0 0

0.0425

0.0481

0.0493

0.0497

0.0500

0.0501

0.0502

0.0765 0.0850 0.0935

0.0862 0.0957 0.1051

0.0883 0.0980 0.1077

0.0892 0.0990 0.1087

0.0896 0.0995 0.1093

0.0899 0.0997 0.1096

0.0900 0.0999 0.1098

0 0

0.1275 0.1360 0.1445

0.1426 0.1519 0.1612

0.1461 0.1557 0.1652

0.1476 0.1573 0.1669
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0.1191 0.1289 0.1387

0.1195 0.1293 0.1391

0.1197 0.1296 0.1394

Columns 19 through 24

0.1530

0.1705

0.1747

0.1765

0.1775

0.1782

0.1786

0 0

0.1615

0.1797

0.1842

0.1861

0.1872

0.1879

0.1883

0

0.1700

0.1889

0.1936

0.1957

0.1968

0.1975

0.1980

Columns 25 through 30

0.2040

0.2256

0.2312

0.2337

0.2351

0.2360

0.2366

0 0

0.2125

0.2346

0.2405

0.2431

0.2446

0.2455

0.2462

0.2210

0.2437

0.2498

0.2525

0.2541

0.2551

0.2558

Columns 31 through 36

0

0 0

0

0.2550 0.2635 0.2720

0.2798 0.2887 0.2977

0.1484 0.1582

0.1489 0.1587

0.1493 0.1591

0 0

0.1785 0.1870

0.1981 0.2073

0.2030 0.2124

0.2052 0.2147

0.2064 0.2160

0.2072 0.2168

0.2077 0.2174

0 0

0.2295 0.2380

0.2528 0.2618

0.2590 0.2683

0.2619 0.2712

0.2635 0.2729

0.2645 0.2740

0.2653 0.2748

0 0

0.2805 0.2890

0.3066 0.3155

0.1679

0.1684

0.1688

0.1955

0.2164

0.2218

0.2242

0.2256

0.2264

0.2270

0.2465

0.2708

0.2775

0.2805

0.2823

0.2834

0.2842

0.2975

0.3243
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0.2866

0.2898

0.2917

0.2928

0.2937

0.2958

0.2991

0.3010

0.3022

0.3031

0.3049

0.3083

0.3103

0.3116

0.3125

Columns 37 through 42

0.3060

0.3332

0.3411

0.3449

0.3471

0.3486

0.3496

0 0

0.3145

0.3420

0.3501

0.3540

0.3563

0.3578

0.3589

0.3230

0.3508

0.3590

0.3630

0.3654

0.3669

0.3680

Columns 43 through 48

0.3570

0.3857

0.3945

0.3989

0.4015

0.4032

0.4044

0 0

0.3655

0.3943

0.4033

0.4078

0.4104

0.4121

0.4134

0.3740

0.4030

0.4121

0.4166

0.4193

0.4211

0.4224

Columns 49 through 54

0.3140

0.3175

0.3195

0.3209

0.3218

0.3315

0.3595

0.3680

0.3720

0.3745

0.3760

0.3772

0.3825

0.4116

0.4208

0.4254

0.4282

0.4300

0.4313

0.3231

0.3267

0.3288

0.3301

0.3311

0.3400

0.3683

0.3768

0.3810

0.3835

0.3851

0.3863

0.3910

0.4202

0.4295

0.4342

0.4370

0.4388

0.4402

0.3321

0.3358

0.3380

0.3394

0.3404

0.3485

0.3770

0.3857

0.3900

0.3925

0.3942

0.3954

0.3995

0.4288

0.4382

0.4429

0.4458

0.4477

0.4490
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0.4080

0.4373

0.4469

0.4516

0.4545

0.4564

0.4578

0.4165

0.4458

0.4555

0.4603

0.4632

0.4652

0.4666

0.4250

0.4543

0.4641

0.4690

0.4719

0.4739

0.4753

Columns 55 through 60

0.4590

0.4881

0.4981

0.5031

0.5062

0.5083

0.5098

0 0

0.4675

0.4965

0.5065

0.5116

0.5147

0.5168

0.5183

0

0.4760

0.5048

0.5149

0.5200

0.5231

0.5252

0.5267

Columns 61 through 66

0.5100

0.5380

0.5481

0.5533

0.5564

0.5586

0.5601

0 0

0.5185

0.5462

0.5563

0.5615

0.5647

0.5668

0.5684

0.5270

0.5545

0.5645

0.5697

0.5729

0.5750

0.5766

Columns 67 through 72

0.4335

0.4628

0.4726

0.4776

0.4805

0.4825

0.4840

0

0.4845

0.5132

0.5232

0.5284

0.5315

0.5336

0.5351

0

0.5355

0.5626

0.5726

0.5778

0.5810

0.5831

0.5847

0.4420

0.4713

0.4811

0.4861

0.4891

0.4912

0.4926

0.4930

0.5215

0.5315

0.5367

0.5399

0.5420

0.5435

0.5440

0.5708

0.5807

0.5859

0.5891

0.5912

0.5928

0.4505

0.4797

0.4896

0.4946

0.4977

0.4997

0.5012

0.5015

0.5297

0.5398

0.5450

0.5482

0.5503

0.5519

0.5525

0.5789

0.5888

0.5940

0.5971

0.5993

0.6008
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0.5610

0.5871

0.5969

0.6020

0.6051

0.6073

0.6088

0 0

0.5695

0.5952

0.6049

0.6100

0.6131

0.6152

0.6168

0.5780

0.6032

0.6129

0.6179

0.6210

0.6231

0.6247

Columns 73 through 78

0.6120

0.6353

0.6444

0.6492

0.6522

0.6542

0.6557

0 0

0.6205

0.6432

0.6522

0.6569

0.6599

0.6619

0.6633

0.6290

0.6511

0.6599

0.6646

0.6675

0.6695

0.6709

Columns 79 through 84

0.6630

0.6826

0.6906

0.6949

0.6976

0.6994

0.7007

0 0

0.6715

0.6904

0.6982

0.7024

0.7049

0.7067

0.7080

0.6800

0.6982

0.7057

0.7098

0.7123

0.7140

0.7152

0.5865

0.6113

0.6208

0.6258

0.6289

0.6310

0.6325

0

0.6375

0.6590

0.6677

0.6723

0.6751

0.6770

0.6784

0

0.6885

0.7059

0.7132

0.7171

0.7196

0.7212

0.7224

0.5950

0.6193

0.6287

0.6337

0.6367

0.6388

0.6403

0.6460

0.6669

0.6754

0.6799

0.6826

0.6845

0.6859

0.6970

0.7137

0.7207

0.7244

0.7268

0.7284

0.7295

0.6035

0.6273

0.6366

0.6415

0.6445

0.6465

0.6480

0.6545

0.6748

0.6830

0.6874

0.6901

0.6920

0.6933

0.7055

0.7214

0.7281

0.7317

0.7340

0.7355

0.7366
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Columns 85 through 90

0.7140

0.7291

0.7355

0.7389

0.7411

0.7426

0.7436

0 0

0.7225

0.7367

0.7428

0.7461

0.7482

0.7496

0.7506

0.7310

0.7444

0.7501

0.7532

0.7552

0.7565

0.7575

Columns 91 through 96

0.7650

0.7747

0.7790

0.7813

0.7827

0.7837

0.7844

0 0

0.7735

0.7822

0.7861

0.7882

0.7895

0.7904

0.7910

0.7820

0.7897

0.7931

0.7950

0.7962

0.7970

0.7976

Columns 97 through 100

0.8160

0.8194

0.8210

0.8219

0.8224

0.8245

0.8268

0.8279

0.8285

0.8288

0.8330

0.8341

0.8347

0.8350

0.8352

0

0.7395

0.7520

0.7574

0.7603

0.7622

0.7634

0.7643

0.7905

0.7972

0.8002

0.8018

0.8028

0.8035

0.8040

0.8415

0.8415

0.8415

0.8415

0.8415

0.7480

0.7596

0.7646

0.7674

0.7691

0.7702

0.7711

0.7990

0.8046

0.8072

0.8085

0.8094

0.8100

0.8104

0.7565

0.7671

0.7718

0.7743

0.7759

0.7770

0.7778

0.8075

0.8120

0.8141

0.8152

0.8159

0.8164

0.8168
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0.8228 0.8291 0.8353 0.8415

0.8230 0.8292 0.8354 0.8415

distance =

0.0096

Como se puede observar en los datos devueltos por el programa, aunque nosotros le hayamos
dicho que el grado sea 5, para que la diferencia entre la funcién que aproxima y la funcién
original sea < 0.01 necesita calcular hasta la aproximacion de grado siete, quedando una
distancia de 0.0096. En este caso no tenemos una representacién grafica puesto que le hemos
indicado que no queremos que nos dibuje usando la opcidn “no” al llamar al programa.

-Ejemplo 3

Fig 3.2.2: aproximacidn “polinomios grado 7, para satisfacer la distancia.

Igual que antes el programa nos dice que ha necesitado hacer funciones hasta grado siete para
obtener la distancia que nosotros le hemos dicho, y puesto que nosotros le hemos dicho que
nos represente de la [0:5] él lo que hace es que como ha necesitado 7 dibuja desde la2 ala 7,
es decir las 6 uUltimas.
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4. CURVAS DE BEZIER [2, 5, 16, 17, 18, 21]

4.1 INTRODUCCION

Las curvas de Bézier surgen a partir de los polinomios de Bersntein. Estos, tal y como se vio en
el apartado 2, son una clase particular de polinomios en el campo de los nimeros reales. Estos
polinomios se utilizan en el analisis numérico para aproximar de manera uniforme una funcién
continua en un intervalo [a, b]. Otra aplicacién de los polinomios de Bernstein son las curvas de
Bézier. Estas se desarrollan entorno a los afios 60 para el trazado de dibujos técnicos, asi como
para el disefio aerondutico y automovilistico.

Paul Casteljau, ingeniero que trabajaba para Citroén desarrollé en 1959 un algoritmo que a dia
de hoy recibe su nombre, con el fin de generar mediante ordenador curvas sencillas e intuitivas
de manipular que aproximen un conjunto dado de datos. En 1966 el ingeniero de Renault, Pierre
Bézier, desarrollo basdndose en los polinomios de Bernstein las curvas de Bézier. Tanto la teoria
de Casteljau como la de Bézier eran equivalentes, pero reciben el nombre de Bézier porque él
las publicdé mientras que Casteljau mantuvo su trabajo como documentos internos. Aunque
ambos algoritmos construyen las mismas curvas a nivel practico el algoritmo de Casteljau es
preferible. De hecho, el algoritmo de Casteljau se puede ver como un algoritmo de subdivision,
y se sabe que dichos algoritmos son computacionalmente rapidos.

Las curvas de Bézier son muy utilizadas en la realizacidon de graficos mediante ordenador para
modelizar curvas de comportamiento ““suave’’, es decir, que no hayan puntos angulosos. Estas
curvas se construyen utilizando un determinado nimero de puntos de control. Generalmente se
utilizan tres o cuatro puntos de control, es decir, curvas de Bézier cuadraticas o curvas de Bézier
cubicas. La curva resultante une el primero y el ultimo de estos puntos de control sin puntos
angulosos, pero normalmente no pasa por los puntos intermedios ya que estos actlan como si
tuviesen cierta capacidad de atraccidn sobre una cuerda que une los puntos extremos.

4.2 CURVAS DE BEZIER CUADRATICAS

Los tres puntos de control que utilizamos para generar la curva seran Py, P1, P, Definimos Qg
como un punto que recorre la recta que une Py P1, desplazdndose por ésta segun la ecuacion
Qo = Py +t(P; — Py), donde 0 < t < 1. Podemos considerar t como un porcentaje del tramo
recorrido, es decir, cuando t = 0 nos encontramos en @y = P,y cuandot = 1 estamosen @, =
P;. Alla misma vez y de la misma forma un punto Qi recorre la recta que une P1 y P, de acuerdo
a la ecuacién Q; = P; + t(P, — P;). Por ultimo un punto C de la curva de Bézier esta situado,
para cada t, sobre el segmento Qo Q; siguiendo el mismo tipo de interpolacion lineal C = Qg +

t(Q1 — Qo)-

Por tanto la ecuacién de la curva de Bézier viene dada por:

C(t) = Qo +t(Q1 — Qo),

donde Qy y Q4 vienen dados como ya sabemos por:
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Qo = Py +t(Py — Py),

Q1 =P +t(P, — Py).

Sustituimos en la ecuacidn y nos queda:

C(t) = t>P+P;2t(1 — t) + Py(1 — t)*

La Programacion de las curvas de Bézier cuadraticas son un caso particular de la programacion
de las curvas de Bézier de grado n, y por tanto podemos usar el programa general que se da en
la seccidén 2.3.

A continuacidn ofrecemos un ejemplo de construccion de curvas de Bézier cuadraticas:

Ejemplo matematico:

En este ejemplo construimos una curva de Bézier cuadratica (tres puntos de control), en la cual
recorremos los segmentos que unen tanto los puntos Po, P1asi como P, P, a pasos de 0.05.
También obtenemos el punto en la curva (punto verde) para t=0.5 a través del programa de
Casteljau.

% Example
% [t,curve]=Bezier([1,2; 2,5; 0,71,0.05)

0 05 1 15 2

Fig. 4.2.1: Curva de Bézier cuadratica.

Mediante el programa de Casteljau.m, que se puede consultar en la seccién 2.3, obtenemos el
punto en la curva para t=0.5.

e

Example
[Pt,t,P]=Casteljau([l,2; 2,5; 0,71,0.5)

oe
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Finalmente tenemos los valores devueltos por el programa una vez ejecutado.

Pt =

1.2500 4.7500

0.5000

[3x2 double] [2x2 double]

>> P{1}
ans =
1 2
2 5
0o 7
>> P{2}
ans =

1.5000 3.5000

1.0000 6.0000

[1x2 double]
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>> P{3}

ans =

1.2500 4.750

4.3 CURVAS DE BEZIER CUBICAS

Los cuatro puntos de control que utilizamos para generar la curva seran Po, P1, P2, P3. Con P, Py,
P, haremos lo mismo que antes para obtener el punto R, y con P31, P,,P3hacemos lo propio para
obtener R;. Entre Ry y R; hacemos la interpolacidn lineal correspondiente a t para obtener el
punto B de la curva de Bézier producida por los puntos de control. Igual que antes obtenemos
el polinomio de grado 3 que corresponde a esta curva con cuatro puntos de control:

B(t) = (1 —t)Ry + tR;.
donde sustituimos Ry y R4 por:
Ro = t?P,+P2t(1 —t) + Py(1 — t)2'
Ry = t?P3+P2t(1 —t) + Py (1 - £)*
y nos quedara:

B(t) = Po(1—1t)>+ P3t(1—1t)* + P3t*(1—t) + P3(1—t)>.

La programacion para las curvas de Bézier cubicas la obtenemos también del caso general, solo
tenemos que cambiar los datos iniciales introduciendo un punto de control mas.

A continuacidn realizamos un ejemplo matematico de la curva de Bézier cubica:

[t,curvel=Bezier([1,2; 2,5; 0,7; 0,4],0.05)

Columns 1 through 10
0 0.0500 0.1000 0.1500 0.2000 0.2500 0.3000 0.3500 0.4000 0.4500

Columns 11 through 20
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0.5000 0.5500 0.6000 0.6500 0.7000 0.7500 0.8000 0.8500 0.9000 0.9500

Column 21

1.0000

curve =

1.0000

1.1281

1.2150

1.2644

1.2800

1.2656

1.2250

1.1619

1.0800

0.9831

0.8750

0.7594

0.6400

0.5206

0.4050

0.2969

0.2000

0.1181

0.0550

0.0144

2.0000

2.4420

2.8660

3.2690

3.6480

4.0000

4.3220

4.6110

4.8640

5.0780

5.2500

5.3770

5.4560

5.4840

5.4580

5.3750

5.2320

5.0260

4.7540

4.4130

0 4.0000

37



Universidad
Politécnica
de Cartagena

Ahora, igual que hemos hecho anteriormente con la curvas cuadraticas, utilizamos Calteljau.m
para obtener el valor del punto en la curva para t=0.5. También podriamos obtenerlo mirando
en los resultados anteriores, teniendo en cuenta que t=0.5 es el paso nimero 11 cuando
utilizamos un espaciado dt=0.05.

[Pt,t,P]=Casteljau([1,2; 2,5; 0,7; 0,4],0.5)

Pt =

0.8750 5.2500

0.5000

[4x2 double] [3x2 double] [2x2 double] [1x2 double]

En lafigura 4.3.1 vemos la construcciéon mediante el algoritmo de Casteljau de la curva de Bézier
cubica del ejemplo realizado, representada en amarillo.
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Fig. 4.3.1: Curva de Bézier cubica.

4.4 CURVAS DE BEZIER DE GRADO N

Generalizando el procedimiento seguido para curvas de Bézier cuadraticas y cubicas, podemos
obtener curvas de Bézier con grado mayor, aunque debido al esfuerzo computacional que
requiere su calculo no se suelen utilizar. Lo que se hace para facilitar el moldeo de perfiles
complejos es utilizar varias curvas de Bézier de grado menor, con grupos de puntos de control
proximos, de manera que encajen bien entre si, igual que ocurre con la interpolacion de
Lagrange segmentaria.

En general las curvas de Bézier con n puntos de control (n=2,3,4,...) se expresan en la forma:

C(t) = ?:0 bi,nPi ’

bin = ()i -0,

Los polinomios b; ,, se conocen con el nombre de polinomios bésicos de Bernstein de grado ny
corresponden precisamente, a los coeficientes en el desarrollo del binomio de Newton de la
expresion

1=0t+A-)" =3 (Dt'A - =X bin -
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La programacion en Matlab también es similar a la de las curvas de Bézier tanto cuadraticas
como cubicas, e igual que hemos dicho antes sélo tendremos que poner los puntos de control
gue nosotros queramos evaluar.

Programacion en Matlab

function [t,curve]=Bezier (control points,dt)

% This functions computes the Bezier curve of a given set of control
oints

[t,curve]=Bezier (control points,dt);

Input variables:

control points is a nx2 matrix which contains the (x,y) coordinates
of each

o° o° o° O

control point by row
dt is the step size in the variable t which parametrizes the curve
Output variables:
t discretization of the variable which parametrizes the curve
curve values of the curve points for time t

o® oo oP

o°

Example
[t,curve]=Bezier([1,2; 2,5; 0,71,0.05)

o® o o° o°

o°

number of control points

n=size(control points,1);

5 we create the discretization in time

t=0:dt:1;
nt=length(t);

% we calculate the point at the Bezier Curve for a given time t
for j=1l:nt
curve (j,:)=[0,0];
for i=l:n
b(i)=combinatorio(n-1,1i-1)*t(j)"(i-1)*(1-t(3)) " (n-1);
curve (j, :)=curve(j, :)+b (i) *control points(i,:);

end

end

40



» Universidad
Politécnica

¥ de Cartagena

[}

% list of colors

colors={'blue', 'green', 'red', 'cyan', 'magenta’', 'yellow', 'black'};

'y, 'm', 'y, "D

colors2={'b','g','r
dt plot=0.1;

t plot=0:dt plot:1;
nt plot=length(t plot);

for j=l:nt plot

% we plot the control points

o

plot (control points(:,1),control points(:,2),'o', 'MarkerSize',10, '"Mark

erEdgeColor', 'k', '"MarkerFaceColor', 'k")
hold on

% we adjust the limits of the plot
mx=min (control points(:
Mx=max (control points(:,
my=min (control points(:
My=max (control points(:
dx=0.1* (Mx-mx) ;

dy=0.1* (My-my) ;

axis ([mx-dx Mx+dx my-dy My+dyl);

% we plot the Bezier Curve

plot (curve(:,1l),curve(:,2),'-"',"'Color',colors{6})
% we plot the iterative process based on straight
P{l}=control points;

for s=n-1:-1:1
clear point trectapoints
points=P{n-s};
for c=1:s
point t(c,:)=(1-

t plot(j))*points(c,:)+t plot(j) *points(c+l,:);

for jaux=1l:nt plot
recta (jaux, :)=(1-

t plot(jaux)) *points(c, :)+t plot (jaux) *points(c+1,

end

lines

1)
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plot (recta(:,1l),recta(:,2),'-"'","'Color',colors{n-s});
end
P{n-s+l}=point t;

plot (point t(:,1),point t(:,2),'o"', "MarkerEdgeColor',colors2{n-
s}, '"MarkerFaceColor',colors2{n-s})

pause (1) ;
end
pause (2) ;

hold off

end

Ejemplo matematico:
curva de Bézier con seis puntos de control

>> [t,curve]=Bezier([1,2; 2,5; 0,7; 0,4;0,2;-1,2],0.05)

Columns 1 through 10
0 0.0500 0.1000 0.1500 0.2000 0.2500 0.3000 0.3500 0.4000 0.4500

Columns 11 through 20
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0.5000 0.5500 0.6000 0.6500 0.7000 0.7500 0.8000 0.8500 0.9000 0.9500

Column 21

1.0000

curve =

1.0000 2.0000
1.1810 2.7203
1.2466 3.3649
1.2266 3.9142
1.1466 4.3552
1.0273 4.6807
0.8859 4.8885
0.7355 4.9815
0.5859 4.9664
0.4437 4.8535
0.3125 4.6563
0.1937 4.3904
0.0861 4.0736
-0.0132 3.7249
-0.1089 3.3640
-0.2070 3.0107
-0.3146 2.6848
-0.4393 2.4047
-0.5896 2.1877
-0.7737 2.0486

-1.0000 2.0000
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Fig. 4.4.1: Curva de Bézier de grado n=5.

El la figura 4.4.1 se ven los diferentes pasos para construir la curva de Bézier de grado n=5
representada en amarillo.

Encontramos de nuevo que la forma de calcular la curva de Bézier de grado n
computacionalmente adecuada es mediante el algoritmo de subdivision de Casteljau. Esta es
una forma mas rapida y eficiente de calcular la curva de Bézier.

4.5 ALGORITMO DE SUBDIVISION DE CASTELJIAU

Este algoritmo es un método recursivo para el calculo de polinomios tanto en la forma de
Bernstein como en las curvas de Bézier. Como hemos dicho anteriormente toma su nombre del
ingeniero de Citroén Paul Casteljau.

La base de este algoritmo surge de requisitos graficos en informatica y se basa en que una
restriccion de una curva de Bézier sigue siendo una curva de Bézier. El algoritmo de Casteljau
coincide de hecho con la forma en que se han presentado las curvas de Bézier cuadrdticas y
cubicas, es decir, consiste en la iteracidn y calculo de la posicién de los respectivos puntos en
cada segmento. Dado una curva de Bézier de grado n

B(t) = XiLo P bin(t),

donde b; ,,(t) es un polinomio en la base de Bernstein, podemos calcular su valor en el punto t,
con la siguiente relacién de recurrencia.
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Pseudocddigo del Algoritmo de Casteljau:
fori=0:n

PP =P

4

end
forj=1:n %pasos de recursividad

for i=0: n-j %puntos en cada paso

P =RV -t + P

end

end

Programacion Matlab:
function [Pt,t,P]=Casteljau(control points,t)
% This functions computes the Casteljau algorithm to construct the
Bezier curve
% based on a given set of control points
% [Pt,t,P]=Casteljau(control points,t);
% Input variables:
% control points is a nx2 matrix which contains the (x,y) coordinates
of each
control point by row
t is the value of the parameter of the curve where we want to
evaluate
% Output variables:
% Pt is the point of the curve where we stay at value t
t is the value of the parameter of the curve where we have evaluated
P puntos usados en el algoritmo de recursidn para calcular Pt

% Example
% [t,Pt,P]=Casteljau([l,2; 2,5; 0,7]1,0.5)

o°

number of control points

n=size (control points,1);

o

we start the Casteljau algorithm

P{l}=control points;

for s=n-1:-1:1
clear point tpoints

points=P{n-s};
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for c=1:s

point t(c,:)=(1-t)*points(c, :)+t*points(c+l,:);

end

P{n-s+l}=point t;
end
Pt=P{n};

Ejemplo matematico. Resultados del programa:

>> [t,Pt,P]=Casteljau([1,2; 2,5; 0,7],0.5)

1.2500 4.7500

Pt=

0.5000

[3x2 double] [2x2 double] [1x2 double]

Eot

como podemos observar lo que obtenemos es el punto correspondiente a la curva en el punto

medio de cada segmento.

4.5.1 BEZIER CASTELIAU

Llamando de forma reiterada al algoritmo de Casteljau podemos obtener la Curva de
Bézier con sus puntos correspondientes a cada paso dt.
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Programacion Matlab:

function [t,curve]=Bezier Casteljau(control points,dt)

% This functions computes the Bezier curve of a given set of control
oints

[t,curve]=Bezier Casteljau(control points,dt);

Input variables:

control points is a nx2 matrix which contains the (x,y) coordinates
of each

o° o0 o° o

oo

control point by row
dt is the step size in the variable t which parametrizes the curve
Output variables:
t discretization of the variable which parametrizes the curve
curve values of the curve points for time t

o® 00 o o o°

o\

Example
[t,curve]=Bezier Casteljau([l,2; 2,5; 3,7],0.05)

o\

o°

number of control points

n=size(control points,1);

5 we create the discretization in time

t=0:dt:1;
nt=length(t);

% we calculate the point at the Bezier Curve for a given time t
for j=l:nt

curve (j, :)=Casteljau(control points,t(j));

end

% we plot the control points

plot (control points(:,1),control points(:,2),'o', 'MarkerSize',10, '"Mark
erEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor', 'k")

hold on

o)

% we adjust the limits of the plot
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mx=min (control points(:,
Mx=max (control points(:,
( (:,

(:y

my=min (control points
My=max (control points
dx=0.1* (Mx-mx) ;
dy=0.1* (My-my) ;

axis ([mx-dx Mx+dx my-dy My+dy]);

% we plot the Bezier Curve

plot (curve(:,1),curve(:,2),'-","'Color', 'blue');

Ejemplo matematico:

A continuacién realizaremos el mismo ejemplo realizado en el apartado 2.1Curvas de Bézier
cuadraticas, pero esta vez utilizando el algoritmo de Casteljau.

% Example
[t,curve]=Bezier Casteljau([1l,2; 2,5; 3,7],0.05)

e

>> [t,curve]=Bezier_Casteljau([1,2; 2,5; 0,7],0.05)

Columns 1 through 10

0 0.0500 0.1000 0.1500 0.2000 0.2500 0.3000 0.3500 0.4000 0.4500

Columns 11 through 20

0.5000 0.5500 0.6000 0.6500 0.7000 0.7500 0.8000 0.8500 0.9000 0.9500

Column 21

1.0000

48



Universidad
Politécnica
de Cartagena

curve =

1.0000 2.0000
1.0925 2.2975
1.1700 2.5900
1.2325 2.8775
1.2800 3.1600
1.3125 3.4375
1.3300 3.7100
1.3325 3.9775
1.3200 4.2400
1.2925 4.4975
1.2500 4.7500
1.1925 4.9975
1.1200 5.2400
1.0325 5.4775
0.9300 5.7100
0.8125 5.9375
0.6800 6.1600
0.5325 6.3775
0.3700 6.5900
0.1925 6.7975

0 7.0000

Como podemos observar en los datos devueltos por el programa, para cada paso tenemos el
punto correspondiente a la curva de forma que si nos vamos al paso 11 que corresponde con el
ejemplo anterior de t=0.5, tenemos que el punto es el mismo que antes P[1.25, 4.75].

En la figura 4.5.1.1 podemos observar la curva de Bézier obtenida para los tres puntos iniciales
introducidos.
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Fig. 4.5.1.1: Bézier_Casteljau

Recordemos que este algoritmo tiene menor coste computacional que el que utiliza los
polinomios de Bernstein directamente.

4.6 CURVAS DE BEZIER CON PESOS

En ocasiones también se tienen en cuenta curvas de Bézier para las que los puntos de control,
Po, P1, P2,..., P n tienen pesos wg, Wi, Wa..., W, |0 que quiere decir que habrd que asignar poderes
de atraccién diferentes a cada punto de control y entonces la férmula seria la siguiente:

C(t) = Yi=o binPiwi '

Lo binwi
A estas curvas de Bézier con pesos también se les suele denominar curvas de Bézier racionales.

Programacion Matlab:

function [t,curve]=Bezier pesos(control points,dt,w)

$ This functions computes the Bezier curve of a given set of control
points

% taking into account the assigned weights to each point

% [t,curve]=Bezier pesos(control points,dt,w);

% Input variables:
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% control points is a nx2 matrix which contains the (x,y) coordinates
of each
control point by row
dt is the step size in the variable t which parametrizes the curve
w 1s the vector with the weight values
Output variables:
t discretization of the variable which parametrizes the curve
curve values of the curve points for time t

o° oo

o o oe

o° oo

o\

Example
[t,curve]=Bezier pesos([1l,2; 2,5; 3,7],0.05,[1,1,1])

o\

o\

number of control points

n=size (control points,1);

% we create the discretization in time

t=0:dt:1;
nt=length (t);

o

% we calculate the point at the Bezier curve for a given time t
for j=1l:nt

curve nume (j, :)=[0,0];
deno=0;
for i=1:n
b (i)=combinatorio(n-1,i-1)*t(j)"(1i-1)*(1-t(J))"(n-1);
curve nume (j, :)=curve nume (j, :)+w (i) *b (i) *control points(i,:);
deno=deno+w (i) *b (1) ;

end
curve (j, :) =curve_nume (j, :) /deno;
end
99009000090000000
OO0OOOOOOODOODODODO™ O

% list of colors

colors={"'blue', 'green', 'red', 'cyan', 'magenta’', 'magenta', 'black'};
COlOIS2={'b','q','I', 'C', lml, lyl, lbl};

dt plot=0.1;

t plot=0:dt plot:1;

nt plot=length(t plot);

for j=l:nt plot
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o)

% we plot the control points

plot (control points(:,1),control points(:,2),'o', 'MarkerSize',10, '"Mark

erEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor', 'k")

hold on
for 1=1:n
nombre punto=sprintf ('pP3d',1-1);

text (control points(1l,1)+0.15,control points(1l,2)+0.15,nombre punto)

end

Q

% we adjust the limits of the plot

mx=min (control points(:,1
Mx=max (control points(:,1
my=min (control points(:,2
My=max (control points(:,2
dx=0.1* (Mx-mx) ;
dy=0.1* (My-my) ;

. N

—_ — — —
—_ — — —
~e N

~e

axis ([mx-dx Mx+dx my-dy My+dyl);

[}

% we plot the Bezier Curve

plot (curve(:,1),curve(:,2),'-"'","'Color',colors{6})

)

P{l}=control points;

for s=n-1:-1:1
clear point trectapoints
points=P{n-s};
for c=1:s
point t(c,:)=(1-

t plot(j))*points(c,:)+t plot(j) *points(c+l,:);

for jaux=1l:nt plot
recta (jaux, :)=(1-

t plot(jaux)) *points(c,:)+t _plot(jaux) *points(c+l,:);

end

plot (recta(:,1),recta(:,2),'-",'Color',colors{n-s});

% we plot the iterative process based on straight lines
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end

P{n-s+l}=point t;

plot(point t(:,1),point t(:,2),'o", "MarkerEdgeColor',colors2{n-
s}, '"MarkerFaceColor',colors2{n-s})

pause (1) ;
end
pause (2) ;

hold off

end

Ejemplo matematico:

A continuacion, realizaremos dos ejemplos en los cuales tendremos 3 puntos de control Py, P,
P> que seran los mismos, pero en el primer ejemplo la atraccién de cada uno de los puntos sobre
la curva sera el mismo e igual a 1y en el segundo ejemplo variaremos los pesos con la intencién
de observar cémo afecta esto a la curva. En el caso de los pesos igual a 1 la curva de Bézier con
pesos coincide con la curva de Bézier usual.

- 1. Ptos[1,2; 2,5; 0,7] Pesos[1,1,1]

[t,curve]=Bezier_pesos([1,2; 2,5; 0,7],0.05,[1,1,1])

Columns 1 through 10
0 0.0500 0.1000 0.1500 0.2000 0.2500 0.3000 0.3500 0.4000 0.4500
Columns 11 through 20

0.5000 0.5500 0.6000 0.6500 0.7000 0.7500 0.8000 0.8500 0.9000 0.9500
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Column 21

1.0000

curve =

1.0000

1.0925

1.1700

1.2325

1.2800

1.3125

1.3300

1.3325

1.3200

1.2925

1.2500

1.1925

1.1200

1.0325

0.9300

0.8125

0.6800

0.5325

0.3700

0.1925

2.0000

2.2975

2.5900

2.8775

3.1600

3.4375

3.7100

3.9775

4.2400

4.4975

4.7500

4.9975

5.2400

5.4775

5.7100

5.9375

6.1600

6.3775

6.5900

6.7975

0 7.0000
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Fig. 4.6.1: Ejemplo 1

- 2. Ptos[1,2; 2,5; 0,7] Pesos[0.9,1.8,1.2]

[t,curve]=Bezier_pesos([1,2; 2,5; 0,7],0.05,[0.9,1.8,1.2])

Columns 1 through 10

0 0.0500 0.1000 0.1500 0.2000 0.2500 0.3000 0.3500 0.4000 0.4500

Columns 11 through 20

0.5000 0.5500 0.6000 0.6500 0.7000 0.7500 0.8000 0.8500 0.9000 0.9500

Column 21

1.0000
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curve =

1.0000

1.1703

1.2930

1.3802

1.4400

1.4776

1.4966

1.4992

1.4870

1.4608

1.4211

1.3676

1.3000

1.2172

1.1179

1.0000

0.8609

0.6969

0.5034

0.2740

2.0000

2.5354

2.9690

3.3307

3.6400

3.9104

4.1517

4.3710

4.5739

4.7648

4.9474

5.1248

5.3000

5.4757

5.6547

5.8400

6.0348

6.2429

6.4690

6.7188

0 7.0000

56



Universidad
Politécnica
de Cartagena

Fig. 4.6.2: Ejemplo 2

Si comparamos las dos imagenes figura 4.6.1 y figura 4.6.2 podemos ver cdmo influye la
atraccion de cada punto de control sobre la curva segun el peso asociado a dicho punto. En
particular es evidente que la curva se acerca mas al punto (2,5) cuando el peso asociado a este
punto es mayor.
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5. SPLINES [2, 3, 4,9, 10, 19, 22]
5.1 INTRODUCCION

El origen de este concepto viene del uso de una lamina de plastico delgada, a la cual se denomina
curvigrafo, para el trazado de curvas suaves a través de un conjunto de puntos. Los splines mas
conocidos son ecuaciones cubicas que modelan el comportamiento de las curvas a trazar,
permitiéndonos unir de manera continua y suave una serie de puntos.

El método mas sencillo de interpolacidon segmentaria es lineal, en el cual se unen los puntos a
través de lineas rectas. El problema al utilizar este método es que en cada extremo de los
intervalos no tenemos una unidn continua de las derivadas. Este inconveniente lo podemos
solucionar considerando polinomios de mayor grado, por ejemplo con grado 2 tendremos los
splines cuadraticos que aseguran la suavidad de la primera derivada. Si también queremos lograr
la continuidad de la segunda derivada entonces podemos considerar la interpolacién cubica
segmentaria, que usa polinomios cubicos disefiados de manera que se asegure la continuidad y
suavidad de la funcidn, la primera y la segunda derivada. La continuidad en la primera derivada
significa que no hay puntos angulosos y la continuidad de la segunda derivada significa que no
hay cambios bruscos de convexidad.

En este capitulo se definen splines de distintos drdenes utilizando polinomios de cualquier
grado, aunque los mas utilizados son los polinomios cubicos.

5.2 DEFINICION

Como ya hemos dicho, las funciones spline estan definidas a trozos por varios polinomios,
uniéndose entre si mediante ciertas condiciones de continuidad. Con ellas obtenemos un mejor
resultado a la hora de aproximar la forma de una funcidon dada que si tomasemos polinomios de
grado alto, ya que normalmente producen grandes oscilaciones.

5.3 DEFINICION DE SPLINE DE GRADO N
Seaa = x; < x, < -+ < x,=b una particién del intervalo [a,b]. Se llama spline de grado N €
N con nodos en x; < x, < -+ < x,, a una funcion s(x) definida en [a,b] verificando

1. Larestriccion de s(x) a cada [x;, x;41],i=1,2,....,n-1 es un polinomio s;(x) de grado
menor o igual que N.
2. S(x) y sus derivadas sucesivas hasta el orden N-1 inclusive son continuas en [a,b].

5.4 DEFINICION DE SPLINE LINEAL
Estos splines son funciones polindmicas de grado 1, es decir rectas de la forma f(x)=ax+b, cuya
funcién es unir cada par de puntos con una recta.

Consideremos los n+1 puntos con abscisas y ordenadas:
X1, X2y eenney X,

YV1,¥Y2, vy Yne
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Una funcién spline de grado 1 que interpole los datos consiste simplemente en unir los puntos
con segmentos de recta.

mE
" y
2 S, (x) Je
\
8, . $,(x)
\.‘ ‘,’ y \\‘_ S 4 (x)
,\“I ." \\\\ S g ( X)
\ g
"‘ *
\ .':‘ s 2 (X) y 5 X
\/ Y,
Y, &
— | | i +
X, X, X, X, X, X,

Fig 5.4.1: Grafica genérica spline 1.

Como vemos en la figura 5.4.1 la funcidon generada cumple con las condiciones de spline de
grado 1. Por tanto para este caso tenemos:

s;(x) =a;x + by, x € (xq1,%5) ,
S(x) = Sy(x) = ayx + by, X € (x9,%x3) ,
Sn—l(x) =ap_1x + bn—l' x € (xn—lrxn) ’

donde:

1. sj(x) es un polinomio de grado menor o igual que 1.
2. S(x) es una funcién continua.
3. s]-(x]-) =yj,paraj=12, .., n

El spline de grado 1 también puede definirse como:

yit flxnx](x—x)  siox € (xq, %),
S(x) = y2 + flxz, x3](x —x3)  si x € (xz,%3),

Yn-1t f[xn—lﬁxn](x —Xp—1) Si X € (Xp_1,%Xp),
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dondef[xi, x]-] es la diferencia dividida de Newton.

A continuacidn, se muestra la programacién en Matlab

function [Si]=Splinesl Interpolant(t,y,opx,x,0opgl)

% This function builds the linear interpolant spline through the given
WO

dimensional data. Some plots of the spline functions, and

the interpolated values are displayed. In a separate file the
coefficients of the piecewise polynomials
of degree 1 are saved.

o°

oo

o oP

o°

[Si]=Splinesl Interpolant (t,y,opx,x,0pgl)

o°

o°

Input variables:

t:abscissae of the nodes

y:ordinates of the nodes

opx: parameter that indicates if we need to compute or not

o oP

o°

interpolated

% values

% 'y': interpolated values are computed ; 'n': they are not
omputed

o O

x: net of points where we want to evaluate the spline
opgl: parameter that indicates if we want to draw the plot with the
interpolated values

o o

o\

Output variables:
Si vector that contains the interpolated values at x

o oo

o°

)

% Number of nodes

m=length (t) ;

o)

% We check that the entries are correct

if m<2

uiwait (msgbox ('The number of control points must be larger than 1',
'Error message', ...

'error', 'modal'));

return;

end

% We define the vector of distances between abcissae
h=diff(t,1);

o)

% We compute the delta values

delta(1l)=0;
for i=2:m
delta(i)=(y(i)-y(i-1))/h(i-1);
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end

o

s It finds the polynomial piece to evaluate for each entrie of x
if x(1)==t (1)

minim=y (1l); maxim=y(1l);

Si(l)=y(1);
else
ind=find ((x(1)>t)==0);
ind=ind (1) -1;
ind=ind (1) ;

o

% It applies the formule to compute S ind(x)

Si(l)=y(ind)+delta (ind+1)*(x(1)-t(ind));
minim=Si; maxim=Si;
end

for i=2:1length (x)

ind=find ((x (i)>t)==0);

ind=ind (1) -1;

ind=ind (1) ;

% It applies the formule to compute S ind(x)

Si(i)=y(ind)+delta (ind+1l)* (x(i)-t(ind));
if Si(i)<minim
minim=Si (i) ;
elseif Si(i)>maxim
maxim=Si (i) ;
end
end

if opgl==

figure (1) ;

% It draws the control points in the plot
bl=plot(t,y, "ko', 'MarkerSize',2, 'LineWidth',3);
hold on;

% It draws the interpolated wvalues in the plot
b2=plot (x,Si, 'ro', 'MarkerSize',3);
hold on;

axis ([t (1)-0.1*(t(2)-t(l)) t(length(t))+...

0.1*(t(2)-t(1l)) min(min(y),minim)-...
0.1* (max (y)-min(y)) max(max(y),maxim)+0.1* (max (y) -
min(y))1);

legend([bl,b2], 'Control points', 'Interpolated values');
hold off

end

end
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for i=1:m-1

S(i)=y(i)+delta (i+1l)*(r-t(i));

0000000000

% It draws the control points in the plot of the spline
figure;

bl=plot(t,y, "ko', 'MarkerSize',2, 'LineWidth',3);

hold on;

% It draws each one of the polynomials
Ms=0;
ms=0;
for i=1:m-1
b3=ezplot (S(i), [t(i),t(i+1)]);

auxX=t (i) : (£ (i+1)-t(i))/10:t (i+1);
auxY=subs (S (i), auxX); MauxY=max (auxY); mauxY¥=min (auxY) ;
if MauxY>Ms

Ms=MauxY;
end
if maux¥Y<ms

ms=mauxy;
end
end

axis(double ([t (1)-0.1*(t(2)-t (1)) t(length(t))+0.1*(t(2)-t(l)) ms-
0.1*(Ms-ms) Ms+0.1* (Ms-ms)]));

legend ([bl,b3], 'Control points', 'Linear splines');
title('Approximation by interpolant linear splines');

% It opens or creates a new file to write the interpolated values

if opx=='y'
fid=fopen('resultl interpolated values.txt',6 'w');
for i=l:length (x)
fprintf (fid, '$f %$f \n',x(1),Si(i));
end
fclose (fid) ;
end
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% 1t opens or creates a new file to write the piecewise polynomials
f the

spline
fid=fopen('splinel polynomials.txt', 'w');

fprlntf (fld, Thhkhkhkhhkhkhhkhkhkhhkhkhhhkhkhhkhkhrhkhkhkhrhkhkhrhkhkhkhhkhkrhkhkhkhhkkhkrhkhkhkhhkkhkrhkhkxhkhkkx

o O

*****************\n');

hour=clock;
fprintf (fid, 'Results obtained at %d-%d-%d, %d : %d : %d\n',...
hour (3) ,hour (2) ,hour (1) , hour (4) , hour (5), fix (hour (6)));

fprlntf (fld, LR b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b 4
*****************\n\nl ) ;
signs='----";

for i=l:length(t)-1

coefi=sym2poly(expand(S(i))):;
if length(coefi)==2

for j=1:2
if coefi(j)>=0
signs(j)="+";
end
end
fprintf (fid, ' %c %$f x %c $f \n',...
signs (1) ,abs (coefi(l)),signs(2),abs(coefi(2)));

elseif length (coefi)==1

if coefi(1l)>=0

signs (l)="+";

end

fprintf (fid, "' %c %f \n',...
signs (1) ,abs (coefi(1l)));

end

end
fprintf (£id, "\n");
fclose (fid) ;
Ejemplo:

>> t=[1,2,3,4,6,8,11];
y=[2;'1/311101'11'4];
opx='y";

x=[1:0.2:11];

[Si]=Splines1_Interpolant(t,y,opx,x,1)

1.000000 2.000000

1.200000 1.400000
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1.400000 0.800000
1.600000 0.200000
1.800000 -0.400000
2.000000 -1.000000
2.200000 -0.200000
2.400000 0.600000
2.600000 1.400000
2.800000 2.200000
3.000000 3.000000
3.200000 2.600000
3.400000 2.200000
3.600000 1.800000
3.800000 1.400000
4.000000 1.000000

4.200000 0.900000
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4.400000 0.800000
4.600000 0.700000
4.800000 0.600000
5.000000 0.500000
5.200000 0.400000
5.400000 0.300000
5.600000 0.200000
5.800000 0.100000
6.000000 0.000000
6.200000 -0.100000
6.400000 -0.200000
6.600000 -0.300000
6.800000 -0.400000
7.000000 -0.500000
7.200000 -0.600000

7.400000 -0.700000

Eot
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7.600000 -0.800000
7.800000 -0.900000
8.000000 -1.000000
8.200000 -1.200000
8.400000 -1.400000
8.600000 -1.600000
8.800000 -1.800000
9.000000 -2.000000
9.200000 -2.200000
9.400000 -2.400000
9.600000 -2.600000
9.800000 -2.800000
10.000000 -3.000000
10.200000 -3.200000

10.400000 -3.400000

Eot
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10.600000 -3.600000
10.800000 -3.800000

11.000000 -4.000000

sk ok ok ok ok ok 3k o o oK oK ok 3k ok o oK oK ok ok sk o oK oK oK ok 3k o ok oK oK ok 3k ok o oK oK ok sk 3k ok K oK oK ok ok 3k ok ok oK oK ok sk sk ok K oK ok ok sk ok ok oK ok ok sk ok ok K ok ok ok kK

Results obtained at 16-1-2020, 13:18:35

3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k sk 3k 3k 3k sk 3k sk sk >k 3k sk sk sk sk 3k sk sk sk sk 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k %k 3k 3k 5k 3k 3k sk 3k 3k 5k 3k 3k sk 3k 3k 5k 3k 3k 3k sk >k 5k sk %k %k k ok sk k sk kk

- 3.000000 x + 5.000000
+4.000000 x +9.000000
+2.000000 x + 9.000000
+0.500000 x + 3.000000

+0.500000 x + 3.000000
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+ 1.000000 x + 7.000000

3} + +  Control points J
o o Interpolated values
[+] o
2 o 7
[+] [+] [+]
L - +°{>G 1
o {}{}
[+]
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Fig 5.4.2: valores interpolados entre cada par de puntos.

Approximation by interpolant linear splines

3} + +  Control points |
{ Linear splines

Fig 5.4.3: aproximacidn por splines lineales interpolantes.
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5.5 DEFINICION DE SPLINE CUADRATICO

Pasamos a definir una funcién spline con polinomios cuadraticos, es decir,
S(x) =si(x), para x € [x;,x;41],

donde s;(x) es una funcién polinomial de grado dos en cada intervalo:

si(x) = a;(x — x340) (¢ — %) + b (x — %) + ¢y

Ahora tendremos que hacer que el spline pase por los puntos de la tabla de datos, cumpliéndose
que:

Sx) =y1, S(2) = vz ey Spo1) = Vo1, S(n) = Y.
Es decir,
si(x) para x € [x;, Xi41],
si(x) = yi, $i(Xiv1) = Visa,
De estas dos condiciones se deducen facilmente los valores de c; y b;
silx) =ci =y

si(xi41) = bihi + ¢; = yiyy ==>b; = % donde h; = x;11 — X;.
L

Hacemos notar que hemos expresado el polinomio
5i(x) = a;(x — x41)(x — x;) + bi(x — %) + ¢y,
en la base:
{1, (x — xp), (c = x341) (x — X }.

Como sabemos el valor de c; y de b; lo sustituimos en la expresion s;(x), y nos queda que:

5i(0) = @y — x) (@ — 20) + =0 —= (0 — 1) + ¥
L
En [x;—1, %]
Vi = Yie
Si—1(x) = a1 (x —x)(x — x;-1) + lh—ll (x—x;-1) +yi-1,
i-1

Imponemos que:
! o
si—1(x) = s;(xp).
Necesitamos por tanto realizar el calculo de s;(x) y s;_, (x) , que aparece a continuacion:

Yit1 — Vi

si(0) = a;(x = xp41) + a;(x —x) + o
4

Yi+1 — Vi (5.5.1)

Sl-,(xi) = —aihi + hl- ,
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, Yi — Vi1
2100 = @y (v = ximy) + @y =) + 7=
i-
, Yi— Vi1
Si—1(x;) = aj_1h;_; + ﬁ (5.5.2)
Igualando (5.5.1) y (5.5.2) llegamos a:
Yit1 — Vi Yi — Vi1
—a:h; —_— h-_ T —
a;h; + hi aj—1Mi—1 + hi—l
Definiendo:
Yiv1 — Vi
6i+1 = i hl l;
Yi = Yi—1
6; )
‘ hi—q

la ecuacion anterior se convierte en:

a;_q1hi_1 +a;h; = 6;41 — ; para i=2,.... ,n—1.

Tenemos por tanto el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

a1h1 + azhz = 53 - 52
a2h2 + a3h3 = 64, - 63
azhs + ashy = 65 — 6, n — 1incégnitas, n — 2 ecuaciones. (5.5.3)

an—2hyo + ap_1hy 1 =6y —6p—1
Si se supone la condicidn de frontera en la frontera izquierda:
S'(x;) =y;  conocido,
operando llegamos a una nueva ecuacion que completa el sistema:

s1(x1)

Y2a—)1
h, ’

s51(0) = ay(x —xp) + a;(x — x1) +

Y2 — W1
hy

s1(x) = —ashy +

Asi, la primera ecuacién del sistema queda:
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—ah + === (5.5.4)
1

donde y; es un valor dado conocido de la primera derivada de la funcién evaluada en x;.

Simplificando la ecuacidn (5.5.4) obtenemos:
(5.5.5)

ajhy =6, —y;.

Afiadiendo la ecuacidn (5.5.5) al sistema (5.5.3) obtenemos el nuevo sistema de ecuaciones

lineales compatible determinado:

hy 0 0 0. 0 0 ay 82—y
/ a, \ 63 - (52
h'l hz 0 0 . 0 0 ! : ! — | . I
an—1 671 - 6‘”_1
0 hn—2 hn—l

El sistema es facilmente resoluble, y nos da los valores de los coeficientes a; que quedaban por

calcular:
1A
6, —y1

hy

)

(
a1=

1 ,
al = h_(6l+1 - 61 - ai_lhi—l)y L= 2; In - 1
L

Si se supone la condicién de frontera en la frontera derecha:
conocido,

Srll—l(xn) = yrll

operando llegamos a una nueva ecuacion que completa el sistema:

Srll—l(xn)
Yn — Yn-1
Sh-1(X) = ap_q (x — Xp_1) + an(x — x,) + nh—n
n—1
’ Yn = Yn-1
Sn—l(xn) = an—1hn_1 + nh—n
n—-1

(5.5.6)

Asi, la Ultima ecuacién del sistema queda:
Yn = Vn-1_ ,
- = Yn

an—lhn—l + h
n—1
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Donde yy, es un valor dado conocido de la primera derivada de la funcion evaluada en x,,.
Simplificando la ecuacidn (5.5.6) obtenemos:

An-1hn-1 =yn—0n (5.5.7)

Afiadiendo la ecuacidn (5.5.7) al sistema (5.5.3) obtenemos el nuevo sistema de ecuaciones
lineales compatible determinado:
/a1\ 83 — 52

| 0 hy, h3 oo w .. 0 O : |

Lo /\/\ )

El sistema es facilmente resoluble, y nos da los valores de los coeficientes a; que quedaban por

>
=
>
N
(@)
(e)
(@)

calcular:

an-1 = )
h
1

1 .
Lai = F(5i+2 —0it1 = Qirahiyr), T=n-2,..1
13

A continuacidn, se muestra la programacién en Matlab.

function [Si]=Splines2 Interpolant(t,y,CE,S1E,opx,x,0opgl)

% This function builds the cuadratic interpolant spline through the
given two

% dimensional data. Some plots of the spline functions, its first
derivative and

% the interpolated values are displayed. In a separate file the
coefficients of the piecewise polynomials

of degree 2 are saved.

o°

o

[Si]=Splines2 Interpolant(t,y,CE,S1E, opx,x,0pgl)

o oo

o°

Input variables:

t:abscissae of the nodes

y:ordinates of the nodes

CE: indicates if the boundary condition is taken at the left or at
the right extreme of the interval

% CE='CL' boundary condition at the left extreme

% CE='CR' boundary condition at the right extreme

% S1E: value of the first derivative at the specified extreme

opx: parameter that indicates if we need to compute or not

o o©

o

interpolated

% values

% 'y': interpolated values are computed ; 'n': they are not
computed

% x: net of points where we want to evaluate the spline
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o° o

interpolated values

Output variables:

0 o° o° o o°

Example:
t=[1,2,3,4,6,8,111;
y=12,-1,3,1,0,-1,-4];
CE='CR';

S1E=0;

OpX:'y',‘
x=[1:0.2:11];

0 o° o° o o°

o° o° o° o°

% Number of nodes
m=length (t) ;

°

if m<3

uiwait (msgbox ('The number of control points must be larger than 2',

'Error message', ...
'error', 'modal'));
return;

end

% We define the vector of distances between abcissae

h=diff(t,1);

% Initialization
a=zeros (l,m-1);

00000000000000000000000000000

% We compute the delta values

delta(1l)=0;
for i=2:m
delta (i)
end

% We compute the a i depending on the boundary condition CE

if strcmp(CE, 'CL")

Si vector that contains the interpolated values at x

[Si]=Splines2 Interpolant(t,y,CE,S1lE, opx,x,1)

% We check that the entries are correct

(y(1)-y(i-1))/h(i-1);

O

opgl: parameter that indicates if we want to draw the plot with the
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a(l)=(delta(2)-S1E)/h(1);

for i=2:m-1
a(i)=1/h(i)*(delta(i+l)-delta(i)-a(i-1)*h(i-1));
end

elseif strcmp(CE, 'CR")

a(m-1)=(S1E-delta(m))/h(m-1);
for i=m-2:-1:1
a(i)=1/h(i)*(delta(i+2)-delta(i+l)-a(i+1)*h(i+1));

end

end
9990000000000000000000000000000000000
OO0OODO0OO0OOOOOOOOOOOOODOOOOOOOODOOODOOOOOOODO
o

% Evaluation of the spline at x
000000000000000000000000000000000000

if opx=='y'
% It finds the polynomial piece to evaluate for each entrie of x
if x(1)==t (1)

minim=y (1l); maxim=y(1l);

Si(l)=y(1);
else
ind=find ((x(1)>t)==0);
ind=ind (1) -1;
ind=ind (1) ;

o

% It applies the formule to compute S ind(x)

Si(l)=a(ind)*(x(1)-t(ind+1))*(x(1)-t (ind))+delta (ind+1)*(x (1) -
t(ind))+y (ind) ;

minim=Si; maxim=Si;
end

for i=2:length (x)

ind=find ((x(1)>t)==0);

ind=ind(1)-1;

ind=ind (1) ;

% It applies the formule to compute S ind(x)

Si(i)=a(ind) * (x(i)-t(ind+1l))*(x(1)-t(ind))+delta (ind+1)* (x (i) -

t(ind))+y (ind) ;
if Si(i)<minim

minim=Si (i) ;
elseif Si(i)>maxim

maxim=3i (i) ;
end
end

if opgl==

figure (1) ;

% It draws the control points in the plot
bl=plot(t,y, "ko', 'MarkerSize',2, 'LineWidth',3);
hold on;

% It draws the interpolated values in the plot
b2=plot(x,Si, 'ro', "MarkerSize',3);
hold on;
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axis ([t (1)-0.1*(t(2)-t (1)) t(length(t))+...

0.1*(t(2)-t(1l)) min(min(y),minim)-...

0.1* (max (y) -min(y)) max (max(y),maxim)+0.1* (max(y) -
min(y))1);
legend ([bl,b2], '"Control points', 'Interpolated values');

hold off
end
end
9900000000000000000000000000000000000
OO0OO0OOOOOOOOOOOOODOOOOOOODOOODOOOODOOODOOOO™©
o
% Polynomials S 1 (x)
000000000000000000000000000000000000

for i=1:m-1
S(i)=a (i) *(r-t(i+l))*(r-t(i))+delta(i+l) *(r-t(1))+y (1)

end

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

% It draws the control points in the plot of the spline
figure;

bl=plot(t,y, "ko', 'MarkerSize',2, 'LineWidth',3);

hold on;

% It draws each one of the polynomials
Ms=0;
ms=0;
for i=1:m-1
b3=ezplot (S(i), [t(i),t(i+1)]);

auxX=t (i) : (£ (i+1)-t(i))/10:t (i+1);
auxY=subs (S (i), auxX); MauxY=max (auxY); mauxY¥=min (auxY) ;
if MauxY>Ms

Ms=MauxyY;
end
if mauxY<ms

ms=mauxy;
end
end

axis(double ([t (1)-0.1*(t(2)-t (1)) t(length(t))+0.1*(t(2)-t(l)) ms-
0.1*(Ms-ms) Ms+0.1* (Ms-ms)])):;

legend ([bl,b3], 'Control points', 'Cuadratic splines');

title ('Approximation by interpolant cuadratic splines');
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% It draws each one of the first derivatives
figure;
hold on
Ms=0;
ms=0;
S1=diff(S,1);
for i=1:m-1

bd=ezplot (S1 (i), [t (1),t(i+1)]);
auxX=t (1) : (t (i+1)-t (1)) /10:t (i+1);
auxY=subs (S1 (i), auxX); MauxY¥=max (aux¥),; maux¥Y=min (auxY) ;
if MauxY>Ms

Ms=MauxY;
end
if mauxY<ms
ms=mauxy;

end
end
axis (double ([t (1)-0.1*(t(2)-t(l)) t(length(t))+...

0.1*(t(2)-t(l)) ms-0.1*(Ms-ms) Ms+0.1*(Ms-ms)]));
title('First derivative of the interpolant cuadratic splines');

% It opens or creates a new file to write the interpolated values

if opx=='y
fid=fopen('result2 interpolated values.txt',6 'w');
for i=l:length (x)
fprintf (fid, '$f %f \n',x(1),Si(1));
end
fclose (fid);
end

% It opens or creates a new file to write the piecewise polynomials
f the

spline
fid=fopen('spline2 polynomials.txt','w');

fprlntf (fld, Thhkhkhkhhkhkhhkhhkhhkhhhkhkhkhhhhhkhkhkhhkhhhkhhkhhkhkhrhkhhkhhkhkrhkhkhhhkkhrhkhkhkkx

o O

*****************\n') .
’

hour=clock;
fprintf (fid, 'Results obtained at %d-%d-%d, %d : %d : %d\n',...
hour (3) ,hour (2),hour (1) ,hour (4) ,hour (5), fix (hour(6))) ;

fprintf (fid, Thhhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhxkx
*****************\n\nv ) ,.
signs="'----";

for i=l:length(t)-1

coefi=sym2poly (expand (S(i)));

if length(coefi)==
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for j=1:3
if coefi(j)>=0

signs(j)="'+"';
end
end
fprintf (fid, ' %c $f x72 %c %f
signs (1) ,abs (coefi
abs (coefi(3))):

X %c $f \n',...
(1)) igns (2) ,abs (coefi(2)),signs(3), ...

elseif length(coefi)==2

for j=1:2
if coefi(j)>=0
signs(j)="+"';
end
end
fprintf (fid, ' %c %$f x %c $f \n',...
signs (1), abs (coefi(l)),signs(2),abs (coefi(2)));

elseif length (coefi)==1
if coefi(1)>=0

signs (l)="+";

end

fprintf (fid, ' %c $f \n',...
signs (1) ,abs (coefi(l)));

end

end
fprintf (£id, "\n"'");
fclose (fid) ;

A continuacidn realizaremos dos ejemplos, uno dando como condicién de frontera la derivada
en el extremo derecho (ejemplo 1) y otro dando como condicién de frontera la primera
derivada en el extremo izquierdo (ejemplo 2):

-Ejemplo 1:

>> t=[1,2,3,4,6,8,11];
y=[2,-1,3,1,0,-1,-4];
CE='CR';

S1E=0;

opx='y';

x=[1:0.2:11];

[Si]=Splines2_Interpolant(t,y,CE,S1E,opx,x,1)

1.000000 2.000000

77



@ Universidad
Politécnica

de Cartagena
1.200000 -0.680000
1.400000 -2.320000
1.600000 -2.920000
1.800000 -2.480000
2.000000 -1.000000
2.200000 0.760000
2.400000 2.040000
2.600000 2.840000
2.800000 3.160000
3.000000 3.000000
3.200000 2.600000
3.400000 2.200000
3.600000 1.800000
3.800000 1.400000

4.000000 1.000000
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4.200000 0.630000
4.400000 0.320000
4.600000 0.070000
4.800000 -0.120000
5.000000 -0.250000
5.200000 -0.320000
5.400000 -0.330000
5.600000 -0.280000
5.800000 -0.170000
6.000000 0.000000
6.200000 0.170000
6.400000 0.280000
6.600000 0.330000
6.800000 0.320000
7.000000 0.250000

7.200000 0.120000

Eot
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7.400000 -0.070000
7.600000 -0.320000
7.800000 -0.630000
8.000000 -1.000000
8.200000 -1.386667
8.400000 -1.746667
8.600000 -2.080000
8.800000 -2.386667
9.000000 -2.666667
9.200000 -2.920000
9.400000 -3.146667
9.600000 -3.346667
9.800000 -3.520000
10.000000 -3.666667

10.200000 -3.786667

80



Universidad
Politécnica
de Cartagena

10.400000 -3.880000
10.600000 -3.946667
10.800000 -3.986667

11.000000 -4.000000

3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k sk sk 3k 3k 5k 3k sk sk sk 3k 3k sk sk sk 3k 3k 5k %k sk 3k 3k 3k 3k sk sk 3k 3k 3k 3k sk sk 3k >k 5k 3k 3k sk sk 3k 3k 3k 3k 3k sk 3k 3k 5k 5k 3k sk %k >k >k 5k 3k %k %k >k 5k %k %k %k kok sk sk k

Results obtained at 16-1-2020, 10:16:44

3k 3k 3k 3k sk 3k sk 3k sk 3k sk sk sk sk 3k sk 3k sk sk sk sk 3k sk 3k sk 3k 3k sk sk sk 3k sk sk sk 3k 3k sk sk sk 3k sk sk sk 3k sk sk sk sk 3k sk 3k sk 3k sk sk sk sk 3k sk 3k sk ok sk sk sk skook skosk ksk sk sk ok
+ 13.000000 x"2 - 42.000000 x + 31.000000

+ 6.000000 x~2 + 34.000000 x + 45.000000

+2.000000 x + 9.000000

+0.750000 x*2 + 8.000000 x + 21.000000

+ 0.750000 x*2 + 10.000000 x + 33.000000

+0.333333 x*2 +7.333333 x + 36.333333
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o +  Control points
@ @ Interpolated values

Fig 5.6.1: valores interpolados para las abscisas indicadas.

Approximation by interpolant cuadratic splines

+  Control points
Cuadratic splines

Fig 5.6.2: aproximacidon mediante splines cuadraticos interpolantes usando como condicién
de frontera la primera derivada en el extremo derecho.
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First derivative of the interpolant cuadratic splines

10
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r
Fig 5.6.3: primera derivada del spline cuadratico interpolante.

Ejemplo 2:

>> t=[1,2,3,4,6,8,11];
y=[2,-1,3,1,0,-1,-4];
CE='CL";
S1E=0;

opx="y';

x=[1:0.2:11];
[Si]=Splines2_Interpolant(t,y,CE,S1E,opx,x,1)
1.000000 2.000000
1.200000 1.880000

1.400000 1.520000
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1.600000 0.920000
1.800000 0.080000
2.000000 -1.000000
2.200000 -1.800000
2.400000 -1.800000
2.600000 -1.000000
2.800000 0.600000
3.000000 3.000000
3.200000 5.160000
3.400000 6.040000
3.600000 5.640000
3.800000 3.960000
4.000000 1.000000
4.200000 -2.250000

4.400000 -4.800000
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4.600000 -6.650000
4.800000 -7.800000
5.000000 -8.250000
5.200000 -8.000000
5.400000 -7.050000
5.600000 -5.400000
5.800000 -3.050000
6.000000 0.000000
6.200000 3.050000
6.400000 5.400000
6.600000 7.050000
6.800000 8.000000
7.000000 8.250000
7.200000 7.800000
7.400000 6.650000

7.600000 4.800000

Eot
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7.800000 2.250000
8.000000 -1.000000
8.200000 -4.373333
8.400000 -7.293333
8.600000 -9.760000
8.800000 -11.773333
9.000000 -13.333333
9.200000 -14.440000
9.400000 -15.093333
9.600000 -15.293333
9.800000 -15.040000
10.000000 -14.333333
10.200000 -13.173333
10.400000 -11.560000

10.600000 -9.493333
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10.800000 -6.973333
11.000000 -4.000000

sk ok ok oK oK ok 3k o ok oK oK ok sk ok o oK oK ok ok sk o oK oK oK ok 3k o o oK oK ok 3k ok o oK oK oK 3k 3k ok ok oK ok 3k ok ok ok ok oK oK oK ok sk ok o oK ok ok sk ok ok K ok ok sk ok ok K Kok ok ko

Results obtained at 16-1-2020, 10:46: 46

3k 3k 3k sk 3k 3k 3k %k %k sk 3k sk sk %k 5k 5k %k %k 5k 5k sk sk 5k 5k sk sk >k 5k 5k sk %k >k 5k sk sk >k 5k 5k sk sk 5k 5k sk sk sk >k 5k 5k %k %k >k 5k sk sk %k %k 5k %k %k %k 5k 5k %k %k >k %k %k %k k %k %k k kk
- 3.000000 x*2 + 6.000000 x - 1.000000

+ 10.000000 x"2 + 46.000000 x + 51.000000

+ 16.000000 x*2 + 110.000000 x + 183.000000

+ 8.750000 x~2 + 88.000000 x + 213.000000

+ 8.750000 x*2 +122.000000 x + 417.000000

+5.666667 x"2 + 108.666667 x + 505.666667

T T T T T T T T T T T
{}ﬂ-
o + Control points
o, 2 Interpolated values
o
51 “ o 7
o
£ [+]
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o o +
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Fig 5.6.4: valores interpolados para las abscisas indicadas.
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Fig 5.6.5: aproximacidon mediante splines cuadraticos interpolantes usando como condicion
de frontera la primera derivada en el extremo izquierdo.

First derivative of the interpolant cuadratic splines
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Fig 5.6.6: primera derivada del spline cuadratico interpolante.
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5.6 DEFINICION DE SPLINE CUBICO
Se llama spline cubico interpolante S(x) asociado a un vector de nodosa = x; < x, <+ <
Xp=b a una funcién que:

1) En cada uno de los intervalos [x;, x;4;] Vi=1,..,n—1 esun polinomio de tercer grado,
S(x) =s;(x) = a(()i) + aii) (x—x) + agi) (x—x)% + agi) (x — x;)3.

Como sabemos, el spline es un polinomio de tercer grado que se define a través de cuatro
coeficientes durante todo el intervalo. Tenemos n-1 intervalos, por lo tanto necesitaremos hallar
4(n-1) nimeros para poder definir el spline completamente

agi),agi),agi),ag), vi=1,..,n—1.

2) Es dos veces diferenciable con continuidad en el intervalo [a,b], perteneciendo asi a la clase
C?[a,b].

Con esta condicién lo que tenemos es continuidad en la funcién S(x) y sus derivadas primera y
segunda S’ (x) y S"' (x) en todos los nodos internos del reticulo. En el resto del intervalo es clara
la continuidad debido a ser una funcién polindmica a trozos. Como el nimero de nodos internos
es n-2, tenemos 3(n-2) condiciones mas.

3) Satisface las condiciones

S(xi)=f(xi)=yi Vi=1,...,n.

Junto con las condiciones de continuidad, tenemos 3(n — 2) + n = 4n — 6 condiciones
(ecuaciones).

Nos faltan dos ecuaciones, para tener las 4(n — 1) = 4n — 4 condiciones necesarias que
definen el spline. Estas las formularemos como restricciones sobre los valores del spline y/o sus
derivadas en los extremos del intervalo [a, b].

Normalmente para construir el spline cubico se pueden utilizar cuatro tipos de condiciones:

1- Primer tipo: se dan los valores que ha de tener la derivada primera de S(x) en los
extremos del intervalo [a,b]:

§'(a) =f'(a); S'(b) =f'(b).

2- Segundo tipo: se dan los valores que tiene que tener la derivada segunda de S(x) en los
extremos del intervalo [a,b]

§"(a@) =f"(a); S"(b) = f"(b).

3- Tercer tipo: condiciones periddicas:
S'(a) =S'(b); S"(a) =S"(b).
Es normal imponer esta condicién cuando la funcién a interpolar es periddica de periodo
T=b-—a.
4- Cuarto tipo:
$"y,t; —0)=S5""(y,t, +0),

§"Witn-1 = 0) = S (Y, tp1 +0).
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Por lo general la derivada tercera de S(x) es discontinua en los puntos interiores del reticulo.
Gracias a este tipo de condiciones podemos tener un nimero de puntos de discontinuidad
reducido. En este supuesto, el spline que obtenemos es tres veces diferenciable con continuidad
en los puntos t, y t,,_; acercandose por la izquierda (-0) o por la derecha (+0).

Uno de los problemas mas importantes en la interpolacidn es la eleccion de las condiciones de
contorno, adquiriendo especial importancia a la hora de garantizar que el spline S(x) tenga una
precision alta en las proximidades de los extremos del intervalo [a,b]. Estas condiciones tienen
una influencia notable en cdmo se comporta el spline cerca de los extremos, la cual se va
debilitando conforme nos alejamos de ellos. Para elegir las condiciones de contorno, vamos a
depender normalmente de si conocemos datos adicionales acerca del comportamiento del
spline.

Si en los extremos del intervalo conocemos los valores de la derivada primera, es decir, la
direccion de la tangente de la curva en los extremos, serda légico que utilicemos las condiciones
de contorno de primer tipo. Sin embargo si lo que conocemos son los valores de la segunda
derivada, lo légico sera utilizar las condiciones de contorno de segundo tipo.

Si podemos elegir entre condiciones de primer tipo o de segundo, tendran preferencia las de
primer tipoy si la funcidn fuese periddica, deberemos elegir condiciones de contorno de tercer
tipo.

En el supuesto de no tener informacién adicional del comportamiento de la funcién, podemos
utilizar las condiciones naturales de contorno:

S"(a)=0; S"(b) =0.

Es posible que con estas condiciones la precisién en la aproximacion disminuya notablemente
en las proximidades de los extremos del intervalo [a, b].

También existe la opcidén de utilizar condiciones de contorno de primer o segundo tipo con
valores aproximados, es decir, se tomaran sus aproximaciones en diferencias y no los valores
exactos de sus derivadas.

Normalmente el uso del cuarto tipo de condiciones de contorno da buenas aproximaciones.

nr

Si la tercera derivada f'''(x) presenta discontinuidades en algin punto del intervalo,
incluiremos estos puntos entre los nodos de interpolacién con el objetivo de mejorar la
interpolacion.

Si la segunda derivada f''(x) fuese discontinua, tendremos que tomar ciertas medidas para
evitar oscilaciones del spline cerca de los puntos de discontinuidad. Normalmente, se eligen los
nodos de interpolacidon de forma que los puntos con discontinuidad de la segunda derivada
estén contenidos en un intervalo [x;, x;,1] tal que: h; = min{h;_;, hj;,} donde x < 1. se
puede elegir empiricamente, pero normalmente es suficiente con tomar <= 0.01.

Si la discontinuidad se da en la primera derivada f'(x), podemos utilizar distintas técnicas para
superar las dificultades que surgen. Una de las mas simples es partir el intervalo de aproximacion
en intervalos de continuidad de la derivada y en cada uno de ellos construir un spline [3].
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5.6.1 CONSTRUCCION DEL SPLINE CUBICO INTERPOLANTE

Interpolaremos mediante un spline cubico interpolante una funcién f(x) sobre unos nodos
x;, Vi=1,..,nsiendox; =a y x, = b.Denotamos pory; = f(x;) los valores conocidos
de la funcién en los nodos. Denominamos h; = x;,1 — X; a los diferentes espaciados entre los
nodos. Sea s;(x) la restriccion de la funcién spline S(x) al intervalo [x;, x;44], Vi=1,..,n—
1. Como la funcion S(x) esta definida en [a, b] como: S(x) = s;(x), six € [x;, x;;+1], bastarad
con conocer cada uno de los trozos cubicos s; (x).

Sabemos que s;(x) es un polinomio cubico que satisface las condiciones:
six)=y; Vi=1,..,n
Y la condicién que asegura que s;(x) € C?[a, b] (clase C2), establece:
si(xp) = sjpq () vVi=1,..,n—-1,
si(x)=sip(x)vVi=1..,n—-1

Al ser s;(x) un polinomio de grado tres, su primera derivada sera un polinomio de grado dos y
su segunda derivada sera un polinomio de grado uno.

Sidenotamos por z; V i = 1, ...,n los valores que toma s;’ (x;) para cada valor de i, tendremos
gue para que las segundas derivadas de la funcién enganchen bien entre los distintos trozos de
la funcién S"' (x), ésta tendra que ser de la siguiente forma, tal y como se ve en la figura 5.6.1.1:

25 .
\\\\
z ™
N
III "\' \\\
Y
\\\\ZE
>
®
%4
02
t
. . t, t, t,

Fig 5.6.1.1: Grafica general del spline cubico interpolante.
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Para que sea asi, construiremos cada trozo lineal s;'(x) de manera que s;'(x;) = z; y
'(xi+1) = Z;4+1. Usando el método de interpolacién de Lagrange tenemos que

X — X; Xi — X
" _ 1 i+1
i i

Integrando dos veces esta funcién, obtenemos:

500 = g (r = 1)+ g (s = 07 + Gl =3 + Dies = )

De las condiciones s;(x;) = y; V i =1,...,n sabemos que: s;(x;) = ¥; 5;(Xj41) = Yiy1 Y a

partir de estas relaciones podemos deducir los valores de C; y D;, llegando a la siguiente
expresion:

i h;
500 = G (r = 20 + g G = 00+ (G2 - 77

Yi Zlh’l)
& G=x)+ (3= %) G = )

Con esta expresion de s;(x) para cada intervalo [x;, x;, 1] garantizamos la continuidad de S(x)
y coincidira con f(x;) enlospuntosx; Vi =1

Nos falta satisfacer la continuidad de la primera derivada de S(x)en los puntos interiores

si(xp)) = si_1(x) Vi=2,..,n—1

Calculamos s; (x;) y s;_; (x;) a partir de:

6

' _ Zin1 2 2 (}’i+1 _ Zi+1hi> _ (&_ Zihi)
N2 Zi— 2 ( Yi Zihi—1> _ (3’i—1 _ Zi—lhi—1>
l l(x) 2h (x l—1) zhl 1(xl x) hl_l "

[ 6

Imponiendo que s;(x;) = s;{_;(x;), simplificando la expresion y teniendo en cuenta que i =
2, — 1, llegamos al sistema de ecuaciones lineales:

6 6
hi1Zi—y + 2Chi—1 + )z + hizipy =3 Qi =¥ = 53— - i = Yi-1)-
L 1=
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Si definimos:

i i—-1

6 6 )
b; = E(:Vi+1_3"i)_ h—(Yi —Yi-1) Vi=2,..,n—-1,

gueda el siguiente sistema:

h1Z1 + 2 (h1 + hz)Zz + hzZ3 = bz
hzZz + 2 (hz + h3)Z3 + h3Z4, = b3

hp_22p_5 +2 (hn—z + hn—l)zn—l + hp_1Zy = byp_q.

Se trata de n — 2 ecuaciones lineales con n incdgnitas quedandonos por tanto dos variables
libres. Para hallarlas tenemos que aplicar las condiciones de contorno.

Como se ha explicado anteriormente, escogeremos las condiciones de contorno en funcién de
los datos adicionales que conozcamos sobre el comportamiento de la funcion f(x). Ahora
detallaremos la construccion de las dos ecuaciones que faltan para resolver el sistema, en
funcién del tipo de condiciones de contorno que utilicemos.

1) Condiciones de primer tipo, es decir, conocemos los valores de la primera derivada de
S(x) en los extremos del intervalo [a, b]; obtendremos las ecuaciones de la siguiente
manera:

- Obtenemos la derivada del trozo de spline correspondiente al extremo.
- Evaluamos esta ecuacién en el punto extremo.
- Loigualamos al valor conocido de la primera derivada.

e Para el extremo izquierdo a:

A a2 2 N 2

s1(xq) =
Ordenando componentes:

h h , Yo=Y
—ga-gzn=[@-"—

e Para el extremo derecho b:

, _ Zn _ 2 In Znhp_q _ Yn-
Sn—l(xn) - Zhn_l (xn xn—l) + hn_l 6 hn_l
Zp_1hy
n 16n 1 = F'(b).

Ordenando componentes:
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hn 1 hn 1 In—Y
_ - , n n-1
- Zn——2p1 = f'(b) ———.
= e e = 1) -

Para condiciones de segundo tipo, es decir, damos los valores de la segunda derivada
en los extremos del intervalo [a,b], es decir, se han de dar los valores z; y z,,:

f'(@) =z f"'(b) =zy.
En el supuesto de que la funcidn sea periddica con periodo T= b-a, en particular, f(a) =

f(b) y por tanto s;(a) = s,_1(b), con lo cual se usaran condiciones de tercer tipo
llegando a las siguientes ecuaciones:

o 5100) = sp-a(n),

hq hq hyp—1 hyn—1 Vn-1 — Y Y2—0
R R S S B e W T

hd S:,L,(xl) = S;{—l(xn);
Z1— zp, = 0.

Si lo que queremos es utilizar condiciones de cuarto tipo, que en los extremos del
intervalo también tengan continuidad en la tercera derivada de S(x) , de manera que
S; = Sp, Sp_p = Sy, sabiendo que satisface s;(x) € C?[a, b]; lo que debemos hacer
es igualar s;”;(x;)a s;"(x;), i=2,n—1. Los splines que se construyen de esta
manera se suelen llamar splines no nodo.

Sabiendo que s;’(x) es una recta la cual pasa por los puntos (x;_1 z;_1) y (x;,2;), su
pendiente y su derivada sera un coeficiente. De este modo:

Ziv1 —Zi _ Ziy1 — Zj
X — Xi—1 h;

e En el extremo izquierdo:

s1”(x2) = 53" (x2),

Zp —21 23— Zp

h h,

Ordenando componentes:
_h221 + (hz + hl)ZZ - h123 = 0

e En el extremo derecho:
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Sgll(xn—l) =:S#i2(xn—1)

Zn —Zn-1 _Zn — Zn-—2

hn—l B hn—2

Ordenando componentes:

—hp_1Zp_5 + (hn—l + hn—Z)Zn—l — hp_2z, = 0.

Las condiciones que podemos tener en cada extremo pueden ser diferentes, ya que no siempre
conocemos los mismos datos en ambos extremos del intervalo [a,b]. Unicamente en las
condiciones de tercer tipo que exigen que la funcion sea periédica de periodo T=b-a y en
particular f(a) = f(b) se impone el mismo tipo de condicion en la frontera forzosamente.

Cabe recordar por ultimo que las condiciones de primer tipo (primera derivada conocida)
tienen preferencia sobre las de segundo tipo (segunda derivada conocida) y en el caso de que
no se conozcan los valores de las derivadas, podemos aproximar. En el caso de no poder
aproximar, se podria asumir que z; = z,, = 0, en contra de la precisién de aproximacién en el
supuesto de que la derivada segunda no fuese nula. A estos splines se les denomina splines
naturales. Normalmente se obtienen buenos resultados si utilizamos condiciones de cuarto
tipo cuando desconocemos las demas.

A continuacidn, se muestra la programacién en Matlab

function
[Si]=Splines3 Interpolant(t,y,CL,Sla,S2a,CR,S1lb,S2b, opx, x,0pgl)

% This function builds the interpolant spline through the given two
dimensional data. Some plots of the spline functions, its first and
second derivatives and

% the interpolated values are displayed. In a separate file the
coefficients of the piecewise polynomials

% of degree 3 are saved.

o

[Si]=Splines3 Interpolant(t,y,CL,Sla,S2a,CR,Slb,S2b, opx,x,0pgl)

% Input variables:

% t:abscissae of the nodes

% y:ordinates of the nodes

CL: boundary condition at the left of the interval
CR: boundary condition at the right of the interval

% Possible boundary conditions:

% 1- First type: values of the first derivative

2- Second type: values of the second derivative

3- Third type: periodic conditions with period T=b-a

% S'(a)=S"(b); S''(a)=s"'"'"(b). If CL=3->CR=3

% 4- Fourth type: Three times differentiable at the points t2 and/or
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% Sla: value of the first derivative at the left extreme

% S2a: value of the second derivative at the left extreme
% Slb: value of the first derivative at the right extreme
% S2b: value of the second derivative at the right extreme

% opx: parameter that indicates if we need to compute or not
interpolated

% values

'y': interpolated values are computed ; 'n': they are not computed
% x: net of points where we want to evaluate the spline

% opgl: parameter that indicates if we want to draw the plot with the
% interpolated values

% Output variables:
% Si vector that contains the interpolated values at x

% Example:

% t=[1,2,3,4,6,8,11]1;

% y:[2r_lr3r lr 01_11_4];
% CL=2 ; CR=2;

% Sla=0; S1b=0;

% S2a=0; S2b=0;

% opx='y';

$ x=[1:0.2:117;

% [Si]=Splines3 Interpolant(t,y,CL,Sla,S2a,CR,S1lb,S2b,opx,x,1)

% Number of nodes
m=length (t) ;

o

5 We check that the entries are correct

if m<3

uiwait (msgbox ('The number of control points must be larger than 2',
'Error message', ...

'error', 'modal'));

return;

elseif CL==0 | CR==

uiwait (msgbox ('It lacks to specify at least one boundary condition',
'Error message', ...

'error', 'modal'));

return;

elseif CL==3 & CR~=3

uiwait (msgbox ('If CL=3 then CR must be also 3', 'Error message',...
'error', 'modal'));

return;

elseif CL==3 & CR~=3

uiwait (msgbox ('If CR=3 then CL must be also 3', 'Error message',...
'error', 'modal'));

return;

elseif CR==3 & y(1l)~=y(m)

uiwait (msgbox ('For the function to be periodic it must take the same
value at the boundaries', 'Mensaje de error',...

'error', 'modal'));
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return;

elseif m==3 & CL==4 & CR==

uiwait (msgbox ('With 3 nodes the condition CL=4 already implies CR=4
and we need one more condition', 'Mensaje de error',...

'error', 'modal'));

return;

end

% We define the vector of distances between abcissae
h=diff (t,1);

% Initialization
z=zeros (1,m);

000000000000000000000000000000000000000000

00000000000000000000000000000000000000000

% We define the coefficient matrix of the linear system
A=zeros (m,m) ;

% We define the right hand side of the system
B=zeros(m,1);

o

% We define the first equation of the system depending on CL

if CL==1
A(1,1)=-h(1)/3
A(1,2)=-h(1)/6;
B(l)=Sla+(y(1l)-
elseif CL==
B(l)=S2a;
A(1l,1)=1;
elseif CL==
% first equation
A(1,1)=h(1)/3; A(1,2)=
B(1)=(y(m-1)-y(m)) /h(m-1)+
% last equation
A(m,1)=1; A(m,m)=-1;

h(l)/6; A(l,m-1)=h(m-1)/6; A(l,m)=h(m-1)/3;
(v (

(
y(2)-y(1))/h(1);

elseif CL==
A(l,1)=-h(2); A(1,2)=h(1)+h(2); A(1,3)=-h(1);
end

% We define the m-2 intermidiate equations

for i=2:m-1
A(i,i-1)=h(i-1);
A(i,i)=2*(h(i-1)+h (1))
A(i,i+1)=h(i);

end

% Now we define the matrix B

°
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=2:
B(i)= 6/h 1) *(y(i+1) -y (1)) -6/h(i-1)*(y(i)-y(i-1));

Q

% We define the last equation of the system depending on CD

if CR==
A(m,m-1)=h(m-1)/6; A(m,m)=h(m-1)/3;
B(m)=S1b+(y(m-1)-y(m)) /h(m-1);
elseif CR==
B(m)=S2b;
A(m,m)=1;
elseif CR==
A(m,m-2)=-h(m-1); A(m,m-1)=h(m-1)+h(m-2); A(m,m)=-h(m-2);
end

o)

% Solution of the system

% It finds the polynomial piece to evaluate for each entrie of x
if x(1)==t(1)

minim=y (1l); maxim=y(1l);

Si(1)=y(1);
else
ind=find ((x(1)>t)==0);
ind=ind (1) -1;
ind=ind (1) ;

o)

% It applies the formule to compute S ind(x)

Si(l)=z(ind+l)/( *h(ind))* (x (1) -t (ind) ) "3+...
z (ind+1) *h ( 1nd /6)* (1) -t (ind) )+ (y (ind) /h (ind) -
z (ind) *h (ind) /6) * (t (ind+1) -x (1)) ;
minim=Si; maxim=Si;
end

for i=2:1length (x)
ind=find ((x(i)>t)==0);
ind=ind (1) -1;
ind=ind (1) ;

Q

% It applies the formule to compute S ind(x)

Si(i)=z (ind+1)/ (6*h(ind))*(x(i)-t(ind))"3+...
z (ind) / (6*h (ind) ) * (t (
*(x )+ (y (ind) /h (ind) -
(t( )

’

z (ind+1) *h (ind) /6) (1) -t (ind)
z (ind) *h (ind) /6) * ind+1)-x(1)

(
(ind) / (6*h (ind) ) * (t (ind+1) -x (1)) "3+ (y (ind+1) /h (ind) -
(x

ind+1)-x (1)) "3+ (y(ind+1) /h (ind) -
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if Si(i)<minim
minim=Si (i) ;

elseif Si(i)>maxim
maxim=Si (i) ;

end

end

if opgl==
figure (1) ;
% It draws the control points in the plot
bl=plot(t,y, "ko', 'MarkerSize',2, 'LineWidth',3);
hold on;
% It draws the interpolated values in the plot
b2=plot(x,Si, 'ro', "MarkerSize',3);
hold on;
axis ([t (1)-0.1*(t(2)-t (1)) t(length(t))+...
0.1*(t(2)-t(1l)) min(min(y),minim)-...
0.1* (max (y)-min(y)) max(max(y),maxim)+0.1* (max (y) -
min(y))]);
axis equal;
legend([bl,b2], 'Control points', 'Interpolated values');

hold off
end
end
5555 %%%55%5%5%5%%5%55%5%5%5%%5%5%5%5%5%5%%5%5%5%5%5%5%%%%
% Polynomials S 1 (x)
OOOOOOOOOOOOOOO?OOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

for i=1:m-1

S(i)=z (i+1)/(6*h (1)) * (r-t(i))"3+z(1)/(6*h(i))* (t(i+1l)-r)"3+...
(y(i+1) /h(i) -z (1+1) *h (1) /6) * (r-t (1)) +(y (1) /h(1)-...
z(1)*h(i)/6)* (£ (i+l)-r);

end

% It draws the control points in the plot of the spline
figure;

bl=plot(t,y, "ko', 'MarkerSize',2, 'LineWidth',3);

hold on;

% It draws each one of the polynomials
Ms=0;
ms=0;
for i=1l:m-1
b3=ezplot (S(i), [t(i),t(i+1)]);
auxxX=t (1) : (t (i+1)-t (1)) /10:t (i+1);
auxY=subs (S (i), auxX); MauxY=max (auxY); mauxY¥=min (auxY) ;
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if MauxY>Ms
Ms=MauxyY;

end

if mauxY<ms
ms=mauxy;

end

end

axis (double ([t (1)-0.1*(t (2)-
0.1* (Ms-ms) Ms+0.1* (Ms-ms) ]
axis equal;

legend ([bl,b3], '"Control points', 'Cubic splines');
title ('Approximation by interpolant cubic splines');

t (1)) t(length(t))+0.1*(t(2)-t(l)) ms-
));

©9990909009009000900000900900090000000909090009009009009000090009000090900909090900909090909090900900909
OO0OOO0OOOOOOOOOOOOOODOOOOOOOODOOODOOOOODOOODOOODOOOOODOOODOOOOOOOODO™O
o

% Plot of the first derivative of the spline
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

[}

% It draws each one of the first derivatives
figure;
hold on
Ms=0;
ms=0;
S1=diff(S,1);
for i=1:m-1

bd=ezplot (S1(i), [t(1),t(i+1)]);
auxX=t (i) : (£ (i+1)-t(i))/10:t(i+1);
auxY=subs (S1 (i), auxX); MauxY¥=max (aux¥),; maux¥Y=min (auxY) ;
if Maux¥Y>Ms

Ms=MauxyY;
end
if maux¥Y<ms
ms=mauxy;

end
end
axis (double ([t (1)-0.1*(t(2)-t(l)) t(length(t))+...

0.1*(t(2)-t(1l)) ms-0.1*(Ms-ms) Ms+0.1* (Ms-ms)]));
title('First derivative of the interpolant cubic splines');

Q

% It draws each one of the second derivative
figure;

hold on

S2=diff (S, 2);

Msd=subs (S2 (1),t (1)) ;

msd=subs (S2 (1),t (1)) ;

str=[1;

for i=1l:m-1
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bS=ezplot (S2 (i), [t(i),t(i+1)]);
aux=subs (S2 (1), t (i+1))
if aux>Msd

’

Msd=aux;
elseif aux<msd
msd=aux;
end
end

axis(double ([t (1)-0.1*(t(2)-t (1)) t(length(t))+...
0.1*(t(2)-t(l)) msd-0.1* (Msd-msd) Msd+0.1* (Msd-msd)]));
title ('Second derivative of the interpolant cubic splines');

3 It opens or creates a new file to write the interpolated values

if opx=='y'
fid=fopen('result3 interpolated values.txt',6 'w');
for i=1l:1length (x)
fprintf (fid, '$f %f \n',x(1),Si(i));
end
fclose (fid) ;
end

% It opens or creates a new file to write the piecewise polynomials

f the

% spline

fid=fopen('spline3 polynomials.txt','w');

fprintf (fid, LIRS b b dh I b S S b b dh I b S Ib b b 2h Sb b S db b b dh Sb b S Sh b b S S b S dh b b dh Sb b S db b b db Sb b dh b b dh Sb b

o

*****************\n' ) ;

hour=clock;
fprintf (fid, 'Results obtained at %d-%d-%d, %d : %d : %d\n',...
hour (3) ,hour (2) ,hour (1) ,hour (4) ,hour (5), fix (hour (6)));

fprlntf (fld, L i I a i e S I e S 2 S b dh b B S B S SR S I S S S S e S b e S b S b i S SR I S SR S S R S b A b O 4
*****************\n\nl ) ;
signs="----";

for i=l:length(t)-1

coefi=sym2poly (expand (S(i))):;
if length(coefi)==

for j=1:4
if coefi(j)>=0
signs (j)="+";

end
end
fprintf (fid, ' %c %$f x"3 %c %f %72 %c %f x %c $f \n',...

signs (1) ,abs (coefi(l)),signs (2) s (coefi(2)),signs(3), ...
abs (coefi(3)),signs (4),abs(coefi(4)));

elseif length(coefi)==

for 3=1:3
if coefi(j)>=0
signs(j)="+";
end
end
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fprintf (fid, ' %c $f x"2 %
signs (1) ,abs(
abs (coefi(3))):

elseif length(coefi)==2

for j=1:2
if coefi(j)>=0
signs(j)="+"';
end
end
fprintf (fid, ' %c %$f x %c $f \n',...
signs(l),abs (coefi(l)),signs(2),abs(coefi(2)));

elseif length(coefi)==1

if coefi(1l)>=0

signs(l)="+";

end

fprintf (fid, ' %c $f \n', ...
signs (1), abs (coefi(1l)));

end

end
fprintf (£id, "\n"'");
fclose (fid) ;

Ejemplo:

o\

t=[1,2,3,4,6,8,11];
y:[21_113r lr 01_11_4];
CL=2 ; CR=2;

Sla=0; S1b=0;

S2a=0; S2b=0;
opx='y';

x=[1:0.2:11];

[Si]=Splines3 Interpolant(t,y,CL,Sla,S2a,CR,S1lb,S2b,opx,x,1)

oC o o o° o° o

o°

1.000000 2.000000

1.200000 0.956097

1.400000 0.023170

1.600000 -0.687806

1.800000 -1.065854
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2.000000 -1.000000
2.200000 -0.434243
2.400000 0.467515
2.600000 1.486394
2.800000 2.403515
3.000000 3.000000
3.200000 3.116873
3.400000 2.834771
3.600000 2.294232
3.800000 1.635795
4.000000 1.000000
4.200000 0.500580
4.400000 0.144043
4.600000 -0.089906

4.800000 -0.221563
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5.000000 -0.271226
5.200000 -0.259191
5.400000 -0.205755
5.600000-0.131213
5.800000 -0.055863
6.000000 0.000000

6.200000 0.020057

6.400000 0.003903

6.600000 -0.044887
6.800000 -0.122739
7.000000 -0.226078
7.200000 -0.351332
7.400000 -0.494925
7.600000 -0.653283
7.800000 -0.822833

8.000000 -1.000000

Eot
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8.200000 -1.181761
8.400000 -1.367296
8.600000 -1.556334
8.800000 -1.748607
9.000000 -1.943845
9.200000 -2.141779
9.400000 -2.342138
9.600000 -2.544654
9.800000 -2.749057
10.000000 -2.955076
10.200000 -3.162444
10.400000 -3.370889
10.600000 -3.580144
10.800000 -3.789937

11.000000 -4.000000
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Results obtained at 16-1-2020, 10:2:44

sk ok ok ok ok ok 3k o ok oK oK ok sk ok o oK oK ok ok sk o oK oK oK ok 3k o o oK oK ok 3k ok o oK oK oK sk 3k ok K oK oK oK 3k 3k ok o oK oK ok ok sk ok K oK ok ok sk ok o oK ok ok ok ok o K K ok K ok

+2.311995 x"3 - 6.935984 x"2 + 1.623989 x + 5.000000

+4.559973 x3 + 34.295822 x"2 + 80.839623 x + 59.975741

+2.927898 x"3 + 33.095013 x"2 + 121.332884 x + 142.196765

+0.422844 x"3 +7.113881 x"2 + 39.502695 x + 72.250674

+0.074461 x"3 + 1.837601 x"2 + 14.206199 x + 35.167116

+0.005615 x*3 + 0.185310 x2 + 0.987871 x + 0.081761

Control paints

Interpolated values

Fig 5.6.1.2: valores interpolados para las abscisas indicadas.

Eot
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Approximation by interpolant cubic splines

| . +  Control points
3 ! Cubic splines

Fig 5.6.1.3: aproximacion por splines ctuibicos interpolantes.

First derivative of the interpolant cubic splines

Fig 5.6.1.4: primera derivada del spline cubico interpolante.

107



Universidad
Politécnica
de Cartagena

151

i H“HH
ol | xh“ I
! N—
I
|II
&k |
|
|
l
|
|
-1 D B I|
|
||.
-156T
1 2 3 4 5 G 7 8 9
Ir

10 11

Fig 5.6.1.5: segunda derivada del spline ctlbico interpolante.
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6. B-SPLINES [2, 10,13, 14,17, 18, 19, 21]

6.1 INTRODUCCION

Los B-splines se desarrollan para solucionar la falta de control local, la complejidad para tener
continuidad y que la cantidad de puntos que se utilizan imponga el grado como en las curvas de
Bézier. Se trata pues de una evolucion de las curvas de Bézier.

Los B-splines también permiten tratar con datos discontinuos de manera facil introduciendo
nodos repetidos.

6.2 DEFINICION

Vamos a describir la construccion de un B-spline de orden k con k un nimero natural. Para ello
vamos a utilizar polinomios de grado k-1.

Tenemos un vector de nodos T= [ty, tq,..., t;n], el cual estd formado por una lista de m+1
numeros reales no decrecientes, de forma que el mismo valor no aparezca mas de k veces
(k=orden del B-spline)

tj < tj4q para todo j=0,...,m-1.

Definiremos las m+1-k funciones base B-spline Nik(t) de orden k (grado= k-1) como:

Cuando k=1
1 Si t;, <t<t;
N: t) = 1 =v*" =4+
i1(6) { 0 siesde otromodo.
Cuando k >1
Ny (t) = iNik—1(t) + MNiH ke-1(t).
tivk—1—t;i tivk—tit1 ’

Estas funciones base cumplen las siguientes propiedades basicas:

1. Hay n+1 funciones base, con n+k=m, siendo n+1 el nimero de puntos de control.

2. Ny (t) >0, para t; <t <t
3. Ny(®)=0, para to<t<t; tip<t<tmn,.
4. TEoNg@®) =1, te€[tytns], propiedad de normalizacién .
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A continuacidn, se muestra la programacién en Matlab.

function [BtO]=Bsplines basis(T,iT, k,t0,nt)

% This function computes the basis functions of B-splines
[BtO]=Bsplines basis(T,iT, %k, t0,nt);

Input variables:

T knot vector

% 1T number of basis function in which we are interested
k order of the basis function

t0 point we want to evaluate

% nt number of points to discretize the interval T (1) :T (m)

% Number of knots
m=length (T) ;

3 1T must have enough data available at the extremes

1ifiT<1l | iT>m-k

str=['Thenumber of theconsideredbasisfunctionmust be between 1 and m-
k']
uiwait (msgbox (str, 'Error message', 'error',6 'modal'))
BtO=[];
return;
end

)

% Discretization of the knot vector
t=linspace (T (1), T (m),nt);

% We plot the knot vector

figure (1) ;

plot (T, zeros (size(T)), '+k', '"MarkerSize',10);

axis ([T(1)-0.1*(T(2)-T(1l)) T(m)+0.1*(T(m)-T(m-1)) -0.1 1.5])
holdon

for i=l:nt

[Bt (i) ]1=Bspline(T,iT,k,t (1))

end

plot (t,Bt,'r");

[Bt0]=Bspline (T,iT, k, t0) ;

Dentro de este programa se llama a este otro

function [Bt]=Bspline(T,iT,k,t)
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% This function computes the basis functions of B-splines
% [BtO]=Bsplines basis(T,iT, k,t0);

% Input variables:

% T knot vector

% 1T number of basis function in which we are interested
% k order of the basis function

% t0 point we want to evaluate

Q

% Example:

% [BtO]=Bspline([0,1,2,3,4,5],3,2,2);

[}

% number of knots

m=length (T);

% 1T must have enough data available at the extremes

if iT<1 | 1iT>m-k

str=['The number of the considered basis function must be between
1 and m-k'];

uiwait (msgbox (str, 'Error message','error', 'modal'))

return;

end

if k==

if iT==m-k

if t>=T(iT) & t<=T (iT+1)

else

end
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else

if t>=T(4iT) & t<T(iT+1)
else

end

end

else

if abs (T (iT+k-1)-T(iT))<10"(-15)
if abs (T (iT+k)-T(iT+1))<10"(-15)
Bt=0;
else
Bt=(T (iT+k)-t) /(T (iT+k)-T (iT+1)) *Bspline (T, iT+1,k-1,t);
end
else
if abs (T (iT+k)-T(iT+1))<10"(-15)
Bt=(t-T(iT))/ (T (iT+k-1)-T(iT)) *Bspline(T,iT,k-1,t);
else

Bt=(t-T(iT))/ (T (iT+k-1)-T(iT))*Bspline (T, iT, k-1,t)+ (T (iT+k) -
t) /(T (iT+k)-T(iT+1))*Bspline(T,iT+1,k-1,t);

end

end

end

Vamos a realizar un ejemplo donde se construyen las funciones base para un B-spline uniforme
de grado 1 con vector de nodos [0,1,2,3,4,5]. A continuacidn se realizaran también los B-spline
de grado dos y tres con el mismo vector de nodos:

-caso uniforme
-grado 1 (orden 2)
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,1,2,3,4,5],3,2,2,1000);
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,1,2,3,4,5],1,2,2,1000);
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>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,1,2,3,4,5],2,2,2,1000);

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,1,2,3,4,5],4,2,2,1000);

1.5 T T T T T T T T T T

S L
/\\‘\ / \\“ ﬂ\\
/ \\\ / \\ \\
\
/ \/ \ \
0.5

Fig 6.2.1: caso uniforme grado 1.
-grado 2 (orden 3)
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,1,2,3,4,5],1,3,2,1000);
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,1,2,3,4,5],2,3,2,1000);

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,1,2,3,4,5],3,3,2,1000);

15 T T T T T T T T T T

eor / \ |

[ 5 T S

| | | |
I I 1 1
5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5
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-grado 3 (orden 4)

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,1,2,3,4,5],1,4,2,1000);

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,1,2,3,4,5],2,4,2,1000);

Fig 6.2.2: caso uniforme grado 2.

157

Fig 6.2.3: caso uniforme grado 3.

Eot

Los B-spline también pueden utilizar un vector de nodos no uniforme como los casos

gue se muestran a continuacion:

-caso no-uniforme

-grado 1 (orden 2)

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,7,10,21,28,40],1,2,2,1000);
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,7,10,21,28,40],2,2,2,1000);
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,7,10,21,28,40],4,2,2,1000);

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,7,10,21,28,40],5,2,2,1000);
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1.6 T T T T T T T T

0.5

Fig 6.2.4: caso no-uniforme grado 1.

-grado 2 (orden 3)
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,7,10,21,28,40],1,3,2,1000);
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,7,10,21,28,40],2,3,2,1000);

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,7,10,21,28,40],3,3,2,1000);

1.6 T T T T T T T T

"A\.

/ \\“; ~/ '“'\\
/ / / | \>/>\\ \\1

| |
| [
1

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Fig 6.2.5: caso no-uniforme grado 2.
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-grado 3 (orden 4)
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,7,10,21,24,40,46,55,59,90],1,4,2,1000);
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,7,10,21,24,40,46,55,59,90],2,4,2,1000);
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,7,10,21,24,40,46,55,59,90],3,4,2,1000);
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,7,10,21,24,40,46,55,59,90],4,4,2,1000);
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,7,10,21,24,40,46,55,59,90],5,4,2,1000);

>> [BtO]=Bsplines_basis([0,7,10,21,24,40,46,55,59,90],6,4,2,1000);

1.8 T T T T T T T T T

Fig 6.2.6: caso no-uniforme grado 3.

En el vector de nodos asociado a los B-spline se pueden repetir nodos con el objetivo de
generar puntos donde la funcién presenta menor suavidad, asi por ejemplo se pueden obtener
curvas que reproducen picos.

- Efecto de la repeticion de nodos
-grado 1 (orden 2)
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,1,2,3,4,4,5],1,2,2,1000);
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,1,2,3,4,4,5],1,2,2,1000);
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,1,2,3,4,4,5],2,2,2,1000);
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,1,2,3,4,4,5],3,2,2,1000);

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,1,2,3,4,4,5],4,2,2,1000);
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>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,1,2,3,4,4,5],5,2,2,1000);

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,1,2,3,4,4,5],6,2,2,1000);

Fig 6.2.7: repeticidon de nodos grado 1.

Podemos ver que al repetir el nodo cero se nos genera la primera funcién base, que
utiliza un soporte de tres puntos, utilizando un nodo repetido y esto provoca una discontinuidad
de salto en el nodo cero. De igual forma al repetir el nodo cuatro también se produce una
discontinuidad de salto n dicho nodo.

- grado 2 (orden 3), repitiendo dos veces un mismo nodo:
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,1,2,3,4,4,5],1,3,2,1000);
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,1,2,3,4,4,5],2,3,2,1000);
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,1,2,3,4,4,5],3,3,2,1000);

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,1,2,3,4,4,5],4,3,2,1000);
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1.6 T T T T T T T T T T

Fig 6.2.8: repeticion de nodos grado 2, repitiendo dos veces un mismo nodo.

Podemos observar que al repetir el nodo 4 y obtener la quinta funcién base la funcién
cambia totalmente de forma, dando origen a una discontinuidad en la primera derivada. Esto
mismo también ocurre en la primera funcién base ya que se ha repetido el nodo 0.

- grado 2 (orden 3), repitiendo tres veces un mismo nodo:
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,1,2,3,4,4,4,5],1,3,2,1000)
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,1,2,3,4,4,4,5],2,3,2,1000)
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,1,2,3,4,4,4,5],3,3,2,1000)
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,1,2,3,4,4,4,5],4,3,2,1000)
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,1,2,3,4,4,4,5],5,3,2,1000)
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,1,2,3,4,4,4,5],6,3,2,1000)

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,1,2,3,4,4,4,5],7,3,2,1000)
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Fig 6.2.9: repeticion de nodos grado 2, repitiendo tres veces un mismo nodo.

En este caso como se ha repetido tres veces el nodo 0 y el nodo 4, se han generado
discontinuidades de salto en las funciones base correspondientes.

-grado 3 (orden 4), repitiendo dos veces un mismo nodo:
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,1,2,3,4,4,5],1,4,2,1000);
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,1,2,3,4,4,5],2,4,2,1000);
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,1,2,3,4,4,5],3,4,2,1000);

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,1,2,3,4,4,5],4,4,2,1000);
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Fig 6.2.10: repeticion de nodos grado 3, repitiendo dos veces un mismo nodo.

Podemos ver que con grado 3 sucede el mismo patrén que con los casos anteriores.
-grado 3 (orden 4), repitiendo tres veces un mismo nodo:

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,1,2,3,4,4,4,5],1,4,2,1000)

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,1,2,3,4,4,4,5],1,4,2,1000)

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,1,2,3,4,4,4,5],2,4,2,1000)

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,1,2,3,4,4,4,51,3,4,2,1000)

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,1,2,3,4,4,4,5],4,4,2,1000)

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,1,2,3,4,4,4,5],5,4,2,1000)

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,1,2,3,4,4,4,5],6,4,2,1000)
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Fig 6.2.11: repeticion de nodos grado 3, repitiendo tres veces un mismo nodo.

-grado 3 (orden 4), repitiendo cuatro veces un mismo nodo:
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4,5],1,4,2,1000)
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4,5],2,4,2,1000)
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4,5],3,4,2,1000)
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4,5],4,4,2,1000)
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4,5],5,4,2,1000)
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4,5],6,4,2,1000)
>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4,5],7,4,2,1000)

>> [Bt0]=Bsplines_basis([0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4,5],8,4,2,1000)
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Fig 6.2.12: repeticion de nodos grado 3, repitiendo cuatro veces un mismo nodo.

Tal y como podemos comprobar en las figuras anteriores, cuando utilizamos un B-spline
de grado k-1 las funciones base presentan suavidad de clase CX~2. Cada vez que repetimos un
nodo la continuidad baja en un orden de magnitud, asi por ejemplo cuando utilizamos un B-
spline de grado 3 si no repetimos ninglin nodo, tenemos que las funciones base son de clase C?,
es decir, continuas con 12 y 22 derivada continuas también. Si repetimos un nodo una vez, en
ese nodo la funcién base serd de clase C1, si lo repetimos dos veces sera de clase C°, es decir,
solo continua con un pico y si lo repetimos tres veces tendremos una discontinuidad de salto en
ese nodo. Esto se puede comprobar también con los B-spline de grado 2, sélo que en este caso

tanto el pico como la discontinuidad de salto se dan al repetir una y dos veces respectivamente
un mismo nodo.

de normalizacion dice:

A continuacidon vamos a comprobar que se cumple la propiedad de normalizacién de las
funciones base mediante un programa Matlab disefiado al efecto. Recordamos que la propiedad

n
DM@ =1, te[titnn]
i=0

Donde Nj; son las n+1 funciones base, con n+k=m siendo k el grado del B-spline y m+1
el nimero de nodos totales.
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-Propiedad de Normalizaciéon de las funciones Base

function [NtO]=normalizing property Bsplines (T, k,t0,nt)

% This function proves computationally the normalizing property of B-
pline basis functions
[NtO]normalizing property Bsplines(T,k,t0,nt);
Input variables:
T knot vector
% It number of basis function in which we are interested
k order of the basis function
t0 point we want to evaluate
% nt number of points to discretize the interval T (1) :T (m)
% Output variables:
% NtO sum of the Bspline basis functions at tO0

% Number of knots
m=length (T) ;

[}

% We plot each basis function for order k

Nt0=0;
foriT=1:m-k
[BtO]=Bsplines basis(T,iT, k,t0,nt);
aux (iT)=BtO0;
Ms=12-2*nnz (~ (BtO0-aux (1:iT-1)));
plot (t0,Bt0, 'co', 'MarkerSize',Ms, '"MarkerFaceColor', 'Cyan', 'MarkerEdgeC
olor', 'Black');
NtO0=NtO0+BtO;
end

o)

% We plot a parellel line to the x-axis with value 1
plot (T,ones(l,m),'g', 'LineWidth', 3);
% We plot NtO at the abscisa tO

plot ([t0O,t0],[0,1],'r", 'LineWidth',1);

plot (t0,Nt0, 'mo', 'MarkerSize',12, '"MarkerFaceColor', 'Magenta', '"MarkerEd
geColor', 'Black"');

text (t0,1.1, 'Nt0=1");

Ejemplo:

>> [Nt0]=normalizing_property_Bsplines([0,1,2,3,4,5],3,2,1000);
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Fig 6.2.13: propiedad de normalizacidén de la funciones base.

Como podemos observar en la grafica se cumple la propiedad de normalizacién, es decir, las
funciones base sumadas en cualquier t del rango de pardmetros suman 1, en particular en el
valor t=2 representado en la gréfica.

6.3 B-SPLINE CURVE
Dado un conjunto de n + 1 puntos de control (lamados puntos de Boor) P; (i=0, ..., n) y un
vector de nodo T = [tg, tq, ..., t;—1, tm] Se define un B-spline S (t) de orden k como:

S(t) = Xizo Pl ().

Donde Nik (t) describe la funcion base B-spline de grado k asociado con el vector de nodo T.

Se debe cumplir la siguiente regla entre el nimero de puntos de control y el nimero de nodos:
m+1l=m+1)+k;

donde m+1 es el nimero de nodos (entradas del vector de nodos), n+1 es el nimero de puntos
de control, y K es el orden de la curva. Simplificando:

m=n+k.
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Los vectores de nodos se pueden clasificar como:
- Periddico / Uniforme

La influencia de cada funcién basica esta limitada a k intervalos y el rango de
pardmetros esta compuesto por:

Tk)<t<T(n+1).

Que la distancia t; — t;_q = C sea contante entre nodos determina el caracter
uniforme del B-spline. En la frontera del rango de parametros se afiaden k-1 nodos
tanto a la izquierda como a la derecha manteniendo el caracter uniforme.

Ejemplo: n=3,k=3, m=6,T=[0123456].

- No periédico
Podemos repetir los valores del vector nodo en los extremos, de manera que la curva
interpola los puntos de control primero y ultimo. Las condiciones de frontera se
toman en este caso hacia el interior del intervalo.

El rango de parametros es el mismo que en el caso periddico:

Tk)<t<T(n+1).

Ejemplo: n=3, k=3, m=6,T=[0001222].

- No uniformes (NURBS)

No uniforme hace referencia a que la distancia entre nodos sucesivos no es
constante. Este hecho permite que las funciones base sean mas apuntadas o planas
en diferentes zonas y asi conseguir mejores resultados al definir perfiles. Los NURBS
son un tipo de curvas B-splines no uniformes, de hecho se trata de curvas B-spline
racionales basadas en vectores de nodos no uniformes (Non Uniform Rational B-
splines, o también se les conoce como Nobody Understand Rational B-splines
debido a que poca gente llega a comprender bien su naturaleza matematica y su
uso correcto en la practica.

Ejemplo: T=[0123334],0T=[{0012455].
En la representacidn de Bézier, es un caso simple de B-spline, cuando:
- Nudmero de puntos de control= n+1= orden del B-spline.

- Se considera un vector de nodo no periddico dado por la mitad inicial de valores 0’s,
n+1 valores, y la otra mitad 1’s.

A continuacidn se muestra la programacion en Matlab para este apartado y los ejemplos
realizados:
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-Programa Matlab

function [Bt0O]=Bspline Curve(P,T,k,nt,type Bs,varargin)

Q

% This function computes the B-spline curve associated with the Knot
vector

o

T and the control points P

o°

[BtO0]=Bspline Curve (P, T, k,nt,type Bs,varargin);

Input variables:

o°

o°

P control points

T knot vector satifying

o

o\

number of knots= number of control points + order of the
Bspline

o\

k order of the basis function

% nt number of points to discretize the interval T (1) :T (m)
% type Bs 'P' for Periodic, 'NP' for Non Periodic

% t0 (optional) point where we want to evaluate

% Output variables:

% Bt0 point in the curve for value of t=t0

o

Examplel:

— o°

Bt0]=Bspline Curve([1,2;2,4;3,2;4,1;5,31,10,1,2,3,4,5,6,7],3,1000,'P"'
2.5);

14

%

o

Example?2:

BtO]=Bspline Curve([1,2;2,4;3,2;4,1;5,3],[0,0,0,1,2,3,3,3]1,3,1000, 'NP
12.5);

- — o°

% Example3:

[BtO]=Bspline Curve([1,2;2,5;3,7],([0,0.2,0.4,0.6,0.8,1],3,1000,'P"',0.5
)

’

% Exampled:

BtO]=Bspline Curve([1,2;3,7;4,4;5,6;7,9;8,10;10,12],[0,0,0,0,0.25,0.5
0.75,1,1,1,11,4,1000, 'NP',0.4);

14
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% We obtain the length of the knot vector and the number of control
points

m=length (T);

n=size (P, 1);

% We check that the equation m=n+k is satisfied

°

if m~=n+k

str=['The number of knots must be equal to the number of control
points plus the order k of the Bspline'];

uiwait (msgbox (str, 'Error message','error','modal'))
return;

end

% We see 1if there is any t0 to evaluate

if nargin==

% We initialize Bt0O as empty when there is no t0 where to evaluate

BtO0=[1;

elseif nargin==

BtO0=[1;

tO=varargin{l};

end

% We discretize the knot vector
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t=linspace (T (k),T(n+l),nt);

switch type Bs

case 'P'

aux=T(1l:k); aux=diff (aux);

auxl=T (n+1l:m); auxl=diff (auxl);

if ~all(aux)| ~all (auxl)
str=['The vector of knots must be periodic'];
uiwait (msgbox (str, 'Error message','error',6 'modal'))
return;

end

case 'NP'

aux=T(1l:k); aux=aux-T(1l);

auxl=T (n+1l:m); auxl=auxl-T (m);

if any(aux) | any(auxl)
str=['The vector of knots must be non-periodic'];
uiwait (msgbox (str, 'Error message','error', 'modal'))

return;

end

end

o)

% We calculate the point in the curve for each value of t

for it=1:nt-1
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Xt(lt/ :):[O/O];

Q

% Expression for computing the Bspline curve

for in=1:n
xt (it, :)=xt (it, :)+P(in, :) *Bspline (T, in, k,t(it));

end

end

[}

% We plot in 2D the curve
plot(xt(:,1),xt(:,2), " 'k-", "MarkerSize',10);

hold on

[}

% We plot the control polygon

plot(P(l:in,1),P(l:in,2), 'v=-");

plot(P(l:in,1),P(l:in,2), 'bo', 'MarkerFaceColor', 'b");

mx=min(P(l:in,1));
Mx=max (P (l:in,1));
my=min (P(l:in,2));
My=max (P(1l:in,2));

axis ([mx-0.1* (Mx-mx) Mx+0.1* (Mx-mx) my-0.1* (My-my) My+0.1* (My-my)]);

o)

% We evaluate at t0 if it is the case

if nargin==

xt=[0,07;
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for in=1l:n

xt=xt+P(in, :) *Bspline (T, in, k, t0) ;

end

BtO=[xt (1) ,xt(2)];

o

% We plot in 2D the curve

plot (xt(1),xt(2),'go', '"MarkerSize',10);

end

-Ejemplo 1
En este ejemplo realizaremos el caso de periddico:

>> [Bt0]=Bspline_Curve([1,2;2,4;3,2;4,1,5,3],[0,1,2,3,4,5,6,7],3,1000,'P',2.5);

161

Fig. 6.3.1: ejemplo 1 Bspline_Curve caso periddico.
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-Ejemplo 2

En este ejemplo se realizaremos el caso de no periddico:

>> [BtO]=Bspline_Curve([1,2;2,4;3,2;4,1,5,3],[0,0,0,1,2,3,3,3],3,1000,'NP',2.5);

3.6 7

1587 i

Fig. 6.3.2: ejemplo 2 Bspline_Curve caso no periddico.
- Ejemplo 3

>> [Bt0]=Bspline_Curve([1,2; 2,5;3,7],[0,0.2,0.4,0.6,0.8,1],3,1000,'P',0.5);

Fig. 6.3.3: ejemplo 3 Bspline_Curve caso periodico.

131



y Universidad

Politécnica
de Cartagena

- Ejemplo 4

>>[Bt0]=Bspline_Curve([1,2;3,7;4,4;5,6;7,9;8,10;10,12],(0,0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1,1],4,1000,'N
P',0.4);

10

Fig. 6.3.4: ejemplo 4 Bspline_Curve caso no periddico.

function [BtO]=Rational Bspline Curve3(P,w,T, k,nt,type Bs,varargin)
This function computes the Rational Bspline Curve with weights

% [BtO]=Rational Bspline Curve3(P,w,T,k,nt,type Bs,varargin);

% Input variables:

P 2D cell array containing the three spatial coordinates of the
% w weights vector associated with the control points

% T knot vector satifying
% number of knots= number of control points + order of the

nt number of points to discretize the interval T (1) :T (m)
type Bs 'P' for Periodic, 'NP' for Non Periodic

t0 (optional) point where we want to evaluate

Output variables:

Bt0 point in the curve for value of t=t0

Examplel:
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o\

syms u
C(u)=[cos (u),sin(u),ul;
nu=20;
ud=linspace (0,2*pi,nu);
P=cell (nu,1);
for i=1:nu
P{i}=double (subs (C(u),u,ud(i)))
end
w=ones (1,nu); w(l)=100; w(nu)=100;
k=4;
T=1:nu+tk;
£0=10.5;
nt=100;
[BtO]=Rational Bspline Curve3(P,w,T,k,nt,'P',t0);

00 O° o A A A O A A d° o° o°

o°

% We obtain the length of the knot vector and the number of control

o

points

m=length (T) ;
n=size (P, 1);
s=length (w) ;

o

% We check that the equation m=n+k is satisfied

if m~=n+k

str=['The number of knots must be equal to the number of control
points plus the order k of the Bspline'];

uiwait (msgbox (str, 'Error message', 'error',6 'modal'))

return;
end

% We check that we have a weight for each point
if n~=s

str=['The number of points must be equal to the lenght of weights
vector w'];

uiwait (msgbox (str, 'Error message', 'error',6 'modal'))

return;
end

% We see i1if there is any t0 to evaluate
if nargin==

% We initialize BtO as empty when there is no t0 where to evaluate
BtO=[];

elseif nargin==
tO0=varargin{l};

end
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Q

% We discretize the knot vector

switch type Bs

case 'P'
t=linspace (T (k), T (n+l),nt);

case 'NP'
t=linspace (T (1), T (m-k+1),nt);

end

o

% We calculate the point in the curve for each value of t

xt=cell (nt,1);

for it=1l:nt

xt{it}=[0,0,0]; % It is going to contain only the numerator of
the

Q

% rational B-spline till a final division

[}

% Initialization of the denominator of the Rational B-spline xt
for

)

% each value of t

d=0;

o)

% Expression for computing the Bspline curve

for in=1:n
xt{it}=xt{it}+w(in) *P{in}*Bspline (T,in, k,t(it));
d=d+w (in) *Bspline (T, in, k, t (it));

end

)

% We perfom the mentioned division in Rational B-splines
xt{it}=xt{it}/d;

% We plot in 2D the curve

Paux=xt{it};

plot3 (Paux(l),Paux(2),Paux(3), 'ko-"', 'MarkerSize',3);
hold on

end

Q

% We plot the control polygon

for i=1:n
aux=P{i};
Px (i)=aux (1) ;
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end

plot3 (Px,Py,Pz,'r-");
plot3 (Px,Py, Pz, 'bo', '"MarkerFaceColor', 'b'");

axis ([mx-0.1* (Mx-mx) Mx+0.1* (Mx-mx) my-0.1* (My-my) My+0.1* (My-my) mz-
0.1* (Mz-mz) Mz+0.1* (Mz-mz) 1]);

% We evaluate at t0 if it is the case

if nargin==

o\°

Initialization of the denominator of the Rational B-spline xt
for

xt=[0,0,0];

for in=1:n
xt=xt+w (in) *P{in}*Bspline (T, in, k, t0);
d=d+w (in) *Bspline (T, in, k, t0) ;

end

)

% We perfom the mentioned division in Rational B-splines
xt=xt/d;
BtO=[xt (1),xt(2),xt(3)];

)

% We plot in 2D the point
plot3(xt(1l),xt(2),xt(3),"'go', '"MarkerSize',10);

end

6.4 ALGORITMO DE BOOR

Este algoritmo fue desarrollado por Boor en 1972.

Consideramos la combinacion lineal

S(t) = Z CON(2).
i
De B-splines de grado n sobre una secuencia de nodos (t;). Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que la secuencia de nodos y la sumatoria se extienden de —oo a co. Por la forma de los

soportes locales de los N;* esta suma es siempre finita para cualquier t dado. Supongamos que
t € [ty ths1]t, entonces
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n

S(t) = Z c? N (¢).

i=0

Utilizando repetidamente la recursion para B-splines y agrupando términos obtenemos:

n
S@© = ) N®
i=1
n
= ZcinNiO(t) =cn,
i=n

donde los ¢ estan dados por las combinaciones afines

t— ¢
d=1A-a)F+acd™, a=a' " =——mm—.

t: —t:
i+n+l1-r 14

Note que a € [0,1] puest € [t,,t,41), Y pPOr tanto, las convinaciones afines son convexas.

Los puntos ¢ los podemos ordenar en el siguiente esquema triangular, en el la regla de
recursion es la anterior recursién afin.

€
c ci
¢ 3

Ch Cn Cpi- Cp

regla

(¢ depende de la posicion)

Una consecuencia importante del algoritmo de Boor es que el spline S(t) sobre un intervalo
intermodal (entre dos nodos consecutivos) es una combinacién convexa de n+1 coeficientes
consecutivos ¢;. Por tanto si los ¢; son puntos en un espacio afin, tenemos que S(t) también es
un punto del espacio afin. Debido a esto, los ¢; se llaman puntos de control de S(t).

Es mas, el spline esta en la capsula convexa de los puntos de control, lo que implica

olN' () =1 para tE [tytns1)

los B-splines forman una particidn de la unidad.
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Tendremos que tener en cuenta que para t € R, el algoritmo de Boor aplicado a los puntos
cd,...,cY calcula el polinomio S,(t), que coincide con S(t) sobre el intervalo intermodal

[tn'tn+1)-

Este algoritmo generaliza el algoritmo de Casteljau de la misma manera que los B-splines
generalizan las curvas de Bézier.

De hecho cualquier curva de Bézier se puede generar con el algoritmo de Cox de Boor usando
un vector de nodos de doble longitud que la longitud del vector de puntos de control y con orden
del B-spline igual al numero de puntos de control, y por tanto de un grado de los polinomios B-
spline una unidad inferior. Ese vector de nodos consiste de la mitad de valores cero y la mitad
de valores 1.

Esto se comprueba mediante el siguiente ejemplo realizado con los programas desarrollados:
[Pt,t,P]=Casteljau([1,2;3,7;4,4;5,6;7,9;8,10;10,12],0.5)

Pt=[5.3438, 6.7344]

[Bu]=Boor_algorithm_Bsplines([1,2;3,7;4,4;5,6,7,9;8,10;10,12],7,[0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1],0.
5)

Bu==[5.3438, 6.7344].

Como se puede observar hemos obtenido el mismo resultado por ambos métodos.

A continuacién se muestra la programacién en Matlab

function [Bu,P]=Boor algorithm Bsplines(C,p,U,u)

o

This function evaluates in u the B-spline of degree p which makes

% use of the control points P and the knot vector U

% [Bu]l=Algoritmo Boor Bsplines (C,p,U,u)

% Input variables:

% C vector of control points

% p order of the B-spline

% U knot vector of length m

% u point to evaluate the B-spline, U(p)<= u <= U(mt+l-p)
% Output variables:

% Bu value of the B-spline at u

% P successive control points
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% Example 1:

o°

Enunciate:

oe

Given the control points

o°

P1=[1,2], P2=[3,7], p3=[4,4], p4=[2,-1], p5=[1,2]

o

and the knot vector

oe

U=[(0,0,0,0.3,0.6,1,1,1]

evaluate the B-spline of degree 2 in u=0.5

oe

Solution:

o

o\

[Bul=Boor algorithm Bsplines([1,2;3,7;4,4;2,-
;1,21,3,[0,0,0,0.3,0.6,1,1,11,0.5);

=

o\

o°

Example 2:

Bu]=Boor algorithm Bsplines([1,2;3,7;4,4],3,[0,0.2,0.4,0.6,0.8,1],0.5

’

~ — o°

o\

% Example 3:
[Bu]=Boor algorithm Bsplines([1,2;3,7;4,4;5,6;7,9;8,10;10,12],4,1[0,0,0
,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1,11,0.4);

$ We find the interval such that U(i)<=u<=U(i+1)

m=length (U) ;
n=length (C) ;
ind=find (U<=u) ;

k=max (ind) ;

Q

% We define the initial points to iterate

P=zeros (p,n,2);

a=zeros (p-1,n);
P(1,1:k,:)=C(l:k,:);
display('Puntos iniciales usados')
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Q

% We start the iteration
for r=1:p-1
for i=k-p+r+l:k
a(r,1)=(u-U(i))/(U(i+p-r)-U(i)); % weights
P(r+l,1i,:)=(1l-a(r,i))*P(r,i-1,:)+a(xr,i)*P(xr,1i,:);
end
display(['Pesos calculados en el paso',blanks(2),num2str(r)])
Pesos=a(r,:)"'
display(['Puntos calculados en el paso',blanks(2),num2str(xr)])
Paso=[P(r+1l,:,1);P(xr+l,:,2)]"
pause

end

% We print the aproximated point

display(['Punto aproximado para la abscisa x=',num2str(u)])

Bu=[P(p,k,1),P(p,k,2)]

6.5 RATIONAL B-SPLINE CURVE
Si a la definicion dada en el apartado anterior nosotros le introducimos pesos w;;, podemos
obtener la rational B-spline curve mediante la siguiente expresion:

Yizo PiwiNy (t)
?:O WiNik (t)

R(t) =

A continuacidn se muestra la programacién en Matlab

function [BtO]=Rational Bspline Curve(P,w,T,k,nt,type Bs,varargin)

o\

This function computes the Rational Bspline Curve with weights

o

o

[BtO]=Rational Bspline Curve(P,w,T,k,nt,type Bs,varargin);

o\°

o\°

Input variables:

139



"H Universidad &
46,‘ » Politécnica
&Y de Cartagena e

P control points
w weights vector associated with the control points
T knot vector satifying
number of knots= number of control points + order of the

o° o o° oe

o°

Bspline

k order of the basis function

nt number of points to discretize the interval T(1l) :T(m)
type Bs 'P' for Periodic, 'NP' for Non Periodic

t0 (optional) point where we want to evaluate

o° o o o oe

o°

Output variables:

o°

o°

Bt0 point in the curve for value of t=t0

o°

% Examplel:

[BtO]=Rational Bspline Curve([1,2;2,4;3,2;4,1;5,3]1,(1,2,2,2,11,10,1,2,
3,4,5,6,7],3,1000,'P',2.5);

% Example2:

[BtO]=Rational Bspline Curve([1,2;2,4;3,2;4,1;5,3],(1,2,1,0.5,2],10,0,
0,1,2,3,3,31,3,1000,'NP"',2.5);

o\

Example3: one circle

[BtO]=Rational Bspline Curve ([l+sqrt(0.1875),0.75;1, (0.75)/(1-

sqrt (0.1875));1-
sqrt(0.1875),0.75;0,0;1,0;2,0;1+sgrt(0.1875),0.751,1(1,1/2,1,1/2,1,1/2,
11,10,0,0,1/3,1/3,2/3,2/3,1,1,11,3,1000, 'NP") ;

o°

o)

% We obtain the length of the knot vector and the number of control
points

m=length (T) ;
n=size (P, 1);
s=length (w) ;

)

% We check that the equation m=n+k is satisfied

if m~=n+k

str=['The number of knots must be equal to the number of control
points plus the order k of the Bspline'l];

uiwait (msgbox (str, 'Error message','error', 'modal'))

return;
end

Q

% We check that we have a weight for each point

if n~=s

str=['The number of points must be equal to the lenght of weights
vector w'];

uiwait (msgbox (str, 'Error message', 'error', 'modal'))

return;
end
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Q

% We see 1f there is any t0 to evaluate
if nargin==

[}

% We initialize Bt0 as empty when there is no t0 where to evaluate
BtO=[];

elseif nargin==
tO0=varargin{l};

end

o

% We discretize the knot vector
t=linspace (T (k), T (n+l),nt);
switch type Bs

case 'P'

aux=T(1l:k-1); aux=diff (aux);
auxl=T (n+2:m); auxl=diff (auxl);

if ~all(aux)| ~all (auxl)

str=['The vector of knots must be periodic'];
uiwait (msgbox (str, 'Error message', 'error', 'modal'))
return;
end
case 'NP'

aux=T(1l:k-1); aux=aux-T(1);
aux1=T(n+2:m); auxl=auxl-T (m);

if any(aux) | any(auxl)
str=['The vector of knots must be non-periodic'];
uiwait (msgbox (str, 'Error message', 'error', 'modal'))
return;

end

end

% We calculate the point in the curve for each value of t
for it=1l:nt

xt=[0,0]; % It is going to contain only the numerator of the
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% rational B-spline till a final division

]

% Initialization of the denominator of the Rational B-spline xt

Q

% each wvalue of t

d=0;

o

% Expression for computing the Bspline curve

for in=1:n
xt=xt+w (in) *P(in, :) *Bspline (T, in, k,t (it));
d=d+w (in) *Bspline (T, in, k, t (it));

end

% We perfom the mentioned division in Rational B-splines
xt=xt/d;

% We plot in 2D the curve
plot (xt(1l),xt(2), 'ko-", 'MarkerSize',3);
hold on

e plot the control polygon

t(P(l:in,1),P(1l:in,2),'r=-");
t(P(l:in,1),P(1:in,2), 'bo', '"MarkerFaceColor', 'b'");
min(P(l:in,1));
max (P(l:in,1));
min(P(l:in,2));
max (P(1l:in,2));
S ([mx-0.1* (Mx-mx) Mx+0.1* (Mx-mx) my-0.1* (My-my) My+0.1* (My-my)]);
e evaluate at t0 if it is the case
nargin==
% Initialization of the denominator of the Rational B-spline xt
% t=t0
d=0;
xt=[0,01];

for in=1:n
xt=xt+w (in) *P (in, :) *Bspline (T, in, k, t0) ;
d=d+w (in) *Bspline (T, in, k, t0) ;

end

% We perfom the mentioned division in Rational B-splines

xt=xt/d;
BtO=[xt (1) ,xt(2)1];
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o)

% We plot in 2D the point
plot (xt(1),xt(2),'go', "MarkerSize',10);

end

Ejemplo 1

>>
[BtO]=Rational_Bspline_Curve([1,2;2,4;3,2;4,1;5,3],1,2,2,2,1],(0,1,2,3,4,5,6,7],3,1000,'P',2.5)

BtO= 2.0667 3.6000

KRN o 7

251 / / 1

15T 7

Fig 6.5.1: ejemplo 1 curva B-spline racional periddica.

Ejemplo 2

>>
[BtO]=Rational_Bspline_Curve([1,2;2,4;3,2;4,1;5,3],(1,2,1,0.5,2],[0,0,0,1,2,3,3,3],3,1000,'NP",2.
5)
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BtO= 4.4000 2.2000

3.5

28T

Fig 6.5.2: ejemplo 2 curva B-spline racional no periddica.

Ejemplo 3

>> [BtO]=Rational_Bspline_Curve([1+sqrt(0.1875),0.75;1,(0.75)/(1-sqrt(0.1875));1-
sqrt(0.1875),0.75;0,0;1,0;2,0; 1+sqrt(0.1875),0.75],[1,1/2,1,1/2,1,1/2,1],[0,0,0,1/3,1/3,2/3,2/3,
1,1,1],3,1000,'NP');
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121 4

06 7

Fig 6.5.3: ejemplo 3 curva B-spline racional no periddica.

A continuacidn se muestra el mismo programa, pero para tres dimensiones

function [BtO]=Rational Bspline Curve3(P,w,T, k,nt,type Bs,varargin)
% This function computes the Rational Bspline Curve with weights

% [BtO]=Rational Bspline Curve3(P,w,T,k,nt,type Bs,varargin);

Input variables:

% P 2D cell array containing the three spatial coordinates of the
control points

w weights vector associated with the control points

T knot vector satifying

% number of knots= number of control points + order of the
Bspline

% k order of the basis function

nt number of points to discretize the interval T (1) :T (m)
type Bs 'P' for Periodic, 'NP' for Non Periodic

% t0 (optional) point where we want to evaluate

% Output variables:

Bt0 point in the curve for value of t=t0
% Examplel:

% syms u

C(u)=[cos(u),sin(u),ul;
nu=20;
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ud=linspace (0,2*pi,nu);

P=cell (nu,1);

for i=1:nu
P{i}=double (subs (C(u),u,ud(i))):;

end

w=ones (1,nu); w(l)=100; w(nu)=100;

k=4;

T=1:nu+k;

£t0=10.5;

nt=100;

[BtO]=Rational Bspline Curve3(P,w,T,k,nt,'P',t0);

o o° O° O° o A° o o o°

o°

% We obtain the length of the knot vector and the number of control
points

m=length (T) ;
n=size(P,1);
s=length (w) ;

% We check that the equation m=n+k is satisfied

if m~=n+k

str=['The number of knots must be equal to the number of control
points plus the order k of the Bspline'];

uiwait (msgbox (str, 'Error message', 'error', 'modal'))

return;
end

)

% We check that we have a weight for each point
if n~=s
str=['The number of points must be equal to the lenght of weights
vector w'];
uiwait (msgbox (str, 'Error message', 'error', 'modal'))

return;
end

% We see 1f there is any t0 to evaluate
if nargin==

% We initialize Bt0 as empty when there is no t0 where to evaluate
BtO=[];

elseif nargin==
tO=varargin{l};

end
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% We discretize the knot vector

t=linspace (T (k), T (n+l),nt);

switch type Bs

end

)

case 'P'

aux=T (1l:k-1); aux=diff (aux);
auxl=T (n+2:m); auxl=diff (auxl);

if ~all (aux)| ~all (auxl)

str=['The vector of knots must be periodic'];
uiwait (msgbox (str, 'Error message', 'error', 'modal'))
return;
end
case 'NP'

aux=T(1l:k-1); aux=aux-T(1);
aux1l=T (n+2:m); auxl=auxl-T (m);

if any(aux) | any(auxl)
str=['The vector of knots must be non-periodic'];
uiwait (msgbox (str, 'Error message', 'error',6 'modal'))
return;

end

% We calculate the point in the curve for each value of t

xt=cell (nt,1);

for

the

for

it=1:nt-1

xt{it}=[0,0,0]; % It is going to contain only the numerator of

o)

% rational B-spline till a final division

o)

% Initialization of the denominator of the Rational B-spline xt

o)

% each value of t

d=0;

o)

% Expression for computing the Bspline curve

for in=1:n
xt{it}=xt{it}+w(in) *P{in}*Bspline (T,in, k,t(it));
d=d+w (in) *Bspline (T, in, k, t (it));

end

[}

% We perfom the mentioned division in Rational B-splines
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xt{it}=xt{it}/4d;
% We plot in 2D the curve

Paux=xt{it};

plot3 (Paux(l),Paux(2),Paux(3), 'ko-"', 'MarkerSize',3);
hold on

% We plot the control polygon

i=l:n
aux=P{1i};
Px (i)=aux (1) ;
Py (i)=aux (2) ;
Pz (i)=aux (3);

plot3 (Px,Py,Pz,'r-");
plot3 (Px,Py, Pz, 'bo', '"MarkerFaceColor', 'b");

axis ([mx-0.1* (Mx-mx) Mx+0.1* (Mx-mx) my-0.1* (My-my) My+0.1l* (My-my) mz-
0.1* (Mz-mz) Mz+0.1* (Mz-mz) 1]);

o)

% We evaluate at t0 if it is the case

if nargin==

for

end

o)

% Initialization of the denominator of the Rational B-spline xt
% t=t0
d=0;

xt=[0,0,01;

for in=1l:n
xt=xt+w (in) *P{in}*Bspline (T, in, k, t0);
d=d+w (in) *Bspline (T, in, k, t0) ;

end

Q

% We perfom the mentioned division in Rational B-splines
xt=xt/d;

BtO=[xt (1),xt(2),xt(3)1];

% We plot in 2D the point

plot3 (xt(1l),xt(2),xt(3),'go', "MarkerSize',10);
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Ejemplo

&“h

Fig 6.5.4: ejemplo curva B-spline racional en 2D.

ﬁﬂ'*-ﬁ.

Fig 6.5.5: ejemplo curva B-spline racional en 2D.
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Fig 6.5.6: ejemplo curva B-spline racional en 2D.
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7. NURBS [6, 10, 18, 19, 20, 23]

7.1 INTRODUCCION

Cualquier objeto en tres dimensiones se compone de superficies y curvas. Las maneras mas
usuales que tenemos para representar una curva o superficie son de forma implicita (dos
funciones dependiente de las variables de los ejes igualadas a cero en el caso de curvas o una
funcién dependiente de las variables de los ejes igualada a cero en el caso de superficies) o de
forma paramétrica (cada variable es funcién de un parametro independiente en el caso de
curvas o de dos pardmetros independientes en el caso de superficies).

En dos dimensiones sélo podriamos hablar de curvas, en dicho caso una curva queda definida
por una ecuacidn implicita o por su parametrizaciéon que expresa la posicién en el plano sobre la
curva para cada valor del parametro t.

Un ejemplo de curva plana seria la circunferencia de centro el origen y radio 1, que queda
representada por

f (x,y) =x*+y?—1=0 deforma implicita.
C(t) =[x(t),y(t)] a<t<b deforma paramétrica.

Si utilizamos la forma paramétrica para representar el primer cuadrante del circulo, esta
representacidén no es Unica, sino que tiene varias formas:

1-t2 2t

_ <t<
1+t2’1+t2] Osts1,

1) C@t) = [

2) C(t) =|[cost, sint] o <t< %,
por ejemplo, ya que se puede parametrizar de muchas otras maneras.

Las NURBS son una clase de curvas y superficies paramétricas, las cuales se utilizan debido a que
son procesadas con facilidad mediante ordenador, requieren de poca memoria y son estables
ante un error en punto flotante y tienen facilidad para representar ciertas curvas y superficies.

Una curva NURBS sin nodos interiores, es una curva de Bézier racional. A demas las curvas
NURBS contienen B-SPLINE no racionales y curvas de Bézier racionales y no racionales como
casos especiales. De hecho NURBS significa Non Uniform Rational B-splines, es decir, que
generaliza las curvas de Bézier permitiendo nodos interiores, a la vez que también generaliza los
B-splines permitiendo asignar pesos de atraccion a los puntos de control iniciales de la curva o
superficie. Por tanto, el material contenido en este capitulo es necesariamente igual que el que
podria encontrarse en el capitulo de B-splines y B-splines racionales.

Las NURBS estdn definidas por cuatro elementos fundamentales:

- Puntos de control: estos definen una aproximacion a la curva. Podremos modificar la
forma de la superficie moviendo en el espacio estos puntos. Cuando hablamos de una
curva estos puntos forman un vector de puntos y el poligono que se forma al unir los
puntos se llama poligono de control, es importante que el disefiador sepa que todos los
puntos de control estdn dentro de este poligono, de manera que el primer y ultimo
punto son sus extremos. Que una curva este o no dentro de un plano se debe a que los
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puntos de control de ésta estén o no en ese mismo plano, es decir, que la coordenada
z de ese plano sea constante.

- Pesos: corresponden a la coordenada homogénea, en un espacio de cuatro
dimensiones y existiendo Unicamente en curvas y superficies racionales. Estos pesos
van ligados a los puntos de control, de manera que si el peso de un punto es mayor que
otro, este tendra mayor atraccién sobre la curva.

= Siw=1lacurva no se vera modificada con respecto a la curva no racional.
= Si w>1 la atraccidon de ese punto respecto a la curva serd mayor,
produciéndose una aproximacién de la curva a dicho punto.
= Si w<1 se produciria un alejamiento de la curva con respecto al punto
teniendo como limite la linea recta que une el punto de control anterior y
siguiente.
Nunca trabajaremos con un peso de valor negativo.

- Vector de nodos: parte la curva de manera que las funciones base, dependiendo el
intervalo entre nodos en el que este, sean diferentes para obtener una mejor
definicidn. En el caso de un B-spline cldsico y como ya hemos visto antes tendrd sus
nodos distribuidos de manera uniforme. Como las NURBS son un B-spline racional no
uniforme, sus nodos no tienen esa distribucién uniforme. Ademds como es racional
tiene pesos y por tanto podemaos actuar sobre ellos y lograr mayor o menor atraccién
de cada punto de control. Si hablamos de una curva sélo tendremos un vector de nodos
en la direccién U y si estuviésemos hablando de una superficie habria un vector para
cada direccién que serian Uy V.

- Grado: la curva es representada por un polinomio de grado uno menos el orden de la
curva, de manera que las curvas de segundo orden (representadas por polinomios
lineales) se llaman curvas lineales, las curvas de tercer orden se llaman curvas
cuadraticasy las curvas de cuarto orden se denominan curvas cubicas, es decir, el grado
nos indicara si la curva es cuadratica, cubica, cuartica, etc.

Hemos de saber que al cambiar o modificar la posicién de un punto de control, la superficie
cambiara de manera local. Si eliminamos puntos de control se realizaran cambios en la superficie
pudiendo tener una curva final distinta a la inicial. Igual sucede si insertamos nuevos puntos de
control. En ambos casos la curva se vera afectada localmente.
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Fig. 7.1.1: variacion de una misma superficie NURB.

Una de las causas por las que utilizar las curvas NURBS es su facilidad a la hora de controlar la
suavidad, lo que nos permite obtener curvas sin cambios de direccidn ni torceduras o si las
hubiese tener un control exacto. En la figura 7.1.1 vemos la variacion sufrida por una superficie
NURB mediante la modificacién de algunos puntos de control.

7.1 CURVAS NURBS Y SU DEFINICION

Ya hemos visto como trabajan las funciones paramétricas, de manera que podemos emplearlas
para definir las curvas NURBS. Teniendo una funcidn a la que llamaremos Qy la cual evaluaremos
en t para obtener una serie (x, y) con la que dibujar la curva.

7.1.1 PUNTOS DE CONTROL

Como ya hemos visto anteriormente la forma de la curva viene modelada por los puntos de
control, los cuales se unen mediante lineas formando el denominado poligono de control. La
curva cambia Unicamente en el entorno cercano a un punto de control si éste se modifica. Esta
caracteristica nos permite realizar cambios en ciertos lugares sin cambiar la forma total de la
curva, ya que cada punto de control solo tiene influencia sobre la zona de la curva mas cercana
a él, sin tener o tener muy poco protagonismo en las que estan mas alejadas. La curva viene
expresada de la siguiente forma,

Q) = Z B;N; ().
i=0

7.1.2 FUNCIONES DE BASE
La funcién N; , (t) tiene como valor un nimero real, dénde k determina la influencia que tiene
el punto B; sobre la curva en el tiempo t.
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Fig. 7.1.2: funciones base.

En la figura 7.1.2 anterior tenemos un ejemplo de cémo podria ser una funciéon base. Como
podemos ver tiene su maximo efecto en un punto t concreto y su apuntamiento depende de la
separacion entre nodos. La funcién base influye de menor manera conforme uno se aleja de este
punto.

Como ya hemos dicho anteriormente las curvas NURBS “Non Uniform Rational B-Spline” son
una generalizacién de las curvas B-Spline, con la que también podemos representar cdnicas
mediante secciones de curvas racionales que se unen con ciertos grados de diferenciabilidad.
Por tanto las siglas NURBS indican que la curva tiene funciones coordenadas racionales en
términos de funciones base B-Spline definidas sobre un vector de nodos no uniforme.

La siguiente expresion muestra la definiciéon de una curva NURBS de forma matematica. Dados
los enteros positivos n, k, m, los puntos de control Py, ..., Pn, y los pesos wy, ...,wn, Una curva
NURBS de grado k esta definida por:

noP.w; N, (t
Zz—no i Wi l,k() a<t<bh.
i=o Wi Ny (t)

R(t) =
donde cada N; j (t) es una funcién base B-Spline sobre un vector de m+1 nodos no decrecientes
y no uniformes.

U=A{a,..,auUugiq, - Um-i-1,b, ..., b},

donde el valor de a se repite k veces al inicio del vector y el valor de b también se repite k
veces al final del vector si consideramos como en este caso condiciones de frontera no
periddicas.

Si tomamos U={0,...,0,1,...,1} y n=p tenemos:
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n
YicoPiwi By

0<t<1.
j=oWi Bji (1)

R(t) =

La cual es una expresion que define a la curva de Bézier racional.

Por otra parte si wi=c con c constante para toda i, la propiedad de particién de la unidad de las
funciones B-Spline implica que:

n
cXioPi Nip ()
R(t) = . = Z N;, (t)P;.

c ?:0 Ni,p () = P '

Esta ecuacién coincide con la de la curva B-Spline.
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8. BSPLINES EN DOS DIMENSIONES [2, 13]

Hoy en dia las superficies de Bézier, y herramientas mds sofisticadas como las superficies B-
Spline y las superficies NURBS se utilizan como herramientas de diseiio grafico en programas
como Adobe Photoshop, Adobe lllustrator, Inkscape, etc. O en programas de animacion gréfica
para controlar el movimiento en aplicaciones como Adobe Flash, Adobe After Effects, Adobe
Shockwave, entre otros. También y esto es de nuestro particular interés se utilizan en programas
de disefio naval como Rhinoceros y Maxsurf por citar dos.

A lo largo de este capitulo hablaremos y describiremos las superficies de Bézier, las superficies
B-Spline y las superficies B-Spline racionales.

8.1 SUPERFICIES DE BEZIER

A continuacién veremos cémo aumentar la dimension a partir de las curvas de Bézier definidas
en el capitulo 4 para conseguir superficies de Bézier. Las técnicas que necesitamos para su
construccion son las usuales para trabajar en varias dimensiones, y consisten
fundamentalmente en trabajar en cada una de las dimensiones por separado.

Teniendo un conjunto finito de (m + 1)(n + 1) puntos de R* que nombraremos red de control

{Pi’j}gr;')njo , definimos la superficie de Bézier x: [0,1] x [0,1]2> R3 como

x(wv) = i Z BI*(w) Bf ()P,

i=0 j=0
(u,v) € [0,1]x[0,1].
donde:

B™(u) = Nim’m“(u) es el B-spline unidimensional de orden k=m+1 para la columna i, que en
este caso coincide con la expresion de los polinomios de Bernstein.

Bl'(v) = NJ-"'”+1(v) es el B-spline unidimensional de orden k=n+1 para la fila j, que en este

caso coincide con la expresién de los polinomios de Bernstein.

P;; forma unared bidireccional de puntos .

8.2 SUPERFICIES B-SPLINE

A continuacién seguiremos la misma técnica que se ha utilizado en las superficies de Bézier de
atacar el problema dos dimensional via la técnica del producto tensor que se basa en calcular
los splines de una dimensién y multiplicarlos. Es decir, las técnicas que se usan para su
construccion son las inmediatas para pasar a varias dimensiones. Tal y como se ha explicado en
superficies de Bézier consisten en trabajar en cada dimensién separadamente. Vamos a
explicarlas en el rectangulo [0,1] x [0,1], si bien las adaptaciones para trabajar en cualquier otro
rectangulo general son obvias.
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Teniendo un conjunto finito de (m + 1)(n + 1) puntos de R*® que nombraremos red de control

{Pilj}gr;';l:)o , definimos la superficie B-spline x: [0,1] x [0,1]=2R3como

X@V) = > > N N )Py

i=0 j=0

(u,v) € [0,1]x[0,1].
donde:
Nim’k(u) es el B-spline unidimensional de orden k para la columna i.
Njn‘k(v) es el B-spline unidimensional de orden k para la fila j.

P, j forma unared bidireccional de puntos.

8.3 SUPERFICIES B-SPLINE RACIONALES

Estas superficies son una generalizacidon de las superficies B-Spline. Una superficie B-Spline
racional x de orden k en la direccidn uy orden | en la direccidn v se define mediante la siguiente
expresion:

Yo X NV () N () Py w

?io Z?:o Nim'k (u) Njn'l (v)Wi,j

x(u,v) =

donde

Nim'k(u) es el B-spline unidimensional de orden k para la columna i,
Nj"'l(v) es el B-spline unidimensional de orden | para la fila j.

P, forma unared bidireccional.

w;; son los pesos, los cuales asumiremos que son mayores que cero para todo i, j.

A continuacidn se muestra el programa elaborado en Matlab para el caso mas general de las
superficies B-splines racionales con vectores de nodos cualesquiera, es decir NURBS. El
programa viene seguido de dos ejemplos:

function
[PuOvO]=Rational Bspline Surface3 (ControlPoints,W,U,k,V,1,nU,nV, typeU
Bs, typeV_Bs,varargin)

o)

% This function computes the Rational B-spline surface with weights
associated with the knot

[o)

% vectors U and V in each orthogonal direction and with the control
points
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P in a given bidirectional net

uOv0]=Rational Bspline Surface3(ControlPoints,W,U,k,V,1,nU,nV,typeU

Bs, typeV Bs,varargin);

o
°

o

b
%
o

°

o
°

e

Input variables:

ControlPoints is a variable which gives the control points. They can

introduced in two different ways:

P rectangular matrix containing the value z of the

control points that belong to a given

%

%

o
°

bidirectional net

filename string containing the name of the Excel file

which in turn contains the rectangular array

o
°

with the control points. This information will be

converted in a 2D cell array using the progam

%

%

o\

Excel2Surface

W rectangular matrix containing the weights associated to each

control

o\

o°

o°

oo ~

o\

%

point
U knot vector in one direction satifying

number of knots in U= number of control points by row + order
of the Bspline

k order of the B-spline
V knot vector in the second direction satifying

number of knots in V= number of control points by column +

order 1 of the Bspline

oe

o
o

1 order of the B-spline

nU number of points to discretize the interval U(1l) :U(p)
nV number of points to discretize the interval V(1) :V(q)
typeU Bs 'P' for Periodic, 'NP' for Non Periodic
typeV Bs 'P' for Periodic, 'NP' for Non Periodic

[u0,v0] (optional) point inside the cartesian product [U(k),U (pp-

k+1) I1x[V(1),V(g-1+1)] where we want to evaluate

o
°
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% Output variables:

% PuOv0 point in the surface for value of u=ul,v=v0

% Examplel:

% syms X VY

% n=15; m=10;

% xm=linspace (0,2*pi,m);

% ym=linspace (0,2*pi,n);

% [Xm,Ym]=meshgrid (xm, ym) ;

% Zm=double (subs('sin(x+y) "', {x,v}, {Xm,Ym}));
% P=cell(n,m);

$ for i=1:n

% for j=1:m

s P{i,J}=[Xm(i,3),Ym(i,J),2m(i,3)]1;
% end

% end

% W=rand(size (P));
% k=4;

% U=l:n+k;U=U0";

$ 1=4;

% V=1:m+1l; V=V';

% nU=50;

% nv=50;

% typeU Bs='P';

% typeV Bs='P';

% uOv0=[5,5];

PuOv0O]=Rational Bspline Surface3(P,W,U,%k,V,1,nU,nV,typeU Bs,typeV Bs,

% ExampleZ2:

% syms X VY

% n=15; m=10;

% xm=linspace (0,2*pi,m);

% ym=linspace (0, 2*pi,n);
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% [Xm, Ym]=meshgrid (xm, ym) ;
% Zm=double (subs('sin(x+y) "', {x,v}, {Xm,Ym}));
% P=cell(n,m);

$ for i=1:n

% for j=1:m

% P{i,J}=[Xm(i,]),¥Ym(i,3),2m(i,3)];
% end

% end

% W=ones (size(P)); W(l,1:m)=100; W(n,1l:m)=100; W(l:n,1)=100;
W(l:n,m)=100;

o°

k=4;

o\

U=1:n+k;U=0";

o\

1=4;

5 V=1lim+1l; V=V';
% nU=50;

% nv=50;

% typeU Bs='P';
% typeV Bs='P';

% ulOv0=[5,5];

PuOv0O]=Rational Bspline Surface3(P,W,U,%k,V,1,nU,nV,typeU Bs,typeV Bs,

% Example3:
% clear all;

% ControlPoints='PALA HELICE 1.xlsx';

% W=ones(n,m); W(n,l:m)=1; W(l:n,1)=10000; W(l:n,m)=10000;
% k=4;

% U(l:k)

1; U(k+1l:n)=2:n-k+1; U(n+l:n+k)=n-k+2; U=0U';
$ 1=4;

$ V(l:1)=1; V(1+l:m)=2:m-1+1; V(m+l:m+1l)=m-14+2; V=V"';
% nU=50;

% nvV=50;

% typeU Bs='NP';
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typeV_Bs='NP';

[PuOvO]=Rational Bspline Surface3(ControlPoints,W,U,k,V,1,nU,nV,typeU
Bs, typeV Bs)

% axis equal

o
°

o°

Exampled:
% clear all;

% ControlPoints='PALA HELICE 2.xlsx';

% W=ones(n,m); W(n,l:m)=1; W(l:n,1)=10000; W(l:n,m)=10000;

$ U(l:k)=1; U(k+l:n)=2:n-k+1; U(n+l:n+k)=n-k+2; U=U';

$ V(1l:1)=1; V(1+l:m)=2:m-1+1; V(m+l:m+1l)=m-1+2; V=V"';
% nU=50;

% nv=50;

% typeU Bs='NP';

typeV Bs='NP';

o°

[PuOv0]=Rational Bspline Surface3(ControlPoints,W,U,k,V,1,nU,nV, typeU
Bs, typeV_ Bs)

Q

% axis equal

% We obtain the control points

if ischar (ControlPoints)
P=Excel2Surface (ControlPoints) ;

else

P=ControlPoints;
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clear ControlPoints;

end

[}

% We obtain the size of the control points matrix

[n,m]=size (P);

[}

% We get the number of knots in each direction

p=length (U);

g=length (V) ;

[}

% We check that the equations p=m+k, g=n+l is satisfied

if p~=n+k

str=['The number of knots in the x direction must be equal to the
number of control points in this direction plus the order k of the
Bspline'l]l;

uiwait (msgbox (str, 'Error message','error', 'modal'))
return;
elseif g~=m+l

str=['The number of knots in the y direction must be equal to the
number of control points in this direction plus the order 1 of the
Bspline'];

uiwait (msgbox (str, 'Error message','error', 'modal'))
return;
end

Q

% We see 1f there is any ulOv0 to evaluate
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if nargin==10

Q

% We initialize Bt0 as empty when there is no

PulOvO0=[];

elseif nargin==11

ulvO0=varargin{l};

end

o)

% We discretize the knot vectors

u=linspace (U(k),U(n+l),nU);

v=linspace(V(1l),V(m+l),nV);

switch typeU Bs

case 'P'

aux=U(1l:k); aux=diff (aux);

aux1=U(n+l:p); auxl=diff (auxl);

if ~all(aux)| ~all(auxl)

t0 where to evaluate

str=['The vector U of knots must be periodic'];

uiwait (msgbox (str, 'Error message','error', 'modal'))

return;

end

case 'NP'

aux=U(1l:k); aux=aux-U(1l);

aux1l=U(n+l:p); auxl=auxl-U(p);
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if any(aux) | any(auxl)
str=['The vector U of knots must be non-periodic'];
uiwait (msgbox (str, 'Error message', 'error', 'modal'))
return;

end

end

switch typeV Bs

case 'P'

aux=V(1l:1); aux=diff (aux);

aux1=V(m+l:q); auxl=diff (auxl);

if ~all(aux)| ~all (auxl)
str=['The vector V of knots must be periodic'];
uiwait (msgbox (str, 'Error message','error', 'modal'))
return;

end

case 'NP'

aux=V(1l:1); aux=aux-V(1);

aux1l=V(m+l:q); auxl=auxl-V(q);

if any(aux) | any(auxl)
str=['The vector V of knots must be non-periodic'];
uiwait (msgbox (str, 'Error message','error', 'modal'))
return;

end
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end

Q

% We calculate the point in the surface for each value of u and v

Niuiv=cell (nU, nV) ;

for iu=1:nU-1

for iv=1:nvV-1

Niuiv{iu,iv}=[0,0,07;

Diuiv{iu,iv}=[0,0,07;

[}

% Expression for computing the Bspline surface

for im=1:m

for in=1:n

Niuiv{iu,iv}=Niuiv{iu,iv}+P{in,im}*W(in, im) .*Bspline (U, in, k,u(iu)) *Bsp
line(V,im,1,v(iv));

Diuiv{iu,iv}=Diuiv{iu,iv}+W(in, im) *Bspline (U, in, k,u(iu)) *Bspline (V, im,
L,v(iv));

end

end

Piuiv{iu, iv}=Niuiv{iu,iv}./Diuiv{iu,iv};

end

end
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for iu=1:nU-1
for iv=1:nv-1
aux=Piuiv{iu, iv};
Piuiv_x(iu,iv)=aux(1l);
Piuiv_y(iu, iv)=aux(2);
Piuiv_z(iu,iv)=aux(3);
end

end

$plot3 (Piuiv_x,Piuiv_y,Piuiv_z,'r-', 'LineWidth', 3);
surf (Piuiv_x,Piuiv_y,Piuiv_z)
hold on

[}

% We plot the control points

for im=1:m
for in=1:n
aux=P{in, im};
Px (in, im)=aux (1) ;
Py (in, im)=aux (2) ;
Pz (in, im)=aux (3);
end

end

plot3 (Px,Py,Pz, 'bo', '"MarkerFaceColor', 'b', "MarkerSize',5);

Q

% We evaluate at PuOv0 if it is the case

if nargin==11

NuOv0=[0,0,0];

DuOv0=[0,0,0];
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for im=1:m

for in=1:n

NuOv0=NuOvO0+P{in, im}*W(in, im) *Bspline (U, in, k,ul0v0 (1)) *Bspline (V,im, 1,u
0v0(2));

DuOv0=DuOvO0+W (in, im) . *Bspline (U, in, k,u0v0 (1)) *Bspline (V,im, 1,ul0v0 (2)) ;

end

end

PuOv0=NulOv0./Dulv0;
% We plot the point in the surface

PuOv0_ x=PulOvO (1); PuOvO_ y=Pulv0(2); Pulv0 z=PulOvO0(3);

plot3 (Pulv0_x,Pulv0_y,Pulv0_z, 'go', '"MarkerSize',7, '"MarkerFaceColor','g
")

else
PulOvO0=[];

end

A continuacién se muestran también los programas para pasar bidireccionalmente de una
estructura de datos tipo celda la cual contiene los puntos de control, a un archivo Excel con el
mallado rectangular que contiene la informacién de dichos puntos de control:

-Primer programa:

function Surface2Excel (P, filename,varargin)

% This function writes in an Excel file a 2D cell array containing the
% control points of a given surface in a rectangular net.

% The Excel file is organized as follows:

o\°

One section in each row without empty rows

% For each section the points must be placed from the first to the
last and

o©

each point occupying three consecutive cells

o)

% Surface2Excel (P, filename,varargin)

167



g% Universidad
N SE
wxp Politécnica

¥* de Cartagena

oe

o

Input variables:

o°

P 2D cell array containing the control points

o°

filename string with the name of the file where the data of the
control

o°

control points is written

% varargin optional variable indicating the number of the sheet in
case

% the excel file has several sheets

o°

oe

Example 1:

% syms X y

% n=15; m=10;

% xm=linspace (0,2*pi,m);

% ym=linspace(0,2*pi,n);

% [Xm, Ym]=meshgrid (xm, ym) ;

% Zm=double (subs ('sin (x+y) "', {x,v}, {Xm,Ym})) ;
% P=cell(n,m);

% for i=1:n

% for j=1:m

% P{i,3}=[Xm(i,3),¥Ym(i,J),2m(i,3)1;
% end

% end

% filename='Examplel.xls';

% Surface2Excel (P, filename)

o°

We get the size of the 2D cell array
[n,m]=size (P);
% We transform the data to a matrix array

A=zeros(n,3*m) ;

for i=1:n
for j=1:m

aux=P{i,J};
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33=3*(3-1)+1;

A(i,j3)=aux(1l);

A(i,33+1)=aux(2);

A(i,33+2)=aux(3);
end

end

% We write the matrix A to the Excel file
if nargin==

x1lswrite (filename, A, sheet);
else

x1lswrite (filename, A) ;

end

-Segundo programa, que realiza la operacion inversa.

function P=Excel2Surface (filename,varargin)

o)

% This function transform a Excel file containing the rectangular
array

o°

of the control points into a 2D cell array.

o

The control points must be organized in the Excel as follows:

o

One section in each row without empty rows

% For each section the points must be placed from the first to the
last and

o°

each point occupying three consecutive cells

o

o

P=Excel2Surface (filename,varargin)

o\°

Input variables:

o©

filename is a string containing the name of the Excel file

$ varargin optional variable indicating the number of the sheet in
case

o\°

the excel file has several sheets

o\°
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% Output variables:

% P 2D cell array containing the control points

o°

Example:

o°

P=Excel2Surface (filename)

o°

We detect if the Excel file has several sheets

if nargin==
sheet=varargin{l};
% We read the Excel file
A=xlsread(filename, sheet) ;
else
A=xlsread(filename) ;
end
% We determine the size of the matrix A

[na,mal=size (A);

if mod(ma, 3)~=0

str=['The number of columns in the Excel file must be divisible by
3'1;

uiwait (msgbox (str, 'Error message', 'error', 'modal'))

return;
end
% We define the size of the cell array containing the control points
n=na;

m=ma/3;

% We build the 2D cell array

P=cell (n,m);

for i=1:n

for j=1:m
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ja=3* (3-1) +1;

P{i,j}=A(i,ja:jat2);

end

end

Ejemplo 1
>>syms Xy

n=15; m=10;

xm=linspace(0,2*pi,m);
ym=linspace(0,2*pi,n);
[Xm,Ym]=meshgrid(xm,ym);

Zm=double(subs('sin(x+y)",{x,y},{Xm,Ym}));

P=cell(n,m);
fori=1:n

for j=1:m

P{i.i}=[Xm(i,j),Ym(i,j),Zm(i,j)];

end
end

W=rand(size(P));

k=4;
U=1:n+k;U=U";
1=4;

V=1:m+l; V=V';
nU=50;

nV=50;
typeU_Bs='P’;
typeV_Bs='P’;

u0v0=[5,5];

[PuOvO]=Rational_Bspline_Surface3(P,W,U,k,V,I,nU,nV,typeU_Bs,typeV_Bs,u0v0);
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Fig 8.3.1: superficie B-spline racional

Fig 8.3.2: superficie B-spline racional
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Ejemplo 2
>>syms X y
n=15; m=10;
xm=linspace(0,2*pi,m);
ym=linspace(0,2*pi,n);
[Xm,Ym]=meshgrid(xm,ym);
Zm=double(subs('sin(x+y)",{x,y},{Xm,Ym}));
P=cell(n,m);
fori=1:n
for j=1:m
P{i.j}=[Xm(i,j),Ym(i,j),Zm(i,j)];
end
end

W=ones(size(P)); W(1,1:m)=100; W(n,1:m)=100; W(1:n,1)=100; W(1:n,m)=100;

k=4;
U=1:n+k;U=U";
1=4;

V=1:m+l; V=V';
nU=50;

nV=50;
typeU_Bs='P';
typeV_Bs='P’;

u0v0=[5,5];

[PuOvO]=Rational_Bspline_Surface3(P,W,U,k,V,l,nU,nV,typeU_Bs,typeV_Bs,u0v0)
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Fig 8.3.3: superficie B-spline racional

Fig 8.3.4: superficie B-spline racional
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8.4 SUPERFICIERS NURBS

Como las superficies Nurbs estan basadas en B-splines no uniformes racionales generalizan los
dos casos anteriores 8.1 Y 8.2. En este apartado vamos a explicar la construccion para un
rectangulo cualquiera [a, b]x[c, d].

Teniendo un conjunto finito de (m + 1)(n + 1) puntos de R® que nombraremos red de control

{Pi,j}(m’n) , definimos la superficie NURBS x: [a, b]x[c, d]2>R3como

(i.)=0
m n
X@v) = > > N NP
i=0 j=0
(u,v) € [a, b]x[c,d]
donde

Nim'k(u) es el B-spline no uniforme racional de orden k unidimensional para la columna con

indice i, Njn'k(v) es el B-spline no uniforme racional de orden k unidimensional para la fila j.
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9. INTERFAZ GRAFICA [7]

Hemos utilizado el entorno grafico de Matlab (GUIDE) para la realizacién de una interfaz grafica
la cual posibilite a cualquier usuario la realizacién tanto de polinomios de Bernstein como la
construcciéon de curvas y superficies. Se podran utilizar métodos basados tanto en
representaciones de Bézier como B-spline, de una manera facil y rapida sin la obligacién de
poseer amplios conocimientos de Matlab.

9.1 EJECUCION DE LA INTERFAZ

Una vez tenemos abierto el programa Matlab, en el directorio de trabajo tendremos que
seleccionar la carpeta correspondiente a los programas de la interfaz grafica.

Dicha interfaz se inicia escribiendo en la linea de comandos del Programa Matlab el comando
gue se muestra a continuacion:

>>TFG_NURBS

Ejecutado el comando anterior nos aparecerd directamente la interfaz principal del programa
para el usuario, figura 9.1.1.

4. TFG_NURBS — x
Ayuda »
Reconstruccion
Subdivision
Navales

Bemstein

Bezier

B-splines

oy
N N —
B SR R e

Superficies B-spline

Acerca de

13 ca
de Cartagena

Salir

Fig 9.1.1: interfaz principal del programa de usuario.
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9.2 DOCUMENTACION DE LA INTERFAZ GRAFICA
En este apartado vamos a describir nuestra interfaz principal de usuario, figura 9.1.1, la cual,

como hemos podido observar se divide en siete pushbuttons y un menu de ayuda, los cuales
pasaremos a explicar a continuacion.

9.2.1 AYUDA

Tal y como podemos observar en la figura 9.2.1.1, este desplegable alberga un tutorial de
manejo de la interfaz asi como el trabajo de fin de grado por el cual se ha realizado.

& TRG NUEBS
Eyada
Tunpwal de la weeddag CivleT

Trahaga Fn de sl Cirl-P

Fig 9.2.1.1: ayuda.
e Tutorial de la interfaz

Si seleccionamos esta opcién, nos aparecera el tutorial con indicaciones sobre cdmo
utilizar la interfaz grafica.

e Trabajo Fin de Grado

Si seleccionamos esta otra opcidn, nos aparecera el pdf con el Trabajo Fin de Grado.

En el resto del capitulo describimos con cierto detalle la manera de trabajar con cada una de
las interfaces que se abren al presionar los diferentes pushbuttons que aparecen en esta

pantalla de inicio. Empezaremos con la primera de las siete opciones decicada a los polinomios
de Bernstein.
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9.2.2 BERNSTEIN
Este pushbutton nos abre una nueva interfaz, la cual vemos en la siguiente figura:

"4 Interfaz_Bernstein = X

Ayuda

Bernstein

Ezcusla Téconica
Superior

de Ingenleria
Nawval y Oce&nica

Elije un concepto v
Universidad
Politécnica
de Cartagena
Aplicar Reset Salir

Fig 9.2.2.1: Interfaz_Bernstein.

A continuacidn se describen cada uno de los pushbuttons de dicha interfaz:

- Ayuda
Tal y como podemos observar en la figura 9.2.2.2, este pushbutton alberga un tutorial

de manejo de la interfaz asi como informacién referente tanto a los Polinomios de
Bernstein como al Teorema de Weierstrass:
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"4 Interfaz_Bernstein

Ayuda
Tutorial de la interfaz grafica Ctrl+T
Polinomios de Bernstein Ctri+B
Teorema de Weierstrass Ctrl+ W )
4 Bernstein

Excueala Técnlca
Superior

de Ingenleria
Nawval y Ocosanica

Fig 9.2.2.2: Ayuda.

e Tutorial de la interfaz

Si seleccionamos esta opcidn, nos aparecera el tutorial con indicaciones sobre
como utilizar la interfaz grafica.

e Polinomios de Bernstein

Haciendo click sobre esta opcidn, nos aparecera la teoria referente a dichos
polinomios.

e Teorema de Weierstrass

Esta otra opcidn, nos proporciona el enunciado y la explicacién del Teorema
de aproximacion de funciones de Weierstrass.

Elije un concepto
Haciendo click sobre este desplegable, tenemos la opcidn de elegir entre Polinomios
de Bernstein o el Teorema de Weierstrass.

<. Interfaz_Bernstein — >

Ayuda ~

Bernstein

Elije un concepto ~

| Elije un concepto

| Polinomios de Bernstein
Teorema de Weierstrass

l

Universicdad

Politccnica
de Cartagena

Aplicar Reset Salir

Fig 9.2.2.3: Elije un concepto.
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A continuacion explicamos con detalle cdmo trabajar con cada uno de estos conceptos.

e Polinomios de Bernstein

Seleccionando esta opcion nos aparece lo siguiente:

4 Interfaz_Bernstein — X

Ayuda N

Ezcuela Téconica
Superior
de Ingenleria
Nawal y OceAnica
Polinomios de Bernstein v

Polinomios de Bernstein

Intervalo [3.5]
Grado 4
Uniwv
Politécnica
de Cartagena
Aplicar Reset Salir

Fig 9.2.2.4: Polinomios de Bernstein.

Como podemos ver en la figura anterior, dentro de esta opcién
podemos seleccionar tanto el grado como el intervalo de definicidn del
polinomio, y a continuacién podemos:
> Aplicar
Si le damos a Aplicar, se nos generaran los polinomios hasta el
grado que hayamos dicho y en el intervalo que hayamos
introducido.
> Reset
Si pulsamos sobre reset, se nos pondran de nuevo los datos
por defecto.
» Salir
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o Teorema de Weierstrass
Al pulsar sobre la opcién de teorema de Weierstrass nos aparece la siguiente
interfaz con los datos que se ven por defecto:

‘4 Interfaz_Bernstein — X

Ayuda N

Bernstein

Escuela Técnica
Superior
dec Ingenicria

Nawaly Sresnics Teorema de Weierstrass v

Teorema de Weierstrass

Funcion sin(x)
Intervalo [0.1]
nf de la discretizacion V 1000

Tipo de aproximacion

Grado n 5
"4 Distancia 100-2)
Universidad
Politécnica
de Cartagena Gréficas ==
Aplicar Reset Salir

Fig 9.2.2.5: Teorema de Weiestrass.
A continuacion describiremos los distintos elementos de dicha interfaz:

» Funcidn: aqui podemos seleccionar el tipo de funcién que
gueremos aproximar.

> Intervalo: aqui pondremos el intervalo en el que vamos a
aproximar la funcidn.
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» nfde ladiscretizacion: en cuantos puntos vamos a discretizar el
intervalo para dibujar tanto la funcién como la aproximacion, y
medir la distancia entre ambas.

> Grado n: es el grado de aproximacién de la férmula de
Weiestrass.

» Distancia: aqui introduciremos la distancia maxima permitida
en la aproximacién.

» Gréficas: aqui introduciremos mediante un vector las graficas
gue queremos que nos dibuje.

A continuacién se mostraran dos ejemplos de uso de dicha interfaz, uno introduciendo
una distancia maxima a cumplir y otro indicando simplemente el grado de la
aproximacion:

- Ejemplo 1: con distancia maxima

‘4 Interfaz_Bernstein - X

Ayuda N

Bernstein

Escuela Técnica
Superior

de Ingenicria
Nawval y Oceanica

Teorema de Weierstrass v

Teorema de Weierstrass

Funcidn sin(x)
Intervalo [0.1]
nf de la discretizacion 1000

Tipo de aproximacion

Grado n 5
Distancia 100-2)
Universidad
Politécnica
de Cartagena Gréficas 05

Aplicar Reset

Fig 9.2.2.6: ejemplo 1, aplicacion de la interfaz Teorema de Weiestrass con distancia.
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Bernstein

Escuela Técnica
Superior o

FPSEeseiPea 4. WARNING e X
Nawval y Oce:

El programa esta calculando. Por favor espera

Intervalo [0.1]

nf de la discretizacion 1000

Tipo de aproximacion

Grado n 5
- Distancia 108-2)
Universidad
Politécnica
de Cartagena Graficas e
Aplicar Reset Salir

Fig 9.2.2.7: ejemplo 1, aplicacion de la interfaz Teorema de Weiestrass con distancia.

Como podemos ver una vez introducidos todos los datos y presionando el pushbutton
Aplicar se nos muestra una venta que nos indica que el programa estd calculando y que
esperemos. Una vez terminados los calculos el programa nos muestra las siguientes
ventanas:

[4 Figure2  Teorema de Weierstrass
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~

NEdS| R UDEL- @B|0H| 8D

Aproximacion Uniforme de grado: 7

Cometiendo un error: 0.0095813

Fig 9.2.2.8: ejemplo 1, aplicacion de la interfaz Teorema de Weiestrass con distancia.

183



Universidad
Politécnica
de Cartagena

Como podemos ver en la figura anterior, nos dice que a utilizado un polinomio de grado
siete para realizar la aproximacion y cumplir con la distancia maxima que nosotros le
hemos indicado asi como también nos dice a la distacia que se ha quedado respecto a la
funcién original.

4| Figure 1:  Teorema de Weierstrass - O s

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help k

ujﬂ-alﬁ k+\7\€r?@@£'@|]@ (S

0or
Funcion original =
08 Approximation for n= 2 -
Approximation forn= 3
07 Approximation for n= 4
Approximation forn= 5
06 Approximation for n= 8
Approximation forn= 7
051
04
03
02
01
ot

Fig 9.2.2.9: ejemplo 1, aplicacion de la interfaz Teorema de Weiestrass con distancia.

Como podemos ver en la figura 9.2.2.8, nos dice que ha utilizado un polinomio de grado
siete para realizar la aproximacion y cumplir con la distancia maxima que nosotros le
hemos indicado, asi como también nos dice a la distancia que se ha quedado realmente
respecto a la funcion original, que cumple la tolerancia permitida.

En la figura 9.2.2.9 tenemos la representacion de la funcién original y de las distintas
aproximaciones que se han realizado. Como podemos observar el programa nos
representa la aproximacion hasta grado 7 desde el grado 2, a pesar de que nosotros
indicamos que el grado fuese 5 y nos representase desde grado 0 hasta el grado 5. Esto
sucede para que se cumpla el limite de la distancia maxima que nosotros introdujimos y
para ello se necesita una aproximacion de grado minimo n=7, y nos representa las
ultimas cinco aproximaciones. Se hace notar que esta es la forma de entender las
entradas del vector de graficas.

A B C D E F G H 1
1 0 o 0 o 0 1) o 0 o
2 0,001001 0,001001 0 0,00084231 0,00095969 0,00098246 0,00099051 0,00099426 0,0009963
3 0,002002 0,002002 0 000168463 0,00191915 0,0015647 0,00198084 0,00198336 0,00199247
4 0,003003 0,003003 0 0,00252694 0,00287837 0,00294672 0,00297093 0,00298231 0,0029885
5 0,004004  0,00400399 0 0,00336925 0,00383736 0,00352853 0,00396094 0,00397609 0,00398438
6 | 0,00500501 0,00500493 0 0,00421157 0,00473611 0,00431012 0,00495071 0,00436971 0,00498013
7 | 0,00600601 0,00600597 0 0,00505388 0,00575463 0,0058915 0,0059403 0,00596317 0,00597573
8 | 0,00700701 0,00700695 0 0,00589619 0,00671291 0,00687265 0,00692969 0,00695647 0,0069712
5 | 0,00800801 0,00800792 0 0,00673851 0,00767096 0,00785359 0,0079189 0,00794361 0,00796652
10| 0,00900901 0,00900889 0 0,00758082 0,00862877 0,00883431 0,00890792 0,00894259 0,0089617
11| 0,01001001 0,01000984 0 0,00842313 0,00958635 0,00981481 0,00989676 0,0099354 0,00995673
12| 0,01101101 0,01101079 0 0,00926545 0,01054369 0,010795509 0,0108854 0,01092805 0,01095162
13| 0,01201201 0,01201172 0 0,01010776 0,01150079 0,01177515 0,01187386 0,01192053 0,01194637
14| 0,01301301 0,01301265 0 0,01095007 0,01245766 0,012755 0,01286213 0,01291285 0,01294098
15| 0,01401401 0,01401356 0 0,01179239 0,0134143 0,01373462 0,01385021 0,01390501 0,01393543
16| 0,01501502 0,01501445 0 0,0126347 0,0143707 0,01471403 0,01433809 0,0148397 0,01492975
17| 0,01601602 0,01601533 0 0,01347701 0,01532686 0,01569322 0,01582579 0,01588883 0,01592391

Fig 9.2.2.10: ejemplo 1, aplicacion de la interfaz Teorema de Weiestrass con
distancia.
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En la anterior imagen, figura 9.2.2.10, se muestra el fichero Excel “Weiestrass
Aproximation” que se genera en el directorio. En éste se copian los resultados de las
aproximaciones que se han hecho. Las dos primeras columnas corresponden a las
abscisas x y a los valores exactos de la funcién f respectivamente, y de la tercera en
adelante seran las aproximaciones. Por otro lado el nimero de filas dependera de los
puntos en los que se haya discretizado el intervalo.

-Ejemplo 2: sin distancia maxima

‘4 Interfaz_Bernstein 2% X

Ayuda N

Bernstein

Escuela Técnica
Superior
de Ingenicria

Nebrat v e Sl Teorema de Weierstrass v

Teorema de Weierstrass

Funcién sin(x)
Intervalo [0.1]
nf de la discretizacion v 1000

Tipo de aproximacion

Grado n | 5
£ Distancia |
Universidad
Politécnica
de Cartagena Grificas =
Aplicar Reset Salir

Fig 9.2.2.11: ejemplo 2, aplicacién de la interfaz Teorema de Weiestrass sin distancia.
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Al igual que antes, una vez introducidos todos los datos y presionando el pushbutton
Aplicar se nos muestra una venta que nos indica que el programa estd calculando y que
esperemos. Una vez terminados los cdlculos el programa nos muestra las siguientes
ventanas

4\ Figure 4 Teorema de Weierstrass - O >

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help N

DS | | ARKNOUDEA- S| 0EH 0D
Aproximacion Uniforme de grado: 5

Cometiendo un error: 0.013281

Fig 9.2.2.12: ejemplo 2, aplicacion de la interfaz Teorema de Weiestrass sin distancia.

Como podemos ver en la figura anterior, nos dice que ha utilizado tal y como le hemos
indicado un polinomio de grado cinco para realizar la aproximacién, asi como también
nos indica la distancia de dicho polinomio respecto a la funcién original en norma
infinito.

4 Figure:  Teorema de Weierstrass - m] X

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help kl

Ddde | kA0 EA-S|0H ad

0.9

Funcion original

Approximation for n= 0
Approximation for n= 1
0.7 Approximation for n= 2
Approximation for n= 3
Approximation for n= 4
Approximation for n= 5§

0.8

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Fig 9.2.2.13: ejemplo 2, aplicacion de la interfaz Teorema de Weiestrass sin distancia.

Enlfigura 9.2.2.13 tenemos la representacion de la funcidn original y de las distintas
aproximaciones que se han realizado.

Por dltimo al igual que antes se nos generara en el directorio el archivo Excel “Weiestrass
Aproximation”. En este archivo se copian los resultados de las aproximaciones que se
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han hecho. Las dos primeras columnas corresponden a las abscisas x y los valores
exactos de la funcidon f en dichas abscisas respectivamente. De la tercera columna en
adelante serdan las aproximaciones. Por otro lado el numero de filas dependerd de los
puntos en los que se ha discretizado el intervalo.

9.2.3 BEZIER

Al presionar sobre el pushbutton Bézier se nos abrira la siguiente interfaz:

4 Interfaz_Bezier - x

Ayuda ~

. 4
Bezier %:

Y Curvas de Bezier
Escuela Técnica

Superiaor

de Ingenieria e
Naval y Oceanica Datos Iniciales
Puntos de Control crear_nodos.m
Crear Cargar

Método

@ Construccién Curva de Bezier
Paso discretizacion 0.05

(O Curva de Bezier resultante

O Algoritmo de Casteljau
0.5

(O Construccién Curva de Bezier con Pesos

Universidad e
Politécnica
de Cartagena crear_pesos.m
Crear Cargar
Aplicar Reset Salir

Fig 9.2.3.1: interfaz Bézier.
A continuacidn describiremos los distintos elementos de esta interfaz figura 9.2.3.1:

- Ayuda: a pulsar aqui, podemos elegir entre:
Tutorial de la interfaz grafica: esta opcién nos muestra un archivo pdf con un
resumen de cdmo usar la interfaz.

Curvas de Bézier: esta otra opcidén nos muestra un archivo pdf con la teoria
referente a Bézier.
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|4 Interfaz_Bezier — e
Ayuda k]

Tutorial de la interfaz grafica Ctrl+T

Curvas de Bezier Ctrl+B

Bezier

Curvas de Bezier

Escuela Técnica
Superiar

de Ingenieria
Naval y Oceanica

Datos Iniciales

Puntos de Control crear_nodos.m

Crear Cargar

Fig 9.2.3.2: interfaz Bézier.

Curvas de Bézier: nos muestra un archivo pdf con la teoria referente a Bézier.
Datos iniciales:
Puntos de control: aqui podemos tanto:
Crear: creamos los nodos o puntos de control para nuestra curva en el
siguiente programa que se nos abre. Es importante no confundir el uso
del término nodos en Bézier con el vector de nodos que aparece en B-
splines.

I:E'.J.nction control points=crear nodos ()

% control points is a nxZ matrix which contains the (x,y) coordinates of each

ot

control point by

% Modify the following example with m control points

control points=[1,2; 2Z,53; 3,7]:

Fig 9.2.3.3: programa crear_nodos.m interfaz de Bézier.

Cargar: nos abre una pantalla en la cual podemos seleccionar un archivo
con unos puntos o nodos ya creados.

(4] Seleccione un archivo X
+ <« Programas Matlab TFG » Programas con interfaz grafica » Ficheros editables v O Buscar en Ficheros editables r
Organizar + Mueva carpeta =~ [ o

Pdfsusadosenla®™  Nombre Fecha de modifica... Tipo Tamafio

720,

Programas con ir

15 Archivo M 1KB
Archivo M 1KB

Archivo M 1KB

4 crear_nodos.m

@ OneDrive - Univers 4\ crear_pesos.m
4\ Mis nodos_Ejemplol.m
[ Este equipo

I Desktop

|i5?| Documentos
‘ Downloads

&= Imégenes

J‘! Musica

B Objetos 3D

B videos

‘2., Disco local (T2

- Datos (D:)

=¥ Red )

Mombre: | Mis nodos_Ejemplol.m V‘ Archivo que contiene los puntc

Fig 9.2.3.4: cargar nodos interfaz de Bézier.
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- Método: aqui podemos elegir entre los siguientes métodos para la generacion y
representacién de la curva:

Construccidon Curva de Bézier: nos construye la curva de Bézier paso a paso,
segln el paso de discretizacidon indicado por el nimero de puntos que
indiguemos.
Paso de discretizacidon: aqui indicaremos los valores del pardmetro
donde queremos que evalué la curva.

(4] Figure1:  Construccion de una curva de Bezier con 3 puntos - [m| X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help N

DEdS|[ARODDEL- (2| 0EH | 0D

Fig 9.2.3.5: construccion curva de Bézier, interfaz de Bézier.

Curva de Bézier resultante: nos representa la curva de Bézier directamente en
funcién del paso de discretizacion indicado.

Paso de discretizacion: aqui indicaremos los valores del pardmetro
donde queremos que evalué la curva.

4. Figure 1:  Curva de Bezier con 3 puntos - O X
File Edit View [Insert Tools Desktop Window Help N

Ddde| b ARROOEL- 2|08 a3

Fig 9.2.3.6: curva de Bézier, interfaz de Bézier.
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Algoritmo de Casteljau: evalla la curva de Bézier en el punto que nosotros
indiguemos y nos da el algoritmo recursivo de evaluacién répida reduciendo el
numero de puntos en cada paso.

Punto donde evaluar: aqui indicamos el punto el que queremos evaluar.

4 Figure 1:  Paso 0del Algoritmo de Casteljau - ] X

File Edit View |Insert Tools Desktop Window Help »

DEde | L|RQO9RL-2 |08 | e
Valor del Parametro: 0.5

Puntos de control en el Paso 1

LN =
~N N

Fig 9.2.3.7: paso 0 algoritmo de Casteljau, interfaz de Bézier.

4 Figure2  Paso 1del Algoritmo de Casteljau - [m] X

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help o

Udde | K| RKOTDEL-|E|0H| aD
Valor del Parametro: 0.5

Puntos de control en el Paso 2

Fig 9.2.3.8: paso 1 algoritmo de Casteljau, interfaz de Bézier.
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Yy Figure3:  Paso 2 del Algoritmo de Casteljau

File Edit View |Inset Tools Desktop Window Help

NEEdS | AT EM- 2| 0EH aO
Valor del Parametro: 0.5

Puntos de control en el Paso 3

2 4.75

Fig 9.2.3.9: paso 2 algoritmo de Casteljau, interfaz de Bézier.

Construccidon Curva de Bézier con Pesos: nos genera una curva de Bézier con los
pesos que nosotros le hayamos indicado a cada punto.

Paso de discretizacion: aqui indicaremos la longitud de los subintervalos
igualmente espaciados en que se divide el intervalo [0,1]. Estos serdn los
valores que toma el pardmetro donde queremos que evalué la curva.

Pesos: podemos tanto:

Crear: creamos los pesos asociados a cada punto de control.

Eanctinn wW=Ccrear pesos|)

Fig 9.2.3.10: programa crear_pesos.m interfaz de Bézier.
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Cargar: nos abre una ventana en la cual podemos seleccionar un archivo
ya creado con los pesos asociados a cada punto de control.

4|

Seleccione un archivo X
™ <« Programas Matlab TFG » Programas con interfaz grafica » Ficheros editables v O Buscar en Ficheros editables »
Organizar = MNueva carpeta == ~ [ o

Pdfs usadosen la ® Nombre Fecha de modifica..  Tipo Tamafio

Programas con ir 4\ crear_nodos.m

Archivo M 1KB
Archivo M 1KB
Archivo M 1KB

Archiva M TKB

@ OneDrive - Univers A\ crear pesosm
4\ Mis nodos_Ejemplol.m
3 Este equipo

[ Desktop
@ Documentos
* Downloads

4\ Mis pesos_Ejemplol.m

&=| Imagenes

J‘! Musica

_J Objetos 3D
m Videos

‘i Disco local (C)

- Datos (D)

¥ Red v

Mormbre: || v| Archivo que contiene los pesos

Fig 9.2.3.11: cargar pesos interfaz de Bézier.

| = Figure 1:  Curva de Bezier de 3 puntos con pesos — O s
File Edit View [Inset Tools Desktop Window Help k]

NEde A UDEL- G 08| 0D

Fig 9.2.3.12: curva de Bézier con pesos, interfaz de Bézier.
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- Aplicar: nos generara la curva segun los pardmetros y el método que nosotros hayamos
indicado y en el caso del Algoritmo de Casteljau nos devolvera el algoritmo recursivo
de evaluacién rapida de la curva de Bézier a través de la disminucién del nimero de
puntos. También se nos creard un Excel con las coordenadas x e y de los puntos en cada
paso de discretizacién seleccionado.

1
2
3
4
5
i}
7
2
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
15
20
21
22

&

y puntos de control

A B
Parametro t % puntos de control

1] 1 2

0,05 1,1 2,2975
0,1 1,2 2,59
0,15 1,3 2,8775
0,2 1.4 3.16
0,25 1,5 3,4375
0,3 1,6 2,71
0,35 1,7 3,9775
0,4 1,8 4,24
0,45 1,9 4,4975
0.5 2 4,75
0,35 2,1 4,9975
0,6 2,2 5,24
0,65 2,3 54775
0,7 2,4 571
0,75 2,5 59375
0,8 2,6 6,16
0,85 2,7 6,3775
0.9 2,8 6,59
0,95 2,9 86,7975
1 3 7

Fig 9.2.3.13: Excel creado, interfaz de Bézier.

- Reset: presionando este botén se nos vuelven a configurar los pardametros por defecto
de la interfaz grafica.
- Salir: cierra la interfaz.

9.2.4 B-SPLINES

Una vez presionado el pushbutton de B-splines sobre la interfaz principal, se nos abrira una
nueva interfaz grafica:
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‘4. Interfaz_Bsplines e X
Ayuda N

B-splines

Escuela Técnica .E“Je i CORCOD ke
Superior

de Ingenieria .
Naval y Oceanica Bases Bspline

Datos Iniciales

Puntos de Control Ejemplo1_Curva.xls
Crear Cérgar
Pesos Ejemplo1_Curva_Pesos.m
Crear Cargar
Vectores de Nodos Ejemplo1_Curva_Nodos.m ‘
Crear Cargar
Orden B-spline 4
k
Paso de discretizacion 50
nU
Universidad Tipo de B-spline
Politécnica (® Periédico en U (O No Periédico en U
de Cartagena
Evaluacidén en u 3

Salir

Aplicar

Fig 9.2.4.1: interfaz B-spline.
A continuacidn describiremos los distintos elementos de la interfaz, figura 9.2.4.1:

- Ayuda: a pulsar aqui, podemos elegir entre:
Tutorial de la interfaz grafica: esta opcién nos muestra un archivo pdf con un
resumen de cdmo usar la interfaz.

B-spline: esta otra opcidn nos muestra un archivo pdf con la teoria referente a
este capitulo.
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|4\ Interfaz_Bsplines — >

Ayuda L

Tutorial de la interfaz  Ctrl+T
Bsplines Ctrl+B

B-splines

Escuela Técnica Flije un concepto 7
Superior

de Ingenieria .
Maval y Oceanica Bases Bspline

Datos Iniciales

Puntos de Control Ejemplo1_Curva.xls

Crear Cargar

Fig 9.2.4.2: interfaz B-spline.

- Elige un concepto: a pulsar aqui, podemos elegir entre:

|4\ Interfaz_Bsplines — x>

Ayuda E

Escuela Técnica Elije un concepto -
Superior
de Ingenieria .
Naval y Ocednica Bases Bsplines
Propiedad de Mormalizacidn ~
Algoritmo de Boor
Curva Bspline Racional Curva.xls
Cargar
Pesos Ejemplo1_Curva_Pesos.m
Crear Cargar

Fig 9.2.4.3: interfaz B-spline.

Bases Bsplines: esta opcion nos permitira representar las funciones base de un
Bspline. Una vez seleccionada esta opcidn nos quedara la interfaz de la siguiente
forma:
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4 Interfaz_Bsplines — X

Ayuda N

B-splines

y fin
Escuela Técnica Bases Bsplines &

Superior
de Ingenieria
Naval y Oceanica

Bases Bspline

Datos Iniciales

Elementos base 12
Vectores de Nodos Ejemplo1_Curva_Nodos.m
Crear Cargar
Orden B-spline 4
k
Paso de discretizacion 50
nU
Universidad Tipo de B-spiine
Politécnica @ Periodico en U (O No Peribdico en U
de Cartagena
Aplicar Reset Salir

Fig 9.2.4.4: interfaz B-spline.

Como podemos apreciar en la figura 9.2.4.4, nos desaparecen en datos iniciales
algunas opciones y nos aparecen otras, esto se debe a que lo que nos aparece
son los datos necesarios para poder realizar este método.

A continuacion comentaremos cada uno de ellos:
» Elementos base: aqui indicaremos en forma de vector los elementos de
la base que queremos que nos dibuje. Hay m+1-k funciones base, donde

m+1 es el nimero de entradas en el vector de nodos y k el orden del B-
spline.
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» Vector de nodos: esta opcidn nos permite tanto:

-Crear: nos abre un programa Matlab en el que podremos crear
nuestro vector de nodos.

-Cargar: nos abre una ventana en la cual nosotros podremos
seleccionar un archivo ya creado con un ejemplo de un vector de
nodos.

Orden B-spline: aqui introduciremos nuestro orden k del B-spline.

Paso de discretizacidn: aqui introduciremos el parametro de
discretizacion para la construccién de las funciones base.

Tipo de Bspline: aqui indicaremos si nuestro vector de nodos es
periddico o no periddico.

Aplicar: pulsando sobre esta pushbutton se nos representaran las
funciones base en funcion de los datos que nosotros le hayamos
indicado.

1.5

m— Cncion base 1
Funcion base 2

Fig 9.2.4.4: interfaz B-spline.

Reset: nos dejara la interfaz con los valores por defecto que aparecen
al seleccionar el método de Bases Bspline.

Salir: se sale de la interfaz.
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Propiedad de Normalizacidn: esta opcion nos permitira comprobar la propiedad
de normalizacidn de las funciones base, la cual nos dice que las funciones base
evaluadas en un punto suman 1.

‘4 Interfaz_Bsplines = X

Ayuda Y

B-splines o

Ealiddid Taelca Propiedad de Normalizacién v
Superior 5
de Ingenieria Propiedad de Normalizacién
Naval y Ocednica

Datos Iniciales

Vectores de Nodos Ejemplo1_Curva_Nodos.m
Crear Cérgar
Orden B-spline | 4
k
Paso de discretizacion 50
nU
Universidad Tipo de B-spline
Politécnica @®) Periodico en U (O No Periédico en U
de Cartagena
Evaluacion en u 5
Aplicar Reset Salir

Fig 9.2.4.5: interfaz B-spline.

Como podemos apreciar en la figura 9.2.4.5, nos vuelven a desaparecer en datos
iniciales algunas opciones y nos aparecen otras, esto se debe también a que lo
que nos aparece son los datos necesarios para poder realizar este método.

A continuacion comentaremos cada uno de ellos:
> Vector de nodos: esta opcidn nos permite tanto:

-Crear: nos abre un programa Matlab en el que podremos crear
nuestro vector de nodos.
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-Cargar: nos abre una ventana en la cual nosotros podremos
seleccionar un archivo ya creado con un ejemplo de un vector de
nodos.

Orden B-spline: aqui introduciremos el orden k del B-spline.

Paso de discretizacion: aqui introduciremos el parametro de
discretizacion para la construccidn de las funciones base.

Tipo de Bspline: aqui indicaremos si nuestro vector de nodos es
periddico o no periddico.

Evaluacién en u: aqui indicaremos el punto en el que queremos
evaluar y comprobar la propiedad de normalizacién de las funciones
base. Este punto debe estar entre T(k) y T(m+1-k) donde T es el vector
de nodos, k el orden del B-spline y m+1 representa el nimero de
entradas del vector T.

Aplicar: pulsando sobre este pushbutton se nos representaran las
funciones base en funcién de los datos que nosotros le hayamos
indicado y se evaluara la propiedad de normalizacién en el punto que
nosotros hayamos introducido.

1.5

MNt0=1

Fig 9.2.4.6: interfaz B-spline.
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> Reset: nos dejara la interfaz con los valores por defecto que aparecen
al seleccionar el método de Propiedad de Normalizacion.

» Salir: se sale de la interfaz.

Algoritmo de Boor: esta opcidn nos permitird analizar como funciona el
algoritmo recursivo de Boor para evaluar una curva B-spline en un valor del
pardmetro concreto.

B-splines
Sl Faolalos Algoritmo de Boor v
Superior
de Inganlerfa Algoritmo de Boor

Naval y Ocednica

Datos Iniciales

Puntos de Control Ejemplo1_Curva.xls
Crear Cargar
Vectores de Nodos Ejemplo1_Curva_Nodos.m
Crear Cargar
Orden B-spline 4

Tipo de B-spline

Universidad
Politécnica (® Periédico en U (O No Periédico en U
de Cartagena

Evaluacién en u 5

Aplicar Reset Salir

Fig 9.2.4.7: interfaz B-spline.

Como podemos apreciar en la figura 9.2.4.7, nos desaparecen en datos iniciales
algunas opciones y nos aparecen otras, esto se debe a que lo que nos aparece
son los datos necesarios para poder realizar este método.
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A continuacion comentaremos cada uno de ellos:

» Puntos de control: aqui podemos tanto:

-Crear: creamos los puntos de control para nuestra curva
programa Matlab que se nos abre.

en un

-Cargar: nos abre una ventana en la cual nosotros podremos
seleccionar un archivo ya creado con un ejemplo de un vector de
puntos de control.

» Vector de nodos: esta opcidn nos permite tanto:

-Crear: nos abre un programa Matlab en el que podremos crear
nuestro vector de nodos.

-Crear: nos abre una ventana en la cual nosotros podremos
seleccionar un archivo ya creado con un ejemplo de un vector de
nodos.

Orden B-spline: aqui introduciremos el orden k del B-spline.

Tipo de Bspline: aqui indicaremos si nuestro vector de nodos es
periddico o no periddico.

Evaluacién en u: aqui indicaremos el punto en el que queremos
evaluar la curva Bspline. Conviene recordar que el parametro u debe
pertenecer al rango de parametros establecido segun el vector de
nodos y el orden del B-spline.

Aplicar: pulsando sobre este pushbutton nos aparecerd unas
ventanas con los puntos de control en cada paso del algoritmo hasta
la obtencién del punto de la curva, asi como los pesos que se utilizan
en cada paso para calcular el punto.

Valor del Parametro: 5

Puntos de control en el Paso 1

0000.9458
0000.7891
0000.5469
0000.2454

0000.3247
0000.6142
0000.8371
0000.9694

Valor del Parametro: 5
Pesos en el Paso 2

1]
0.6667
0.3333
0

0000.3247
0000.6142
0000.8371
0000.9694

Valor del Parametro: 5

Puntos de control en el Paso 2

0000.0000
0000.8413
0000.7084
0000.5469

0000.0000
0000.5177
0000.6885
0000.8371

Valor del Parametro: 5

Pesos en el Paso 3

[
0
0.5
0

0000.0000
0000.5177
0000.6885
0000.8371

Valor del Parametro: 5

Puntos de control en el Paso 3

0000.0000 0000.0000
0000.0000 0000.0000
0000.7748  0000.6031
0000.7084 0000.6885

Valor del Parametro: 5

Pesos en el Paso 4

cooco

0000.0000
0000.0000
0000.6031
0000.6885

Fig 9.2.4.8: interfaz B-spline.

Valor del Parametro: 5

Puntos de control en el Paso 4

0000.0000
0000.0000
0000.0000
0000.7748

0000.0000
0000.0000
0000.0000
0000.6031

0000.0000
0000.0000
0000.0000
0000.6031
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> Reset: nos dejara la interfaz con los valores por defecto que aparecen
al seleccionar el método de Propiedad de Normalizacidn.

» Salir: se sale de la interfaz.

Curva Bspline Racional: esta opcidn nos permitird construir una curva B-spline

racional. Al pulsar este pushbutton la interfaz se nos quedara de la siguiente
forma:

4 Interfaz_Bsplines S0 X

Ayuda N

B-splines

Extiidtd Fhchtca Curva Bspline Racional iv

Superior
de Ingenieria
Naval y Ocednica

Curva Bspline Racional

Datos Iniciales

Puntos de Control Ejemplo1_Curva.xls
Crear Cargar

Pesos Ejemplo1_Curva_Pesos.m
Crear Cargar

Vectores de Nodos Ejemplo1_Curva_Nodos.m

Crear Cérgar
Orden B-spline 4
k
Paso de discretizacidn 200
nU
v
Universidad Tipo de B-spline
Politécnica (@) Periédico en U (O No Periddico en U
de Cartagena
Evaluacién en u 5
Aplicar Reset Salir

Fig 9.2.4.9: interfaz B-spline.

Como podemos apreciar en la figura 9.2.4.9, debemos completar todos los
campos que aparecen en la interfaz para poder realizar este método.
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A continuacion comentaremos cada uno de ellos:

» Puntos de control: aqui podemos tanto:

-Crear: creamos los puntos de control para nuestra curva en un
programa Matlab que se nos abre.

-Cargar: nos abre una ventana en la cual nosotros podremos
seleccionar un archivo ya creado con un ejemplo de un vector de
puntos de control.

» Pesos: aqui podemos tanto:

-Crear: creamos pesos asociados a cada uno de los puntos de control
en un programa Matlab que se nos abre.

-Cargar: nos abre una ventana en la cual nosotros podremos
seleccionar un archivo ya creado con un ejemplo de un vector de
pesos.

» Vector de nodos: esta opcidn nos permite tanto:
-Crear: nos abre un programa Matlab en el que podremos crear
nuestro vector de nodos.
-Cargar: nos abre una ventana en la cual nosotros podremos
seleccionar un archivo ya creado con un ejemplo de un vector de
nodos.

» Orden B-spline: aqui introduciremos el orden k del B-spline.

» Tipo de Bspline: aqui indicaremos si nuestro vector de nodos es
periddico o no periddico. Conviene aqui tener en cuenta que esta
condicién de frontera debe estar en concordancia con las primeras y
ultimas entradas del vector de nodos.

> Evaluacidon en u: aqui indicaremos el punto en el que queremos
evaluar la curva Bspline. El parametro u debe encontrarse dentro del
rango de parametros, el cual depende del nimero de entradas del
vector de nodos y del orden del B-spline.

> Aplicar: pulsando sobre este pushbutton nos aparecerd la
representacion de la curva B-spline racional segun los datos
introducidos y el punto en que hemos querido evaluar, asi como
también se nos generara un archivo Excel que contendra los puntos
de la curva que ha generado.
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M3 5] £ n o
!

Fig 9.2.4.10: interfaz B-spline.

H = Curva3D_NURBxIs [Modo de compatibilidad] - Excel = = o x

Archivo Inicio Insertar Disefio de pégina Férmulas Datos Revisar Vista ACROBAT Y Indicar.. Johan Malabares P+ Compartir

= General - FZ Formato condicional = E=lnsertar + | 2. - Av-
e % 000 [[7 Dar formato como tabla ~ E" Eliminar ~ - P

Pegar N K S : = 5

. W n W <8 [ Estilos de celda - [ Formato - -

“D % Calibri - m
Fgy -

Portapapeles Fuente [F} Alineacidn [F} Mimero ] Estilas Celdas Maodificar ~
Al - | 0,928734912699822 v

A B C D £ F G H 1 J K -
092873491  0,3188351 0,33069396
0,91935613  0,34493866  0,3589442
0,90923994 0,37076589 0,38719444
0,89839595 0,39629721 0,41544468
0,88683773 0,42151308 0,44369492
0,87457287 0,44639393 0,47194515
0,86161296  0,4709202 0,50019539
0,84796857 0,49507233 0,52844563
0,8336503 0,51883077 0,55669587
0,81866872 0,54217596 0,58494611
0,80303443  0,56508833 0,61319634
0,78675801 0,58754833 0,64144658
0,76985006 0,60953642 0,66969682
0,75232319  0,63103461 0,69794706
0,73419342 0,65202756  0,7261973
0,71547711 0,67250022 0,75444753
0,69619063 0,69243753 0,78269777
0,67635032 0,71182442 0,81094801
0,65597257 0,73084583 0,83919825
0,63507373  0,7488867 0,86744849
0,61367015 0,76653197 0,89569873
0,59177821 0,78356657 0,92394896
0,56941427 0,79997544  0,9521992
0,54659468 0,81574351 0,98044944
0,52334723  0,83085286 1,00868768
26| 0,49987007 0,8452457 1,03672399)

=R RN BT RN TR SR

RNNNNE e R B R e e
FEERBEEBGEELSEGRERES

4 L4

Promedio: 1,010564903  Recuento: 597  Suma: 603,3072472 HH - 1 + 100%

Fig 9.2.4.11: interfaz B-spline.
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> Reset: nos dejara la interfaz con los valores por defecto que aparecen
al seleccionar el método de Propiedad de Normalizacion.

» Salir: se sale de la interfaz.

9.2.5 SUPERFICIES B-SPLINES

Una vez presionado el pushbutton de Superficies B-spline sobre la interfaz principal, se nos
abrird una nueva interfaz gréfica:

4 Interfaz_Superficies
Ayuda

B-splines
Escudla Téonica Superficies B-splines
Superior
de Ingenieria Py
Naval y Oceanica Datos Iniciales
Puntos de Control PuntosControl_Template.xIs
Crear Cargar
Pesos Ejemplo1_Pesos.m
Crear Cargar
Vectores de Nodos Ejemplo1_nodos_3.m
Crear Cargar
Ordenes B-splines 4 4
k I
Pasos de discretizacion 50 50
nU nV
Tipo de B-spline
Universidad @) Periodico en U (O No Periédico en U
Politécnica (O No Periddico en V
de Cartagena
Evaluacion en (u.v) (5,5
Aplicar Reset Salir

Fig 9.2.5.1: interfaz Superficies B-spline.
A continuacion describiremos los distintos elementos de la interfaz, figura 9.2.5.1:

- Ayuda: al pulsar aqui, podemos elegir entre:

Tutorial de la interfaz grafica: esta opcidn nos muestra un archivo pdf con un
resumen de cdmo usar la interfaz.
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Superficies B-spline: esta otra opciéon nos muestra un archivo pdf con la teoria
referente a este capitulo.
- Superficies B-spline: nos muestra un archivo pdf con la teoria referente a las superficies

B-spline.
Y Superficies B-spline.pdf - Adobe Acrobat Pro - O x
Archive Edicion  Ver Ventana Ayuda *®

BAbrir ﬁf}crearv ‘D@@ @‘@@@@@@@ Personalizar ~ ‘lz‘
lr /20 ‘ {‘1‘} | — -|- | EE Herramientas Rellenar y firmar Comentario

"~

8. BSPLINES EN DOS DIMENSIONES [4]

Hoy en dia las superficies de Bézier, y herramientas mas sofisticadas como las superficies B-
Spline y las superficies NURBS se utilizan como herramientas de disefio grafico en programas
como Adobe Photoshop, Adobe lllustrator, Inkscape, etc. O en programas de animacién grafica
para controlar el movimiento en aplicaciones como Adobe Flash, Adobe After Effects, Adobe
Shockwave, entre otros. También y estos de nuestro particular interés se utilizan en programas
de disefio naval como Rhinoceros.

A lo largo de este capitulo hablaremos y describiremos las superficies de Bézier, las superficies
B-Spline y las superficies B-Spline racionales.

8.1 SUPERFICIES DE BEZIER

A continuacion veremos como aumentar la dimensidn a partir de las curvas de Bézier definidas
en el capitulo 4 para conseguir superficies de Bézier. Las técnicas que necesitamos para su
construccion son las usuales para trabajar en wvarias dimensiones, y consisten
fundamentalmente en trabajar en cada una de las dimensiones por separado.

Teniendo un conjunto finito de (m + 1) * (n 4+ 1)puntos de R® que nombraremos red de
(mn)

im0 definimos la superficie de Bézier x: [0,1] x [0,1]2R3*como

control {P;

n n

x(u,v) = Z B{"(w) Bl (v)P;; ,
)

=0 j=

(u,v) € [0,1]x[0,1].

8.2 SUPERFICIES B-SPLINE
A continuacidn seguiremos la misma técnica que se ha utilizado en las superficies de Bezier de
atacar el problema dos dimensional via la técnica del producto tensor que se basa en calcular

lne_enlines de una dimensidn v _multinlicarlne  Fs derir _las técnicas oue 1isamns nara si

Fig 9.2.5.2: interfaz Superficies B-spline.

- Datos iniciales:
Puntos de control: aqui podemos tanto:
Crear: creamos los puntos de control para nuestra curva en el siguiente
archivo Excel que se nos abre.
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B =

Archivo Inicio Insertar

Disefio de pagina

PuntosControl_Template.xls [Modo de compatibilidad] - Excel

Férmulas

Datos

Revisar

Vista

ACROBAT

¥ Indicar...

al

| X

Johan Malabares 9, Compartir

"D 8{; Calibri A A = = _ ,?/' E—F General - %Formato condicional = iE“‘“In.ser.‘tar - Z - ’;1-
B - _ [ . 94 o000 | [ Dar formato como tabla~ | E% Eliminar ~ | [] - 2 -
Pevgar ~ N K 5 - === Tl L‘jEstiIns de celda ~ @Fnrmatn' g -
Portapapeles Fuente [} Alineacién = Nimero Estilos Celdas Modificar ~
Al 7 p 2 0 v
A B C D E 3 G H | J K -
1 0 o 0 0,6981317 0 0,64278761 1,3562634 0 0,98480775 2,0943951 o
2 0 0,44379895 0,43388374 0,6981317 0,44879895 0,91150585 1,3962634 0,44879895 0,96262425 2,0943951 0,44879895
3 0 0,8975979 0,78183148 0,6981317 0,8975979 0,99968918 1,3962634 0,8975979 0,7497812 2,0943951 0,8975979
4 0 1,34639685 0,97492791 0,6981317 1,34639685 0,88987181 1,3962634 1,34639685 0,3884348  2,0943951 1,34639685 -
5 0 1,7951958 0,97492791 0,6981317 1,7951958 0,60380441 1,3962634 1,7951958 -0,04984589  2,0943951 1,7951958 -
6 0 2,24399475 0,78183148 0,6981317 2,24399475 0,19814614 1,3562634 2,24399475 -0,47825398  2,0943951 2,24399475 -
7 0 2,6927937 0,43388374 0,0981317 2,6927937 -0,2467574 1,3962634  2,6927937 -0,81193801 2,0943951  2,6927937
8 0 3,14159265 0 0,6981317 3,14159265 -0,64278761 1,3962634 3,14159265 -0,98480775 2,0943951 3,14159265
9 0 3,5903916 -0,43388374 0,6981317 3,5903916 -0,91150585 1,3962634 3,5903916 -0,96262425 2,0943951  3,59035916 -
10 0 4,03919055 -0,78183148 0,6981317 4,03919055 -0,99968918 1,3962634 4,03919055 -0,74597812 2,0943951 4,03919055 -
11 0 4,48798951 -0,97492791 0,6981317 4,48798951 -0,88987181 1,3962634 4,48798951 -0,3884348 2,0943951 448798951
12 0 4,93678846 -0,97492791 0,6981317 4,93678846 -0,60380441 1,3562634 4,93678846 0,04984589  2,0943951 4,93678846
13 0 5,38558741 -0,78183148 0,6981317 5,38558741 -0,19814614 1,3962634 5,38558741 0,47825398  2,0943951 5,38558741
14 0 5,83438636 -0,43388374 0,6981317 5,83438636 0,2467574 1,3962634 5,83438636 0,81193801 2,0943951 5,83438636
15 0 6,28318531 0 0,6981317 6,28318531 0,64278761 1,3962634 6,28318531 0,98480775 2,0943551 6,28318531

Fig 9.2.5.3: interfaz Superficies B-spline

Cargar: nos abre una pantalla en la cual podemos seleccionar un archivo
con unos puntos de control ya creados.

|4 Archive que contiene los Puntos de Control (*.xls,* xlsx)

T

Organizar * Mueva carpeta
Interfaz Superfici *

Pdfs usados en la
@ OneDrive - Univers

[ Este equipo
[ Desktop
@ Docurnentos
; Downloads
| Imagenes
Jﬁ Miisica
) Objetos 3D
m Videos
i Disco local (C:)

- Datos (D:)

¥ Red v

Mombre

B Bamplelxds
& PuntosControl_Template.xls

Fecha de modifica...

16/04/2020 11:35

<« Programas Matlab TFG » Programas con interfaz grafica » Ficheros Superficies

Tipo

Haja de célcule d...

Hoja de calculo d...

v O

Tamafio

34 KB
34 KB

] leccione un archiv

Buscar en Ficheros Superficies

i | (*.ls)

X

»

Cancelar

Fig 9.2.5.4: interfaz Superficies B-spline.

Pesos: podemos tanto:
Crear: creamos los pesos asociados a cada punto de control.
Se hace modificando el archivo de la figura 9.2.5.5.
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function w=crear pesos_3 ()

% Weights for surfaces im R™3

% w 1s the wvector with the weight wvalues

% Modify the following example with ur own weights

n=15; m=10;
size ControlPoints=[n,m]:;

W=ones (s2ize ControlPoints); W(l,l:m)=100; W(n,l:m)=100; W(l:n,1)=100; W(ln,m)=100;

Fig 9.2.5.5: interfaz Superficies B-spline.

Cargar: nos abre una ventana en la cual podemos seleccionar un archivo
ya creado con los pesos asociados a cada punto de control.

|4 Archivo que contiene los Puntos de Control (*.m) X
T <« Programas Matlab TFG » Programas con interfaz grafica » Ficheros editables v O Buscar en Ficheros editables o
Organizar Mueva carpeta =t - [ 0
~
Interfaz Superficii Nombre Fecha de modifica..  Tipo Tamafio
Pdfs usados enla 4\ crear_nodos.m 1 Archive M 1KB
@ OneDrive - Univers 4 crear_nodos_3.m 1 Archive M 1KB
4\ crear_pesos.m 1 Archive M TKE
E Este equipo 4 crear_pesos_3.m 1 Archive M 1KB
[ Desktop 4\ Ejemplol_nodos_3.m 1 Archivo M 1KB
@ Documentos 4 Ejemplol_pesos_3.m 1 Archive M 1KB
I Downloads 4\ Mis nodos_Ejemplol.m 1 Archivo M 1KB
=1 Ima 4\ Mis pesos_Ejemplol.m 16/1 Archivo M 1KB
| Imagenes
D Musica
) Objetos 3D
m Videos
‘i Disco local (C)
- Datos (D:)
[j Red w
Nombre: | ~ | MATLAB Code files (*.m) ~

Fig 9.2.5.6: interfaz Superficies B-spline.

Vector de nodos: podemos tanto:

Crear: creamos el vector de nodos tanto en la direccién U como en la
direccién V.
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function [U,V]=crear_ nodos_3{()

U is a nxl matrix which represents the knot-vector in one direction

iz a nx]1 matrix which represents the knot-wvector in the perpendicular direction

v the following example with your own knot vectors

that the length p of U must be sgqual to n+k wh
Control Points matrix and k the order of

nunber of rows in the

the B-spline in that direction

Vv must be egual to mtl wh

Hotice that the length g of
number of columns in the Control Points matrix and 1 the order of

o o ol o o o ol o o o

the B-spline in that direction
p=18; og=14;

U=1l:p;0=0";
V=1l:iqg; V=V';

Fig 9.2.5.7: interfaz Superficies B-spline.

Cargar: nos abre una ventana en la cual podemos seleccionar un archivo
con unos vectores de nodos ya creados.

|4 Archivo que contiene los Puntos de Control (.m) x
1 <« Programas Matlab TFG » Programas con interfaz grafica » Ficheros editables v | O Buscar en Ficheros editables »r
Organizar = Mueva carpeta ==~ [ o
Interfaz Superficis * MNombre Fecha de modifica..  Tipo Tamafio
Pdfs usados en la 4 crear_nodos.m Archivo M 1KB
@ OneDrive - Univers 4\ crear_nodos_3.m Archive M 1KB
4 Crear_pesos.m Archivo M 1KB
O Este equipo 4 crear_pesos_3.m Archivo M 1KB
I Desktop 4\ Ejemplo_nodos_3.m Archive M 1 KB
|‘:f'| Documentos 4 Ejemplol_pesos_3.m Archivo M 1KB
* Downloads 4 Mis nodes_Ejemplol.m Archivo M 1KB
=] Imégenes 4\ Mis pesos_Ejemplol.m Archiva M 1KB
J) Musica
) Objetos 3D
m Videos
o Disco local (C)
- Datos (D:)
¥ Red w
MNombre: w ‘ MATLAB Code files (*.m) ~

Fig 9.2.5.8: interfaz Superficies B-spline.

Ordenes B-spline: aqui introduciremos tanto el orden del B-spline en una

direccion, k, como el orden del B-spline en la otra direccién, I.

Pasos de discretizacion: aqui introduciremos tanto el nimero de puntos para el
calculo del paso de discretizacidn para el vector de nodos U, en nU, como
también el nimero de puntos para el célculo del paso de discretizacién para el
vector de nodos V en nV.

Tipo de B-spline: aqui indicaremos si nuestro vector de nodos es periddico o no
periddico tanto en la direccién U como en la direccién V. Siempre tendremos
una opcidn marcada para ambas direcciones. Estas condiciones implican que los
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vectores de nodos que se han introducido concuerden en su principio y su final
con el tipo de condiciones en la frontera que se imponen, es decir, si
seleccionamos no periddico en una direccién lo que hacemos es poner
condiciones de frontera hacia el interior y los primeros nodos tendrian que ser
iguales en ese vector y si escogemos periddicos estos no pueden ser iguales, es
decir, no repetiremos los nodos.

Evaluacién en (u,v): aqui indicaremos el punto donde queremos evaluar en la
superficie. Hay que tener en cuenta que el punto debe estar dentro del rango
factible, es decir, tiene que estar entre los valores que estan entre la posicién k
del vector de nodos y el valor que estd en la posicién m-k+1 del vector de nodos,
que coincide con n+1 donde n es el nimero de puntos de control.

Aplicar: al pulsar sobre este pushbutton nos aparece una ventana indicdndonos que el
programa se esta ejecutando, y se nos genera la superficie segln los pardmetros que
nosotros le hallamos indicado, asi como también nos creara un archivo Excel con los
puntos de la superficie en funcidn de la discretizacidon que hayamos indicado.

Superficies
B-splines
Escuela Téonica Superficies B-splines
Superior
de Ingenierizpmm
UENEIRRIE 4 WARNING - X
1.xls
& El programa esta calculando. Por favor espera Cargar
T Crear | cargar
Vectores de Nodos Ejemplo1_nodos_3.m
Crear Cargar
Ordenes B-splines 4 4
k |
Pasos de discretizacion 50 50
nU nVv
Tipo de B-spline
Universidad @) Peritdico en U O No Periddico en U
Politécnica @ Periédico en V O No Periédico en V
de Cartagena
Evaluacién en (u,v) [5.5]
Aplicar Reset Salir

Fig 9.2.5.9: interfaz Superficies B-spline.
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H =

Insertar

Superficie_NURB.xls [Modo de compatibilidad] - Excel

Archiva Disefio de pagina Férmulas Datos Revisar Vista ACROBAT

General -
52 . g oo

<0 00
G0 5.0

% Formato condicional =

o -

My
O A -

Fuente [F]

I
Calibri
D Eg - EDarfDrmatU como tabla -

Pegar
- GE;tiIosdeca\da'

v N K S~

Portapapeles Alineacién m Mimero = Estilos

Al - & 0,35095375244673

A B £ D E F G H |

¢ Indicar...

al - [m| X

Johan Malabares P+ Compartir

g""lnser‘tar < z - ’é‘?v
E" Eliminar ~ m' L~

EI Formato = e~

Celdas Modificar ~

1 K -

0,39095375 0,25132741 0,5604583 0,53376244 0,19542575 0,61516863 0,69779264 0,13982009
0,24157312 0,41748153 0,57708221 0,36429421 0,35855868 0,61323413 0,53151506 0,28630766
0,11528409 0,60544054 0,62409594 0,19070355 0,57040089 0,64112646 0,31573043 0,51691135
0,05143060 0,76727095 0,69122691 0,08946216 0,76012506 0,6985938 0,16073944 0,74767464
0,03989857 0,38843281 0,75852659 0,07005452 0,38842895 0,76232441 0,12800394 0,88842205
0,03989324 0,99834869 0,81687675 0,07004546 0,99834869 0,81770181 0,12798839 0,99834869
0,03989324 1,10825863  0,8653744 0,07004546 1,10825863 0,86321631 0,12798839 1,10825863
0,03989324 1,21816858  0,903507 0,07004546 1,21816858 0,89839154 0,12798839 1,21816858
0,03989324 1,32807853 0,93076175 0,07004546 1,32807853 0,92275091 0,12798839 1,32807853
0,03989324 1,43798847 0,94667955 0,07004546 1,43798847 0,93587102 0,12798839 1,43798847
0,03989324 1,54789842 0,95115819 0,07004546 1,54789842 0,93768217 0,12798839 1,54789842
0,03989324 1,65780837 0,94424109 0,07004546 1,65780837 0,92825892 0,12798839 1,65780837
0,03989324 1,76771832 0,9259721 0,07004546 1,76771832 0,90767629 0,12798839 1,76771832
0,03989324 1,87762826 0,8964336 0,07004546 1,87762826 0,87604701 0,12798839 1,87762826
0,03989324 1,98753821 0,8560433 0,07004546 1,98753821 0,83381228 0,12798839 1,98753821
0,03989324 2,09744816 0,80539158 0,07004546 2,09744816 0,78158246 0,12798839 2,09744816
0,03989324  2,2073581 0,74507026 0,07004546 2,2073581 0,71996928 0,12798839  2,2073581
0,03989324 2,31726805 0,67569242 0,07004546 2,31726805  0,649605 0,12798839 2,31726805
0,03989324  2,427178 0,59811843 0,07004546  2,427178 0,57136045 0,12798839  2,427178
0,03989324 2,53708794 0,51336818 0,07004546 2,53708794 0,48626039 0,12798839 2,53708794
0,03989324 2,64699789 0,42246424 0,07004546 2,64699789 0,39533213 0,12798839 2,64699789
0,03989324 2,75690784 0,32643672 0,07004546 2,75690784 0,29961001 0,12798839 2,75690734
0,03989324 2,86681779 0,22643651 0,07004546 2,86681779 0,2002406 0,12798839 2,86681779
0,03989324 2,97672773 0,12371163 0,07004546 2,97672773 0,09846078 0,12798839 2,97672773
0,03989324 3,08663768 0,01951288 0,07004546 3,08663768 -0,00449005 0,12798839 3,08663768
0,03989324 3,19654763 -0,08490938 0,07004546 3,19654763 -0,10737314 0,12798839 3,19654763
0.0

Wt~ s M e

) BRI R R R [
BERBRNREBE QS REEERES

M
~

) 4

Listo Promedio: 2052534682 Recuento: 7203 Suma: 1478440732

0,67873965
0,6638603
0,66956946
0,71087364
0,76760341
0,81729743
0,85713278
0,88670159
0,90559603
0,91346041
0,31028585
0,89620493
0,87135065
0,83589218
0,79031356
0,73526095
0,67138184
0,59934282
0,52003218
0,4344813
0,34372393
0,24879982
0,15084473
0,0510719
-0,04930358
-0,14906763

0,86981174 0,09122699
0,73732086 0,20788769
0,51320272 0,43971843
0,29804787 0,72543082
0,2445469 0,38240914
0,24452075 0,99834869
0,24452075 1,10825863
0,24452075 1,21816858
0,24452075 1,32807853
0,24452075 1,43798847
0,24452075 1,54789842
0,24452075 1,65780837
0,24452075 1,76771832
0,24452075 1,87762826
0,24452075 1,98753821
0,24452075 2,09744816
0,24452075  2,2073581
0,24452075  2,31726805
0,24452075  2,427178
0,24452075 2,53708794
0,24452075  2,64699789
0,24452075 2,75690784
0,24452075  2,86681779
0,24452075 2,97672773 -
0,24452075  3,08663768 -
0,24452075 3,19654763 -

Fig 9.2.5.10: interfaz Superficies B-spline.

'~#§\\§¢¢e.~¢aa I h

Fig 9.2.5.11: interfaz Superficies B-spline.
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Valores de los parametros: 5 5
Punto de la Superficie B-spline:
1.3963

0.8976
0.66849

Fig 9.2.5.11: interfaz Superficies B-spline

- Reset: presionando este botdn se nos vuelven a configurar los parametros por
defecto de la interfaz grafica.
- Salir: cierra la interfaz.

9.2.6 TFG

Este pushbotton nos llevara directamente al trabajo de fin de grado

Universidad

Politécnica
de Cartagena

TRARAID FIN DE GRADO

Operadores de reconstruccion y de
subdivision para la generacion de
metodos numeéricos. Aplicacion al
mundo naval

ARCIUITECTURA NAVAL E INGENIERIA EN SISTEMAS MARINGS

Fig 9.2.6.1: trabajo fin de grado.
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9.2.7 ACERCA DE

Este nos abrird una ventana en la cual el usuario podra ver el siguiente resumen sobre la

interfaz:

9.2.8 SALIR

ACERCA DE

Esta interfaz grafica permite al usuario poder obtener de una manera répida y

sencilla tanto curvas como superficies, las cuales se generan a partir de unos puntos
de control que pueden ser introducidos por el usuario o pueden ser importados al
programa mediante un archivo Excel externo.
También podremos modificar dichas curvas y superficies pudiendo asi valorar y
elegir la que mejor se ajuste a nuestras necesidades o simplemente para realizar un
estudio o llevar a cabo la reconstruccién de alguna parte de un objeto o de alguna
pieza. En este proyecto nos interesan las curvas y superficies del mundo naval. En
particular las piezas de un buque, tipo casco, bulbo, palas de hélice, etcétera.

Dichas curvas y superficies podran ser obtenidas y visualizadas utilizando
algoritmos relacionados con Bernstein, Bézier, B-spline y Nurbs. Hemos incluido las
herramientas en el orden cronoldgico en que se fueron desarrollando, apareciendo
asi primero los polinomios de Bernstein, después las curvas de Bezier, y
posteriormente los B-splines. Dentro de B-splines se incluyen los B-splines
racionales y los NURBS.

El motivo de crear esta interfaz ha sido facilitar el uso de los distintos programas
Matlab creados en el Trabajo final de grado “Operadores de reconstruccion y de
subdivisién para la generacidon de métodos numéricos. Aplicacion al mundo Naval”.

Este trabajo ha sido elaborado y desarrollado por el alumno José Alfredo Costa
Martinez bajo la direccién y supervision del profesor Juan Carlos Trillo Moya en el
departamento de Matemadtica Aplicada y Estadistica de la ETSINO en la UPCT.

Por ultimo con este pushbutton se cerrara la interfaz grafica.
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10. CASOS PRACTICOS

En este capitulo llevaremos a la practica algunos ejemplos mediante Splines cubicos

interpolantes y NURBS.
10.1 CASO PRACTICO 1

En este caso practico trataremos el recorrido que debe hacer un contenedor desde que la grua
lo carga hasta su descarga en el muelle sobre el remolque de un camién y veremos cémo gracias
a los Splines cubicos interpolantes obtendremos una representacién suave de dicho

movimiento.

En la figura 10.1.1 se muestra la gria que realizara la operacion y el barco del que se descargard

el contenedor.

26.6 m

14 m

Above quay 27 m (45 m)

Below quay 15 m =

Fig. 10.1.1: representacion de la descarga de un contenedor.

En la siguiente tabla se muestran las coordenadas del punto en el que se encuentra el
contenedor, asi como los puntos intermedios hasta su descarga sobre el camién situado en el

muelle:

Puntos de paso Coord. x (m) Coord. y (m) Coord. z (m)
1 38 0 12
2 38 0 27
3 26.87 26.87 27
4 -5.5 435 15

Tabla 10.1.1: coordenas por las que pasara el contenedor.

- punto 1: punto en el que se encuentra el contenedor en el buque.
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- punto 2: punto hasta el cual se izara la carga una vez enganchado el contenedor.

-punto 3: punto intermedio de paso del contenedor.

-punto 4: punto de descarga del contenedor sobre el remolque del camidn.

En la siguiente figura tenemos el ajuste de la variable x, donde los puntos en rojo serian los
valores interpolados entre cada uno de los puntos.

Ajuste por Splines Cubicos Interpolantes evaluados en un mallado

40 +  Puntos de Contral | ]
@ \alores Interpolados

35T

30T

25

201

15T

Wariable x

101

Variable t

Fig. 10.1.2: ajuste para las coordenadas x.

En la figura 10.1.3 se muestra una segunda grafica, donde se han dibujado los splines sin
interpolar, es decir la expresion simbdlica, en la cual vemos que hay tres trozos puesto que
tenemos cuatro puntos.
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40

35

30

25

20

15

Wariable x

10

Ajuste por Splines Cubicos Interpolantes

i “ +  Puntos de Control | 7
| Splines Clbicos
|

L | i
™

L + i

-30 =20 =10 0 10 20 30

Variable t

Fig. 10.1.3: ajuste por Splines Cuibicos Interpolantes para la variable x.

En la tercera grafica, figura 10.1.4 tenemos la primera derivada de la funcion spline construida,
en la que vemos que efectivamente la derivada de la funcion es suave.
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Wariable x

-40

Primera Derivada de los Splines Cubicos Interpolantes

Primera Derivada Splines Cubicos

1 15 2 25 3 35 4
Variable t

Fig. 10.1.4: representacion de la primera derivada para la variable x.

En la ultima grafica para la coordenada x se representa la segunda derivada de la funcidn spline,
que como podemos ver, todavia es continua. En la siguiente derivada, ya tendriamos una
discontinuidad de salto.
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Segunda Derivada de los Splines Cibicos Interpolantes

or Segunda Derivada Splines Clbicos

Variable x

1 15 2 25 3 35 4
Variable t

Fig. 10.1.5: representacion de la segunda derivada para la variable x.

Seguidamente se muestran las graficas obtenidas tanto para la variable y como para la variable
z, las cuales tienen la misma explicacién que la dada para la variable x:

Ajuste por Splines Clbicos Interpolantes evaluados en un mallado

+  Puntos de Contral

40+ @ Valores Interpolados |

3o0r .
=
a
=] - i
= 20
©
=

or 7

0r i
10 . . . . . . .
=30 =20 -10 0 10 20 30
Variable t

Fig. 10.1.6: ajuste para las coordenadas y.
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Ajuste por Splines Cibicos Interpolantes

- +  Puntos de Control
Splines Clubicos
40 7
a0 r 7
-+
- I
@
_Q - -
S 2 I
g |
=
1071 I 1
[
o - -
|
A0k A A A A A A A g
=30 =20 -10 ] 10 20 30
Variable t
Fig. 10.1.7: ajuste por Splines Cubicos Interpolantes para la variable y.
Primera Derivada de los Splines Cubicos Interpolantes
30 F Primera Derivada Splines Clbicos
201
10r
=23
Jab]
e
.% D -
>

':*'D L1 1 1 1 1 1 1
1 15 2 25 3 3.5 4
Variable t

Fig. 10.1.8: representacion de la primera derivada para la variable y.
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Variable y

Wariable z

Segunda Derivada de los Splines Cibicos Interpolantes

Segunda Derivada Splines Clbicos

[
=

T
£

=
T
F

401

1 15 2 25 3 35 4
Variable t

Fig. 10.1.9: representacion de la segunda derivada para la variable y.

Ajuste por Splines Cubicos Interpolantes evaluados en un mallado

Jo0r +  Puntos de Contral 7
@ Valores Interpolados

M3

=
T

1

-

n
T

1

-15 -10 -5 1] 5 10 15 20
Variable t

Fig. 10.1.10: ajuste para las coordenadas z.
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Ajuste por Splines Cubicos Interpolantes

30 r *  Puntos de Contral | T
[ Splines Clbicos

251 || -

Wariable z
— [l
en =
T T

-
=
T

-15 -10 -5 0 5 10 15 20
Variable t

Fig. 10.1.11: ajuste por Splines Cubicos Interpolantes para la variable z.

Primera Derivada de los Splines Cubicos Interpolantes

Primera Derivada Splines Cubicos

200

Wariahle z

40

1 15 2 25 3 35 4
Variable t

Fig. 10.1.12: representacion de la primera derivada para la variable z.
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Segunda Derivada de los Splines Cubicos Interpolantes

Segunda Derivada Splines Clbicos

Variable z
ra
[
T

ra
)]
T

1 15 2 25 3 35 4
Variable t

Fig. 10.1.13: representacion de la segunda derivada para la variable z.

Finalmente, en la ultima grafica que aparece en la figura 10.1.14 tenemos la curva final a seguir
por el contenedor transportado por el brazo de gria en el espacio. Esta curva es la resultante
de representar juntas las coordenadas x, y, z.

En la figura 10.1.15 se muestra el recorrido desde otra perspectiva.
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Generacion de Curvas con Splines Cubicos Interpolantes

#  Puntos de Control
Curva Generada

25
20
N
@
o
g
RG]
<l
&
a
5}
10
5
L
40
Coordenada y
0 Coordenada x
5 5
Fig. 10.1.14: curva final del movimiento del contenedor.
#  Punlos de Control
Curva Generada
Generacion de Curvas con Splines Clbicos Interpolantes
25
20
N
®
z‘é 15,
@°
B
&
51
5}
10,
5
4
Sl \ |
0.5 0 5 15 20 25 30 35

Coordenada y Cor;r%enadax

Fig. 10.1.15: curva final del movimiento del contenedor.
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10.2 CASO PRACTICO 2
En este segundo caso préctico representaremos el contorno expandido de la pala de una hélice
cuyas coordenadas se muestran en la siguiente tabla:

Seccién X Y
0.2r -171.78 210
0.3r -205.52 315
0.4r -235.82 420
0.5r -261.18 525
0.6r -284.42 630
0.7r -300.87 735
0.8r -312.86 840
0.9r -320.22 945
0.95r -261.05 997.5

1r 0 1050
0.95r 261.05 997.5
0.9r 320.22 945
0.8r 312.86 840
0.7r 300.87 735
0.6r 284.42 630
0.5r 267.52 525
0.4r 248.4 420
0.3r 229.9 315
0.2r 209.94 210

Tabla 10.2.1: coordenadas de la pala.

En la figura 10.2.1 tenemos el ajuste de la variable x, donde los puntos en rojo serian los valores
interpolados entre cada uno de los puntos.

Variable x

Ajuste por Splines Ciubicos Interpolantes evaluados en un mallado

300

200

100

-100

=200

-300

-+

o

Puntos de Control

Valores Interpolados | 7]

l

-400

-300 -200 -100 0 100
Variable t

200

300

Fig. 10.2.1: ajuste para las coordenadas x.

400
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En esta segunda grafica, tenemos los splines sin interpolar, es decir la expresion simbdlica, en la
cual vemos que hay 18 trozos puesto que tenemos 19 puntos.

Ajuste por Splines Cibicos Interpolantes

+  Puntos de Control
300 E Splines Cabicos | 7]
200 : .
100 7
=
QL
@
e
=100 .
-+
=200 7
=300 .

A0 =300 -200 100 0 100 200 300 400
Variable t

Fig. 10.2.2: ajuste por Splines Cubicos Interpolantes para la variable x.

En esta tercera gréfica, figura 10.2.3, tenemos la primera derivada, donde podemos ver que

efectivamente la funcidn es continua.

Primera Derivada de los Splines Cibicos Interpolantes

Primera Derivada Splines Cubicos

300

250 | ]

200 | ]

Yariable x
ey
L8y
[
T

=%
=
=
T

2 4 [§] B 10 12 14 16 18
Variable t

Fig. 10.2.3: representacion de la primera derivada para la variable x.
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En la ultima grafica para la variable x se representa la segunda derivada, que como podemos
ver, también es continua.

Segunda Derivada de los Splines Cubicos Interpolantes

200 F | Segunda Derivada Splines Clbicos

200 F |

100 /

Variable x
]
1
|
N
[

-100 !
200 /

-300

2 4 B 8 10 12 14 16 18
Variable t

Fig. 10.2.4: representacion de la segunda derivada para la variable x.

Pasamos ahora a mostrar los mismos graficos para la coordenay.
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Ajuste por Splines Cubicos Interpolantes evaluados en un mallado

1Moo 7
*+  Puntos de Contral

1000 F ¢ \alores Interpolados |

900 7

800 7
-

o 700 1
o

o i 4

= 600

=

500 7

400 7

300 7

200 7

500 =400 =200 0 200 400 600
Variable t
Fig. 10.2.5: ajuste para las coordenadas y.
Ajuste por Splines Cubicos Interpolantes
+ *  Puntos de Control

1000 F f Splines Clbicos |

800 7
-

@ 600f .
o
o
@

= 400t * 1

200 H 7

D - -

500 =400 =200 0 200 400 600 800
Variable t

Fig. 10.2.6: ajuste por Splines Cuibicos Interpolantes para la variable y.
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Primera Derivada de los Splines Cubicos Interpolantes
(_\I | Primera Derivada Splines Cubicos
100 | R
III IIII .llll
50 [ WA
|
- II
_g 5
£
@ OF '
©
=
ek ™
o0 f/ \
100 —_— _
2 4 6 8 10 12 14 16 18
Variable t

Fig. 10.2.7: representacion de la primera derivada para la variable y.

Segunda Derivada de los Splines Cibicos Interpolantes
1001
Segunda Derivada Splines Clbicos
II.I III
s0r [ |
II l II
" [ |
] VoL | - S
1] - lII I | e ———
{ [ |
- I|I | ||
Jub] [ |
= -50f Vol |
= b | |
5 v | ¥
= I||I | L
-100 | \ | |
|
|
50 F ||
|
[
|
=200
2 4 G 8 10 12

14 16 18
Variable t

Fig. 10.2.8: representacion de la segunda derivada para la variable y.
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En este ejemplo préactico, como se tratra de la proyeccidon frontal de una pala, trabajamos con
una curva plana con lo cual no tenemos tercera coordenada. El resultado de unir los valores de
cada una de las coordenadas obtenidas, nos arroja como resultado la aproximacidn discreta a la
curva mostrada en la figura 10.2.9.

Generacion de Curvas con Splines Cubicos Interpolantes

1100 7
&  Puntos de Contral

1000 F . Curva Generada i

800 7

800 7

700 7

600 7

Coordenada y

00 7
400 1 7
300 1 7

2001 7

-600 -400 -200 0 200 400 600
Coordenada x

Fig. 10.2.9: representacion de la curva generada mediante Splines Cubicos Interpolantes.

10.3 CASO PRACTICO 3

En este tercer caso practico vamos a realizar un estudio basandonos en la misma pala del
ejemplo anterior. Utilizaremos los mismos datos de inicio, pero reconstruiremos la curva usando
NURBS. Los resultados pueden verse en la figura 10.3.1. Las NURBS lo que hacen, es utilizar los
puntos como puntos de control y generan una curva que se aproxima al contorno real de la pala
en funcion del peso que le demos a cada punto, de esta forma cuanto mayor sea el peso asociado
a cada punto mas se aproximara la curva generada a dicho punto y al revés cuanto menor sea el
peso. Ademds hay que definir apropiadamente el vector de nodos. En la figura 10.3.2 se ofrece
una comparacién grafica de los resultados obtenidos por ambos métodos. En azul aparece la
reconstruccion hecha mediante splines cubicos interpolantes, y en trazo discontinio con
circulos negros la obtenida mediante NURBS.

229



Universidad
Politécnica
de Cartagena

1100 -
1000 - &
900 - .
800 - -

J00 k?b .

600 .
500 .
400 } .
300

200 \ 7

-300 =200 -100 0 100 200 300

Fig. 10.3.3: representacion de la pala mediante curvas NURBS.

Generacion de Curvas con Splines Cubicos Interpolantes

&  Puntos de Contral
Curva Generada

1100 7

1000 1

800 |

e
=
=

700 ¢

600 1

Coordenada y

500 |

400 ¢

300 ¢

200 t
400 -200 1] 200
Coordenada x

Fig. 10.3.2: comparacion de la pala generada mediante Splines Cubicos interpolante y
NURBS.
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10.4 CASO PRACTICO 4

Este caso practico consistird en dar forma a la cuaderna maestra de un buque, para lo que
introduciremos los puntos de control que definen una aproximacion a la curva que dara forma
a nuestra seccion. A continuacién mediante NURBS, después de especificar adecuadamente las
variables de entrada, se nos generara la forma de la cuaderna, la cual podremos modificar
actuando sobre el peso que le corresponde a cada uno de los puntos de control.

En la figura 10.3.1 podemos observar la forma de nuestra cuaderna para el siguiente vector de
puntos de control

P= [-8.1000, 7.0000; -8.1000, 6.0000; -8.1000, 5.0000; -8.1000, 4.0000; -8.0900, 3.0000;-
8.0300, 2.0000; -7.8300, 1.0000; O, O, O, O, 7.8300, 1.0000;8.0300, 2.0000; 8.0900,
3.0000;8.1000, 4.0000; 8.1000, 5.0000; 8.1000, 6.0000;8.1000, 7.0000]

con los siguientes pesos ligados a cada punto
w=[50,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,1,1,1,1,50].

El vector de nodos se define con nodos no uniformes y periddico, de manera que se defina mejor
el perfil.

Fig. 10.3.1: cuaderna maestra 1.

La linea roja que se observa en la figura 10.3.1 seria el poligono de control que resulta de unir
los puntos de control y la cuaderna resultante seria la nube de puntos negros, y como se puede
observar tiene formas mas suaves.
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En la Fig 10.3.2 representaremos los mismos puntos de control, pero con una asignacion de
pesos distinta para cada uno de ellos. Se le ha asignado mas poder de atraccién a los puntos
finales y centrales de la curva.

P= [-8.1000, 7.0000; -8.1000, 6.0000; -8.1000, 5.0000; -8.1000, 4.0000; -8.0900, 3.0000;-
8.0300, 2.0000; -7.8300, 1.0000; O, O, O, O; 7.8300, 1.0000;8.0300, 2.0000; 8.0900,
3.0000;8.1000, 4.0000; 8.1000, 5.0000; 8.1000, 6.0000;8.1000, 7.0000]

W=[100,1,1,1,1,2,200,200,200,200,2,1,1,1,1,100]

Fig. 10.3.2: cuaderna maestra 2.

Para terminar se muestra la comparativa entre la cuaderna 1 de la figura 10.3.1 y la cuaderna 2
de la figura 10.3.2, donde podemos ver la influencia que tiene darle mayor o menor peso a cada
uno de los puntos de control.
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Fig. 10.3.2: comparacion entre la cuaderna 1y 2.

10.4 CASO PRACTICO 5

En este caso practico representaremos dos palas de dos hélices diferentes en 3D, para ello nos
hemos creado dos documentos excel (PALA HELICE_1.xls, PALA_HELICE_2.xls), en los cuales se
representan los puntos de cada seccion de la hélice correspondiente. Dichos datos se han
extraido de la cartilla de trazado para dicha hélice.

[ 100 [97.5] 05 ] [ [ 80 [ 75 [ 70 50| 3 | & | [0 [ 75 ] 5 75 [ 125 O T %m—
05 |54 | 76 f114| 145171192 21 | 232 | 238 | 232 | 21 193 | 172 | 146|116 97 | 17| 52 3.7 G | BACK | 0.99 | EZE
05| 3 |a31)28]-23] 18] 13 00] 03f 01 03] 09 14]10] -25[20]-31]-31] 29| 25 0| FacE
07 | 60 | 101J2005| 265|314 356 20 | 454 | 440 | 434 | o8 | 357 | 316 | 266 |207fi72|12.3| B8 [ (] BACK | 0.975 [4360 | 4254
07|38 31)13]oe|24) 4 |54 73|70 73|53 ) 30| 2203 [16]-26|33| 37| 34 0| Face
09 (116|172 276|302 435| 305|584 | 608 63 |08 | 545 | 307|238 | b7 |Bz[ 234|773 116 | 78 0 | BACK [ 035 [33488 | 2243
09 |-38|-22012]46] 77 |105]|128] 16 17 % |127 0103 74 | 41 |06 12| 27| 38 | -3¢ 0| FACE
TT (T34 204|325 324|515 | 508|647 | 724 | 748 | 728|640 502|522 | da7 | 7|24 135 | 93 T | BACK [ 08 [3T725| 4222

11.7 [
0
0

1213 [

-27.5 0

7318 ]
3.9 -54.4 o | Face
T3 679 ; G7.7] 463 | 2181 0 | BACK]| 04 | 410 | 2521
1.3 79.4 | 798| -77.3] 7409 718 -47.1| -359 | 267 o | Face
0 1965|2014 | 193 | 1628 | 1678 T96| 525 | 34.8 G | BACK | 0.3 |10575| 2850
0 99.9 |.101.5] -00.1 | -e8.1 -01.7 -57.2| 419 | 200 o | Face
] 706 | 2735 2066 1964 | 1800 ® | 552 | % 0 | BACK| 025 [ 8873 | 288
0 -87.3] -95.1 ].106.8| -113.6]-116.1]-113.9)-110.7] - 1055 -639] 457 | 318 o | Face
[} TA06| 1595|1911 213 | 223 | 218 [ 2083 | 1927 ; 303 578 | 371 [ 0 |BACK[O018[ 700 [ 2817
0 -98.6|-107.7] -121.5| -130.1] -133.8| -132 |-128.5] -1228]-113:3 -72.3] 504 | 341 o | Face

Tabla 10.4.1: cartilla de trazado
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m A 0o - PALA HELICE_1.xlsx - Excel (Error de activacién de productos) 7 @ -
INICIO | INSERTAR ~ DISENODEPAGINA  FORMULAS ~ DATOS  REVISAR  VISTA Ir
e e _— I Tn Bx [T ZAuouma -+ A
Calibri 1 A A B¢ Ajustar texto General ;‘4 D &5 ;‘?\ @ P A d H
NK S~ 5. Hoa- = 3= ombinry centrar T+ 9 o | 4§ $§  Formato Dorformato Esilosde | Inserar Eliminer Formato Ordenary  Buscary
condicional - comotabla~ celda~ | - - - £ Bormar filtrar = seleccionar -
Fuente ] Alineacién ] Nimero Fl Estilos Celdas Modificar
17 - S
A B c D E F G H 1 ) K L M N o P

-385,5 0 700 -364,085 28,6 700 -342,67 a3 700 -299,84 719 700  -257,01 96,8 700 214,18
z -241,5 0 10575  -416,975 27,5 10575 -392,4 42,3 1057,5 -242,35 70 1057,5 -294,3 94,2 1057,5 -245,25
3 487,35 1,3 1410 -260,275 26,7 1410 -433,2 a0,7 1410 -379,05 65,1 1410 -324,9 86,4 1410 -270,75
4 -521,1 3,3 1762,5 -492,15 26,5 1762,5 -a63,2 38,8 1762,5 -405,3 60 1762,5 -347,4 78,2 1762,5 -289,5
5 -540,45 3 2115 -510,425 22,8 2115 -480,4 33,9 2115 -420,35 52,9 2115 -360,3 69,1 2115 -300,25
5 -541,35 21 24675  -511,275 18,9 24675 -a81,2 28,6 2467,5 -421,05 45,2 2467,5 -360,9 59,3 2467,5 -300,75
7 513,45 16 2820  -484,925 16,3 2820 -a56,4 24,8 2820 -399,35 39,4 2820 -342,3 51,9 2820 -285,25
8 -432,9 11 3172,5 -408,85 13,4 3172,5 -384,8 204 3172,5 -336,7 3,5 31725 -288,6 22,4 3172,5 -240,5
s -345,6 0,9 3348,8 -326,4 11,6 3348,8 -307,2 17,4 33488 -268,8 27,6 3348,8 -230,4 36,2 3348,8 -192
10 -112,5 05 3489,8 -106,25 54 3489,8 -100 7,6 3489,8 -87,5 11,4 3489,8 -75 14,5 3489,8 -62,5
1 -101 -3,1 3490 -95,4878049 31 3490 -89,9756098 -3,1 3490 -84,4634146 3,1 3490 -78,9512195 -3,1 3490 -73,4390244

Fig 10.4.2: puntos de la cartilla de trazado pasados a Excel (PALA HELICE_1.xIs).

0= PALA HELICE_2.xlsx - Excel (Error de activacién de productos) ? A -
INSERTAR ~ DISENODEPAGINA ~ FORMULAS ~ DATOS  REVISAR  VISTA Ir
_ = - o -
: Ti Jxx = = % Ehsuen Gener - e o -
Pegar 4 N K S+ [i- DA~ = 5= ombinary centrar ~ 7« 9 oo 4 9§ Formato  Darformato Estilosde  Insertar Eliminar Formato Borre Ordenary  Buscary
M condicional ~ como tabla~  celda~ - - - < Dorrar filtrar = seleccionar =
Portapapeles Fuente ] Alineacién el Nimero el Estilos. Celdas Modificar
Q21 - I
A B C D E F G H | J K L M N ¢] P |
-299,810833 0 700 -282,310833 28,6 700 -264,810833 4,3 700 -229,810833 719 700 -194,810833 96.8 700 -159,810833
2 | -377,563177 0 881,3 -355,530677 28,1 881,3 -333,498177 43,7 881,3 -289,433177 71,3 881,3 -245,368177 96 881,3 -201,303177
3 | -453,128335 0 1057,5 -426,690835 27,5 1057,5 -400,253335 42,9 1057,5 -347,378335 70 1057,5 -294,503335 94,2 1057,5 -241,628335
4 | -604,301536 1,3 1410 -569,051536 26,7 1410 -533,801536 40,7 1410 -463,301536 65,1 1410 -392,801536 86,4 1410 -322,301536
5 | -755,474737 3,9 1762,5 -711,412237 26,5 1762,5 -667,349737 38,8 1762,5 -579,224737 60 1762,5 -491,099737 78,2 1762,5 -402,974737
6 | -906,647939 3 2115 -853,772938 22,8 2115 -800,89793% 33,9 2115 -695,147939 52,9 2115 -589,397939 69,1 2115 -483,64793%
7 -1057,25 2,1 24675  -995,5625 18,9 2467,5 -933,875 28,6 2467,5 -810,5 45,2 2467,5 -687,125 59,3 2467,5 -563,75
8 | -1208,99434 16 2820 -1138,49434 16,3 2820 -1067,99434 24,8 2820 -926,994341 39,4 2820 -785,994341 51,9 2820 -644,994341
9 | -1360,16754 11 3172,5 -1280,85504 13,4 3172,5 -1201,54254 204 3172,5 -1042,91754 32,5 3172,5 -884,292542 24 3172,5 -725,667542
10 | -1435,77559 0,9 3348,8 -1352,05559 11,6 3348,8 -1268,33559 17,4 3348,8 -1100,89559 27,6 3348,8 -933,455586 36,2 3348,8 -766,015586
1-1473,55816 0,7 3436,9 -1387,63566 8,9 3436,9 -1301,71316 13,1 3436,9 -1129,86816 20,3 3436, -958,023165 26,3 3436,9 -786,178165
12 | -1496,24487 0,5 3489,8 -1408,99987 54 3489,8 -1321,75487 7,6 3489,8 -1147,26487 11,4 3489,8 -972,774867 14,5 3489,8 -798,284867
3 -1511,34074 0 3525 -1423,21574 0 3525 -1335,09074 0 3525 -1158,84074 0 3525 -982,590744 0 3525 -806,340744

Fig 10.4.3: puntos de la cartilla de trazado pasados a Excel (PALA HELICE_2.xIs).

Por ultimo utilizando el programa Matlab desarrollado "Rational_Bspline_surface3" con los
datos anteriores, obtendremos una aproximacion con mas detalle a la superficie de cada una
de las palas. La representacién grafica de ambas palas en 3D se puede observar en las figuras
10.4.4 y 10.4.5. Los comandos Matlab utilizados aparecen en las siguientes lineas:

>>ControlPoints="'./Ficheros Superficies/PALA HELICE 1.xlsx';
n=11;

m=42;

W=ones (n,m); W(n,l:m)=1; W(l:n,1)=10000; W(l:n,m)=10000;
k=4,;

U(l:k)=1; U(k+1l:n)=2:n-k+1; U(n+l:n+k)=n-k+2; U=U';
1=4;

V(l:1)=1; V(1+l:m)=2:m-1+1; V(m+l:m+l)=m-1+2; V=V"';
nU=50;

nv=50;

typeU Bs="'NP';
typeV Bs='NP';

[PuOv0]=Rational Bspline Surface3(ControlPoints,W,U,k,V,1,nU,nV, typeU

Bs, typeV Bs)
axis equal
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Fig 10.4.3: pala de la hélice en 3D.

>>ControlPoints='./Ficheros Superficies/PALA HELICE 2.xlsx';
n=13;

m=42;

W=ones (n,m); W(n,l:m)=1; W(l:n,1)=10000; W(l:n,m)=10000;
k=4;

U(l:k)=1; U(k+l:n)=2:n-k+1; U(n+l:n+k)=n-k+2; U=U"';

1=4;

V(l:1)=1; V(1+l:m)=2:m-1+1; V(m+l:m+1l)=m-1+2; V=V';
nU=50;

nvV=50;

typeU Bs='NP';

typeV_Bs='NP';

[PuOv0]=Rational Bspline Surface3(ControlPoints,W,U,k,V,1,nU,nV, typeU

Bs, typeV Bs)
axis equal

1500 —|

Fig 10.4.4: pala de la hélice en 3D.

Es interesante observar cdmo se han dado inicialmente los puntos de control para ajustarse a
un rectangulo de parametros.
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11. CONCLUSIONES

La teoria de B-Splines es de gran importancia por sus aplicaciones en distintas areas y da lugar a
métodos de aproximacion e interpolacién faciles de implementar; sus aproximaciones poseen
caracteristicas, que nos dejan realizar cambios o modificaciones locales y por ello se adaptan
facilmente a la forma deseada. Las curvas de Bézier son un caso particular de las curvas B-
Splines, de modo que el estudio de éstas Ultimas involucra el estudio de las primeras. En cuanto
al desempefio de ambas, como ya se ha hablado anteriormente, el grado de las curvas de Bézier
depende directamente del niumero de puntos de control, lo que puede provocar mas célculos
en un momento dado. Mientras que con las curvas B-splines se puede usar un grado
relativamente bajo, reduciendo con esto el nimero de operaciones. Lo mismo sucede con las
superficies de Bézier y superficies B-Splines.

Lo que se ha hecho en este trabajo es estudiar los métodos de reconstruccién de curvas
y superficies basados en B-splines, programar los algoritmos correspondientes y aplicarlos a
casos practicos de interés en el mundo naval. Este ha sido el objetivo de los experimentos
realizados, si bien las aplicaciones tienen muchas posibilidades en otros ambitos de la ingenieria.
Se trata de un trabajo fin de grado que puede servir de referencia para otros estudiantes que
deseen adentrarse en el mundo de los NURBS y quieran continuar con el disefio de superficies
mds complejas. Durante el texto se han incluido varios ejemplos ilustrativos que hacen mas
asimilable el material desarrollado.

Para aplicar la teoria vista en el desarrollo del trabajo, se han programado también los
algoritmos de De Casteljau y de De Boor. Con estos programas se obtienen las curvas y
superficies de Bézier y B-splines respectivamente de una manera computacionalmente mas
econdmica, sobre todo en tiempo de computacion.

Por ultimo, también hemos desarrollado una interfaz grafica que cubre todo el espectro
de métodos estudiados en el proyecto desde polinomios de Bernstein a superficies NURBS,
pasando por curvas de Bézier, y curvas B-splines racionales.

Este proyecto me ha servido para profundizar mis conocimientos en el disefio de curvas
y superficies a un nivel tanto matematico como practico. Dicho conocimiento tiene
transferencias importantes a la hora de entender el procesamiento interno que hacen
programas comerciales como Rhinoceros o Maxsurf de las superficies que aparecen en el ambito
naval. Ademads, he mejorado mis capacidades de programacion, y en concreto mi conocimiento
del lenguaje Matlab que me puede ser de mucha utilidad en mi posterior vida académica y
profesional.

Este proyecto podria ampliarse tratando de reconstruir superficies mas complejas, y
considerando elementos base distintos dependiendo de la zona. Ademas, pueden utilizarse los
datos obtenidos de las superficies para realizar cdlculos hidrostaticos, hidrodinamicos y
estructurales en base a ellos.
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