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CAPITULO 1:  INTRODUCCIÓN 
 
  



1.1. OBJETIVO 
 

 Análisis y diseño de reguladores óptimos para el control de sistemas estocásticos  

 Estudio del Toolbox Financial de MATLAB para la simulación de sistemas  

 Aplicación al caso particular del oscilador cuántico  
 

1.2. MOTIVACIÓN 
 
Este trabajo se basa y es continuación del trabajo fin de grado, titulado: Análisis y control de sistemas 
estocásticos con aplicaciones en tecnologías cuánticas  
 
Por otra parte, este trabajo se marca dentro de la actividad investigadora del departamento de 
automática, ingeniería eléctrica e ingeriría electrónica en la Universidad Politécnica de Cartagena.  
 
Además, supone un gran reto al desarrollar una aplicación práctica a nivel de simulación dentro de un 
campo que se mueve en la frontera del conocimiento, 
Este trabajo puede servir de referencia para trabajos futuros dentro de esta universidad como en otras 
universidades españolas 
 
 

1.3. ESTADO DEL ARTE 
 
Las ecuaciones diferenciales estocásticas se han trabajado de forma extensa en el campo de la economía 
financiera. En los últimos años con el desarrollo de las tecnologías cuánticas, el control de sistemas 
estocásticos ha suscitado un gran interés por parte de la comunidad científica  
 
Relacionadas con la cuántica, nos encontramos, como he comentado anteriormente con un trabajo de 
fin de grado, realizado en la Universidad Politécnica de Cartagena. 
El mundo cuántico está despertando mucho interés por el gran potencial que puede tener en la 
computación. Esta tecnología puede llegar a ser una revolución para el procesamiento de datos, ya que 
actualmente se trabaja con bits, que solo tiene dos estados posibles (0 y 1), en cambio, en la 
computación cuántica se trabaja con la superposición de ambos estados, es decir, trabajamos con 
qubits. La diferencia entre ambos es los segundos mejoran la complejidad computacional, como por 
ejemplo el algoritmo de Grover´s ; este algoritmo sirve para búsqueda en base de datos no 

estructuradas, este algoritmo tiene una complejidad computacional (𝑂√𝑁), es una mejora cuadrática, 

respecto a los métodos clásicos de computación. Dado este conocimiento diferentes empresas han 
lanzado proyectos para la investigación de este tipo de procesadores, por ejemplo, IBM ha puesto en 
marcha el proyecto “Quantum Experience”, una plataforma abierta para que investigadores desarrollen 
un procesador de cincuenta qubits. [7.8] 
 
 

1.4. ORGANIZACIÓN DEL PROYECTO 
 

 Fase 1: Documentación de las ecuaciones de ecuaciones diferenciales estocásticas y su situación 

 Fase 2: Estudio del financial toolbox de MATLAB  

 Fase 3: Cáculo de los parametros de la función valor 

 Fase 4: Cálculo de los puntos de equilibrio 

 Fase 5: Simulación del oscilador armónico cuántico.  



CÁPITULO 2: TEORÍA DE CONTROL ÓPTIMO ESTOCÁSTICO  
 
 
  



En este capítulo se pretende dar una descripción del control optimo relativo a los sistemas estocásticos 
[7.1] deducir la función valor, dicha función actúa como una función de energía de Jacobi que se ha 
aplicado a un caso concreto, el cual tiene una parte de arrastre y de dispersión lineal.  
 
A diferencia del proyecto fin de estudios: Análisis y control de sistemas estocásticos con aplicaciones en 
tecnologías cuánticas, resolvemos el problema optimo no en régimen estacionario mediante la ecuación 
de Ricatti, si no en régimen transitorio  
 
Consideramos el siguiente sistema dinámico estocástico con vector de estado 𝑥(𝑡) ∈  ℝ𝑛, y vector de 
control 𝑢(𝑡) ∈  ℝ𝑚:  
 

𝑑𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑊 
 

𝑥(0) = 𝑥0 
 

Para ciertos campos vectoriales 𝑓, 𝑔 ∶  ℝ𝑛 × ℝ𝑚  ×  ℝ →  ℝ𝑛. Sea W (t) un movimiento Browniano  
k-dimensional sobre un espacio de probabilidad (Ω, ℱ, {ℱ𝑡}𝑡≥0, ℙ). Más aún, sobre un intervalo de 
tiempo fijo [0; T] restringimos el vector de control u (t) de manera que u(t) ∈  𝒰 para todo t ∈ [0; T]. El 
conjunto de controles permisibles 𝒰 es un subconjunto convexo, cerrado e invariante en el tiempo del 
espacio de control ℝ𝑚. 
 
Consideramos a continuación el coste funcional  

𝑉(𝑢) =  𝔼 [𝐾 (𝑥(𝑇)) + ∫ 𝐿(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑡
𝑇

0

] 

Para ciertas funciones escalares 𝐿: ℝ𝑛 × ℝ𝑚  ×  ℝ →  ℝ 𝑦 𝐾: ℝ𝑛 →  ℝ . 
 
Problema 1 Minimizar V(u) en (2) mediante una acción de control u* : [0,T] → ℝ𝑚 satisfaciendo 
 

𝑉(𝑢∗) = min
𝑢:[0,𝑇]→ℝ𝑚

𝑉(𝑢)  

 
La trayectoria de estado óptima x* : [0,T] → ℝ𝑛 así como el par de control óptimo u* : [0,T] → ℝ𝑚 
constituyen el par óptimo (x*, u*). Definimos la función de coste óptimo V(t,x) como 
 

𝑉(0, 𝑥0) = 𝑉(𝑢
∗) = min

𝑢:[0,𝑇]→ℝ𝑚
𝑉(𝑢) 

 
 
2.Ecuación Estocástica de Hamilton-Jacobi-Bellman  
 
Los pasos para encontrar una solución al problema de control óptimo estocástico siguen la estrategia de 
Richard Bellman llamada programación dinámica. Esencialmente la idea es que un camino óptimo tiene 
la propiedad de que cualesquiera que sean las condiciones iniciales y los valores de control sobre un cierto 
periodo inicial, las variables de control sobre el periodo restante tienen que ser óptimas para el problema 
restante. 
 
Esto significa que el problema se puede dividir en dos partes, donde se supone que desde t + ∆t hasta T 
se ha calculado la solución óptima y estamos todavía buscando la solución desde t hasta t + ∆t. Es 
suficiente buscar la solución de la primera parte debido a que la segunda parte es ya óptima 
 

𝑢(𝑡) = {
𝑢(𝑠)               𝑡 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 + ∆𝑡
𝑢(𝑠)∗  𝑝𝑎𝑟𝑎  𝑡 + ∆𝑡 ≤ 𝑠 ≤ 𝑇

 

 



La función de coste se puede dividir en dos partes  
 

𝑉(𝑥, 𝑡) =  min
𝑢:[0,𝑇]→ℝ𝑚

𝑉(𝑢)  𝔼 [∫ 𝐿(𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠), 𝑠 )
𝑡+∆𝑡

𝑡
𝑑𝑠 + 𝐾(𝑥(𝑇)) + ∫ 𝐿(𝑥(𝑠), 𝑢∗(𝑠), 𝑠)𝑑𝑠

𝑇

𝑡+∆𝑡
] (3)  

 
Donde 
 

𝔼 [𝐾(𝑥(𝑇)) + ∫ 𝐿(𝑥(𝑠), 𝑢∗(𝑠), 𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡+∆𝑡

] = 𝑉(𝑥, 𝑡 + ∆𝑡) 

 
 
Supondremos que la función de control u(t) en  𝑡0 + ∆𝑡 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 es óptima para el problema 
comenzanto en 𝑡 = 𝑡0 + ∆𝑡 por lo que podemos escribir la segunda integral como 𝑉(𝑥, 𝑡 + ∆𝑡). Entoces 
sustituimos esta función al tomar la diferencial total e integandola. Tenemos que tener cuidado de que x 
es un proceso estocástico y por tanto hay que aplicar en cálculo de Ito. Esto produce la siguiente 
expresión para 𝑉(𝑥, 𝑡 + ∆𝑡): 
 

𝑉(𝑥, 𝑡 + ∆𝑡) = 𝑉(𝑥, 𝑡) + ∫ (
𝜕𝑉(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+𝒜𝑉(𝑥, 𝑡))

𝑡+∆𝑡

𝑡

𝑑𝑡 + ∫ 𝑉𝑥
𝑇(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑊

𝑇

𝑡+∆𝑡

 

 
 
 
Donde hemos utiliado el operador diferencial siguiente: 
 

𝒜(∙) =
𝜕(∙)𝑇

𝜕𝑥
 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡) +

1

2
 𝑇𝑟 (𝑔 (𝑥, 𝑢, 𝑡)

𝑇  
𝜕2(∙)𝑇

𝜕𝑥
 𝑔(𝑥, 𝑢, 𝑡))  (4) 

 
Ahora introducimos (4) en (3) 
 

𝑉(𝑥, 𝑡) =  min
𝑢:[𝑡,𝑡+∆𝑡]→𝒰

𝔼 [∫ 𝐿(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡
𝑡+∆𝑡

𝑡

] + 𝑉(𝑥, 𝑡 + ∆𝑡)

= min
𝑢:[𝑡,𝑡+∆𝑡]→𝒰

𝔼 [𝑉(𝑥, 𝑡) + ∫ 𝐿(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡
𝑡+∆𝑡

𝑡

+ ∫  (
𝜕𝑉(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
 + 𝒜𝑉(𝑥, 𝑡)) 𝑑𝑡 + ∫ 𝑉𝑥

𝑇(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑊
𝑇

𝑡+∆𝑡

𝑡+∆𝑡 

𝑡

]

= min
𝑢:[𝑡,𝑡+∆𝑡]→𝒰

𝔼 [𝑉(𝑥, 𝑡) + ∫ 𝐿(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡
𝑡+∆𝑡

𝑡

+∫ (
𝜕𝑉(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
 + 𝒜𝑉(𝑥, 𝑡)) 𝑑𝑡

𝑇

𝑡+∆𝑡

] 

 
 
 
 
La esperanza elimina la integral estocástica y ahora tomamos esperanzas a ambos lados: 
 

0 = min
𝑢:[𝑡,𝑡+∆𝑡]→𝒰

[∫ 𝐿(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡
𝑡+∆𝑡

𝑡
+ ∫ (

𝜕𝑉(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
 + 𝒜𝑉(𝑥, 𝑡)) 𝑑𝑡

𝑇

𝑡+∆𝑡
]  (9) 

 
Para que se satisfaga la ecuación (9) ponemos los argumentos de la integral a cero e intercambiamos el 
operador mínimo con la integral. De esta forma llegamos a la ecuación HJB1: 

                                                           
1 HJB: Hamilton-Jacobi-Bellman 



 

min
𝑢 ∈ 𝒰

{𝐿(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) + 
𝜕𝑉(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+  𝒜𝑉(𝑥, 𝑡)} = 0 

 
 
 
Y expandiendo el operador diferencial 𝒜(∙) obtenemos: 
 
 

− 
𝜕𝑉(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
= min

𝑢:[0,𝑇]→ℝ𝑚
{𝐿(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) + 𝑉𝑥

𝑇(𝑥, 𝑢, 𝑡) +
1

2
𝑇𝑟(𝑔(𝑥, 𝑢, 𝑡)

𝑇 𝑉𝑥𝑥 𝑔(𝑥, 𝑢, 𝑡)) }  (10) 

 
Esta es la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman para el proceso estocástico (1) y el funcional de coste 
(2). La acción de control minimizante se puede encontrar en términos de x, t, Vx, Vxx e introducida en 
(10). Se puede encontrar una solución explícita para el control óptimo u(t) resolviendo la ecuación 
diferencial en derivadas parciales (EDP) para la función de coste V(x,t). 
 
3.Procedimiento de solución. 
 
Los siguientes pasos conducen a la ley de control por realimentación óptima, así como a la función calor 
mínima: 

 
1. Para una función valor V(x,t), encontrar u=u(x, Vx, Vxx, t) tal que 

 

 𝐿(𝑥, 𝑢, 𝑡) + 𝑉𝑥
𝑇(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡) +

1

2
𝑇𝑟 (𝑔(𝑥, 𝑢, 𝑡)𝑇𝑉𝑥𝑥 𝑔(𝑥, 𝑢, 𝑡)) sea mínimo 

 
2. La función u se coloca en la ecuación HJB para u, se resuelve la ecuación en derivadas parciales 

𝑉𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝐿(𝑥, 𝑢, 𝑡) + 𝑉𝑥
𝑇(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡) +

1

2
𝑇𝑟 (𝑔(𝑥, 𝑢, 𝑡)𝑇 𝑉𝑥𝑥  𝑔(𝑥, 𝑢, 𝑡)) = 0 

Con la condición terminal V(x,T)=K(x). La solución V(x,t) es la función valor mínima. 
 
3. La función J(x,t) se pone en la ecuación para u que se obtuvo en el paso 1. Esto produce la ley de 

control por realimentación óptima  𝑢∗ = 𝑢∗(𝑥, 𝑉(𝑥, 𝑡)𝑡) 
 
En la siguiente sección aplicamos este procedimiento a un sistema dinámico lineal y un funcional de 
coste cuadrático. 
 
 
4. LQG con la ecuación HJB 
 
Consideremos el siguiente problema LQG: 
 

{
𝑑𝑥(𝑡) = (𝐴𝑥 + 𝑏 + 𝑔𝑢)𝑑𝑡 + (𝐹𝑥 + 𝐺)𝑑𝑊

𝑥(0) = 𝑥0
 

 
 
 

𝑉(𝑥, 𝑡) =  𝔼 [
1

2
𝑥(𝑇)𝑇 𝑀𝑥(𝑇)] +

1

2
∫ 𝑢𝑇(𝑡) 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 + ∫ 𝑥𝑇(𝑡) 𝑄𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

𝑇

0

 

 
Donde 𝑀 ≥ 0. 



 
Seguiremos los siguientes pasos: 
1. Calcular u(x, Vx ,t) para la función valor V(t,x): 
 

𝑉𝑡 + min
𝑢:[0,𝑇]→ℝ𝑚

{
1

2
 𝑢𝑇(𝑡) 𝑢(𝑡) + 𝑥𝑇(𝑡) 𝑄𝑥(𝑡) + 𝑉𝑥

𝑇(𝐴𝑥 + 𝑏 − 𝑔𝑉𝑥
𝑇𝑔) +

1

2
𝑇𝑟((𝐹𝑥 + 𝐺)𝑇𝑉𝑥𝑥(𝐹𝑥 + 𝐺))} = 0 

 
Donde 𝒬 ≥ 0. La minimización con respecto a u (x, 𝑉𝑥 ,t) produce 
 

𝑢(x, 𝑉𝑥  , t) =  −𝑉𝑥
𝑇𝑔 

 
2. Introdcir la ley de control obtenida u (x, 𝑉𝑥 ,t) en la ecuación HJB y resolverla  

 

𝑉𝑡 + 𝑔
𝑇𝑉𝑥  𝑉𝑥

𝑇𝑔 + 𝑥𝑇(𝑡)𝑄𝑥(𝑡) + 𝑉𝑥
𝑇(𝐴𝑥 + 𝑏 − 𝑔𝑉𝑥

𝑇𝑔) +
1

2
(𝐹𝑥 + 𝐺)𝑇𝑉𝑥𝑥(𝐹𝑥 + 𝐺) = 0 

 

Y teniendo en cuenta que 𝑔𝑇𝑉𝑥 = 𝑉𝑥
𝑇𝑔 se puede simplificar más todavía: 

 

𝑉𝑡 + 𝑥
𝑇(𝑡)𝑄𝑥(𝑡) + 𝑉𝑥

𝑇(𝐴𝑥 + 𝑏 − 𝑔𝑉𝑥
𝑇𝑔) +

1

2
(𝐹𝑥 + 𝐺)𝑇𝑉𝑥𝑥(𝐹𝑥 + 𝐺) = 0 

 
Para resolver esta ecuación no lineal en derivadas parciales hacemos el siguiente ansantz: 
 

𝑉(𝑡, 𝑥) = 𝑎0(𝑡) + 𝑎1
𝑇(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑥(𝑡)𝑇 𝐵(𝑡) 𝑥(𝑡) 

 
Introduciendo este ansatz en la EDP 

(𝑎0̇(𝑡) + 𝑎1̇
𝑇(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑥(𝑡)𝑇 𝐵(𝑡)̇  𝑥(𝑡)) + 𝑥(𝑡)𝑇𝑄𝑥(𝑡) + 2𝑥(𝑡)𝑇𝐵(𝑡)(𝐴𝑥 + 𝑏) + 𝑎1

𝑇(𝑡)(𝐴𝑥 + 𝑏) +

(𝐹𝑥 + 𝐺)𝑇𝐵(𝑡)(𝐹𝑥 + 𝐺) = 0   (11) 
 
Para asegurar que la ecuación anterior se satisface para 𝑥 ∈ ℝ𝑛, el termino cuadrático xT (…) x debería 
ser nulo. De igual forma el término lineal xT (…) debería ser cero y exactamente igual para el termino 
constante. Las condiciones para el término cuadrático son las siguientes  
  

{
𝐵̇(𝑡) + 𝑄 + 2𝐵(𝑡)𝐴 + 𝐹𝑇𝐵(𝑡) 𝐹 = 0

𝐵(𝑇) = 𝑀
 

 
Esta es realmente una ecuación diferencial de primer orden. 
Ahora las condiciones para que los términos lineales y constantes se hagan cero son las siguientes  
 

{
𝑎1̇(𝑡) + 2𝐵(𝑡)𝑏 + 𝐴

𝑇𝑎1 + 2 𝐹
𝑇𝐵(𝑡)𝐺 = 0

𝑎1(𝑡) = 0
 

 

{
𝑎0̇(𝑡) + 𝑎1

𝑇𝑏 + 𝐺𝑇 𝐵(𝑡) 𝐺 = 0

𝑎0(𝑇) = 0
 

 
3. Una vez que se ha obtenido una solución a la EDP de HJB, la ley de realimentación de estado lineal 

se puede establecer explícitamente: 

𝑢(𝑥, 𝑉𝑥 , 𝑡) = −𝑉𝑥
𝑇𝑔 

 
Y con la derivada de primer orden de el ansatz cuadrático V(x) 
 

𝑉𝑥 = (𝑎1(𝑡) + 2𝐵(𝑡) 𝑥(𝑡))
𝑇𝑔 



 
La ley de realimentación óptima es: 
 

𝑢∗(𝑡, 𝑥) = (𝑎1(𝑡) + 2𝐵(𝑡) 𝑥(𝑡))
𝑇𝑔 

 
El valor funcional de coste óptimo se puede calcular también: 

𝑉0 = 𝑉(0, 𝑥0) = 𝑎0(0) + 𝑎1
𝑇(0)𝑥0 + 𝑥0

𝑇𝐵(0)𝑥0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Cápitulo 3  DESCRIPCIÓN DEL TOOLBOX: SDE DE MATLAB 
 
  



En este capitulo, se hará un descripción sobre el financial toolbox de Matlab y se detalla como se 
introduce con algunos ejemplos sencillos. Por ultimo se describe como hacer la simulación.  
 
 
La herramienta que ofrece Matlab para resolver ecuaciones diferenciales estocásticas, es un toolbox 
asociado a finanzas, que tiene diferentes clases, para resolver diferentes tipos de modelos de 
ecuaciones, como se obserba en la figura: 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
Para el desarrollo de este proyecto se ha utilizado la clase SDE, cuya sintaxis es:  

 



Donde: 

 Drift es el termino de arraste que gobierna la ecuación diferencial, es decir, el termino 
determinista 

 Diffusion es la parte que representa al ruido y es de naturaleza Browniana 
 

Si tenemos una ecuación del tipo: 𝑑𝑋𝑡 = 0.1𝑋𝑡 𝑑𝑡 + 0.3𝑋𝑡  𝑑𝑊. Su introducción se hace de la siguiente 

forma: 

 

 

Si tenemos una ecuación matricial del tipo 𝑑𝑋𝑡 = 𝐴 𝑑𝑡 + 𝑃 𝑑𝑊, siendo: 

 

𝐴 = (
−1 0
0 −2

)  y  𝑃 = (
1 2
2 5

) 

 

En Matlab lo introduciremos de la siguiente forma: 

 

 

 
 

A los terminos de Dispersión y Difusión hay que introducirles momento de la primera observación, como 
observa en la figura, en este ejemplo se ha evaluado en el cero. 
 
El objeto para su introducción, tiene los siguientes parámetros que el usuario puede modificar según sea 
la función que desea optener´ 
 

 
 
 
 



 
Tambien ofrece varias posibilidades de simulación: 
  
En este proyecto se ha simulado a traves del algoritmo de Montecarlo, ya que el proceso estocastico es 
lo que ofrece la solucion SDE, para: 
 

Χ̅: |𝑅+ × Ω ⟶ |𝑅𝑛  [7.3] 
 
Si fijamos el tiempo Χ̅𝑡: Ω ⟶ |𝑅𝑛 , tenemos las variables aleatorias 
Si fijamos la w Χ̅ 𝑤: |𝑅

+ ⟶ |𝑅𝑛 , tenemos la señal determinista. Ensemble de señales Χ̅ 𝑤 ∶ {𝑤𝜖Ω} 
 
La simulación de Montecarlo utiliza la ley de los Número Grandes 

lim
𝑛⟶∞

𝔼 [
 Χ̅ 𝑚
𝑚
] = 𝔼 [Χ̅𝑡] 

Lo que se hace mediante este tipo de simulación, es que para instante de tiempo t se muestrea la señal 
 

 
 
Si volvemos a los ejempos anteriores las simulaciones quedarán de la siguiente forma: 
 

 



 
 
 

Ejemplo 2 

 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  



CAPÍTULO 4: DESCRIPCIÓN DEL OSCILADOR ARMÓNICO CUÁNTICO 



4.1. Introducción 
 
En este capítulo se describirá la ecuación de Schrödinger, que describe la energía del oscilador, los 
osciladores en dos y tres dimensiones, los métodos de operadores para el oscilador armónico y la 
descripción según el método que apliquemos. Por último, la ecuación estocástica del oscilador armónico   
Muchos problemas en Física se pueden reducir al oscilador armónico bajo condiciones adecuadas. 
Consideramos una partícula que se mueve en un campo generado por un potencial asociado a un 
oscilador armónico cuántico: 

𝑉(𝑥) =
1

2
𝑘𝑥2 

donde k es una constante. 
 
En mecánica clásica el potencial V(x) se puede conseguir haciendo una expansión de Taylor de segundo 
orden en torno a un punto de equilibrio. 
 
Ecuación de Schrödinger El Hamiltoniano (energía) para un oscilador armónico unidimensional viene 
dado por 
 

𝐻 =
𝑝2

2𝑚
+
1

2
𝑘𝑥2 

 
donde  𝐾 = 𝑚𝜔2 . Las variables 𝜔  y  m   son respectivamente la frecuencia angular (rad/seg), y 
la masa (Kg) del oscilador. Tenemos entonces que: 

 

𝐻 =
𝑝2

2𝑚
+
1

2
𝑚𝜔2𝑥2 = −

ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
+
1

2
𝑚𝜔2𝑥2 

 
La ecuación estacionaria de Schrödinger es 

 

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝜓𝑛(𝑥)

𝑑𝑥2
+
1

2
𝑚𝜔2𝑥2𝜓𝑛(𝑥) = 𝐸 𝜓𝑛(𝑥) 

 
 

Las funciones propias (eigenfunciones), que son soluciones de la ecuación de Schrödinger 
estacionaria se pueden calcular como 

 

𝜓𝑛(𝑥) = (
1

𝜋𝜆2
)

1
4
 
1

√2𝑛𝑛!
𝐻𝑛 (

𝑥

𝜆
) 𝑒

−
𝑥2

2𝜆2 

 
 

donde  𝜆 = √
ℏ

2𝜔
  y  𝐻𝑛  son los polinomios de Hermite. Los valores propios del oscilador 

armónico son las energías propias: 
 

𝐸𝑛 = (𝑛 +
1

2
)ℏ𝜔 

 
 
 
 



4.2. Osciladores Armónicos en dos y tres dimensiones 
 
De una forma análoga a como se vio para el caso unidimensional se puede escribir el Hamiltoniano para 
el caso bidimensional: 
 

𝐻 =
𝑃𝑥
2 + 𝑃𝑦

2

2𝑚
+
1

2
𝑚𝜔𝑥

2𝑥2 +
1

2
𝑚𝜔𝑦

2𝑦2 

 
 
En este caso el Hamiltoniano es separable en las variables x e 𝑦, por lo que el problema se reduce a dos 
osciladores armónicos unidimensionales, uno en x y el otro en . Las funciones propias en este caso son 
 

𝜓𝑛𝑥,𝑛𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝜓𝑛𝑥(𝑥) 𝜓𝑛𝑦(𝑦) 

 
Donde  𝜓𝑛𝑖(𝑥𝑖)   es la función propia del oscilador armónico unidimensional correspondiente. El valor 

propio correspondiente a 𝜓𝑛𝑥,𝑛𝑦(𝑥, 𝑦) es: 

𝐸𝑛𝑥,𝑛𝑦 = (𝑛𝑥 +
1

2
) ℏ𝜔𝑥 + (𝑛𝑦 +

1

2
)ℏ𝜔𝑦 

 
 
La generalización al caso tridimensional es directa por lo que la omitimos. 
 

4.3. Métodos de operadores para el oscilador armónico 
 
Las funciones propias se pueden entender como una base ortonormal de vectores unitarios en un 
espacio vectorial de dimensión 𝑛 que se obtiene al resolver la ecuación de Schrödinger. Daremos un 
paso más de abstracción y encontraremos el espectro de valores propios y de funciones propias 

utilizando operadores nada más. Para ello definimos los operadores elevación y descenso,  𝑎† y 𝑎 como  
 

𝑎† = √
𝑚𝜔

ℏ
 (𝑥 −

𝑖 𝑝̂

2𝑚
) 

 

𝑎 = √
𝑚𝜔

ℏ
 (𝑥 +

𝑖 𝑝̂

2𝑚
) 

 
 
Estos operadores son herramientas muy útiles para la representación de las funciones propias del 
oscilador armónico. El Hamiltoniano del oscilador armónico se puede entonces escribir de forma 
compacta como: 

𝐻 = ℏ𝜔(𝑎† 𝑎 +
1

2
) 

o incluso como 
 

𝐻 = ℏ𝜔(𝑎 𝑎† −
1

2
) 

 
Se puede probar que las relaciones de conmutación para estos operadores son las siguientes: 
 

[𝑎 , 𝑎†] = 1 

 
[𝐻, 𝑎] = −ℏ𝜔𝑎 



 

[𝐻, 𝑎†] = −ℏ𝜔𝑎† 

 
 
 
 

Denotemos el enésimo estado del oscilador armónico  𝜓𝑛(𝑦)   como |𝑛⟩   , por lo que  𝑎  y  𝑎†  
satisfacen las relaciones: 

{
𝑎|𝑛⟩ = √𝑛|𝑛⟩ − 1

𝑎†|𝑛⟩ = √𝑛 + 1|𝑛⟩ + 1
 

 
 

Ahora queda clara la denominación de los operadores 𝑎  y  𝑎† como operadores descenso y elevación 
respectivamente. De esta forma podemos construir el estado |𝑛⟩  de la siguiente forma 
 

|𝑛⟩ =
1

√𝑛!
 (𝑎†)

𝑛
|0⟩ 

 
 
donde |0⟩  es el estado del vacío (𝑛 = 0). 
 

4.4. Descripción del oscilador armónico cuántico según el operador de densidad 
 

4.4.1 Medida continua 
 
Consideraremos que el sistema está siendo continuamente monitorizado en lo que se llama medida 
cuántica continua o medida débil de un sistema. A diferencia de esta situación, la medida fuerte del 
sistema representa una medida discreta instantánea, la cual es poco realista ya que toda medida 
requiere un tiempo por pequeño que sea. Si el tiempo para registrar una medida es lento en 
comparación con la dinámica del sistema entonces es necesario comprender tanto la dinámica del flujo 
de información como el efecto de la medida sobre el sistema. 
La medida continua tiene una aplicación muy importante en el control realimentado de sistemas 
cuánticos donde la información se utiliza para modificar el Hamiltoniano del sistema y así obtener un 
comportamiento deseado. 
 

4.4.2 Operador densidad 
 
El operador densidad representa el estado del sistema cuántico. Representa el estado de conocimiento 
del observador sobre el sistema cuántico. Es una formulación más general que el propio vector de 
estado |𝜓⟩. 

Cuando el estado cuántico se puede representar por un vector de estado  
|

 , el operador densidad se 
define como el producto 
 

𝜌 =  |𝜓⟩ ⟨𝜓|    (1) 
 
El contenido de información del operador densidad es el mismo que el del vector de estado, salvo por la 
fase global que no es de relevancia desde el punto de vista físico. 
 



El vector de estado |𝜓⟩ representa estados de superposición coherente. La potencia del operador 
densidad radica en el hecho de que puede representar superposición incoherente también. Por ejemplo, 
el operador densidad 
 

𝜌 = ∑ 𝑝𝛼𝛼  |𝜓⟩ ⟨𝜓| (2) 
 
 
representa el hecho de que no conocemos en qué estado |𝜓⟩ se encuentra el sistema; tan sólo sabemos 
que puede estar en  |𝜓⟩  con probabilidad 𝑝𝛼  . 
El vector de estado cuántico  |𝜓⟩  representa cierta incertidumbre intrínseca con respecto a los 
observables del sistema. El operador densidad puede representar un conglomerado de sistemas 
idénticos en estados diferentes. 
Los estados de la forma (1) se llaman estados puros. Un estado que no se puede escribir en la forma (1)    
se llama mixto y se describe según (2). 
 
Derivando la el operador densidad con respecto al tiempo y recurriendo a la ecuación de Schrödinger  

𝑖ℏ 
𝑑|𝜓⟩

𝑑𝑡
= 𝐻|𝜓⟩ , se puede obtener fácilmente la ecuación de movimiento del operador densidad: 

𝜌̇ =
𝑖

ℏ 
 𝐻𝜌 

 
Esta ecuación se llama la ecuación de Schrödinger-von Neumann. El operador densidad permite obtener 
ecuaciones de evolución más generales que las que se obtienen con la dinámica del vector de estado. 
 

 

4.4.3 Medida continua de un observable 
 
Una medida continua es una medida en la cual la información se extrae de forma continua de un 
sistema. La cantidad de información tiende a cero cuando la duración de la medida se aproxima a cero. 
 
Se suele hacer una partición del tiempo en intervalos de longitud  ∆𝑡  y considerar una medida débil en 
cada uno de ellos. La fortaleza de cada medida es proporcional a la longitud del intervalo. Por último 
hacemos  ∆𝑡 ⟶ 0 . 
En cada intervalo se realiza una medida a través de un operador 𝐴(𝛼)  que es una suma ponderada 
Gaussiana de las proyecciones de los estados propios del observable 𝑋  que estamos midiendo                   
(, operador Hermítico). El parámetro  𝛼  es un índice continuo indicando el resultado de la medida. 
 

𝐴(𝛼) = 𝐾 ∫ 𝜙(𝑥 − 𝛼) |𝑥⟩ ⟨𝑥|  𝑑𝑥
∞

−∞

 

 
donde 𝑥   es un estado propio de  𝑋  asociado a la función propia  |𝑥⟩  , y 
 

𝜙(𝑥) =  𝑒−2𝑘 ∆𝑡 𝑥
2
  

 

𝑘 = (
4𝑘 ∆𝑡

𝜋
)

1
4

 

 
 
 Lemma 1  El valor medio |𝛼⟩   es exactamente 〈𝑋〉 . 
 



Proof. Basta tener en cuenta que dado el operador 𝐴(𝛼)    la probabilidad de obtener el resultado 𝛼    es 
exactamente 
 

ℙ(𝛼) = |𝐴(𝛼)|𝜓⟩ |2 = ⟨𝜓| 𝐴(𝛼)† 𝐴(𝛼)|𝜓⟩ 
 
 
 
 
Entonces podemos calcular el valor medio de 𝛼  de la siguiente forma 
 

〈𝛼〉 =  ∫ 𝛼 ℙ(𝛼) 𝑑𝛼 =  ∫ 𝛼 𝑇𝑟

∞

−∞

 
∞

−∞

( 𝐴(𝛼)† 𝐴(𝛼) |𝜓⟩ ⟨𝜓| 𝑑𝛼) =

= ∫ 𝛼 ⟨𝜓| (𝐾∫ 𝜙(𝑥 − 𝛼) |𝑥⟩ ⟨𝑥|  𝑑𝑥
∞

−∞

)
∞

−∞

(𝐾∫ 𝜙(𝑦 − 𝛼) |𝑦⟩ ⟨𝑦|  𝑑𝑦
∞

−∞

) 

 
 
donde 
 

 𝐴(𝛼)† 𝐴(𝛼) = 𝐾2∫ ∫ 𝜙(𝑥 − 𝛼) 𝜙(𝑦 − 𝛼) |𝑥⟩ ⟨𝑥| |𝑦⟩ ⟨𝑦|  𝑑𝑥 𝑑𝑦
∞

−∞

∞

−∞

 

 
Dado que  |𝑥⟩  y |𝑦⟩     son funciones propias del operador y por tanto son elementos de una base 
ortonormal, se sigue que 
 

〈𝑥| |𝑦〉 = 𝛿(𝑥 − 𝑦) 
 
Así pues, 
 

 𝐴(𝛼)† 𝐴(𝛼) = 𝐾2∫ ∫ 𝜙(𝑥 − 𝛼) 𝜙(𝑦 − 𝛼) |𝑥⟩ ⟨𝑥| |𝑦⟩ ⟨𝑦|  𝑑𝑥 𝑑𝑦
∞

−∞

∞

−∞

=  𝐾2  ∫ 𝜙(𝑥 − 𝛼)2 |𝑥⟩ ⟨𝑥|  𝑑𝑥
∞

−∞

 

 
El valor medio de     es escribe por tanto como 
 

〈𝛼〉 =  𝐾2∫ 𝛼 ∫ 𝜙(𝑥 − 𝛼)2 
∞

−∞

⟨𝜓| |𝑥⟩ 2𝑑𝑥𝑑𝛼 = 𝐾2∫ (∫ 𝛼 𝜙(𝑥 − 𝛼)2𝑑𝛼 
∞

−∞

)
∞

−∞

 ⟨𝜓| |𝑥⟩ 2𝑑𝑥 
∞

−∞

 

 
 
La integral anterior se puede calcular de manera cómoda utilizando la siguiente propiedad: 
 
 

∫ 𝑥 𝑒−𝑏(𝑥−𝛼)
2
𝑑𝑥 = 𝑎√

𝜋

𝑏

∞

−∞

 

De esta forma 
 

∫ 𝛼 𝜙(𝑥 − 𝛼)2𝑑𝛼 = 𝑥 √
𝜋

4𝑘 ∆𝑡

∞

−∞

 

 
y 
 



〈𝛼〉 =  𝐾2√
𝜋

4𝑘 ∆𝑡
 ∫ 𝑥  |𝜓⟩ ⟨𝑥|

2
𝑑𝑥 =  √

4𝑘 ∆𝑡

𝜋
 √

𝜋

4𝑘 ∆𝑡

∞

−∞

 ∫ 𝑥  |𝜓⟩ ⟨𝑥|
2
𝑑𝑥 = 〈𝑋〉

∞

−∞

 

 
 
 
Ahora analizamos la función densidad de probabilidad  ℙ(𝛼) : 
 

ℙ(𝛼) =  𝐾2∫  𝜙(𝑥 − 𝛼)2 |𝜓⟩ ⟨𝑥|2𝑑𝑥 =  𝐾2∫  𝜙(𝑥 − 𝛼)2 𝑑𝑥
∞

−∞

∞

−∞

 

 
 
Cuando  ∆𝑡 → 0 , observamos que la Gaussiana es mucho más ancha que la función de onda 𝜓(𝑥) por lo 

que  |𝜓⟩ ⟨𝑥|
2

   se puede aproximar por un delta de Kronecker centrado en 〈𝑋〉 =  〈𝛼〉   : 
 

ℙ(𝛼) =  𝐾2∫  𝜙(𝑥 − 𝛼)2 𝛿(𝑥 − 〈𝑋〉)𝑑𝑥 =  √
4𝑘 ∆𝑡

𝜋
 𝑒−1𝑘 ∆𝑡 (𝛼−〈𝑋〉)

2
 

∞

−∞

 

 
Escribimos  𝛼 como una cantidad estocástica 
 
 

𝛼𝑆 = 〈𝑋〉 +
∆𝑊

√8𝑘 ∆𝑡
 

 
donde  ∆𝑊  es una variable aleatoria Gaussiana de media cero y varianza ∆𝑡 . 
La medida continua se obtiene cuando se realiza una sucesión de medidas y se toma el límite  ∆𝑡 → 0. 
 
 

4.4.5 Ecuación maestra estocástica 
 
La ecuación de movimiento es estocástica debido a la naturaleza aleatoria de la medida. Hacemos una 
medida 𝐴(𝛼)  en cada paso de tiempo 
 

|𝜓(𝑡 + ∆𝑡)⟩  ≈  𝐴(𝛼)|𝜓(𝑡)⟩  ≈ 𝑘𝑒−1𝑘 ∆𝑡 (𝛼−𝑋)
2
|𝜓(𝑡)⟩ 

 
 
Tomando  ∆𝑡 → 0, podemos hacer la identificación  ∆𝑡 = 𝑑𝑡  , ∆𝑊 = 𝑑𝑊  ,  (∆𝑊)2 = 𝑑𝑡,  y haciendo 
una expansión de la exponencial y  
 

|𝜓(𝑡 + ∆𝑡)⟩ ≈ (1 − [𝑘𝑋2 − 𝑎𝑘𝑋〈𝑋〉] 𝑑𝑡 + √2𝑘𝑋 𝑑𝑊) |𝜓(𝑡)⟩ 

 
 
y dado que   𝑑|𝜓⟩  ≈   |𝜓(𝑡 + 𝑑𝑡 )⟩ − |𝜓(𝑡)⟩  llegamos a la ecuación de Schrödinger estocástica (SSE): 
 

𝑑|𝜓⟩ = −(𝑘 𝑋2 − 4𝑘𝑋 〈𝑋〉) 𝑑𝑡 + √2𝑘𝑋 𝑑𝑊 |𝜓(𝑡)⟩ 
 
cuyas soluciones evolucionan aleatoriamente y son llamadas trayectorias cuánticas. 
 
 
 



Ecuación de estado: 
 
Ahora estamos en condiciones de escribir la SSE en términos del operador densidad, teniendo en cuenta 
que  𝑑𝜌 ≈ 𝜌(𝑡 + ∆𝑡) − 𝜌(𝑡) 
Ahora estamos en condiciones de escribir la SSE en términos del operador densidad, teniendo en cuenta  
 
 

𝑑𝜌 = (𝑑 |𝜓⟩) ⟨𝜓| + |𝜓⟩ 𝑑(⟨𝜓) + (𝑑 |𝜓⟩)𝑑(|𝜓⟩) =  −𝑘 [𝑋, [𝑋, 𝜌]]𝑑𝑡 + √2𝑘(𝑋𝜌 + 𝜌 − 2〈𝑋〉𝜌) 𝑑𝑊 

 
Esta ecuación es llamada la ecuación maestra estocástica (SME) y las soluciones definen las trayectorias 
cuánticas  𝜌(𝑡).  
 
Ecuación de salida:  
 
El operador densidad en cada instante 𝑡 da información sobre el estado de conocimiento del 
observador. El observador obtiene como resultado de la medida el valor esperado    más una 
componente aleatoria debida a la anchura de  ℙ(𝛼) : 
 

𝑑𝑦 = 〈𝑋〉 𝑑𝑡 +
𝑑𝑊

√8𝑘
 

 
En realidad tenemos una ecuación diferencial para el resultado de la medida ya que se va adquiriendo 
información en cada intervalo de tiempo infinitesimal  𝑑𝑡 . El conjunto de resultados de medida se suele 
denominar como registro de medida 𝑑𝑦(𝑡). 
 

5. Forma general de la ecuación maestra estocástica 
 
Mediante incrementos podemos obtener la ecuación de Schrödinger-von Neumann: 
 

𝜌 + 𝑑𝜌 = (1 − 𝑖
𝐻

ℏ
𝑑𝑡)  𝜌 (1 − 𝑖

𝐻

ℏ
𝑑𝑡) =  𝜌 −

𝑖

ℏ
[𝐻, 𝜌] 𝑑𝑡 

 
Cualquier transformación del operador densidad debe preservar la positividad de  𝜌  ya que los valores 
propios de  𝜌  representan probabilidades. La forma más general de transformación es la siguiente: 
 

𝜌 ↦ ∑ 𝐴𝑛𝜌 𝐴𝑛
†

𝑛   (3) 
 
Utilizamos un ansatz para el operador estocástico de la forma siguiente: 
 

𝐴 = 1 − 𝑖
𝐻

ℏ
𝑑𝑡 + 𝑏𝑑𝑡 + 𝑐𝑑𝑊 

 
Introduciéndolo en (3): 
 
 
 

𝑑𝜌 = −
𝑖

ℏ
[𝐻, 𝜌] 𝑑𝑡 + [𝑏, 𝜌]+𝑑𝑡 + 𝑐𝜌𝑐

†𝑑𝑡 + (𝑐𝜌 + 𝜌𝑐†) 𝑑𝑊 

 
 
 



con  [𝐴, 𝐵]+ = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 . Se puede comprobar haciendo la media con respecto al operador densidad 

que  𝑏 = −
𝑐† 𝑐

2
 , lo cual conduce a la ecuación maestra siguiente: 

 

𝑑𝜌 = −
𝑖

ℏ
[𝐻, 𝜌] 𝑑𝑡 +  𝒟[𝑐] 𝜌 𝑑𝑡 + (𝑐𝜌 + 𝜌𝑐†) 𝑑𝑊 (4) 

 

𝒟[𝑐] 𝜌 =  −
1

2
(𝑐†𝑐𝜌 +  𝜌𝑐†𝑐) 

 
 
 
El término  𝒟[𝑐] 𝜌  representa la perturbación al estado del sistema debida a la medida. 
La ecuación (4) no preserva la traza del operador densidad debido a que  𝑇𝑟[𝑑𝜌] = 0  implica que 

𝑇𝑟[𝜌(𝑐 + 𝑐
†) 𝑑𝑊] = 0  . Podemos forzar esta situación modificando la ecuación: 

 

𝑑𝜌 = −
𝑖

ℏ
[𝐻, 𝜌] 𝑑𝑡 +  𝒟[𝑐] 𝜌 𝑑𝑡 +ℋ[𝑐] 𝜌 𝑑𝑊 

 

ℋ[𝑐] 𝜌 = 𝑐𝜌 + 𝜌𝑐† − 〈𝑐 + 𝑐†〉𝜌 
 
El término de ruido  ℋ[𝑐] 𝜌  representa la ganancia de información debida al proceso de medida. 
Por último cuando tenemos medidas ineficientes es necesario introducir un factor de eficiencia  𝜂 : 
 

 𝑑𝜌 = −
𝑖

ℏ
[𝐻, 𝜌] 𝑑𝑡 +  𝒟[𝑐] 𝜌 𝑑𝑡 + √𝜂 ℋ[𝑐] 𝜌 𝑑𝑊 

 
Hay que notar que el factor de eficiencia sólo afecta al ruido y no a la acción hacia atrás  𝒟[𝑐] 𝜌 , por lo 
tanto es independiente de si el observador utiliza o no la información (𝜂 = 1 ó 𝜂 = 0). 
 
Esta ecuación se puede generalizar fácilmente a sistemas con más de un canal de detección. 
 

6. Ecuación estocástica del oscilador armónico 
Tal y como vimos el Hamiltoniano para un oscilador armónico es de la forma 
 

𝐻 =
𝑃2

2𝑚
+
1

2
𝑚 𝜔0 

2𝑋2 

 
Consideraremos sólo momentos de primer y segundo orden sobre las variable 𝑋 y  𝑃 : las esperanzas 
〈𝑋〉 y 〈𝑃〉   , las varianzas  𝑉𝑥  y  𝑉𝑃   , donde  𝑉𝛼 = 〈𝛼

2〉 − 〈𝛼〉2 , y la covarianza  

𝐶𝑋𝑃 =
1

2
〈[𝑋, 𝑃]+〉 − 〈𝑋〉 〈𝑃〉 . Mediremos la posición. 

Los valores esperados de la posición  𝑋  y del momento  𝑃  se pueden determinar teniendo en cuenta 
que  〈𝐴〉 = 𝑇𝑟[𝐴 𝑑𝜌]   para un operador arbitrario  𝐴 . La ecuación diferencial de  〈𝐴〉  se consigue de 
acuerdo a las siguientes relaciones: 
 

𝑇𝑟[𝐴 [𝐻, 𝜌]] =  𝑇𝑟[[𝐴, 𝐻]𝜌] = 〈[𝐴, 𝐻]〉 

 

𝑇𝑟[𝐴𝒟[𝑐]𝜌] =  𝑇𝑟 [− (
1

2
(𝐴 𝑐†𝑐 + 𝑐†𝑐 𝐴) + 𝑐†𝐴𝑐) 𝜌] = 〈−

1

2
(𝐴 𝑐†𝑐 + 𝑐†𝑐 𝐴) + 𝑐†𝐴𝑐〉 

 

𝑇𝑟[𝐴ℋ[𝑐]𝜌] =  𝑇𝑟 [−((𝐴 𝑐 + 𝑐
†𝐴) − 𝐴〈𝑐 + 𝑐†〉) 𝜌] = 〈(𝐴 𝑐 + 𝑐†𝐴) − 〈𝐴〉〈𝑐 + 𝑐†〉〉 



 
 
Para la posición tenemos 

𝑑〈𝑋〉 =  −
𝑖

ℏ
〈[𝑋, 𝐻]〉 𝑑𝑡 + 〈−

1

2
(𝑋 𝑐†𝑐 + 𝑐†𝑐 𝑋) + 𝑐†𝑋𝑐〉  𝑑𝑡 + √𝜂 〈𝐴 𝑐 + 𝑐†𝐴 − 〈𝐴〉 〈𝑐 + 𝑐†〉〉  𝑑𝑊 

 
 
y para el momentum 

𝑑〈𝑃〉 =  −
𝑖

ℏ
〈[𝑃, 𝐻]〉 𝑑𝑡 + 〈−

1

2
(𝑃 𝑐†𝑐 + 𝑐†𝑐 𝑃) + 𝑐†𝑃𝑐〉  𝑑𝑡 + √𝜂 〈𝑃 𝑐 + 𝑐†𝑃 − 〈𝑃〉 〈𝑐 + 𝑐†〉〉  𝑑𝑊 

 
Consideramos  𝑐 = √𝛾𝑎  con un factor de amortiguamiento  𝛾 , y  
 

𝑎 =
1

√2𝑥0
𝑋 + 𝑖

√2𝑥0

√2ℏ
𝑃 

 
 

𝑥0 =  √
ℏ

2𝑚
 

Con estas condiciones llegamos a que 
 

𝑑〈𝐴〉 =  −
𝑖

ℏ
〈[𝐴, 𝐻]〉 𝑑𝑡 + 〈−

1

2
𝐴 𝑐†𝑐 − 

1

2
𝑐†𝑐 𝐴 + 𝑐†𝐴𝑐〉  𝑑𝑡 + √𝜂 〈𝐴 𝑐 + 𝑐†𝐴 − 〈𝐴〉 〈𝑐 + 𝑐†〉〉  𝑑𝑊 

 
 

6.3 Ecuación maestra 
 
Juntando los resultados anteriores las ecuaciones maestras para el oscilador armónico cuántico son las  
siguientes: 
 

𝑑〈𝑋〉 =  
1

𝑚
 〈𝑃〉 𝑑𝑡 −

𝛾

2
 〈𝑋〉 𝑑𝑡 + √2 𝜂 𝛾

𝑚 𝜔0
ℏ

 (𝑉𝑋 −
ℏ

2 𝑚 𝜔0
)𝑑𝑊 

 

𝑑〈𝑃〉 =  −𝑚 𝜔0
2〈𝑋〉 𝑑𝑡 −

𝛾

2
 〈𝑃〉 𝑑𝑡 + √2 𝜂 𝛾

𝑚 𝜔0
ℏ

 𝐶𝑋 𝑃 𝑑𝑊 

 

𝑉̇𝑋 =
2

𝑚
 𝐶𝑋 𝑃 − 𝛾 (𝑉𝑋 − 

ℏ

2 𝑚 𝜔0
) −  2 𝜂 𝛾

𝑚 𝜔0
ℏ

 (𝑉𝑋 − 
ℏ

2 𝑚 𝜔0
) 2 

 
 

𝑉̇𝑃 = −𝑚 𝜔0
2𝐶𝑋 𝑃 − 𝛾 (𝑉𝑃 − 

ℏ

2 𝑚 𝜔0
) −  2 𝜂 𝛾

𝑚 𝜔0
ℏ

 𝐶𝑋 𝑃
2  

 

𝐶̇ 𝑋 𝑃 = 
1

𝑚
 𝑉𝑃 −𝑚 𝜔0

2𝑉𝑋 − 𝛾  𝐶𝑋 𝑃 − 2 𝜂 𝛾
𝑚 𝜔0
ℏ

  𝐶𝑋 𝑃 (𝑉𝑋 − 
ℏ

2 𝑚 𝜔0
)  

 
 
Las últimas tres ecuaciones correspondientes a los momentos de orden 2 son deterministas, pero no 
lineales. Por tanto, es necesario linealizarlas y forzar a que sean disipativas (, los valores propios del 
Jacobiano deben encontrarse en el semiplano izquierdo). 



Capítulo 5 IMPLEMENTACIÓN DEL CONTROL ÓPTIMO CUÁNTICO 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  



En este capítulo, se introducirá el control óptimo para el oscilador, para ello se necesitará resolver las 
ecuaciones de los parámetros de la función valor. Estas ecuaciones se resolverán numéricamente y 
analíticamente, con esta última se implementará el control  
 
 

5.1 Solución de los parámetros de la función valor 

5.1.1 Solución numérica 
Para la solución numérica se probó como ejemlo la siguiente ecuación diferencial estocástica no lineal  
 

dx (t) = f (x (t)) dt + g (x (t)) u (t) dt + σ (x (t)) dW (t) 
 
El objetivo es conseguir desarrollar el control del sistema, para que x (t) se aproxime a un estado 
estacionario xf utilizando la menor energía. Definimos el índice de desempeño: 
 

𝐿(𝑥, 𝑢) = ‖𝑢‖2 +
1

2
(𝑥 − 𝑥𝑓)

𝑇
𝑀(𝑥 − 𝑥𝑓) 

 
con M = MT y el coste terminal K (x (T)) = 0  
 
El control viene dado por la siguiente función valor     V ∶  [0, T] × 𝑅𝑛 → 𝑅 
      

𝑉(𝑡, 𝑥) = 𝑖𝑛𝑓𝑢:[𝑡,𝑇]→𝑈 𝐽(𝑡, 𝑥; 𝑢) 

 
𝑉(𝑡, 𝑥) = 𝐾(𝑥(𝑇)) 

 
Esta función valor satisface la ecuación en derivadas parciales de segundo orden (Hamilton-Jacobi-
Bellman). 
 
Nuestra acción de control será la siguiente:  

𝑢 = −𝑔𝑇(𝑥) 𝑉𝑥 
 

V (t, x) = a0 (t) + a1 (t)T x + xT B (t) x 
 
 
 

Tenemos el siguiente problema de valor final  
 

 
Figura 1: Ecuaciones diferenciales de los parámetros involucrados en la función valor 

 
 



Como se observa en la Figura 1: Ecuaciones diferenciales de los parámetros involucrados en la función 
valor para poder resolver estas ecuaciones hay que vectorizarlas previamente, esto se ha hecho 
utilizando el producto de Kronecker. Quedando las ecuaciones de la siguiente manera: 
 

{
𝑣𝑒𝑐(𝐵̇) = −((𝐹 ⊗ 𝐹)𝑇 + 2(𝐴⊗ 𝐼)𝑇) 𝑣𝑒𝑐(𝐵) − 𝑣𝑒𝑐(𝑀)

𝑣𝑒𝑐(𝐵(𝑇)) = 0𝑛2
 

    
 
 
 
 

{
𝑎1̇ = 𝑀𝑥𝑓 − (2(𝑔 ⊗ 𝐹)𝑇 + (𝑏 ⊗𝐴)𝑇) 𝑣𝑒𝑐(𝐵)

𝑎1(𝑇) = 0
 

         
 
Una vez vectorizadas, resolvimos el sistema numéricamente a través de Matlab, mediante el comando 
‘ode45’, que permite poner condiciones finales en lugar de condiciones iniciales. Así se pudo introducir 
directamente sin ningún cambio de variable, como se puede ver a continuación: 
 
Donde: 
 

𝐹 = (
1 0 0
0 2 0
0 0 3

) 

 

𝑀 = (
1 2 3
4 5 6
7 8 9

) 

 

𝐴 = (
−2 0 0
0 −3 0
0 0 −5

) 

 

𝑔 = (
2
3
4
) 

 

𝑏 = (
2
6
4
) 

 
 



 

 
Figura 2: Programa numérico 

 
 

 

 

 

 
Como la función valor es una ecuación Backward (el tiempo fluye hacia atrás) mientras que la SDE es 
una ecuación forward (el tiempo fluye hacia delante). Dada esta incongruencia con el tiempo se 
procedió a su resolución analítica. [7.2] 
 

5.1.2 Solución analítica  
 
De las tres ecuaciones Figura 1: Ecuaciones diferenciales de los parámetros involucrados en la función 
valor, necesitamos dos de ellas, (B(t) y a1(t)), debido a que la acción de control viene dada por el 
gradiente de la función valor y al calcular dicho gradiente la parte constante a0 (t) desaparece. 
 
El cálculo analítico del B(t), es de la forma lineal conocida:  
 

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝑏 



𝑥( 𝑇 ) = 0 
  
 
Como ya se ha comentado anteriormente estas ecuaciones son del tipo Backward hay que hacer el 
siguiente cambio de variable para conseguir convertirlas en ecuaciones forward: 
 

𝑠 = 𝑇 − 𝑡    con    𝑡 < 𝑇 
Así la ecuación queda como:  
 

𝑦̇ (𝑠) = −𝑥̇(𝑇 − 𝑠) = −𝐴𝑥(𝑇 − 𝑠) − 𝑏 =  −𝐴 𝑦(𝑠) − 𝑏 
 

𝑦(0) = 𝑥(𝑇) = 0 
 
Solución homogénea:  

𝑦(𝑠) =  𝑒−𝐴𝑠 𝐶(𝑠) 
 

Cálculo de la constante C(s) 
 

 𝑦̇(𝑠) =  −𝐴 𝑒−𝐴𝑠 𝐶(𝑠) + 𝑒−𝐴𝑠 𝐶̇(𝑠)  −𝑏 = 𝑒−𝐴𝑠 𝐶̇(𝑠) →  𝐶̇(𝑠) = −𝑏 𝑒𝐴𝑠  
 

 𝑦̇ (𝑠) =  −𝐴 𝑦(𝑠) − 𝑏    𝐶(𝑠) = −(∫ 𝑏 𝑒𝐴𝛼   𝑑𝛼
𝑠

0
) + 𝐶(0) 

 
Cálculo de y(s) 
 

𝑦(𝑠) = (−∫ 𝑒−𝐴(𝑠−𝛼)𝑑𝛼
𝑠

0

)𝑏 = −𝑒−𝐴𝑠 (∫ 𝑒𝐴𝛼𝑑𝛼
𝑠

0

)𝑏 = 𝑒−𝐴𝑠𝐴−1[𝑒𝐴𝑠 − 𝐼]𝑏 = 𝐴−1[𝐼 − 𝑒𝐴𝑠] 𝑏 

 
 

𝑦(𝑠) = 𝐴−1[𝐼 − 𝑒−𝐴𝑠] 𝑏 
  
 
 
 
 
Identificando términos: 
 

{
𝐴 = −((𝐹 ⊗ 𝐹)𝑇 + 2(𝐴⊗ 𝐼)𝑇) = 𝑁

𝑏 = −𝑣𝑒𝑐(𝑀)

𝑦(𝑠) = 𝑣𝑒𝑐(𝐵(𝑡))

 

 
La ecuación queda como: 

 

𝑦(𝑠) − ((𝐹 ⊗ 𝐹)𝑇 + 2(𝐴⊗ 𝐼)𝑇)−1 ∗ (𝐼 − 𝑒−((𝐹⊗𝐹)
𝑇+2(𝐴⊗𝐼)𝑇)𝑠) ∗ 𝑣𝑒𝑐(𝑀) 

 
𝑦(𝑠) = 𝑁−1 ∗ (𝐼 − 𝑒−𝑁𝑠) ∗ 𝑣𝑒𝑐(𝑀) 
 
Recordando que s=T-t  , la solución quedará de la siguiente forma: 
 

 

𝑣𝑒𝑐(𝐵(𝑡)) =  𝑁−1 ∗ (𝐼 − 𝑒−𝑁(𝑇−𝑡)) ∗ 𝑣𝑒𝑐(𝑀) 

 



 
El cálculo analítico de a1(t): 
 
El procedimiento para resolver la ecuación de a1(t), ha sido bastante más complejo, debido a que dicha 
ecuación depende de vec(B(t)), nos encontramos con multiplicación de exponenciales con matrices y 
esto dificulta su cálculo. 
 

(1) 𝑎1̇(𝑡) = 𝑀𝑥𝑓 − 𝐴
𝑇𝑎1(𝑡) − (2(𝑔 ⊗ 𝐹)𝑇 + (𝑏 ⊗𝐴)𝑇) 𝑣𝑒𝑐(𝐵) 

Llamaremos: 
 

ℎ(𝑡) = 𝑀𝑥𝑓 − (2(𝑔 ⊗ 𝐹)𝑇 + (𝑏 ⊗ 𝐴)𝑇) 𝑣𝑒𝑐(𝐵(𝑡)) =  𝑀𝑥𝑓 +𝐻 𝑣𝑒𝑐(𝐵(𝑡)) 

 
Quedando la ecuación (2) como: 
 

(2) 𝑎1̇(𝑡) = −𝐴
𝑇𝑎1(𝑡) − ℎ(𝑡) 

 
Como en el caso anterior, hay que transformar la ecuación de condiciones finales en condiciones 
iniciales haciendo el cambio de variable  
 

𝑦(𝑠) = 𝑎1(𝑇 − 𝑡) 
 

𝑦̇(𝑠) = −𝑎1̇(𝑇 − 𝑡) = 𝐴
𝑇𝑎1(𝑇 − 𝑡) + ℎ(𝑇 − 𝑡) = 𝐴

𝑇𝑎1(𝑠) − ℎ(𝑠) 
 
Con  𝑦(0) = 𝑋(𝑇) = 0 
 

Utilizando el método de variación de constantes con:  𝑦(𝑠) = 𝑒𝐴
𝑇𝑠 𝐶(𝑠) 

 

𝐶̇(𝑠) = 𝑒−𝐴
𝑇𝑠 ℎ(𝑠) 

𝑦(0) = 𝐶(0) = 0 
 

Por lo que:  𝐶(𝑠) = ∫ 𝑒−𝐴
𝑇𝛼 ℎ(𝛼) 𝑑𝛼

𝑠

0
, quedando la ecuación  

 

𝑦(𝑠) = 𝑒−𝐴
𝑇𝑠  ∫ 𝑒−𝐴

𝑇𝛼ℎ(𝛼) 𝑑𝛼
𝑠

0

 

 
Deshaciendo los cambios, la ecuación quedará como: 

 
 

En la última integral es donde tenemos el problema, para su cálculo recurriremos a Matlab o haciendo el 
siguiente cambio: 



𝑒−𝐴
𝑇𝛼 = ∑ 𝑎𝑖(𝛼) (−𝐴

𝑇)𝑖
𝑛−1

𝑖=0

 

 

𝑒𝑁𝛼 = ∑𝑏𝑖(𝛼) 𝑁
𝑖

𝑛−1

𝑖=0

 

Siendo 𝑎𝑖(𝛼) 𝑦 𝑏𝑖(𝛼) los polinomios a determinar con el método de Cayley-Hamilton. De esta forma 
 

∫ 𝑒−𝐴
𝑇𝛼𝐻𝑁 𝑒𝑁𝛼𝑑𝛼 =  ∑ 𝛽𝑖𝑗(𝑠)(−𝐴

𝑇) 𝐻𝑁−1 𝑁𝑗
𝑛−1

𝑖 𝑗=0

𝑠

0

 

 

Con 𝛽𝑖𝑗(𝑠) = ∫ 𝑎𝑖(𝛼) ∗ 𝑏𝑖(𝛼)𝑑𝛼
𝑠

0
 

 
Finalmente, la solución a la ecuación (2) deshaciendo el cambio (s=T-t) será:  
 

 𝑎1(𝑡) = 𝑦(𝑇 − 𝑡) = −𝐴
𝑇(𝐼 − 𝑒𝐴

𝑇(𝑇−𝑡)) (𝑀𝑥𝑓+ + 𝐻 𝑁
−1(𝐼 − 𝑒−𝑁𝑇)𝑣𝑒𝑐(𝑀)) −

 𝑒𝐴
𝑇(𝑇−𝑡)  ∑ 𝛽𝑖𝑗(𝑇 − 𝑡) (−𝐴

𝑇)𝑖𝐻 𝑁−1𝑁𝑖𝑗 𝑣𝑒𝑐(𝑀)𝑛−1
𝑖 𝑗=0   

 
 
Por lo que la estructura del controlador, dado por la función valor quedará como: 
 
 

𝑢(𝑡) = 2 𝑣𝑒𝑐(𝐵)𝑥 + 𝑎1 
Ecuación 1 Acción de control 

 
Calculo simbólico mediante Matlab 
Para el cálculo de la última integral dada su complejidad, recurriremos a MATLAB para su cálculo 
simbólico, pero hay que tratarla previamente para que se ejecute de forma más eficiente. 
 
Para ello recurriremos a la forma canónica de Jordan → 𝐴 = 𝑃 𝐽 𝑃−1, siento J la matriz de Jordan. 
  

J1   

 J2  

  Jm 
 
Siendo cada J un bloque de la matriz correspondiente a un subespacio invariante 
 
La matriz F del oscilador armónico es de la siguiente forma: 
 

𝐹 =

(

 
 

0
0
0
0
0

0
0
0
0
0

√𝑎
0
0
0
0

0
0
0
0
0

0

√𝑎
0
0
0 )

 
 

 

 
 
Esta matriz es nilpotente de orden 2, es decir 𝐹2 = 𝑂𝑛×𝑛. Por la expansión en serie de la exponencial: 
𝑒𝐹𝑡 = 𝐼 + 𝐹𝑡  



El espectro (conjunto de los valores propios de la matriz ) de F es  𝜎(𝐹) =  {0}, con ker(𝐹) =

𝑠𝑝𝑎𝑛 (𝑒1, 𝑒2, 𝑒4). Podemos comprobar que ℝ5 se descompone en una suma directa de subespacios 
invariantes: 
 

ℝ5 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 (𝑒1,
𝑒3

√𝑎
)⨁ 𝑠𝑝𝑎𝑛 (𝑒2,

𝑒5

√𝑎
)⨁ 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑒4) 

 
Esto significa que 𝐹 = 𝑃 𝐽 𝑃−1, donde 𝑃 = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5) y la matriz de Jordan: 
 

𝐽 =

(

 
 

0
1
0
0
0

0
0
0
0
0

0
0
0
1
0

0
0
0
0
0

0
1
0
0
0)

 
 

 

 
En consecuencia (𝐹 ⊗ 𝐹)𝑡 = (𝑃 ⨂ 𝑃) (𝑒𝐽𝑡⨂𝑒𝐽𝑡) (𝑃−1 ⨂ 𝑃−1), sabemos que: 
 

𝑒𝐽𝑡 =

(

 
 

1
𝑡
0
0
0

0
1
𝑡
0
0

0
0
1
𝑡
0

0
0
0
1
0

0
0
0
0
1)

 
 

 

 
 Supondremos que A es una matriz diagonalizable: A = U ∧ 𝑈−1. Entonces: 
 

𝑒(𝐴⨂𝐼)𝑡 = (𝑈 ⨂ 𝑈) (𝑒⋀𝑡⨂ 𝑒𝑡𝐼)(𝑈−1 ⨂ 𝑈−1) = (𝑈 ⨂ 𝑈) (𝑒(∧+𝐼)𝑡⨂ 𝐼)(𝑈−1 ⨂ 𝑈−1)  

 
 
Recordemos que: 𝑁 = −((𝐹⨂𝐹)𝑇 + 2(𝐴⨂𝐼)𝑇) 
De manera que 

{
𝑒−(𝐹⨂𝐹)

𝑇𝑡 = (𝑃−𝑇 ⨂ 𝑃−𝑇) (𝑒−𝐽𝑡⊗𝑒−𝐽𝑡) (𝑃𝑇 ⨂ 𝑃𝑇)

𝑒−2 (𝐴⨂𝐼)𝑡 = (𝑈−𝑇 ⨂ 𝑈−𝑇) (𝑒(∧+𝐼)𝑡⨂ 𝐼)(𝑈𝑇 ⨂ 𝑈𝑇)
 

 
Deseamos calcular: 

∫ 𝑒−𝐴
𝑇𝛼𝐻 𝑁−1𝑒𝑁𝛼

𝑠

0

 𝑑𝛼

= ∫ 𝑈−𝑇𝑒−∆𝛼𝑈𝑇𝐻𝑁 (𝑃−𝑇 ⨂ 𝑃−𝑇) (𝑒−𝐽𝑡
𝑠

0

⊗𝑒−𝐽𝑡) (𝑃𝑇 ⨂ 𝑃𝑇)(𝑈−𝑇 ⨂ 𝑈−𝑇) (𝑒(∧+𝐼)𝑡⨂ 𝐼)(𝑈𝑇 ⨂ 𝑈𝑇)𝑑𝛼

= 𝑈−𝑇∫ 𝑒−∆𝛼𝑈𝑇𝐻𝑁 (𝑃−𝑇 𝑒−𝐽𝛼𝑃𝑇𝑈−𝑇𝑒−2(∆+𝐼)𝑡 𝑈𝑇⨂𝑃−𝑇𝑒−𝐽𝛼𝑃𝑇)𝑑𝛼
𝑠

0

 

 
 
 

5.2 Cálculo de los puntos de equilibrio 
 
Una vez calculada la acción de control, el siguiente paso fue hallar los puntos de equilibrio, bajo los 
cuales el sistema debe estabilizarse. Dichos puntos de equilibrio lo calcularemos a partir de las 
siguientes ecuaciones: 
 



{
 
 

 
 

2

𝑚
𝑥5̅̅ ̅ − 𝛾𝑥3̅̅ ̅ + 𝛾𝑏 − 𝑎(𝑥3̅̅ ̅ − 𝑏)

2 = 0

𝑒𝑥5̅̅ ̅ − 𝛾(𝑥4̅̅ ̅ − 𝑐) − 𝑎𝑥5̅̅ ̅
2 = 0

1

𝑚
𝑥4̅̅ ̅ + 𝑒𝑥3̅̅ ̅ − 𝛾𝑥5̅̅ ̅ − 𝑎𝑥5̅̅ ̅ (𝑥3̅̅ ̅ − 𝑏) = 0

 

 
 
 
De aquí fijando (𝑥3̅̅ ̅, 𝑥5̅̅ ̅), determinamos 𝑥4̅̅ ̅ 
 

𝑥4̅̅ ̅ = −𝑚(𝑒𝑥3̅̅ ̅ + 𝑥5̅̅ ̅(𝑎(𝑏 − 𝑥3̅̅ ̅) − 𝛾)  
 
Con lo cual sólo tenemos dos ecuaciones para el equilibrio: 
 

2

𝑚
𝑥5̅̅ ̅ − 𝛾𝑥3̅̅ ̅ + 𝛾𝑏 − 𝑎(𝑥3̅̅ ̅ − 𝑏)

2 = 0 

 
𝑝(𝑥3̅̅ ̅, 𝑥5̅̅ ̅) = 𝑥5̅̅ ̅(𝑒 − 𝑎𝑥5̅̅ ̅) − 𝛾(−𝑚(𝑒𝑥3̅̅ ̅ + 𝑥5̅̅ ̅(𝑎(𝑏 − 𝑥3̅̅ ̅) − 𝛾) − 𝑐) = 0 

 
De la primera ecuación tenemos la dependencia de 𝑥5̅̅ ̅ con respecto a 𝑥3̅̅ ̅: 

𝑥5̅̅ ̅ =
𝑚

2
(𝛾𝑥3̅̅ ̅ − 𝛾𝑏 + 𝑎(𝑥3̅̅ ̅ − 𝑏)

2) 

 
Con lo cual el Jacobiano depende solo de 𝑥3̅̅ ̅ y el polinomio característico es de la forma general: 
 

𝑃𝑐(𝑠; 𝐽) = det(𝐽 − 𝑠𝐼) = 𝑠
3 + 𝛼2 𝑠

2 + 𝛼1 𝑠 + 𝛼0 
 
El objetivo es conseguir que el espectro del Jacobiano, es decir, su conjunto de valores propios 
pertenezca a:  𝜎(𝐽) ⊂  ℂ−1. Para ello aplicaremos el criterio de Routh al polinomio característico. 
 
 Donde:  
 

 𝛼0 = (−1)
0  ∑𝑀𝑒𝑛𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑛𝑐𝑖𝑝𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛 3 = 𝑑𝑒𝑡 (𝐽) 

 

 𝛼1 = (−1)
1∑𝑀𝑒𝑛𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑛𝑐𝑖𝑝𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛 2 = −(𝑑𝑒𝑡 (

𝑎11 𝑎13
𝑎31 𝑎33

) + 𝑑𝑒𝑡 (
𝑎22 𝑎23
𝑎32 𝑎33

) +

𝑑𝑒𝑡 (
𝑎11 0
0 𝑎22

))  

 

 𝛼2 = (−1)
2  ∑𝑀𝑒𝑛𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑛𝑐𝑖𝑝𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛 1 = 𝑇𝑟  (𝐽) 

 
 

 
 
Una vez calculados los coeficientes del polinomio característico ya podemos aplicar Routh para forzar 
que los valores propios de la matriz sean negativos y puedan converger 
 
 
 
 
 
 



 
 

S3: 1 α1 

    α2 α0 

S1: 𝛼2 𝛼1 − 𝛼0
𝛼2

  

  S0: 𝛼0  
 
 
 
 
 
Hacemos los cálculos con Matlab: 
 
 

 

 𝛼2(𝑥3̅̅ ̅) > 0 
Deducimos 
que : 

𝛼2 (𝑥3̅̅ ̅)𝛼1(𝑥3̅̅ ̅) > 𝛼0(𝑥3̅̅ ̅) 

  𝛼0(𝑥3̅̅ ̅) > 0 
 𝑓(𝑥3̅̅ ̅) = 0 



 

 
 

Figura 3: Calculo de los puntos de equilibrio 



  
 
 
 

 
Figura 4 Representación de los puntos de equilibrio 

  



 

CAPÍTULO 6 SIMULACIÓN Y RESULTADOS  
  



En este capítulo se simula el oscilador armónico para ver los resultados del control, también se mostrará 
su gráfica. Por ultimo simularemos el sistema introduciéndole el error  
 
Generalmente tenemos medidas ineficientes en el oscilador: El observador es incapaz de registrar toda 
la medida de la señal. La necesidad de considerar medidas ineficientes surge originalmente en óptica 
cuántica donde los detectores de fotones sólo detectarán alguna fracción de los fotones incidentes. Esta 
fracción se denota por 𝜂 ∈  [0,1] y se denomina eficiencia del detector  
La constante de Plank se puede normalizar 𝒽 = 1.  
La masa, la tomaremos unitaria, la velocidad de emisión espontánea es 𝛾 y es un valor libre a elegir, al 
igual que la frecuencia de oscilación 𝜔0. 
 
Las ecuaciones del oscilador cuántico son las siguientes: 
 

(

 
 

𝑑𝑥1
𝑑𝑥2
𝑑𝑥3
𝑑𝑥4
𝑑𝑥5)

 
 
=

(

 
 
 
 
 
 

1

2
𝑥2 −

𝛾

2
𝑥1

𝑒𝑥1 −
𝛾

2
𝑥2

2

𝑚
𝑥5 − 𝛾𝑥3 + 𝛾𝑏 − 𝑎(𝑥3 − 𝑏)

2

𝑒𝑥5 − 𝛾(𝑥4 − 𝑐) − 𝑎𝑥5
2

1

𝑚
𝑥4 + 𝑒𝑥3 − 𝛾𝑥5 − 𝑎𝑥5(𝑥3 − 𝑏))

 
 
 
 
 
 

𝑑𝑡 +

(

 
 

0
1
0
0
0)

 
 
𝑢 𝑑𝑡 +

(

 
 

√𝑎(𝑥3 − 𝑏)

√𝑎𝑥5
0
0
0 )

 
 
𝑑𝑊 

 
Donde las constantes son las siguientes: 
 

𝑎 = 2𝜂𝛾𝑚
𝜔0

𝒽
 ;    𝑏 =

𝒽

2𝑚𝜔0
 

𝑐 =
𝑚𝜔0𝒽

2
  ;     𝑒 = −𝑚𝜔0

2 

 
 
Si linealizamos las tres últimas ecuaciones, en el punto estacionario: 
 

{
 
 

 
 

2

𝑚
𝑥5̅̅ ̅ − 𝛾𝑥3̅̅ ̅ + 𝛾𝑏 − 𝑎(𝑥3̅̅ ̅ − 𝑏)

2 = 0

𝑒𝑥5̅̅ ̅ − 𝛾(𝑥4̅̅ ̅ − 𝑐) − 𝑎𝑥5̅̅ ̅
2 = 0

1

𝑚
𝑥4̅̅ ̅ + 𝑒𝑥3̅̅ ̅ − 𝛾𝑥5̅̅ ̅ − 𝑎𝑥5̅̅ ̅ (𝑥3̅̅ ̅ − 𝑏) = 0

 

 
 
 
Y calculamos el Jacobiano del campo vectorial (𝑥3̇, 𝑥4̇, 𝑥5̇) 
 

𝐽(𝑥3̅̅ ̅, 𝑥5̅̅ ̅) =

(

 
 
2𝑎𝑏 − 2𝑎𝑥3̅̅ ̅ − 𝛾 0

2

𝑚
0 −𝛾 𝑒 − 2𝑎𝑥5̅̅ ̅

𝑒 − 𝑎𝑥5̅̅ ̅
1

𝑚
𝑎𝑏 − 𝑎𝑥3̅̅ ̅ − 𝛾)

 
 

 

 
Las ecuaciones del oscilador quedan de la siguiente forma: 
 



(

 
 

𝑑𝑥1
𝑑𝑥2
𝑑𝑥3
𝑑𝑥4
𝑑𝑥5)

 
 
=

(

 
 
 
 
−𝛾

2
𝑒
0
0
0

1

𝑚
−𝛾

2
0
0
0

0
0

2𝑎𝑏 − 2𝑎
1

𝑒 − 𝑎𝑥5̅̅ ̅

𝑥3̅̅ ̅ − 𝛾

0
0
0
−𝛾
1

𝑚

0
0
2

𝑚
𝑒 − 2𝑎𝑥5̅̅ ̅
2𝑎𝑏 − 2𝑎𝑥3̅̅ ̅)

 
 
 
 

𝑑𝑡 +

(

 
 

0
1
0
0
0)

 
 
𝑢 𝑑𝑡 +

(

 
 

√𝑎(𝑥3 − 𝑏)

√𝑎𝑥5
0
0
0 )

 
 
𝑑𝑊 

 
 
Una vez calculada la función valor y los puntos de equilibrio, podemos realizar el cálculo de la ecuación 
diferencial estocástica y su simulación. Cuyo código se muestra a continuación: 
 

 

 



 

 

 

 
 
 
 
 
 



 
El resultado de la simulación es el siguiente: 
 

 Para :{

𝛾 = 1
ℏ = 1
𝑚 = 1
𝜔0 = 1

 

 

 
 
 
 
 Las variancias van recogiendo el grado de información del sistema, es decir la incertidumbre del sistema 
y este se hace cada vez menos hasta que llegamos a la información completa del sistema, esto se debe a 
que hemos forzado en su linealización. Como se observa a continuación las varianzas y la covarianza, se 
logran estabilizar rápidamente  
 
 



 
 
Tanto la media de la posición como la media del momentum, al principio muestran valores negativos, 
esto se debe a que en el control optimo no hay un criterio único si no que hay libertad a la hora de 
escribir el índice de desempeño, se suele hacer por prueba y error. Se puede observar en la siguiente 
figura: 
 
 



 
 
 
 
 
La señal de control de este sistema es la siguiente 
 

 
 
 
La simulación también se ha realizado introduciendo el error, por lo cual las variables de la simulación 
pasan a ser los errores de los valores que teníamos anteriormente  



  
 

𝑒 = 𝑥 − 𝑥̅ 
𝑑𝑒 = 𝑑𝑥 − 𝑑𝑥̅ = 𝐽𝑥 𝑑𝑡 + 𝑔𝑢 𝑑𝑡 + 𝜎(𝑥)𝑑𝑊 

 
𝑥 = 𝑒 + 𝑥̅ 

𝑑𝑥 = (𝐽𝑒 + 𝐽𝑥̅) 𝑑𝑡 + 𝑔𝑢 𝑑𝑡 + (𝐹𝑒 + 𝐹𝑥̅ + 𝐺(𝑥)) 𝑑𝑊 

 

 

 
 



 
 

 
 

 
 
El resultado de la simulación es el siguiente:  
 



 
 
 
Cuyo control queda: 
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