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Capitulo 1

Fundamentos tedricos

Como primera secciéon de este trabajo vamos a exponer algunas idéas
béasicas sobre ciertos temas que nos sean tutiles en posteriores desarrollos.
En primer lugar se explicaran los conceptos mas basicos que conciernen a
la teoria de espacios lineales. Personalmente, me ha sido de bastante ayuda
haber revisado los conceptos que aqui se exponen para poder comprender
muchas de los procedimientos realizados en este trabajo y creo que es man-
datorio incluir una seccién que los describa. Luego se introducen las reglas
de integracion numérica, haciendo especial incidencia en la cuadratura de
Gauss-Legendre, siendo este el método que he empleado para resolver la
parte no singular de las integrales de BI-RME (ver capitulo 3). El méto-
do de los Momentos (MoM) es otro de los temas a discutir en este primer
capitulo. Este proporciona las definiciones que dan asiento a los métodos
tradicionales de resolucién numérica de ecuaciones diferenciales e integrales.
También se expondra el concepto de funciéon de Green, usada como nticleo
en ecuaciones integrales. Finalmente, no puede faltar una seccién dedicada
a los fundamentos de electrodinamica y andlisis de guias de onda, puesto
que es este, a fin de cuentas, el objeto principal de el presente documento.

1.1. Espacios lineales

Los conceptos fundamentales de espacios lineales son de extrema impor-
tancia para poner en un contexto matemaético apropiado los problemas que
se iran planteando en este documento. Estas ideas permiten dar cierto for-
malismo a los problemas lineales y ayudan tanto en su planteamiento como
en su posterior interpretacion.



F(x)
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Figura 1.1: Cuerda flexible fijadaen x =0y x =1

En la literatura existen ejemplos magnificos que permiten introducir es-
tos conceptos. Uno muy ilustrativo es el problema de la cuerda flexible fijada
por sus extremos.

Cualquier problema lineal se puede plantear en forma de ecuacién dife-
rencial con una serie de condiciones de contorno asociadas; por ejemplo, en
el problema de la cuerda disponemos de la conocida relacion

= F(z) (1.1)

Dénde T representa la tensién de la cuerda —en Newtons—, F'(z) la densi-
dad de la fuerza —en N/m— a lo largo de su longitud e y(z) (en metros) el
desplazamiento vertical asociado a cada punto z.

Otro ejemplo muy ilustrativo es el de la linea de transmisién; en ella la
tensién y la corriente cumplen las siguientes ecuaciones

2 z

d ng ) _ BV (2) =0 (1.2)
2 z

ddi(z ) _ B*I(z) =0 (1.3)

Las condiciones de contorno dependen de la terminacién del circuito. En una
linea acabada en abierto, la tension alcanzaria un méaximo en el extremo y
la corriente se haria cero



av
—(2=0)=0
2 (Z=0)

I(z=0)=0

Si, por el contrario, esa misma linea acabase en corto, tendriamos tensién
nula y corriente maxima en el extremo terminante

V(z=0)=0
dl
5(2:0):0

A partir de estos ejemplos vemos claramente que, sea cual sea el problema,
las funciones incégnita que aparecen poseen ciertas propiedades que depen-
den de la naturaleza fisica del mismo y de las condiciones en las que se
plantea. Por ejemplo, en el primer caso —el de la cuerda—, el desplaza-
miento y(x) en respuesta a la fuerza aplicada ha de ser una funcién real y
continua de z (suponiendo, por supuesto, que no se va a romper). Ademds,
ese mismo desplazamiento ha de ser cero en los dos extremos sobre los que
se fija la cuerda (restriccién fisica que imponemos).

En el caso de la linea de trasmision, tanto la tensién como la corriente
seran, en general —siempre que se esté trabajando con fasores en el domi-
nio de la frecuencia—, ntimeros complejos —poseen médulo y fase—, seran
funciones continuas de la posicién z (no pueden existir saltos abruptos de
tension o corriente) y sus derivadas, asi mismo, continuas (la variacién de
estas variables ha de ser suave a lo largo de la linea). Por supuesto, ambas
magnitudes tienen que cumplir la condicién de contorno fijada por el tipo
de terminacion.

Vamos a restringir la explicacién a lo fundamental de lo fundamental
(s6lo necesitamos los més esencial para ser capaces de poner en contexto
la metodologia empleada mas adelante y dar interpretacién a los resultados
obtenidos). Todo el material presentado se puede encontrar con gran nivel de
detalle en multiples publicaciones [1, 2]. En lo que a mi respecta, me centraré
en dar una explicacién clara sin zambullirme en demasiados formalismos
matematicos.

Empecemos por la definicién de espacio lineal.

Un espacio lineal S es un conjunto de elementos —llamados vectores—
sobre los que se definen dos operaciones basicas: suma y producto por escalar
—real o complejo— de forma que:



1. Ambas operaciones son conmutativas, asociativas y dan lugar a un
elemento de S.

2. Existe un tnico vector nulo O tal que f+0=fy fx0=0
3. El producto del vector f por el escalar 1 produce f.
4. Cada vector f tiene asociado un tnico vector — f tal que f+ (—f) =0

Dentro de un espacio lineal .S, podemos seleccionar elementos y combinarlos
linealmente para obtener otros elementos de S. Dado un conjunto de elemen-
tos fi, f2, ..., fn, diremos que son linealmente independientes si la ecuacion

N
> aifi=0 (1.4)
n=1

sélo se satisface si a1 = ao = ... = ay = 0. Dicho de otra manera: si no
soy capaz de expresar alguno de los vectores del conjunto como combinacion
lineal del resto, entonces son linealmente independientes.

Un conjunto de elementos linealmente independientes constituye una
base. Esta tltima genera un espacio lineal cuya dimension es igual al niimero
de elementos que la definen.

Los espacios lineales con los que trabajaremos en adelante tienen dos
caracteristicas adicionales: son espacios normados y definen conveniente-
mente un producto escalar. Un espacio normado es aquél en el que a cada
elemento f se le asocia un valor positivo ||f|| —al que nos referiremos como
norma de f— tal que:

L. ||f]| = 0, siendo || f|| = 0 vélido sé6lo para f =0
2. ||kf]| = |k|||f||, donde k es un nimero complejo.

3. M fr + fall < 1Al + (1 f2]]

Las propiedades sobre las que se asienta el concepto de norma permiten
interpretarla como una distancia. De esta forma, la norma de un elemento
f se puede interpretar como la longitud del mismo (o como su distancia
respecto al origen de coordenadas). Gracias a la primera propiedad, la norma
de la diferencia entre dos elementos se puede interpretar como una medida
de la distancia entre ellos, puesto que ||f2 — fi|| = 0 implica f = 0.

Los espacios que definen un producto escalar permiten obtener medidas
entre elementos; por ejemplo, proyecciones de un elemento f; sobre otro



fa2. El espacio lineal normado y con producto escalar mas explorado en la
literatura es el de Hilbert. Este define las siguientes propiedades para el
producto escalar:

L (f1, f2) = {f1, f2)"

2. (avrf1+ azfa, f3) = ar(f1, f3) + az(f2, f3)

3. (fs,a1f1 + axfa) = ai(fs, f1) + a3(fs, f2)

4. (f, f) > 0, siendo (f, f) = 0 vélido sélo para f = 0.

Nétese como la propiedad (4) del producto escalar nos permite definir la
norma de f como

A= {f5 1) (1.5)
La propiedad (3) se puede desarrollar a partir de la (1) y la (2).

Llegados a este punto s6lo queda por introducir alguna que otra nocién
sobre operadores y transformaciones lineales. Los ejemplos de la cuerda y la
linea de transmision son casos concretos de una formulacién més general

Lf=g (1.6)

donde L representa un operador lineal (usualmente serd un operador dife-
rencial o integral). Al conjunto de elementos f sobre los que se opera se le
llama dominio del operador. Al conjunto de elementos g que se obtienen
como resultado de la transformacién constituye el rango del operador.

El dominio queda definido por las restricciones fisicas del problema y por
sus condiciones de contorno (si £ es un operador diferencial). Por ejemplo,
en el caso de la cuerda, el dominio viene dado por el conjunto de funciones
continuas y derivables a trozos en el intervalo (0,[) que se anulan en x = 0
y « = [. Para que una transformacién sea lineal ha de cumplir que

E(alfl +asfo+ ...+ aNfN) =a1Lfi+asLlfo+...+anNLfn (1.7)

Un problema definido por la ecuacién (1.6) tiene dos versiones. Una en
la que £ y g son conocidas y la incégnita es f (problema de andlisis) y otra
en la que f y g son conocidas y hay que desarrollar £ para que se satisfaga la
ecuacién (problema de sintesis). En este documento sélo estamos interesados
en el problema de andlisis, en cuya resolucién nos encomendamos al Método
de los Momentos explicado méas adelante.



1.2. Integracion Numérica

Durante nuestro periodo de estudiante, se nos acostumbra a trabajar con
integrales de facil solucién analitica; muchas veces inmediatas, a veces un po-
co mas dificiles, pero, al fin y al cabo, resolubles a fuerza de papel y lapiz —o
mediante el uso de software de calculo simbélico, como MATLAB, Méaxima o
Mathematica—. Las aplicaciones practicas van por otro camino; frecuente-
mente nos encontramos con funciones imposibles de integrar analiticamente
—no tienen primitiva sobre la que aplicar la Regla de Barrow, como las
integrales de Fresnel—. Otras veces las funciones a integrar seran tan com-
plejas que, a pesar de tener solucién analitica, serd impractico invertir el
tiempo y el esfuerzo en llegar hasta ella. En otro escenario directamente
no tendremos una expresién analitica que integrar sino una serie de valo-
res tabulados, correspondientes a la evaluacién de determinada magnitud y
obtenidos tras una campana de medidas. En todos estos casos existe una
solucion practica que nos permite evaluar una integral sin necesidad de re-
solverla analiticamente: la integracién numérica. Los algoritmos que llevan
a cabo esta tarea son denominados comunmente cuadraturas o reglas de
integracion. Las cuadraturas se basan en realizar una aproximacién a trozos
de la funcién a integrar mediante polinomios —cuyas integrales en cualquier
tramo son sencillamente evaluables de forma analitica—. Segun el grado de
los polinomios empleados en la aproximacién del integrando se definen las
siguientes reglas clasicas de integracién:

— Regla del Rectédngulo. Se usan constantes a trozos (rectangulos) para
aproximar la funcién del integrando.

— Regla del Trapecio. Se emplean polinomios de grado uno (rectas) para
realizar una aproximacién lineal por partes.

— Regla de Simpson. Se emplean polinomios de grado dos (parabolas)
para realizar una aproximacién cuadratica por partes.

Un concepto importante es el de Grado de Precisién (DP) [3] de una
regla de integracién. Este se define como el grado méaximo que podria tener
un polinomio arbitrario para que su integracién por cuadratura diese el valor
exacto de la integral. La regla del rectiangulo tiene un DP igual a 0 —sdlo
puede integrar de forma exacta constantes—. La del trapecio tiene un DP de
1 —puede integrar de forma exacta rectas de cualquier pendiente, asi como
funciones a trozos compuestas por rectas—. La Regla de Simpson tiene un
DP de 3 (ya, se lo que estas pensando, que esto ltimo es una errata, pero
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no; esta regla tiene un DP de 3 a pesar de que emplee pardbolas para realizar
la aproximacion del integrando, por sorprendente que parezca). Todas estas
reglas tienen su lugar en la préictica y un momento para usarlas; pero si
dispones de la expresién analitica de la funcién a integrar (no una serie de
valores tabulados) y lo que quieres es precisién con mayusculas, la regla a
emplear no es otra que la Cuadratura de Gauss.

1.2.1. La Cuadratura de Gauss-Legendre

Esta regla de integracién, ideada por el genial matematico aleman Carl
Friedrich Gauss, proporciona el mejor Grado de Precisién posible de entre
todos los métodos de integracién y sera la cuadratura a emplear cada vez
que haya que evaluar una integral en el capitulo sobre el método BI-RME.
El DP de esta regla de cuadratura es:

DPoauss =2n — 1

Donde n es el nimero de puntos en los que se evalia la funcién del integran-
do. Para que te hagas una idea; con n = 2 puntos de evaluacién podriamos
integrar de forma exacta un polinomio de grado 3. Con la Regla de Simpson
se necesitaria evaluar el mismo integrando en al menos 5 puntos para alcan-
zar la misma solucién (y seria imposible alcanzar una solucién exacta si en
el integrando tenemos un polinomio de cuarto grado o més).

La Cuadratura de Gauss para una funcién de una variable se calcula
empleando la féormula siguiente:

1 n
[ e S wrta) (1.8)
-1 k=1

Los valores de los puntos de evaluacion t; y sus pesos asociados wy se
pueden encontrar en tablas. Un detalle a tener en cuenta es que estos vienen
tabulados dnicamente para el intervalo [—1, 1] de la variable de integracién
—de ahi que en la expresién anterior el intervalo de integraciéon aparezca
explicitamente fijado a ese rango—. Si queremos integrar en un intervalo
genérico [a, b] tendremos que hacer un cambio de variable tal que:

b 1
/a f(x)dm:/_1 g(t)dt (1.9)
Con

gty =10y <b+a+b_at> (1.10)



De forma que

b n
/ f@)de = wrg(ty) (1.11)
@ k=1

En funciones de dos (o més) variables sigue imperando:

b b n_m

i=1 j=1
Con
. b—ab—a [{b+a b—a b+a b—a-
g(t,t) = 55 f( 5 + 5 t, 5 + 5 t) (1.13)
Ejemplo

Queremos evaluar numéricamente, mediante Cuadratura de Gauss la in-
tegral

/1 sin(mz)dz (1.14)
0

La funcion del integrando es

f(x) = sin(7x) (1.15)

Haciendo el cambio de variable para llevarnos el intervalo de integracién
al estandar [—1, 1], obtendriamos la funcién de la nueva variable ¢

g(t) = %f (; + ;t> (1.16)

Evaluamos ¢(t) en los puntos apropiados, definidos en la tabla 1.1. Tam-
bién se muestran los pesos asociados a cada punto. Finalmente, multiplica-
mos cada peso wy por su correspondiente g(t;) y sumamos

1
/ sin(rz)dx ~ 0,1713 x 0,0529 + 0,3608 X 0,2537 + - -- = 0,6366 (1.17)
0
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tr | -0.9325 | -0.6612 | -0.2386 | 0.2386 | 0.6612 | 0.9325

wg | 0.1713 | 0.3608 | 0.4679 | 0.4679 | 0.3608 | 0.1713

g(tx) | 0.0529 | 0.2537 | 0.4653 | 0.4653 | 0.2537 | 0.0529

Tabla 1.1: Valores para el calculo de la cuadratura
Rectangulo Trapecio Simpson Gauss
Valor 0.64072886 | 0.62841743 | 0.63662505 | 0.63661977

Error abs. | 0.00410908 | -0.00820233 | 0.00000528 ~0
Error rel. | 0.64545428 | -1.28841990 | 0.00082955 ~0

Tabla 1.2: Comparativa de reglas de integracion

Comparativa de Reglas de Integracion

Vamos a concluir este apartado poniendo en competencia a las reglas de
integracién mencionadas —Rectangular, Trapecio, Simpson y Gauss— a ver
cudl se alzaria con la victoria en un enfrentamiento de precisién en igualdad
de condiciones (nimero de puntos de evaluacién de la funcién objetivo).

El objetivo serd evaluar la integral del ejemplo anterior, cuya solucion
analitica es conocida:

2
£ ~0,63661977 (1.18)
T

1
/ sin(mx)dx
0

Para que la competicién se desarrolle en igualdad de condiciones, todas
las reglas usarén el mismo numero de puntos (o intervalos) n = 8.

Vemos que la cuadratura de Gauss gana de calle al resto de técnicas. Hay
que senialar que, aunque para la precisiéon medida (8 decimales), el valor de
la cuadratura de Gauss coincide con el valor tedrico de la integral, en verdad
tiene un error absoluto del orden de 1071°.

Vemos que en este caso concreto la Regla del Rectangulo arroja un valor
mas cercano al real que la del Trapecio, pero esto no es lo usual.

En el anexo se presenta una tabulacién de los puntos de evaluacién ti y
sus correspondientes pesos wy para computar integrales por Cuadratura de
Gauss.

1.3. Funciones de Green

En ingenieria estamos habituados al concepto de sistema lineal. Este
sistema da una respuesta por defecto ante la ausencia de entrada —repuesta
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natural de sistema—, y da otra respuesta ante una estimulacién dada —a
la que se suele denominar driver o senial conductora del sistema—.

Un sistema lineal invariante en el tiempo (LTI) se puede modelar me-
diante una ecuacién diferencial lineal. Esta ecuacién modela el comporta-
miento del sistema y nos permite determinar su comportamiento (salida) en
respuesta a una senal de entrada (driver).

Para ilustrar los conceptos bésicos de Funciones de Green recurrimos al
ejemplo de la cuerda del primer apartado (Espacios Lineales).

La cuerda se puede ver como un sistema lineal que responde (doblédndose)
ante una fuerza externa aplicada verticalmente en direccién descendente. La
fuerza aplicada es la entrada del sistema, y el desplazamiento de la cuerda
en cada punto x la respuesta a dicha entrada. La ecuacién que modela este
problema es

= F(x) (1.19)

En esta ecuacion la entrada al sistema (fuente, excitacién o driver) es F(x),
funcién que puede tomar cualquier forma finita. He aqui el problema; ;me
veré forzado a resolver una nueva ecuacién cada vez que se cambie la fuerza
sobre la cuerda? Gracias al concepto de Funcion de Green la respuesta a esa
pregunta es NO.

La funcién de Green es una herramienta de vital importancia en inge-
nieria. Permite resolver problemas como el planteado una vez y para siempre.
,Cémo?, muy sencillo: En lugar de resolver el problema original, se resuelve
un problema en el que la entrada al sistema —es decir, la driver— sea un
impulso unitario (delta de Dirac).

— Un impulso —o delta— de amplitud (drea) A se puede concebir como
una funciéon pulso rectangular de anchura infinitesimal dx y altura
infinita A /dx.

— Los puntos de la recta real se pueden entender como un conjunto
discreto, dentro del cual cada punto estd separado de su contiguo por
una distancia infinitesimal dzx.

— Entonces, una funcién de variable continua F(x) se puede entender
como un tren infinito de impulsos infinitesimales —esto es, de area
infinitesimal— donde, a su vez, cada uno de estos impulsos se pueden

14



considerar pulsos rectangulares de altura F(x) y anchura dz. Otra
forma de ver esto es que el valor de la funcién en un punto z’ se puede
expresar como

F(2") = F(2")6(z — 2')dz (1.20)

Si calculdsemos la respuesta del sistema lineal ante un impulso unidad, la
respuesta ante cualquier entrada genérica F'(x) podria componerse como
superposicion de las respuestas del sistema ante el tren infinito de impulsos
infinitesimales que componen F'(z). Llamando G(x — ') a la respuesta del
sistema al impulso unitario §(z — '), la respuesta y(x) ante una entrada
genérica F'(x) se puede expresar

y(x) = /OO F(2")G(x — 2")dx (1.21)

—00

A G(z — ) la llamamos funcién de Green del sistema.

En el problema de la cuerda, nos permitiria calcular el desplazamiento
producido por cualquier distribucién de fuerza integrando el producto de
dicha distribucién por la funcién de Green. Este concepto es extrapolable
a cualquier problema de las mismas caracteristicas (sistemas LTT) indepen-
dientemente del nimero de dimensiones que abarque. En problemas en los
que tanto la entrada como la salida del sistema sean magnitudes vectoriales,
la respuesta al impulso vendré usualmente dada por una funcién de Green
diddica [4]. Por ejemplo, en electromagnetismo el vector potencial magnético
A se relaciona con la densidad de corriente eléctrica J a través de la ecuacion

VZA +3*A =17 (1.22)

En el sistema asociado a esta ecuacion A representaria la respuesta del
sistema y J la excitacion. Se necesita una funciéon de Green diddica cuando
al menos una componente de la fuente afecte a componentes distintas de la
respuesta. Me explico; la funcién de Green del problema serd de tipo diddico
si, por ejemplo, la componente x de la entrada influyese en la componente y
de la respuesta. Resumiendo: Si existe influencia entre distintas componentes
vectoriales de la entrada y de la respuesta, la funcién de Green del sistema
serd siempre diddica. En el caso bidimensional la funcién de Green diddica
presenta esta forma genérica para el plano XY:

G(z,y,2,y) = Guad® + Gay2G + Ga@id + Gy (1.23)
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— (G, representa la componente x de la respuesta asociada a una fuente
de tipo impulso unitario orientada en la direccién z.

— Gy representa la componente z de la respuesta asociada a una fuente
de tipo impulso unitario orientada en la direccién .

— Gy, representa la componente y de la respuesta asociada a una fuente
de tipo impulso unitario orientada en la direccién z.

— Gyy representa la componente y de la respuesta asociada a una fuente
de tipo impulso unitario orientada en la direccién 4.

Trabajaremos con funciones de Green tanto escalares como diddicas en el
capitulo de BI-RME.

1.4. Método de los momentos

Una gran parte de los problemas a los que se enfrenta uno en ingenieria
son dificiles — cuando no imposibles— de abordar por métodos analiti-
cos. Por una parte, encontramos ecuaciones diferenciales para las que hallar
una solucién analitica sea una odisea. En otras ocasiones nos enfrentare-
mos a ecuaciones integrales (esto es, la funcién incégnita se encuentra en el
integrando) que directamente no se pueden resolver por métodos exactos.
Cuando los problemas estdn definidos por operadores lineales podemos em-
plear una formulacién para reducir el problema de una ecuaciéon diferencial
—o integral— a una ecuacién matricial: el Método de los Momentos [6].

El Método de los Momentos es un método general para abordar proble-
mas como los descritos. Emplea las ideas sobre espacios lineales introducidas
en el primer capitulo para reducir a forma matricial tanto problemas de-
terministas como problemas de autovalores. En un problema determi-
nista la solucion es tnica. Recordemos una vez mas el problema de la cuerda
fijada sobre sus extremos; aplicar una densidad de fuerza F'(x) a lo largo de
su longitud implica obtener un desplazamiento y(x) que estd univocamente
asociado a F'(x). La expresién general para el problema determinista es de
la forma

Lf=g (1.24)

donde g es la fuente o excitacion, f la respuesta del sistema al que modela
y L un operador lineal. La expresion anterior requerird de una serie de
condiciones de contorno para definir completemente el problema en caso de
que se trate de una ecuacion diferencial.
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Por otra parte, tenemos los problemas de autovalores. Estos poseen solu-
ciones —denominadas autofunciones— sélo para cierto conjunto de valores
—Illamados autovalores— de un pardmetro. La expresion general asociada a
un problema de este tipo es

Lf=IM(f) (1.25)

donde f representa la funcién incégnita —o autofuncién—, A su autova-
lor asociado y tanto £ como M operadores lineales. Los autovalores suelen
representar parametros caracteristicos del problema (por ejemplo, en elec-
tromagnetismo suelen estar ligados a frecuencias de corte). Un ejemplo de
problema de autovalores (el cual abordaremos con més detalle en el capitu-
lo siguiente) consiste en hallar los modos compatibles con cierta estructura
resonante (linea de transmisién o guia de onda) habiendo establecido pre-
viamente el tipo de frontera que la delimita.

1.4.1. Meétodo de los Momentos en Problemas Deterministas

Empecemos por el caso més sencillo. Tomando como punto de partida la
ecuacién (1.24) el objetivo es transformar el problema lineal en un problema
algebraico que seamos capaces de resolver por métodos matriciales tradicio-
nales. Recuperando las ideas del capitulo sobre espacios lineales, vamos a
definir un conjunto de funciones base {f,} tal que cierta combinacién lineal
nos permita sintetizar —de forma aproximada— la funcién incégnita f

f=Y bufa (1.26)

Introduciendo (1.26) en (1.24) y haciendo uso de la linealidad de £ ob-
tenemos

S baL(fa) = g (1.27)

A continuacién definimos un conjunto de funciones de testing {wy,} li-
nealmente independientes que estén en el rango del operador L. Realizamos
el producto escalar a ambos lados de (1.27) con cada wp,

an<wm7['(fn)> = (Wm, g) (1.28)

Es facil expresar la tltima ecuacion matricialmente como
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Lb=g (1.29)
Donde

(wi,Lf1) (w1, Lfa) - (wi, Lfn)
(wo, Lf1)  (wo,Lf2) -+ (w2, Lfn)

(1.30)

(war £F)) (war Lfs) - (wars £Fx)

b1

bo
b= (1.31)

by

(w1, 9)

g= <w2:’g> (1.32)

(wi, g)

Recalcamos que la incégnita de la ecuacién matricial es el vector de co-
eficientes b. Una vez calculado, expresamos la solucién al problema original
mediante (1.26). Es facil notar que, para obtener un sistema compatible de-
terminado, el niimero de funciones de expansiéon N ha de ser igual al nimero
de funciones de testing M.

El Método de los Momentos busca lo que comunmente se denomina una
solucion débil del problema; esto es, en lugar de buscar directamente la so-
lucién fuerte al problema original buscamos una funcién cuyas proyecciones
sobre los elementos del conjunto {w,,} coincidan con la proyecciones de la
solucion fuerte sobre ese mismo conjunto. En el limite cuando M tiende a
infinito ambas soluciones convergen (al menos siempre y cuando las funcio-
nes {wy, } sean linealmente independientes). Las proyecciones de la solucién
fuerte sobre el conjunto {w,,} vienen dadas por (w.,,g) y las proyecciones
de la solucién débil por

Z Wi, L(fn))

Ejemplo

Apliquemos la teorfa expuesta a un problema bien conocido en ingenieria:
el problema de carga de un condensador.
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Vo

Figura 1.2: Circuito de carga de un condensador

El proceso de carga es descrito por la ecuacién

do(t) 1 W
i 0= (1.33)

Sujeta a la condicién de contorno

u(t =0) =0 (1.34)

donde 7 = RC es la constante de tiempo del circuito RC y wv(t) es
la tensiéon a bornes del condensador —que es lo que deseamos hallar—.
Asumimos que dicha tensién es cero inicialmente y que en ¢t = 0 se conmuta
el interruptor, inicidndose el proceso de carga. La solucién analitica a (1.33),
(1.34) es facilmente calculable:

o(t) = Vo (1 - e—%) (1.35)

Para aplicar el Método de lo Momentos lo primero es determinar el
operador y su dominio —que nos permitira seleccionar apropiadamente las

funciones base—.
d 1
={ =+ - 1.
e {2 1) a0

Es facil comprobar la linealidad de dicho operador. Pongamos nuestra
atencion ahora sobre ciertos detalles relativos a las restricciones fisicas de
este problema en particular: El condensador empieza estando totalmente
descargado, por lo que la tension a sus bornes tendra que ser 0 en ¢ = 0; por
otra parte, conforme vaya transcurriendo el tiempo el proceso de carga hara
que la tensién se aproxime mds y més a la tensién de la fuente (V5). Como
la tensién de la fuente es constante, la derivada de la tension en bornes del
condensador con respecto al tiempo tendera a cero (es decir, v(t) tendera a
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Figura 1.3: Conjunto f,

estabilizarse en Vj). Dicho esto, serd razonable emplear como funciones base
a un conjunto tal que sus elementos cumplan las siguientes premisas:

fa(t=0)=0
df, (1.37)
E(t =1)=0

donde [ es el la longitud del intervalo temporal dentro de la cual se resolvera
el problema. Dadas las premisas establecidas para las funciones base, la
solucion serd mas precisa cuanto mayor sea [ en relaciéon a la constante de
tiempo 7. Un conjunto f, apropiado viene dado por

fu(t) = sin [(Qn ;l 1)7Tt]

n=0,1,2,...,N —1

(1.38)

Por simplicidad emplearemos los valores Vo =1, =1y 7=1/1=1/10
en este ejemplo. Como conjunto de funciones de test vamos a usar el mismo
conjunto que el base. Esta versién del Método de los Momentos se conoce
como método de Galerkin.
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@y =i [ €7

m=0,1,2,...N—1

(1.39)

Para obtener los elementos de las matrices L y g tenemos que definir un
producto interno apropiado. Para este caso podemos usar

l
<u,v>:/0 u(t)v(t)dt (1.40)

Aplicamos el operador lineal (1.36) a las funciones del conjunto f,

Lfn(t) = ap cos(ant) + % sin(ant)
- [(2n + 1)7r] (1.41)
" 21

Aplicamos (1.40)

l
(Wi, L(fn)) = /0 sin(amt) [an cos(ant) + isin(ant)] dt
1
- “4(m—n)A +m +n)rT
x {(1 4 2n) cos(mm) [r7(1 + 2n) cos(nm) + 2lsin(nm)]
+ (14 2m) [77(1 + 2n)(sin(mm) sin(nm) — 1) — 2 sin(mm) cos(nm)]}
(1.42)

! oIV (1 4 s
(Wi, g) = / Sin(amt)ﬁdt — [Vo(1 + sin(m))
0 T 77(1 4 2m)

Para un conjunto de cuatro funciones de base/test (N = 4) el problema
quedaria reducido a la ecuaciéon matricial

(1.43)

550 —1,50 0,83 —1,17] [bo 6,37
0,50 550 —250 070 | [b| 2,12 (1.44)
0,17 150 550 —3,50| |bo| — |1,27 '

0,17 0,30 2,50 5,50 bs 0,91

Cuya solucion es:
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Figura 1.4: Curva de carga del condensador

bo 1,24
| |033

b=l =011 (1.45)
b 0,05

Finalmente, construimos la solucién empleando (1.26). En la figura 1.4
se pueden contemplar superpuestas la solucién analitica y la solucién recien-
temente obtenida por el Método de Galerkin.

1.4.2. Método de los Momentos en Problemas de Autovalo-
res

La ecuacién (1.25) representa el caso més general de problema de au-
tovalores. Con el Método de los Momentos se puede resolver siguiendo la
misma filosofia aplicada a problemas deterministas. Empezamos definiendo
un conjunto de funciones base {f,} y otro de test {w,,}.

Sustituimos la funcién incégnita en 1.25 por su expansién y tenemos en
cuenta la linealidad de £ y M
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D baL(fa) = AD baM(fn) (1.46)
n n
Realizamos el producto escalar de w,, con ambos miembros de (1.46)

an<wma£(fn)> = )‘an<wm7M(fn)> (1.47)

El problema original queda reducido a forma matricial

Lb = \M (1.48)
Donde
(wi,Lf1)  (wi,Lfa) -+ (w1, LfN)
_ <w2,:£f1> <w2,:ﬁf2> <w27:£fN> (1.49)
(war, Lf1) (war, Lf2) -+ (wn, Lfn)
b1
b— bf (1.50)
by
(wi, Mf1) (wi,Mfa) - (wi, Mfn)
(w2, Mf1) (w2, Mfa) - (wa, Mfn)
_ : : | | (1.51)
(war, Mf1) (war, M fa) - (war, Mfn)

Lo maés frecuente es que el operador M sea el producto por la unidad,
con lo que 1.25 se quedaria reducido a la forma

Lf=)\f (1.52)

Segun esta ultima expresion, la soluciéon —autofuncién— es un elemento
f perteneciente a cierto espacio lineal tal que Lf conserva la direccién de f.
La matriz M en este caso seria

(wi, f1)  (wi, f2) -+ (wi, fn)

M (w2;f1> (w2:f2> <w2’:fN> (1.53)

(wars 1) (was fo) - (wars fx)
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Veremos muiltiples ejemplos de problemas de autovalores en el capitu-
lo siguiente cuando intentemos resolver la ecuacién de onda en problemas
unidimensionales y bidimensionales.

1.5. Electrodinamica y guias de onda

Imaginémonos que cogiese una cuerda y la atase por uno de sus extre-
mos a un soporte fijo. Ahora sujeto el otro extremo y me muevo de forma
que esta se tense. Una vez hecho esto, agito el extremo que sujeto y observo
como el movimiento inducido se propaga de un lado hacia el otro. En este
caso, la propagacién de la perturbacién que yo mismo he introducido sobre
la cuerda se debe al .*fecto dominé” que las fibras mds préximas al extremo
inicial van transmitiendo progresivamente hacia las fibras del extremo final.
En términos abstractos, podemos definir la propagacion de dicha perturba-
cién como la propagacién de cierta propiedad fisica a lo largo del espacio
con el paso del tiempo. A la propagacién de dicha propiedad la llamamos
onda. La onda mecénica generada por la agitacién del extremo de la cuerda
la podemos contemplar como la propagaciéon de una elongacién a lo lar-
go de su longitud. La propagacién del sonido la podemos concebir como la
propagacion de la propiedad presion acistica en un fluido.

Esta abstracciéon de onda como la propagacién de cierta propiedad fisica
del medio sobre el que se propaga es util para definir el concepto de onda
electromagnética.

Definimos un par de propiedades asociadas a cada punto del espacio: el
campo eléctrico y el campo magnético. En estos términos, una onda elec-
tromagnética no es mas que la propagacién conjunta de dichas propiedades
a través del espacio. Al igual que la agitacion de un extremo de la cuer-
da es la causa que inicia la propagacién de la onda a través de esta, las
fuentes eléctricas y magnéticas son las responsables de iniciar la onda. Si la
electoestética estudia los campos creados por cargas estaticas e invariables,
la electrodinamica estudia los campos inducidos por cargas en movimien-
to. La carga eléctrica es, en tdltima instancia, la fuente de toda radiacién
electromagnética.

Las relaciones entre las fuentes y sus campos asociados vienen dadas por
las ecuaciones de Maxwell [4, 5], las cuales compactan y completan los prin-
cipios bésicos destilados a lo largo de los anos por multiples personalidades
cientificas, entre las que se destacan Gauss, Faraday, Lenz y Ampére. Estas
ecuaciones permiten describir cualquier fenémeno electromagnético, y son,
en su forma mé&s completa:
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VD = pey (
VxH=Tg+ T+ Ti (
VxE=-Mg— M- M, (1.56
VB = pmo (

Donde

— D es la densidad de flujo eléctrico (en C/m?).

— B es la densidad de flujo magnético (en Wb/m?)

— £ es la intensidad de campo eléctrico (en V/m)

— H es la intensidad de campo magnético (en A/m)

— Ja es la densidad de corriente eléctrica de desplazamiento (en A/m?)
— J. es la densidad de corriente eléctrica de conduccién (en A/m?)

— J; es la densidad de corriente eléctrica impresa (en A/m?)

~ Mg es la densidad de corriente magnética de desplazamiento (en V/m?)
— M. es la densidad de corriente magnética de conduccién (en V/m?)
— M, es la densidad de corriente magnética impresa (en V/m?)

— pey s la densidad de carga eléctrica (en C/m?)

— pmw es la densidad de carga magnética (en C/m?)

Como se ha dicho, esta es la version mas completa de las ecuaciones de
Maxwell. En la practica no existen ni cargas ni corrientes magnéticas (mds
alla de la de desplazamiento M que es la variacién del flujo magnético en en
tiempo). Las fuentes magnéticas se emplean siempre en tdndem con algunos
teoremas —como el de equivalencia en superficie— para generar un problema
equivalente al que se desea resolver (que sélo tiene fuentes eléctricas), pero
més sencillo de abordar. La corriente eléctrica de desplazamiento (J;) se
corresponde con

dD

jd:E

(1.58)
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Dualmente, la corriente magnética de desplazamiento se define como

aB

Myg=—

dt

La corriente eléctrica de conduccién 7. esta asociada al arrastre de las

cargas eléctricas méviles —en banda de conducciéon— en presencia de un
campo eléctrico.

(1.59)

Je =& (1.60)

Finalmente, las corrientes impresas (J;, M;) son simplemente corrientes
estacionarias y modelan fuentes fijas de campo electromagnético.

En el planteamiento y resolucién de problemas en electromagnetismo se
suelen plantear las ecuaciones de Maxwell en su forma fasorial. Como todas
las operaciones desarrolladas en dichas ecuaciones son lineales, si asumimos
una variacién armonica del tipo e/“! en todas las variables, la parte real de
los campos estara univocamente asociada a la parte real de las fuentes; lo
mismo serd cierto para las partes imaginarias. En este documento no traba-
jaremos con equivalentes y, por tanto, no tiene sentido trabajar con fuentes
magnéticas. Como las estructuras que vamos a contemplar se asumen sin
pérdidas, tampoco habra corrientes de conduccién. Bajo estas condiciones,
las ecuaciones de Maxwell quedarian

VD = pey (1.61)
V x H = jweE + J; (1.62)
VXxE=—jwuH (1.63)

V-B=0 (1.64)

En el capitulo sobre el método BI-RME emplearemos la corriente impresa
J; en el planteamiento del problema. En una ultima simplificacién de la que
haremos uso no existiran fuentes de ningun tipo en las estructuras a analizar;
este es el caso que se da en en interior de guias de onda no perturbadas
(esto es, que no alberguen contornos conductores en su interior). Cuando no
existen fuentes, las tnicas corrientes presentes son las de desplazamiento.

V.D=0 (1.65)
V x H = jweE (1.66)
VXxE=—jwuH (1.67)

V-B=0 (1.68)

26



Podemos desacoplar las ecuaciones (1.66) y (1.67) a costa de subir el
orden a dos; para ello, aplicamos el operador rotacional a ambos lados de la

igualdad.

VxVxH=jweV xE
VXxVxE=—jwuV xH

Aplicando la identidad vectorial

VxVxA=V(V-A)-V?A
y teniendo en cuenta (1.65) y 1.68 quedaria

V?H = —jweV x E
V2E = jwuV x H

Aplicando (1.66), (1.67) tendriamos

V?H = —w?ucH
V2E = —w?ueE

o bien

V2H + *H =0
VZE+B’E=0

(1.76)
(1.77)

Donde 8 = w,/u€ es el nimero de onda o constante de fase del medio
de propagacién. A (1.76) se la conoce como ecuacién de onda para el campo
magnético, y a (1.77) como ecuacién de onda para el campo eléctrico. Dada
una estructura, caracterizada por sus condiciones de contorno (en nuestro
caso, de pared eléctrica o magnética) la resolucién de la ecuacién de onda
particularizada a esta estructura nos daria el campo que se propaga por
el interior de la misma. La solucién general de (1.76) y (1.77) se obtiene

analiticamente por el método de separacion de variables.
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1.5.1. Guias de onda

Una guia de onda es una estructura cilindrica empleada en la transmisiéon
de ondas electromagnéticas. Normalmente son estructuras metdlicas huecas,
aunque las hay también hechas —o rellenas— de material dieléctrico o con
conductor interno (caso del cable coaxial). En los andlisis que se llevan a
cabo en este documento solo contemplaremos guias cuya seccién transversal
se mantenga constante con la longitud.

Puesto que dedicaremos el resto del tiempo a analizar guias de onda por
métodos computacionales, resulta ilustrativo exponer brevemente el proce-
dimiento tedrico de analisis, a partir del cual podremos entender ciertos
conceptos que nos seran de utilidad méas adelante. Analizar una de estas
estructuras consiste fundamentalmente en determinar:

1. Las frecuencias de corte de los modos compatibles.

2. La distribucién de la energia dentro de la estructura para cada modo
(campos modales).

Existen infinidad de publicaciones [4, 5] en las que ver con detalle la reso-
lucion tedrica del problema para guias candnicas rectangulares y circulares
limitadas por paredes eléctricas (conductores eléctricos perfectos). Nosotros
nos vamos a desviar un poco de este camino y analizaremos una guia rec-
tangular aplicando condiciones de contorno mixtas —algunos muros seran
conductores eléctricos perfectos (PEC), y otros serdan conductores magnéti-
cos perfectos (PMC)—.

En una estructura de este tipo (asumiendo que tiene longitud infinita)
la direccién de propagacién efectiva viene dada por la coordenada axial (en
nuestro caso z) y el campo eléctrico —asociado a la onda progresiva— en
cualquier punto de su interior se puede formular de la siguiente manera:

E(z,y,2) = [ex(2,y)® + ey(2,y)J + ex(z,y)£] e 77> (1.78)

Donde queda constatado que la dependencia con la componente axial z la
establece el término e 7%:% que incrementa el desfase de la onda a medida
que avanzamos por la guia. Las funciones ez, ey y e, son las caracteristicas
transversales de las componentes x, y, y z del campo eléctrico, respectiva-
mente.

Si introducimos (1.78) en las Ecuaciones de Maxwell nos damos cuenta
de que es posible despejar las componentes transversales del campo eléctri-
co (B, Ey) y magnético (H,, Hy,) en funcién de las componentes axiales
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(E., H.) [5]. Procediendo al despeje y tras una posterior simplificacién que-
darian las siguientes expresiones:

_ i (508, oM.
B = <ﬁz P o 8y) (1.79)
(08 oM.
E, B§< B 9y +wp 83:) (1.80)
_J oL, B 0H,
H, = 5 (we 3y ﬂz—ax ) (1.81)
_—J OF, OH,
Hy, = 2 <we 5 + B2 By ) (1.82)
Con
B2 =p*— e (1.83)
Donde

= (3 = w,/u€ es la constante de fase asociada al medio.
= 3. es el nimero de onda de corte del modo considerado.
= 3, es la constante de fase en la direccién de propagacion efectiva z.

De esta forma, el problema del calculo modal en guias de onda queda
solventado si conseguimos hallar Fz y H,. Si ademds consideramos solucio-
nes en forma de modos TE o TM, para los queE, o H, valdran cero, tan sélo
se requerird del cdlculo de una de estas componentes (E, para los modos
TM y H, para los modos TE). Consecuentemente, comenzamos resolviendo
(1.76) o (1.77). Si estamos analizando los modos TM resolveremos 1.77, para
computar los modos TE emplearemos (1.76). En este ejemplo despejaremos
E,, siendo el célculo de H, idéntico.

V2E, + B*E, =0 (1.84)

El método de separacion de variables empieza asumiendo que la solucién se
puede expresar como el producto de tres funciones de variables diferentes:

E. = f(x)g(y)h(z) (1.85)

Sustituyendo (1.85) en (1.84) se obtiene
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0? 0%g

2h
Z i = 1.
gh8x2 +fh8y2 +f98z2 + B°fgh =0 (1.86)

Dividiendo ambos lados de (1.86) por f(x)g(y)h(z) queda
1 0%f(x) 1 9%(y) 1 9%h(z)
flx) 022~ g(y) 0y*  h(z) 0z°

En la expresion anterior se refleja que la suma de tres funciones de va-
riables distintas ha de dar una constante. Obviamente, esto solo serd posible
cuando dichas funciones sean, ellas mismas, constantes, es decir:

+62=0 (1.87)

f(lx)azf; @) _ g (1.88)

o= (159
Con

B? =By + By + 52 (1.91)

Esta ultima relaciona el desfase que sufre la onda en su direccién de propa-
gacion con las componentes de desfase asociadas a cada eje y se la conoce
en la literatura como ecuacién de dispersion. Por otra parte, las ecuacio-
nes (1.88)-(1.90) son facilmente resolubles analiticamente y sus soluciones
poseen las formas

fl(l‘) = Ale_jﬁxw + Blejﬁxm (1.92)
fa(x) = C1 cos(Bzz) + Dy sin(Byx) (1.93)

De la misma forma

g1(y) = Age P 4 BoelPuy (1.94)
g2(y) = Ca cos(Byy) + Dasin(Byy) (1.95)
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Figura 1.5: Guia rectangular con condiciones de contorno mixtas: Todas las
paredes son eléctricas menos la de abajo (y = 0), que es magnética.

h1 (Z) = A3€_jﬁzz + B3€j’Bzz (1.96)
he(z) = Cscos(,z) + D3 sin(B,z) (1.97)

Las soluciones f1, g1 v h1 son términos asociados a la propagacién de
la onda en las direcciones x, y, 2z, respectivamente, como revela la presen-
cia de exponenciales complejas. Por otra parte, las soluciones fa, g2 v ho
corresponden a patrones de onda estacionaria. A la hora de construir una
solucién apropiada a (1.84) hay que tener en cuenta las caracteristicas de la
estructura en la que se produce la propagacién. Tipicamente, a la hora de
analizar guias de onda, se consideran estructuras con una seccién transversal
dispuesta sobre el plano XY y longitudinalmente infinitas a lo largo del eje
z; por tanto, la propagacion efectiva se produce en el eje z, quedando en el
plano XY un patrén de onda estacionaria. Consecuentemente, segin este
estandar, la forma apropiada de cimentar la solucién para Ez seria

Ez = fo(x)ga(x)hi1(2)
= [C1 cos(Byx) + D1 sin(Byx)] [Ca cos(Byy) + Do sin(Byy)] (1.98)
X |Aze 8% 4 Baelf=?

A partir de este resultado entrarian en juego las condiciones de contorno
y restricciones fisicas a partir de las cuales quedarian definidas las constantes
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C1, Dy, Cy, Dy, A3 y Bjs. Para empezar, si consideramos ondas que se
propagan exclusivamente en la direccién positiva de z impondriamos B3 = 0,
debido a que el término Bzel’** va asociado a ondas regresivas (el desfase
positivo lo produce al disminuir z, luego introduce un retardo sobre las ondas
regresivas a medida que avanzamos hacia z més pequenas). El resto de las
constantes se obtienen imponiendo condiciones de contorno apropiadas que
dependen fundamentalmente de las propiedades eléctricas de las paredes
de la guia. En el ejemplo que se contempla, fijaremos condicién de pared
eléctrica en todas las paredes de la guia menos en y = 0,0 < = < a, donde
se fijard la condicién de muro magnético. Este escenario aparece ilustrado
en la figura 1.5.

= La condicién de contorno de pared eléctrica impone que la compo-
nente del campo eléctrico tangencial al borde de la guia ha de anularse
en ella. Matematicamente, se puede demostrar que esto es equivalente
a imponer sobre las componentes axiales:

E, (pared eléctrica) = 0 (1.99)
0OH
—=(pared eléctrica) = 0 (1.100)
n

= La condicién de contorno de pared magnética impone que la com-
ponente del campo magnético tangencial al borde de la guia ha de
anularse en ella. Matematicamente, se puede demostrar que esto es
equivalente a imponer sobre las componente axiales:

H,(pared magnética) = 0 (1.101)
OFE
Tz(pared magnética) = 0 (1.102)
n

Donde n es un vector normal a la pared de la guia, apuntando hacia
afuera. En otras palabras: la componente axial del campo eléctrico (E,) ha
de anularse en las paredes eléctricas y alcanzar un valor extremo (no nece-
sariamente absoluto) en las magnéticas. De la misma forma, la componente
axial del campo magnético (H,) ha de alcanzar un extremo en las paredes
eléctricas y anularse en las magnéticas. Esto es andlogo a lo que sucede con
las ondas de tensién (campo eléctrico) y de corriente (campo magnético) al
final de una linea de transmisién acabada en corto (pared eléctrica) o en
abierto (pared magnética); la tensién se anula en los cortos y se maximiza
en los abiertos y la corriente se anula en los abiertos y alcanza su maximo
en los cortos.
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Vamos con la obtencion de los modos TM de la guia del ejemplo. Co-
mo acabamos de ver, tan sélo necesitamos la componente axial del campo
eléctrico (E,) para obtener el resto de componentes de los campos eléctrico
y magnético. Imponemos las condiciones de contorno sobre la caracteristica
transversal de (1.98):

e.(x,y) = [C1 cos(Byx) + D1 sin(Byx)] [Ca cos(Byy) + Do sin(Byy)] (1.103)

Aplicamos la condicién de pared eléctrica sobre los muros superior, iz-
quierdo y derecho

e:(z=0,y) =e:x(z =a,y) = a:(z,y =b) =0 (1.104)
y la condicién de muro magnético sobre la pared inferior
oe, Oe.
z,y=0)=— z,y=10 1.105
S @y =0 =Gy =0) (1.105)

C1 [Cacos(Byy) + Dasin(Byy)] =0=C; =0
D sin(fga) [Ca cos(Byy) + Dasin(Byy)] =0 = S, = %, m=1,2,3,...

. /mm
— Dy D3, sin (7) cos(Byy) =0 = Dy =0
1
D1C5 sin (%) cos(fyb) =0= B, = % (n + 2) ,n=1,23,..

Por tanto, se obtiene esta expresion para F,

B, = Ay sin (mx) cos <7bT (n + ;y)> e 9Bz (1.106)

a
Y aplicando (1.79)-(1.82) se obtiene el resto de componentes de E y H

E, = _j;ggBZAmn cos (%x) cos <7; (n + ;) y) e IP=2 (1.107)
E, = WAW sin (%x) sin (7; <n + ;) y) ¢35 (1.108)
H, = ‘M(;lﬁ;;;)flmn sin (%x) sin (2 <n + ;) y> e IP=2 (1.109)
Hy, = _j;;rAmn cos (%az) cos <7; (n + ;) y> e 92 (1.110)
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Figura 1.6: Componentes transversales del campo eléctrico en la guia de la
figura 1.5. Vemos como E, se anula en la pared superior (muro eléctrico) y
alcanza su méximo en la pared inferior (muro magnético). Por otra parte,
E, se anula en las paredes izquierda y derecha (muro eléctrico).

El ntimero de onda de corte para cada modo se obtiene a partir de la
ecuacién (1.91) y representa el nimero de onda a partir del cual el modo
en cuestion empieza a propagarse; es decir, cuando la constante de fase (3,)
toma un valor mayor que cero —adquiere sentido fisico—.

T = \/m = \/(”Zr)2 + (Z <n+ ;))2 (1.111)

Para los modos TE, todas las componentes transversales de los campos
dependeran unicamente de H,, puesto que, por definicién, en los modos
TE se cumple que E, = 0. Siguiendo el mismo procedimiento de andlisis,
partimos de la expresién general de la caracteristica transversal de H,.

h.(x,y) = [C1 cos(Bzx) + D1 sin(Bzx)] [Ca cos(Byy) + Dasin(Byy)] (1.112)

La condiciones de contorno de pared eléctrica sobre los muros superior,
izquierdo y derecho implica

Oh,
ox

oh.,

— 9y (r,y=5b)=0 (1.113)

(x:()?y): (x:aay)

O(—x)
y la condiciéon de muro magnético sobre el muro inferior
h(z,y=0)=0 (1.114)

Aplicando dichas condiciones sobre (1.113) se obtiene:
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Por lo que la expresion para E, quedaria

H.(z,y,2) = Apmn cos (%x) sin (7; (n + ;) y) e~IP=2 (1.115)

El niimero de onda de corte quedaria igual que aquel ya calculado para
los modos TM.

2
M 2 s 1
W(TE) =\ B2+ B = \/(a) + <b <n+2>) (1.116)
Con esto, cumplimos todos los requisitos necesarios para entender los
capitulos venideros. Empezaremos introduciendo muy brevemente métodos
diferenciales para la resolucién de problemas de autovalores en estructuras

bidimensionales. Luego explicaremos el método BI-RME basado en ecuacién
integral, que es el centro del presente trabajo.
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Capitulo 2

Introduccion a los métodos
diferenciales

La resolucién del problema del calculo de las frecuencias de corte y los
campos en el interior de un resonador bidimensional de forma arbitraria se
puede abordar fundamentalmente de dos maneras: (1) plantearlo como un
problema de autovalores inmediato, en el que se realiza una discretizacién
previa del plano —mallado—, se define una estructura con unas condicio-
nes de contorno sobre dicho mallado y se intenta resolver la ecuaciéon de
onda —o una aproximacién de la misma— sobre este. O bien (2) plantear
una ecuacién integral sobre las fuentes del campo —normalmente corriente
eléctrica o densidad de carga— basada en cierto nucleo (funcién de Green)
aplicando como contorno de integracién aquél que define en el plano el reso-
nador sujeto a estudio. La primera forma (métodos diferenciales) requieren
de la resoluciéon de problemas de autovalores de gran tamano y suelen pro-
porcionar soluciones menos precisas; a cambio, son muy sencillos de plantear
y comprender. Los métodos integrales como BI-RME (ver capitulo siguien-
te) son mucho més complejos en su formulacién; sin embargo, desembocan
en resultados muy precisos y estan asociados a problemas de autovalores de
menor envergadura.

Este capitulo pretende servir como una breve introduccién a los méto-
dos diferenciales con el propdsito de contrastar los resultados producidos por
estos frente a los obtenidos por el método integral mas puntero del momen-
to, objeto de estudio del siguiente capitulo. Las guias de onda considera-
das en todo el documento se consideraran rellenas de un medio homogéneo
(propiedades electromagnéticas €, u, o constantes en todo el interior de la
estructura), isotrépico (las propiedades electromagnéticas son escalares) y
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perfectamente dieléctrico (o = 0y tan(d) = 0.

2.1. Mallado del espacio y aproximacion del ope-
rador

La discretizacién o mallado del espacio consiste, en el caso bidimensio-
nal, en seleccionar puntos del plano —normalmente equiespaciados— para
plantear el problema sobre la magnitud de interés en torno a ese conjun-
to discreto de puntos seleccionado. En la seccién sobre guias de onda del
capitulo introductorio se dijo que tan solo es necesario resolver la ecuacion
de onda sobre la componente axial de los campos para la resolucién com-
pleta del problema. Esto se debia a que en una guia de onda, los campos
transversales quedan definidos de forma univoca a partir de las componen-
tes axiales. Por este motivo, las magnitudes de interés en la resolucion del
problema modal serdn la componente axial del campo eléctrico (E,, modos
TM) y la componente axial del campo magnético (H,, modos TE).

La ecuacién de onda en una region sin pérdidas caracterizada por la
ausencia de fuentes se puede escribir como

V2(x,y) + B2 (x,y) = 0 (2.1)

Donde ¢(x,y) representa la caracteristica transversal de la compo-
nente axial del campo eléctrico e, (x,y) o magnético h,(x,y). Recapitulemos
que la relacion entre las caracteristicas transversales estan relacionadas
a las componentes de los campos a través de las relaciones

E.(z,y,2) = e(x,y)e 95>
H,(z,y,2) = h(2,y)e 9P*

1
1 IIlI [ 1
L I O N R R B R B N I
]
; X1 ! X3 ! X3 Xa X5 Xe X7 X
|
_’
Ax

Figura 2.1: Discretizacién del intervalo de interés.
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Para introducir la filosofia de trabajo, conviene comenzar por la versién
en una dimensién del problema a plantear y a partir de ahi, extenderlo a
dos dimensiones. La versién unidimensional de (2.1) viene dada por

2
TIE) 4 @) =0 (22)
Por supuesto, el problema no estd del todo definido hasta que no se
declaren unas condiciones de contorno apropiadas. En el caso mas sencillo,
asociado a (2.2), estas condiciones fijardn dos propiedades de la funcién
objetivo f(x) —por ejemplo, el valor de f(x) en los extremos del intervalo
considerado en el planteamiento del problema—. La ecuacién (2.1) requerira
de una condicién de contorno que fije alguna caracteristica de ¥ (z,y) a lo
largo de la linea que delimita la seccién de interés.
Trabajar con el espacio discretizado requiere de un operador apto para es-
te tipo escenario —el operador d? /dz? sélo nos vale para variable continua—.
Por ello, vamos a aproximar la operacién d?f/dz? de la siguiente manera

d*f(x) 1
dz?2 " Aa? [
Siendo Az el intervalo de discretizacion en el eje x —la separacién en-
tre dos puntos consecutivos del mallado—. Llamando x; al i-ésimo punto
considerado, reescribimos (2.3) como

2 (2
! dfl.(2 ) ~ All,Q [f(xlfl) - 2f(xz) + f(fL'erl)] (2.4)

flz —Ax) — 2f(x) + f(x + Az)] (2.3)

En el caso bidimensional tendriamos que aproximar la operacién V24 (z, ).
Tenemos que

_ Py | dPva)

V(o) = o+ 2
VA(z,) & 5oy [0~ Ar,y) ~ 20(@,9) + U@ + Az,y) -
2.6

+ [@D(x,y—Ay)—2¢(m,y)+¢(m,y+Ay)]

1
Ay?
Por simplicidad, haremos iguales los intervalos de discretizacién asocia-

dos a ambos ejes (Az = Ay = h). Aplicando esta consideracién a (2.6)
obtendriamos
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V(,4) = 5l — ) + bl y — )+ (e hy)+
(2.7)

F 9@y + W] = 50(a,y)

Refiriendonos como (z;,y;) a los puntos del mallado, podemos escribir

V2(x4,y5) = %[w(xi—hyj) + (i, yj—1) + Y (Tit1, )+
(2.8)

4

2.2. Resolucion de la ecuacion de onda en 1D

Una vez disponemos del mallado apropiado —en el caso unidimensional
una coleccion de puntos equidistantes sobre el intervalo de interés— falta
imponer las condiciones de contorno para terminar de dar forma al proble-
ma. Vamos a estudiar tres casos de especial interés en guias de onda: en el
primero impondremos que la funcién objetivo se anule en ambos extremos
del intervalo de interés, en el segundo impondremos que se anule su deriva-
da y en el tercero combinaremos ambas condiciones de contorno, aplicando
una de ellas en un extremo y la otra en el opuesto. Antes de seguir, decir
que se empleard la letra N para designar el nimero de puntos en los que
se discretiza el tramo de interés del eje x. Este conjunto de puntos se suele
representar en forma de vector
" (2.9)

Es interesante notar que, al aplicar (2.4) sobre los puntos x; y zy —
primer y ultimo punto de nuestro conjunto, respectivamente— en la men-
cionada ecuacién se intentaria operaria con f(zg) y f(xn+1), puntos que no
pertenecen al conjunto definido por (2.9). Por este motivo, se emplearan x;
y xy para imponer las condiciones de contorno (es decir, se va a prefijar
su valor antes de formular el sistema de ecuaciones que dota de solucién al
problema).

m:[xl Xro v TN

2.2.1. Primer caso: la funcién objetivo se anula en ambos
extremos

Queremos una solucién en el intervalo a < x < b. Siendo x; = z(a) y
xn = z(b), imponemos la condicién de contorno que provoca la anulacién
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de la funcién en los extremos de este intervalo, es decir:

F(@) = £(b) = 0 = f(1) = fla) = 0 (2.10)

De esta forma, usando (2.4) sobre todos los puntos del intervalo me-
nos aquellos usados para imponer las condiciones de contorno en (2.10) se
obtendria un sistema de N — 2 ecuaciones con N — 2 incognitas.

(— bz [—2f(z2) + f(x3)] — Bf(x2)

— szl f(zic1) = 2f (@) + fzir1)] = Bf (i) (2.11)

—ﬁ[—zf(foﬂ —2f(xn-1)] = Bf(rn-1)

La solucién al problema de autovalores (2.11), para cada autovalor [ es
autovector de componentes f(x3), f(x3), -+, f(xn—-1), por tanto podemos
definir un autovector solucién

fo=[f(e2) fles) - Flan-n)]" (2.12)
Matricialmente se puede definir el problema como
D® fo = Bfo (2.13)
Donde
-2 1 0 0 0 O
I 214
0 0 0 - 01 -2

La solucién al problema original la componemos con la solucién recién
obtenida del problema de autovalores fo concatenada con el valor de la
funcién impuesto sobre ambos extremos del intervalo de interés (en este
caso cero). Definimos el vector solucién para el k-ésimo modo compatible
con la estructura unidimensional como

f(x1) 0
Je=1| Jfo | = |Jfo (2.15)
flzn) 0
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2.2.2. La derivada de la funcion objetivo se anula en ambos
extremos

En este caso imponemos como condicién de contorno que la derivada
respecto = de la funcién objetivo se anule en la los puntos extremos del
intervalo de interés. Esto implica que

df
i\~ %

(0) = 0= f(z1) = f(z2) , flzn) = flan-1)  (2.16)

Bajo esta condicidn, el sistema de ecuaciones del problema de autovalores
quedaria de la siguiente manera

— ez~ f(x2) + f(x3)] = Bf(z2)
— sz [f(wic1) = 2f (@) + fzig1)] = Bf () (2.17)
(— sz [f(an—2) — flan—1)] = Bf(zn-1)

Expresado de forma matricial, tendriamos el mismo sistema que en (2.13),
donde la matriz caracteristica seria

1 1 0 --- 00 0
1 =21 --- 00 0

D@®=1| ] (2.18)
0 0 0 --- 0 1 —1

Para el k-esimo modo, el autovector solucién sera

f(z1) sV
Je=1| Jo | =] Jo (2.19)
flzn) (N-1)
Donde
- él) representa la primera componente del vector fo

éN_l) representa la ultima componente del vector fo
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2.2.3. Tercer caso: la funcion objetivo se anula en un extremo
y su derivada en el opuesto

Este 1ltimo caso es simplemente una combinacién de los dos anteriores.
Las condiciones de contorno a imponer serian

d
f@)=0, L) =0= f@)=0, faw) = flax ) (220)
Bajo la condicién (2.20), el sistema de ecuaciones del problema de auto-

valores quedaria de la siguiente manera

— ez [—2f (z2) + f(x3)] = Bf(z2)
— szl f(zic1) = 2f (@) + fzip1)] = Bf (i) (2.21)
— ez f(wn—2) — flzn_1)] = Bf(zn-1)

Expresado de forma matricial, tendriamos el mismo sistema que en (2.13),
donde la matriz caracteristica seria

2 1 0 - 00 0
1 21 - 00 0

p®—-| (2.22)
0 0 0 - 01 -1

Por tanto,el k-esimo modo tendria por autovector

f(z1) 0
fu=| fo | =] Jo (2.23)
f(zn) (N-1)

2.3. Resolucion de la ecuacion de onda en 2D

En el apartado anterior se han asentado las bases del calculo modal basa-
do en discretizacién del espacio y técnicas diferenciales bésicas —resolucion
de la ecuacion de onda en una dimension—. Ahora damos un paso mas y
nos disponemos a plantear el problema en estructuras bidimensionales, en
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Figura 2.2: Discretizacién de la seccién de interés y numeracién de puntos.
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Figura 2.3: Disposicion de la guia rectangular base en el plano XY

las que las condiciones de contorno pasardan de estar fijadas sobre dos pun-
tos a definirse sobre todo un conjunto de puntos que delimitan la regién de
interés —interior del resonador—.

El objetivo es definir un problema de autovalores que permita obtener el
valor de la funcién objetivo para cada uno de los puntos del mallado. Como se
dijo en la seccién inicial del presente capitulo, la funcién objetivo representa
la caracteristica transversal de la componente axial del campo eléctrico o
magnético (segun estemos hablando de modos TM o TE, respectivamente).

Para ilustrar de forma clara el procedimiento se va a proceder a plantear
el problema sobre una guia de onda rectangular de dimensiones a x b cu-
yas paredes son conductores eléctricos perfectos. La estructura se considera
dispuesta sobre el plano XY, tal y como refleja la figura 2.3. Empezaremos
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por el calculo de los modos TM, por ser el més sencillo. Luego abordaremos
el cédlculo de los modos TE y, para rematar, intentaremos combinar en una
misma estructura paredes eléctricas y magnéticas.

2.3.1. Ca&lculo de los modos TM

En este primer escenario la funcién objetivo representara la caracteristica
transversal de la componente axial del campo eléctrico e, (z,y). La condicién
de contorno de pared eléctrica exige que

¥(0,y) = ¥(a,y) = P(z,0) = ¢(z,0) = 0 (2.24)

En el problema de autovalores, cada uno de los puntos del mallado llevara
asociada una ecuacién del tipo (2.8), y teniendo en cuenta las condiciones
de contorno dadas por (2.24) se observa que

— Si (x;,y;) es adyacente al muro izquierdo = ¥ (x;—1,y;) =0

(@i, ;)

— Si (x4,y;) es adyacente al muro derecho = ) (z;41,y;) =0

— Si (x4,y;) es adyacente al muro inferior = 9 (x;,yj—1) =0
(i, y5)

— Si (z4,y;) es adyacente al muro superior = ¥ (z;, yj+1) =0

Al igual que ocurriera en el caso unidimensional, los puntos frontera no
llevan ecuacién asociada, y el valor del campo ¥ en estos viene predetermina-
do por las condiciones de contorno. El sistema de ecuaciones que tendriamos
en este caso es el siguiente:

Anyn + Ao + - -+ AinyYn = 521/11
Ag11p1 + Agothy + -+ + Agnthy = 2o

(2.25)
Anir + Anatbs + -+ Anntn = BN
O bien expresado matricialmente:
Ay = 2 (2.26)

En (2.25) se aprecia que la indexacién de los valores del campo 1 ha
pasado de dos indices —indicando las coordenadas del punto asociado en el
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mallado— a un solo indice —indicando la columna de la incégnita que repre-
senta el valor del campo en ese punto—. Por este motivo se hace necesario
realizar una plantilla en la cual se realice una correspondencia (i, j) — m de
forma que v; j = ¥, En este caso, N representa el nimero de puntos sobre
los que se va a resolver el problema de autovalores.

Inspeccionando (2.8) y (2.24) nos damos cuenta de que los coeficientes
Apn presentes en (2.25) pueden tomar tres valores diferentes:

1 4

O més especificamente:

% sim=n
Amn = —h12 si (in, jn) es interior y adyacente a (im, jm) (2.28)
0 en otro caso

Se entienden por puntos interiores aquellos puntos del mallado que no
forman parte de la frontera (sobre la que se establecen las condiciones de
contorno) y que por tanto, tienen una ecuacién asociada en el problema de
autovalores (2.25).

2.3.2. Calculo de los modos TE

En este segundo escenario la funcién objetivo representard la caracteristi-
ca transversal de la componente axial del campo magnético h(z,y). La con-
dicién de contorno de pared eléctrica exige que la derivada respecto al vector
normal saliente sobre cada punto de la frontera sea cero (esto ya se explicé
en la seccién sobre guias de onda del primer capitulo). Por tanto:

— Si (x;,y;) es adyacente al muro izquierdo = ¥(x;,y;) = ¥ (xi-1, ;)

(@i, y;)

— Si (x,y;) es adyacente al muro derecho = (x4, y;) = ¢¥(it1,Y;)
— Si (x4,y;) es adyacente al muro inferior = ¥ (x;,y;) = ¥(xi, yj—1)
— Si (z4,y;) es adyacente al muro superior = (i, y;) = ¥ (i, Yj+1)

Evidentemente, un punto interno a la estructura puede ser adyacente
a mas de un punto frontera, como ocurre en las esquinas de la estructu-
ra rectangular considerada. Una vez mas, estariamos ante un problema de
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autovalores como (2.25). En virtud de los cuatros puntos que acabamos de
subrayar y a la versién discretizada de la ecuacién diferencial que venimos
tratando (2.8) los coeficientes A,,, vendran definidos por:

41@ sim=ny (im,Jm) adyacente a frontera
A = —% sim#ny (in, Jn) es adyacente a (i, jm) (2.29)
0 en otro caso

Siendo Ny, el nimero de puntos del mallado que pertenecen a la frontera
y son adyacentes al punto considerado. Para aumentar la precisién de la
solucion es conveniente que la frontera se sitiie a medio camino entre puntos
del mallado; es decir, que no pertenezca explicitamente ni al muro ni al
medio del interior de la guia.

2.3.3. Combinacién de condiciones de contorno

El célculo de los modos TM en una guia de paredes eléctricas es idéntico
al calculo de los modos TE en una guia geométricamente idéntica de pa-
redes magnéticas. Las ecuaciones y procedimientos que han sido descritos
para el ejemplo de la guia rectangular limitada por un conductor eléctrico
perfecto son igualmente aplicables a cualquier tipo de geometria, siempre y
cuando la discretizacién y el mallado vengan dados en formato rectangular
—coordenadas rectangulares—.

El procedimiento a seguir para implementar un algoritmo que haga uso
de la teoria explicada seria, de forma aproximada, el siguiente:

= En primer lugar, habria que definir la estructura a analizar en forma de
plantilla. Una plantilla no es mas que una matriz en la que se especifica
qué puntos del mallado pertenecen al interior de la guia y qué puntos
pertenecen a la frontera (y el tipo de frontera, eléctrica o magnética
del que se trata punto a punto).

= En segundo lugar, una plantilla que provea una indexaciéon unidimen-
sional a cada punto del espacio interno a la guia, para hacer corres-
ponder cada componente del autovector a una posicion del mallado
interno. Dicha componente sera el valor de ¢ en el punto considerado.

= Tendriamos que recorrer las matrices que contienen ambas plantillas,
e ir calculando los coeficientes de la matriz caracteristica del problema
de autovalores. La expresion (2.29) es perfectamente valida para una
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Orden | B, (m~') (COMP) | B. (m~") (TEORIA) | Error rel.(%)
1 164.9062 164.9130 -0.0041
2 329.7717 329.8260 -0.0164
3 329.7717 329.8260 -0.0164
4 368.7051 368.7567 -0.0140

Tabla 2.1: Numeros de onda de corte de los 4 primeros modos TE de la
guia rectangular de dimensiones a¢ = 19,05 mm y b = 9,525 mm. Todas las
paredes son PEC.

estructura en la que se combinan muros eléctricos con magnéticos.
En modos TM, N, pasarfa a ser el nimero de puntos de frontera
magnética que son adyacentes a (im, jm). Para modos TE, Ny, serfa
el nimero de puntos de frontera eléctrica que son adyacentes a (i, jm)-

= Finalmente, se resolveria el problema de autovalores. Para mostrar los
campos nos ayudamos de las plantillas previamente creadas (concreta-
mente, pasa saber el punto del mallado en el que va cada componente
del autovector).

2.3.4. Ejemplos

Para acabar, veamos algunos ejemplos de simulaciones que emplean los
conceptos recientemente explicados. Se ha simulado una guia rectangular
de dimensiones a X b con ¢ = 19,05 mm y b = 9,525 mm limitada por
paredes eléctricas. En otra simulacién, se ha simulado una estructura similar,
pero sustituyendo la pared inferior por un muro magnético (mismo ejemplo
que el del capitulo uno). También se ha ejecutado el algoritmo programado
sobre una guia circular de radio a = 9,525, sobre la cual se ha impuesto
inicialmente condicion de pared eléctrica. Mas adelante, se ha reemplazado
la parte m < ¢ < 27 por una pared magnética, dejando aquellade 0 < ¢ < 7
de tipo eléctrico.

Se muestran las comparaciones de los niimeros de onda de corte obtenidos
por simulacién frente a aquellos obtenidos tedricamente.

En los escenarios de analisis de la guia rectangular se ha mallado el in-
terior de la guia con N = 5000 puntos, con lo que la matriz del problema de
autovalores tiene dimension 5000 x 5000, requiriendo un tiempo de compu-
tacion de 23.76 s. En el escenario de andlisis de la guia circular se ha mallado
el interior de esta con N = 7120 puntos, siendo el tiempo de computacién
en este caso de 68.88 s.
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Orden | B, (m~') (COMP) | B. (m™") (TEORIA) | Error rel.(%)
1 250.6832 252.4751 -0.7098
2 399.3738 402.2788 -0.7221
3 535.1398 539.1729 -0.7480
4 575.2235 579.5358 -0.7441

Tabla 2.2: Numeros de onda de corte de los 4 primeros modos TM de la guia

circular de radio a = 9,525 mm. Todas las paredes son PEC.

Orden | . (m™1) (COMP) | 8. (m~') (TEORIA) | Error rel.( %)
1 230.9038 233.2222 -0.9941
2 365.0556 368.7567 -1.0037
3 516.1667 521.5007 -1.0228
4 516.1667 521.5007 -1.0228

Tabla 2.3: Nimeros de onda de corte de los 4 primeros modos TE de la
guia rectangular de dimensiones ¢ = 19,05 mm y b = 9,525 mm. Todas las
paredes son PEC menos el muro inferior, que es un PMC.

Orden | . (m™)
1 268.1224
2 307.2864
3 399.5571
4 440.0679

Tabla 2.4: Nimeros de onda de corte de los 4 primeros modos TM de la
guia circular de radio a = 9,525 mm. La pared 0 < ¢ < 7 es eléctrica y la
restante es magnética.
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Figura 2.4: Componente axial del campo eléctrico (normalizado respecto
al maximo)para la guia rectangular de paredes eléctricas. Se muestran los

cuatro primeros modos TM.
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Figura 2.5: Componente axial del campo magnético (normalizado respecto
al méximo) para la gufa rectangular de paredes eléctricas. Se muestran los
cuatro primeros modos TE.
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Figura 2.6: Componente axial del campo eléctrico (normalizado respecto al
méximo) para la guia circular de paredes eléctricas. Se muestran los cuatro
primeros modos TM.
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Figura 2.7: Componente axial del campo magnético (normalizado respecto
al maximo) para la guia rectangular de paredes combinadas. Se muestran

los cuatro primeros modos TM.
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Figura 2.8: Componente axial del campo eléctrico (normalizado respecto
al maximo) para la gufa circular de paredes combinadas. Se muestran los
cuatro primeros modos TM.
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Capitulo 3

El método BI-RME

Un problema tipico en ingenieria de microondas es el del cdlculo de los
modos que se propagan en guias de onda de seccién transversal arbitraria.
Los métodos con mayor presencia en la literatura se centran en la resolucion
modal de la guia de onda de paredes metélicas. Segun el procedimiento segui-
do para solucionar dicho problema, podemos agrupar los métodos existentes
en dos grandes familias: diferencias finitas ( Transmission Line Method [8]) y
basados en ecuacién integral. Los primeros dan lugar a problemas de autova-
lores de gran tamano. Adem4s, requieren definir los parametros del mallado
y la definicién explicita de las condiciones de contorno en la pared de la guia.
Una virtud de esta clase viene dada por la simplicidad de implementacion y
la facilidad con la que se pueden combinar paredes eléctricas y magnéticas.
Por otra parte, los métodos basados en ecuacién integral tienen la ventaja de
que desembocan en problemas de autovalores pequenos cuya resolucion no
conlleva un gran esfuerzo computacional (ni en términos de procesamiento
ni de memoria). Estos métodos se basan en cierto nicleo integral (kernel),
que va a ser siempre una funciéon de Green para campo eléctrico o magnético
(o para los potenciales). El principal inconveniente de los métodos de esta
clase es la dificultad que se presenta a la hora de combinar condiciones de
contorno en distintas paredes de la guia. Esta dificultad se deriva del uso
del ntucleo integral, el cual siempre serd de naturaleza eléctrica —con lo
que serda relativamente sencillo imponer la condicion de pared eléctrica— o
magnética —con lo que sera relativamente sencillo imponer la condicién de
pared magnética—.

Los métodos basados en ecuacién integral emplean el Método de los Mo-
mentos para generar un problema matricial de autovalores, cuya resolucion
permite representar la densidad de corriente en las paredes de la guia pa-
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ra cada modo solucién. La metodologia descrita en [7] por Barry Spielman
y Roger Harrington es un ejemplo de los métodos de esta clase, pero pre-
sentan una desventaja: hacen uso de un nicleo integral genérico —funcién
de Green eléctrica en espacio libre—. Esto alarga el tiempo de ejecucion
—especialmente para modos de orden superior— y resta precisién a los re-
sultados. Para solucionar este problema los investigadores de la Universidad
de Pavia (Italia) Giuseppe Conciauro, Marco Bressan y Cinzia Zuffada pre-
sentaron en [9] un método similar —también basado en ecuacién integral—
pero que hace uso de una funcion de Green especifica para guias de onda
canonicas (rectangulares y circulares). Estas funciones de Green se presen-
tan en trabajos previos [10] en su forma exacta (para el resonador circular)
o en forma de serie rdpidamente convergente (para el resonador rectangu-
lar). Con este nuevo algoritmo, al que se bautiz6 como Integral de contorno -
Ezxpansion en Modos Resonantes o BI-RME, por sus siglas en inglés (Boun-
dary Integral - Resonant Mode Expansion) se pueden analizar gufas de onda
de seccién transversal arbitraria anadiendo perturbaciones a guias de onda
canénicas. Dichas perturbaciones pueden tomar cualquier forma —abierta
o cerrada— por lo que, en principio, no existen limitaciones a la hora de
definir el contorno de la guia arbitraria a analizar.

En este capitulo se presentard la formulacién tedrica del método BI-RME
y se explicard, paso a paso, como llevar a cabo su implementacién practica.

3.1. Formulacién tedrica general

Como se ha mencionado en la introduccién del presente capitulo, el méto-
do BI-RME se basa en la resolucién de una ecuacién integral cuyo ntcleo
es una funcién de Green que cumple de forma intrinseca las condiciones de
contorno sobre la guia canénica base que vamos a perturbar para obtener
nuestra seccién arbitraria. Siempre que hablemos de guia base nos referi-
remos a la gufa original que deseamos perturbar anadiendo en su interior
ldminas conductoras de contornos apropiados. A la estructura resultante
tras anadir los contornos perturbantes la llamaremos guia arbitraria o
guia perturbada.

Denotaremos como o al contorno que define la perturbacién. Los puntos
sobre el plano en los que este esta definido se pueden expresar en funcién de
una abscisa [ sobre dicho contorno como

s =s(l) (3.1)

La abscisa [ asociada a un punto sobre el contorno es la longitud del
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Figura 3.1: Gufas candnicas perturbadas con laminas conductoras

tramo existente entre el extremo inicial”’de la perturbacién y dicho punto.
Si la perturbacién tiene forma de bucle —esto es, de linea cerrada— pode-
mos fijar el extremo de partida (que serd también el final) donde queramos.
A la hora de definir un contorno cerrado me gusta hacerlo de forma que al
aumentar [ nos movamos en sentido antihorario, esto es cuestién de preferen-
cia personal. Denominaremos sentido positivo al sentido de giro observado
al incrementar [.

El campo eléctrico observado cualquier punto interno r de la guia base
se puede expresar en funcion de la densidad de corriente J, sobre la lamina
conductora ¢ como

E(r) = —jnp / Gp(r,s',B) - J,(I)dl (3.2)

Las variables primadas s’ y I’ denotan puntos de fuente sobre la pertur-
bacién o. El niicleo del operador integral G es la funcién de Green diadica
para el campo eléctrico asociada a la estructura canénica base (es decir, a la
guia rectangular o circular que estemos perturbando). El el capitulo 1 ya re-
salto el concepto de funcién de Green y se comenté la necesidad de emplear
funciones de Green diadicas en casos como el que se presenta —en el que
cada componente de J, es responsable de varias componentes de E(r)—.

La ecuacion integral queda definida al imponer condiciéon de contorno
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de pared eléctrica sobre la lamina perturbante, es decir, imponiendo que la
componente tangencial del campo eléctrico E se anule en los puntos perte-
necientes a o.

La funcién de Green diddica la podemos descomponer en parte tangencial
y parte axial

GE(Talr,aB) = éEt(Ta T,v 5) + iiGZEZ(T7r,7ﬂ) (33)

donde Z es el vector unitario que apunta en la direcciéon axial de la guia,
sentido positivo (hacia donde se propagan las ondas progresivas).
La componente transversal de G viene dada por

Gpi(r,v',B) = Gg(r,r’) — VV'g('r,r')—i-

ﬁQ
Be,, , (3.4)
3 ey
y su componente axial por
G (r,r', B) = g(r,7") Z 55'2 5(2)) (3.5)

En estas expresiones:
= 7 representa un punto de observacién genérico dentro de la guia base.
» 7/ representa un punto de fuente genérico dentro de la guia base

= g es la funcién de Green escalar para la ecuaciéon de Poisson bidimen-
sional, satisfaciendo la condiciéon de contorno g = 0 en las paredes de
la guia base.

= [, es el el nimero de onda de corte del m-ésimo modo TE en propa-
garse por la guia base.

= 3/ es el el nimero de onda de corte del m-ésimo modo TM en propa-
garse por la guia base.

= e, es el campo eléctrico normalizado asociado al m-ésimo modo TE
de la guia base.

= 1, es la componente axial normalizada del campo eléctrico asociado
al m-ésimo modo TM de la guia base.
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= G es la diddica solenoidal normal a la frontera de la guia base.

Nétese que tanto Gg; como g son independientes de la frecuencia. Cémo
ya se dijo en la introduccién de este capitulo, disponemos de expresiones
para ambas funciones tanto para resonadores rectangulares (en forma de
serie rdpidamente convergente) como circulares (en forma cerrada exacta).
Introduciremos dichas expresiones mas adelante.

Para simplificar el problema y plantear la ecuacién integral es interesante
descomponer la densidad de corriente J, en sus componentes tangencial (con
respecto a o) y axial.

Io(I') = RW)EW) + 2J.(1') (3.6)

Donde el vector unitario #(I') es tangente al contorno o en el punto de
abscisa [. La componente transversal de la densidad de corriente viene dada
por Ji, v la componente axial por J,. Estas serdn las funciones incégnita de
la ecuacién integral que estamos a punto de plantear.

El campo eléctrico en el interior de la guia base tiene una componente
transversal E; a la direccion del eje de la guia y una componente axial F,
en linea con dicho eje. Estas componentes se pueden expresar en funcién de
Ji, £(1') y J. como

I [ s — s [ Gt ') EO IO
- j7753 Z 62?—_2) /U en(s’) - f(l/)Jt(l,)dl/
= _]nﬂ/ r,s")J,(I)dl
(r) -
37753 Z m em(s /) : t(l/)Jt(l,)dl/
Teniendo en cuenta que la funciéon de Green escalar g tiene una expresiéon
tediosa para un resonador rectangular y que la corriente la vamos a descom-

poner mas adelante como la suma de splines parabdlicos, es conveniente
transformar la integral del primer término de (3.7) aplicando la identidad

ag(’l’ 3) N 7! / / aJt(l/) /
[,az O == [ gtr.s) 2

que se obtiene integrando por partes el lado izquierdo de la identidad y
teniendo en cuenta que g se anula en la frontera de la guia base y que J; se

(3.7)

(3.8)
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hace cero en los extremos sueltos —aquellos que quedan en circuito abierto—
de la perturbacién.
Imponiendo las condiciones de contorno

E (s - (1) =0 (3.9)

E.(s)=0 (3.10)

sobre (3.7) y (3.8) respectivamente, se obtienen las ecuaciones integrales
para los modos TE y TM de la guia perturbada. Por tanto, para hallar los
modos TE tendriamos que resolver

512 gz /C,gm s'>a'gf/l/)dl’ * /(,fm FGui(r, ) - E(1')dl'+
en(s) - () 1
LT

Con

2
U = 626 7 / m(8") < E() T (1)dl! (3.12)

Finalmente, para hallar los modos TM de la guia arbitraria tendriamos
que despejar J, en

/g(r, s J,(1")dl' + Z ¢m,(23) a,, =0 (3.13)

Con
a,, = 5’2 52 / (s Har' (3.14)

3.2. Teoria de los Modos TE

Ya hemos introducido toda la formulacién tedrica general del método BI-
RME. Vamos ahora a presentar la formulacién especifica para obtener los
distintos modos de las guias perturbadas, empezando por los TE. Como se
dijo en el apartado anterior, el objetivo es hallar la densidad de corriente so-
bre la perturbacién conductora introducida en la guia rectangular o circular,
para ello haremos uso del Método de los Momentos, cuyos principios fueron
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remarcados en el primer capitulo. En el caso de los modos TE la ecuacion
integral a resolver es la (3.11), donde la incégnita es la componente trans-
versal (respecto a o) de la densidad de corriente; es decir, J;. Haciendo uso
del método de los momentos, podemos expresar esa funcion como la combi-
nacion lineal de una serie de funciones base, a las que denominaremos u,,.
Por supuesto, los elementos de este conjunto base tienen que ser linealmente
independientes. Mas adelante propondremos un conjunto apropiado con el
que se obtienen muy buenos resultados.

N
)= bun(l') (3.15)
n=1

Un detalle importante es que vamos a emplear el Método de Galerkin
—vpor lo que el conjunto de funciones de test va a coincidir con el conjunto
base—. Sustituyendo (3.15) en (3.11) obtenemos un sistema de ecuaciones
que expresamos en forma matricial como

{[g %t] ~ B [Z I;f]} m =0 (3.16)
Donde

s U es la matriz identidad de orden M

s O es una matriz de ceros de tamano N x M

D = dzag ﬁl a52 y T 7BM) (317)
sl us )
) _// QD O g (3.18)
L — / / wi(Dyuy (1)E(D) - Ga(s, 8') - £(0)dldl (3.19)
1 “
Rin = 5 /U us(DE() - e (3)dl (3.20)

Con
,7=12,--- N m=12,--- M

Las soluciones del problema de autovalores (3.16) vendra dada por pares
(8, [a b]T) donde
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a = [alaa27"' )aM}T

b= [b17a27"' 7bN]T

Hay que observar que, el sumatorio en m presente en la expresion (3.11)
no estd acotado —es decir, converge cuando m — oo— para resolver la
ecuaciéon integral lo limitamos a M términos. Cuanto mayor sea M, mas
precisos seran nuestros resultados y mas modos de la guia arbitraria podre-
mos computar. M es el nimero de modos de la guia candnica base a emplear
en la resolucién del problema BI-RME.

El problema (3.16) puede ser resuelto por cualquier algoritmo de resolu-
cién de problemas matriciales de autovalores. A dia de hoy existen multiples
herramientas software que integran algoritmos para resolver esta clase de
problemas de forma muy eficiente [13], algunos de los més populares son
Matlab, Wolfram Mathematica, Mdxima y GNU Octave.

Una vez resuelto dicho problema dispondremos de los nimeros de on-
da de corte 8 para cada modo encontrado. Puede ser interesante obtener
la distribucién del campo eléctrico en el interior de la guia canénica para
cada modo. La componente transversal del campo eléctrico Ey en cualquier
punto del interior de la guia base se puede computar haciendo uso de (3.7).
Esta expresién se puede simplificar introduciendo la corriente en su formato
expandido (3.15) y agrupando términos, quedando:

M1 Aun (1)
Ey(r) = —jﬁ{ by, [V g(r,s")——=dl' +
’ Zl B / ol

M
+ B/ Gsi(r,s’) - f(l’)un(l’)dl’] + fe Z ameﬂgn(r)}
e m

La expresién anterior permite computar el campo en cualquier punto
interior a la guia base. Como la funcién de Green (tanto escalar como diddi-
ca) solo es valida dentro de las fronteras de dicha gufa, evaluar el campo
en un punto externo a esta daria resultados erréneos. Una de las utilidades
que tiene evaluar el campo eléctrico es cuando dividimos la seccién Sy de
la guia canoénica en varias regiones Sp, So, ... para determinar en qué region
—o regiones— se propaga el modo contemplado. En un apartado posterior
aplicaremos esta idea a través del algoritmo de descarte modal, que nos per-
mitird realizar una discriminacién sobre los modos que se propagan fuera de
nuestra region de interés. Como veremos, este algoritmo es una pieza clave
en el andlisis de guias de onda de seccién transversal arbitraria.

(3.21)

m=1
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3.3. Teoria de los Modos TM

La resolucién del problema BI-RME para los modos TM gira en torno
a encontrar la solucién a la ecuacién integral (3.13), donde la componente
axial de la densidad de corriente J, es la incognita a hallar. El procedimiento
para encontrar los modos TM es mucho mas sencillo que el empleado a lo
largo del apartado anterior para los modos TE —debido a que (3.13) es més
manejable que (3.11)—

Al igual que en el caso anterior, vamos a aplicar el Método de los Mo-
mentos —en su versién de Galerkin— para hallar la incégnita J,, para ello
expandimos esta funcién como combinacién lineal de los elementos de un
conjunto base {u,} cuidadosamente seleccionado.

N
= bua(l) (3.22)
n=1

Introduciendo (3.22) en (3.13) y aplicando el procedimiento descrito en
el capitulo 1 para la resolucién de problemas de autovalores por el Método de
los Momentos, empleando como conjunto de text {u,} se llega a un sistema
cuya forma matricial tiene la forma

{[g (O)i} ~ P [IR): Iﬁ]} [ﬂ =0 (3.23)

s U es la matriz identidad de orden M

donde

s O es una matriz de ceros de tamano N x M

= O’ es una matriz de ceros de tamano N x N

—dZCLg B ’ - 25"' ’ ;\22) (324)

/a /a iUy (1) g (s, o' ydldl' (3.25)
= o /g s (Db ()l (3.26)

3

Con
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Con detenimiento se puede observar que el problema (3.23) admite N
soluciones linealmente independientes cuyo autovalor asociado es 8 = 0 que
han de ser descartadas (carecen de sentido fisico). Dicho problema puede ser
reorganizado al formato estdndar que admite M autovalores 5 # 0

(D' — R,L'"'R)a’ = 5. %d’ (3.27)

El vector de coeficientes b’ de la expansién de Jz se puede obtener a
partir de @’ con la siguiente expresién

b'=—-L'"'Rd (3.28)

La componente axial del campo eléctrico se puede computar haciendo
uso de (3.8). Introducimos la expresién de la expansién de la corriente (3.22)
en (3.8) y reordenamos los términos, obteniendo

E.(r)=—jnpe [Zb’/ r, 8 u,(I")dl' + Zwmﬁa (3.29)

Al igual que ocurriera con los modos TE, esta expresién sélo es valida
en puntos internos a la guia base. Ya se comenté que una de las utilidades
de estas expresiones es su posterior uso en la aplicacion del algoritmo de
descarte modal, sin embargo, cémo se vera en la seccién correspondiente a
este algoritmo, la componente axial del campo no es apropiada en su uso
(esto se debe a que E, tiende a cero cuando se aproxima a una perturbacién
cerrada tanto desde dentro como desde fuera de la misma, por lo que nos serd
mas dificil emplearla para hacer una discriminacién basada en la intensidad
de campo fuera y dentro de la regién de interés). Por tanto, nos va a ser
de utilidad definir la expresion para la componente transversal del campo
eléctrico para los modos TM. Dado un modo TM con nimero de onda de
corte 8 obtenemos la componente transversal del campo eléctrico como

—j8:

Et(r) - 52

—— ViE.(T) (3.30)

Lo cual resulta en

N M /
E.(r) = —ngj [2:1 b;L/JVTg(T, s, (1) dl' + 231 W (3.31)

B.=~/B*— B2
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Figura 3.2: Estructura compatible con modos TEM

3.4. Teoria de los Modos TEM

Para completar, desglosaremos la teoria que concierne al célculo de los
modos TEM con BI-RME. Este proceso es independiente de los descritos
para los modos TE y TM. Obviamente, en este apartado sélo nos interesan
los campos modales, puesto que el nimero de onda de corte de un modo
TEM es siempre cero. En esencia, el calculo de los modos TEM en cualquier
estructura de ondas guiadas se puede efectuar resolviendo la conocida ecua-
cién de Poisson, sujeta a un conjunto de condiciones de contorno que fijan
el potencial en cada uno de los conductores presentes. Como sabemos, los
modos TEM sélo pueden existir en nuestra estructura si coexisten al menos
dos conductores separados —esto es, no cortocircuitados—. En general, la
estructura a analizar tendrd una forma similar a la de la figura 3.2

El problema primigenio viene, pues, descrito por

V20(r) = —p(:) (3.32)

Sujeta a las condiciones de contorno

( .

0, sir e Cy

0, Sir € 07,05, 00
P, sireo

Py, sire€oy

k(I)Q7 sire oQ

62



Resolviendo ese problema seriamos capaces de obtener el potencial elec-
trostatico en el interior de la guia, sin embargo, como disponemos de la
funcién de Green escalar g(r,r’) para (3.32) (la cual ya satisface la con-
dicién de contorno sobre la pared de la guia base) podemos plantear una
ecuacion integral sobre la densidad de carga en la perturbacion ¢ y resolver-
la por el Método de los Momentos, siguiendo el procedimiento ya efectuado
para los modos TE y TM.

D (r) = / o, &' )po (1)l (3.33)

La funcién incégnita en (3.33) es la densidad de carga sobre el contorno
o, pudiendo este ser un conjunto de perturbaciones separadas {01, 02, ...0¢}.
Los contornos que hacen contacto eléctrico con la gufa base {o7,03,...0¢. }
poseen el mismo potencial que esta, quedando fijado en la préactica a cero
—potencial de referencia—. Una estrategia para resolver este problema con-
siste en asignar potencial 1 a uno de los conductores internos o; y cero al
resto, con lo que obtendriamos la densidad de carga sobre o;. Repitiendo
el mismo procedimiento para todas los conductores internos obtendriamos
todas las combinaciones TEM. Evidentemente, existen tantas combinacio-
nes TEM como conductores internos () existan. El potencial electrostatico
asociado al modo TEM resultante de la estructura seria la superposicién de
los potenciales asociados a cada curva individual.

Después de esta explicacién, pasemos a ilustrar el procedimiento ma-
tematico. Tal como ya se hizo para el cémputo de los modos TE y TM
expresamos la funcién incégnita como cierta expansién de un conjunto de
funciones base {u,}

Ny N{+N3 N{+N3
po(l') = Z bl un (') + Z Wun(l') + - + Z by, (1) +
n=1 n=Nj{+1 n:N*fNéJrl
N*+ N1 N
+ > M)+ Y un(l)
n=N*+1 n=N-Ng+1

(3.34)

Donde cada sumatorio representa la densidad de carga sobre cada uno de
los conductores; especificamente, los sumatorios de la primera linea represen-
tan la densidad de carga sobre los conductores que hacen contacto eléctrico
con la pared de la guia base, mientras que los de la segunda linea represen-
tan la densidad de carga sobre los conductores internos. Con Ny, N3, - - -, Né‘g
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denotamos el numero de funciones base asociadas a cada uno de los Q* con-
ductores o7, 03, - - ,022*. Por otra parte Ny, Na,---,Ng son el nimero de
funciones base asignadas a los conductores 01,02, -+ ,00; N es el nimero
total de funciones base.

Aplicando el procedimiento de Galerkin llegariamos al sistema matricial
definido por

L'y = f (3.35)

Donde L en una matriz N x N con elementos

L :/ULui(l)uj(l’)g(s,s’)dldl’ (3.36)

f es el vector columna dado por los elementos

0, sin<N*
In= R
®,, sSiN* <n<N

O expresado con palabras: f,, es cero en todos los indices asociados a una
funcién base que pertenezca a una curva sobre la que el potencial es cero
(conductores que contactan con el borde de la guia base) y ®, en los indices
asociados a una funcién base que pertenezca a un conductor interno, siendo
®, el potencial asignado a dicho conductor.

Una vez solucionada (3.35) podemos obtener el potencial electrostético
el cualquier punto en el interior de la guia base como

N
o(r) =, / g(r, 8" u, (1)l (3.37)
n=1 g

Finalmente, podemos computar el campo eléctrico

E(r)=-Vo(r) (3.38)

Y, debido a que el gradiente sélo opera sobre los puntos de observacién (y
no sobre los puntos fuente), es sencillo introducir el operador en la integral
de (3.37) obteniendo

N
E(r) = —Zbg/vg(r,s’)un(z’)dz’ (3.39)
n=1 g

Todos estos conceptos se clarificaran el la seccién de implementacién del
algoritmo.
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Figura 3.3: Desarrollo de o sobre el eje [

3.5. Definiendo los contornos perturbantes

En estas ultimas secciones hemos abordado todos los aspectos tedricos
que hay que conocer para implementar el algoritmo BI-RME. Ahora empe-
zamos a ilustrar los procedimientos para recabar los Ingredientes” necesarios
a la hora de montar un programa que nos permita el calculo de los modos.
En primer lugar, es importante darse cuenta que vamos a emplear métodos
numeéricos en el computo de los modos. El uso de métodos numéricos implica
antes o después la discretizacion de ciertas variables. En el caso de BI-RME,
lo que se discretiza es el contorno a perturbar; concretamente, se aproxima
dicho contorno mediante segmentos rectos, circulares o elipticos. En este
documento vamos a emplear siempre segmentos rectos, debido a su simpli-
cidad y versatilidad a la hora de discretizar cualquier contorno. Llamaremos
N al ntimero de segmentos empleados en la aproximacion del contorno per-
turbante. Cada uno de estos segmentos no es mas que un conjunto infinito
de puntos sobre el plano, los cuales se pueden definir en términos de cierto
pardametro ¢t € [—0,5,0,5] como

x =1z + Az(t+0,5)

3.40
y=yo+ Ay(t+0,5) (3.40)

Definir cada segmento en términos de este pardmetro ¢t que siempre esta
definido en [—0,5, 0,5] nos permitird generalizar la implementacién; es decir,
las operaciones —integrales presentadas en el desglose teérico de BI-RME—
siempre quedaran definidas sobre ¢ y los argumentos pasados a los bloques
encargados de realizar dichas operaciones seran los pardametros constitutivos
de los segmentos —punto inicial (xg, yo) € incremento en cada eje (Az, Ay)—

Ademsds de definir la perturbacién o en el plano, habrad que desarrollar
la misma sobre un eje de abscisas [, de forma que podamos definir funciones

65



como las J,(1), Ji(1) 6 ps(l) vistas en apartados anteriores. Habiendo apro-
ximado la perturbacién por segmentos rectos, desarrollar esta tultima sobre
el eje [ resulta trivial: consistird en hallar los valores Iy (punto inicial) y Al
(longitud) para cada segmento. Las siguientes ecuaciones permiten obtener
los valores caracteristicos del desarrollo.

Al, = Az2 + Ay2 (3.41)

n—1
o= Al (3.42)
=1

En términos del pardmetro genérico ¢ podremos acceder a cada punto
del n-ésimo segmento desarrollado sobre el eje | mediante

[ = lno + Al (t + 0,5) (3.43)

En las integrales vistas en los desarrollos de la teoria general de BI-RME
aparecen los diferenciales dl y dI’. A partir de (3.41) se pueden expresar de
la siguiente manera:

dl = Al,dt

3.44
di' = Alydt’ (3.44)
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Figura 3.4: Segmentacion de o y desarrollo sobre el eje [

3.6. Obtencion de las funciones base

En la parte del desarrollo teérico del método BI-RME se coment6 la nece-
sidad de expandir la corriente mediante funciones base para poder aplicar el
Método de lo Momentos y despejar asi las incégnitas que habilitan el calculo
modal. La eleccion de las funciones base es muy importante para asegurar
soluciones que sean a la vez precisas y computacionalmente eficientes. Los
creadores de BI-RME proponen dos tipos de funciones base: parabdlicas a
trozos (splines parabdlicos) y lineales a trozos. Ambas son denominadas de
soporte parcial o sub-seccionales, es decir, estdn definidas sobre un tramo
concreto en el eje [, siendo cero fuera del mismo.

En este documento trabajaremos siempre con funciones base de tipo
parabdlico, aunque también se proporcionardn las expresiones para bases de
tipo lineal. El procedimiento empleado para su construccion es muy genérico,
con lo que aplicarlo a otro tipo de formas deberia ser casi inmediato.

Este tipo de funciones son muy apropiadas para el calculo de todos los
modos (TE, TM y TEM). Recapitulamos que en el caso de los modos TE,
estas funciones compondran la corriente transversal a la perturbacién o,
para los modos TM formaran la corriente axial y en el caso de los TEM
constituirdan la densidad de carga. En general, las funciones centradas en
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Figura 3.5: Representacion de las funciones base parabdlicas

Y2

" L 5 Ly

Figura 3.6: Funcién base de tipo 1, usada en segmentos intermedios

segmentos no extremos (es decir, segmentos distintos del inicial o final) es-
tardn definidas sobre 3 segmentos consecutivos, entrelazdandose como en la
figura mencionada. A partir de ahora, nos referiremos a estas funciones como
de tipo 1.

En los segmentos extremos de la perturbacién emplearemos funciones
definidas sobre dos segmentos consecutivos. En los modos TM y TEM siem-
pre haremos uso de las de tipo 2, mostradas en la figura 3.7. Estas tienen la
caracteristica de que la derivada se anula en los extremos de la perturbacion
y se van a usar tanto en perturbaciones que terminan en circuito abierto
como en cortocircuito —ya sea con las paredes de la guia base o en forma
de bucle cerrado—. Para los modos TE vamos a usar las de tipo 3 en los
extremos que acaben en circuito abierto —puesto que la corriente transver-
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Figura 3.7: Funcién base de tipo 2, usada en segmentos extremos

Y1 Y2

Yz

1
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L 2 3 l; l;s l5
-1 m-1

Figura 3.8: Funcién base de tipo 3, usada en segmentos extremos
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sal ha de anularse— y las de tipo 2 para cualquier otro tipo de extremo.
Notese que en las figuras se distinguen dos subtipos para los tipos 2 y 3:
las de subtipo 1 sirven para terminaciones por la izquierda del eje | y las
de subtipo 2 para terminaciones por la derecha del eje I. Veamos ahora los
criterios empleados en la construccion de todas estas funciones.

Funciones Base de tipo 1

Esta funcién estd compuesta por tres splines parabdlicos, cada uno de-
finido sobre uno de los 3 segmentos que soportan la misma. Refiriéndonos a
la figura 3.6, denominaremos a los splines constituyentes y1 (1), y2(1) e y3(1).
y1(l) estara definido entre Iy y o, y2(l) entre Iy y I3 e y3(l) entre I3 y I4. Al
tratarse de splines parabdlicos, la expresién que los caracteriza es

yr(l) = apl® 4 bl + ¢ (3.45)

Deseamos que los splines asociados a dos segmentos consecutivos solapen
de forma suave, lo que se traduce matemaéticamente a

y2(l2) ya(l3) =
y1(l2) = y5(l2) ya(ls) =
Por otra parte, deseamos que los splines del primer y dltimo segmento se

hagan 0 en los puntos extremos externos al soporte de la funcién base, pero
cayendo de forma suave:

yi(l)
yi(h)
Finalmente, con el fin de garantizar resultados numéricamente estables en el

computo de los modos, normalizaremos las funciones base tal que encierren
el drea unidad

(i5) (3.46)
) (3.47)

y3(la) =0 (3.48)

0
0 yh(ls) =0 (3.49)

lo I ly
/ (Dl + / yo(1)dl + / ys(Ddl = 1 (3.50)
I lo I3

Las expresiones (3.46)-(3.50) definen un sistema de 9 ecuaciones con 9
incégnitas —los coeficientes de los splines y1, y2 e ys—. Podemos expresarlo
matricialmente como

Al=b (3.51)
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Donde

(2 -2 0 Iy —lp 0 1
0o B -3 0 I3 -ly 0
2, —2 0 1 -1 0 0
0 23 213 0 1 -1 0
A= | 0 0 L 0 0 1
0 0 12 0 0 Iy O
20 0 0 1 0 0 0
0 0 246 0 0 1 0
aés) ag:%) af’) a§2) a:()?) %(12) agl)
Con " "
CL%L) _ lm - lmfl
n

l:[al as as b1 b2 b3 Ccl1 Cy C3

b=[0 0000000 1"

La solucién al sistema planteado es:

3
T ) - ) - )
by = —6l

(I = )3 = ) (la = ln)

302

TG0 - ) h)
3l +1lp =13 —1y)

2= (i = 13) (L — L) (la = 13) (2 — 1a)
by — 6(I3ls — l1l2)

(= 13)(l = 1a)(l2 = I3)(l2 — 1)
__3hlla(ls + L) ~ lsls] — 3lalsla
27 (1)l — L) (2 — 13)(l2 — L)

3
a fry
DT (= 1)(la— ) (s — Is)
—6l4
bs =
(lg —L)(la — l2)(lg — 13)
—3]2
C3 = 3 4

(la =) (g — l2)(ls — 13)
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Funciones Base de tipo 11

Tal como ilustramos en la figura 3.7, estas se colocan en los segmentos
terminantes de la perturbacion y seran las que emplearemos siempre en
modos TM y TEM sobre segmentos terminantes. Por otra parte, en modos
TE se definiran cuando la perturbaciéon adopte la forma de bucle cerrado o
bien cuando el extremo sobre el que se centra haga contacto eléctrico con
las paredes de la guia base.

A diferencia del caso anterior, estas funciones son soportadas tan solo
por tres segmentos, con lo que el cémputo de los coeficientes de los splines
queda simplificado. Veamos ahora los requisitos que vamos a imponer a este
tipo de base.

Al igual que el las de tipo I, forzamos a que los splines asociados a dos
segmentos consecutivos solapen de forma suave:

y1(l2) = ya(la) y1(l2) = y5(l2) (3.52)

Las siguientes ecuaciones son particulares para el subtipo I (es decir,
para las que terminan la perturbacién por la izquierda). Nos interesa que
la derivada de la funcién en el ambos extremos sea cero, y que la propia
funcion se anule en el borde derecho.

y1(l1) =0 ys(l3) = 0 y2(l3) =0 (3.53)

Finalmente, por motivos de estabilidad, normalizaremos este tipo de
funciones de forma que encierren el drea unidad.

l2 13
/ y1(D)dl +/ ya()dl =1 (3.54)
l l

1 2

Las ecuaciones (3.52) - (3.54) definen el sistema matricial

Al=1b (3.55)
Donde

B -2 L -l 1 1]

2 2, 1 -1 0 0
a0 3 0 I3 0 1

0 23 0 1 0 0

2, 0 1 0 0 0

_a(23) ag3) agQ) aéQ) a(21) aél)




Con

l:[al as by by 1 o

}T

b=[0 00 0 0 1]

La solucién al sistema planteado es:

ayp =

a9 =

by =

by =

Ccl =

Cy =

3

(lh =)l = 13)(2l — la — 13)
3

(lo —13)(Is —11)(2l; — la — I3)
—6l1

(lh = lo)(lh = 13) (2l — la — 13)
6l3

(s —13)(h —l3) (2L — o — I3
3[l1(l2 + lg) — lglg]

(h — L) (h — I3) (2l — Iy — I3)
312

(lo —13)(I3 —11)(2l; — la — I3)

Dejamos también las expresiones para el subtipo II:

al =

ag =

by =

by =

Ccl =

Cy =

3
(U — 1)l — 13)(2l3 — 11 — 1)
-3
(I — 13)(la — I3)(2l3 — Iy — Iy)
—61;

(I, — 1) (lh — 13)(2l3 — 11 — I3)
6l
(o —13)(lh — 13)(2l3 — 11 — 1)
312

(lh =)l = 13)(2l3 — 11 — Ig)
—3[l1 (l3 — lg) + lglg]

(I3 —12)(I3 = 11)(2l3 — 11 — I2)
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Funciones Base de tipo III

Este tltimo tipo va a ser empleado inicamente en los segmentos extremos
que acaben en circuito abierto en el cémputo de los modos TE, con el fin de
permitir a la corriente transversal a ¢ cumplir la condiciéon de contorno en
el borde de la perturbaciéon. Una vez mas, incluimos el desarrollo para las
funciones de subtipo I (aquellas centradas en el tltimo segmento). Al final
se incluiran también los resultados para el segundo subtipo de funciones de
esta clase. De nuevo, queremos funciones continuas y diferenciables en todo
su soporte, lo cual implica que los dos splines solapen de forma suave:

y1(l2) = y2(l2) y1(l2) = y5(l2) (3.56)

Ahora necesitamos que nuestra funcién caiga de forma abrupta en el
borde izquierdo. El el borde derecho deseamos que se haga cero, pero que
caiga de forma suave.

y1(l) =0 y2(l3) =0 ys(l3) =0 (3.57)

Como siempre, por motivos de estabilidad, imponemos:

lo I3
/ (Dl + / yo(l)dl = 1 (3.58)

l1 l2

Volvemos a tener un sistema matricial definido por

Al=1b (3.59)
Donde ~ -
2 -3 1y —l 1 -1
205 —2ly 1 -1 0 0
2 0 L 0 1 0
A=1lo 2 0 1 0 1
0 23 0 1 0 0
_agd) ag:‘)) a§2) aéQ) agl) aél)_
Con
Cl,(ff) _ b = b
n
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b=[0 00 0 0 1]

La solucién al sistema planteado es:

0 — 601 — 3(l2 + lg)
T )2 — 15)?
3

T = 02— )
p — 6l —1)
(I = 12)?(l — 13)?
by = 6l3
(L = 13)%(l2 = I3)
o = 3[1[Z1(l2 + 13) — 2l2l3]
(I = l2)?(l — 13)?
2
"o 312

(I3 = 1)2(l3 — l2)

Las expresiones para el subtipo II serian:

3
(la =) (5 = 11)?
a4y = 3(11 + 1y — 2[3)
(= 13)*(la — 3)?

a1 =

. 61,
T )l — 13)?
613 — 6l1lo
by = 2 2
(lh = 13)*(l2 = I3)
3012
Ccl = 3
(la = l1)(I3 = 11)
ey — —3l3[l2l3 + l1(l3 — 212)]

(Ilh —13)2(l2 — I3)?
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3.7. Generalizar operaciones: el cambio de varia-
ble

Al describir la forma de segmentar la perturbacién se ha comentado
brevemente la necesidad de definir los segmentos en funcién de un parametro
t € [-0,5,0,5] de forma que nos sea sencillo generalizar las operaciones
necesarias para el calculo modal. Para poder realizar dicha generalizacion
tendremos que realizar cambios de variable, tal que todos los integrandos
queden en funcién de este parametro t. Como se ha expuesto en el la secciéon
anterior, los splines que constituyen las funciones base estan definidos sobre
la variable longitudinal [ y queremos definirlos en funcién de t.

El k-ésimo spline de la i-ésima funcién base obedece a la expresion

uf(l) = al> + bl + ¢ (3.60)
Pues bien, vamos a realizar un cambio de variable de manera que poda-
mos expresar ese mismo spline como una funcién de ¢ tal que

uf(t) = agt® + byt + ¢ (3.61)

Donde a¢, by y ¢; son los coeficientes asociados a ese mismo spline cuando
este estd definido sobre el eje t. Definido en funcién de la variable [ original,
un spline viene caracterizado por los limites sobre los que estd definido en
la variable independiente (I, 1) y por supuesto, por los coeficientes a, by c.
Podemos expresar los coeficientes de u¥(t) en funcién de dichos pardmetros
en virtud de las siguientes expresiones.

a; = aAl? (3.62)
by = aAl% 4 2alpAl + bAI (3.63)
ct=a (Af + loAl + lS) +b <A2l + lo> +c (3.64)
Con
Al =1 -y

3.8. Calculo de los modos TM

Con todo lo dicho hasta ahora, se han dado todos los ingredientes nece-
sarios para implementar un algoritmo que implemente el método BI-RME.
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A partir de ahora nos centraremos en detalles relativos a la propia implenta-
cion. Por ser el caso mas sencillo, empezaremos describiendo el procedimien-
to usado para el computo de los modos TM. Recordamos que la resolucion
del problema en cuestién giraba en torno a evaluar las integrales definidas
en (3.25) y (3.26).

Teniendo en cuenta que las funciones base empleadas son subseccionales,
es decir, tienen un soporte finito (valen cero fuera de dicho soporte) podemos
reescribir (3.26) como

R0 “
/
Rim:ﬁT%E R, (3.65)
k=1
Con
R = [ vl (3.66)
N

Donde Agk) representa el tramo en el eje [ asociado al k-ésimo segmento
de la i-ésima funcién base. Finalmente, aplicando el cambio de variable de
late[-0,5,0,5] descrito anteriormente, se obtiene

0,5
R = Alygy / uf™ () (t)dt (3.67)
—0,5

Esta 1ltima expresién depende tnicamente de los coeficientes de los spli-
nes expresados sobre el eje ¢ y de los parametros del segmento sobre el que
estemos integrando. Para computar numéricamente esta integral se puede
emplear cualquier técnica de integracién numeérica, siendo la cuadratura de
Gauss especialmente sencilla de aplicar (tan sélo requiere de un segundo
cambio de variable que deje el tramo de integracién en el intervalo [—1,1]).
En este caso, el cambio de variable para poder aplicar la cuadratura de
Gauss seria

1. 1 .
Con lo cual
Al 1 . o
R =230 [ iy (3.68)
—1

Quiero subrayar que este ultimo paso que implica el cambio de variable
t — t s6lo se requiere si se desea aplicar la cuadratura de Gauss; distintas
reglas de integracién requieren tratamientos distintos.
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Antes de seguir es necesario aclarar y poner en cierto contexto la nomen-
clatura empleada en ecuaciones como la de arriba. A lo largo del procedi-
miento para la implementacién de BI-RME nos referiremos a los segmentos
a través de dos atajos: el indice absoluto y el indice relativo.

= El indice absoluto es el orden que un segmento ocupa a lo largo del eje
[ sobre el que se desarrolla la curva perturbante o, expresado en forma
cardinal. Una vez discretizada o, el indice absoluto de cada segmento
es Unico e invariable.

= Kl indice relativo de un segmento viene siempre definido en el contexto
de una funcién base a la que ese segmento proporciona soporte. Es el
orden que ocupa dicho segmento dentro del conjunto que soporta la
funcién base dada.

Para entender bien la diferencia entre estas dos formas de identificar a un
segmento se proporciona la figura 3.9; la base us(l) viene soportada por los
segmentos de indices absolutos 4,5 y 6. Los indices de esos tres segmentos
relativos a us(l) se muestran entre paréntesis debajo de los indices absolutos
asociados. Como se puede intuir, los indices relativos siempre se definen
—para una base dada— de forma secuencial segtin su posicion en el eje [.

En las ecuaciones (3.65) y a partir de ahora (a lo largo de este capitulo
o hasta que se diga lo contrario) el subindice k hard referencia a un indice
relativo. En el contexto de cierta funcién base u;(l) denotaremos como i(k) al
indice absoluto asociado al segmento cuyo indice relativo respecto a u; es k,
por tanto, Al representa la longitud del segmento de indice absoluto i(k).
En la misma onda, denotaremos por K (i) al nimero de segmentos que dan
soporte a la ¢-ésima base. Finalmente uz(k) (t) representa el k-ésimo spline
perteneciente a la i-ésima funcién base. Habiendo aclarado esto podemos
seguir por donde lo dejamos.

Dada la naturaleza de las funciones u;(t) y ¥ (t) —que, recordamos,
es la componente axial normalizada del campo eléctrico dentro de la guia
base— el integrando de (3.65) presenta un comportamiento facil de manejar
numéricamente, puesto que no posee discontinuidades de ningin tipo y es
perfectamente diferenciable; por tanto, la evaluacién de esa integral se puede
realizar de manera inmediata con una Cuadratura de Gauss (o con cualquier
otra regla de integracién numérica).

La otra integral que habia que evaluar es aquella presente en (3.25).
Teniendo en cuenta que las funciones base valen cero fuera de un soporte
dado sobre el eje | (Ai para u;(l) y Aj para u;j(l')), podemos replantear
(3.25) como
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Figura 3.9: Funcién base de tipo 2, usada en segmentos extremos
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Figura 3.10: Parcela de integracién en el plano [ I’

gy = [ [ wen@ots, yatar (3.69

En esta ultima expresién, estamos integrando en una parcela rectangular
sobre el plano II’. Esta parcela rectangular se puede subdividir en cuadrantes,
estando cada uno de estos definido por la pareja de segmentos asociados a
los soportes Ai y Aj.

Realizando el cambio de variable de l y s at y de I’ y s’ a t’ aplicando
la misma nomenclatura de (3.65) podemos escribir

K(i) H(j

()
kh
Ly =" 3" Al Al L (3.70)
k=1 h=1

Con
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(k,h) 0.5 05 (k) (R) /1 , ,
L™ = ug” (H)us” () g(t,t')dtdt (3.71)
-0,5J-0,5
Donde

— Al representa la longitud del segmento con indice absoluto i(k).

Alj(y) representa la longitud del segmento con indice absoluto j(h).

K (i) representa el nimero de segmentos que soportan la i-ésima base.

— H(j) representa el niimero de segmentos que soportan la j-ésima base.

NG

: )(t) es el k-ésimo spline constituyente de la i-ésima base.

- u§.h) (') es el h-ésimo spline constituyente de la j-ésima base.

Cada iteracién del sumatorio doble presente en (3.70) requiere integrar
en cada uno de los cuadrantes que constituyen la parcela total de integracién.
Si se han empleado como funciones base las presentadas anteriormente —
definidas a lo largo de 3 segmentos o 2 para el caso de los extremos de o—
dicha parcela comprendera a 4, 6 6 9 sectores.

La funcién de Green escalar g(s, s’) que aparece en (3.25) presenta —en
una geometria rectangular— la siguiente expresion:

1 < T
PO (zor) 37
Donde
Th = 1= 2¢™ cos [T (y — (~1)1y)] + > (3.73)
Tmp = —%|1’— (—1)P2" + 2am)| (3.74)

Estas expresiones asumen que la guia rectangular base esta predispuesta
en el plano XY con su vértice inferior izquierdo en el origen de coordenadas,
siendo a la longitud de la misma sobre el eje z y b la longitud sobre el eje y.

A la hora de programar el algoritmo es de gran utilidad representar la
funcién de Green escalar para comprobar su validez. Esta ha de anularse
en las paredes de la guia rectangular base y tender a infinito —debido a la
singularidad logarimica— a medida que el punto fuente s’ y el de observacién
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Figura 3.11: Disposicién de la guia rectangular base en el plano XY

Figura 3.12: Representacion de g(z,y,a/2,b/2)
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s se aproximan mutuamente. En la figura 3.12 se ha representado la funcion
de Green escalar para una geometria rectangular con a = 2, b = 1 asumiendo
una fuente en (z,y) = (1,1/2).

La singularidad logaritmica presente va a repercutir en la forma de cal-
cular los Lg-k’h) . Segun el comportamiento de la funcién de Green, podemos
clasificar los sectores en los que se divide nuestra parcela de integracion en
dos clases: cuadrantes en los que g es regular y cuadrantes en los que g
es singular. La primera clase la constituyen aquellos sectores en los que NO
existen puntos tales que s = s’, es decir, en cuadrantes cuyas aristas horizon-
tal y vertical vienen dadas por segmentos distintos (i(k) # j(h)). La segunda
clase la comprenden los sectores en los que existen puntos tales que s = s’ —
ocurrird en cuadrantes definidos por un mismo segmento i(k) = j(h)—. Para
simplificar el lenguaje denominaremos a estos ultimos cuadrantes singula-
res. El calculo de los L;g-k’h) asociados a cuadrantes no singulares se podra
llevar a cabo empleando cualquier regla de integracién numérica. En el caso
de los L;gk’h) asociados a cuadrantes singulares requerird de un tratamiento
que nos permita extraer la singularidad para integrarla analiticamente; para
ello expresaremos ¢ como la suma de una parte regular y otra singular. Ob-
servando que la singularidad logaritmica es debida al término TO00 podemos
escribir:

1 & T10T01 1 TlOTOI 1 TOO 1
g=— Z ln( 1w m)+ln< 0_—0 )—lno—lnR2

dm L~ TOOT L AT TH 4t R?  Arm
(m#0)
(3.75)
o bien
g =9gr+ Ggrd + 9gs (376)
Donde
SR TOTO! 1 TEOT!
GERIC RS
m=—o0
(m#0)
1, 1
Ird = i In R? (3.78)
1
gs = —— In R? (3.79)
4

— g, representa la parte regular de g, integrable numéricamente.
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— grq s regular, pero presenta una discontinuidad evitable en s = s’.

— gs es la parte singular de g, que tendremos que integrar analiticamente.

Tanto la parte regular continua g, como la parte regular discontinua
grq son integrables numéricamente. No obstante, si se va a emplear una
cuadratura que requiera de la evaluacién de g,.q en puntos tales que s = s/,
tendremos primero que salvar la discontinuidad. Esto se realiza calculando
el limite cuando s — s’ de la funcién objetivo. Tenido en cuenta que R? =
(z —2")2+ (y —y')? y sustituyendo el término T3° por su desarrollo en serie
de Taylor en torno al punto (2/,y’) se obtiene

790 T 2
lm gpq = 1f 0 = (= :
iy oea=Jim, oy~ () 50
y—y’

Entonces, podemos redefinir g.; como

1 T5° : /
—=InY% sis#d,
O i @81
z =

Con estos desarrollos podemos particularizar el cdlculo de (3.71) a los
cuadrantes singulares como

Likh) = pfEh) y pikh) (3.82)

] T ijs

Con

m / / h V() [9- (8, ) + gralt, )] didt’ (3.83)
L / / (t)ul (t')ga(t,t')dtdt’ (3.84)

El célculo de (3.83) se realizard numéricamente empleando, por ejemplo,
la Cuadratura de Gauss y (3.84) se calculara en dos pasos, tal como se ilustra
a continuacion.

(3.85)



La funcién fj(h) (t) viene dada por

0,5
() = / uP (1) s (1, )t

1o W2 W L ()] o 2
=~ o5 [aj t —}—bj t—}—cj ]lnR dt

(3.86)

Donde a§h), bg-h) y cg-h) representan los coeficientes del h-ésimo spline
constituyente de la j-ésima funcién base expresados en virtud de la variable
t, tal como se explicé en el apartado del cambio de variable. Para ser capaces
de resolver esta integral analiticamente necesitamos expresar R? como una
funcién de t. Como estamos en un caso en el que nos movemos sobre los
puntos de un mismo segmento, podemos escribir las coordenadas x e y de
estos de la siguiente manera:

r =x0+ Ax(t+0,5) y=1yo+ Ay(t+0,5) (3.87)
7' =z + Ax(t' +0,5) Y =yo+ Ayt +0,5) (3.88)

Por tanto, teniendo en cuenta que R es la distancia entre los puntos
s=(z,y) y s = (2/,y') podemos escribir

R*=(z—2) 4 (y—v)? = A2t —t')? + Ay?(t — t/)?
= (Az? + Ay (t —t)? (3.89)
= APt —t')?

Introduciendo (3.89) en (3.103) y resolviendo la integral se obtiene la

expresion analitica para f]( )(t). A continuacién se proporciona la solucién
a la integral buscada, que serd empleada en mas ocasiones.

0,5
/ [at’? + bt + | In [AP(t — ')*] dt’ =
-0,5
1
= { [8at? + 126> + 24ct + a — 3(b — 4c)| In[2t + 1

12 (3.90)

1
-5 8at® + 12bt? + 24ct — a — 3(b+ 4c)| In |2t — 1

(ﬂ + 20) In
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Una vez disponemos de la expresiéon anterior somos capaces de aplicar
una cuadratura unidimensional sobre la integral (3.85).

Ejemplos

Vamos a ver algunos ejemplos comunes de guias de onda analizadas
computacionalmente mediante el método BI-RME. Es especialmente ilus-
trativo analizar guias de onda candnicas cuyos pardmetros son conocidos
tedricamente para ver la precision que es capaz de alcanzar nuestro algorit-
mo.

Analizaremos la guia circular de radio r = 9,525 mm (figura 3.13.a),
la guia rectangular de dimensiones a = 19,05 mm, b = 9,525 mm con un
reentrante de anchura w = 4 mm y altura h = 2,976 mm (figura 3.13.d), la
guia eliptica de semieje mayor a. = 10 mm y excentricidad e = 0,5 (figura
3.13.c). Se mostrardan también, a modo de ejemplo, los campos modales de
una guia en forma de cruz (figura 3.13.b).

Para analizar la guia en forma de circulo y la eliptica se han empleado
N =120 segmentos y M = 500 modos de la guia rectangular base, obtenien-
do un total de M = 500 modos de la estructura perturbada (de los cuales
hay que separar los que pertenecen a la region de interés, i.e. aquellos que
se propagan por el interior de la perturbacion circular o eliptica frente a los
que se propagan por fuera de esta). Se han empleado 8 puntos de cuadra-
tura por segmento (64 por cuadrante para las integrales 2D). Ejecutando
el programa confeccionado sobre MATLAB el tiempo de célculo ha sido de
10,81 s, empleando un procesador Intel 15 7200U de dos nicleos a 2,50 GHz.

Cuando no existan resultados tedricos con los que comparar los resulta-
dos numéricos (como en el caso de la guia con reentrante) se proporcionardn
comparativas con los valores mostrados en otras publicaciones. Las magni-
tudes a comparar seran siempre frecuencias, longitudes de onda y ntmeros
de onda de corte de los modos que se propagan en el interior de la guia
estudiada.
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Figura 3.13: Estructuras a analizar con BI
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— fr_ primer modo TM gula crossed
25— | = = =T primermodo TM gula cuadrada
1] .
4 -
™ 2 -
= i
= -
o -
o 1.5
u—u -
1—- CTEE - - - - - - - - - - -
rrr1||||r'r1'1||||rr11|||r'r111|||r'r111||rr
005 0.1 0.15 0z 0.25 0.3 035 0.4 0.45

bfa

Figura 3.14: Relacién entre la frecuencia de corte del primer modo TM de las
guias crossed y cuadrada base en funcién del ratio b/a (ver figura3.13.d)El
cambio de tendencia se debe a la apariciéon de modos que se propagan fuera
de la guia crossed —es decir, entre la misma y la guia cuadrada que la
contiene—.

Primer mado TM
Segundo modo TM
Tercer modo TM

f (GHz)

1':' T 1 11 ' L L L ! T 1 171 I L 1 L L ! T 1 1 1 I L 1 T 1 T 7T r
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
b/a

Figura 3.15: Frecuencias de corte de los cuatro primeros TM de la guia
crossed en funcién del ratio b/a (ver fig.3.13.d)
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Orden | f. (GHz) (BI-RME) | f. (GHz) (TEORIA) | Error rel.( %)
1 24.0975 24.0929 0.0191
2 38.0396 38.3882 0.0202
3 51.4602 51.4516 0.0168
4 55.3158 55.3033 0.0227
5 63.9352 63.9201 0.0236
6 70.3038 70.2862 0.0251
7 76.0399 76.0244 0.0204
8 84.3479 84.3288 0.0227
9 86.7234 86.6980 0.0293
10 87.9025 87.8777 0.0282

Tabla 3.1: Frecuencias de corte de los 10 primeros modos TM de la guia
circular de radio r = 9,525 mm, obtenidos por BI-RME (con segmentos
rectos) y el error cometivo en relacién al valor tedrico.

Orden

f. (GHz) (BI-RME)

f. (GHz) (BLRME |[11))

FEM | TLM

1

21.4560

21.4571

22.135 | 21.333

23.3890

29.7266

35.2832

37.0259

38.0803

42.5040

CO| || O | W DN

46.7645

Tabla 3.2: Frecuencias de corte de los 8 primeros modos TM de la

guia

rectangular de dimensiones a = 19,05 mm, b = 9,525 mm con un reentrante
de anchura w = 4 mm y altura h = 2,976 mm, obtenidos por BI-RME. Se
compara el primer modo con resultados obtenidos mediante otras técnicas.

Orden | A (cm) (BI-RME) | Ac (cm) (Ref. [11]) | Error rel. (%)
30 0.775336 0.775601 -0.0218
50 0.591956 0.592145 -0.0109
90 0.433885 0.434155 -0.0241

Tabla 3.3: Longitudes de onda de corte de tres modos TM de alto orden de la
guia eliptica de semieje mayor 10 mm y excentricidad e = 0,5, obtenidas por
nuestra implementacion de BI-RME y por el procedimiento tedrico expuesto

en [14].
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Figura 3.16: Campo eléctrico axial (E,) (normalizado respecto al méximo)
de los primeros 8 modos TM de la guia circular de didmetro d = 12 mm,
analizada como una guia cuadrada perturbada por una hoja conductora en
forma de circulo.
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Figura 3.17: Primeros 8 modos TM de la guia eliptica de semieje mayor
a = 10 mm y excentricidad e = 0,5, analizada como una guia rectangular
perturbada por una hoja conductora en forma de elipse. Se representa la
componente axial del campo eléctrico normalizada respecto al maximo.
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Figura 3.18: Primeros 8 modos TM de la guia en forma de cruz de relaciéon
b/a = 0,25, analizada como una guia cuadrada perturbada por cuatro es-
cuadras conductoras colocadas en las esquinas. Se representa la componente
axial del campo eléctrico normalizada respecto al maximo.
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Figura 3.19: Primeros 8 modos TM de una guia rectangular de dimensiones
a = 19,05 mm, b = 9,525 mm con un reentrante de anchura w = 4 mm
y altura h = 2,976 mm (guia ridge), analizada como una guia rectangular
perturbada por una hoja conductora en forma de U invertida. Se representa
la componente axial del campo eléctrico normalizada respecto al maximo.



3.9. Calculo de los modos TE

La implementacién del algoritmo de calculo de los modos TE es conside-
rablemente méas complicada que la de los modos TM; ahora hemos de lidiar
con la funcién de Green diddica —aparte de la funcién de Green escalar ya
empleada—, ademas se usaran las derivadas de los splines y se introduciran
operaciones vectoriales.

Las definiciones empleadas en relacion a los indices relativos y absolutos
asociados a los segmentos en los que se divide o sigue siendo la misma que
la que se usé en los apartados anteriores. La precision en el computo de los
modos TE requiere de la evaluacién mas fina posible de las integrales (3.18),
(3.19) y (3.20).

Empezaremos por el cdlculo de los elementos de la matriz R. Recapitu-
lamos que la expresién genérica para su computo es

1
B
Como se comenté en el apartado de la teorfa de los modos TE, £() es un
vector unitario tangencial a nuestra curva o. Teniendo en cuenta el modelado
de la perturbacion empleando tramos rectos, podemos proporcionar una
expresion para f(l) en funcién de los pardmetros del segmento en el que se

encuentre el punto evaluado [. Si la abscisa [ pertenece al k-ésimo segmento,
entonces, sobre ese tramo, se cumplird la relacion

Rom = /w@W%&Mﬂﬂ

~ ~ A.Cl:k Ayk
th=tr=2—+9—— 3.91
() =t = a5 + 35 (391)
Teniendo en cuenta que el soporte asociado a cada spline constituyente
de la i-ésima funcién base es finito, podemos descomponer R;,,, como la suma

de las contribuciones del integrando sobre cada uno de dichos soportes.

Rim = — S R® 3.92
im = 35 2 Rin (3.92)
m =1

Aplicando el cambio de variable de [ a ¢ podemos expresar Rl(fn) como
k 0% oy s
R = Al / ¥ (s - em()dt (3.93)
—-0,5

donde
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- 1
fi - em(®) = - [Aaiel? (O + duel 0] (390

Introduciendo (3.94) en (3.93) se obtiene

0,5
R = [l [Aaiely )+ Syeld (0] ar - (3.99)

(z)

De forma aclaratoria, decir que ey’ (t) representa la componente x de
em(t) mientras que 6%) (t) representa la componente y de ese mismo vector.
La ecuacién (3.95) estd lista para ser evaluada numéricamente —lo cual se

puede hacer de forma muy precisa mediante cuadratura de Gauss—.

Otra de las integrales a evaluar es

”_// s, s) 8“1 8“51/ dldl’ = // s, 8 w; (L)w; (!')dldl

(3.96)
Por simplicidad de exposicién, nos referiremos a las derivadas de los splines
de acuerdo a

wi(t) = 240 (1) = 24t

Lo primero de lo que hay que percatarse es de que (3.96) es idéntica en
forma a la expresién de los elementos L’ empleada en célculo de los modos
TM; tan solo se sustituyen las func1ones base por sus derivadas. Por ello, el
procedimiento para su computo es idéntico. Comenzamos descomponiendo
la integral en el cuadrante definido por los soportes de w;(l) y u;(l) en
integrales que alberguen parcelas mas pequenas.

K(i) H(j)

Cis = 3 > Al ALy O (3.97)
k=1 h=1

Donde CZ(]k h) representa la contribucion asociada a la parcela definida
por el k-ésimo segmento de la i-ésima base y el h-ésimo segmento de la
j-ésima base. Una vez mas, teniendo en cuenta el cambio de [ a t:

05 105
oy = / . / 05w§k)(t)w§h)(t’)g(t,t’)dtdt’ (3.98)
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En cuadrantes regulares (g no posee singularidades) aplicamos cualquier
regla de integracién numérica sobre (3.98) sin més. Sin embargo, en cua-
drantes singulares tenemos que realizar la descomposicién de g(t,t’) en parte
regular (g, + grq), vy singular (gs), de forma que

(k,h) _ ~(k,R) (k,h)
i =0 + 0y (3.99)

Con

W / / E" ) [g0(t, ') + gra(t, t')] dtdt’ (3.100)
Ci: / / ul" () gs (2, t')dtt (3.101)

La parte regular de CZ(]k ") definida en (3.100) estd lista para se integrada
numéricamente. La parte singular (3.101) requiere del tratamiento adicional
ya conocido:

ckh) " ®)(4) " ) () gs(t, ¢)dt! | dt
ijs = w; 3 W, gs\t,

—0,5

05 g o (3.102)
= [ us
—0,5
La funcién fj(h) (t) viene dada por
0,5
10 = [ et t)ar
05 (3.103)
_ L m (') In [AL2(t — ')?] ¢’
47 —0,5 J

Esta tultima integral es resoluble analiticamente aplicando la féormula
(3.90).

Habiamos dejado la parte mas complicada para el final: la obtencién de
los elementos L;;. Recapitulamos la expresién objetivo:

Li]’ == / / uz(l)uj(l/)f(l) . G’st(s, S’) . f(l/)dldl/
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Al igual que se hizo en el procedimiento de calculo de L} ; para el caso TM
con la funcién de Green escalar g, es conveniente analizar la expresién de la
funcién de Green diddica G y mostrar sus componentes, de esta forma sers
mas simple vislumbrar una estrategia que nos permita evaluar la integral de
la forma ma&s precisa posible.

Para una estructura rectangular de anchura a y altura b limitada por
paredes perfectamente conductoras y posicionada en el plano XY como la
mostrada en la figura 3.11 la funcién Gy se puede expresar como

Ga(z,y,2,9) = Gpud® + Gy + Gy YT + Gyy Uy (3.104)
Donde
R — Tt cos Yt —e 1 Xml cos V= — = Xml
Gmx:87 Z 1nirf_p(m| + - —
e T T
 — sinYt sinY~
Gy = — _1ymx -
8w m_ZOO< )" Xon ( Ty T )
- sinYt sinY~
Gy = —— X -
e 87Tm;00 m( T Tm )
| & Y+ o1l
Gyy = T8 Z (=1)" |In (4T$T7;€72|Xml) + | Xm| = +e
& m=—00 Tm
N cos Y~ — e[ Xml +x+x’—\x—1:’| xx’
Tm 2b ab
Con

Xm:Z[a:— (m+;)a—(—1)m<x’—;)]

T
YE= g(y +y)

TE = cosh X, — cos Y+

En las figuras 3.20 a 3.23 se muestran representaciones de cuatro compo-
nentes de la funcién de Green diddica, asumiendo un punto fuente en medio
de la guia rectangular base (z' = a/2, ¥’ = b/2). Es importante resaltar la
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0.5,

Figura 3.20: G, para para un punto de fuente en 2’ = a/2, y' = b/2. Notar
la singularidad cuando el punto de fuente se acerca al de observacion.

Gyy

Figura 3.21: Gy, para para un punto de fuente en 2’ = a/2, y' = b/2. Notar
la singularidad cuando el punto de fuente se acerca al de observacion.
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Gxy

Figura 3.22: G, para para un punto de fuente en 2’ = a/2, y’ = b/2. Existe
una discontinuidad evitable en el z = 2/, y = ¥/.

Figura 3.23: G, para para un punto de fuente en 2’ = a/2, y’ = b/2. Existe
una discontinuidad evitable en el x = 2/, y = ¢/.
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presencia de la singularidad logaritmica en G, y Gy, cuando el punto de
observacion y el de fuente convergen (z — 2/, y — 3’). Para poder llevar a
cabo la integral presente en la expresion de L;; serd necesario aislar dicha
singularidad para proceder, posteriormente, a su integracion analitica. Por
otra parte, las componentes Gy y Gy, presentan una discontinuidad evita-
ble en x = 2/, y = y/. Salvar esta discontinuidad puede ser oportuno segin
la regla de integracion numérica que tengamos pensado emplear.
El término (1) - G(s, ') - £(I') se puede expandir como

t(1) - Gt - (1) =t (Nte () Gz + to(Dty (1) Gay

+ ty (D)t (") Gye + ty (Dty (I Gyy (3.105)
Esto nos permite descomponer L;; en cuatro términos
Lij = Lijee + Lijey + Lijyz + Lijyy (3.106)
Lijzz = / / wi(Du; ()t (Dt (1) Gau(s, s")dldl! (3.107)
Lijey = / / w; (D (Ut (Dty (1) Gay(s, s")dldl! (3.108)
Lijye = / / s (1) (Dt () Gya (5, 8)dldl (3.109)
Lijyy = / / wi(Du; (1)t (Dt (1) Gyy (s, 8")dldl’ (3.110)

Teniendo en cuenta que la base i-ésima se soporta sobre K (i) segmentos
y la base j-ésima sobre H(j) segmentos podemos expresar cada una de las
integrales anteriores como la suma de las contribuciones de cada cuadrante
(definido por un par de segmentos en [ y ') al total.

i) H(j)
( (k,h)
zj;m = Z Z Al Alj(h ’Lj(El' zy:vy - Z Z All(k Al h)Lz]xy
k=0 h=0 k=0 h=0
i) H(j) L) K(i) H(j k1)
Lijyz = Z Z Al Aljny L ijyz Lijyy = Z Z Alik Lwyy
k=0 h=0 k=0 h=0

Aplicando el cambio de variable estudiado [ — ¢, I’ — t/



k,h) T T o o h
L =6 o) / / D)l () G (t, ') dtat! (3.111)

7 7

LM = tﬁfk t(yh) / ° / ? ()l () Gy (¢, 1) dtat’ (3.112)

L) =)o) / / ° ()l (1) Gya(t, ) dtat! (3.113)
k,h) . 9 k h

L) =10 1) / 0 / uM (Oul" ()G (¢, 1) dtdt! (3.114)

Seguidamente hay que tratar la singularidad de G, y Gy, con el objeti-
vo de aislarla e integrarla analiticamente. Inspeccionando las expresiones de
dichos elementos vemos que la singularidad la provoca el término In(7),),
que tiende a infinito cuando el punto de fuente s y observacién s’ conver-
gen. Nos encontramos con una dificultad adicional al separar G, y Gyy en
parte regular y parte singular: la parte regular presenta una discontinuidad
que puede requerir tratamiento adicional. Debido a estas caracteristicas es
conveniente expresar las mencionadas funciones como

wa = Gawrc + G:m:rd + Gzzs + Gmxrs (3115)
ny == nyrc + nyrd + nys + nyTS (3116)

Siendo

— Gzre la componente continua de la parte regular de G,.
— Guurq la componente discontinua de la parte regular de G .

— Gaars la parte regular discontinua resultante del proceso de extraccion
de la componente singular de G .

— Guzs la componente singular de G .

Las expresiones de todas estas componentes —asi como las de G,,— son
mostradas a continuacién
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G:B;Brc - 7| 0|
8 8 T(;r
1 = T+ Y+ — e Xml Y~ — e [Xml
* 8 Z In =" — | X, cos Jr6 _cos 76
i R i) T
m7#0
1 cos Y™ — e~ X0l
G:t:crd = |X0| —
8 T
1 Ty
Grars g n <R02>
1
G:L‘xs 8771' 111(R2)

z+a' -z -2 z2 1 _alx,
nyTC = 2b — E — 87 In <4T+€ ‘ OI)

1 cos YT — e~ 1Xol 1 > o

Xl o 3 {0 i (4T
0 m=—o0
m=#0
Xl cos Y+ — g 1Xml N cos Y™ — g1 Xml
" T T
cos Y~ — e~ X0l

1
ny?"d = _§|XO|

1 T,
nyrs == _877'(‘ In (R02>

1
2
Gyys = —— In(R
9y 87 ( )
Las componentes cruzadas de la funciéon de Green diddica se pueden
separar Unicamente en parte continua y discontinua, al carecer de singulari-

dades.

Ty

Ga:y = nyc + Gryd
Gyz = Gyacc + Gycd

Siendo
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1 sinY+t 1
Gaye = —Xo = > ()" Xy,

8 T 8w T T
m#0
1 sinY
G:vyd = 7X0 -
8w T,
1 sinYt 1 = sinYt sinY~
Guee = ——X - — X —
e g 0 8 m; m ( Ty Tin )
m#0
1 sinY —
Gymd = —Xo —
8 T,

Para salvar las discontinuidades hay que calcular el limite cuando s — s’
de las componentes discontinuas de cada funcién para después redefinir
dichas componentes ”tapando”la discontinuidad. El valor del limite para
Grards Gyyrd, Grya ¥ Gyza depende del tipo de segmento sobre el que nos es-
temos moviendo (en nuestro caso son segmentos rectos). Calcularlos requiere
realizar el cambio de variable z = zo + Ax(t + 0,5), 2’ = xo + Az(t' +0.,5),
y =y0+Ay(t+0,5), ¥ = yo+Ay(t'+0,5). Realizando el desarrollo de Taylor
en t = t’' de las expresiones resultantes y calculando el limite se obtienen los
siguientes resultados

lfm Gara(t, ') = — lim Gyyra(t, ) = — (5F 2
tg?/ zxrd\ly - tilgfl’ yyrd\l; - Ar Al

’ . N 1 AzAy
th—I}tl’ Gorya(t, 1) = th_r)?, Gyea(t, V) = 47 Al?

La parte regular total de G, y Gyy es la suma de las partes continuas
y discontinuas. Las expresiones siguientes tienen en cuenta los limites cal-
culados para salvar la discontinuidad.

Gazre + Guord, sit#t

Gy = { Crore ¥ Crarar - ST (3.117)
Ga:mrc =+ In (E) y sit=t
G + Gyyrd, sit£t

nyr = yyre 1nyAx 5 ) 7 , (3.118)
Gyyre — 1= (R%)7, sit=t
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De la misma forma

Gaye + Gayd, sit £t

Goy = rye 1xeAy ) , (3.119)
Guye + 4~ Az, Sit=t
Gyee + Gyad, sit £t

ny = - 1nyAy : / (3120)
Gym—l—ﬂmz, sit=t¢

Las funciones Gyzrs y Gyyrs también poseen una discontinuidad en s =
s', pero en este caso el valor de limite es independiente del tipo de segmento.

1 72
zh_f:; G(E.’ET‘S = mlgil nyTS = _Q In <2b2> (3121)
y—=y' y—y'

En cuadrantes regulares aplicaremos una cuadratura directamente sobre
(3.111)-(3.114). En cuadrantes singulares descomponemos el célculo en dos
partes, una que implique a la parte regular de G, y Gyy y otra que implique
a su parte singular. Como G5 = Gyys podemos escribir

L) _ p(kh) L p (k)

1jTrT 1jxTr (L]

Len — pkh) g (kh)

ijyy ijyyr ijs
Donde
Lz(fx};l = / / h () [Gaar (1) + Gagrs(t, )] dtdt’
Lgfy};r = / / Uz'k) (t)U§h) (t") [Gyyr (8, 1) + Gyyrs(t. 1) dtdt’
(kh) _ h
ngs k) ] h)/ / (t/)Gxxs(t7t/)dtdt/

Sustituyendo en esta ltima expresion G.,s por su valor y manipulando
algebraicamente la ecuacién resultante se obtiene

05
' h
Lffsh) tfi’i) (())/ ng)(t)f; (t)dt (3.122)

—-0,5
Siendo
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Orden | A\, (cm) (BI-RME) | A (cm) (Ref.[11]) | Error rel. (%)
1 3.39363749 3.39447781 -0.0248
) 1.90719321 1.90795097 -0.0397
10 1.39726000 1.39790732 -0.0463
20 0.91541942 0.91607066 -0.0711

Tabla 3.4: Longitudes de onda de corte de cuatro modos TE de la guia
eliptica de semieje mayor a, = 10 mm y excentricidad e = 0,5, obtenidas por
nuestra implementacion de BI-LRME y por el procedimiento teérico expuesto
en [14].

1

8w

1) = ;

0,5
’ h h h
/05 [a(. 142 4ot 4 ¢ )} In [AP(t— )] dt’  (3.123)

La expresién analitica de esta dltima integral se obtiene autométicamen-
te a partir de (3.90).

Ejemplos

Vamos a estudiar los mismos cuatro ejemplos que ya se vieron para el
caso TE: la guia circular de radio r = 9,525 mm, la guia rectangular de
dimensiones a = 19,05 mm, b = 9,525 mm con un reentrante de anchura
w =4 mm y altura h = 2,976 mm (guia ridge), la guia eliptica de semieje
mayor a. = 10 mm y excentricidad e = 0,5. Se mostraran también, a modo
de ejemplo, los campos modales de una guia en forma de cruz.

Para analizar la guia en forma de circulo y la eliptica se han empleado
N = 120 segmentos y M = 500 modos de la guia rectangular base, obte-
niendo un total de M + N = 620 modos de la estructura perturbada (de los
cuales hay que separar los que pertenecen a la region de interés, i.e. aquellos
que se propagan por el interior de la perturbacion circular o eliptica frente
a los que se propagan por fuera de esta). Se han empleado 8 puntos de cua-
dratura por segmento (64 por cuadrante para las integrales 2D). Ejecutando
el programa confeccionado sobre MATLAB el tiempo de célculo ha sido de
14 s, empleando un procesador Intel I5 7200U de dos ntcleos a 2,50 GHz.
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Orden | f. (GHz) (BI-RME) | f. (GHz) (TEORIA) | Error rel.( %)
1 9.2252 9.2230 0.0241
2 15.3037 15.2995 0.0272
3 19.1993 19.1941 0.0269
4 21.0518 21.0450 0.0326
5 26.6476 26.6371 0.0391
6 26.7149 26.7067 0.0308
7 32.1544 32.1377 0.0520
8 33.6051 33.5929 0.0361
9 35.1559 35.1431 0.0366
10 37.5994 37.5760 0.0624

Tabla 3.5: Frecuencias de corte de los 10 primeros modos TE de la guia
circular de radio r = 9,525 mm, obtenidos por BI-RME (con segmentos
rectos) y el error cometivo en relacién al valor tedrico.

Orden | f. (GHz) (BI-RME) | f. (GHz) (BI-RME [11]) | FEM | TLM
1 6.71585 6.71569 6.640 | 6.715
2 15.1311 15.1309 14.956 | 15.083
3 16.8551 16.8550 16.788 | 16.839
4 17.1712 17.1713 17.159 | 17.201
5 22.3046 22.3047 22.173 | 22.314
6 24.3071 - - -
7 27.2632 - - -
8 29.0101 - - -

Tabla 3.6: Frecuencias de corte de los 8 primeros modos TE de la guia
rectangular de dimensiones a = 19,05 mm, b = 9,525 mm con un reentrante
de anchura w = 4 mm y altura h = 2,976 mm, obtenidos por BI-RME. Se
compara el primer modo con resultados obtenidos mediante otras técnicas.
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Figura 3.24: Campo eléctrico transversal (|E¢|) (normalizado respecto al
méximo) de los primeros 8 modos TE de la guia circular de didmetro d =
12 mm (gufa ridge), analizada como una guia cuadrada perturbada por una
hoja conductora en forma de circulo.
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Figura 3.25: Campo eléctrico transversal (|E¢|) (normalizado respecto al
méximo) de los 8 primeros modos TE de la guia eliptica de semieje mayor
a = 10 mm y excentricidad e = 0,5, analizada como una guia rectangular
perturbada por una hoja conductora en forma de elipse.
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Figura 3.26: Campo eléctrico transversal (|E¢|) (normalizado respecto al
méximo) de los primeros 8 modos TE de una guia rectangular de dimensiones
a = 19,05 mm, b = 9,525 mm con un reentrante de anchura w = 4 mm y
altura h = 2,976 mm, analizada como una guia rectangular perturbada por
una hoja conductora en forma de U invertida.
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Figura 3.27: Campo eléctrico transversal (|E¢|) (normalizado respecto al
méximo) de los primeros 8 modos TE de la guia en forma de cruz de rela-
cién b/a = 0,25, analizada como una guia cuadrada perturbada por cuatro
escuadras conductoras colocadas en las esquinas.
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3.10. Calculo de los modos TEM

La obtencién de los modos TEM tienen la peculiaridad —frente a los
modos TE y TM— de que sé6lo nos interesa el campo modal (puesto que
el nimero de onda de corte de un modo de este tipo es siempre cero). Co-
mo ya se explicé en la parte de teoria, para el cémputo de estos modos
vamos a definir dos conjuntos de curvas —perturbaciones— distintas: aque-
llas que hacen contacto con la pared metdlica de la gufa base y que, por
tanto, estdn sometidas a su mismo potencial —que fijaremos a cero— y por
otra parte aquellas curvas internas cuyo potencial es diferente de cero. Las
perturbaciones del primer conjunto las denotamos con un asterisco a modo
de superindice (0§, 03, ...). Nos referimos a las del segundo conjunto sin el
asterisco (o1, o9, ...).

Cada una de estas curvas esta definida por cierto nimero de segmen-
tos y tiene asociado un conjunto de funciones base propio, las cuales estan
definidas —toman valores distintos de cero— sélo sobre segmentos pertene-
cientes a esa curva en particular. Esto quiere decir que dos funciones base
pertenecientes a dos cuervas ¢ distintas no deben entrelazar. Este concepto
se intenta reflejar en la figuras 3.28 y 3.29: es esa ilustracién se observan 3
contornos perturbantes (c*, o1 y 02). A la hora de realizar el desarrollo de
todas las perturbaciones sobre el eje | tenemos que definir bien en qué pun-
to del eje acaba una y empieza otra. Definir bien los limites nos permitira
establecer correctamente las funciones base y, a partir de ahi, implemen-
tar el método numérico de forma correcta. Este concepto es extrapolable
al procedimiento para el cémputo de los modos TE y TM explicados ante-
riormente (en BI-RME no existe restriccién en cuanto al nimero de curvas
perturbantes definidas).

Evidentemente, en una estructura que admita modo TEM, sélo existira
uno de estos modos —y empezard a propagarse el primero, como modo fun-
damental de la estructura—. Cuando tengamos una geometria como la de
la figura 3.28 en la que tenemos mas de un conductor interno (entendiendo
por conductor interno aquél que no haga contacto eléctrico con la pared de
la guia base, en ese ejemplo, o1 y o2) existiran tantos pseudomodos como
conductores internos haya. Un pseudomodos TEM es una configuracién elec-
tromagnética en la que se asume que todos los conductores presentes en la
estructura estudiada estan a potencial cero, menos un conductor interno pre-
viamente seleccionado. De acuerdo a esta definicién, existirdn tantos pseudo-
modos como conductores internos hayan. El campo TEM total en el interior
de la guia serd la superposicién de todos los pseudomodos presentes.

Para calcular el modo TEM de una estructura hemos de obtener una
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Figura 3.28: Guia rectangular con tres contornos perturbantes internos, uno
de ellos haciendo contacto con la pared de la guia base.
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Figura 3.29: Las bases pertenecientes a distintas curvas perturbantes no han
de entrelazar entre ellas.
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matriz L” y una matriz f. Los elementos de la matriz L” se obtienen como
se indica en (3.36). Evidentemente, esa integral es exdctamente la misma
que la que ya se resolvid en el cdlculo de los modos TM para la obtencion
de los elementos ng, con lo que este problema ya estd resuelto.

La matriz f estd formada por tantos vectores columna como conducto-
res internos tenga la estructura. Cada vector columna permite obtener un
pseudomodo. El numero de elementos de estos vectores es igual al niimero
de funciones base definidas sobre toda la perturbacién (aqui se incluyen to-
das las curvas o), estando cada elemento del vector asociado a una funcién
base —especificamente, a aquella cuyo indice coincide con la posicién del
elemento dentro del vector—. El vector columna asociado al m-ésimo pseu-
domodo debe tener todas sus componentes a cero salvo aquellas ligadas a
las funciones base asociadas a la perturbacién que define dicho pseudomodo,
que quedan fijadas al potencial ligado a ese conductor especifico (se impone
potencial 1). Para el ejemplo de las figuras 3.28 y 3.29 definiriamos la matriz
f como refleja la ecuacion (3.124).

(3.124)

ha

Il
OO OO0 R R EFE EFEFEFOODOOO
R R PR EO OO0 OO0 o oo
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Figura 3.30: Componente transversal de los campos asociados a los pseudo-
modos TEM (a,b) y al modo total TEM (c), compuesto por la superposicién
de ambos pseudomodos. Los campos estan normalizados respecto al maximo.
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3.11. Algoritmo de descarte modal

El método BI-RME permite calcular los modos de una guia rectangular o
circular perturbada por ldminas conductoras. Estas perturbaciones pueden
sencillamente modificar la geometria de la guia base (como es el caso del
reentrante anadido en el caso de la guia ridge) o bien dividir el interior de la
guia base en subregiones perfectamente cerradas. Una forma de proceder al
estudio modal de una guia de seccién transversal arbitraria es introducir el
contorno de la misma en el seno de la guia base. En este caso, las longitudes
de onda de corte obtenidas tras la aplicacion de los procedimiento vistos
hasta ahora proporcionaran valores asociados a la regién de interés —es
decir, al interior de la guia arbitraria sujeta a estudio— asi como valores
asociados a la regién externa a esta (la regién definida entre las paredes de
la guia arbitraria y las paredes de la guia base rectangular o circular). Es
por esto que necesitamos un procedimiento que nos permita discriminar los
modos que pertenecen a la regién externa frente a aquellos que pertenecen a
la regién de interés. El algoritmo de descarte modal [11] permite distinguir
los modos internos de interés frente a los modos externos no deseados.

El funcionamiento es simple: definir dos lineas de puntos en torno a la
curva perturbante o, una interna a la regién de interés y otra externa a la
misma, tal como se muestra en la figura 3.31. El niimero de puntos internos
y externos es el mismo.

Para un modo determinado, obtenemos el médulo de su campo eléctrico
asociado tanto para los puntos internos |E;"| como externos |E; |; ademis,
obtenemos el drea de la regién interés ST y el de la regién externa S~.
Seguidamente calculamos un cociente @) definido como

N
Sty B
p—y —
S Zi:l‘Ei |2

siendo N el nimero de puntos tomados para una de las regiones (es decir, el
numero total de puntos entre dos). Atendiendo al valor de @ diremos que:

Q= (3.125)

— Si @ > 100, el modo pertenece a la regiéon interna.
— Si@ < 1, el modo pertenece a la region externa, y ha de ser descartado.

- Sil1l < @ <100 el modo se considerard dudoso, y en principio, no se
descartara.

Los puntos internos a S7 y externos a esta region se pueden obtener
de forma sencilla a partir de la perturbacién segmentada en tramos rectos:
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Figura 3.31: Puntos en torno a la perturbaciéon ¢ tomados para la aplicacién
del algoritmo de descarte modal.

obtenemos K puntos a cada lado del segmento, cada uno a una distancia d
de este ultimo. En [11] se recomienda que d = A, /2 siendo Aj, la longitud de
onda de corte asociada al modo de mayor orden de la guia base rectangular
o circular empleado en la aplicacién de BI-RME. Dado un segmento recto

definido por (zg,y0) v (Az,Ay) de longitud Al = /Az? + Ay? podemos

calcular los puntos internos (Pz(ﬁ, PZ%;) y externos (P(x) pW

s Pout k) aplicando

el procedimiento siguiente.
~ Definimos At = 1/(K + 1)
— Definimos t; = kAt — 0,5, siendo k=1,.... K

— Obtenemos xy = xg + Az(t + 0,5), yr = yo + Ay(t +0,5)

(x) Ay (v) Az
P = Tk ld P =y + ] d
. Ay Ax
Pguzk =z + AL d Péigk =y — Al d

A modo de aclaracién

- (P, P

ke mk) es el k-ésimo punto interno al segmento considerado.

- (P P

e Outk) es el k-ésimo punto externo al segmento considerado.
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Finalmente, vamos a explicar como obtener el drea de las regiones interna
ST v externa S~. Este problema se resuelve aplicando el teorema de la
divergencia en dos dimensiones:

//V.Ads:y{A.ﬁdz (3.126)
S o

Tomando un campo vectorial arbitrario A tal que V- A = 1, por ejemplo
A = z&, la primera integral seria igual al area S, por lo que

S:?{A-ﬁdl :%xﬁz-ﬁdl (3.127)

Si nuestra perturbacion o viene aproximada por N segmentos rectos la
superficie encerrada por la curva sera la suma de las contribuciones asociadas
a cada segmento, es decir:

N
S=)S (3.128)
i=1
Con
S; = / xd& - Adl (3.129)

Aplicando el cambio de variable de [, x a t se tiene

x = xo; + Ax;(t +0,5) y = yoi + Ayi(t +0,5)

ho DU, AT

m=At T A

dl = Aldt

Por tanto:
0,5 Ax;
S; = Ay; [xo; + Azi(t + 0,5)] dt = Ay; [xgi + z] (3.130)
0,5

Finalmente, el area externa a la perturbacion es la diferencia entre el
area total encerrada por la guia rectangular base (dimensiones a x b) y el
drea interna ST a la perturbacién .

S™=ab— ST (3.131)
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Figura 3.32: Escenario sobre el que aplicamos el teorema de la divergencia.

© © o

— %]

Figura 3.33: Campo eléctrico transversal (normalizado respecto al méximo)
de los cuatro primeros modos TE obtenidos para la guia rectangular pertur-
bada con una hoja conductora en forma de elipse. Notar como (a),(b) y (c)
pertenecen a la regién externa a la propia elipse.
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Capitulo 4

Conclusiones y lineas futuras

A lo largo de este documento, se ha abordado el estudio de guias de onda
de seccién transversal arbitraria de forma satisfactoria: por una parte, se han
aplicado métodos basicos de mallado del espacio para resolver la ecuacion de
onda en estructuras bidimensionales; por otra parte, se ha implementado de
forma exitosa el método BI-RME aplicando segmentacion por tramos rectos,
con todos los pasos que ello implica (estudio de las ecuaciones y el método
en general, implementacién de las funciones auxiliares, resolucién de singu-
laridades y discontinuidades, implementacién computacional eficiente...).

Si hay una linea futura de investigacién que puede resultar bastante
interesante, es la de expandir el método BI-RME para poder utilizar contor-
nos perturbantes que sean conductores magnéticos perfectos (en lugar de los
PEC que se han usado en exclusividad). Esta tarea puede ser muy laboriosa
desde el punto de vista matematico: la dificultad no radica dnicamente en
la resolucién matematica del problema de ecuacion integral, sino en poder
expresar las ecuaciones que definen el procedimiento de una forma clara y
sencilla de implementar, tal y como ocurre con BI-RME en su estado actual,
definido por un problema de autovalores donde los elementos de las matrices
que lo constituyen vienen definidos por expresiones claras y concisas. Otro
problema abierto de mayor complejidad seria resolver BI-RME en guias que
incluyan perturbaciones dieléctricas.

La otra linea que se podria abordar viene del lado de los métodos dife-
renciales: definir un método para crear funciones base bidimensionales adap-
tadas a las condiciones de contorno previamente establecidas en la guia de
seccién arbitraria. Esto simplificaria la complejidad computacional del pro-
blema disminuyendo considerablemente el tamano del problema de autova-
lores que lastra a los métodos diferenciales, conservando la versatilidad de
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los mismos. Bésicamente, consistiria en definir un algoritmo que, dado un
contorno en forma paramétrica —el contorno que define la guia a analizar—
te genera un conjunto de funciones polinomiales de dos variables que cum-
plan las condiciones de contorno de la guia y sirvan de base para componer
cualquier modo que se pueda propagar por el interior de la misma.
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Apéndice A

Expresiones normalizadas de
las funciones modales

Las funciones modales 9, e,,, —campos eléctricos— definidos en la guia
base y empleados en el cdlculo de las matrices R’ (modos TM) y R (modos
TE) han de estar normalizados para proporcionar estabilidad al algoritmo.
Esto implica que tanto el campo eléctrico axial de los modos TM (¢,,,) como
el campo transversal de los modos TE (e,,) han de cumplir:

Y2ds =0 (A1)
So

/ em - emds =0 (A.2)
So

Si la guia de onda base es rectangular de dimensiones a X b, dichas
funciones seguirian las siguientes expresiones

2 ST
m = ——sin (—az ) sin ( — A3
(0 \/%&n(am)an(by) (A.3)
e lze(x):%+e%)g (A 4)

Siendo

el® = A ;( % cos (%x) sin (%y)
eﬁf{) — _A X sin (%x) cos <S%y)
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Con

A Vuw
~ r2b/a+ s2a/b

Donde

1sis=0 1sir=0
u = v =
2s8is#0 2s8ir#0

Finalmente, presentamos las expresiones para las funciones modales del
resonador circular, las cuales son de gran utilidad para la implementacién
de BI-RME empleando guias base circulares en vez de rectangulares. Para

una guia circular de radio a tendriamos

Um = BJr(B,p) cos(r¢)

B= (qf /11(t +1)J2 [%‘”(t - 1)] dt)

Con

NI

Donde

X'I‘S . Aqy
B, = o siendo x,s el s-ésimo cero de J,

B 2rsir=20
1= msir#0

Y para el caso TE

Siendo
o) = ST 1 (8,) sin(rg)
eg,‘f) = C,Bpan(ﬁpp) cos(r¢)
Con
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Donde

1
1 9 | abBp
= _— —L2(t+1)| dt
= /_1t+1JT{2(+)] Y

2rsir=20
mTsir#£0
O0sir=0

1
122/ (t+1)J72 [a?(thl)} dt roir O

-1

<
I
—
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Apéndice B

Gradiente de la funcion de
Green escalar

El gradiente de la funcién de Green escalar g(s, s’) se utiliza tanto para
el calculo de las componentes transversales del campo eléctrico para todos
los modos (TM, TE y TEM). Se puede realizar numéricamente a partir del
mallado del espacio, pero si se desea obtener el valor del mismo para puntos
concretos del espacio es conveniente usar su expresién. Para una guia base
rectangular de dimensiones a x b tendriamos

dg dg .

v.g(xaywr/ay/) = %{ij + %y (Bl)
Siendo
dg 1 - C10 L 01 | 100 4 A1l B.9
5 =10 O Gl clt ol (B.2)
@—i iKlO_'_KOl‘i_KOO‘i‘Kll (B3)
dy  4b £ r r r r .
Con
oPi — sin [§(z — (=1)2')] (B.4)
* ™ cosh [£(y — (~ L)ty +25b)] — cos [ (x — (~1)pa’)] |
K1 — sin [F(y — (=1)"y)] (B.5)
T cosh [fla— (“1) 200 —eos[flu - (D))
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Apéndice C

Directrices generales de
programacion

Hasta ahora nos hemos dedicado a desarrollar las ecuaciones de BI-RME
en base a un modelo de la perturbacién que considera la divisién de la mis-
ma en segmentos rectos. Todo ello nos ha permitido obtener una serie de
expresiones que hay que programar. A continuacién vamos a dar unas cuan-
tas pinceladas que conciernen al desarrollo del software de calculo modal, el
cual hace uso de las expresiones descritas a lo largo del capitulo.

Por supuesto, existen muchas formas de implementar las distintas fun-
ciones que componen el programa. Aqui se explicard una manera sencilla,
intuitiva y robusta.

Lo primero que habria que comentar es como representar la aproxima-
cién de la perturbacién o en base a segmentos rectos. Puesto que un seg-
mento recto queda completamente definido por un punto inicial y un pun-
to final, una forma es definir o seria mediante una matriz tridimensional
SEGMENTS]|i,j, k] donde la coordenada asociada a las filas i nos per-
mite acceder a cada uno de los N segmentos que constituyen la curva per-
turbante, j permite acceder a un extremo del segmento seleccionado (j = 1
refiere al extremo inicial y j = 2 al extremo final) y el indice k indica la
coordenada del extremo a la que queremos acceder (k = 1 accederia a la
coordenada z y k = 2 a la coordenada y). Ejemplo:

- SEGMENTSI[5,1,1] accede a la coordenada = del extremo inicial
del quinto segmento.

- SEGMENTS|[5,1,2] accede a la coordenada y del extremo inicial
del quinto segmento.
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- SEGMENTS|[5,2,1] accede a la coordenada = del extremo final
del quinto segmento.

- SEGMENTS]I[5,2,2] accede a la coordenada y del extremo final
del quinto segmento.

Esta matriz es va a ser el punto de partida en la ejecucién del programa.
Otra matriz necesaria va a definir lo que hemos denominado como desarrollo
de la perturbacién sobre el eje [, y va a contener los puntos que delimitan
cada segmento en dicho eje. Denominaremos a esa matriz LIM SLJi, k],
donde la primera coordenada permite acceder al i-ésimo segmento y k per-
mite seleccionar el extremo (k = 1 accede al extremo inicial y k = 2 al
segmento final del i-ésimo segmento). Ejemplo

— LIMSLI[5,1] accede a la coordenada [ del extremo inicial del quinto
segmento.

— LIMSLI[5,2] accede a la coordenada [ del extremo final del quinto
segmento.

Esta matriz se construye a partir de SEGM ENT'S aplicando el proce-
dimiento descrito en el apartado 3.5. Con LIM SL nos es posible proceder
a la obtencion de los coeficientes que definen los splines de las funciones
base sobre el eje [, para lo cual se pueden emplear las expresiones desarro-
lladas en 3.6. Podemos guardar dichos coeficientes en una matriz llamada
COEFFSLIi,j,k] donde i hace referencia a la i-ésima funcién base, j al
j-esimo spline que da soporte a la misma y k al coeficiente en cuestién a
obtener (k = 1 accede al coeficiente a asociado al término cuadratico, k = 2
accede al coeficiente b asociado al término de grado uno y k = 3 accede al
término independiente ¢). Ejemplo:

- COEFFSL[2,1,1] accede al coeficiente a del primer spline consti-
tuyente de la segunda funcién base.

- COEFFSL|[2,2,1] accede al coeficiente a del segundo spline cons-
tituyente de la segunda funcion base.

- COEFFSL|2,3,3] accede al coeficiente ¢ del tercer spline consti-
tuyente de la segunda funcién base.

Ademsds, para la implementacién del programa de célculo de los modos
TE, se requiere de otra matriz con los coeficientes asociados a la derivada de
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los splines respecto a [. Esta matriz DCOEFFSL][i, j, k], de dimensiones
N x 3 x 2 se obtiene de forma inmediata a partir de COEF F SL teniendo
en cuenta que la derivada de un spline parabdlico tipo f = al? + bl + c es
u = 2al+b. Al s6lo tener 2 coeficientes en lugar de 3, el tamano de la tercera
dimension de DCOEFFSL es una unidad menor que en COEFFSL.

Por motivos de generalizacion se hace necesario realizar una traduccion
de los coeficientes desde el eje [ al eje t € [—0,5,0,5]. Los coeficientes de los
splines definidos sobre el eje ¢ son los que se emplean en todos los cédlculos
finales, por tanto, se va a definir una matriz COEFF ST, j, k] y otra de
derivadas DCOEFF STi, j, k] que los albergue. El modelo de indexacién
de ambas es idéntico al usado en sus versiones sobre el eje [.

Ademas de obtener todas estas matrices sera necesario programar la fun-
cién de Green escalar (3.72) y también las partes de su descomposicién g,
(3.77) ¥ grq (3.78). También habré que definir las componentes de la funcién
de Green diaddica y las distintas partes que las componen, que se requieren
para resolver el problema en cuadrantes singulares bajo la presencia de sin-
gularidades y discontinuidades.

Con estas directrices lo Uinico que hay que hacer es implementar las
ecuaciones descritas a lo largo de los apartados dedicados al calculo de los
modos para obtener las matrices L’ y R’ (TM); L, C y R (TE) y L”
(TEM). Una vez hecho esto estaremos ante un problema de autovalores que
se puede resolver aplicando uno de los multiples algoritmos existentes.

Si la programacion del algoritmo se lleva a cabo en un entorno basado
en matrices (como MATLAB) es conveniente evitar —en la medida de lo
posible— el uso de bucles y dar preferencia a la vectorizacién de los datos.
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