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Resumen

Este trabajo pretende desarrollar una formulacién para la resolucién del problema cinematico
computacional de sistemas multicuerpo, basada en las ecuaciones de grupo y coordenadas relativas,
a fin de comparar el tiempo de resolucién con el que se obtendria al resolver el mismo mecanismo
mediante otras dos formulaciones diferentes: global en coordenadas naturales y basada en

ecuaciones de grupo y coordenadas naturales.

Palabras clave:
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Abstract

This work aims to develop a formulation for the resolution of the computational kinematic problem
of multibody systems, based on the group equations and relative coordinates, in order to compare
the resolution time with the one that would be obtained when solving the same mechanism by
means of two different formulations: global in natural coordinates and based on group equations

and natural coordinates.

Keywords:

Multibody systems (MBS), group equations, relative coordinates, natural coordinates.
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Capitulo 1

Introduccion

El analisis cinematico computacional es una herramienta fundamental para el estudio de sistemas
mecanicos, que tanto fisicos como ingenieros emplean de forma recurrente. La determinacion de la
estructura cinematica también resulta de especial interés como un primer paso para el diseno y

modelizacién automatica de un sistema multicuerpo, asi como para su posterior analisis cinematico.

1.1 Modelizacién de sistemas multicuerpo

Se dice que las coordenadas utilizadas para definir la posicién de un sistema mecanico son dependien-
tes si su nuimero es mayor que el nimero de grados de libertad del sistema. El objetivo es emplear
suficientes variables para definir perfectamente la posicién de cada elemento del mecanismo. De esta

forma se evitan las dificultades que aparecen con coordenadas independientes. [I]

El niimero de grados de libertad del sistema se puede calcular fielmente mediante criterios de mo-
vilidad. Por ejemplo, el criterio de Griibler en mecanismos planos o Kutzbach-Griibler en mecanismos

espaciales.

Dado que se cuenta con més parametros que grados de libertad, existiran unas relaciones que los
liguen. Estas relaciones se denominan ecuaciones de restriccion. Si designamos por n al nimero de
coordenadas dependientes utilizado, g al nimero de grados de libertad del mecanismo y r al niimero

de ecuaciones de restriccion que aparecen entre las coordenadas, ha de cumplirse la relacion,
r=n-—g (1)

Se ha dicho que lo caracteristico de las coordenadas dependientes es que definen perfectamente la
posicion de cada elemento del mecanismo. Sin embargo, esto puede lograrse de muchas formas. Los
tres tipos clasicos de coordenadas dependientes son: coordenadas relativas, coordenadas de punto de

referencia y coordenadas naturales.[2]

Las coordenadas relativas fueron las primeras en ser utilizadas. Sitian cada elemento del meca-
nismo con respecto al anterior en la cadena cinematica. Se hallan asociadas a los pares cinematicos
del mecanismo. En cada par seran necesarias tantas coordenadas como grados de libertad relativos

permita el par entre los elementos que une. La figura [1| muestra un mecanismo plano modelizado con
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coordenadas relativas.[3]

Figura 1 : Coordenadas relativas.

Las ecuaciones de restriccién que ligan las variables proceden de la condicién de cierre de los
distintos lazos que componen la cadena cinematica. Asi, en el ejemplo de la figura[I] sélo hay un lazo
y al ser un problema plano la ecuacién vectorial resultante tiene dos componentes o puede dividirse

en dos ecuaciones escalares.

La principal ventaja de las coordenadas relativas es su reducido ntimero, que conduce a un tamano
del problema pequeno.También facilitan la consideracién de fuerzas y momentos aplicados en los pares

cinematicos.

Las formulaciones a que dan lugar las coordenadas relativas son complicadas pues aparecen nume-

rosas funciones trigonométricas, lo que repercute negativamente aumentando el coste computacional.

Por su parte, las coordenadas de punto de referencia sitiian cada elemento del mecanismo con
independencia de los demas.[4] [5] Para ello, se eligen las coordenadas de un punto cualquiera del
elemento -tipicamente el centro geométrico o centro de masas- y la orientacién del mismo. En el caso
plano, la orientacién quedara definida con un angulo, y en el espacial requerird el empleo de algunos
de los multiples sistemas existentes para definir la orientacién de un triedro en el espacio: angulos de

Euler, angulos de Bryant, matriz de rotacién, parametros de Euler, etc.

Las ecuaciones de restriccién surgen ahora de imponer las uniones -pares cinematicos- entre los
elementos, ya que inicialmente se han definido como si estuvieran libres, sin ataduras. En la figura[2]se
modeliza en coordendas de punto de referencia el mismo mecanismo modelizado antes en coordenadas

relativas.

Las ventajas de estas coordenadas se encuentran en lo sistematico de su definicién y del estable-
cimiento de ecuaciones de restriccion, lo que hace que el proceso sea facilmente automatizable, y en

la posibilidad que ofrecen de situar un elemento directamente, esto es, sin necesidad de conocer la



1.1 Modelizacién de sistemas multicuerpo 11

Figura 2 : Coordenadas de punto de referencia.

posicién de los demas.

Como principal inconveniente esta su elevado nimero que conduce a problemas de tamano mayor,

y la complejidad de las ecuaciones de restriccion que ligan las variables.

Finalmente, conviene describir las coordenadas naturales pues en este trabajo se van a comparar
resultados entre mecanismos resueltos en coordenadas relativas y mecanismos resueltos en coordena-

das naturales.

Las coordenadas naturales sitian cada elemento con independencia de los demas.Pueden verse

como una evolucién de las coordenadas de punto de referencia (Figura [3)).

/J\\

—

7 )

Figura 3 : Evolucion de las coordenadas de punto de referencia.

Los puntos de referencia emigran a los pares, contribuyendo asi simultaneamente a la definicién
de los dos elementos que se unen en el par correspondiente. Una consecuencia inmediata es que ya
no son necesarias variables de tipo angular para la definicion de la orientacién de cada elemento,

cuestion que complicaba el problema, especialmente en el caso tridimensional.
En la figura [4] se muestra el mismo mecanismo modelizado en coordenadas naturales.

Cuando se modeliza en coordenadas naturales, las ecuaciones de restriccion que ligan las variables
proceden de dos fuentes: condiciones de sélido rigido y condiciones de par cinematico (en ciertos

pares).

Las ventajas de estas coordenadas son: definicion simple y sistematica; ecuaciones de restriccion
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(X2, )

(X3, ¥3)

L

A

Figura 4 : Modelizacion de cuadrilatero articulado mediante coordenadas naturales.

faciles de establecer y sencillas (no aparecen funciones trigonométricas); sitiian a cada elemento con
independencia de los demas; nimero reducido, generalmente intermedio entre las relativas y las de
punto de referencia (en el ejemplo, tres relativas, nueve de punto de referencia y seis naturales);

inmediata interpretacion geométrica de los resultados, mas sencilla que en las otras coordenadas.

Como inconveniente esta el hecho de que tienen un mayor niimero de ecuaciones de restriccion

que las coordenadas relativas y que la utilizacién de estas coordenadas exige familiarizarse con ellas.

Es frecuente que, en el dmbito de la resolucion de la cinemética de mecanismos, se emplee pri-
mero una aproximacién topolégica basada en Ecuaciones de Grupo. Esta consistird en la divisién de
un sistema multicuerpo, con métodos grafo-analiticos o computacionales, en un conjunto ordenado
de cadenas cinemédticas desmodrémicas(nimero de movimientos independientes igual al nimero de
grados de libertad) llamadas Grupos Estructurales. Debido al limitado nimero de coordenadas ne-
cesarias para definir los Grupos y a que se pueden resolver individualmente, en el orden indicado
por su estructura cinemaética, esta aproximacion, a pesar de estar poco extendida y desarrollada, ha
demostrado ser més eficiente que otras globales en el analisis cinematico de sistemas multicuerpo

escalables, planos y espaciales.

1.2 Objetivos y alcance

En este trabajo se pretende desarrollar una formulacién cinematica para la solucién de sistemas
multicuerpo, basada en ecuaciones de grupo y coordenadas relativas. Posteriormente, se realizara
un estudio para analizar el coste computacional que supone resolver mecanismos con esta nueva
formulacién, ademas de una comparativa con otras formulaciones: global en coordenadas naturales

y basada en ecuaciones de grupo y coordenadas naturales.

Se resolveran una serie de grupos estructurales especificos, tanto de mecanismos planos como
espaciales, mediante la programacién de subrutinas en coordenadas relativas. Existen multitud de

grupos estructurales que siguiendo la metodologia propuesta se podrian resolver de forma andaloga.
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1.3 Estructura del documento

En este apartado se expone el contenido de los diferentes capitulos en que se divide el documento.

En el segundo capitulo se abarca el estudio de formulaciones globales y coordenadas naturales,
para lo cual definiremos en primer lugar la diferencia entre coordenadas naturales y coordenadas
relativas. A continuacién se expondrd una sucesion de ejemplos de mecanismos planos y espaciales y

su resolucién en coordenadas naturales.

El tercer capitulo se centra en el andlisis de formulaciéon topoldgica basada en ecuaciones de grupo
y coordenadas naturales. Ademas del estudio de la cinematica asociada, se procedera a la obtencion
de resultados de sistemas anteriores escalables o ampliables mediante la unién con nuevos grupos

estructurales.

El cuarto capitulo consiste en el estudio de formulaciones topoldgicas en coordenadas relativas,
realizando un anélisis cinemdtico de un mecanismo plano (cuadrildtero articulado) y de un sistema
espacial (corredera espacial), que son los mismos mecanismos que los analizados en coordenadas

naturales en los trabajos de referencia.

En un quinto capitulo se tratara la creacion de subrutinas para el analisis cinematico de grupos
estructurales basicos utilizando la formulacién basada en ecuaciones de grupo y coordenadas relativas.
Para disponer de ejemplos resueltos con esta formulacién, se aplicard la misma a los ejemplos ya

citados, de cuadrilatero articulado y corredera espacial.

En el sexto capitulo se realizaran las comparativas en precisiéon de calculo y coste computacio-
nal de las formulaciones en coordenadas naturales: globales y topoldgicas basadas en ecuaciones de
grupo, con la basada en ecuaciones de grupo y coordenadas relativas y se expondran las ventajas e

inconvenientes de ésta ultima.

En el séptimo capitulo se expondréd una serie de conclusiones y posibles desarrollos futuros apli-

cando el método desarrollado.

Estos resultados podran servir al Departamento de Ingenieria Mecanica de la UPCT para utilizar
los modelos matematicos y subrutinas creadas en Matlab y Fortran 90 para interactuar en tiempo real
con sistemas mecanicos experimentales a una mayor velocidad, en caso de validacion de la hipdtesis
de que con la formulacién basada en ecuaciones de grupo y coordenadas relativas se resuelva la
cinematica de un mecanismo en menor tiempo que con otras formulaciones. Con ello, el Departamento

podra iniciar nuevas lineas de investigacion y de colaboracion con empresas del sector industrial.

Mario Miralles Delgado
Murcia, 04 de Octubre de 2017.
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Capitulo 2

Formulaciones globales en coordenadas naturales

En este capitulo se va a plantear la modelizacién de sistemas planos y espaciales en formulacion global
y coordenadas naturales. Asi mismo se resolvera a modo de ejemplo un caso plano, el cuadrilatero

articulado, y un caso espacial, el sistema manivela-corredera espacial.

2.1 Modelizacion de sistemas 2D

En el plano, las coordenadas naturales son coordenadas cartesianas de puntos de sélidos del meca-
nismo, que se denominaran puntos basicos. Existen ciertas normas que deben respetarse a la hora de

modelizar un mecanismo plano en coordenadas naturales. Estas normas son:

e Cada sélido rigido debe contener, al menos, dos puntos bésicos, ya que en caso contrario no

queda su posicion definida.

e En cada par de revolucion o articulacién debe situarse un punto basico. De esta forma, los dos
solidos que se unen en el par comparten un punto, quedando asi automaticamente impuesta la

condicién de par de revolucion.

e En pares prismaticos deben existir dos puntos basicos alineados con el eje del par que sirvan

para definirlo.

e Pueden utilizarse méas puntos basicos por conveniencia: definicién de angulos o distancias,

puntos concretos de interés, etc.

Cuando se modeliza en coordenadas naturales, las ecuaciones de restriccion que ligan las variables
proceden de dos fuentes: condiciones de sélido rigido y condiciones de par cinemético (en ciertos

pares).

El criterio general para conocer cudantas ecuaciones de restriccion deben imponerse para asegurar
que un soélido se comporte como rigido en el caso plano es el siguiente. Un sélido libre en el plano
tiene tres grados de libertad. Por tanto, si se ha modelizado con n; variables, el nimero de ecuaciones

de restriccién que habra que introducir sera:
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Veamos el caso de un sélido modelizado con dos puntos bésicos (figura |3)).

En este caso, n; = 4, pues las variables son las coordenadas cartesianas x e y de los puntos 1 y 2.

Entonces, segiin la ecuacién , serd preciso imponer una Unica restriccion.

Si Lqs es la distancia que separa a los puntos 1 y 2, la ecuacién de restriccion serd una condicion

de distancia constante entre ambos puntos,

(2 —21)? 4+ (y2 —1)> — LT, = 0 (3)

En la bibliografia de referencia se puede consultar cémo se modelizaria un sélido con tres y cuatro

puntos bésicos.

Figura 5 : Solido modelizado con dos puntos bésicos.

También existe un criterio para conocer el nimero de ecuaciones de restricciéon que deben esta-
blecerse para que un par quede correctamente modelizado. Un par cinemaético en el plano puede ser
de clase I o de clase II. Es decir, puede permitir un tinico movimiento relativo entre los elementos

que une, restringiendo dos, o bien permitir dos movimientos relativos, restringiendo sélo uno.

Pues bien, el criterio es el que sigue: un par obliga a establecer tantas ecuaciones de restriccion
entre variables como grados de libertad restringe en el movimiento relativo de los sélidos que en €l

se unen. Es decir, un par de clase I implica dos restricciones y uno de clase II implica una.
Vamos a presentar un ejemplo de aplicacién de este criterio a un par prismatico (figura @

El par prismatico es de clase 1. Es preciso introducir, por tanto, dos restricciones que impidan
los dos movimientos relativos que restringe el par. Para que ello sea posible, la modelizacién del
par en coordenadas naturales ha de cumplir ciertas condiciones. Pero veamos cémo se hace y luego

trataremos de explicarlo.

Las ecuaciones de restriccién entre las variables son las siguientes:
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Figura 6 : Par prismético en el plano.

{ (w2 —21)(ys — y1) = (y2 — y1) (23 — 11) =0 (4)

(o —w1) (w4 —23) + (2 — 1) (s —y3) —c= 0

La primera ecuacién es una ecuacion de producto vectorial nulo entre los vectores ﬁ y ﬁ Asegura,
por tanto, que el punto 3 se encontrara siempre alineado con los puntos 1 y 2. Como ya se indico
anteriormente, de las tres ecuaciones de producto vectorial, sélo la tercera, la ecuacién en z, tiene
sentido en el caso plano. La segunda ecuacion es una ecuacion de producto escalar constante. Tiene
como fin impedir que se produzca un giro relativo entre los dos elementos. El valor de la constante

ﬁ
¢ depende del dngulo que forme el vector ﬁ con el 34.

2.2 Caso particular: Cuadrilatero articulado

En este apartado se presenta el ejemplo de un caso plano resuelto con formulacion global y coorde-

nadas naturales. Concretamente se estudia el ejemplo clasico del cuadrilatero articulado.

Figura 7 : Cuadrilatero articulado.

El vector de coordenadas del mecanismo seria el siguiente:

qt = {$1>y17x27y2704} (5)

Nuestro problema consiste en determinar las posiciones de los puntos 1 y 2 para un determinado
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valor del dngulo «a, pues conocidas éstas, todos los eslabones del mecanismo quedan perfectamente

situados. Esto se conoce como problema de posicién inicial.

En primer lugar, para la resolucién de la cinematica de un mecanismo se define la geometria:

longitudes de las barras y posiciones de los puntos fijos A y B, en este caso.

En general, las variables del problema se ven ligadas por un cierto nimero de ecuaciones de
restriccion, que se agrupan en el denominado vector de restricciones ®. Entonces, el sistema cuya

solucion nos proporciona los valores de las coordenadas buscadas es:

D(q,t) =0 — (¢’ ¢',t) =0 (6)

Como se ve en , el vector de coordenadas se puede separar en coordenadas dependientes ¢,
coordenadas independientes ¢’ y el tiempo, t. Las coordenadas dependientes son las que queremos
calcular y en el ejemplo que se esta analizando corresponden a las posiciones de los puntos 1 y 2:
x1, Y1, T2, Yo. Las coordenadas independientes representan grados de libertad controlados mediante
actuadores externos(motor eléctrico, pistén hidrdulico o neumético, etc), de forma que su valor se
puede ir variando, a voluntad del analista, para analizar la respuesta del sistema durante ciclos
de movimiento completos. En nuestro caso, la coordenada independiente es el angulo de giro de la

manivela con la horizontal, a.

En nuestro caso, el sistema considerado es ecleronomo, de modo que las posiciones no dependen

del tiempo, con lo que queda:

D(q) =0— ®(¢%.¢') =0 (7)

En el ejemplo del cuadrilatero articulado la ecuacién vectorial de restriccién resulta:

1 —xa)* + (1 —ya)’ — LT =
xy —1)” + (Y2 — )* — L3

29 —xp)* + (y2 —yn)® — L3
1 — x4) — Lycosa =

o o o O

(
(
( (8)
(

Sin embargo, la resolucién de un sistema no lineal es complicada, por lo que se recurre al método

de Newton-Raphson para resolver la misma mediante iteraciones sucesivas.
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2.3 Modelizacion de sistemas 3D

En el espacio, las coordenadas naturales son coordenadas cartesianas de puntos de los sélidos del
mecanismo y componentes cartesianas de vectores unitarios rigidamente unidos a los soélidos del

mecanismo.

Anélogamente a como se hizo en el caso plano, se pueden citar varias normas generales de mode-

lizacion para tomar contacto con estas coordenadas:

e Cada sélido rigido del mecanismo ha de contener suficientes puntos y vectores unitarios para
que su movimiento quede perfectamente definido: esto implica un minimo de dos puntos y un
vector unitario no alineados, o tres puntos no alineados, o un punto y dos vectores unitarios
distintos en cada sélido. También puede definirse un sélido con sélo dos puntos, pero en este
caso aceptamos que el sélido posea s6lamente cinco grados de libertad, ya que no se detecta la
rotacién del mismo alrededor del eje definido por los dos puntos. Puede ser conveniente en el

caso de barras con rétulas en los extremos.
e En la modelizacion de los pares cinematicos se tratara de compartir puntos y vectores unitarios.

e Convendra compartir un punto en aquellos pares que realmente comparten algiin punto mate-

rial, como el par de revolucién, el esférico o la junta universal.

e Convendra compartir un vector unitario en aquellos pares que contengan un eje de rotacion o

traslacion, como el par de revolucion, el prismatico o el cilindrico.
e Un vector unitario puede ser sustituido por dos puntos.

e Pueden definirse puntos y vectores unitarios adicionales siempre que se estime oportuno.

Se describen a continuacién sistematicamente las distintas ecuaciones de restriccién que han de
establecerse para asegurar el caracter rigido de los solidos de un mecanismo cualquiera, y definir los

pares cinematicos que se presenten.

En cuanto a las restricciones de solido rigido, en general, si se emplean n; variables para definir
un cierto solido rigido en el espacio -que posee seis grados de libertad-, el nimero de ecuaciones de

restriccion que habra que imponer es,

Veamos a continuacién un sélido modelizado con dos puntos y dos vectores unitarios (figura .
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Figura 8 : Solido modelizado con dos puntos y dos vectores unitarios.

Dado que se utilizan doce variables para la modelizacién del solido y en el espacio se tienen seis

grados de libertad, sera preciso establecer seis ecuaciones de restriccion que las relacionen.

Las ecuaciones de restriccion a introducir en este caso son:

(x2 — $1)2 + (y2 — y1)2 + (22 — 21)2 - L%2 =
uh +ul 4 u?—1 =
v +up vl -1 =
u-

U7 pap =
L 7'7P2P1 =

0
0
0
(10)
u-v-cos
u-Tpap1-COS 3,

VT pap1-€OS 33

La primera es una ecuacion de distancia constante entre los dos puntos. La segunda y la tercera

son condiciones de médulo unitario de los dos vectores. Las tres ultimas ecuaciones son de producto

escalar constante, que mantienen fijo el angulo entre los dos vectores cuyo producto escalar se calcula.

2.4 Caso particular: Corredera espacial

En esta seccion, se va a realizar la formulaciéon global y coordenadas naturales del mecanismo

manivela-biela-corredera espacial mostrado en la figura 9

El par de revolucién situado en el origen de coordenadas tiene su eje contenido en el plano xy,

formando un dngulo de 5 = 30° con el eje x, segin puede apreciarse en la figura [0} Esto hace que,

al girar la barra unida a dicho par, el carrito experimente un movimiento rectilineo de ida y vuelta

de cierta amplitud sobre la corredera. Si el angulo que forma el eje del par con el eje x se modifica,

también lo hace la amplitud de carrera del carrito. Este es pues un mecanismo que permite obtener

un movimiento rectilineo alternativo de amplitud variable.

La modelizacién de este mecanismo en coordenadas naturales se muestra en la figura
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X
Ny
L - - #
Y
Z g
Figura 9 : Mecanismo de corredera espacial
"'?
A pl
X
P
r
A

Figura 10 : Modelizacion del mecanismo corredera espacial.

Se utilizan cinco variables: las tres coordenadas del punto 1, la coordenada x del punto 2 y un
angulo « (que no aparece en la figura por claridad del dibujo),que es el formado por el vector unitario

fijo 2 y el vector que va del punto fijo 0 al punto movil 1, medido segtin el vector unitario fijo 1.

El vector unitario v, se puede descomponer en las siguientes componentes:

vy = {V1g, V1y, V1. } = {cos(B), —sen(/),0} (11)

siendo § = 30° el angulo que forma el eje del par de revolucién contenido en el plano xy con

respecto a x.
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Las ecuaciones de restriccion son:

(

(x1 —20)* + (11 — Y0)* + (21 — 20)* — L3

(1 — wo)v1z + (Y1 — Yo)v1y + (21 — 20)012 =
(2 —21)* + (2o =) ? + (2 —21)* = L5 = (12)
(21 — z0) — Licosa =
—(y1 — vo) — Livigsena =

(21 — o) — Livyysena =

o O O O o O

La primera ecuacién es una ecuacién de distancia constante que asegura el caracter rigido de
la barra 1. La segunda es una ecuacion de producto escalar constante nulo entre la primera barra
y el vector unitario 1, que obliga a la barra a moverse en el plano perpendicular al eje del par de

revolucion. La tercera es de nuevo una ecuacion de distancia constante, esta vez entre los extremos
de la barra 2.

En realidad son 4 ecuaciones de restriccién, pero la cuarta puede escogerse como una cualquiera de
las tres tltimas. Esto se debe a que para el angulo puede escogerse una ecuacién en coseno (producto
escalar) o en seno (producto vectorial). Asi la cuarta ecuacién procede de establecer el producto
escalar entre el vector con origen en el punto 0 y extremo en el punto 1, y el vector unitario 2. Las
dos ultimas ecuaciones son las componentes x e y del producto vectorial entre los mismos vectores.
La seleccion de la cuarta ecuacion depende del valor del angulo en cada caso. Por tanto, se sigue el

criterio definido en la figura [11}

90°

180°

270°

Figura 11 : Criterio de eleccién de la ecuacion de angulo.

Sin embargo, se pueden incluir también ambas ecuaciones siempre, aunque sean dependientes,pero
se asegura asi que en todo momento hay alguna valida. Este método se conoce como introducir

ecuaciones redundantes. Otra posibilidad es introducir una tnica ecuacién que sea suma o diferencia
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de dos de las ecuaciones de coseno y seno, pero no siempre da buen resultado.

2.5 Analisis cinematico

En general, las variables del problema se ven ligadas por un cierto niimero de ecuaciones de restriccion,
que se agrupan en el denominado vector de restricciones ®. Entonces, el sistema cuya solucién nos

proporciona los valores de las coordenadas buscadas es:

P(q,t) =0 — (¢’ ¢',t) =0 (13)

Por lo general, este sistema de ecuaciones de restriccion es no lineal y se requiere la aplicacion
de métodos numéricos para su resolucién. En el presente trabajo se aplica el método de Newton-
Raphson para la resoluciéon del sistema por iteraciones sucesivas. Consiste en desarrollar una serie de
Taylor alrededor de una posicién inicial de las variables gy méas o menos aproximada,que se tomara

como punto de partida:

®(q) = (q0) + Pg(q0)(q — q0) =0 (14)

donde q es el vector de coordenadas (dependientes e independientes) del mecanismo, gy son
las coordenadas en la posicién inicial, ®(q) es el vector de ecuaciones de restriccién, ®(go) son las
restricciones en la posicién inicial, @, es la matriz jacobiana de las ecuaciones de restriccién respecto

a las variables.

Vemos que constituye un sistema cuya solucién para las posiciones viene dada por:

q=q — ;" (q0)®(q0) (15)

Una vez modelizado el sistema mecanico mediante las correspondientes ecuaciones de restriccion,
se procede a la resolucion del problema de velocidad, cuyas ecuaciones obtenemos derivando respecto

al tiempo el problema de posicién , obteniendo la siguiente expresion:

O =0 ®Jg! + Plg' + =0 (16)

En nuestro caso, el problema de posicién no depende del tiempo, luego ¢, = 0, resultando:

d.d ii_
Q¢+ P, =0 (17)
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d.d __ [y

De donde puede despejarse el vector de velocidad de las variables dependientes:

¢ = —(2)7 0y’ (19)

El problema de aceleracién consiste en determinar las derivadas temporales segundas(aceleraciones)
de todas las variables del mecanismo. Para obtener su expresion derivamos ([18]) respecto al tiempo

y aplicando la regla de la cadena obtenemos:

gt + " = —dlg — DL (20)
Ol = —[®L + Pl + Y4 (21)

donde
Byi = P + g (22)

Vemos como hemos englobado los términos dependientes e independientes en un unico término,

resultando finalmente la ecuacién de aceleracion:

§* = —(®D) @G + Dyd] (23)

Se puede resumir el procedimiento para la resoluciéon del problema cinemético en cédigo Matlab

en los siguientes pasos:

(1) Definicién de la geometria del mecanismo y determinacién de la velocidad angular y aceleracién

angular de la variable independiente.
(2) Valores iniciales de las incognitas para comenzar las iteraciones.

(3) Bucle que recorre varias posiciones de la variable independiente, en nuestro caso desde 60°
a 90°, con incrementos de 5° de la variable. Este bucle contiene todo el codigo: el problema
de posicién (resuelto con el método de Newton-Raphson), el problema de velocidad y el de

aceleracidn.
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()

Método de Newton-Raphson para la solucién del problema de posicion.

q=qo— (®4)""(q0)®(q0) (24)

donde previamente se calculan las funciones de restriccion ® y su jacobiana respecto a las

variables dependientes CIDfll.

Solucién del problema de velocidad.
¢! = —(0g) " D’ (25)

donde previamente se calcula la jacobiana de las funciones de posicién respecto a las
variables independientes <I>f1, mientras que la velocidad de la coordenada independiente ¢

es un parametro determinado por el analista.

Solucién del problema de aceleracion.
G = — (@) @4 + Pyd] (26)

donde hemos de calcular la derivada del jacobiano de las funciones de restriccién respecto
a las coordenadas dependientes e independientes o jacobiano global, éq y multiplicarlo por

las velocidades calculadas, incluyendo también la velocidad de la variable independiente.

La secuencia general de la modelizacion del cuadrildtero articulado se muestra en el Algoritmo 1.
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Algorithm 1: Global solution.

MBData // read MultiBody model
1: for t =ty:timeStep:t; do

2: evaluate(q’, ¢', §') // evaluate independent
coordinates from [®(q’,t)];,,
// Position problem

3: evaluate(®) // [®(q,t)],,.,; constraint equations

4: error = norm(®P)

5: while error > tolerance do

6: evaluate ®q // Jacobian ®gq

7: solve (‘qu)k_l (¢l —qf_)) = ¥4 // solve
positions

8: evaluate(®P)

9: error = norm(®)

10: end

// Velocity problem

11: evaluate(®,) // Jacobian @4 .
12: solve ®,q = — P,

// Acceleration problem
13: evaluate <i>qq
14: solve ®,q = —<i>qq — &,
15: t=t+ At // update time
16: end

2.6 Analisis cinematico del cuadrilatero articulado

Para la resolucién del sistema de ecuaciones de restriccion se aplica el método de Newton-Raphson,

de donde se despeja el vector de posicion como sigue:

q=q0— P, (q)®(q0) (27)

siendo el vector aproximado,

g = {29, 9], 23,49, a} (28)
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y la matriz jacobiana

2(x1 —z4)  2(y1 —ya) 0 0 0
By(q) = —2(xa —x1) —2y2—y1) 2(w2—w1) 2(y2 — 1) 0 (29)
0 0 2(xy —xB) 2(y2 — yB) 0
1 0 0 0 Lisena

Entonces resolviendo el sistema en la primera iteracién obtendremos una solucién ¢ que llama-
remos ¢, y que tampoco satisfard completamente las ecuaciones de restriccion, pero estard mas

cerca.

¢ = {z,y1, 23, y3, o} (30)

Se puede observar que el valor de la variable a no varia, ya que se trata del valor del grado de

libertad conocido, y que precisamente indica la posicion en que queremos montar el mecanismo.

Por tanto, el método de Newton-Raphson convergera tras una serie de iteraciones hacia la solu-
cion. Para cuantificar en cada iteraciéon en un solo ntmero el incumplimiento de las ecuaciones de

restriccién, se define el siguiente error,

El método iterativo finaliza cuando el error indicado esté por debajo de un determinado nivel de

tolerancia fijado por el analista (valores tipicos: e = 1E-10).

Se ha implementado un programa en Matlab para este problema cinematico con la formulacién
global y coordenadas naturales, correspondiéndose la solucién a la obtenida en [6]. Por ejemplo para
a = 60° se obtiene que cuando las restricciones estan por debajo de un cierto nivel de tolerancia

especificado por el analista (en este caso e = 1E-10) y el método, por tanto, converge:

q = {z1,y1, 2,52, a} = {1.0,1.7321,8.4125,4.7413,1.0472} (32)

El problema de los desplazamientos finitos consiste en variar un determinado incremento (pequeno
para que el método converja més répido) el valor de la variable independiente y obtener de nuevo
los valores de posicién de las variables dependientes. En nuestro caso se ha hecho un recorrido desde

el valor de a = 60° hasta o = 90°, con incrementos de 5° del angulo.

Si, por ejemplo, o = 60°, & = 1, el vector de velocidades en el cuadrilatero plano resulta:
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% = {1, 1, o, 12, ) = {—1.7321, 1.0, —1.1674, —0.3909, 1.0}

Si suponemos o = 60°, & = 1, = 1, el vector de aceleraciones resulta:

2.7 Analisis cinematico de la corredera espacial

it = {1, ih, da, i, 61} = {—2.7321, —0.7321, —2.8201, —1.2639, 1.0}

(33)

(34)

Dado que la iltima ecuacién varia dependiendo del angulo, las jacobianas también variaran su cuarta

fila en funcion del mismo.

Una vez obtenido el vector de ecuaciones de restriccién para las posiciones, las mismas ecuaciones

utilizadas para el andlisis cinematico de sistemas 2D se pueden emplear para resolver la

cinematica de sistemas 3D.

Se han calculado las posiciones, velocidades y aceleraciones para una vuelta completa de la barra

de entrada, obteniendo asi la solucién cinematica del movimiento completo del mecanismo, presentada

en la tabla siguiente:

x|yl | x| Pl X || @ X3 |4 ]%]¢

0 0 0 2 5.657 0 -24  |-41.57 0 -24 24 0 0 -1152 | 101.8 0
021 -05 | -0866 | 1732 | 5179 30 |-2078 -36 -24  |-1895 24 288 4988 [-997.7 | 3381 0
043 [0.866 -1.5 1 4857 60 -12 |-20.78 |-41.57 |-10.18 24 (49338 864 -576 | 4479 0
065 -1 F1.732 0 4745 90 0 0 -48 0 24 576 | 9977 0 4757 0
087 [0.886 -15 -1 4857 120 12 20.78 |-41.57 | 10.18 24 (49838 864 576 | 4479 0
109 -0.5 0866 [1.732 | 5179 150 | 20.78 36 -24 18.95 24 288 | 4988 | 997.7 | 3381 0
131 0 0 -2 5.657 180 24 41.57 0 24 24 0 0 1152 | 101.8 0
153 0.5 0.866 [1.732 | 6.179 210 | 20.78 36 24 22.61 24 -288 4988 | 997.7 2379 0
175 | 0.866 15 -1 6.589 240 12 20.78 | 4157 |13.82 24 |-498.8 -864 576 5497 0
196 1 1.732 0 6.745 270 0 0 48 0 24 -576 }997.7 0 6763 0
218 | 0.866 15 1 6.589 300 -12 1-20.78 | 41.57 |-13.82 24 |-498.8 -864 -576 |549.7 0
240 0.5 0866 | 1.732 | 6.179 330 |-2078 | -36 24 -22.61 24 -288 4988 9977 2379 0
262 0 0 2 5657 360 -24  |-41.57 0 -24 24 0 0 -1152 | 101.8 0

Figura 12 : Simulacién cinematica en Matlab del mecanismo de corredera espacial .



Capitulo 3

Formulacion topoldgica basada en ecuaciones de grupo y

coordenadas naturales

La formulacion global vista hasta ahora es muy valiosa cuando se trata de modelizar de forma
automatica el sistema a analizar. No obstante tiene como carencia el hecho de ser poco eficiente
en cuanto a coste computacional se refiere. Por su parte, las formulaciones cinematicas topoldgi-
cas basadas en la descomposicion en lazos independientes se consideran muy eficientes pero poco

generalistas.

La aproximacion basada en ecuaciones de grupo combina las ventajas de ambas formulaciones

pudiendo ser 1til para ocupar el hueco que dejan las otras dos: global y topoldgica.

Hasta la fecha, se ha comprobado que el método topoldgico basado en ecuaciones de grupo y

coordenadas naturales ofrece una mayor modularidad, flexibilidad y eficiencia que el método global.

El objetivo de este trabajo consistira en comparar la eficiencia de un método topolégico basado en
ecuaciones de grupo y coordenadas relativas con el citado método basado en ecuaciones de grupo y
coordenadas naturales, para sistemas escalables con hasta 550 coordenadas, asi como su comparacion

con métodos globales.

Se parte de la hipdtesis de que en coordenadas relativas, al tener que resolver con un menor niimero
de coordenadas, para sistemas escalables se notaran diferencias de tiempo computacional (no sera asi
para mecanismos sencillos, donde no se esperan diferencias notables). Ademds se resolveran muchas
veces matrices muy pequenas mientras que con el método global se resolvera una matriz enorme una
sola vez. Las dimensiones de la matriz penalizan mas que el nimero de veces que haya que resolver

sistemas mas pequenos, con lo que se espera que el método global sea bastante mas lento.

Se ha estudiado a su vez en [7] la modelizacién computacional de un sistema multicuerpo, asi como
la obtencién de su estructura cinemética utilizando el criterio de Kutzbatch-Griibler para determinar

la movilidad de una cadena cinematica y la definicién de grupo estructural.

La consulta de [§] se hace necesaria para abordar el andlisis dindmico en coordenadas naturales

mediante la division de un mecanismo en grupos estructurales.

En este apartado se presentan los resultados obtenidos en [9] para el andlisis de sistemas multi-

cuerpo escalables con el método basado en ecuaciones de grupo y coordenadas naturales.
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3.1 Estudio de la cinematica basada en ecuaciones de grupo y coorde-

nadas naturales

En sistemas holénomos, una cadena cinematica esta cinematicamente determinada (es desmodrémi-
ca) si, del vector de coordenadas que define la posicién de todos sus eslabones se controlan un
nimero n,. de coordenadas igual a la movilidad L. (grados de libertad, GDL)de la cadena. La teoria
de Anélisis Estructural define un Grupo Estructural (GE) como una cadena cinemética desmodrémi-
ca (n. = L.). Los GE que no se pueden dividir en GE con menor nimero de sélidos se denominan
GE simples.[10] De la condicién de GE simple y utilizando el criterio de Griibler para determinar
la movilidad de las cadenas cinematicas, se obtiene la expresién que permite comprobar si una
cadena cinematica puede formar un GE. En , S, indica el nimero de GDL permitidos por los P

pares cinematicos formados por los N,, eslabones méviles de la cadena.

S, —n. =3-(P = Ny,) (35)

Algorithm 2: Kinem. Structural Group so-
lution
Solve_3RSG(*ARGS) /* funct.CALL */
% % 1. Position problem %

evaluate ® — mFi

error = norm(®)

while error > tolerance do
evaluate ¢, — Jacob

extract @,

1
solve ¢y, = 1 — (Ry) 2, - Prt
evaluate ® — mFi

error = norm(®)

end

% % II. Velocity problem % % %
evaluate ¢, — Jacob

extract @, ; extract ®;

solve p = — (@) ®,h

% % II1. Acceleration problem % % % %
evaluate <i>qq — Fiqpgp

evaluate — [@hﬁ + éqq}

solve = — (®,,)" [@hh + éqq}




3.1 Estudio de la cinematica basada en ecuaciones de grupo y coordenadas naturales 31

La estructura cinematica de un MBS identifica cuél es el conjunto ordenado de GE de que esta

compuesto. Se han desarrollado trabajos que permiten la descomposicién de MBS planos mediante

métodos computacionales [7].

El siguiente paso consiste en lanzar subrutinas que resuelven dichos grupos estructurales en un

orden determinado por la estructura cinematica.

Conviene presentar el algoritmo de una subrutina 3RSG llamada por el programa principal en-

cargada de resolver la cinemética de un GE formado por dos sélidos y tres pares de rotacion.

A continuacion se resume el cdlculo cinematico de un grupo estructural en una serie de pasos|11][12]:

(1)

Identificacién de coordenadas de grupo y parametros. Se define un sistema local de coordenadas
solidario a cada eslabdn y se selecciona el vector de coordenadas adecuado (naturales, de punto
de referencia o relativas) que define la cadena cinemética. Este vector se divide en dos subgrupos

de coordenadas: dependientes ¢ e independientes h.

Resolucion del problema de posicion del GE. Se definen las ecuaciones de restriccién que re-
lacionan las coordenadas del grupo entre si. Se obtiene la matriz jacobiana ®, de las restric-
ciones establecidas respecto a las coordenadas dependientes y se utiliza el método iterativo
de Newton-Raphson para obtener el valor de las coordenadas dependientes en cada paso de
iteracion k. Cuando las funciones de restriccién tiendan a cumplirse y el error esté por debajo
de una tolerancia determinada se saldrd automaticamente del bucle iterativo. El método de

Newton-Raphson aplicado a las posiciones se expresa como sigue:

D(q) =0 = (Py)r—1(pr — 1) = —Pr1 (36)

Resolucion del problema de velocidad. Las velocidades de las coordenadas independientes del
grupo h son conocidas, por lo que se puede formular el problema de velocidad derivando las
ecuaciones de restriccién respecto del tiempo y resolviendo para las velocidades dependientes
. Los términos del jacobiano ®, y ®, se corresponden a los jacobianos respecto a las

variables dependientes e independientes, respectivamente.

b(g) =0 = Dyp = —[@)-h] (37)

Resolucion del problema de aceleracion: una vez determinadas las velocidades, y conocidas las
aceleraciones de las coordenadas independientes del grupo h, pueden determinarse las acelera-

ciones derivando el problema de velocidad respecto del tiempo .

O(q) =0 = Dpp = —[Op-h + Pyi-dq] (38)
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(5) Resolucién cinematica de otros puntos de interés (POI). En ocasiones puede resultar de interés
determinar posicién, velocidad y aceleracién de otros puntos del sistema (no sélo los que son

variables dependientes). Por ejemplo: centro de masa, o puntos de referencia para otros GE.

A modo de ejemplo, se resuelve el grupo estructural de un actuador lineal correspondiente a una
plataforma de Stewart, formado por dos sélidos (cilindro y véstago) y tres pares: esférico, prismatico y
cardan. En amarillo se observan los dos puntos usados PO y P1, en rojo los 5 vectores con numeracién
local de cada actuador y en verde los dos vectores comunes usados para cardan 6 y 7 también con

numeracién local.

Figura 13 : Puntos y vectores empleados para la modelizaciéon de cada actuador.

Las ecuaciones de restriccion de este grupo estructural en coordenadas naturales y matrices

necesarias para el andlisis cinematico se presentan en el Anexo.

3.2 Resultados de sistemas escalables

Los sistemas escalables son aquellos que componen su estructura por existencia de un grupo estruc-
tural concreto un nimero determinado de veces,’n’. Para la obtencién de la solucion cinemética de
estos sistemas basta con repetir la subrutina el niimero 'n’ de veces que aparezca el grupo estructural

en cuestion.

Para analizar las ventajas y desventajas de la formulacién topolégica basada en Ecuaciones de
Grupo con respecto a la formulacién global se utilizan dos sistemas mecdnicos escalables (en el
sentido de que se pueden incrementar a voluntad el nimero de coordenadas que definen el modelo):

un sistema plano, el cuadrildtero articulado, y otro tridimensional, la suspensién de un camién [9].
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e Cuadrilatero articulado: mecanismo plano (Figura formado por una manivela A;B;, una
barra B;C; y un balancin C;D;. Para aumentar el tamafio del problema es suficiente con
incrementar el nimero k de diadas en el modelo. Cada diada introduce dos nuevos cuerpos:
(2k + 1) y (2k + 2), unidos internamente mediante la junta Cj y fijado a la diada previa y
al bastidor en las articulaciones By y D, respectivamente. El movimiento de entrada o GDL
controlado se define a velocidad constante de 91 = lrad/s. Todas las longitudes se establecen

en 6, excepto A;B; = 2.

__body k1)~ (-,

(2h+1,2k+2} 13.4)

Figura 15 : Diagrama estructural del cuadrildtero escalable.
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e Suspensién de camién: Para aumentar el tamano del problema es suficiente con incrementar el
nimero de ejes simulados. Cada uno de estos ejes es un MBS de dos GDL formado por 13 sélidos
y diferentes tipos de juntas. El diagrama estructural correspondiente a un eje muestra los GE
que lo forman y su orden de resolucién. Un eje esta formado por cinco GE. Las caracteristicas

de cada grupo (y soélidos que lo forman, entre llaves) se indican a continuacion:

— SG-1{2,3,4,5}: modelizado con 8 puntos y 9 vectores, cuenta con juntas cardan (2-4 y 2-5),
esféricas(1-4, 1-5 y 2-3) y de revolucion (1-3). Los dos GDL del sistema corresponden a los
desplazamientos verticales de las dos ruedas del eje. Requiere la determinacion de otros

puntos de interés para la resolucién del resto de grupos.

— SG-11{6,8} y SG-11I{7,9}: cada grupo se modeliza con 3 puntos, 5 vectores y 1 dngulo, y
cuentan con juntas cardan (6-8 y 7-9), esféricas (1-8 y 1-9) y de revolucién (2-6 y 2-7).

— SG-IV{10,11} y SG-V{12,13}: cada grupo se modeliza con 2 puntos, 5 vectores y 1 dis-

tancia, y cuentan con juntas esféricas (1-11, 1-13), cardan (2-10, 2-12) y par prismatico

(10-11, 12-13).

BURTH

EXES

Figura 16 : Transmisién de un camién. Diagrama estructural.
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Con objeto de comparar la eficiencia de las diferentes soluciones, en [9] se analiza la posicién,
velocidad y aceleracién de las variables de los MBS presentados. Los resultados obtenidos se presentan
en dos grupos de datos: Tiempos CPU de cada sistema simulado y speed-ups obtenidos de la solucién
topoldgica frente a la global, para el caso de la suspensién del camién, al ser el sistema mas complejo

(caso mas desfavorable).

La tabla de la figura |17 muestra los resultados del tiempo de ejecucién en funcién del nimero
de coordenadas que define el MBS. En todos los casos el tiempo sigue una tendencia lineal segin
aumenta el nimero de coordenadas. En la nomenclatura, FBL hace referencia al cuadrildatero arti-
culado y TS a la suspension de camion. En el caso del cuadrilatero articulado, la solucién global se
presenta como FBL-G_MA27 y la topolédgica por grupos en coordenadas naturales como FBL-TP.
En el sistema de suspensién de un camion, se presenta una solucién global (TS-G_MAZ27) y cuatro
soluciones topolégicas (TS-TPA_MA27, TS-TPA_LAP, TS-TPS_MA27, TS-TPS_LAP). Existen dos
métodos topoldgicos: automatico (T'S-TPA_MA27, TS-TPA_LAP) y simbdlico (TS-TPS_-MA27, TS-
TPS_LAP). En los andlisis realizados, MA_27 hace referencia al solver de dlgebra lineal para matrices
simétricas y dispersas [I3] y LAP hace referencia al solver LAPACK de MKL [I4]. Se observa que el

solver Lapack es mas eficiente que el solver para matrices simétricas y dispersas.

N®de FBL- FBL-TP Ts- T5- TS- Ts- Ts-
coords. G MA2Y G MA2T  TPA MAIT TPA LAP TPS MA2T TPS LAP
114 0,045 <=(,015 1,258 1,185 0,530 0,702 0,374
225 0,123 <=1,015 2,707 2324 1,076 1,435 0,764
336 0,264 <=(,015 4,035 3432 1.638 2,106 1.154
447 0.421 <=1,015 5.400 4618 2,135 2.870 1.544
358 0.607 <=(.015 7.100 5.741 2.600 3.526 [1.940

Figura 17 : Tiempos de ejecucién (en s) de las soluciones simuladas en funcién del nimero de
coordenadas, para los mecanismos de cuadrilatero escalable (FBL) y suspensién de camién (TS).

En la figura[I§se muestran con lineas discontinuas los resultados del cuadrilétero escalable (FBL)

y con lineas continuas los resultados de la suspensién de camién (TS).

Se observa que para el cuadrilatero articulado es més eficiente la solucién topoldgica(FBL-TP)
pues para una dimensién del sistema de 550 coordenadas, el tiempo de CPU es muy préximo a
cero mientras que la formulacién global(FBL-G_MA27) consume unos 0,607 segundos (también es

bastante répida).

En un sistema mas complejo como el de suspension de un camion, se nota mas la diferencia de
tiempos entre la solucién global (T'S-G_-MAZ27) y las cuatro soluciones topoldgicas (T'S-TPA_MA27,
TS-TPA_LAP, TS-TPS_.MA27, TS-TPS_LAP). Como ya se apunt6, existen dos métodos topologi-
cos: automatico (TS-TPA_MA27, TS-TPA_LAP) y simbdlico (TS-TPS_MA27, TS-TPS_LAP), siendo
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Figura 18 : Tiempo CPU (t¢py) en segundos en funcién del nimero de coordenadas para el anélisis
cinemadtico de los dos casos de estudio: cuadrilatero escalable (FBL)y suspensién de camién (T'S).

bastante mas rapido el método de resolucion simbélico.

Finalmente, para valorar el rango medio de mejora obtenido por la formulacion topoldgica frente
a la global, se ha obtenido el speed-up logrado en cada simulacién ejecutada. El speed-up se obtiene
como la relacién entre el tiempo de referencia en formulacion global dividido por el tiempo obtenido

con la formulacién topoldgica S = tgiobat /tropoiogico-

Nde IS TS TS
coords. TPA MA27 TPA LAP TPS MA27 1o TIPS LAP
114 11(58%) 24(570% 18(@82%)  34(03%)
105 12(148%) 25(603%) 10(47.0%)  3.5(71.8%)
336 12(140%) 25(594%) 10(478%)  3.5(714%)
47 12(160%) 26(612%) 10(478%)  3.6(719%)
558 12(191%) 2.6(62.0%) 20(503%)  3.6(725%)
Media 12(14.1%) 2.5(602%) 10(37.4%) 3.5 (11.6%)

Figura 19 : Mejora de rendimiento obtenida por las cuatro soluciones para suspension de camion:
speed-up y valor porcentual.

En la figura[19]se observa que el modo simbélico [15] [16] es més eficiente que el modo automético

de obtencién de matrices y vectores. Esto se debe a que el modo simbdlico aporta directamente las
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matrices y vectores necesarios para el andlisis, no tiene que crearlos ni operar con ellos.

También se observa que la solucién simbdlica por grupos tiene un mejor rendimiento con el solver

MKL (TS-TPS_LAP, S=3,5) que con el solver para matrices dispersas (TS-TPS_MA27, S=1,9).

4
T1L6%

. mTS-TPA_MA27
_:f*' 60,2% TS-TPA_LAP
D 9 47 4% TS-TPS MAI7
& 14,1% TS-TPS LAP

=]

0 I

Figura 20 : Speed-Up medio logrado.

Los resultados obtenidos en [9] permiten destacar una serie de ventajas obtenidas por la formu-

lacién topolédgica de ecuaciones de grupo:

e Flexibilidad. La aproximacién topolégica permite el uso de cualquier tipo de coordenadas (pun-
to de referencia, naturales, relativas, mixtas) para modelizar un grupo estructural y resolver su

cinematica.

e Modularidad. La solucion de cada GE puede programarse, optimizarse y compilarse en una

subrutina independiente que puede incluirse en una extensa libreria de GE.

e Generalidad frente a eficiencia. Dependiendo del nimero de coordenadas para modelizar ca-
da GE, se pueden emplear diferentes métodos para resolver su cinematica, siendo el método

simbolico el més eficiente.

e Método disperso frente a denso. Como el andlisis cinematico de cada GE se ejecuta de forma
independiente, la eficiencia de cualquier subrutina de GE puede mejorarse seleccionando el
solver mas adecuado en funcién de la estructura del grupo. De este modo, en caso de grupos
de dimensiones reducidas, los solvers densos como MKL son muy eficientes, consiguiendo los
mejores resultados (S=3,5 en MKL frente a S=2,5 para MA27) en el caso de la suspensién. Para
MBS formados por grupos con dimensiones mayores (superiores a 60) ya puede ser interesante

combinar con solvers dispersos como MA27.
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Capitulo 4

Formulaciones topologicas en coordenadas relativas

Dedicamos este cuarto capitulo a presentar la resolucién de diversos problemas cinematicos utilizando
una formulacién topoldgica en coordenadas relativas. En coordenadas relativas las ecuaciones de
restriccion se obtienen planteando ecuaciones de cierre de lazo. Se trata de ecuaciones vectoriales
que proporcionaran, en el plano y en el espacio, dos y tres ecuaciones escalares respectivamente
[T°7] [18] [19].

En primer lugar analizaremos de nuevo el caso plano del cuadrilatero articulado, para con poste-

rioridad efectuar un andlisis cinematico del mecanismo manivela-biela-corredera espacial.

4.1 Modelizacion de sistemas 2D y 3D

Para modelizar en formulacion topoldgica en coordenadas relativas se procede de un mismo modo
tanto en el caso plano como en el espacial. En sendas situaciones, la obtencién de las ecuaciones de

restriccion se realiza como sigue:

e Abrir la cadena por uno o varios pares cinematicos, en funcién del nimero de lazos cerrados.

e Establecer las ecuaciones de cierre de los distintos lazos de la cadena cinematica. En lugar de las
condiciones de solido rigido y de par cineméatico que se imponian para obtener las ecuaciones de
restriccion en coordenadas naturales, en relativas se procede a establecer ecuaciones de cierre

de lazo.

e En la ecuacién de cierre de lazo se suman vectores referidos al sistema global. Para ello, se
han de expresar las componentes del vector referidas a los ejes de su sistema local, para con
posterioridad aplicar la matriz de transformacién correspondiente a una rotacién R.,,, que es
composicion de las rotaciones del sistema local con respecto al sistema global segtn los giros
@, 0, 1 en ejes locales. La matriz de transformacion correspondiente a una rotaciéon se calcula

como el producto de tres matrices que incluyen los giros mencionados:

costyp —seny 0
R, = |seny cosyp 0
0 0 1
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cos@ 0 senf
R, = 0 1 0

—senf 0 cosb

1 0 0
R, =10 cos¢p —seng
0 sen¢g coso

Para efectuar el cambio de base o transito del sistema local al global, las matrices han de

multiplicarse en un cierto orden, obteniéndose una matriz de cambio de base:

R.,. = R.-R,-R, (39)
La matriz de transformacion de rotacion es:
cos(f3) cos(vy) cos(y) sin(fB) sin(@) — cos(¢) sin(y) sin(y) sin(¢) + cos(y) cos(¢) sin(B)
Roye = | cos(B) sin(y) cos(y) cos(¢) + sin(B) sin(y) sin(¢) cos(¢) sin(3) sin(y) — cos(7) sin(¢)

—sin(3) cos(f) sin(¢) cos(f3) cos(¢)

Vamos a explicar con unas figuras(figura [22)) como se realizarian las transformaciones de rota-

cion.

Figura 21 : Mecanismo con dos lazos cerrados.
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Partimos del sistema fijo XYZ que coincide con la orientacién inicial de xyz. Marcamos la
orientacion de xyz después de la rotacion ® como x,y;2;. Utilizariamos la matriz de rotacion

definida previamente como R, y quedaria:

21

A continuacion se quiere efectuar una rotacion respecto al eje y, como se observa en la figura
22(b)l Se procede multiplicando por la matriz de rotacién correspondiente, R,,, pasando de los

ejes x1y121 a las posiciones finales de los ejes, xoy225. Esto se observa en la siguiente operacion:

I T2
v | =[] | v
21 Z9

Si queremos expresar la transformacion general desde el sistema global XYZ al sistema local

final x5y229, se procede como sigue:

Las transformaciones con las matrices de rotacién se pueden estudiar en més detalle en [10].

Se puede ver la aplicacion del método en los siguientes ejemplos de cuadrilatero articulado y

corredera espacial.
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X.¥;Z,esla
posicionde xy z
tras la primera
rotacion (alrededor
del eje Xinicial)

¥y

8

A x

(a) Rotacion respecto al eje x.

X

(b) Rotacién respecto al eje y.

Figura 22 Rotaciones de sistemas de referencia.

4.2 Caso 2D: cuadrilatero articulado

Se trata de resolver el mismo mecanismo que en el capitulo 2 se ha resuelto empleando una formula-

cion global en coordenadas naturales, empleando ahora una formulacion topolégica en coordenadas

relativas.
En este caso se han denotado las barras como aparece en la figura 23]

Si denotamos por 3 al punto perteneciente al extremo de la barra L, y por B al punto perteneciente
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Figura 23 : Cuadrildtero en coordenadas relativas.

al bastidor coincidente con el mismo, tenemos nuestra ecuacion de cierre. Se trata de una ecuacién

vectorial, como ya se apunté correspondiente a dos ecuaciones escalares en el plano.

Th—T3=0 (40)
Si la dividimos en sus componentes escalares, obtendremos las ecuaciones de restriccion:

rp—x3 = 0

yp—ys = 0

A continuacién vamos a definir las coordenadas naturales en funcién de las relativas de los distintos

puntos:

1 = Locosgy
Y1 = Loseng2
ry = w1+ Lzcos(¢s + &)

(
Yo = y1 + Lasen(¢ps + ¢2)

xp = X9+ Lycos(ps+ ¢35+ P2)
yp = Yo+ Lasen(os+ ¢35+ ¢2)

\

Por tanto si se sustituye el punto (zg,yp) en las ecuaciones de restriccién (1)), se podrén expresar

éstas en funcion de las coordenadas relativas, como sigue:

Locospy + Lzcos(ps + ¢2) + Lycos(py + @3 + o) — x3
Lyseng?2 + Lzsen(¢s + ¢2) + Lasen(¢s + ¢z + d2) — y3
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Tomando como variable independiente el angulo ¢s, se procede a la resolucién del problema de
posicién, obteniendo los valores de los angulos ¢3, ¢4 que seran las incégnitas del método de Newton-
Raphson. Estos dngulos se sustituyen en las ecuaciones para obtener las posiciones cartesianas

de los puntos.

4.3 Caso 3D: corredera espacial

La modelizacién de la corredera espacial se ha efectuado a partir de un script simbélico que calcula

lo siguiente:

e Matrices de rotacion. Se emplean para pasar los vectores de posicion de un sistema local a un

sistema global. Las matrices de rotacién se expresan a continuacion:

costp —senyp 0
R, =|seny cosyp 0
0 0 1

cos@ 0 senf
R, = 0 1 0

—senf 0 cosb

1 0 0
Ry, =10 cos¢p —seng
0 sen¢ coso

Para efectuar el cambio de base o transito del sistema local al global, las matrices han de

multiplicarse en un cierto orden, obteniéndose una matriz de cambio de base:

R.,. = R,-R,-R, (44)
Las transformaciones con las matrices de rotacién se pueden estudiar en mas detalle en [10].

e Vectores de posicién referidos al sistema global. Para expresar los vectores en el sistema global
utilizamos una matriz de rotacién que multiplicada por el vector del sistema local lo transforma

al global. Tenemos los vectores en sistema local siguientes:

T1,Loc = 0

Ly
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Ly
T2, Loc = 0
0
y los siguientes valores de angulos fijos:
Y1 =30%01 =0° ¢ =0° (45)

Obteniéndose los vectores en sistema global tras efectuar las siguientes operaciones:

cosyy  —senyp; 0
R,1 = |senyy cosyy O
0 0 1

costy 0 senb,
Ry, = 0 1 0

—senf; 0 cosb,

1 0 0
Ry1= |0 cosp; —send;

0 seng, cospy

Rzyx,l = Rz,l'Ry,l'Rx,l (46)

Expresamos el vector r; en el sistema global:

,Glo = Rzyz,l'TI,Loc (47)

Para obtener el vector 75 en el sistema global se procede del siguiente modo:

T2.Glo = T1,Glo T T21,Glo (48)

Siendo 791 g1, €l vector que tiene origen en el punto 1 y extremo en el punto 2, que podemos

calcular del siguiente modo:

cosy  —sentpy 0
R.o = | senyy  cosypy 0
0 0 1
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cosf, 0 senb,

R,y = 0 1 0

)

—senby 0 cosb,

1 0 0
Ryo= 10 cospy —seng,

0 sengy cosps

Rzyx,Ql - Rz,2'Ry,2'R3:,2 (49)
Rzy:}:,2 = Rzym,l'Rzyz,Ql (50)
T21,Glo = Rzyz,Q'TQ,Loc (51)

Todo queda determinado para poder aplicar la ecuacién (48)).

e Ecuaciones de restriccion. Se obtienen a partir de la ecuacion de cierre de lazo:

2,610 — 73 =0 (52)

donde en este problema en particular la corredera se desplaza en el eje X, luego solo presenta

esta componente, resultando:

To — T3z
Y2 =0 (53)
29 =0

Donde se deben sustituir las componentes de r, por los términos obtenidos matricialmente en

el paso previo al obtener 73 ¢,, resultando las siguientes ecuaciones de restriccion:

Ly + ((sin(éy) * sin(0))/2 4 (v/3 % cos(1) * cos(02)) /2 + (cos(¢1) * cos(0) * sin(12))/2) — (Ly * sin(é1))/2 — Tsa =0
Ly # (V3 * sin(py) * sin(0s))/2 — (cos(tha) * cos(02))/2 + (V3 * cos(¢p1) * cos(0) * sin(12))/2) — (V3 % Ly * sin(¢1))/2 = 0 (54)
Ly * cos(¢p1) — La x (cos(¢p1) * sin(6a) — cos(62) * sin(¢q) * sin(1)q)) =0

Este script simbdlico calculara con posterioridad matrices jacobianas y otras empleadas en el

analisis cineméatico.
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4.4 Analisis cinematico de sistemas 2D y 3D

El analisis cinematico en formulacién topoldgica y coordenadas relativas se efectiia del mismo mo-
do que el andlisis cinematico en formulacion global y coordenadas naturales, es decir, obtenidas
las ecuaciones de restriccion, se resuelve el problema de posiciéon mediante el método numérico de
Newton-Raphson. Calculadas las posiciones, queda derivar el problema de posicion respecto al tiem-
po para obtener el problema de velocidad. Una vez se obtienen las velocidades, queda derivar el
problema de velocidad respecto al tiempo para obtener el problema de aceleracion. Este método de

resolucion se observa en las ecuaciones de la (13)) a la (23)).

4.5 Caso particular 2D: cinematica del cuadrilatero articulado

En este apartado se presenta la resolucion de la cinematica del cuadrilatero articulado con formulacién

topoldgica y coordenadas relativas, cuyas ecuaciones de restriccion se han presentado en (43]).

En este caso, la matriz jacobiana se calcula mediante el uso de calculo simbdlico y se introduce
en Matlab para poder calcular los valores de los angulos ¢3, ¢4 para un determinado valor de ¢ ,asi

como unos determinados valores iniciales de las incégnitas qg, como sigue:

q=qo— ()" (55)

Siendo @ las funciones de restriccién y (IDZ la matriz jacobiana de las variables dependientes, cuya

expresion se expone a continuacion.

q

ol —Lssen(¢s + ¢2) — Lysen(py + ¢35 + ¢2) —Lysen(oy + ¢3 + ¢2)
L3cos(¢ps + ¢2) + Lacos(ps + ¢z + ¢2) Lycos(¢py + ¢3 + ¢2)

Sustituyendo los valores de los angulos en las ecuaciones , obtenemos la posicion de los puntos.

(Pa(gdl) ! N X3 )
60 1.0 1.7321 8.4125 4.7413
65 0.8452 1.8126 8.3045 47038
70 0.6840 1.8794 8.1856 4.6592
75 0.5176 1.9319 8.0571 4.6071
80 0.3473 1.9696 7.9207 4.5471
85 0.1743 1.9924 7.7780 44791
90 0.0 2.0 7.6306 4.4029

Figura 24 : Desplazamientos finitos.
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Se han de calcular las derivadas temporales de las coordenadas de los puntos 1 y 2 en funcién de

coordenadas relativas. Asi, derivando las expresiones (42]) obtenemos las velocidades:

i1 = —Lysengsgs

ho= L2008¢2¢2

iy = @1 — Lysen(ds + ¢2)(¢3 + ¢o)
Jo = 1+ Lycos(ds + ¢2)(¢3 + ¢2)

(56)

Hemos de obtener primero las derivadas temporales de los angulos ¢3 v ¢4 para poder despejarlos
en las ecuaciones anteriores. La coordenada independiente se ha supuesto que tiene una velocidad de
by =1 rad/s y una aceleracién de by =1 rad/s?. La solucién de velocidades se calcula del siguiente

modo:

¢! = —(0g) 7D’ (57)

siendo

(58)

P — —Lysengy — Lasen(¢s + ¢2) — Lysen(¢s + ¢3 + ¢2)
! Locosds + Lzcos(¢z + ¢o) + Lycos(dy + ¢z + ¢2)

En este punto todos los términos son conocidos para el calculo de las velocidades segtin la ecuacion
B7)-
Procederemos a continuacién al calculo de las aceleraciones, derivando de nuevo respecto al tiem-
po:
G = —(0) 7' [DGd + Dy + Py (59)

siendo las derivadas temporales de los jacobianos:

d)d _ —Lscos(ps + ¢2)(<253 + <Z52) — Lscos(¢pa + ¢35 + ¢2)(¢4 + <Z'53 + ¢2) —Lycos(py + ¢3 + ¢2)(¢.54 + <Z.53 + ¢2)
q —Lasen(ds + ¢2)(ds + da) — Lasen(dy + b3 + bo)(¢a + ¢3 + ¢o)  —Lasen(dy + b3 + bo)(ha + ¢3 + o)

$i — —Lacosgagy — Lscos(ds + ¢2) (s + d2) — Lacos(a + ¢3 + ¢2) (¢4 + &3 + ¢2)
! — Loysengydy — Lasen(gs + ¢2) (s + ¢2) — Lasen(ds + ds + ¢2)(ds + ¢3 + ¢2)
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Ya se han definido todas las matrices necesarias para el calculo de aceleraciones, luego su resolucion
por la ecuacién (H9)) es inmediata para las aceleraciones de los dngulos. El siguiente paso es sustituir

en las aceleraciones de los puntos 1 y 2:

i = —Lg(cosgzﬁqu + sengbgg'zgg)

i = LQ(—senngé% + cosqﬁgég)

By = &1 — Ls(cos(ds + ¢2) (3 + h2)? + sen(¢s + ¢2) (03 + 62))
jio = i1+ Ls(—sen(¢s + ¢2)(ds + 02)? + cos(ds + ¢2)(ds + ¢2))

(60)

Se comprueba que para todas las posiciones de ¢o, los resultados coinciden con la formulacién

global y en coordenadas naturales de la seccién 2.6 del segundo capitulo.

4.6 Caso particular 3D: cinematica de la corredera espacial

Como ya se ha mencionado, para la resolucién de la cinematica de este mecanismo en coordenadas
relativas se ha programado un script simbdlico de Matlab en el que se obtiene, ademas de las funciones

de restriccién mostradas en (54)), una serie de matrices necesarias para el andlisis cinematico:

e Jacobiana respecto a las variables dependientes. Para obtener la matriz jacobiana empleamos
el comando jacobian(FuncPos, varDep), encargado de calcular la matriz jacobiana de la matriz
de funciones de restriccién respecto a las variables dependientes. Esta matriz se presenta en el

anexo del proyecto.

e Jacobiana respecto a las variables independientes. Se calcula de modo andlogo a la jacobiana
dependiente, pero ahora derivando respecto a variables independientes. Esta matriz se presenta

en el anexo del proyecto.

e Derivada temporal de la matriz jacobiana completa. Utilizamos el comando diff para realizar

la derivada temporal de la matriz jacobiana.

e Matriz <i>ch. Es una matriz empleada en el calculo de aceleraciones, que resulta ser de gran

dimensiéon. Esta matriz se presenta en el anexo del proyecto.

e Derivadas primera y segunda del vector de posicién del punto 1 respecto al sistema global: 7,
71 . Es un punto de interés (POI), por lo que nos interesa obtener su velocidad y aceleracién.

Estas expresiones se incluyen en el anexo.

La matriz <i>qq' se emplea para el calculo de aceleraciones de las variables dependientes atendiendo

a la férmula siguiente



50 4 FORMULACIONES TOPOLOGICAS EN COORDENADAS RELATIVAS

G =—(DF) 7' [Dyq + D] (61)

A su vez, ha sido necesario el cdlculo de las derivadas primera y segunda del vector de posicién
del punto 1 respecto al sistema global, que proporcionan los valores de la velocidad y aceleracién

absolutas en dicho punto.

Para el punto 2 no es necesario calcular las derivadas de sus vectores de posiciéon respecto al
sistema global, aunque podria hacerse. Esto se debe a que su velocidad y aceleracion coinciden con

las de la variable dependiente rj,.

Por otra parte, se ha procedido al desarrollo de dos procedimientos para la resolucién del problema:

(1) Solucién simbdlica. Consiste en introducir el script simbdlico justo al inicio del c6digo en Matlab,
antes de definir la geometria. En el main en lugar de copiar las matrices obtenidas en el
célculo simbdlico se utiliza la funcién eval(nombreMatrizSimbdlico), que determina la matriz

en concreto sustituyendo o evaluando para los valores conocidos de las variables.

(2) Solucién analitica o llamada a funciones. Se tiene el cddigo simbdlico aparte para generar las
matrices (expresiones analiticas). Se definen funciones de Matlab (extensién .m) que calculan
los valores numéricos de esas matrices y vectores simbdlicos, en base a unos datos o variables
de entrada. Desde el main se realiza una llamada a funcién cuando se requiera, por ejemplo

cuando se necesite la matriz jacobiana dependiente.

La diferencia entre ambos métodos radica en la forma de obtencion de las matrices del problema.

La solucién simbdlica requiere procesar el script simbélico al inicio del programa para calcular
inicialmente las matrices que nos hacen falta. A continuacion, se procede a la definiciéon de la geo-
metria para seguir con el bucle iterativo de Newton-Raphson donde ya se requiere de las funciones

de restriccion y de la jacobiana dependiente por lo que se recurre a la utilizacion de la funcion ’eval’.

Por su parte, la solucién analitica mediante funciones calcula cada matriz con una funcién externa

para posteriormente efectuar llamadas a funcion desde el main para recopilar las matrices necesarias.

Se ha comprobado que la solucién analitica mediante funciones es del orden de unas 151,67 veces
mas rapida que la solucién simbdlica, ya que para un mismo incremento angular de 0 a 360° y una
misma tolerancia, se obtienen los tiempos de ejecucion de 13,3472 segundos para la solucion simbdlica

y tan sélo 0,0880 segundos para la solucion analitica mediante funciones.
A continuacién se explicara la implementacién del script simbdlico efectuada en cédigo Matlab.

El script simbdlico se calcula en base a una serie de pasos:

(1) Definir las variables dependientes e independientes como simbélicas y dependientes del tiempo.
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(11)

(12)

Establecer valores fijos.
Definir vectores locales, matrices de rotacion y vectores globales.
Establecer ecuaciones de restriccion.

Utilizar la funcion ’subs’ para realizar el cambio de variables temporales por variables numéricas

en las ecuaciones de restriccidn.

Utilizar la funcién ’jacobian’ para el calculo de la jacobiana respecto a las variables dependientes

e independientes.

Utilizar de nuevo ’'subs’ para realizar el cambio de variables numéricas a temporales en las

ecuaciones de restriccion.

Utilizar la funcién ’diff’ para calcular la derivada primera de la matriz jacobiana, necesaria

para el calculo de aceleraciones.
Sustituir los diferenciales por las derivadas primeras. Por ejemplo: dphil = diff(philb,t).

Utilizar la funcién ’subs’ para sustituir en la derivada del jacobiano las variables temporales

por otras numéricas. Por ejemplo: theta2b por theta2 y dtheta2 por theta2p.

Calcular la matriz producto ®,¢, necesaria para el calculo de aceleraciones de las variables

dependientes.

Calcular 7 y 7, para obtener velocidades y aceleraciones del punto 1, también usando 'diff’ y

subs’.

Como se puede apreciar, se han utilizado dos funciones muy particulares:

diff Se utiliza para realizar la derivada de una funcién o matriz respecto de una variable. En nuestro

caso, se han empleado para realizar derivadas respecto del tiempo.

subs Se utiliza para intercambiar una variable con un nombre por otra con un nombre diferente.

Se han empleado para hacer permutas entre variables temporales y variables numéricas, asi
como para intercambiar un diferencial por una variable con un nombre concreto. Por ejemplo

sustituir diff(theta2,t) por una variable llamada theta2p.
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Capitulo 5

Formulacion basada en ecuaciones de grupo y coordenadas

relativas

5.1 Modelizacién basada en ecuaciones de grupo

La formulacién basada en ecuaciones de grupo permite la modelizacion automatica de sistemas
multicuerpo sin dejar de ser eficiente a nivel computacional.

La descomposicion en grupos estructurales ya fue comentada en el capitulo 3, donde se introdujo
la condicion necesaria que debe cumplirse para formar un grupo estructural.

Esta modelizacion basada en ecuaciones de grupo y coordenadas relativas es similar a la presen-
tada en la formulacién topolégica en coordenadas relativas en cuanto a que se busca la apertura de

lazos 'cerrados’ considerando los puntos de pares externos como si fueran fijos.

Observar que por grupos estructurales y coordenadas relativas, se puede optar por utilizar expre-

siones del tipo (b0 para rotacién de sistemas de referencia con giros relativos, o bien utilizar para los

by
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Figura 25 : Grupo estructural de movilidad dos.
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vectores de posicién matrices de rotacién que consideran giros absolutos de los sistemas de referencia.

Para el andlisis cinematico de un sistema multicuerpo por descomposicion en grupos estructurales

se sigue una secuencia concreta. Esta secuencia se muestra en el Algoritmo 3.

Algorithm 3: Kinem: Topol. SG solution
%Read data MBS;

MBDatos;

%MBS Kin. analysis % %
for t =ty : timeStep : t; do

/* set indep.values */
z=12+ Az
for ng = 2 : length(M Groups) do
/* solve each SG */
switch M Groups(ng).kind do
case MGroups(ng).kind ==
IRSG do

| CALL Solve_1RSG(*ARGS)
case MGroups(ng).kind ==

SRSG do
| CALL Solve_3RSG(*ARGS)

end

end

end

Después de cargar el fichero de datos que define el modelo del MBS, el programa principal incluye
tres bucles. En cada paso de tiempo (primer bucle) el tiempo de ejecucién aumenta y se definen los
valores de las variables independientes de todo el sistema. Entonces, para cada GE de la estructura
cinematica (segundo bucle), se identifica el GE y, en funcién de su tipo (tercer bucle), se utiliza la

subrutina adecuada para resolver su cinematica.

Asi pues, la resolucién de cada mecanismo se basa en analizar su estructura cinematica, identificar

los grupos de que estd compuesto y lanzar subrutinas que resuelvan dichos grupos.

En los apartados subsiguientes se presentaran los ejemplos de cuadrilatero articulado y corredera
espacial y se incluird la explicacién de las subrutinas en coordenadas relativas que resuelven sus

grupos.
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5.2 Aplicacién al analisis del cuadrilatero articulado

Un cuadrilatero articulado se puede descomponer en dos grupos estructurales en el plano: un grupo
estructural compuesto por la manivela (1 par de rotaciéon, SG 1R2DREL) y otro grupo (diada)
compuesto por tres pares de rotacién (SG 3R2DREL).

En la figura[26] se muestra la numeracién global establecida de puntos y eslabones del cuadriltero,
mientras que en la figura [27] se muestra la numeracién local establecida de puntos y eslabones del

cuadrilatero.

Figura 26 : Numeracion global de puntos y eslabones del cuadrildtero.

Figura 27 : Numeracién local de puntos y eslabones del cuadrildtero. a)SG-I. Manivela(ng=2). b)SG-
II. Diada(ng=3).
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En el fichero MBDatos.m es donde se realiza esta identificacién de puntos y eslabones.

A continuacién se definen las subrutinas empleadas para resolver cada grupo estructural:

e SG 1R2DREL. Este grupo presenta un tinico par de rotacién y su resolucién es inmediata, es

decir, no requiere calcular jacobianas de las funciones de restriccién.

Para la resolucion de las subrutinas se han empleado estructuras de datos en Matlab, para

almacenar la informacion de los puntos y de los angulos en ellas de una forma mas ordenada.

Las estructuras de datos son:

POI(numGlo).PVA(1:9)=[x y z & § 2 & § Z | Se utiliza para incluir en una estructura de

datos los valores de posicién, velocidad y aceleraciéon de los puntos.

Fi(numGlo).PVA(1:9)=[¢ 0 ¢ N RN R, | Se utiliza para incluir en una estructura de

datos los valores de posicién, velocidad y aceleracién de los angulos.

En este grupo la resolucién a su cinematica se obtiene de forma inmediata por derivacién
respecto al tiempo.

ro = x1+ Licosa
Yo = w1 + Lisena

Derivando respecto al tiempo obtenemos la velocidad:

Ty = —Lisena-&
Yo = Licosa-a

Derivando por segunda vez se obtienen las aceleraciones:
{ 9 = —Lyisena-& — Lycosa-&®
2

o = Lyicosa-av — Lyisena-c

e SG 3R2DREL. Este grupo tiene 3 pares de rotacion, requiere obtener funciones de restriccion

y jacobianas.

En el caso més general, sean los sélidos 1 y 2 que constituyen la diada, establecemos un sistema
local asociado a cada sélido j (figura , cuyo eje 1 esta girado un dngulo ¢; respecto al eje
x del sistema global. Se tratan de sistemas locales genéricos situados en cualquier posicion.
Posteriormente veremos que si particularizamos y situamos los sistemas locales sobre los pares
cinematicos y con el eje n coincidente con la direccién de la barra j, las componentes de los

vectores locales se simplifican notablemente.
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Figura 28 : Numeracién local de puntos y eslabones del grupo estructural SG II (Diada).

La funcién de restriccion generalizada es:

7>2 — 73 = 7>43 + 7>24 (62)

donde las posiciones de los puntos 2 y 3 son conocidas, mientras que los vectores r43 y 794 s€

pueden obtener como sigue:

743 - ?401_7301
{724 — oo~ Paon (93)

Donde los vectores 7}1'03' se obtienen en dos pasos:

(1) Se expresan en su sistema local correspondiente al sélido j, con las coordenadas locales

{af, yi}:
}
71'0%5’]' = <y/>

(2) Se multiplica la matriz de transformacién de rotacién por el vector expresado en el sistema

local, para expresarlo respecto a los ejes del sistema global:

72‘0;’,5 = Rz(q)j)7i0j75’j (64)
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siendo ®; el angulo que estd girado el eje n del sistema local del sélido j respecto al eje x

del sistema global.

Finalmente, esté transformacion se puede expresar en sus componentes como sigue:

/
z;sen®; + y;cosP;

zicos®; — yisend;
71‘03' = ( , ’ J) (65)

Si particularizamos y definimos los sistemas locales como se indica en la figura [29 es decir,
situando los sistemas locales con origen en los pares y con su eje horizontal n coincidente con la
direcciéon de las barras o eslabones, se obtendran las componentes de los vectores en los sistemas
locales mucho més simplificadas. Asi, por ejemplo, la componente horizontal coincidira con la

longitud de la barra del sélido en cuestion.

Figura 29 : Sistemas locales situados en los pares y con el eje horizontal coincidente con la barra.

A partir de aqui se emplea la numeracion local del grupo: Ly, Lo, 73, 7.

Las funciones de restriccién se obtuvieron como sigue:

X3
rs = 1/3
Z3

con Zz = 0.
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con Zo, = 0.

Los vectores de posicién r3 y ry estan determinados. Los vectores expresados en los sistemas
locales son:

Ly
T43,Loc = 0

0

Ly
24, Loc = 0
0

Las matrices de transformacion de rotacién requeridas para expresar los vectores en el sistema

global son:
cosp; —seng; 0
R.1= | sen¢; cospr 0
0 0 1
cospy —sengy 0
R.o = | sengs cospy 0
0 0 1

El sistema de ecuaciones de restriccion obtenido a partir de una ecuacién vectorial de cierre de

lazo es:

O =1y —1r3— R,1743.00c — 22724, 10c (66)
Desarrollando términos, las ecuaciones de restriccién quedan:

o — Ty — x3 — Li-cospy — La-cosps
Y2 — y3 — Li-sengy — Ly-seng

siendo las coordenadas dependientes:
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y las coordenadas independientes:

i L3
q =
Ys

Las matrices jacobianas del grupo estructural respecto a las variables dependientes ¢ e indepen-

dientes h, pueden ser obtenidas facilmente como sigue:

0%3}

b = 67a

o3 {89031% 2%2 (672)
| O0®P3r

Py 3r = [6h33] s (67b)

Del mismo modo, se han empleado estructuras de datos para el desarrollo de la subrutina del

grupo.

La subrutina del grupo se programa en base a los siguientes pasos:

(1)
(2)

(3)

(6)

(7)

Identificacién de los puntos, numeracion global.

Escribir en 'POI’ los valores de posicion de las coordenadas cartesianas de los puntos que se

pretenden calcular.

Escribir en 'Fi’ los valores de los angulos ¢ y ¢2 que en este caso constituyen las coordenadas

dependientes.

Método de Newton-Raphson para resolver el problema de posicion. Se leen las funciones de las
funciones de restriccion y jacobiana respecto a los términos dependientes que obtuvimos con el

script simbolico del grupo estructural en cuestion.

Solucién del problema de posicion:

@i = i1 — (Pp)iy Piy (68)

siendo ¢ el vector de coordenadas dependientes, ®, la matriz jacobiana de las funciones de

restriccion respecto a las variables dependientes y ® las funciones de restriccion.

Escribir en 'Fi’ las variables dependientes calculadas. Escribir en 'POI’ los valores del punto

(z4,y4) (punto 4 en numeracién local)(ver figura 27)).

Solucién al problema de velocidades:
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(10)

5.3

p=—(D,) " Dph (69)

siendo ¢ el vector de velocidades de las variables dependientes, ®, la matriz jacobiana de
las funciones de restriccion respecto a las variables dependientes, @, la matriz jacobiana de las
funciones de restriccion respecto a las variables independientes y h la velocidad de la coordenada

independiente.

Escribir en 'Fi’ las velocidades de las variables dependientes calculadas. Escribir en "POI’ las

velocidades del punto (&4, 34).

Solucién al problema de aceleraciones:

B =—(D,) " (Dgeq + Pph) (70)

siendo ¢ el vector de aceleraciones de las variables dependientes, qu es la derivada temporal
del jacobiano de las funciones de restriccion, ¢ es el vector de velocidades y h es la aceleracién

de la coordenada independiente.

Escribir en 'Fi’ las aceleraciones de las variables dependientes calculadas. Escribir en 'POT’ las

aceleraciones del punto (Z4, %js).

Aplicacién al analisis de la corredera espacial

La corredera espacial se puede descomponer en dos grupos estructurales en el espacio: una manivela

(1 par de rotacién, SG 1R3DREL) y una diada biela-corredera(2 pares esféricos y un par prismético,
SG 2S1P3DREL).

En la figura |30 se muestra la numeracién global establecida de puntos y eslabones de la corredera

espacial, mientras que en la figura[31|se muestra la numeracion local establecida de puntos y eslabones

de la corredera espacial.

A continuacién se definen las subrutinas empleadas para resolver cada grupo estructural:

e SG 1R3DREL. Este grupo presenta un tinico par de rotacién y su resolucién es inmediata, es

decir, no requiere calcular jacobianas de las funciones de restriccién.

En este caso la solucién se obtiene de forma inmediata por derivaciéon respecto al tiempo:

T1,Loc = 0

Ly
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Figura 30 : Numeracion global de puntos y eslabones de la corredera.

Figura 31 : Numeracion local de puntos y eslabones del cuadrilatero. a)SG-1. Manivela(ng=2). b)SG-
II. Diada biela-corredera(ng=3).

cosyp; —senypy 0
R, = | senyy cosyy O
0 0 1

cosf; 0 senb
R, = 0 1 0

—senf; 0 cosb,
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1 0 0
Ry, =0 cosp; —send;

0 seng, cosgpy

Rzyx,l = Rz'Ry'Rm (71)
r = Rzyx,l'rl,Loc (72)
Ty = 7‘1(1)
y2 = 11(2) (73)
Z9 = 7"1(3)

Derivando respecto al tiempo obtenemos la velocidad:

. —L1'003¢1'¢1

S T

. —\/g'L1'005¢1¢1 (74)
Y2 = 5

iy = —Lyj-sengi-¢r

Derivando respecto al tiempo por segunda vez obtenemos las aceleraciones:

Ly-sengy-¢? B Ly-coséy-

By =
2 . 2 .

. V3-Lyi-seng1-¢?  /3-Li-cosgy-pr (75)

Y2 = B - 9

5y = —Ly-cospy-¢? — Ly-sengy-¢n

e SG 2S1P3DREL. Este grupo se compone de una diada biela-corredera que cuenta con dos pares
esféricos y un par prismatico. Para su resolucion, deben obtenerse ecuaciones de restriccion y

matrices jacobianas.

Se ha creado un script simbélico para la resolucion de esta subrutina, en el que las ecuaciones

de restriccién se obtienen en funcion de la ecuacién de cierre de lazo de la figura [32]

D=7y +ry— (rs+110) (76)

Donde los vectores se obtienen como sigue:
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Figura 32 : Ecuacion de cierre de lazo para el GE 251P3D.

X1
T = Yi
Zn

Este vector r; fue calculado en el primer grupo estructural.

X4
ri0 =Y,
Zy

Ly

T2, Loc = 0

Matrices de rotacion:

coshy  —senihy 0
R.o= | seniy  cosypy 0
0 0 1

coshy, 0 senbs
Ry,Q == 0 1 0

—senbfly 0 cosby
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1 0 0
Ryo= 10 cospy —senps

0 sengy cosps

Expresamos r, en el sistema global:

T = Rz,Q'RyQ'RxQ'TQ,Loc (77)

Por otra parte el vector r4 se obtiene como sigue:

T4

T4, Loc = 0

Matrices de rotacion:

cosy, —seny 0
R.4s=|senyy cosyy 0
0 0 1

cosfy; 0 senby

Ry = 0 1 0

)

—senfy 0 cosb,

1 0 0

Rya= |0 cospys —sengy

)

0 sengy, cosg,

Expresamos r4 en el sistema global:

T4 = Rz,4'Ry,4'Rx,4'7“4,Loc (78)

Desarrollando términos, las ecuaciones de restriccion quedan:

1 — x4 + L3cosipecoshy — rycosipycosty
D = | y1 — ys + L3cosbysenipy — rycosbyseni)y

21 — 24 — Lysenfy + rasenb,

siendo las coordenadas dependientes:
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y las coordenadas independientes:

Las matrices jacobianas del grupo estructural respecto a las variables dependientes ¢ e inde-

pendientes h, pueden ser obtenidas facilmente como sigue:

3‘1’25113}

b = 79a

o 2sIr {aﬂ%sm 3x3 (7%2)
0®sg1p

b = 79b

e = G| (191)

El cédigo Matlab de esta subrutina sigue los mismos pasos que el algoritmo del cuadrilatero
articulado, ya presentado. Basicamente cambian las funciones de restriccion pero el proceso de
obtencién de ecuaciones de restriccion, jacobianas y vectores de posicion a partir de un script

simbolico se mantiene. También se sigue efectuando la escritura de datos en Fi y POL.



Capitulo 6

Estudio comparativo de coste computacional de las

formulaciones analizadas. Principales ventajas e

mconvenientes

Los diferentes estudios cinematicos llevados a cabo en este trabajo permiten lanzar simulaciones para
comparar tiempos de ejecucion de los mismos, pudiendo asi comprobar si nuestra hipétesis de partida
se cumple. Suponiamos que para mecanismos sencillos con un reducido nimero de coordenadas, tales
como el cuadrildtero articulado, la formulaciéon topoldgica con grupos estructurales y coordenadas
relativas no obtendria mejoras respecto a la formulacién topolégica con GE y coordenadas naturales,
dado que el nimero de coordenadas y de ecuaciones de grupo, para GE de reducido tamano, es

similar.

No obstante, para sistemas méas complejos tales como la corredera espacial o el sistema de suspen-
sion de un camion, donde el nimero de coordenadas de grupo se hace considerable, una resolucién por
grupos estructurales y coordenadas relativas conduciria a la obtencion de matrices de dimensiones
mucho mas reducidas que la formulacién por grupos estructurales y coordenadas naturales, lo que
se traduciria en una reducciéon de los tiempos de ejecucion, permitiendo lanzar un mayor ntimero de

calculos utilizando coordenadas relativas.

6.1 Cuadrilatero articulado. Comparacién de tiempos de ejecucién

En primer lugar, se presenta la precisién de cdlculo obtenida. Para ello se comparan los resultados
obtenidos de posicion, velocidad y aceleracion de un punto de interés para distintos tiempos, tanto en
el cuadrilatero resuelto por formulacion topoldgica en coordenadas naturales por derivada temporal

como en el cuadrilatero resuelto por formulacion topolégica en coordenadas relativas.

En este caso se obtienen resultados exactos con ambas formulaciones. En la tabla [l se muestran

los resultados obtenidos para diferentes tiempos:

Dado que se obtienen los mismos resultados para ambas simulaciones, se concluye que el error de

calculo es nulo.

A su vez, se presentan los tiempos de ejecucion de las distintas simulaciones llevadas a cabo para
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t (S) Ty .7‘:35 .T.L"5
0.005000000000000  10.612451549661314 -0.582865459289154 -0.132438510512617
30.004999999998315  8.591859698746134  0.784628399323436  0.290703328938613
60.000000000012243  7.550020463296548  -0.214609486353615 0.110858981042600
90.004999999990630  10.612451549634249 -0.582865705470976 -0.132438591755672
119.994999999963355  8.584027954328500  0.781718441964308  0.291284352732358

Cuadro 1 Posicién, velocidad y aceleracion del POI(5) del cuadrilatero articulado en formulacién
topoldgica en coordenadas naturales por derivada temporal y formulacion topoldgica en coordenadas

relativas.
n Profiling (s) Speed ups
¢ 'GLOB GLOBSP TOP_.TD TOP_30T TOP_REL A s ass  LOLAEL

10 | 0.746 0.976 0.016 0.035 0.109 61.0 27.9 8.95
20 | 2.171 1.823 0.049 0.112 0.218 37.2 16.3 8.36
30 | 4.198 2.509 0.087 0.205 0.312 28.8 12.2 8.04
40 7.059 3.124 0.119 0.269 0.421 26.3 11.6 7.42
50 | 11.036 4.502 0.156 0.348 0.562 28.9 12.9 8.01
60 | 16.696 5.108 0.180 0.416 0.655 28.4 12.3 7.80
70 | 24.694 6.021 0.205 0.475 0.749 29.4 12.7 8.04
80 | 33.221 6.814 0.252 0.563 0.842 27.0 12.1 8.09
90 | 44.466 7.981 0.284 0.642 0.952 28.1 12.4 8.38
100 | 57.139 8.715 0.317 0.718 1.061 27.5 12.1 8.21

Cuadro 2 Tiempos de ejecucion del andlisis cinematico del cuadrilatero articulado en funcion del
nimero de diadas (ng) usando diferentes formulaciones: global, global ’sparse’, topoldgica con deri-
vada temporal, topoldgica con tensor de tercer orden y topoldgica en coordenadas relativas.

el cuadrilatero articulado (FBL).

Se han efectuado los calculos aumentando el nimero de diadas n,; en incrementos de 10 dia-
das. Los analisis efectuados corresponden a diferentes formulaciones: global(GLOB), global ’spar-
se’(GLOB_SP) o dispersa, topoldgica con derivada temporal(TOP_TD), topoldgica con tensor de
tercer orden(TOP_30T) y topoldgica por grupos y coordenadas relativas (TOP_REL).

Se observa que los speed-ups obtenidos para el caso de formulacién topoldgica y coordenadas

relativas son peores que los obtenidos para coordenadas naturales. Esto sucede en base a dos causas:

(1) Dimensién del problema. El nimero de coordenadas de grupo no es lo suficientemente grande

como para que las coordenadas relativas presenten ventaja respecto a las coordenadas naturales.

(2) Modo de calculo. En coordenadas relativas hemos de pasar de coordenadas cartesianas a relati-
vas para calcular las variables dependientes para posteriormente deshacer el cambio pasando de
relativas a cartesianas, obteniendo la informacién necesaria de los puntos de interés. Este doble

cambio supone una mayor pérdida de tiempo de cdalculo frente a las coordenadas naturales,
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donde no se requieren las coordenadas angulares y directamente se calcula todo en cartesianas.

No obstante, para mecanismos mas complejos, el nimero de coordenadas de grupo sera mucho
mayor en naturales frente a relativas, por lo que el niimero de ecuaciones en coordenadas naturales
serd tan grande que las jacobianas seran consecuentemente de gran dimension, presentando una

desventaja en coste computacional las formulaciones en coordenadas naturales.

En la figura[33]se muestra la comparativa de los tiempos de ejecucién de las distintas formulaciones

para el cuadrilatero articulado.
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Figura 33 : Comparativa de tiempos de ejecucion del cuadrilatero articulado en distintas formulacio-
nes.

De la grafica de la figura |33| se extrae que la formulacién topolégica en coordenadas relativas
aplicada al cuadrilatero articulado también es mucho maés eficiente que la solucion global, siguiendo

también una tendencia lineal creciente de los tiempos de ejecucion con el nimero de diadas.

La pendiente de la soluciéon topoldgica en coordenadas relativas es ligeramente superior a las
de las formulaciones topolégicas en coordenadas naturales, por lo que deducimos que para el caso
concreto del cuadrildtero articulado la formulacién en coordenadas relativas es algo mas ineficiente

que las formulaciones en coordenadas naturales. De este hecho se puede deducir también que una
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Figura 34 : Comparativa de tiempos de ejecucion del cuadrilatero articulado. Formulacion topolégica
derivada temporal y coordenadas naturales frente a topolégica derivada temporal y coordenadas
relativas.

formulacién topoldgica en coordenadas relativas, que no divida en GE debe tener un comportamiento
lineal y con una eficiencia comprendida entre la mostrada por la formulaciéon 'Global sparse’ y la

topoldgica en coordenadas naturales.

Para el cuadrilatero articulado, la formulacién topoldgica en coordenadas naturales por derivada
temporal es la mas eficiente, resultando mas rapida que la del tensor de tercer orden y la topoldgica

con coordenadas relativas.

En la figura [34] se puede ver la diferencia de tiempos de ejecucién de la solucién topoldgica en
coordenadas naturales por derivada temporal y la topoldogica en coordenadas relativas por derivada

temporal, apreciandose una gran ventaja de la primera respecto de la segunda.

6.2 Corredera espacial. Comparacion de tiempos de ejecuciéon

La corredera espacial representa un problema de mayor interés que el cuadrilatero articulado, pues

la dimension del problema es mayor.
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El mecanismo escalable de manivela-corredera 3D (figura consiste en un bastidor fijo
(cuerpo 1), una manivela (cuerpo 2, AB) que gira respecto al bastidor, y un ntimero creciente de
k diadas que se pueden agregar para hacer este mecanismo escalable. Cada una de estas & diadas
introduce dos cuerpos: una barra (cuerpo 2k + 1,B,C}) y una corredera (cuerpo 2k + 2,D;) que se
traslada respecto al bastidor en una direccion fija. Cada barra estd unida a la manivela 2 y a la
corredera correspondiente por medio de juntas esféricas. La longitud de la manivela se fija en 2m y

las barras tienen por longitud 6 m.

El grafo estructural y el diagrama estructural asociados a este mecanismo se muestran en la figura
y en la figura [35(c)| respectivamente. Una vez que el bastidor ha sido aislado, la estructura
cinemética de este sistema multicuerpo esta compuesta por: un primer grupo estructural, llamado
1R3D, formado por el cuerpo 2 y un par cinemdtico de rotacién externa {1 — 2},, y un niimero de
k(Vk > 1) diadas, llamadas 2E1P, ya que son dos pares esféricos y un par prismatico. Cada una de
estas diadas estd formada por dos cuerpos (2k + 1,2k + 2), cuya cinemética puede ser resuelta en el

orden especificado por el parametro k.

V2

X

1

3.4} {n-1,n}

(a) Esquema del mecanismo. (b) Grafo  (c¢) Diagrama estructu-
estructural. ral.

Figura 35 Mecanismo manivela-corredera espacial escalable.

La precision de céalculo obtenida para la corredera espacial se comprueba comparando los resul-
tados de la simulacién de la corredera resuelta por formulaciéon topoldgica en coordenadas naturales

por derivada temporal con la formulacién topoldgica en coordenadas relativas.

En la tabla |3| se muestran los resultados obtenidos en la formulacién topoldgica en coordenadas
naturales por derivada temporal, mientras que en la tabla |4 se muestran los resultados obtenidos en

la formulacion topoldgica en coordenadas relativas..

Se observa que apenas hay diferencias en los iltimos decimales, por lo que el error de céalculo es

minimo.

Para la comprobacién de la eficiencia computacional, se han comparado en un primer lugar los
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tiempos de ejecucion de soluciones topoldgicas en coordenadas naturales frente a la solucién global,

obteniéndose los speed-ups mostrados en la tabla [5

Se han calculado los tiempos de ejecucién de la corredera espacial para tres valores de velocidad

angular de la manivela mostrados en la tabla en cuestion.

A continuacién se ha efectuado la simulacién de la corredera espacial con formulacién topoldgica
en coordenadas relativas, comparandose a su vez ésta con la solucion global. Los speed-ups calculados

se muestran en la tabla [6l

En la figura se muestra la comparativa de los tiempos de ejecucion de la corredera espacial
en formulacién global, formulaciones topoldgicas en coordenadas naturales por derivada temporal y

tensor de tercer orden, y formulaciéon topolégica en coordenadas relativas por derivada temporal.

Se observa que la tendencia de los tiempos de CPU es aproximadamente lineal en todos los casos,
siendo la solucion por tensor de tercer orden mucho més ineficiente que el resto. Por otra parte, la
pendiente de la solucion global es mucho mayor que la de la topoldgica en coordenadas relativas,
de tal modo que para un ntmero de 100 diadas, la solucién topoldgica en coordenadas relativas por
derivada temporal apenas tarda 5 segundos mientras que la solucién global tarda casi 35 segundos (7
veces mas). Conforme aumente el nimero de diadas mayor serd la diferencia de tiempos de ejecucién

entre ambas soluciones.

A su vez, cabe destacar que los tiempos de ejecucion son menores en coordenadas relativas que en
coordenadas naturales, por lo que para la solucion topolégica con coordenadas relativas se obtienen

speed-ups mayores que para las soluciones topoldgicas en coordenadas naturales.

Son del orden del doble de rapido los célculos en coordenadas relativas, lo que nos permitiria

lanzar el doble de simulaciones cineméticas al dia.

Cuanto mayores son las velocidades de la coordenada independiente, mayor es el incremento de
angulo entre dos posiciones consecutivas con lo que los errores de cada una de las funciones de

restriccion se hacen mayores y es mas probable que se requiera un nimero de iteraciones mayor.

La comparativa de los speed-ups de la solucién topolégica en coordenadas relativas por derivada

t (S) T3 jfg Lig
0.005000000000000  5.656854249492381 -0.349065850398866  0.021539704319873
30.004999999998315  6.588786974914187  0.200944989574667 -0.116290287294979
60.000000000012243  4.855996747654875  0.147646979941129  0.094797470642292
90.004999999990630  5.656854249477905 -0.349065850398014  0.021539704321562
120.004999999963346  6.588786974928230  0.200944989566542  -0.116290287297355

Cuadro 3 Posicién, velocidad y aceleracién del POI(3) de la corredera espacial en formulacién to-
poldgica en coordenadas naturales por derivada temporal.
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t(s) T3
0.005000000000000  5.656854249492439
30.004999999998315  6.588786974913902
60.000000000012243  4.855996747656264
90.004999999990630  5.656854249478582
120.004999999963346  6.588786974927944

-0.349065850398866
0.200944989574640
0.147646979941157
-0.349065850398014
0.200944989566514

T3

T3
0.021539704319873
-0.116290287295078
0.094797470642385
0.021539704321554
-0.116290287297453

Cuadro 4 Posicién, velocidad y aceleracién del POI(3) de la corredera espacial en formulacién to-

poldgica en coordenadas relativas.

temporal frente a las soluciones topoldgicas en coordenadas naturales se presenta en la tabla [6]

Si se realiza la media de la primera columna de la tabla se deduce que la solucién topoldgica en

coordenadas relativas es del orden de 2,436 veces méas rapida que la solucién topoldgica en coordenadas

naturales por derivada temporal para una velocidad de 6 = 34,9E7° rad/s.

Profiling (s) Speed Ups

wBq | GLOB SP zomn rorzor
34.9E-5 34.9E-2 34.9 | 34.9E-5 34.9E-2 34.9 | 34.9E-5 34.9E-2 34.9
14 0.281 0.435 0.717 2.248 2.326 2.706 0.121 0.181 0.280
86 1.981 2.870 4.632 2.593 2.390 2.856 0.119 0.170 0.274
166 3.946 5.771 9.655 2.456 2.623 3.207 | 0.125 0.178 0.298
246 5.974 8.688 13.977 | 2.715 2579  3.200 | 0.131 0.183  0.277
326 8.408 12.090  19.623 2.821 2.636 3.364 | 0.136 0.195 0.296
406 10.372 15.084  24.616 2.782 2.686 3.287 | 0.138 0.194  0.298
486 12.745 18.673  29.873 2.918 2.830  3.520 0.142 0.202 0.302
566 15.849 22432  37.080 3.070 2.953 3.548 0.147 0.204  0.319
646 18.205 26.924 43.303 | 3.146 2935 3.691 | 0.152 0.219  0.339
726 21.013 30.123  48.343 3.082 3.022 3.672 0.150 0.209 0.326
806 23.758 33.929  54.629 3.180 3.166 3.706 0.156 0.217  0.339

Cuadro 5 Tabla de comparaciéon de soluciones topoldgicas de la corredera espacial en coorde-
nadas naturales con la soluciéon global, para las tres velocidades angulares consideradas 6

[34,9E75,34.9E2,34,9].
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Speed Ups
TOP_RFEL TOP_RFEL TOP_RFEL
nq GLOB.SP TOP TD TOP 30T
34.9E-5 34.9E-2 34.9 | 34.9E-5 34.9E-2 34.9 | 34.9E-5 34.9E-2 34.9
1 9.065 9.255 11.565 4.032 3.979 4.274 74.913 51.134  41.302

10 6.349 6.568 8.242 2.449 2748 2.886 | 53.356 38.632  30.080
20 6.166 6.603 8.598 2.510 2517 2.681 | 49.325 37.095  28.851
30 6.275 6.632 8.374 2.311 2572 2617 | 47.902 36.241  30.233
40 6.909 6.739 8.737 2.449 2.557  2.597 | 50.800 34.560  29.516
50 6.855 6.810 8.817 2.464 2535 2682 | 49.676 35.103  29.586
60 7.041 6.918 8.864 2.413 2445 2518 | 49.588 34.250  29.352
70 7.416 6.979 9.547 2.416 2364  2.691 | 50.452 34.213  29.927
80 7.529 7.809 9.705 2.393 2.661 2.629 | 49.533 35.656  28.628
90 7.567 7.756 9.624 2.455 2.566  2.621 | 50.445 37.108  29.522
100 7.933 7.739 9.727 2.495 2444 2.625 | 50.850 35.665  28.694
Media | 7.004 7.055 9.024 2.436 2.541 2.655 | 50.193 35.852  29.439

Cuadro 6 Tabla de comparaciéon de solucion topoldgica de la corredera espacial en coordenadas
relativas con la solucién global y las soluciones topoldgicas en coordenadas naturales para las tres
velocidades angulares consideradas 6 = [34,9E7°,34,9E72 34,9].
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Figura 36 : Tiempos de ejecucion de la corredera espacial en formulaciones global, topolégica en
coordenadas naturales y topoldgica en coordenadas relativas.



Capitulo 7

Conclusiones y desarrollos futuros

7.1 Principales ventajas e inconvenientes

Si se compara la formulacion topoldgica por ecuaciones de grupo y coordenadas relativas con la

formulacién topoldgica en coordenadas naturales, podemos recoger las siguientes consideraciones:

e Menor coste computacional de la formulacion topoldgica con coordenadas relativas por derivada
temporal frente a formulacién topoldgica con coordenadas naturales por derivada temporal
para un grupo estructural con nimero de coordenadas elevado, en el caso espacial (3D). Se ha
probado que para mecanismos con mas coordenadas de grupo, tales como la corredera espacial,
el problema se resuelve mas rapido en coordenadas relativas, las cuales que requieren un menor
numero de coordenadas de grupo comparadas con las naturales y, por tanto, dan lugar a

matrices jacobianas de menor dimension, lo que simplifica considerablemente el problema.

e En grupos estructurales planos resueltos por formulacion topoldgica en coordenadas relativas, el
retraso en el cdlculo de coordenadas cartesianas a partir de las relativas es perjudicial. Por ello
como vimos en la resolucién del cuadrilatero articulado se producia un retraso de la formulacion
en coordenadas relativas frente a la formulacién topoldgica en coordenadas naturales, ambas por
derivada temporal. No obstante, en desarrollos futuros si seria mejor resolver con formulacién
topoldgica en relativas que con formulacion topoldgica por grupos y coordenadas relativas, o

incluso naturales y grupos, en funcion del tamano y del tipo de los grupos.

e Modularidad. Considera una serie de ventajas frente a la solucion global: facilidad de modeli-
zacion y resolucién de cualquier MBS, y andlisis rapido y efectivo. Consiste en la posibilidad
de que cada grupo estructural pueda programarse, optimizarse y compilarse en una subrutina

independiente que puede incluirse en una extensa libreria de GE.

e Empleo de la funcién ’subs’ en el método simbdlico. La modelizacién por GE permite el uso de
calculo simbdlico para generar las matrices necesarias para el andlisis cinematico, a diferencia
del global. Ello sistematiza la creacién de las subrutinas que calculan los elementos de estas
matrices, evitando operaciones al analista y garantizando que las mismas estén exentas de

errores. Se ha incluido un avance que evita tener que copiar a mano las matrices, a menudo de
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gran dimensién, al poder sustituir los diferenciales por variables con un nombre concreto. Esto
supone una reduccién de los tiempos de programaciéon de las subrutinas y una forma de evitar

errores en la realizacion alternativa del procedimiento de un modo manual.

e Formulacion menos sistematica del problema. La formulacién del problema en coordenadas
relativas es menos sistematica y requiere la identificacién de una serie de coordenadas angulares
y de distancia, asi como la fijaciéon de otras tantas. Por su parte, en coordenadas naturales se
fijan de forma sistemdtica una serie de puntos y vectores, lo que facilita la programacién de

esta solucion.

e Ecuaciones de restriccion con férmulas trigonométricas complejas. Mientras que en coordenadas
naturales siempre tenemos ecuaciones de restriccion de sélido rigido (distancia constante), pro-
ducto escalar o producto vectorial, en coordenadas relativas hemos de ’abrir’ el mecanismo por
un par cinematico y establecer una ecuacién de cierre de lazo que a menudo contiene funciones

trigonométricas complejas, lo que puede ralentizar algo la derivacion del problema.

7.2 Desarrollos futuros

El presente trabajo puede servir como partida para el estudio y el analisis cinematico de meca-
nismos planos y espaciales por descomposicién en grupos estructurales y utilizando subrutinas en

coordenadas relativas que resuelvan tales grupos.

Entre los posibles desarrollos futuros, se destacan:

e Extension del método a sistemas espaciales con GE que incluyan pares cinematicos distintos

de las combinaciones de rotacién/traslacion presentadas en este trabajo.

e Estudio comparativo de la eficiencia de métodos basados en coordenadas relativas sin descom-

posicién en grupos.

e Desarrollo de un simulador para el estudio de la eficiencia del método basado en coordenadas
relativas y GE dependiendo de la estructura cinematica del sistema multicuerpo, densidad de
las matrices jacobianas de los GE, nimero de GDL del grupo y tipo de solver empleado en el

andalisis.

e Desarrollo e implementacion de la formulacion en coordenadas relativas y GE al analisis dinami-

co inverso y directo de sistemas multicuerpo.
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