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Resumen

La presente tesis doctoral aborda el estudio y resolucion de diferentes problemas relacionados con la
transferencia de calor y mecénica de fluidos, mediante el Método de Simulacién por Redes (MESIR). Los
resultados numéricos obtenidos son suficientemente precisos y con margen de error caracteristico del

campo de la Ingenieria Térmica.

El andlisis de los estudios acerca de la transferencia en masa y calor por un fluido hidromégnético sobre
determinadas superficies, como un disco giratorio o canal de placas paralelas se han elaborado ampliamente
en esta memoria. Se presta especial atencién en el estudio de flujos magnetohidrodinamicos y aspectos de
transferencia de calor en varias geometrias considerando ademas la relevancia de este tema en numerosas

investigaciones en los ambitos de la Ciencia y la Ingenieria.

La convecciéon mixta laminar en un canal de placas paralelas por un fluido newtoniano conductor de
electricidad es analizada, estudiandose la influencia de los pardmetros de conveccion mixta, disipacion
viscosa y magnética, coeficiente de generacién/absorcion de calor y campo magnético, tanto en el estudio

estacionario como en el transitorio.

Se han presentado las soluciones analiticas y numéricas para una clase de flujos unidireccionales transitorios
de un fluido de segundo grado. Ademas, se discuten dos situaciones de flujos distintas de un fluido entre dos
fronteras paralelas. El interés sobre los fluidos no-newtonianos se ha incrementado en los Gltimos afios
considerablemente. También se ha realizado un anlisis numérico sobre los efectos de radiacion y reaccion

guimica sobre conveccion libre magnetohidrodinamica a través de un medio poroso.

Se han comparado las soluciones analitica y numérica con éxito y se ha verificado la exactitud de los
resultados. El disefio de los modelos en red asi como la implementacién de las condiciones de contorno, se
explican en el Capitulo 2. Se han desarrollado los ficheros fuentes (C++) para resolver posteriormente todos
los casos analizados. Este programa permite la introduccion de todos los parametros que define cada caso
estudiado, generando un archivo de texto con el formato de un circuito eléctrico, para poder ejecutar el
programa Pspice y obtener los resultados en formato de texto o gréafico, empleando el osciloscopio virtual

Probe disponible en el paquete de Pspice.



Numerical solution of transport phenomena problems

applying electrical analogy and the Pspice program

Abstract

The present doctoral thesis tackles the study and resolution of different problems related to the heat transfer
and fluids mechanics, by means of the Network Simulation Method (NSM). The numerical results are

sufficiently precise and with characteristic error margin of the Thermal Engineering field.

The analysis of heat and mass transfer studies for a hydromagnetic fluid on certain surfaces, such as a
rotating disk or parallel plates channel have been widely elaborated herein. Special attention is paid to the
study of magnetohydrodynamic flows aspects with heat transfer in several geometries also considering the
importance of this issue in numerous investigations in the Science and Engineering fields. Laminar mixed
convection in a vertical parallel plate channels for a newtonian electrically conducting fluid is analyzed.
Both steady and transient studies were made considering the influences of mixed convection parameter,
viscous and magnetic dissipation, heat generation / absorption coefficient and magnetic field.

The analytical and numerical solutions are presented for a class of unsteady unidirectional flows of a second
grade fluid. Furthermore, two different situations of fluid flows between two parallel borders are discussed.
The interest on non-Newtonian fluids has increased considerably in recent years. In addition, a study has
been conducted about the radiation and chemical reaction effects on MHD free convection through a porous

medium.

Analytical and numerical solutions have been compared successfully and the accuracy of results was verfied.
Models network design as well as the implementation of the boundary conditions are explained in Chapter
2. The source files have been developed (C++) to solve all cases analyzed later. This program allows the
introduction of all the parameters that defines all studied cases, generating a text file in the format of an
electrical circuit to be run in the Pspice simulator and get the results as text or graphic, using the virtual

oscilloscope Probe available in the package Pspice.
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Simbologia

A gradiente de presion constante (Pam %)

B vector de induccion magnética (tesla)

By induccién magnética (tesla)

Br ndmero adimensional de Brinkmann

C concentracion de especie adimensional

G calor especifico a presion constante (J kg™ K™
Cw concentacién de especie de la pared (mol m®)
Ce coeficiente de friccion

D=2L didmetro hidraulico (m)

Dn coeficiente de difusién en masa (m?s )

F=JxB Fuerzade Lorentz (N)
Fr,F,  componentes de F (N)

F velocidad radial adimensional

g aceleracion de gravedad (m/s%)

G velocidad tangencial adimensional

Gr ndmero adimensional de Grashof, gBCv (Cy — C.)/uy, V2
Gn ndimero adimensional de Grashof térmico, gBT v(Tw — T..)luV
h coeficiente de transferencia de claor (Wm?K™)

H velocidad axial adimensional

I vector unitario

I, vector unidad en direccion z

J vector de densidad corriente (A-m?)

k conductividad térmica del fluido (W-m™K™)

K parametro de reaccion quimica adimensional

L longitud del canal (m)

m = oBy’/pw, pardmetro magnético

M numero de Hartmann

P presion adimensional

P = p+pgx, diferencia entre presion y presion hidrostatica (Pa)

Pr numero de Prandtl, v/o.

01,02 flujos de calor predefinidos (Wm)

Q medida de transferencia de calor (Js%)

Qo coeficiente de generacion de calor o absorcion (Wm*K™)
R. ndmero adimensional de Reynolds

Rqt = (To—To)/AT parametro de radio térmico para el caso (g, — T,)
Ry = (T—Ty)/AT paradmetro de radio térmico para el caso (T;—T,)
Rg= (T1—To)/AT parametro de radio térmico para el caso (T, — )

Sc numero adimensional de Schmidt

Sh numero adimensional de Sherwood

T temperatura (K)

To temperatura de referencia para paredes isotérmicas (K)
Tw temperatura de pared (K)

T, temperatura ambiente (K)


http://es.wikipedia.org/wiki/Vatio
http://es.wikipedia.org/wiki/Metro

T, T,  temperaturas de contorno predefinidas (K)
u velocidad del fluido en la direccion-x (ms™)
U= AD2/(48y), velocidad de referencia (ms ™)

Uy velocidad de la superficie vertical (ms™)
U velocidad axial adimensional

velocidad transversal (ms™)

voltaje

velocidad en direccion radial (ms™)
velocidad en direccion axial (ms™)
velocidad en direccion angular (ms™)
coordenada espacial horizontal (m)
coordenada transversal (m)

coordenada espacial vertical (m)
oordenada axial (m)

=

N

N XS X< <L<<

Letras griegas

AT diferencia de temperatura (K)

o= ki(pc) difusividad térmica (m? s™)

01,0 mAdulos de tension normal

Bec coeficiente de expansion de concentracion (m® mol *)
coeficiente de expansion térmica (K%
parametro de reaccion quimica

coordenada transversal adimensional
temperatura adimensional

viscosidad dinamica (Pa s)

permeabilidad magnética (N/ A%

viscosidad cineméatica (m*s™)

variable adimensional

densidad (kg m?)

conductividad eléctrica del fluido (mho m™ )
tiempo adimensional

velocidad transversal del fluido ( ms™)
coordenada angular (rad)

velocidad angular del disco (rad s*)
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Subindices

W pared

© ambiente

Operador

d/dt=Vr,0/or+V, 0/oz

c concentracion

Cp calor especifico del fluido a temperatura constante
Cw concentracion de la pared

Ce coeficiente de friccion
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Presentacion

1.1. Antecedentes e introduccion

El estudio de flujo y transferencia de calor sobre cuerpos en rotacion es un tema de considerable interés debido a su
aparicion en muchas aplicaciones industriales, energia geotérmica, geofisicas, tecnoldgica y de ingenieria. Dicho
estudio ha sido importante en el disefio de turbinas, en la estimacién de vuelo de ruedas giratorias, en misiles y en el
modelado de vértices geofisicos. El disco giratorio es una geometria popular para el estudio de diferentes flujos de
fluidos, debido a su simplicidad y al hecho de que representa un problema de dindmica clésica de fluidos. En esta
memoria, uno de los problemas tratados, ha sido el estudio de un flujo y transferencia de calor de un fluido conductor

de electricidad incompresible sobre un disco giratorio infinito en presencia de un campo magnético.

Los problemas de transferencia de calor y masa combinados con una reaccion quimica son también considerados en
esta memoria, debido a su importancia en muchos procesos industriales, principalmente en el sector energético, en la
generacion, intercambio y el consumo de calor. Estos problemas han recibido una considerable atencion en los
Gltimos afios, ya que poseen numerosas aplicaciones, como por ejemplo, los procesos de secado, distribucion de
temperatura y humedad en campos agricolas y plantaciones frutales o la transferencia de energia en torres de
refrigeracion hlimedas.

El estudio de la generacion y/o efectos de absorcion de calor en fluidos en movimiento es muy importante en varios
problemas de ingenieria, fluidos bajo reacciones quimicas endotérmicas y exotérmicas. El estudio realizado esta
basado en el estudio de un flujo hidromagnético de una superficie permeable vertical en continuo movimiento en
presencia de los efectos de generacion de absorcion de calor, campo magnético y de reaccién quimica de primer

orden.

Los principales estudios realizados abordan diferentes temas como son el efecto de reaccion quimica sobre ciertos
fluidos, el efecto de reacciones quimicas homogéneas sobre fluidos no estacionarios en placas verticales infinitas o
fluidos magnetohidrodinamicos que atraviesan superficies permeables verticales en movimiento, en presencia de los

efectos de generacién/absorcién de calor y un campo magnético transversal.
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Otro de los problemas tratados en presente documento es el flujo de conveccidn mixta en un canal vertical, se trata en
la actualidad de un objetivo de numerosas investigaciones debido a sus posibles aplicaciones en procesos de
ingenieria industrial. Entre las aplicaciones mas importantes se incluyen la refrigeracion de equipos electrénicos,

transformadores de calor, reactores refrigerados por un gas nuclear y otros.

Las investigaciones més relevantes tratan el estudio de flujos de conveccion mixta laminar completamente
desarrollados sobre canales verticales de placas paralelas. Ademas, se ha centrado el interés sobre el estudio de
fluidos de conveccion combinada libre y forzada tanto para flujos desarrollados y completamente desarrollados.

Los flujos de conveccion sobre fluidos conductores de electricidad con efectos de un campo magnético también
constituyen el objetivo de numerosas investigaciones por sus multiples aplicaciones industriales. Por otro lado, se
destaca la investigacion sobre los flujos de transferencia en masa y la conveccién libre de fluidos conductores de

electricidad, viscosos e incompresibles sobre una placa vertical en continuo movimiento.

En esta memoria también se ha planteado el estudio de flujos unidireccionales no estacionarios de fluidos no
newtonianos mediante el andlisis de las soluciones analitica y numérica. El fluido de segundo grado es uno de los
modelos utilizados més populares para describir la conducta de los fluidos no newtonianos. Recientemente, se han

realizado un nimero importante de estudios relacionados con los fluidos no newtonianos.

Se han abordado diversos temas entre los que se destaca, el movimiento repentino de una superficie plana en un
fluido no newtoniano. Se han obtenido soluciones exactas para una clase de flujos unidireccionales no estacionarios
bajo diferentes situaciones de flujo. Otras relevantes investigaciones muestran las soluciones exactas para los flujos
de un fluido no-newtoniano entre dos placas paralelas infinitas. Los flujos son generados por oscilaciones de cada
una de las placas. Muy relacionado con este estudio, se publicaron algunos trabajos sobre el flujo de un fluido de
segundo orden entre placas paralelas giratorias. Posteriormente, se abordd la conveccion libre de fluidos no

newtonianos sobre cuerpos bidimensionales no isotérmicos.
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Son destacables los esfuerzos realizados durante los Gltimos afios de investigacion, al estudio de los fluidos no
newtonianos debido a sus interesantes y fundamentales aplicaciones. Aunque algunos de los problemas lineales
estudiados en esta memoria tienen solucion analitica, si bien frecuentemente mediante series complicadas de
convergencia lenta (particularmente en geometrias cilindricas y esféricas), la solucion presentada por los programas

se basa en calculos numéricos bien contrastados.

La herramienta usada a este fin es el método de simulacién por redes (MESIR) que hace uso de la similitud entre el
transporte de calor y el de carga eléctrica, si bien no se trata de la conocida analogia termoeléctrica contenida en
muchos libros de texto [Incropera y de Witt, 1996] , [Chapman, Grigull y Sandner, 1984], [Kakag y Yener, 1985],
[Ozisik, 1993], [Lienhard, 1987] [White, Brodkey Hershey,1988], [Bayazitoglu y Ozisik,1988], [Thomas, 1998],
[Mills, 1999] cuyo objetivo, ademéas de orientarse exclusivamente a problemas lineales, es frecuentemente
académico o formal, resolviendo problemas en los que la analogia se establece entre partes finitas del medio en el
que tiene lugar la transmision del calor que, a su vez, estan conectadas en serie o paralelo con otras partes del mismo

u otro medio.

El Método de Simulacién por Redes (MESIR) esta basado en la teoria de redes de [Peusner, 1987] y constituye la
herramienta muy que utilizaremos para abordaremos los problemas de estudio en este proyecto. Es Util tanto para la
investigacion de modelos como para la obtencion de resultados numéricos. Para el desarrollo de este capitulo
utilizaremos como bibliografia los resultados de [Gonzalez Fernandez y Alhama, 2002a y 2002b] y el manual
PSPICE 6.0.

En los afios 60 la analogia termo-eléctrica llegaba a implementar fisicamente los circuitos y tuvo un cierto auge pues
los calculos numéricos no se habian desarrollado suficientemente. Sin embargo, tal simulacion anal6gica tuvo no
pocas dificultades que propiciaron su abandono como herramienta de calculo; entre ellas, los relativamente elevados
margenes de tolerancia en la fabricacion de componentes y su elevado nimero en problemas complejos. EI enorme
desarrollo en capacidad y velocidad que experimentaron los equipos informaticos hizo que estos desbancaran sin
esfuerzo las técnicas analdgicas de simulacion. Sin embargo, el desarrollo de numerosas mejoras en los disefios de
los simuladores de circuitos eléctricos modernos, hace que el MESIR tenga su protagonismo desde los afios 90, hasta
la actualidad.
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1.2. Objetivos y desarrollo

El primer objetivo fundamental de esta memoria consiste en el estudio numérico de problemas en los campos de la
Mecénica de Fluidos y de la Transferencia de Calor. Se centra la atencion en los problemas directamente
relacionados con la magneto-hidrodindmica de los fluidos conductores de electricidad en presencia de varios efectos

COMO SON campos Magnéticos, reacciones quimicas Y la absorcion/generacion de calor.

Se estudia la transferencia de masa y de calor inducida por varias superficies en movimiento con velocidad uniforme.
Se han considerado el problema estacionario y transitorio aplicado a un tipo de fluido viscoso, incompresible,
conductor de electricidad y con la propiedad de absorcion/generacion de calor. En la mayoria de los casos, el flujo es
considerado laminar y bidimensional. También ha sido investigado el flujo de conveccion mixta laminar hidro-
magnético en un canal vertical. Se han determinado los campos de velocidades, temperaturas y concentraciones, para
diferentes combinaciones de todos los parametros involucrados en cada proceso fisico, analizandose el efecto de los

mismos sobre la transferencia de calor y la dinamica de los fluidos.

Un segundo objetivo es proponer al MESIR como método de resolucion de este tipo de problemas, proporcionando
resultados suficientemente precisos (con margenes de error propios de los campos de la Ingenieria Térmica y la
Mecanica de Fluidos). El tercer objetivo es, analizar la incidencia en los resultados de diferentes parametros

adimensionales que intervienen en cada uno de los problemas estudiados.

Este trabajo de investigacién agrupa una serie de conocimientos que han permitido desarrollar una modelizacion en
red de los fendmenos de transporte en mecanica de fluidos y en transferencia de calor. Este trabajo ha sido

estructurado de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 se presentan los conceptos fundamentales del modelo numérico propuesto MESIR, mediante una
detallada explicacion acerca de la descripcién como método numérico, origen y simulacién del proceso asi como sus

ventajas y desventajas.

El Capitulo 3 abarca las distintas aplicaciones del método de simulacion en red, mediante varios estudios. En primer
lugar, el anélisis del flujo magnetohidrodindmico (MHD) a través de una superficie permeable en movimiento en

presencia de generacion/absorcion de calor, efectos de un campo magnético y una reaccion quimica de primer orden.
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Se realiza en este problema el estudio del problema transitorio de transferencia de calor y masa de un flujo
newtoniano, viscoso, conductor de la electricidad, con efectos de generacion/absorcion de calor a través de una placa

porosa en movimiento en presencia de un campo magnético.

El estudio numérico de flujo y transferencia de calor de un fluido MHD sobre un disco giratorio es también resuelto
mediante el método de redes. En esta ocasion, el objetivo de la investigacion es el estudio de los efectos del flujo
magnetohidrodindmico (MHD) con transferencia de calor sobre un fluido viscoso incompresible en un disco
giratorio. Se resuelve el caso no estacionario del fluido conductor, viscoso e incompresible en un disco que esta

girando con una velocidad angular inversamente proporcional al tiempo.

Excelentes resultados se han obtenido en el estudio del flujo de conveccion mixta hidromagnético laminar en un
canal vertical de placas paralelas en presencia de un campo magnético. El fluido se considera newtoniano, conductor
de electricidad y los resultados obtenidos reflejan la incidencia de los parametros involucrados en el problema.

El estudio realizado acerca de flujos unidireccionales no estacionarios de un fluido no newtoniano, ha supuesto
resultados altamente fiables mediante la aplicacion de la técnica en red, se ha realizado un estudio transitorio con la

influencia de ciertos parametros.

En el Capitulo 4, se realiza el disefio de los modelos en red para cada uno de los problemas estudiados en esta
memoria. En primer lugar, se define el modelo matematico y fisico de cada problema en estudio, mediante las
ecuaciones diferenciales pertinentes. Dichas ecuaciones son adimensionalizadas junto con las correspondientes
condiciones iniciales y de contorno para completar la definicion matemética del estudio. Mediante el proceso de
discretizacion mediante la técnica de diferencias finitas, se obtienen las ecuaciones discretizadas, para a continuacién
aplicar la analogia eléctrica y poder definir los flujos de corrientes y los potenciales eléctricos. Asi, es posible disefiar
los correspondientes modelos en red para poder determinar los campos de velocidad, temperatura, concentracion y

presion.
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Los resultados obtenidos son detallados en el Capitulo 5. En la mayoria de los casos estudiados, se han obtenido los
casos estacionario y transitorio de cada problema, representando gréaficamente las principales variables
independientes, en funcion de los pardmetros adimensionales mas significativos. La exactitud de los resultados
logrados ha resultado satisfactoria en la totalidad de problemas estudiados.

Finalmente, en el Capitulo 6 se recogen las conclusiones aportadas en cada estudio realizado.

La descripcion de cada uno de los simbolos utilizados a lo largo del texto se recoge al principio del trabajo bajo el

epigrafe “Simbologia”.

|.3. Perspectivas

En la presente memoria se aborda la resolucion de diferentes problemas de fenémenos de transporte, aplicados en los
campos de la transferencia calor y masa y la mecénica de fluidos, empleando como herramienta numérica el MESIR,
quedando demostrada la potencialidad de dicho método.

En un futuro puede emplearse toda la experiencia acumulada hasta el momento para abordar diversos problemas de
cualquier area del ambito de la ingenieria. Otra accién a abordar en el futuro es el desarrollo de una interface
programa-usuario para que el empleo de todos los algoritmos de calculo disefiados sea de facil manejo para el

usuario.
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Meétodo de Simulacion por redes

A continuacién, se introducen brevemente los fundamentos del Método de Simulacién por Redes (MESIR),
herramienta de calculo para la simulacion numérica de los problemas que el programa propuesto es capaz de
abordar. EI MESIR es un método versétil y potente, muy extendido en la literatura cientifica, capaz de modelar, en
principio, cualquier problema matemético definido (uni y bi-dimensional) mediante un conjunto de ecuaciones
matematicas que rigen el proceso fisico y de condiciones de contorno. La aplicacion del MESIR precisa de un
programa de resolucion de circuitos eléctricos. De entre los existentes en el mercado se ha adoptado OrCAD-Pspice
en sus diferentes versiones. Un objetivo de este capitulo se dedica a las posibilidades de anéalisis y simulacién de este

programa.

2.1. Fundamentos del método

El Método de Simulacion por Redes (MESIR o NSM, Network Simulation Method) es una técnica para el estudio
numérico de diferentes procesos fisicos que puedan definirse mediante un conjunto de ecuaciones, 0 modelo
matematico. Partiendo de éstas el procedimiento consiste, en primer lugar, en elaborar un “modelo en red” o circuito
eléctrico equivalente al proceso, y en segundo lugar en simular dicho proceso, obteniendo la solucion del modelo

mediante un programa adecuado de resolucién de circuitos eléctricos.

El MESIR, que utiliza la teoria de redes para modelar el proceso fisico objeto de estudio, es un método de simulacién
en tanto que incluye la resolucién numérica del modelo en red obtenido mediante la reticulacion espacial. Asi, las
variables flujos y fuerzas caracteristicas del mismo deben satisfacer las leyes de Kirchhoff y sus relaciones
determinaran los elementos de circuito correspondientes. Ahora bien, en cada proceso concreto y una vez elegidas
las variables conjugadas, la informacion de qué elementos de circuito intervienen en el modelo en red y como se
conectan entre si, se obtiene del modelo matematico y no de consideraciones de tipo fisico acerca del papel que
juegan estas variables. Un modelo en red se considera equivalente a un determinado proceso cuando, en su
descripcion, las ecuaciones del modelo matematico discretizadas, y las ecuaciones del modelo en red para un

elemento del volumen o celda elemental, correspondientes a variables andlogas, coinciden.
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La técnica de elaboracién del modelo consiste en reticular el espacio en celdas elementales, de forma que al aplicar a
estas reticulaciones las ecuaciones diferenciales, se obtiene un conjunto de ecuaciones en diferencias finitas que
constituyen el punto de partida para la obtencion del modelo en red correspondiente a cada celda elemental, y una
vez seleccionada la correspondencia entre variables dependientes del problema, variables fisicas y variables eléctricas
(tensiones e intensidades), permite interpretar los resultados de la simulacion. La asociacion de celdas, de acuerdo
con la geometria del problema, configura el modelo en red correspondiente a todo el medio finito, que es tanto més
preciso cuanto mayor sea el nimero de estas celdas. Las condiciones de contorno e iniciales se incorporan al modelo
de manera simple mediante dispositivos eléctricos adecuados (fuentes de tension y/o corriente, resistencias de valor
infinito, ect.).

2.1.1. Monopuertas

Los dispositivos 0 componentes caracteristicos que representan el modelo en red, llamados monopuertas, pueden ser
de los siguientes tipos:

a- Monopuertas pasivas. En funcion de la relacion expresada entre las variables de flujo de calor y temperatura que
obedecen a la ley de corrientes de Kirchhoff, LCK, y a la ley de voltajes de Kirchhoff, LVK, las monopuertas

pasivas tienen nombres especificos:

-Monopuerta resistiva. Es un elemento de circuito asociado a una relacion entre las derivadas temporales de las

variables flujo de calor que circula por una rama J y la diferencia de temperatura entre los extremos de dicha rama, X,
mediante una funcién independiente del tiempo que llamaremos resistencia, R, que puede depender o no del flujo de
calor o de la temperatura: dX(t)/dt = R dJ(t)/dt Por tanto, R = dX(t)/dJ(t)

Una monopuerta resistiva es lineal cuando la relacion entre las variables X (t) y J (t) lo es, es decir
X () = R J(t); naturalmente R es una constante en este caso. Su accion es instantanea, no importa cual sea su estado
anterior, en este sentido carecen de memoria. En su analogia fisica representan efectos disipativos, fricciones, efectos

Viscosos, energias de reaccion, etc., y desde el punto de vista termodinamico son elementos generadores de entropia.

11
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Las monopuertas resistivas no lineales se definen a través de las funciones que las caracterizan, J(t) = Fr “(X).
Constituyen, en definitiva, fuentes controladas de corriente. La traduccion al modelo en red es una resistencia

eléctrica de valor R ohmios para el caso lineal o una fuente controlada de corriente para el caso no lineal.

-Monopuertas capacitivas. Monopuertas capacitivas. Es un elemento de circuito asociado a una relacion entre la

variable flujo de agua y la derivada temporal de la variable contenido volumétrico de agua en una misma
profundidad de suelo, mediante una funcion no dependiente del tiempo que designaremos como capacidad, C.

3 = C dX(t)/dt

En estas monopuertas se producen algun tipo de almacenamiento, sin perdidas (no hay disipacion energética), y su
estado que no cambia instantaneamente, tiene en cuenta todas las operaciones llevadas a cabo en el pasado (se trata

de elementos con memoria).

Los procesos de almacenamiento y disipacion de energia, bajo la hip6tesis de continuidad del medio, se originan en
todos los puntos del sistema. Los elementos R y C se identifican sin embargo con regiones pequefias y finitas del
medio y sus conexiones con las otras puertas se realizan con enlaces ideales de energia, es decir, con conductores de
resistencia nula. El que cada elemento pueda ser caracterizado por un par de variables conjugadas con una Unica

ecuacion constitutiva entre ellas es una hip6tesis basica en el MESIR que deriva de la teoria de redes.

Fisicamente equivalente a decir que es posible elegir un elemento de volumen lo suficientemente pequefio como para
que su tiempo de relajacion interna sea mucho menor que el del sistema global, pero suficientemente grande como

para que las fluctuaciones de las variables que describe el sistema en él sean despreciables.

b- Monopuertas activas. En éstas se produce una aportacion o extraccion de energia al sistema. Entre éstas cabe

distinguir:

12
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Fuentes constantes. Son monopuertas definidas de acuerdo con las expresiones Fj(J) = 0 y Fx(X) = 0 para fuentes de

flujo o fuerza respectivamente. Tienen asignado un sentido (o signo) que indica la direccion en que fluye la energia.

Fuentes controladas. Se trata de monopuertas especiales asociadas a relaciones constitutivas entre variables,
conjugadas 0 no, expresadas mediante cualquier funcion que no contiene explicitamente el tiempo. Se trata de
elementos de entrada multiples con una Unica salida que corresponde a un flujo o una fuerza que depende
funcionalmente de otros flujos o fuerza de distintas ramas o nudos del mismo circuito. En ocasiones las fuentes
controladas no aportan energia desde el exterior sino desde un punto u otro del circuito. Estas fuentes van a permitir

especificar acoplamientos energéticos de distinto tipo.

X = E (Xc) fuente de tension controlada por tension.
X =H (Jc) fuente de tension controlada por corriente.
J =G (Jc) fuente de corriente controlada por corriente.

J =F (Xc) fuente de corriente controlada por tension.

E, H, G y F designan funciones arbitrarias de la variable de control (subindice c). La accion de control puede ser
gjercida por una 0 mas variables y las funciones de control pueden ser complejas. Aunque las funciones que
especifican el control de estas fuentes cubren un espectro suficientemente grande, en ocasiones es necesario recurrir a
la implementacion de circuitos auxiliares en el modelo en red para conseguir su equivalencia con el modelo
matematico.

En el caso de los procesos de transmision de calor, la posibilidad de elaborar modelos en red representativos de los
mismos, es decir, el hecho de que admitan redes eléctricas equivalentes, supone no sélo la equivalencia matematica
sino, también, la equivalencia fisica entre las variables caracteristicas de unos y otros procesos (térmicos y eléctricos).
La equivalencia fisica permite, en casos muy concretos, determinar cualitativa y cuantitativamente ciertas

magnitudes asociadas a la red que pueden jugar un papel, en la descripcion del fenémeno de transporte.
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A partir del modelo matematico y siguiendo los planteamientos de lo que se conoce como “Teoria de redes”, se
obtiene un grafo equivalente al proceso cuya simulacion (solucién) se lleva a cabo mediante un adecuado programa
de ordenador. Con el método de simulacion por redes, el grafo es del tipo eléctrico (un circuito eléctrico) y la

simulacion se realiza mediante el software de simulacion de circuitos. En este trabajo se ha utilizado [Nagel, 1977] y
[Vladimirescu, 1994].

El modelo en redes, pues, el formato que se da al modelo matematico para que pueda ser utilizado como entrada
(fichero) en un programa de resolucion de circuitos eléctricos. Este software es el que resuelve las ecuaciones de la

red y proporciona la solucion numérica del modelo matematico.
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2.2. Analogia termo-eléctrica

La analogia termoeléctrica se ha venido utilizando de una u otra forma desde hace varias décadas por numerosos
investigadores, bien como una representacion alternativa de los problemas térmicos, sin ninglin otro objetivo, bien

como un método de solucion del problema, construyendo los circuitos en el laboratorio y realizando medidas.

La equivalencia general establecida entre las variables térmicas (temperatura, T, y densidad de flujo de calor, j) y las
variables eléctricas (potencial eléctrico, V, y corriente eléctrica, J) establece en un caso de transporte general: Ve
variable potencial, i < variable fluyjo. Particularizando en un caso de transmision de calor, afirma que el potencial
eléctrico V es equivalente a la temperatura y la variable flujo i es equivalente al flujo de calor.

Si tenemos en cuenta un proceso de Mecanica de fluidos: V< velocidad, presion, i <> ouw/ox, owdy, op/ox, Op/oy.

Por Gltimo, en procesos de transferencia en masa: V<« concentracion, i«->0c/0x, oc/y.

Con el MESIR se construye un modelo en red, que es un circuito eléctrico equivalente al proceso a analizar,
basandose en la similitud formal de las ecuaciones de comportamiento del sistema y las de los circuitos eléctricos,
gue se resuelve mediante un software adecuado. La respuesta del circuito eléctrico coincide con la del sistema

sometido a estudio.

Una amplia y detallada discusion sobre todo esto, con numerosas referencias bibliogréficas, se puede ver en [Alhama,
1999]. Es frecuente el uso de analogias eléctricas de procesos simples de transmision de calor por un interés
meramente académico; sencillamente porgue las ecuaciones algebraicas del proceso de transporte (no diferenciales)
aplicadas a medios finitos son exactamente iguales a las que relacionan la intensidad y la tension (ley de Ohm) en los

componentes pasivos de los circuitos eléctricos.

Otros textos clasicos y modernos no hacen referencia alguna a la analogia termo-eléctrica [Carslaw y Jaeger, 1959];

[Ozisik y Gebhart, 1993] o la mencionan muy de pasada [Bennett y Myers, 1982], [Bejan y Taine, 1993].
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Textos modernos, especificos de tratamiento numérico, [Patankar, 1980] y [Shih, 1984] no hacen, obviamente,

referencia alguna a analogias eléctricas ni mencionan el “network method”” de [Oppenheim, 1956].

Las aportaciones reales de interés cientifico de la analogia termo-eléctrica se reducen a las derivadas de la técnica
“resistance-network model”, que mediante el uso exclusivo de resistencias se llega a la construccion de complicados
circuitos en los que manipulando el intervalo de tiempo permiten simular problemas no lineales, que incluyen
procesos de cambio de fase; [Liebmann, 1954a, 1954b, 1954a y 1956b)] estudia la elevacion térmica en cuerpos de
turbina durante el transitorio y [Bonilla y Strupezewsky, 1965] que estudian el comportamiento térmico de carcasas
de reactores ante pruebas de fuego. A ellas hay que afiadir las derivadas del MESIR ya mencionadas.

El paréntesis de casi tres décadas que separa estas publicaciones es debido a las dificultades inmensas en la
realizacion practica de los circuitos para obtener pruebas fiables; en los Gltimos afios los programas de resolucion de
circuitos disponibles en el mercado han salvado este obstaculo. ElI método analdgico de redes eléctricas, usado a
menudo por [Kreith y Romi, 1955], [Otis, 1956] y [Baxter, 1961] ha sido desplazado por la aplicacion de métodos
numéricos puros a causa de la gran potencialidad de los ordenadores digitales. Los computadores digitales actuales

hacen posible la solucién de complicados problemas por aplicacion directa de métodos numéricos.

De todo ello se puede deducir que el Método de Simulacion por Redes es algo sustancialmente diferente a la analogia
termo-eléctrica clésica esencialmente por su capacidad de abordar cualquier tipo de problemas lineales o no,

acoplados o no, y con condiciones de contorno arbitrarias.

Las aportaciones reales de interés cientifico de la analogia termo-eléctrica se reducen a las derivadas de la técnica
“resistance-network model”, que mediante el uso exclusivo de resistencias se llega a la construccion de complicados
circuitos en los que manipulando el intervalo de tiempo permiten simular problemas no lineales, que incluyen

procesos de cambio de fase; a ellas hay que afiadir las derivadas del MESIR ya mencionadas.
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2.3. Implementacion del método

En el método de simulacion por redes, el punto de partida es siempre el modelo matemético del proceso o problema,
esto es, el conjunto de ecuaciones en derivadas parciales (EDP) espacio-temporales cuya discretizacion de la variable
espacial conduce a un conjunto de ecuaciones diferenciales en diferencias finitas del cual se obtiene tanto el modelo
en red de la celda elemental, que por acoplamientos entre si reproduce el modelo en red del medio completo, como
los dispositivos 0 componentes que implementan las condiciones de contorno. Esta es la nica manipulacion directa

que se hace de las ecuaciones. Se ha representado el algoritmo general de resolucion en la figura I1.1.

EI) en
- " = diferencias
Modelo Discretizacion finitas (€,
matematico (ED (variable wvariable
o EDP) —) espacial) —-—) continua)
Disefio modelo en Disefio modelo
red (condiciones de Modelo en red enred (celda
contorno) - (completo) - elemental)

L |

Definicion

Programa Parametro

- (Visual C++)
Complilador Ejecutar
. (software) Resu I,ta_dos
Visual C+ | | PSPICE | mmmp | Numéricos | mmp | Grificas |

Figura I1.1. Diagrama del algoritmo general de resolucion
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Dado que teoremas de conservacion y unicidad de las variables flujo de corriente y potencial eléctrico,
respectivamente (leyes de Kirchhoff), se satisfacen en los circuitos, algunas de las ecuaciones que habitualmente
forman parte del modelo matemético no necesitan ser consideradas para el disefio del modelo en red. Esto ocurre con
la conservacion del flujo calorifico en la frontera de distintos medios y la unicidad en el valor de la temperatura en la

misma.

Cuando en una ecuacion en derivadas parciales se hace una doble reticulacion, espacial y temporal, se reemplazan las
derivadas parciales por aproximaciones finitas que conducen a un conjunto de ecuaciones algebraicas. Para la
solucién numérica de éstas se utiliza un software adecuado, generalmente un software de lenguaje propiamente
matematico. Este procedimiento es la base de los bien conocidos métodos numéricos de diferencias finitas,
elementos finitos y volimenes finitos para la solucion de las EDP.

Como ya se ha comentado, la elaboracion del modelo en red pasa por la reticulacion espacial, pero no temporal. Esta

es una diferencia esencial entre el MESIR y los métodos numéricos clasicos.

Conviene mencionar que tanto el método de lineas (MOL) [Liskovets, 1965], [Schiesser, 1991] como el método de
lineas transversal (TMOL) [Rothe, 1930] y [Rektorys, 1982] siguen estrategias similares a las del MESIR. En el
primer caso (MOL), se reticula la variable espacial para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales en diferencias
finitas, con el tiempo como variable continua, con ayuda de un adecuado software matematico. Mientras, en el
segundo caso se reticula la variable tiempo y se mantiene como variable continua la variable espacial, recurriendo
también a un software matematico adecuado para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales en diferencias

finitas resultante.

2. 3.1. El Mesir y otros métodos numéricos

Ya se ha comentado anteriormente que la elaboracion del modelo en red pasa por la reticulacién espacial, pero no
temporal. Se parte de un sistema de ecuaciones en derivadas parciales cuya reticulacion espacial las convierte en

ecuaciones diferenciales ordinarias en el tiempo, que son las del circuito correspondiente a una celda elemental.
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La diferencia esencial con los métodos numeéricos clasicos, ya se comentado anteriormente, es que en éstos se realiza
una reticulacion simultanea de las dos variables independientes, espacio y tiempo, mientras que en el MESIR la
reticulacion es sucesiva; 12 etapa, una reticulacion espacial de la que se obtiene el modelo en red y 22 etapa, una

reticulacion temporal, realizada de manera interna por el propio software en el proceso de simulacion.

[Alhama y col., 1997] demostraron que la precision de los resultados de la simulacion o error respecto de la solucion
exacta, en problemas lineales, depende del tamafio de la reticulacion, pero son suficientes reticulaciones del orden de
40 a 60 elementos de volumen para reducir estos errores a valores por debajo del 0.5-0.2%. Cuando se trata de
problemas fuertemente no lineales, por ejemplo problemas de cambio de fase con frontera mévil, fluidos no-
newtonianos, acoplamientos magnéticos entre fluidos, condiciones de contorno complejas, etc., basta en muchos de
estos casos, duplicar el tamafio de la reticula para obtener soluciones con errores del mismo orden. Algunas veces,
como en cualquier método numérico, no es posible vencer las trabas que implican los errores de convergencia y el

método no es capaz de suministrar una solucion estable y exacta del problema estudiado.
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2.4. Software: Pspice-Orcad

Una vez obtenido el modelo en red se procede a su andlisis mediante su simulacion. Para ello hemos buscado un
software adecuado para la solucién de circuitos eléctricos tal y como se ha indicado en las referencias del apartado
1.4. PSpice ha sido utilizado por otros autores para resolver problemas de otras disciplinas. [Baker y Shortt, 1990]
estudiaron el comportamiento de componentes integrados en diferentes rangos de temperatura, [Bello, 1991] lo
aplicé a la resolucion de problemas mecanicos, Herbert a la resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias,

[Hamill, 1993] a problemas estadisticos y relacionados con el caos, etc.

En el proceso de simulacion el circuito se presenta al ordenador como un conjunto de ecuaciones matematicas y éste,
mediante procedimientos de andlisis numérico, proporciona toda la informacién solicitada por el investigador para
cada tipo de analisis. De esta forma, se obtienen los datos correspondientes a medidas tipicas de laboratorio con un
margen de error despreciable y sin afectar al circuito; mas ain, pueden alterarse las condiciones iniciales, de
contorno, Y las caracteristicas térmicas del medio con sencillos cambios en el programa, y el andlisis puede aportar
datos sobre el comportamiento del circuito mas alla de los limites que virtualmente se pueden obtener con medidas

reales.

En el proceso de simulacion, el modelo en red o circuito equivalente es introducido en el ordenador como un fichero
que puede ser simbdlico (fichero esquemético con la simbologia tipica de los circuitos eléctricos) o de texto (cuya
elaboracion utiliza muy pocas reglas, sencillas y muy intuitivas). El software Pspice asocia a cada uno de los
componentes del modelo en red una ecuacion (0 conjunto de ellas) matematica que relaciona las variables flujo

(corriente eléctrica) y fuerza (voltaje).

El resultado de la simulacion seria equivalente al obtenido experimentalmente construyendo fisicamente el circuito
en el laboratorio, pero con un margen de error practicamente despreciable y pudiendo obtener datos sobre el
comportamiento del circuito méas alla de los limites que virtualmente se pueden obtener con medidas reales. La
simulacion esta estructurada en cinco subprogramas principales, que interaccionan entre ellos a través de una
estructura de datos que es almacenada en un area comdn del programa. Estos subprogramas son: entrada,

organizacion, analisis, salida y utilidades, de acuerdo con la figura I1.2.
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El subprograma de entrada lee el archivo de entrada, construye una estructura de datos y chequea el circuito. El de
organizacion, una vez que el programa se ha ejecutado con éxito, construye las estructuras adicionales de datos que
seran requeridas en el programa de andlisis, parte esencial de la simulacion. El subprograma de salida genera y
organiza, en la memoria central o en discos, los resultados solicitados por el usuario en forma tabular o gréfica. Las
utilidades son aspectos secundarios no relacionados directamente con la simulacion; éstas permiten, por ejemplo,

almacenar componentes o partes de modelos para ser compartidos por otros usuarios.

El subprograma andlisis es la parte importante del programa de simulacion. Ejecuta los andlisis del circuito
requeridos, de acuerdo con las indicaciones del archivo de entrada; la informacion resultante se almacena en la
memoria central 0 en discos para su posterior procesamiento en los archivos de salida. Mientras que la facilidad de
uso del programa reside en los subprogramas de entrada y salida, el programa de anélisis, que contiene algoritmos

més complejos y consume la fraccion mayor del tiempo de computacion, determina la eficiencia de la simulacion.

En el proceso de simulacion, se obtiene la solucion numérica de la representacion matematica del modelo en red. Esta
contiene i) las ecuaciones matematicas de los diferentes tipos de monopuertas, ii) las ecuaciones correspondientes a
las restricciones impuestas por las leyes de Kirchhoff, propias de la teoria de circuitos, que han de satisfacerse entre
las ramas y nudos del circuito, v iii) la informacién particular sobre la interconexion de los diferentes componentes

eléctricos de cada modelo.

Toda esta informacion compone un extenso sistema de ecuaciones algebraico-diferenciales. EIl conjunto de tareas que
componen el proceso de simulacion puede ser agrupado en los siguientes tdpicos (o algoritmos de computacién): i)
formulacion de las ecuaciones, ii) solucién de ecuaciones lineales, iii) solucién de ecuaciones no lineales e iv)

integracion numérica.
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CONTROL
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Figura 11.2. Diagrama blogues del programa de simulacién de circuitos Pspice

Pspice es miembro de la familia de programas de simulacion de circuitos Pspice2 [Nagel, 1977] mucho mas potente
y répido que sus predecesores, fue desarrollado en la Universidad de California en los afios setenta y utiliza
algoritmos numéricos més refinados con formatos de entrada-salida idénticos. En el andlisis de continua Pspice

determina el punto de trabajo, es decir, los valores de polarizacion de sus componentes en ausencia de excitaciones

alternas.

Para este calculo se elimina la accién de los condensadores y bobinas, los primeros quedan como circuitos abiertos y
las bobinas se cortocircuitan. Para el andlisis transitorio Pspice parte del intervalo de tiempo (0, t) solicitado, que
puede ser menor o mayor que la duracion del transitorio, y facilita los datos en forma de listado o mediante gréficas.
Si los resultados se quieren en forma tabular el usuario debe indicar el instante inicial, el final, el paso temporal y el

ndmero de variables listadas; si se solicitan en forma grafica, una sentencia de programa permite organizarlos y

almacenarlos para ser utilizados con ese propésito en cada momento.
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2.5. Simulacion, presentacion de resultados

El software PSpice se programa en su forma clasica por sentencias, elaborando archivos de texto, en un lenguaje
relativamente simple (alternativamente es posible elaborar archivos por medio de la opcion grafica ‘schematics’
seleccionando directamente los elementos de circuito y conectandolos eléctricamente entre si en forma de esquela

eléctrico).

La sintaxis de entrada no requiere especiales disposiciones ordenadas de datos, su estilo puede catalogarse mas bien
como libre y dispone de una razonable fuente de datos que se adjudican por omision a los componentes cuando éstos
no se especifican en detalle. También realiza un buen niimero de chequeos para asegurar que el circuito ha sido
introducido correctamente y el resto de las sentencias de programa estan bien escritas, advirtiendo al programador de
posibles errores mediante mensajes previos a la ejecucion. En definitiva, un usuario principiante necesita especificar

un nimero minimo de parametros y controles de simulacion para extraer unos resultados de simulacion aceptables.

El resultado de la simulacion seria equivalente al obtenido experimentalmente construyendo fisicamente el circuito
en el laboratorio, pero con un margen de error practicamente despreciable y pudiendo obtener datos sobre el
comportamiento del circuito més alla de los limites que virtualmente se pueden obtener con medidas reales. Més adn,
la simulacion permite la “parametrizacion”, es decir, la modificacion controlada mediante rutinas de programacion
de cualquiera de los parametros del circuito (que se corresponden por ejemplo a las caracteristicas térmicas del
medio, a los diferentes coeficientes o pardmetros del proceso, a las condiciones de contorno, etc.). De esta forma se
puede observar las tendencias en la respuesta ante variaciones de cualquier parametro y determinar valores de

comportamientos limite; todo ello sin alterar el modelo en red.

El conjunto de tareas que componen el proceso de simulacion puede ser agrupado en los siguientes topicos (o

algoritmos de computacién),

a) Formulacion de ecuaciones

b) Solucion de ecuaciones lineales

¢) Solucién de ecuaciones no lineales

d) Integracion numérica
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El uso extendido de Pspice da fe de su capacidad para el tratamiento de una extensa variedad de problemas en

simulacion de circuitos, resolviendo:

a) Respuesta en corriente continua
b) Respuesta transitoria y analisis de Fourier en el dominio de la frecuencia

¢) Andlisis de pequenia sefial en corriente alterna y distorsion

Los algoritmos utilizados en Pspice, que se documenta en la tesis de [Nagel, 1977] son el resultado de
implementaciones, modificaciones y comparaciones cuidadosas de los métodos numéricos existentes en el contexto
especial de la simulacion especial de circuitos. El objeto de la tesis es seleccionar los métodos de simulacion de
circuitos mas exactos y eficaces, con una minima interaccion por parte del usuario. La sintesis de entrada no requiere
especiales disposiciones ordenadas de datos, su estilo puede catalogarse més bien como libre y dispone de una
razonable fuente de datos que se adjudican por omision a los componentes cuando estos no se especifican en detalle.
También realiza un buen nimero de chequeos para asegurar que el circuito ha sido introducido correctamente y que
el resto de las sentencias de programa estan bien escritas, advirtiendo al programador de posibles errores mediante

mensajes previos a la ejecucion.

En definitiva, un usuario principalmente necesita especificar un ndmero minimo de parametros y controles de
simulacién para extraer unos resultados de simulacion aceptables. EI programa se estructura como un listado que
contiene todos los componentes eléctricos del circuito (aunque existe la posibilidad de organizar el programa
mediante subcircuitos), resistencias, condensadores, fuentes, interruptores, etc., que se introducen uno a uno
indicando el nombre, valor, nudos de conexion y otros parametros caracteristicos.

La familiaridad con el uso y comprensién de la teoria de circuitos eléctricos es una ventaja apreciable, sin duda, a la
hora de disefiar el modelo en red, o dicho de otra forma, una formacion escasa en el campo de la teoria de circuitos
puede dar lugar a alguna dificultad para el programador. Sin embargo, y particularmente en el caso de problemas
lineales, este tipo de dificultades es facilmente subsanable ya que son muy pocos los componentes que contienen

estos circuitos.
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Para problemas no lineales también son pocos los componentes que entran en juego (un problema fuertemente no
lineal como el cambio de fase, por ejemplo, requiere tan solo el concurso de seis componentes en el modelo de la
celda elemental); ello es debido a que la mayor parte de las no linealidades se implementan por medio de las
llamadas fuentes controladas de las que existen 4 tipos diferentes que cubren todo el espectro de necesidades. En
definitiva, unos cuantos ejemplos podrian ser suficientes para resolver la mayor parte de los problemas que surgen en

la fase de elaboracién del modelo.

Entre las ventajas del MESIR podemos citar:

* La uinica manipulaciéon matematica que se requiere es la conversion de las ecuaciones en derivadas parciales del

modelo en ecuaciones diferenciales en diferencias finitas para la variable espacial.

« El tiempo permanece como variable continua. En este sentido no es necesario el uso del software matematico
(com(n en la mayor parte los métodos numéricos) que se requiere para la resolucién del conjunto de ecuaciones

algebraicas obtenidas de las ecuaciones en diferencias finitas.

* No es preciso ocuparse de los problemas de convergencia. Pspice asigna automaticamente valores al intervalo de

tiempo de simulacion, At, derivados del compromiso entre el error y el tiempo de computacion.

* Los componentes eléctricos del modelo permiten en cierto modelo una visualizacion directa del proceso de
transmision de calor, permitiendo el acceso a ciertas magnitudes de interés tales como energia acumulada, diferencias

de temperatura entre dos puntos cualesquiera, etc.

* La implementacion de componentes o circuitos auxiliares permite también obtener magnitudes no directas tales

como calores totales (0 integrados).

* Pspice dispone de un programa llamado Probe con gran niimero de opciones que da acceso directo a los resultados

de la simulacion y los representa en forma gréfica.

* Los tiempos de computacion para tipos de problemas idénticos son comparables a los de otras técnicas numéricas

comunes.
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« Las amplias librerias de dispositivos eléctricos que dispone Pspice permite simular en la préctica cualquier tipo de

proceso, lineal o no lineal, por complejo que sea.

Entre los principales inconvenientes podemos destacar:

« El disefio del modelo en red requiere de conceptos sobre materia de teoria de circuitos.

* Para algunos problemas especificos es muy complicado obtener el modelo en red, y/o modelizar las condiciones de
contorno.

¢ Cuando el nimero de celdas es muy alto, el tiempo de computacion se incrementa. Ademas podemos tener

problemas de convergencia (en problemas 3D).

* Al realizar Pspice de manera interna la integracion espacial, no es posible modificar el esquema numérico ni

resolver posibles problemas de convergencia.

* Pspice no permite la visualizacion de los resultados durante la simulacién.

Podemos concluir diciendo:

El MESIR es un método numérico que se aprovecha de los importantisimos avances en el campo de la resolucion
numérica de problemas eléctricos (el software es muy potente para la resolucion de este tipo de problemas), para
resolver otro tipo de problemas numéricos, en los campos de la transmision de calor, la transferencia de masa, y

la mecanica de fluidos, etc.
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3.1. Introduccidén

Se destacan en este apartado, los casos investigados y donde se ha aplicado la técnica numérica descrita en el capitulo
anterior, MESIR. Este método numérico ha sido aplicado con éxito a diversos problemas de fendmenos relacionados
con la mecénica de fluidos y transferencia de calor.

El flujo inestable y transferencia de calor de un fluido viscoso, incompresible y conductor de electricidad sobre un
disco infinito giratorio, es un ejemplo de los multiples estudios en los que ha resultado notablemente eficaz y precisa
la aplicacion del método de simulacién en red. El estudio de los fluidos conductores de electricidad desempefia un

papel importante en varias ramas de geofisica y astrofisica.

Los primeros estudios sobre este asunto, surgieron en el afio 1921 con una investigacion sobre el flujo viscoso
incompresible estacionario sobre un disco giratorio en un ambiente fluido. Este problema es uno de los problemas
clasicos de la mecénica de fluidos. La importancia de la transferencia de calor en régimen estacionario ha sido tratada
numérica y experimentalmente por numerosos investigadores. Ademés, se han estudiado y comentado otros articulos
relacionados con el efecto del campo magnético sobre el flujo de un disco giratorio.

El MESIR también ha sido aplicado al analisis del flujo magnetohidrodinamico a través de una superficie permeable
en movimiento en presencia de generacidn/absorcion de calor, efectos de un campo magnético y una reaccién
quimica de primer orden. Sobre este estudio el método ha conseguido resultados numéricos coincidentes

satisfactoriamente con los analiticos.

Los aspectos sobre transferencia de calor y el estudio magneto hidrodindmico ha recibido un gran interés en los
Gltimos afios. Han sido estudiados sobre diferentes geometrias debido al efecto de los campos magnéticos sobre el

flujo y sobre el desempefio de muchos sistemas que usan fluidos conductores de electricidad.

Hemos de destacar que los efectos de absorcidn o generacion de calor en fluidos en movimiento son importantes en
varios tipos de problemas fisicos. Ademas, resultan relevantes las continuas investigaciones sobre el efecto de las

reacciones quimicas sobre determinadas superficies en movimiento.
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El estudio del flujo de calor por conveccion mixta sometido a un campo magnético en capas laminares en canales
verticales ha sido ademés resuelto y analizado por el método presentado en esta memoria.

El flujo de conveccion mixta en un canal de placas paralelas ha sido el objetivo de previos estudios debido a sus
multiples aplicaciones industriales. Tras estos estudios siguieron otras investigaciones similares relacionadas con la
conveccidn libre y forzada. Ademas de los estudios de los efectos del campo magnético sobre la transferencia de

calor de conveccion.

El siguiente problema estudiado se trata del estudio de los flujos unidireccionales de fluidos no- newtonianos. El
método de resolucion nos aporta gratificantes resultados con la solucién analitica y numérica. Se han abordado con
gran interés el estudio de las diversas investigaciones relacionadas con los flujos unidireccionales de un fluido de
segundo grado. Asi, se pueden citar las soluciones obtenidas para los estudios de flujos unidireccionales de un fluido
de segundo grado en casos estacionario y transitorio.

Los temas restantes abordados en esta memoria, también ponen de manifiesto la potencialidad y fiabilidad de la

técnica numérica utilizada.

31



Escenarios de aplicacion

3.2. Estudio de un fluido magnetohidrodinamico y transferencia de

calor sobre un disco giratorio

El estudio pionero de un flujo de fluido debido a un disco en rotacién lo hizo [Karman, 1921]. En su labor
desempefiada, consigui6 una formulacion del problema introduciendo sus famosas transformaciones que reducen las
ecuaciones diferenciales principales del problema a ecuaciones diferenciales ordinarias. Posteriormente [Cochran,
1934] resolvid el problema hidrodindmico estacionario formulado por [Karman, 1921]. [Benton, 1996] mejord las

soluciones obtenidas por [Cochran, 1934] y resolvi6 el problema transitorio.

Debemos considerar, que el tema de la transferencia de calor de un disco en rotacion manteniendo la temperatura
constante fue considerado en primer lugar por los investigadores, [Millsaps y Pohlhausen, 1952] para una variedad
de nimeros de Prandtl en estado estacionario. El efecto de un campo magnético uniforme aplicado a un fluido
conductor sobre un disco que esta rotando fue estudiado por [El-Mistikawy y Attia, 1990]. Més tarde, este mismo
equipo de investigacion obtuvo las soluciones asintéticas del caso estacionario, para diferentes valores del campo
magnético. [Attia, 2001], [Takhar, 1968] y [Sparrow y Cess, 1960] plantearon el mismo objetivo que los

investigadores anteriores, considerando un ambiente fluido.

La investigacion de la rotacion de fluidos conductores de electricidad es importante en varias situaciones astrofisicas
y geofisicas, por ejemplo en el caso del campo magnético terrestre, la dinamica de rotacion, etc. Desde el punto de
vista matematico el tema también tiene relevancia, pues como ya se ha destacado, es posible una determinada
transformacion de las ecuaciones. Por otro lado, el flujo estacionario de un fluido no-newtoniano debido a un disco
en rotacion con seccion uniforme fue considerado por [Mithal, 1961]. Posteriormente, [Attia, 28, 2001] extendid el
estudio hasta el caso transitorio con transferencia de calor y obtuvo una solucion numérica para las ecuaciones no-

lineales la cual resultd valida para el amplio rango de valores del parametro no-newtoniano.

[Aboul-Hassan y Attia, 2004] estudiaron el flujo hidromagnético estacionario, considerando el efecto de Hall y

ofreciendo una solucion numérica para las ecuaciones del problema.
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Se debe destacar también la labor desempefiada por los investigadores [Ockendon, 1972] y [Kuiken, 1971] que
dedicaron su investigacion al estudio de la succion uniforme o inyeccion a través de un disco poroso en rotacion
sobre el flujo hidrodinamico estacionario inducido por el disco. Mas tarde en el afio 1972, Ockendon utilizd los
métodos asintoticos para determinar el problema para valores menores del parametro de succién.

Mientras, en el caso de la rotacion en el infinito, [Cuijen, 1971] estudio el efecto de la inyeccidn uniforme a través del
disco en rotacion sobre el flujo inducido por el disco. Tras estas investigaciones, [Tatita, 1998] extendio el problema
al caso de un flujo hidroméagnético transitorio en presencia de un campo magnético uniforme externo, pero no

considerd el efecto Hall. Este Gltimo aspecto fue considerado en trabajos posteriores.

El efecto Hall también fue tratado por otros investigadores en el &mbito de la rotacion de discos, [Aboul-Hassan y
Attia, 2004]. Estos investigadores estudiaron el efecto del flujo magnetohidrodindmico, considerando la velocidad

angular uniforme, el campo magnético en direccién perpendicular, ademas del efecto Hall.

El trabajo realizado por [Maleque y Sattar, 2005] resulté interesante por su interés en el flujo estacionario laminar
sobre un disco giratorio poroso. En este estudio se emplearon propiedades variables (densidad, viscosidad y
conductividad térmica), junto con el efecto Hall, efecto magnético y el pardmetro de succién-inyeccion sobre el flujo
laminar magnetohidrodindmico estacionario de un fluido conductor de electricidad, sobre un disco en rotacion con la

presencia de un campo magnético uniforme.

Se comprueba por lo tanto que el flujo a través de la rotacién de un disco con transferencia de calor, es uno de los
problemas clasicos en Mecéanica de Fluidos, lo cual tiene un gran valor practico y tedrico. Relacionado con los
Gltimos trabajos de propiedades variables, también se destacan [Zaquerullah y Acroyd, 1979] quienes investigaron el
flujo de conveccion libre sobre un disco rotatorio horizontal. [Anwar y col., 2001] investigaron el flujo transitorio de
un fluido viscoso e incompresible, con viscosidad dependiente de la temperatura debido la rotacién de un disco, en

presencia de un campo magnético transversal y con transferencia de calor.

[Roger y Lance, 1960] estudiaron el flujo rotacional simétrico de un fluido viscoso en presencia de un disco en
rotacion infinito. [Wagner, 1948] determiné la transferencia de calor de un disco con temperatura superficial

uniforme.
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Tras la publicacion de estos trabajos, [Ostrach y Thornton, 1958] consideraron el mismo disco isotérmico, ampliando
su investigacion para un fluido con diferentes valores del nimero de Prandtl y propiedades fisicas variables.

Otros trabajos relevantes con dos discos de rotacion pueden ser destacados, tal es el caso de los investigadores:
[Hossain y Raman, 1989] quienes trataron el flujo estacionario entre ambos discos y en presencia de un campo
magnético transversal. Estos trabajos han considerado la viscosidad del fluido constante.

Aunque es conocido que esta propiedad fisica podria cambiar significativamente con la temperatura, para predecir la
conducta del fluido con exactitud conviene considerar la variacion de viscosidad en fluidos incompresibles. [Frusteri
y Osalusi, 2007] publicaron un reciente trabajo en donde realizaron un estudio sobre el flujo magnetohidrodindmico
(MHD) en un disco en rotacion con propiedades variables. Siguieron una linea de trabajo similar a la empleada por
investigadores anteriores, considerando el flujo MHD viscoso y conductor de electricidad junto y las propiedades del

fluido variables.

Junto a los estudios pioneros sobre el tema de este capitulo, no debemos olvidar la labor de otros autores como
[Rogers y Lance, 1960] quienes consiguieron soluciones mas exactas que las proporcionadas por el ya comentado
autor [Karman, 1921] en el estudio que llevaron a cabo sobre el flujo simétrico rotacional en presencia de un disco
infinito. [Owen y Rogers, 1989] trataron también la misma situacion en un sistema de rotacion integrado por dos
discos.

Se demuestra por tanto la enorme relevancia de este tema en muchos aspectos de la ingenieria. Podemos seguir
comentando otros resultados destacables. [Sparrow y col, 1971] realizaron una extension diferente del problema
formulado por [Karman, 1921] quienes realizaron la investigacion de un fluido newtoniano sobre un disco en
rotacion. Por otro lado es destacable la investigacion de [Kasiviswanathan y Ramachandra Rao, 1987] en la que se

estudia un flujo transitorio debido a la rotacion de un disco excéntrico y un fluido en el infinito.

[Reddy, 1980] estudié un afio antes la transferencia de calor debido a un flujo incompresible entre dos discos porosos
paralelos e infinitos, suponiendo una velocidad angular moderada y resolviendo las ecuaciones del modelo mediante
un método numérico particular. Otros articulos més recientes han demostrado el interés sobre este tema, en concreto
sobre sus aplicaciones. [Yoong y col., 2007] investigaron el flujo y transferencia de calor a través de un disco en

rotacion en una superficie rugosa.
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El tema de la aceleracion negativa de un disco en rotacion poroso en un fluido viscoso fue el objetivo del estudio
publicado por [Watson, 1985].

Esta novedosa investigacion se centr6 en un disco en movimiento rotacional desacelerado con una velocidad angular
inversamente proporcional al tiempo. Las ecuaciones en estado transitorio de Navier-Stokes son transformadas en
ecuaciones diferenciales ordinarias no-lineales, mediante unas transformaciones adecuadas. De esta manera, el autor
consiguié representar graficamente los resultados mas relevantes de la investigacion, en los que se mostro la

influencia de los pardmetros mas significativos involucrados en el problema.

Otros interesantes trabajos son los siguientes: el realizado por [Dandapat y Ray, 1993] quienes estudiaron el flujo
transitorio de una lamina liquida sobre un disco en rotacion frio ¢ caliente. Posteriormente se realizd un estudio

experimental, que se centrd en el enfriamiento por transpiracion de un disco en rotacion, realizado por [Costar, 1975].
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3.3. Estudio de los efectos de generacion/absorcion de calor y
reaccion quimica sobre flujos hidromagnéticos en una placa

permeable vertical en movimiento

El problema del movimiento de un fluido con transferencia de calor inducido por una superficie en movimiento con
velocidad uniforme o no uniforme en un ambiente fluido ha sido objetivo de humerosas investigaciones en procesos
industriales. Se han llevado a cabo numerosas investigaciones anteriores relevantes. Se destaca en primer lugar
[Sakiadis, 1961] cuyo estudio se centr6 en el flujo inducido por una superficie en movimiento con velocidad

constante en ambiente fluido.

El problema de la transferencia de calor fue considerado tedricamente por [Tsou y col., 1967] con [Erickson y col.,
1966]. Posteriormente [Griffin y Throne, 1967] resolvieron el problema de manera experimental. [Crane, 1979]
investigd el mismo problema que [Sakiadis, 1961], pero supuso que la velocidad de la superficie dependia de la
distancia axial.

La magneto hidrodinamica de los fluidos que conducen electricidad en presencia de un campo magnético es
un tema presente en muchos problemas de geofisica y astrofisica. El interés se ha centrado en tratar los aspectos de
transferencia de calor y flujo magneto hidrodinamico en varias geometrias debido al efecto de los campos
magnéticos sobre el flujo de control y sobre la ejecucién de muchos sistemas que usan fluidos de conduccion

eléctrica tales como metales liquidos, agua mezclada con cido y otros.

En relacion a este tema, se pueden citar los trabajos realizados por [Chakrabarti y Grupta, 1979] quienes consideraron
transferencia de calor y flujo hidromagnético sobre una extensa placa. Autores como [Vajravelu y Hadjinicolau,
1997] también publicaron algunos trabajos relacionados con la conveccion de calor en fluidos que conducen

electricidad sobre una superficie en movimiento.

[Vajravelu, 1986] asumié la aproximacion de Boussinesq para obtener soluciones exactas al problema de
transferencia de calor de conveccion natural laminar en una superficie en continuo movimiento. Posteriormente se

interesd también por el estudio de la conveccion hidromagnética de una superficie en movimiento.
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En esta investigacion ademas de la aproximacion de Boussinesg, se analizaron factores como la disipacion viscosa y
la absorcion o generacion de calor interno, el cual desempefia un papel importante cuando la diferencia de
temperatura entre la superficie y el ambiente del fluido es considerable. El analisis del campo de temperatura segin
lo modificado por la generacidn-absorcion de calor, es importante en varios problemas fisicos tales como en aquellos

donde una reaccion quimica se lleva a cabo y también en problemas relacionados con fluidos en disociacion.

El indice volumétrico de la generacion de calor se asume constante 6 como una funcion de variables espaciales,
mientras que otros estudios han considerado directamente el calentamiento por friccion y el efecto de expansion
seguin se puede comprobar en los trabajos publicados por [Madejski, 1963], [Sparrow y Cess, 1961], donde el flujo
fue estacionario, existia una transferencia de calor, y se consideré una generacién-absorcion de calor volumétrico
dependiente de la temperatura. [Topper, 1962] analizd el flujo del piston en tubos de seccidn circular cuando el indice
de la generacion de calor depende linealmente de la temperatura local.

[Foraboschi y Federico, 1964] asumieron el indice volumétrico de la generacion de calor del tipo: Q = Q, (T- To)
cuando T>T,y Q =0 cuando T < T, (siendo T, la temperatura inicial y Q, es el calor inicial, en su estudio de los
resultados de temperatura en el estado estacionario para el flujo, lineal, parab6lico y de piston en tubos circulares. La
relacién anterior segn lo explicado por los autores, es valida como una aproximacion del indice de algin proceso

exotérmico que se incrementa con la temperatura y que parte de la temperatura inicial T,

Cuando las temperaturas de entrada no resultaban ser inferiores a la temperatura inicial T,, empleaban Q = Q, (T- T,)
y estudiaron su efecto sobre la transferencia de calor en el flujo laminar de los fluidos generadores de calor no-
newtonianos. Por otro lado, también se debe destacar la labor realizada por [Mollen, 1976] quien estudi6 el efecto de
las fuentes de calor dependientes de la temperatura de la forma: Q, oo (a + bT)™, como ocurre en un calentamiento

eléctrico.

En todas estas investigaciones se ha de destacar la relevancia de los efectos de la absorcion generacion de calor sobre
fluidos en movimiento para diversos procesos de la ingenieria quimica como son las reacciones quimicas
endotérmicas y exotérmicas. El orden de una reaccion quimica depende de varios factores. Una de las reacciones
quimicas mas simples es la reaccion de primer orden en la que el indice de reaccion es directamente proporcional a la

concentracion de especie.
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Existe un estudio reciente realizado por [Muthucumaraswamy, 2002] quien estudio el efecto de una reaccion quimica
sobre una gran superficie vertical isotérmica en movimiento. Estudio los resultados de concentracién y velocidad
para diferentes pardmetros como el nimero de Schmidt, nimero de Prandtl y el parametro de reaccion quimica. En
el andlisis de datos realizados observo que tanto la velocidad como concentracion se incrementaban durante la

reaccion generativa, mientras que ambas disminuian durante la reaccion destructiva.

Las reacciones quimicas pueden ser codificadas mediante procesos homogéneos y heterogéneos dependiendo del
momento en el que ocurran en la interfase. Una reaccidén quimica es de primer orden si el indice de reaccidn es
directamente proporcional a la concentracién. En muchos procesos de ingenieria quimica se lleva a cabo la reaccién
entre la masa de calor y el fluido en el que se encuentra en movimiento la placa. Este proceso se realiza en numerosas

aplicaciones industriales.

En relacion a este tema se pueden destacar diversas investigaciones realizadas analizando el efecto de calentamiento
y enfriamiento sobre la superficie en movimiento. Se destaca la labor de [Das y col., 1994], quienes estudiaron el
efecto de una reaccién quimica de primer orden homogéneo sobre una placa vertical infinita con flujo de calor

constante.

En este caso, la técnica de resolucion numérica empleada es la conocida técnica de transformacion de Laplace. Se
debe destacar que actualmente no existen suficientes estudios relacionados con la solucion teérica de un flujo
hidrodindmico sobre una superficie vertical isotérmica en movimiento con seccion uniforme y difusion de una

especie reactiva quimicamente. Tan s6lo se puede encontrar la investigacion llevada a cabo por [Schlichting, 1968].

Existe otro reciente estudio por [lbrinem y col., 2005], quienes publicaron soluciones analiticas para la
transferencia en masa y calor mediante un flujo de conveccion libre magnetohidrodindmico transitorio, sobre una
superficie permeable vertical en movimiento con velocidad constante y en presencia de una radiacion y una reaccion
quimica de primer orden homogénea. Se destaca ademas, el problema de un campo magnético que actla
perpendicularmente a la superficie porosa, la cual absorbe el fluido con una velocidad de seccion que varia con el

tiempo.
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Los problemas de transferencia en masa y calor combinados con reacciones quimicas han recibido mucha atencién
en los Gltimos afios, debido a importantes aplicaciones industriales como pueden ser los métodos de generacion de
poder eléctrico en los que la energia eléctrica se extrae directamente de una superficie en movimiento. El interés se
centra particularmente en los casos en los que la difusion y la reaccion quimica ocurren a la vez. Cuando la difusion
es mas rapida que la reaccién quimica entonces Unicamente influyen los factores quimicos sobre el indice de
reaccion quimica. Por otro lado, cuando la difusién es mas lenta que la reaccién quimica, la difusion y la cinética

interact(an para producir efectos diferentes.

Como ejemplo de algunas de estas aplicaciones, se pueden encontrar en centrales nucleares, turbinas de gas, misiles,
satélites, e incluso en vehiculos espaciales. Se destacan interesantes investigaciones como la realizada por [Makinde
y Olanrewajub, 2011] en la cual se reflgja la interaccion del flujo de conveccion libre transitorio con la radiacion
térmica que emite un fluido en una superficie permeable vertical en movimiento. Posteriormente [Raptis y Perdikis,

2002] estudiaron el flujo de conveccion transitorio del agua sobre una superficie vertical porosa en movimiento.

Otros estudios que reflejan el efecto de una reaccion quimica de primer orden sobre un flujo bidimensional que
atraviesa una superficie en presencia de una campo magnético, son los realizados por [Anjalidevi y Kandasamy,
1999] quienes analizaron el efecto de una reaccion quimica sobre un flujo a lo largo de una placa horizontal infinita
en presencia de transferencia de calor. Un estudio similar es el que realizaron los investigadores
[Muthucumaraswamy y Ganesan, 2001, 2002] mediante el cual, trataron el efecto de la reaccion quimica de un flujo

transitorio a través de una placa vertical semi-infinita sometida a un flujo de calor uniforme.

Es conocida la gran importancia de la generacién/absorcién de calor en varios problemas de la fisica. Algunos
modelos matematicos pueden explicar la respuesta fisica en determinados problemas. Se pueden citar el estudio
analizado por [Crepeau y Clarcksean, 1997] sobre flujo y transferencia de calor a través de una placa vertical,
empleando un valor de generacién/absorcion de calor, espacio-dependiente, exponencialmente decreciente. En la
misma linea de investigacion, [Abd EI-Aziz, 2007] estudio el efecto de corrientes Hall, con una generacién/absorcién
de calor dependiente de la temperatura, sobre un flujo de conveccion libre magnetohidrodindmico en una placa

vertical semi-infinita.

Recientemente se puede destacar la labor de investigacion realizada por [Abo-Eldahad y Abd El-Aziz, 2004]
mediante la cual publicaron un articulo en el que estudiaron el flujo y transferencia de calor de un fluido micropolar

situado en un medio poroso en presencia de generacion ¢ absorcion de calor.
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También se dedicaron a analizar el efecto de transferencia de calor hidromagnético mediante conveccién mixta a
través de una superficie inclinada y con el efecto de generacion/absorcion de calor, la cual en este caso es una funcion
del espacio y la temperatura.

[Chamkha, 2003] se interesd por la transferencia en masa y calor hidromagnético mediante conveccion natural, a
través de una placa inclinada con los efectos de absorcidn /generacion de calor y un campo magnético. Un estudio
paramétrico de todos los parametros involucrados asi como un conjunto grafico de resultados, concluyeron su

interesante investigacion.
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3.4, Estudio del flujo de calor por conveccion mixta hidromagnética

laminar en un canal vertical de placas paralelas

El flujo de conveccion mixta en un canal vertical ha sido objetivo de muchas investigaciones en los Gltimos afios
debido a sus posibles aplicaciones en muchos procesos industriales. Podemos empezar destacando el estudio
realizado por [Tao, 1960] quien analiz6 el flujo de conveccién mixta laminar en un canal de placas paralelas vertical

con temperatura uniforme en las paredes.

Los investigadores [Aung y Worku, 1986] trabajaron sobre la teoria de conveccion libre y forzada mediante
condiciones reversibles de flujo. Posteriormente, los mismos autores analizaron el flujo de conveccion en conductos

con transferencia de calor.

Una revisién comprensiva de la literatura que trata la conveccién mixta en flujo interno fue publicada por [Aung,
1987], [Cheng Yy col., 1990]. Se destaca la investigacion de [Hamadah y Wirtz, 1991] con [Ingham y col., 1988]
quienes trabajaron con situaciones de flujos reversibles en conveccion mixta en canales verticales para diferentes

condiciones de contorno en la pared.

[Kou'y Lu, 1993] analizaron la conveccidn mixta en un canal poroso, discutiendo las situaciones de flujo reversible.
El empleo de fluidos conductores de electricidad con la influencia de campos magnéticos ha sido de interés de
investigadores como [Sparrow y Cess, 1967], quienes consideraron el efecto del campo magnético sobre la

transferencia de calor en procesos de conveccion libre.

Se destaca la labor de [Raptis y Kafoussias, 1982] quienes analizaron el flujo y la transferencia de calor a través de un
medio poroso rodeado por una placa vertical infinita mediante la accién de un campo magnético.[Chamkha, 1998]
estudio el caso de un proceso de conveccion mixta bidimensional estacionario de un fluido que absorbe calor y que
ademéas es conductor de electricidad, cerca de un punto de estancamiento sobre una superficie permeable vertical

semi-infinita en presencia de un campo magnético.

46



Escenarios de aplicacion

Un estudio més reciente que aborda el tema de la conveccién mixta fue estudiado por [Kumari, 1983] quien investigd
el flujo de conveccion mixta laminar no estacionario de un fluido termomicropolar en un cilindro vertical. [Cho y

Ortega, 1993] también investigaron la conveccion mixta en un canal inclinado con una fuente de calor.

[Anilkumar y Roy, 2004] se interesaron por este tema, tratando el flujo de conveccidn mixta sobre un cono giratorio
debido a los efectos combinados de la difusion de masa y térmica. [Cheng, 2009] analizo el interesante problema del
flujo de conveccion mixta magnetohidrodindmica y transferencia de calor de un fluido conductor de electricidad que

atraviesa una superficie en presencia de generacién/absorcion de calor y radiacion térmica.

[Abdelkhalek, 2006] centrd el objetivo de su investigacion en los resultados numéricos para los efectos de la
transferencia de masa sobre la conveccién mixta magnetohidrodindmica laminar bidimensional estacionaria, debido
a un flujo que atraviesa una superficie vertical permeable infinita. La conveccion mixta también fue el objetivo del
estudio realizado por [Takhar y col., 1990] quienes se interesaron por el flujo de conveccion mixta bidimensional

estacionario de un fluido a través de una placa permeable vertical caliente.

Se pueden citar otros articulos muy relacionados con los anteriores, concretamente con la conveccion mixta. [Cheng,
1977] abordo el tema de la conveccion combinada forzada y libre sobre superficies impermeables inclinadas en
medios porosos. [Lai y Kulacki, 1990] completaron el estudio de [Cheng, 1977] y consideraron el flujo de masa

lateral sobre superficies inclinadas.

[Barletta, 1998] centrd su investigacion en la conveccién combinada libre y forzada con disipacion viscosa en un
canal vertical. Posteriormente [Barletta y Zanchini, 2001] estudiaron nuevamente la conveccion mixta con disipacion

viscosa en un canal inclinado.

Un estudio similar fue realizado por [Salah EI-Dinr, 2002] quien de nuevo abord6 la conveccién mixta laminar
completamente desarrollada en un canal vertical de doble paso. Consider6 ademas temperaturas uniformes de la
pared con calentamiento asimétrico y simétrico y obtuvo la solucién analitica del problema sin considerar la

disipacion viscosa.
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El tema de la conveccion mixta ha sido el objetivo de otras muchas investigaciones bajo diferentes condiciones. Se
pueden destacar otros trabajos relevantes como el publicado por [Cheng y col., 1990] quienes se centraron en la
conveccion mixta en un canal inclinado con una fuente de calor discreta. La conveccion libre y forzada también fue
estudiada en cilindros y esferas en medios porosos. Este estudio fue considerado por [Pop y Ingham, 2001].

La conveccion mixta de nuevo fue el objetivo de la investigacion realizada por [Umavathi y Malashetty, 2005]
quienes consideraron ademas las disipaciones viscosa y éhmica. [Hayat y col., 2008] investigaron el flujo de

conveccién mixta bidimensional estacionario de un fluido micropolar.

Resultan interesantes los estudios experimentales de la transferencia de calor y conveccion mixta en un canal
convergente vertical. [Huang y col., 1995] publicaron un interesante articulo sobre este tema. La conveccion mixta
laminar de aire hiimedo en un canal vertical con condensacion 6 evaporacion de pared, fue propuesto por [Hammou
y col., 2004].

[Anilkumar y col., 2004] investigaron el flujo de conveccion mixto inestable sobre un cono en rotacion en un fluido
giratorio debido a los efectos combinados de la difusion térmica y de masa. Este equipo de investigadores presentd
los resultados numéricos para el coeficiente de friccidn, nimero de Nusselt y nimero de Sherwood. Ademas
realizaron un amplio andlisis del efecto de estos parametros sobre los campos de velocidad, temperatura y

concentracion.

El problema de flujo de conveccién mixta en un cono vertical ha atraido la atencion de muchos investigadores. Asi,
se destacan los siguientes trabajos realizados: [Himasekhar y Sarma, 1986] quienes estudiaron la conveccion
combinada laminar de un cono giratorio a un entorno térmicamente estratificado. [Hering y Grosh, 1996] quienes
abordaron la conveccion libre y forzada en un cono giratorio vertical para Pr = 0.7. [Wang y col., 1990] publicaron
un articulo sobre la transferencia de calor combinada por conveccidn de un cono y un disco giratorio para fluidos no

newtonianos.

Se han publicado recientemente otros articulos interesantes sobre la conveccién combinada. El anélisis de los flujos
de conveccion mixta dentro de una cavidad cuadrada con un calentamiento uniforme y no uniforme, fue publicado
por [Basak y col., 2009]. [Papanicolaou y Jaluria, 1990] se interesaron en la conveccion mixta de una fuente de calor

discreta en un recinto rectangular.
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[Hsu y How, 1997] publicaron otro estudio sobre la conveccion mixta no estacionaria en un recinto parcialmente
dividido. El recinto cuenta con una fuente de calor de tamafio finito incrustada en la pared vertical y esta parcialmente
dividido por un divisor de conductores verticales que sobresalen del suelo.

[Chamkha, 2002] también realiz6 otra investigacion en la cual estudio el flujo de conveccion combinada en una
cavidad vertical considerando los efectos de la absorcidn/generacidn de calor y un campo magnético. [Lok y col.,
2006] realizaron otra relevante investigacion en la cual abordaron la conveccidén combinada no estacionaria de un

fluido micropolar cerca de la regidn del punto de estancamiento en una regidn vertical.

En este estudio se ha supuesto que la inestabilidad esta causada por el movimiento impulsado de la velocidad del
flujo libre y por el cambio repentino de la temperatura ambiente. ES evidente que todas las investigaciones citadas,
completan la informacién que actualmente se dispone del tema de este capitulo.

La temética de los fluidos micropolares ha recibido recientemente una atencion considerable debido a sus
aplicaciones en un nimero importante de procesos industriales. Un estudio de este tipo de fluidos fue llevado a cabo
por [Hassanien y col., 1990], quienes estudiaron la conveccion libre y forzada en flujos de estancamiento de fluidos

micropolares en una superficie no isotérmica.

La investigacion de la transferencia de calor por conveccion mixta en un canal horizontal con una fuente de calor
discreta en la pared superior y en el fondo, fue desarrollada por [Dogan y col., 2006]. La conveccion libre y forzada
entre planos paralelos horizontales fue el objetivo del trabajo realizado por [Kennedy y col, 1983].

El uso de la fuente de calor discreta en el estudio de la conveccién mixta fue también estudiado por [Turkoglu y col.,
1995]. [Moukalled y col., 2000] se interesaron en la conveccion mixta en canales con superficies concavas y
convexas. En el estudio que realiz6, obtuvo resultados sobre la transferencia de calor por conveccion en canales con

una superficie caldeada curva limitada por una superficie adiabatica vertical.

[Tao, 1960] realiz6 un estudio similar a los anteriores, y publicé otro articulo sobre la conveccion mixta en canales.
[Habchi y col., 1986] realizaron una interesante labor estudiando la conveccion mixta en un canal vertical asimétrico.

[Acharaya y col., 1986] trataron también la conveccidn mixta pero en un canal vertical parcialmente bloqueado.

49



Escenarios de aplicacion

[Narusawa, 1993] se intereso en el analisis numérico de la conveccion mixta en la region de entrada de un conducto
rectangular. [Ozsunar y col., 2001] realizaron el analisis numérico del nimero de Grashof, niimero de Reynolds y los
efectos de inclinacion sobre la transferencia de calor por conveccion mixta en canales rectangulares. [Dutta y col.,
1998] aportaron un nuevo trabajo con el estudio de la transferencia de calor por conveccion mixta en un canal lateral

de dos cuadrados con calefaccion.
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3.5. Estudio de los flujos unidireccionales no estacionarios de un

fluido de segundo grado no-newtoniano

En los dltimos afios el interés del problema no estacionario de fluidos no newtonianos se ha incrementado
considerablemente. [Rajagopal, 1982] investigo las soluciones exactas para una clase de flujos unidireccionales no
estacionarios de un fluido de segundo grado, en cuatro situaciones de flujos diferentes.

[Erdogan, 2005] estudi6 el inicio del movimiento en una superficie plana. Actualmente en las aplicaciones
industriales son mas apropiados los fluidos no-newtonianos que los fluidos newtonianos. Es considerable el nimero
de articulos publicados vinculados directamente con los fluidos no-newtonianos. Se trata de fluidos cuyas
propiedades de flujo no estan descritas por un valor constante simple de viscosidad. Aunque el concepto de
viscosidad es usado normalmente para caracterizar un material, puede ser inadecuado para describir la conducta
mecénica de una sustancia, particularmente fluidos no-newtonianos. Estos fluidos se tratan mejor mediante

propiedades reologicas.

Se destaca la labor realizada por [Fetecau, 2005], quien estudio las soluciones para algunos flujos unidireccionales no
estacionarios de un fluido de segundo grado. Este investigador consiguid soluciones exactas para los casos

estacionario y transitorio de los movimientos de fluidos de grado dos, mediante las transformaciones de Fourier.

El movimiento de un fluido debido a las oscilaciones de una placa, es el llamado problema segundo de Stoke, y tiene
ademas de un interés tedrico, una gran aplicacion practica. El estudio de flujos periddicos estacionarios de un fluido
no newtoniano entre placas paralelas fue realizado por [Siddiqui y col., 1999]. En su trabajo de investigacion
consiguieron soluciones exactas mediante las transformaciones de Fourier, considerando los flujos generados por

oscilaciones de una de las placas.

Un trabajo similar lo realizo [Brutyan, 1999], quien investigd los flujos unidireccionales de un fluido no lineal viscoso

en tubos. [Bandelli, 1995], se intereso en el mismo tema pero con algunas diferencias.
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En su labor de investigacion el objetivo era la conveccion térmica del fluido de segundo grado en el contexto de los
flujos unidireccionales. [Chun-1 Chen y col., 2003] consideraron otro estudio similar en el que obtuvieron resultados
de velocidad y gradiente de presién de un flujo unidireccional en estado estacionario, para fluidos de segundo grado.

De acuerdo con las investigaciones presentes sobre el contenido de este nuevo tema, se debe comentar la dificultad de
encontrar un modelo simple que describa las propiedades de los fluidos no newtonianos. Ademas existe cierta
confusion sobre su clasificacion y sobre la ecuacién que describe su comportamiento. Uno de los modelos mas
populares de los fluidos no newtonianos es el modelo conocido como: fluido de segundo grado. El objetivo principal

de los trabajos comentados consiste generalmente en determinar las propiedades de los flujos unidireccionales.

Podemos destacar ciertos trabajos sobre los fluidos de segundo orden. [Rajagopal y Gupta, 1981] discutieron sobre el
flujo y la estabilidad de la solucién entre dos placas paralelas en rotacion. Por otro lado, [Bandelli y Rajagopal, 1995]
también examinaron flujos transitorios unidireccionales de un fluido de segundo grado en un dominio de una

dimension, mediante el método de las transformaciones integrales.

Un estudio mas reciente es la transferencia de calor conjugado de una conveccidén mixta magnética con efectos de
disipacién viscosa para un fluido visco elastico de segundo grado a través de una extensa lamina. Son destacables
otros nombres de autores, quienes se interesaron en el comportamiento de los fluidos visco elasticos de segundo
grado en diferentes condiciones. Entre otros se pueden citar: [Rajeswari y Rathna, 1962], [Mishra y Panda, 1979] y
[Hsuy col., 1997].

El estudio de los flujos no newtonianos transitorios a través de un cilindro infinito, fue el propdsito de [Siddique y
Sajid, 2011]. Existe un gran nimero de trabajos actualmente publicados que tratan sobre los flujos no newtonianos.
En consecuencia, podemos seguir destacando otras investigaciones de relevante interés, sobre este tipo de flujos.
[Asghar y col., 2004] trataron los flujos magnetohidrodinamicos para estos fluidos. Al igual que en otros trabajos
anteriores, los flujos pueden ser generados por el movimiento impulsado por una de las fronteras o por un gradiente
de presion constante. Con esta investigacion, se demostro la importancia en determinadas éreas de la ciencia de los

movimientos de flujos no newtonianos.
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Posteriormente [Asghar y col., 2005] volvieron a estudiar este tipo de fluidos, presentando una solucién analitica para
el flujo de un fluido de tercer grado, sobre una placa porosa que oscila sobre su propio plano. EI mismo propdsito
consiguieron [Mansutti y col., 1993] cuando trataron los fluidos estacionarios no newtonianos, sobre una placa

porosa con succion o inyeccion.

Podemos seguir detallando otras investigaciones interesantes vinculadas a las anteriores Asi [I-Chung Liu, 2005] se
intereso por los flujos magnetohidrodinamicos unidireccionales transitorios de una clase de fluidos no newtonianos
en un medio poroso. Este estudio es esencialmente una extension de los trabajos realizados por los investigadores
[Hayat y col., 2000] y [Rajagopal, 1982].

Muchos materiales como soluciones de polimeros, elastdmeros, ciertos aceites y grasas y muchas otras emulsiones
pueden ser considerados como fluidos no newtonianos. Es cierto que algunos fluidos no newtonianos son
conductores de electricidad, consecuentemente las caracteristicas del flujo estaran influenciadas por los efectos
magnéticos. Podemos citar el trabajo de [Sarpkaya, 1961] pues también consider6 estos fluidos, en presencia de un

campo magnético.

En otros trabajos similares como el elaborado por [Pascal, 1992], se estudia de nuevo las soluciones similares para
algunos flujos no newtonianos, considerando efectos no lineales importantes. Por otro lado, la transferencia de calor
en procesos de conveccion forzada y libre laminar combinada debido a los fluidos no newtonianos fue el objetivo
perseguido por [Kubair y col., 1968]. Para este Gltimo caso, la solucion numérica estaba desarrollada para una fina
placa con temperatura en pared uniforme, diferentes flujos y diferentes valores del parametro de control de

conveccidn libre y forzada.

Se destacan otros trabajos mas novedosos que también son relevantes para este capitulo. Es el caso de [Som y col.,
1984] quienes trataron la conveccion libre sobre los flujos no-newtonianos en cuerpos bidimensionales no-
isotérmicos. [Tsung Yen y col., 1966] se centraron en otro problema parecido al anterior, estudiando las soluciones
del flujo de conveccion natural laminar en los fluidos no newtonianos. [Abd-el-Malek y col., 2002] estudiaron el
flujo no estacionario de un fluido de conduccidn eléctrica no newtoniano, en un campo magnético transversal de

extension infinita.
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[Liao, 2003] también se intereso en estos fluidos, obteniendo la solucion analitica de los mismos sobre una extensa
ldmina. Los flujos unidireccionales inestables han sido el objetivo de otros estudios que debemos de considerar.
Podemos destacar el estudio de [Baris, 2002] quien considero los flujos unidireccionales no estacionarios de una
mezcla binaria para fluidos incompresibles newtonianos. Esta mezcla de fluidos es realmente importante por sus
aplicaciones en diversas ramas de ingenieria y tecnologia. [Chen y col., 2000] publicaron un nuevo trabajo
relacionado con el anterior, en el que consideraron los resultados de velocidad y gradiente de presion para los fluidos

unidireccionales estacionarios en un conducto circular.
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3.6. Estudio de los efectos de absorcion de radiacion y reaccion
guimica sobre conveccion libre magnetohidrodinamica a través de

un medio poroso

El problema sobre el efecto de absorcion de radiacion de flujo y transferencia de calor se ha convertido en un tema
importante a nivel industrial. A elevada temperatura de funcionamiento, el efecto de la radiacion puede ser bastante
significativo. Muchos procesos se producen en areas de la ingenieria a elevada temperatura y el conocimiento de la
transferencia de calor por radiacion se vuelve muy importante para el disefio del equipo pertinente. Las centrales
nucleares, turbinas de gas y los diversos dispositivos de propulsién para aviones, misiles, satélites y vehiculos
espaciales son ejemplos de tales areas de ingenieria. [Makinde, 2005] examind la interaccién de conveccion libre
transitoria con un fluido emisor-receptor de radiacion térmica a lo largo de la placa permeable vertical. [lbrihem y
col. 2005] investigaron los efectos térmicos no clésicos del problema en el problema de Stokes para fluidos

micropolares por el método de perturbacion.

[Muthucumaraswamy y Meenakshisundaram, 2006] investigaron el estudio tedrico de los efectos de las reacciones
quimicas en una placa oscilante vertical con temperatura variable y difusion masiva. [Muthuraj y Srinivas. 2010]
estudiaron el flujo magnetohidrodinamico de un fluido viscoso y micropolar mediante el método homotdpico. El
estudio de los efectos de generacion/absorcion de calor de fluidos en movimiento es importante en vista de varios
problemas fisicos como reacciones quimicas endotérmicas o exotérmicas. Los posibles efectos de generacion de
calor pueden alterar la distribucion de la temperatura y, en consecuencia, la tasa de deposicién de particulas en los
reactores nucleares, chips eléctricos y obleas semiconductoras. [Seddeek, 2005] estudid los efectos de reaccion
quimica, termoforesis y variable viscosidad sobre flujo magnetohidrodinamico estable con transferencia de masa y

calor en presencia de los efectos de generacién/absorcién de calor.

[Patil y Kulkarni, 2008] estudiaron los efectos de reaccién quimica sobre el flujo de conveccion libre de un fluido
polar a través de un medio poroso en presencia de generacion interna de calor. [Prakash y col., 2008] estudiaron la
conveccion libre magnetohidrodinamica de un fluido micropolar con reaccion quimica con transferencia en masa y

en presencia de un campo magnético transversal y variable succion.
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[Rajeswari y col., 2009] estudiaron los efectos de reaccion quimica sobre transferencia en masa y calor en un fluido

magnetohidrodindmico sobre una superficie porosa vertical y en presencia de la variable succion.

El calor radiactivo y la transferencia en masa desempefian un papel importante en las industrias de fabricacion para el
disefio de las aletas, laminados de acero, plantas de energia nuclear, turbinas de gas y los distintos dispositivos de
propulsion para aviones, misiles, satélites y vehiculos espaciales son ejemplos de este tipo de aplicaciones de
ingenieria. El calor de conveccion y la transferencia en masa en un flujo hidromagnético de un fluido de segundo
grado sobre una placa semi-infinita en presencia de radiacion térmica y la difusion térmica fueron considerados por
[Olajuwon, 2011]. El efecto de la radiacion sobre el flujo de conveccidn forzada y libre de un fluido incompresible
viscoso Gpticamente denso a lo largo de una placa vertical caliente con corriente uniforme y temperatura superficial
uniforme fue investigado por [Kesavaiah y col., 2011].

[Singh y col., 2007] abordaron un estudio del efecto de la reaccién quimica y absorcion de radiacion sobre
transferencia en masa y calor por conveccion de un fluido magnetohidrodinamico a través de una placa vertical en
movimiento en presencia de la variable succion. [Kumar y col., 2010] han estudiado recientemente, el problema del
flujo de conveccion libre completamente desarrollado de un fluido viscoso y micropolar en un canal vertical. [Dulal
Pal y col., 2010] estudiaron la transferencia en masa y calor por conveccién magnetohidrodinamico inestable sobre

una placa permeable vertical con radiacion térmica y reaccion quimica.

[Kai-Long Hsiao, 2012] abordd la caracteristica multimedia para la conveccién forzada bidimensional estacionaria
con el efecto de radiacién de un fluido incompresible sobre una fuente de calor no uniforme. [Chaudhary y Jha,
2008] estudiaron los efectos de las reacciones quimicas en flujo de fluido micropolar magnetohidrodinamico a través
de una placa vertical. [Ramesh y col., 2012] investigaron el flujo magnetohidrodinamico de un fluido en presencia de
una fuente de calor. [Reddy y col., 2010] investigaron los efectos de absorcion de radiacion de un fluido de

conveccidn libre magnetohidrodinamico en un medio poroso en presencia de generacion/absorcién de calor

[Nandeppanavar y col., 2012] estudiaron la transferencia de calor en una superficie extensible. El efecto de reaccion
quimica y absorcion de radiacion sobre conveccion libre magnetohidrodindmica inestable sobre una placa en
movimiento permeable semi-infinita con una fuente de calor y succion fue analizado por [M. Sudheer Babu y P. V.
Satya Narayana, 2009].
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El flujo de conveccion en medios porosos ha sido ampliamente estudiado en los Gltimos afios debido a sus multiples
aplicaciones en ingenieria como son los colectores solares, los procesos de secado, intercambiadores de calor, la

energia geotérmica y la recuperacion de petrdleo, construccion de edificios, etc.

Actualmente, los medios porosos se suelen utilizar para aislar a un cuerpo caliente para mantener su temperatura. Los
medios porosos también se consideran (tiles en la disminucion de la conveccion libre la cual ocurriria de otra manera
sobre una superficie vertical climatizada. [Kai-Long Hsiao, 2010] estudié la conveccion mixta de masa y calor para
un fluido elastico viscoso y magnetohidrodinamico. [Ahmed, 2007] investigd los efectos de flujo de conveccidn libre

magnetohidrodindmica inestable a través de un medio poroso delimitada por una placa porosa vertical de infinito.

La transferencia en masa y calor en un medio poroso en presencia de los efectos de flotabilidad fue discutida por
[Trevisan y Bejan, 2012]. [Turkyilmazoglu, 2012] investigo el flujo tridimensional magnetohidrodinamico sobre un
disco giratorio. [Singh y col., 2011] consideraron los efectos de reaccion quimica y absorcion de radiacion sobre
conveccion libre magnetohidrodinamico sobre una placa vertical en movimiento permeable con el efecto de la

variable succion dependiente de tiempo.

[Elbashbeshy y col., 2010] estudiaron los efectos de radiacién térmica y campo magnético sobre la capa limite de
conveccién mixta y el problema de transferencia de calor a través de una superficie extensible vertical y porosa.
Estos autores investigaron la capa limite de un flujo inestable sobre una superficie extensible en un medio poroso en

presencia de una fuente de calor.

Ademés, [Kai-Long Hsiao, 2011] abordd la conveccion mixta en un medio poroso. El efecto de radiacion sobre el
fluido a través de una superficie ha sido analizado por [El-Aziz, 2009]. [Singh y col., 2010] investigaron la

transferencia de calor en un medio poroso en presencia de un campo magnético transversal.

[Singh y col., 2010] también estudiaron el flujo de estancamiento con transferencia de calor para los casos
estacionario y transitorio. Los efectos de reaccion quimica y transferencia en masa sobre conveccion libre inestable

magnetohidrodinamica con succion constante y fuente de calor fueron analizados por [Gireesh Kumar y col., 2009].
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[Al-Oldat y Al-Azab, 2007] se interesaron en la influencia de reaccion quimica sobre la conveccion libre magneto
hidrodindmica inestable sobre una placa vertical en movimiento. [Mohamed, 2009] abordé la interaccion de
radiacion con conveccion de doble difusion sobre un flujo magnetohidrodindmico sobre una placa porosa en
movimiento con generacion de calor. [Ahmed Sahin, 2010] abordd el efecto de reaccion quimica sobre conveccion

libre magneto hidrodinamica en una placa vertical.

El problema estacionario y transitorio de transferencia de masa y calor sobre conveccidn libre en una placa vertical
finita o semi-infinita con un posible efecto de reaccion quimica ha sido extensamente analizado. Un analisis de
conveccion libre inestable con transferencia de masa y calor de un fluido micropolar en un medio poroso con
permeabilidad variable y rodeado por una placa vertical semi-infinita en presencia de generacion de calor fue
publicado por [Babu y Narayana, 2013].

El flujo magnetohidrodindmico laminar inestable sobre una superficie extensible fue investigada por [Ishak, 2010]
quien determind que la inestabilidad en el flujo y la temperatura eran ocasionados por la velocidad dependiente del
tiempo y por la temperatura de la superficie. Los estudios a cerca de la transferencia de masa y calor con la presencia
de reaccién quimica son de gran importancia practica para ingenieros y cientificos debido a sus mdltiples
aplicaciones.
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4.1. Introduccion

En el presente capitulo se presentan los modelos en red propuestos para la resolucién de los diferentes problemas
estudiados en esta memoria y que fueros presentados en el capitulo anterior. El disefio del modelo en red parte de la
discretizacion o reticulacion del medio continuo en elementos de volumen (o celdas), de modo que cada término de
la ecuacion diferencial en diferencias finitas (resultante de la discretizacion espacial del modelo matematico), se
implementa buscando la relacién existente entre las variables potencial y corriente eléctrica con las variables que
intervienen en cada problema a resolver en el modelo matematico. Asi, por ejemplo en problemas de transferencia de
calor, estas variables son formalmente equivalentes a las variables temperatura y densidad de flujo de calor,
respectivamente.

La estructura de este capitulo muestra el modelo en red, junto con la geometria y nomenclatura de cada celda
elemental. Ademas, se representa graficamente la asociacion de las N celdas, que reproducen el medio en red
completo. Este apartado realiza también, una detallada exposicion sobre la implementacion de las diferentes

condiciones de contorno utilizadas en la resolucién de los problemas abordados en esta memoria.

4.1.1. Generalidades del método en red

La nomenclatura correspondiente al modelo en red de una celda elemental, comdn para los problemas estudiados, se
muestra en la figura 1V.1. Las celdas, de tamafio Ax (geometria cartesiana) 0 Ar (geometria cilindrica), se han
disefiado en forma simétrica. EI modelo en red completo se obtiene de la agrupacion de un ndmero de celdas N,

junto con los dispositivos adecuados que modelizan las condiciones de contorno, de cada problema a estudiar.

Con carécter general se consideran tres posiciones para la variable dependiente (que para el caso general,
consideramos la temperatura), las de los extremos de la celda T;.a, Tia Y la central T;, al ser todos los casos tratados
en esta Tesis problemas unidimensionales. De esta forma existen, al menos, tres posiciones (en la celda elemental)
para formular las dependencias de cualquiera de las caracteristicas termofisicas, conductividad y calor especifico, con
la temperatura. La asociacion en serie (para el caso mas simple, el unidimensional) de las N celdas reproduce el
modelo en red de todo el medio, figura IV.2. Los requisitos de la variable temperatura y de conservacion de flujo
térmico se satisfacen de manera automatica, sin ningun requisito afiadido, ya que estas condiciones son equivalentes

a los teoremas de circuitos (de Kirchhoff), de voltajes y corrientes eléctricas, respectivamente.
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Figura IV.1. Geometria y nomenclatura de la celda elemental i (voltajes y tensiones)

Celda Celda Celda Celda
1 ] 2 ] 3 N

x=0 X=AX X=2AX X=NAX

Figura IV.2. La asociacion en serie de las N celdas reproduce el modelo en red de todo el medio

Modelos en red de las diferentes condiciones de contorno

La figura IV.3 muestra la implementacion en el modelo de algunas de las condiciones de contorno méas generales. Se
aprecia las condiciones de contorno de primera clase (temperatura constante) mediante pilas, flujo convectivo
mediante una fuente de corriente controlada por tensién y una resistencia de valor muy elevado que simula una
condicion de contorno adiabético.
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La figura IV.3 muestra la implementacién en el modelo de algunas de las condiciones de contorno mas generales, ya

especificadas.

Especificacion de la temperatura (condicién de frontera de primera clase). Se implementa mediante una

fuente de tension dependiente o independiente del tiempo, figura IV 4.

- Especificacion del flujo de calor (condicién de frontera de segunda clase). Se implementa mediante una

fuente de corriente dependiente o independiente del tiempo, figura IV.5. La condicion adiabética (flujo nulo) es un
caso particular que puede implementarse alternativamente mediante una resistencia de valor infinito entre el extremo

del medio y el nudo de referencia, figura I\V.5.

- Condicion de contorno convectiva (condicion de frontera de tercera clase). El caso més general de

dependencia del coeficiente de conveccidn con la temperatura en la frontera del medio (conveccion natural, p. €j.) se
implementa mediante una fuente de corriente controlada por tension, figura IV.6; la accion de control viene dada por
la expresion del flujo de calor por conveccion obtenida a partir de las correlaciones a dimensionales conocidas. La
conveccion forzada (ley de Newton) puede implementarse, alternativamente, de forma més sencilla mediante una

simple resistencia dhmica.

Otra condicion de contorno es la condicion de contorno por radiacion. Es una condicién fuertemente no

lineal cuya implementacion se lleva a cabo, también, mediante un generador de corriente controlado por tension,
figura IV.6. La accion de control viene dada por la ley de Stefan-Boltzmann de la radiacion. Por Gltimo, se destaca la

condicién de contacto entre medios.
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4.2. Protocolos de resolucion

4.2.1. Disco giratorio

Analisis matematico

Consideramos el movimiento transitorio de un fluido conductor de electricidad incompresible y viscoso, sobre un disco
rotando con una velocidad angular inversamente proporcional al tiempo ( Q = A/t; siendo A > 0, t > 0). En la figura
adjunta IV.7, se puede observar un esquema del problema a resolver, asi como también el sistema de coordenadas

polares cilindricas empleadas: (r, ¢, ). Ademéas podemos observar las componentes de la velocidad en las direcciones
r, (radial), ¢ (angular) y z (normal).

B,

Figura IV.7. Disco giratorio (sistema de coordenadas)
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El campo magnético uniforme de magnitud By, es aplicado en la direccion perpendicular a la coordenada z.
El numero de Reynolds magnético viene representado por Re,, = p,oVL<<1, donde en esta expresion p, es la
permeabilidad magnética, o es la conductividad eléctrica, mientras V y L representan la velocidad y la longitud

caracteristica, respectivamente. La presencia de un campo magnético requiere la presencia de una fuerza adicional en

la ecuacion de movimiento del fluido. Esta fuerza viene representada mediante la expresion:

F = JxB, donde J representa la densidad de corriente, y B es vector de induccion magnético.

La densidad de corriente puede ser representada mediante la expresion: J = o(E+VxB): conocida como la ley de
Ohm, los términos oE, o(VxB) respectivamente representan las corrientes de conduccién e induccién.

La formula de la ley de Ohm se puede combinar con la ecuacion de fuerza F, para dar lugar a las componentes de la
fuerza, F, = - 6V,B, Fo=- GV¢B¢2. Estas fuerzas son incorporadas a las ecuaciones de movimiento (ecuaciones de

Navier-Stokes). En coordenadas cilindricas sobre la condicion de simetria angular, las ecuaciones que resultan son:

p(ouldt + uduler +wouldz —\PIr) + oBu + Up dPlor = p (Puldr® +1réulér —ul + u?167) V.1
p(ovidt + uovier + wovioz + uvir) + oBo?v = p (Alor*+ Lrovier — i + V467 V.2
p(OWIEt + udwler + wowldz) + 1poPloz = p (Pwidr + Lrowilér + owAoz) V.3
oufor +ulr + owloz =0 V4

Donde P denota la presion, u representa el coeficiente de viscosidad y p es la densidad del fluido.

Introduciendo las transformaciones de Karman:

u=rwF, v=rwG, w=(av)?H, 2= (Vio) 2, p = pvaP, 8 = (T-T) / (Tw-T.) Yy M = 6B /pe V5
En estas transformaciones, & representa la distancia adimensional medida a través del eje de rotacion. Mientras, F, G,
H y P son las variables adimensionales en funcién de & y't, v es la viscosidad cinematica del fluido. Se ha definido el

ndmero de interaccion magnético M = oB,%pw. Empleando estas transformaciones se pueden obtener nuevas

ecuaciones estacionarias;
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- Lasecuaciones IV.6, IV.7, IV.10 para las componentes de velocidad.
- Laecuacion 1V.8 para la temperatura.

- Laecuacion IV.9 para la presion.

FHIGE = H 6° HIGE? - (OHIBEY 12+ MHIOE +2G V.6
& GIoE*=H 6GleE - GoHIeE+ MG V.7
F0I0e?= Pr H 00/¢, V38
&P HI6E?- H oHIGE = aPIE, V.9
F=-0HIGES2 V10

Mediante la ecuacion 1V.10 hemos eliminado la consideracién especifica de F en las ecuaciones. Para completar la

formulacién del problema, es necesario definir las condiciones iniciales y de contorno:

H=0,0H/0E=0,G=1y0=1para&=0 V.11
0HI0E=0,0=0yG=0para =

La ecuacion IV.9 se puede utilizar para obtener la presion P, sin mas que integrar dicha expresion y teniendo en

cuenta la condicién sobre P. Asi, se obtiene una solucién para la presion P:

P = &PHIoE —H oHIeE V.12
La ecuacidn V.6 se reduce a una ecuacion de segundo grado, mediante un cambio de variable asi empleando

U =0H/6e y #UIoE*= ®HIGE, la ecuacion obtenida es:

PUIOE? = H oUIeE - U 12+ MU +2G* V.13

A las ecuaciones anteriores le podemos incorporar el término dependiente del tiempo, de forma que las ecuaciones

que obtendremos en ese caso, son las ecuaciones correspondientes a la velocidad, temperatura y la presion:

78



Modelos enred

dUlot = PUIGE? - H oUIoE+ U2 — MU - 2G? I\V.14
dGlot= FGlog? - H 6Glog +GoHIoE -MG V.15
Proo/ot = 00162 - PrHO0IGE, V.16
OH/ot = - PHIGE? - H dHIE +PIE, V.17

De la ecuacion V.17, se puede obtener por integracion otra solucion para la presion.

Modelado en red

A continuacion, se representaran los circuitos en red, con las equivalencias correspondientes, en las que se basa este
método. Asi para este problema, las variables F, G, H, 0y P son equivalentes a la variable eléctrica voltaje, mientras
que sus derivadas parciales frente a la coordenada espacial, oF/GE, 0 GIOE, 0 HIGE y O PIOE, equivalen a la variable

corriente eléctrica. Discretizando las ecuaciones correspondientes:

AE dUydt+2 (U; - Uiac)lAE - 2 (Upae - UYAE+ (Upipe - Uiae) Hi - UF2AE + MUAE + 2GPAE = 0 (a)
ALAG/dt + 2(G; - Giipe)/AG - 2(Giz - G)IAE + Hi(Gisaz - Gine) + GMAE - Gi(Hisaz - Hiag) =0 (b)
PrAEAO/dt + 2 (6; - Opup) AL - 2 (- OYAE + Pr (Bpupc- O1pd) Hi =0 © V.18

A partir de estas ecuaciones discretizadas definimos los flujos de velocidad, temperatura y presion :
Flujos de velocidad

Juinae = (Ui- Ui 1 (AE 12) IV.19
Juiae = (Uine- Up) 1 (AG2)

Juie = AE dUyde

Juhi = (Uinaz - Uiag) Hi

Jui= UZ2AE

Iwui= MU, AE

Joi= 2GPAE
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Joira:= (Gi- Gieng/ (AE/2)
Joi= Ging- GY(AZ2)
Jei=AEdG/dt

Jo1i= Grse- Giad) Hh
Jvici = GIMAE

Inei= (Hiraz - Hing) Gi

Flujos de temperatura

Jo,ivaz= (0i - Ginnr)/ (AL/2)
Join: = (ei-Ag -0)/(Ag2)
Joiz= Pr AE d6y/dt

Jori = Pr (Bisaz - Oian Hi

Los flujos anteriores son las Ecuaciones de Kirchhoff V.20 siguientes:

Juie +Juieaz = Juji-az + Juri = Jui + Ivui+ Jaci= 0
Joie +Jg,itaz = Jg,i-a2 = Jari T Jnei + Ivei = 0

Joict Jo,ivaz = Joiaz + Jori =0

Todo lo anterior se puede representar en los siguientes modelos en red:

80

V.19

IV.19c



Modelos en red

Disefo de circuitos

| Juni
|
{Uisaz2 Uiag2}Hi

Gui 'l Imui

Uiz+azz = Ui agr ) {MU} Ui Uist-agz = Uirag2
Ru,i-ag2 l Ruivagr

e

> JoGi _
Juji-teazz = Jujiaze l 260 Jujsrage = Juirage

Jur %U :@:{uiz/z} _@:{ZGiZ}

Gui Gagi

Ei-ae
&i

&z | Ecuacion de
"1 velocidad U

v ||

A

Ag

Figura 1V.8. Modelo en red para la ecuacion de la velocidad U

|||_GGHi

JoHi

{ Gisag2 ,Giag2, Hi}

Il Gwme
) {Gi} G Gis1-ag2 = Gisagpo

Gi-1+a2 = Giage
Re,i-agr

Ra,i+ae2
\\JMGi l l
s -
_
G,i+1- 2:J0_‘+ 2
JG,i—1+A§/2: JG,i-Ag/z l l\]HGi i+1-Ag/ +Ag
Joie _CD:{HM&_, Hie, Gi}
GHGi
Eiae 1 —_
&i = ‘
S | Ecuacion de
"| velocidad G
Ag

Figura IV.9. Modelo en red para la ecuacién de la velocidad G
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Oi-1+az2= Oia g2 0 Oir1-a22 = Ojear2
Re;i-a '

l Jojist-ae2 = Jojsaer2
Johi

Jojiteag2 = Jojiae

‘]eit :: @7 e.+ 0.
G N ) {0iraz2, Oiazn}

GBHi

—y —— —

&
Eina Ecuacion de
Temperatura 0

ai-Aa —_—

v

A 4

A
v

AE

Figura IV.10. Modelo en red para la ecuacion de temperatura

Se han representado los modelos en red para las ecuaciones de velocidades (U y G) y temperatura. Las figuras IV.8 y
IV.9 representan los modelos en red para las ecuaciones de velocidad V.18 a-b, mientras la figura V.10 representa

el modelo en red para la ecuacion de la energia IV.18 c.

En la Figura IV.8, Jy isaz Y Ju, iz SON las corrientes que salen y entran de la celda, respectivamente. Estas corrientes
son implementadas mediante dos resistencias de valores A&/2. La corriente Jyi, €s implementada mediante un
condensador de capacidad A&, Han sido necesarios cuatro generadores de control (G, Gagi, Guri, Gmui) para generar
las corrientes, Jui, Ji, Juni Y Imuis respectivamente. Gy; genera “UiZIZA&, «, siendo U el voltaje correspondiente al
nodo i. De igual modo se describen el resto de generadores, G,g; genera G4 AE&<siendo G; voltaje (velocidad G) en
el nodo i (figura IV.9). Finalmente los generadores Guiy Gmui generan las corrientes “(Usaz - Uiaz )Hi“y “MUAE®,
respectivamente. Es evidente que Ui Y Ui representan los voltajes de los nodos i+A¢g e i-Ag, respectivamente. La

condicién inicial ha sido aplicada en el condensador Cy;
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En la figura V.9, se observan las corrientes Jg, isa: Y Jo, iaz Que salen y entran de la celda, respectivamente. Estas
corrientes son modeladas mediante dos resistencias de valor A&/2. La corriente Jgi. s implementada con un
condensador cuya capacidad es A&/2. En este circuito son necesarios tres generadores de corriente, Ggri, Guvai Y Grais
cuyas salidas respectivas son: (Gia: -Giag) Hi, "Gimaz™* Y “(Hiraz - Hiae)/AEGT", respectivamente. Para este caso,

Giaz, Gi, Y Giaz representan los voltajes (velocidades) en los nodos i - AE | i, e i - IAE respectivamente.

El circuito V.10, se observan las corrientes Jy, .z , Jo, iz Que salen'y entran de la celda, respectivamente; modeladas
mediante dos resistencias de valor A&/2. La corriente Jo;; €S nuevamente implementada por un condensador de
capacidad “PrA&". Se aprecia un generador de corriente Gey;, cuya salida es la corriente “Pr (B;z - Oiag Hi ©, siendo

Oiaz Y Oieaz l0s voltajes (temperaturas) en los nodos i - AE e i + A, respectivamente.

4.2.2. Superficie permeable vertical en movimiento

Analisis matematico

Consideramos la capa limite de un fluido transitorio, laminar y bidimensional sobre una superficie extensible vertical
en continuo movimiento incrustada en un medio poroso, de la que surge una estrecha abertura en el origen (x =0,y =
0). De acuerdo con la figura IV.11, el eje x se toma a lo largo de la superficie extensible en la direccion del
movimiento con la abertura como el origen, el eje y es perpendicular a la superficie. Se consideran los efectos de los

coeficientes de generacion/absorcion de calor, campo magnético y reaccion quimica de primer orden.

La superficie se mantiene a temperatura uniforme. EI campo magnético transversal aplicado es uniforme y el niimero
magnético de Reynolds es reducido de modo que el campo magnético inducido esta omitido. Se debe destacar que
no se han considerado los efectos de disipacion viscosa, calor de Joule, efecto de Hall, y tampoco la aplicacion del

campo eléctrico. El modelo fisico esté representado mediante la siguiente figura 1V.11:
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Uy = Up X™ ~ 1

Te-Tew=cxt \

gl <z
\ T-T- g

T=

A

Yy 7

T 77777 -

Figura IV.11. Modelo fisico de la capa limite del flujo sobre una superficie vertical

Teniendo en cuenta estas suposiciones, las ecuaciones que describen la situacion fisica son las siguientes:

Ecuacion de velocidad U:;

dulét + vouldy = vouldy? + gBr(T-T..) + gBe(C - C..) - usB%/p V.21

Ecuacion de temperatura T:

It +vpe,dTIoy =K PTIoy + Qo(T-T.) V.22

V.23

Donde "y" es la coordenada horizontal o transversal, v es la velocidad transversal, T es la temperatura del fluido, ¢ es
la concentracion de especie, T., es la temperatura ambiental, ¢, es la concentracion ambiental y p, g,, Br, Bo L O,
Bo, Qo D and y son la densidad, aceleracion gravitacional, coeficiente de expansion térmica, coeficiente de
expansion de concentracion, viscosidad dindmica, conductividad eléctrica del fluido, induccion magnética,
coeficiente de generacidn/absorcién de calor, coeficiente de difusion en masa y el parametro de reaccion quimica,

respectivamente.
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De acuerdo con el modelo expresado en la anterior figura V.11, u es la componente de velocidad en la direccién de
la componente X", u,, representa la velocidad de la superficie vertical, T,, es la temperatura de la superficie vertical.
Ademés, la diferencia de temperaturas entre el fluido y la pared se considera proporcional a la coordenada vertical
elevada al exponente de temperatura n. Ademas, la velocidad de la superficie es proporcional a la coordenada vertical

elevada al exponente my ovidy = 0.

Las condiciones de contorno para el problema son las siguientes:
U = uy V() =-v,TO)=Tyyc(0) =cy V.24

y—o0: U—0, T->T, yc—C,

uw, Vo> 0, Ty Y Gy representan respectivamente, la velocidad de la superficie, la velocidad de insercion del fluido en la
superficie, la temperatura en la pared y la concentracion en la pared. Las ecuaciones pueden ser escritas en forma

adimensional mediante los siguientes parametros adimensionales:

Y = W0, U= W Uy, ©=(T-T,)/ (Tw-T.), C=(C- )/ (Cw- C), T=tVis70, Gp= 0 BrO(Tw - Tor) MUV

Gre= OBO(Cw- oo MUnVi, Pr = picy/K, Sc = 0/D, K = yolvi, M? = uoBypvin?, & = 0Qu/pey iy IV.25
Las ecuaciones definitivas correspondientes son las siguientes : V.26
La ecuacion de velocidad:

dUlot = FUIOY? + 0UIOY + GO + G,.C - MU
Ecuacion de temperatura:

d0lot = FOIoY*+ Pr 60I0Y+ 6D

Ecuacion de concentracion:

aClon = FCloY*+ Sc 6CloY —K Sc C
Estas ecuaciones se completan mediante las siguientes condiciones de contorno: V.27

Y=LU0)=1060)=1,C0)=1
Y—ow: U—-0,06-0yC—0
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Modelado en Red

Discretizando las ecuaciones de velocidad, temperatura y concentracion adimensionales resultan

AYAUYdr =2 (Usay - UYAY =2 (Ui UnsyAY + (Uay - Usay) + GeOIAY+ G CAY- MPUIA
AYdOvdr=2 (Oi_AY - 9.)/AY -2 (9. - ei+Ay) [AY+ Pr (9i+AY - ei—AY) +6,® AY

AYdCi/dt=2 (Ciay - CY/AY -2 (Ci - Ciasy)!AY+ SC (Cisay - Ciay) - K SC CAY

Flujos de velocidad

Juiray= (Ui - Uiay)  (AY12)
Juiay = (Uiay - U) 1 (AY12)
Juir= AYdUydr

Juei= GO AY

Jueri = G GAY

I = MUIAY

Jui= (Ui+AY - Ui-AY)

Flujos de temperatura

Jo. irav= (61 - Oieav) / (AY12)
Jo.isy = ©rav-©) [ (AY/2)
Joi: = AYdOydt

Jeri =PI Gy - Otav)

\]Pr¢i = 6.¢)AY
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Flujos de concentracién
V.29 (c)
Jei+ay = (Ci- Ciay)  (AY/2)

Jer iay = (Ciay - C) 1 (AY12)
Joir = AYdCydr
Jsi= SC (Cisay - Ciav)

\]qu KScCAY

Las ecuaciones anteriores son las ecuaciones de Kirchhoff siguientes: V.30
= Juic + Ju,iay - Juieay + Jui + Juer + Jucri- Jmi=0

= Joic + Jo i-ay = I ivay + Jpri + Jpgi =0

-Jeiet Jey i-av - I ivay + Jsi - ks = 0

Con todo lo anterior es posible disefiar los siguientes modelos en red:

Disefo de circuitos

) {Uisav, Uiav}

|| Guerti
Uizsay = Ui ay Ruiav ) {Gnbi} Ui Rueay Ui+1-ay = Uisay
Jucrti l l

—

>
‘JUI 1+aY = Juji-ay TJUGrm

2 Juisiay = Jdus
l\]u Mi U,i+1-AY U,i+AY

2
G .
GUGrci U Mi

Yi-ay
Yi

Y +ay R Ecuacion de
Velocidad

JUH % (rec Qo

v ||I

A
A\ 4

AY

Figura IV.12. Nomenclatura y modelo en red del volumen de control valido para la ecuacion de velocidad
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Oi-1+ay = 0i.ay

0; Oi+1.ay = Oix
Ro,i-ay J’ Ro,itay l MI Y
A— |

— 5
Joji-tray = Joji-av

T \]Pri

Joir1-ay = Jojisay

e Coi :®:{Pr¢i} @:{OMY' Orav}
I Gprgi Geri
Yi-ay 4 _
Y, -
Yisay ] >
AY ”

Ecuacion de
Temperatura

Figura IV.13. Nomenclatura y modelo en red del volumen de control valido para la ecuacion de temperatura

Ci.z+ay = Ciay

Cisz-ay = Civay

Rc] i-AY RC, i+AY
| l |
— >
.’ T Jsci Je,it1-ay = Jc, isay
Je,i-1+ay = Jc, iay Jksci
{Ci+ay. Ciav}
Jeie |22 —®: O
CCi -\ N\ i I}
Geei Gksci
Yicay —> —_— = =
Y;i - R
Yi +AY >
< ~ >

Ecuacion de
concentracion

Figura IV.14. Nomenclatura y modelo en red del volumen de control valido para la ecuacion de concentracion
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Descripcion de los circuitos

El circuito de la figura 1VV.12 muestra las corrientes Jy, iavy ¥ Ju, iay (COrrientes que abandonan y entran a la celda,
respectivamente) de velocidad implementadas mediante dos resistencias de valores AY/2. De igual modo, la
corriente Jy. se implementa mediante el condensador de capacidad Cy; = AY. Por Ultimo se destacan cuatro
generadores de corriente (GUZMi, Gucmi, Guari, Gui) para generar las corrientes Ju2mis Jucmis Juar y Jui respectivamente.
G 2w genera "M? U; AY", siendo U; el voltaje (velocidad) del nodo i. Gugni proporciona "G, C; AY” siendo C;, el

voltaje (concentracion) en el nodo i (figura IV.14).

Guari genera “Gy 6; AY” siendo 6; el voltaje (temperatura) del nodo i (figura IV.13). Finalmente, el generador G
proporciona: "(Uiay - Uiay)”, donde Ui.ay, Uiay Corresponden a los voltajes en los nodos i+AY, i-AY de la celda
elemental. El requerimiento final es la incorporacion de las condiciones iniciales y condiciones de contorno. De
acuerdo con las condiciones iniciales de este problema, el voltaje U (t = 0) = 1 es aplicado al condensador Cy;. La
correspondiente condicion de contorno de primera clase, requiere una fuente de voltaje constante en cada extremo

del medio.

El segundo circuito representa la ecuacion de la energia, para obtener la temperatura ©. Jg iay Y Jo, iay SON las
corrientes que abandonan y entran a la celda, respectivamente. Estas corrientes son implementadas mediante dos
resistencias de valores AY/2. La corriente Jg;; Se implementa mediante un condensador de capacidad Cq = AY. Por
dltimo, se destacan dos generadores de control de corriente, Gpyi Y Geri, para generar las corrientes Jeri Y Jpri
respectivamente. Gpy;i proporciona "6®AY”, siendo 6; el voltaje (temperatura) del nodo i. Gy genera "Pr (O;:ay - Oi.
av)”, siendo Oy y Oiay  l0s voltajes correspondientes a los nodos i+AY, i-AY. La condicion inicial se aplica al
condensador con la temperatura inicial especificada © (t = 0) = 1. Al igual que en caso anterior, fuentes de voltaje

constante seran necesarias para implementar las condiciones de contorno correspondientes.
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En el dltimo circuito, Jc iay Y Jc, iay SON las corrientes que abandonan y entran a la celda, respectivamente. Estas
corrientes son implementadas mediante dos resistencias de valores AY/2. La corriente Jg;; es implementada mediante
el condensador de capacidad C¢i= AY. Se necesitan dos generadores de control de corriente (Gksc, Gsc), para obtener
las corrientes Jsq;, Jksq respectivamente. Gys; proporciona "(KScC;) AY”, siendo C; el voltaje (concentracion) en el
nodo i. G suministra "Sc (Ciray - Ciay)”, donde Ci.av Yy Ciay representan los voltajes de los nodos del extremo
derecho e izquierdo de la celda, respectivamente. Las condiciones inicial y de contorno se implementan del mismo

modo que los casos anteriores.

4.2.3. Placas verticales paralelas

Se considera un flujo de conveccion mixta laminar transitorio en un canal vertical de placas paralelas en presencia de
un campo magnético. Las placas verticales estan separadas una distancia L y mantenidas a temperatura constante, de
acuerdo con el modelo fisico representado mediante la figura 1V.15 en la que las paredes del canal estan sometidas a
una temperatura o flujo de calor. EI campo magnético esta aplicado direccién horizontal normal a la direccion del

flujo.

El fluido de trabajo se supone que es newtoniano, conductor de la electricidad y el calor que generan o absorben y
sus propiedades se suponen constantes a excepcion de la densidad en el término fuerza de cuerpo de la ecuacion de
momento. Ademas, se supone que la componente "x" de la velocidad es el Unico componente distinto de cero. Bajo
los supuestos anteriores e invocando a la aproximacion de Boussinesq, las ecuaciones que gobiernan se puede

escribir de la siguiente forma:

A
T T,
q: 2
il -
L 3 L L

Figura IV.15. Modelo fisico
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aulox=0 V.31
udu/ox = -1/p PIox + Bg(T-T.,) + vouldy? - oBulp V.32
udT/ox = kIpceTIoy? + wpc(ouldy) *+ (oB.Ipe)u? + Qyfpc(T-T,) V.33

En estas ecuaciones u y T son las x-componente de velocidad y la temperatura respectivamente. P = p+pgx esta
definida como la diferencia entre presion y presion hidrostatica. Los simbolos p, , v, Ky ¢ representan densidad del
fluido, viscosidad dinamica, viscosidad cinematica, conductividad térmica y calor especifico a presion constante,
respectivamente. Otros simbolos han sido también considerados: B, g, o, B, y Q, como los coeficientes de expansion
térmica, aceleracion de gravedad, conductividad eléctrica del fluido, induccion magnética y coeficiente de
generacién 6 absorcion de calor, respectivamente. Derivando la ecuacion 1V.32 respecto de la componente X, el

resultado es:

dTlox=0 V.34
La ecuacion 1V.34 indica que la temperatura es una funcién de la componente y. Combinando los términos de las

ecuaciones IV.32 y 1V.33 se obtiene la siguiente ecuacion:

duldy* - (oB.Apv) £ QJK) Fuldy’ + Quk (6B, 7pv) u+ QJkA/pv - ppg/k (Auldy)? - (6B, Balkv) u?=0

V.35
Se ha de destacar para paredes isotérmicas el valor To= (T, - T,/ 2) si T:< T,. En consecuencia para este caso
R;=1.0y las condiciones de contorno son las siguientes:
u(-L/2)=0,u(L/2)=0
u'(-L/2) = Al - (Bg (T1- To)v + (6B ) u(-L12) I\vV.36b
u'(L/2) = Alp - (Bg (Te- Tolv + (0B u(L/2) I\V.36¢
T(-L2)=(Ty— Ty /2AT, T (L/2) = (T, — Ty / 2AT IV.36d
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Las ecuaciones anteriores pueden ser escritas en forma adimensional empleando los siguientes parametros

adimensionales:

Y =y/D, U=ulu,, 0= (T - T,)/AT, Grt = BgATD’V, M = (6B, /) D?, Re = u,Div, Pr = pc/k, Br = pu /KAT,
& =QuDK, T=1Uy IV, Ry= (T~ TL)/AT, Ry = (To- ToYAT, Ry = (T1-To)/AT V.37

Uo= ADZ/(48p) es la velocidad de referencia, AT es la diferencia de temperatura, D = 2L es el didmetro hidrulico, Br
es el nimero Brinkman, M el nimero Hartmann, Re el nimero Reynolds y ¢ el coeficiente de absorcion o

generacion de calor.

Las ecuaciones 1V.33, IV.35 y 1V.36 pueden ser expresadas en forma adimensional mediante las expresiones de
I\V/.37 siendo:

QUIOY? + 0 +Br (8U/OY)? + BrMPU?=0 V.38
FUIBY* - (M?+ ¢) PUIBY? + MPU - G/ReBr (U/8Y)? - G/ReBrM?U? + 489 =0 V.39
U" (-1/4) = - 48 + RJ2G/Re IV.40a
U” (1/4) =- 48 + R/2G/Re I\V.40b
0 (-1/4) =-Ry2,0 (U4) = R/2 I\V.40c

La ecuacion 1V.39 puede ser reducida a una ecuacion de segundo grado mediante el cambio de variable:
H = &UloY? V.41

Asi la nueva ecuacion en términos de H se puede expresar:

PHIBY?- (M? + ¢) H + M?U - G/ReBr (8U/8Y)?- G/ReBr M?U*+ 484 = 0 V.42

Incorporando el término transitorio en las ecuaciones IV.32 y 1V.33:

aTIot +udT/ox = kIpedTIoy? + wipc (Buldy) *+ (oB,7pc) u*+ Qq/pc (T-T) V.43
Aulot + uoulox = -LpdPlox + Bg (T-T..) + vouldy? - oB,ulp V.44

La forma adimensional de las ecuaciones IV.43 y V.44 son escritas como:
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Re?0Ulor = 0 Gr/Re + 48 + PUIOY2 — MP U IV.45
Re’Pr 00/t = 0°010Y? +Br (8U/AY)* + BrMiPU? + 0 I\V.46

Para las paredes (g;-T>) las condiciones de contorno térmicas para las paredes del canal pueden ser escritas en forma

adimensional:

=-kdTldy (-L/2), T(LI2) =T,

V.47
La forma adimensional de la ecuacion 1V.47 puede ser obtenida mediante el uso de las ecuaciones V.37 con
AT = q,D/k para dar 6’ (-1/4) = -1, 6(1/4) = (T,- To)/AT V.48
Derivando la ecuacion V.32 con respecto a'y con dP/dx = A obtenemos:
Puldy? - (0B duldy + (Balv) &T/oy =0 I\V.49
La ecuacion 1V.49 expresada en forma adimensional:
U"-MU'+Gr/Re 0’ =0
IV.50
Evaluando la ecuacion V.50 en la pared izquierda:
U" (-1/4) - M* U’ (-1/4) = G4Re IV.51
La condicién de contorno en la pared derecha es:
U"(1/4) = - 48 - Ry/2G/Re V.52
La condicion de contorno para el caso de paredes (T1- 0p) :
T(-L/2)=T, IV.53
0.= - kdT/dy (L/2) donde g,es una constante
Estas ecuaciones pueden ser adimensionalizadas con AT = g,D/k . Por lo tanto:
0 (-1/4) =T,- TYAT, 0’ (U4) =-1
\VASY!
Finalmente las condiciones de contorno para este caso son:
U™ (1/4) - M?U' (1/4) = GJ/Re IV.55
U" (-1/4) = - 48 - Ry/2G4/Re IV.56
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Las ecuaciones diferenciales en diferencias finitas que resultan de las ecuaciones adimensionales 1V.41 1V.42, 1V .45
e IV.46 son:

Husy + 2(U; - Upeay)/AY - 2(Uiay - UJAY =0 V.57

2 (Hi - Hisan)/AY - 2(Hiay - HYAY + (MP £ Q)HAY £ MZUAYi+ Br AY [(Upsay - Upay) /AY + Gy/ReBIM?UAY +
48AY =0 V.58

(AYReZ) dU;/dt+2 (U. - Ui+Ay) [AY-2 (Ui—AY - U,) [ AY- (eiGn/Re + 48) Ay + MZUiAYz 0 V.59

(AYRE?Pr) d6/dt + 2(6i- Bj,) IAY- 2(Bray- B)/AY — BrAy [(Uisay - Uiay)’ /AY] - BIMPUAY? —~ AY$ 6;= 0

V.60
Definiendo las corrientes para las ecuaciones IV.57 resulta:
Juisay = (Ui - Uiay) 1 (AY/2) IV.6la
Juiay = (Uiav-U) 1 (AY/2) IV.61b
Ji=HAY IV.61c
Las ecuaciones anteriores se puede expresar del modo siguiente: Jy iay- Ju,iay -J1=0 V.62
Definiendo las corrientes para la ecuacion IV .58 resulta:
Jrieay = (Hi - Hisay) / (AY/2) IV.63a
Juiay = (Hiay - H) 1 (AY/2) IV.63b
I = (M £ ) HiAY IV.63c
In'e = MU AY I\V.63d
Jy =480 AY IV.63e
Jorui = Br Ay [(Uiay - Uiay) 7AY] I\V.63f
Jaruit = G/Re Br MPUZ AY IV.63g
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Estas corrientes se expresan mediante la ley de Kirchhoff:

Jht ieav= JH iay + - JM2¢ +Joi + e’ - Jy=0

Definiendo las corrientes para la ecuacion IV .59 resulta:

Ju,isay= (Ui - Upay) 1 (AY12)
Juiay = (Uiay - U) 1 (AYRR)
Juiei= (Gr/ Re ©;+ 48) AY
Juic =(AyRe?) U{or

Juimi= MPUAY

Con estas corrientes la ecuacion se puede expresar en forma de la ley de Kirchhoff

Juic + Juisay = Ju iay - Juieit Juimi =0

Definiendo las corrientes para la ecuacion IV.60 resulta:

Jo.ieay = (Ui - Upsay) / (AY12)
Joiay = (Uiay -U) 1 (AY12)
Joio= AY $0;
Joire = (AYRE?PY) 00/t
Joim = BIMPU;AY?
Jiigr= BIAY [(Uiay - Uiay) */ AY]
Expresando estas corrientes mediante la ley de Kirchhoff

Joire T Jo,ivay = Jo, i-ay = Joim = Joiar - Joip= 0
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Disefo de circuitos

Uizayr = Uioaye

¥

Ru, i-ayr2

RU,i+Ay/2

Ui+1»Ay/2 = Ui+Ay/2

_ 7
Ju, i-teayr2 = Juicayi2

o A, - |

Jy, i+1-AE2 = Ju, +AE/2

G,
Yiay —
Yi > Ecuacién
Yiray Movimiento
"1 U
AY g
Figura 1V.16. Nomenclatura y modelo en red valido para la ecuacion IV.41 de cambio de variable
\]GrUi
) {Gr/Re Br (Ui.ay -Uiav)’}
GGrUi 2
M%) UiAy
Hizeaysz = Hi- ayre {48(|)Ay}|| Guh Hit1-ayz = Hivayrz
Ri,i-ayi2 Go [ oM Ru isavi2 l
v o Ino Y
Jerui M JH, i+1ay2 = JH, ivayr2
JH, i1+ay2 = IH, i-ayr2
Gr/ReBrM°U;
D (Dl awzoman
GBrUi2 GMZ
Yiayn o _
Yi N
Yisayr _| Ecuacion de
"] Velocidad H

AY

Figura IV.17. Nomenclatura y modelo en red valido para la ecuacion IV .42 de velocidad del fluido H
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Uiz+ay = Uiay
Ru, i-av

—C

\ 4

R Uirz-ay = Uisay
U, i+AY

75
Jui-say = Ju, iay

21—

_—
lJUiM Jujst-ay = Ju,ivay

.| Ecuacion de
| Velocidad U

.| Ecuacion de
"| Temperatura ©

Jusi _@{eiEﬂlg} @:{MZ UAY}
U _Guie GUiMi

Yiav 1 —_

Yi t

Yieay

) AY
Figura 1V.18. Nomenclatura y modelo en red valido para la ecuacion 1V.45 de velocidad del fluido U
GGiBI’
|
) {6is, Oiav}
Oi1ray = Ojay R O Oir1.ay = Oinay
l RO. i+AY
\ 4 % °
_
> ) Jo, i+1-ay = Jo, iray
Joitray = Jo,iav T‘]em T Joim I I
Joi 7 , 2 2
|7z _@j{el 5 :GD:{BH\A UiAy*}
Gois Gom

Yi-AY —_ _

Yi - R

Yi+AY

AY

Figura IV.19. Nomenclatura y modelo en red valido para la ecuacion IV.46 de temperatura 6
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Descripcion de los circuitos

La figura IV.16 muestra el circuito para la ecuacion IV.41. En este circuito Jy iave Y Ju, iay SON las corrientes que
abandonan y entran a la celda respectivamente, implementadas mediante dos resistencias de valor “AY/2”. El tinico

generador de corriente controlado por voltaje es G que proporciona “Hixy”.

La figura IV.17 muestra el circuito para la ecuacion V.42, para obtener la velocidad H del fluido. En este circuito,
Jniray Y Jniay SON las corrientes que abandonan y entran a la celda, respectivamente, que son implementadas
mediante dos resistencias de valor “AY/2. Se han utilizado cinco generadores de corriente controlados por voltaje
(Gu?, Gy Gy Gy Gawi) para generar las corrientes Ju?, vy, Jo Jori Jaruis respectivamente. EI generador Gy

proporciona (M) HiAY".

GM2¢ genera "M%pU; AY” siendo Uj el voltaje (velocidad) del nodo i. G, genera "48pAY" y el generador Ggui
proporciona "Gr/ReBr (Uiiay - Ui_AY)Z”, siendo Upay Y Uiay l0s voltajes (velocidades) de los nodos i+AY y i-AY,

respectivamente. Por Gltimo, el generador Gg,” proporciona "Gr/ReBrM?UAY".

Para generar las condiciones de contorno en el caso de paredes (T,— T,), es necesario emplear dos fuentes de tensidn
de valores U"(-1/4) = "-48 + R/2Gr/Re " y U"(1/4) =" -48 - R/2Gr/Re " junto con dos fuentes de voltaje constantes
U(-1/4)=0yU (4)=0.

La figura V.18 muestra el circuito para la ecuacion 1V.43. Jy iave Y juiray SON las corrientes que abandonan y entran
a la celda, respectivamente, implementadas mediante dos resistencias de valor AY/2. La corriente Jyc €s
implementada mediante el condensador C que se rige por la expresion (AyRe?) 8Uy6r. Los generadores de control de
corriente Guivi Y Guio, proporcionan Jui Y Juie, respectivamente. Gy proporciona "M>2U; AY” siendo Uj el voltaje
(velocidad) del nodo i. Gye proporciona "(Gr/Re ©; + 48)AY” siendo ©;, el voltaje (temperatura) en el nodo i. El
Gltimo requisito para poder completar este circuito es la implementacion de las condiciones de contorno, mediante
fuentes de voltaje constantes nulas U (-1/4) = U (1/4/) = 0.
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La figura IV.19 muestra el circuito para la ecuacion 1V.60. En este circuito Jy iave Y Joiray representan las corrientes
que abandonan y entran a la celda para la temperatura, implementadas mediante dos resistencias cuyo valor es AY/2.
Para el disefio de este circuito son necesarios tres generadores de corriente controlados por voltaje, para generar las
corrientes Joip , Joim Y Joiar respectivamente. Jgi, genera “AY40;” siendo 6; el voltaje en el nodo i, Jsw genera
“BrMPUAY?” siendo U; el voltaje del nodo i y la dltima corriente Jyg, proporciona el valor “Br AY [(Uiay - Uiay) 7
AY] “. El condensador del circuito Coic= AYRe?Pr genera la corriente Jgie.

Las condiciones de contorno para el caso de paredes (T, — T,) son implementadas mediante fuentes de voltaje
constantes 6(-1/4) =-R/2 y 6(1/4) = R/2.

4.2.4. Fluido no newtoniano

Analisis matematico

La aproximacién de segundo orden de la ecuacién general dada por Rivlin y Erickson se puede escribir de la
siguiente forma:

T=-pl+ pA; + A+ A IV.69
T es la tension, p la presion, I el vector unitario, a; y o, los modulos de tension normal y A; y A, las tensiones

cinematicas definidas:

A;=gradV + (gradV) ' V.70
A, = dAJ/dt + A (gradV) + (gradV) T Ay, V es la velocidad, grad el gradiente y d/dt la diferencial con respecto al

tiempo.

Para los fluidos del tipo IV.69 que son compatibles con la Termodinamica, verifican:
i) Todos los movimientos del fluido cumplen la desigualdad de Clausius-Duhem.
ii) Se asume que la energia libre especifica de Helmholtz es minima cuando el fluido esté en equilibrio.

MZO, 0> 0, (11+(12=0 V.71
Podemos considerar los flujos unidireccionales de la forma:

V=u(y,t)i
V.72

99



Modelos enred

En la expresion IV.72, u es la velocidad en la direccion de coordenadas X e i el vector unitario en la direccion x.

Substituyendo en la expresion IV.69 la tension T en el balance del momento lineal

div T+ pb = pdV/dt V.73
y utilizando la expresién V.72, considerando la condicidn de fluido incompresible, obtenemos

1 SW/oy + oy 8w/Byot — p du/lot = p/ox V.74
p es la densidad del fluido y b es el campo conservativo. Esta ecuacion implica la existencia del siguiente flujo, para
el caso de un fluido de segundo grado.

Primer caso: “Flujo entre dos limites rigidos con inicio repentino de movimiento”

Supongamos ahora que el fluido esta limitado por dos limites rigidoseny=0ey =d.

Las superficies en'y = 0 e y = d estan inicialmente en reposo y repentinamente alcanzan velocidades estacionarias U

y U,, respectivamente. La ecuacion diferencial que rige este proceso es:

o/t - L Swoy? - oy Pu/oy’ot =0 IV.75
con las condiciones de contorno:

u(0,t) = Uy, u(d,t) = U, V.76
u(y,0)=0,para0<y<d

U (v,0) = 0(y)— ¥(y.0) V.77

@ (y) es una funcién independiente del tiempo, que representa la solucion en estado estacionario, o €s el modulo de
esfuerzos normal, y W (Y, t) es una funcién que representa la desviacion para el estado estacionario. Insertando la

ecuacion IV.77 en la ecuacion IV.74, hallaremos que las funciones @ (y) y W (v, t), satisfacen respectivamente.

d’D/dy* =0 V.78
n Yy + o, *V/oyPot — p O/t =0 V.79

con las condiciones de contorno:
D 0)=Uy, ®(d)=U, ¥(0,)=0, ¥(d,t)=0,t>0, V.80
Y(y,00=0(y) V.81
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Resolviendo para @ (y), utilizando las ecuaciones: IV. 78y V.80

@ (y) = Uo+ yld (Ui-Uy) V.82
La funcion ¥ (y, t) la obtendremos a partir de la ecuacion IV.79, y las condiciones de contorno 1V.80.

Una solucion para W que satisface estas dos condiciones de contorno es la siguiente:
exp [-Bu(n/d)?] sin(nm/d) V.83
siendo B, =p/ (p+ oy (nw/d)?) V.84

siendo n un nimero entero. Ahora intentaremos satisfacer la condicion para ¥ en t = 0, utilizando todo el conjunto de

soluciones:

TAnsin (nwd) ="V (y, 0) = Uy + y/d (Us- Up) V.85
Esto requiere:

An=2/d [ (U +y/d (Uy- Up)) sin (nd) dy = 2Ug/nm - 2U; (-1)" ne V.86
La distribucion de velocidad esta dada por:

u (y, 1) = (Up + y/d (Uy - Ug)) — 2/ 21/n (Up — Uscosnm) exp [-By(nm/d)?t] sin(nmy/d) Iv.87

Segundo caso: “Flujo debido a dos limites infinitos, uno oscilante y otro libre ”

En este caso el fluido esta rodeado por un limite rigido en y = 0 y otra libre en y = d. El fluido esta inicialmente en
reposo y comienza a moverse de repente debido al movimiento de la placaen

y =0. La ecuacién que rige este proceso es de nuevo IV.75

La diferencia con el caso anterior, esta en las condiciones de contorno. En esta ocasion las condiciones son: u(0,t) =
Uo, du(d,t)/oy=0ent>0y (u(y,0)=0en0<y<d I\v.88
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La solucion analitica obtenida en este segundo caso es la siguiente:
u(y,t) = Ug{ 1+ 4/m 21/(2n+1) [cos (2nr+1) w/2-1] exp [-B(nrt1)w/2d))t] sinn+1) wy/2d }
siendo B, = w[p + oy (2n+1)*m/4d* I\V.89

Modelado en red

Se presenta en este apartado, el modelo en red perteneciente al primer caso planteado en este apartado. EI método
empleado parte de la ecuacion diferencial 1V.75 obtenida mediante una discretizacion espacial en la que el tiempo
permanece como una variable continua. La discretizacion correspondiente se presenta de la siguiente forma :
pAYdUfdt +2(U; - Upa)IAY - 2 (Uigy - UYAY - 2 (Ui - Uisy) (LAY + Up) 0/ (pPAYAY) + 2 (Upsay - (AY + Uni) o/ (pAyAy) =0
V.90
A partir de esta ecuacion discretizada, podemos definir los correspondientes flujos de velocidad, junto con la ley de
Kirchoff, y el correspondiente disefio del circuito eléctrico.

Flujos de velocidad: V.91
Juir = pAydUy/dt

Joii = 2 (U; - Uiy) (UAY+ Uy) au/ (pAY)

Jea = Uiy - U) (UAY+ Us) o/ (pAY)

Estas ecuaciones son las de Kirchhoff:

Jui-Jeiit Jezi=0 1\vV.92
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Disefo de circuitos

R Re
Ui-Ay A Ui ' Ui+AY
N \ S W
J—-. _/ G \_/ EE—
Gli 2
G, Jui G, Jeai

— Ci

| = [ ]

{ Uiay, Ui, Uni } {Uiay, Ui Uni 3
+ —

v o L AUni}

Ay

Figura IV.20. Nomenclatura y modelo en red valido para la ecuacion movimiento U

En este Gltimo circuito Jgy; Y Jepi SON las corrientes que abandonan y entran a la celda elemental, implementadas
mediante dos generadores corrientes controlados por tension (G, G,), para generar las corrientes anteriores. De este
modo, G, genera: "2(Uisay - Uiay) (L/AY + Uyi) aa/ (pAY?)", siendo Uiy Y Ui los voltajes (velocidades) en los nodos i -
Ay, i, respectivamente y “Uy = pAy dUy/dz”, obtenida mediante un convertidor corriente/tension colocado en serie del
condensador y a masa. Analogamente G, genera: "2(Usy - Ua,) (UAY + Uy) az/ (pAY)". Se han empleado dos
resistencias de valores Ay/2. Mientras, la corriente Jy,;es implementada mediante un condensador de capacidad Cy; =
pAy, obteniéndose de esta forma la corriente Jy;. = p AydUydr. Las condiciones de contorno son implementadas por
una fuente de voltaje constante en'y = 0 e y = d para simular la velocidades (U = U,, U = Uy,). La condicion inicial U

=0 para t =0 se aplica al condensador C;.
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4.2.5. Conveccion libre magnetohidrodinamica en un medio poroso

Analisis matematico

En esta seccion consideramos un fluido bidimensional inestable, laminar, viscoso, conductor de electricidad a través
de una superficie vertical permeable semi-infinita en un medio poroso y en presencia de un campo magnético
transversal uniforme y de los efectos de flotabilidad de concentracion y térmica. Las propiedades del fluido son
constantes. La concentracion de difusion de especies es muy pequefia en comparacién con otras especies quimicas.

Las ecuaciones que rigen el proceso son las siguientes:

vioy=0 V.93
aulét + v ouldy = vePuldy™+ g (T -T.) + gBc (C' - C..) — (6B%/p +u/K*)u V.94
aTley +v aTloy = Kipc,&*TIoy? - Qdpc, (T-T.)+R*(C*-C,) I\V.95
aClet+v éCloy = DE*Cloy*—K(C'- C.) I\V.96

En estas ecuaciones X e y son las distancias dimensionales a lo largo y ancho de la superficie respectivamente. uy v
son las componentes de la velocidad dimensional en las direcciones X e y respectivamente, T es la temperatura
dimensional, C es la concentracion dimensional, C,, y T,, son la concentracién y temperatura en la parted de la
superficie, respectivamente, q es la densidad del fluido, v es la viscosidad cinematica, ¢, es el calor especifico a
presion constante, 6 es la conductividad eléctrica, By is la induccion magnética, K* es la permeabilidad del medio
poroso, Qg es el coeficiente de absorcion de calor dimensional, R es el coeficiente de proporcionalidad del coeficiente
de absorcion de radiacion, D es la difusividad de masa, g es la aceleracion de la gravedad, and B+ and c son los

coeficientes de expansion de concentracion y térmica, respectivamente y K, es el parametro de reaccion quimica.

Las disipaciones viscosa y magnética son insignificantes en este estudio. D es la difusividad molecular quimica,
u es la viscosidad del fluido, o es la permeabilidad magnetica del fluido, V, es la velocidad de succion
constante, k es la conductividad térmica, q es el flujo de calor por unidad de area. De la ecuacion 1V.93

se deduce que v = U, correspondiente a la velocidad constante normal a la superficie.
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Las correspondientes condiciones de contorno para la velocidad, temperatura y concentracion son las siguientes :

u=0,T=T,,C=C, para t'’<0
u=0,T=T,,C= C,paray=0,t>0
u—0, T-T,, C—C, para y'—oo, parat’>0 V.97

Las ecuaciones anteriores son adimensionalizadas mediante los siguientes parametros:

Y = yuglo, U=/ U, © = (T- T.) (T -T.), C = (C- Cy) /(Cw- C.), t =t U0, G = g Pro (Tw- T, G = g P
U(Cy - C)lug’, Pr=puCyk, Sc =u/D, K> = vKu?, R = voR*(Cy, - C.)/(Tw - T.) V&', M = 6BRulpVy%, ¢ =
Quulpc,Vo?, K = Koy V.98

De acuerdo con las expresiones IV.98 las ecuaciones IV.94 - IV.96 pueden ser expresadas de la siguiente forma :

dUlat - Uldy = PUIBY? + GO + G C — (M+UK’)U I\V.99
Pr 80/t - Prooldy = 6°01dY> — Prg© +PrRC IV.100
Sc 6C/ét - ScaCloy = &°ClaY*—~ScKC IV.101
Las condiciones de contorno correspondientes: IV.102

U=0,06=0,C=0parat>0
U=0,6=1,C=1paraY =0,t>0

U—0, 6—0, C—0, para Y—oo,t>0
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Modelado en Red

Las ecuaciones diferenciales en diferencias finitas son las siguientes :
AYdUydr - (Ui+AY - Ui_Ay) =2 (Ui—AY - U,)/AY - 2(U| - Ui+Ay)/A + G6;AY+ G GAY - (M+1/K)U,AY
PraYdoydt - Pr (Oiay - Oiay) = 2 (Biay - OYAY - 2(6; - Oiay)/AY —ProOIAY + PIROAY IV.103

SCAYdCI/d T- SC(CH.AY - Ci.Ay) =2 (Ci-AY - C,)/AY -2 (C, - Ci+Ay)/AY* Sc 0} Ci AY

Definiendo las correspondientes corrientes:

(i) Ecuacion de movimiento: IvV.104
Juiray = (Ui - Unay)I(AY12)

Juiay = (Uiay - U) [(AY12)

Jur = AYdUydt

Juict = GO AY

Juicre = G GAY

Jui = (Uisay - Uiay)

Juim= (M+1/ K’) U,AY

Juirav Y Jujay SON las corrientes que abandonan y entran a la celda de velocidad implementadas mediante dos resistencias de valor
AY/2. De igual modo, la corriente Jy;. e implementa mediante el condensador Cy;, = AYdUydt. Por Ultimo se destacan cuatro
generadores de corriente (Guicr, Guiem, Gui Y Guim) para generar las corrientes I Jumis Juai Y Jui, respectivamente. Gy;grgenera
“GiOAY™, con ©; siendo el voltaje (temperatura) of the node i. Guigm proporciona “G,CAY”, con C; siendo el voltaje
(concentracion) del nodo i. Gy; proporciona ”(Uiiay - Uiay)”, con Uiay ¥ Uiny Siendo los voltajes (velocidades) de los nodos
i+AY 'y i-AY, respectivamente. Finalmente, el generador de corriente de control de voltaje Gy genera “(M+1/K)UAY” con U;
siendo el voltaje (velocidad) del nodo i. El requerimiento final es la incorporacion de las condiciones de contorno. La

correspondiente condicion de contorno de primer tipo, requiere una fuente de voltaje constante.
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(i) Ecuacidn de temperatura: IV.105

Jo,ieav = (O - Oina)/ (AY/2)
Jo, iay = (Biay - 6)  (AY]2)
Jor= PrAYdo/dt
Jooi=Pré©AY

Joi= Pr (Oiay -Oiay)

‘]RG i= PI‘RG,AY

Joiay Y Joiay SON las corrientes que abandonan y entran a la celda de temperatura implementadas por dos resistencias
de valor AY/2. Joq €s la corriente implementada por el condensador de capacidad Cei, = PrAYdUy/dt. En este caso,
son necesarios tres generadores de corriente de control de voltaje (Gye;, Goiy Grei) para generar las corrientes Jyoi, Joi
y Jroi respectivamente. Gyei proporciona "Pré©:AY”, con ©; siendo el voltaje (temperatura) del nodo i. Ge;
proporciona “Pr(©pay — Oiay)”’, CON Opay Y Oiay Siendo los voltajes (temperaturas) de los nodos i+AY y i-AY,
respectivamente, y Gg; proporciona “PrROAY” .

(iii) Ecuacion de concentracion: IV.106

Jeitay = (Ci- Cirav) / (AY12)
Jo, iav = (Ciav - C)/ (AY12)
Jow=SCAYdCifcl

Joio= SCK’CAY

Jci= S¢ (Civay - Ciav)
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Jeiay Y Jeiay SON las corrientes que abandonan y entran a la celda de concentracion implementadas por dos
resistencias de valor AY/2. Jc;. €s la corriente implementada por el condensador de capacidad "ScAYdCi/dt” . Se
necesitan dos generadores de corriente (Ggi,, Y Gei) para generar las corrientes Jai, y Joi respectivamente. G,
proporciona "SceCAY”, con C;siendo el voltaje (concentracion) del nodo i, y Ge; proporciona “Sc (Ciay— Civ)”,
con Ciay and Ciay los voltajes de los nodos i+AY and i-AY ', respectivamente.

Las ecuaciones anteriores son las ecuaciones de Kirchhoff siguientes: IV.107
-Juie *+Juiay = Juisay +duei + Juemtui-Jum =0

Joic + Josiay = Jojsay + Jroi- Jgoit Joi =0

Jeie + Jesiay - Jejiay - JoipT Jci = 0
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5.1. Introduccidén

En este capitulo se realiza una simulacién numérica estacionaria y transitoria, de todos los problemas abordados en
esta memoria. Los resultados de temperatura, velocidad, presion y concentracion son presentados numéricamente
mediante representaciones graficas. Los resultados obtenidos nos revelan el efecto de la influencia de los parametros
involucrados en cada caso analizado, mostrandose ademas otros resultados obtenidos por otros autores, para hacer
constar que los obtenidos con el MESIR son correctos. Se observa una gran precision y fiabilidad en los problemas

estudiados dentro del campo de la mecénica de fluidos.

5.1.1. Fluido magnetohidrodinamico y transferencia de calor sobre

un disco giratorio

Las figuras V.1y V.2 muestran el alto grado de fiabilidad entre los resultados estacionarios de las componentes axial
y radial de velocidad, entre los datos numéricos ofrecidos por el MESIR y los datos obtenidos por el estudio
realizado por los investigadores [Sparrow y Cess 1960, citada en la pagina 37] y [Takhar 1968, citada en pagina 37].
Este andlisis comienza con la representacion de las figuras de las componentes de velocidad H, F, G se corresponden
con las, axial, radial y tangencial. A continuacion se representaran los resultados de temperatura 6 y presion P. Las
figuras expuestas representan los resultados de velocidad para los valores del parametro M =0, 0.5, 1,2y 4y los

resultados de temperatura para los valores del nimero de Prandtl Pr=0.7, 3,7, 10y 20.

MESIR —— m=20,05,1.0,20y4.0

0,9 A
0,8 7

[Sparoww y Cess, 1960] 000 oo}
0,7 - 7
0,6
0,5 1

04 A
0,3 A
0,2 1

‘.
0’17 fi;: uuuuuuuuuuu

Figura V.1. Comparacién de resultados para el efecto del pardmetro magnético M sobre la componente axial
de velocidad —H
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[Sparoww y Cess, 1960] 0 0 0
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0,06
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Figura V.2. Comparacién de resultados para el efecto del parametro magnético M sobre la componente radial de
velocidad F

El campo magnético estd aplicado en la direccion axial, y no hay una fuerza magnética que actle retrasando la
componente axial de velocidad. Existe la componente radial de la fuerza magnética, F, = - srwFB,? que se opone a la
velocidad radial. El decrecimiento de la velocidad radial esta reflejado como un decrecimiento de la velocidad axial,
tal y como se reflejaen las figuras V. 1y V. 2.

De la figura V.1 se puede deducir que la velocidad en la direccion axial -H, se hace méas constante cerca de la
superficie del disco conforme el valor del parametro magnético incrementa.
En la figura V.2 también se puede comprobar el decrecimiento de la velocidad en la direccion radial F conforme

aumenta el valor del parametro M.

El campo magnético también induce otra fuerza en la direccion tangencial F, = - oWGBy, la cual tiende a oponerse
directamente a la velocidad tangencial, segiin se observa de la figura V.3 los valores de la velocidad tangencial

decrecen cuando aumenta el valor del parametro M.
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Figura V.3. Efecto del pardmetro magnético M sobre la componente tangencial de velocidad G
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Figura V. 4. Efecto del pardmetro magnético M sobre la temperatura 6, paraPr=7.0
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Figura \VV.5. Efecto del pardmetro del pardmetro magnético M sobre la temperatura 0, para Pr=3.0

Una vez analizado el efecto del pardmetro magnético M sobre las componentes de velocidad, se procede al andlisis
del efecto del mismo parametro sobre los resultados de temperatura. En las figuras V.4 y V.5 se han representado los
resultados de temperatura, para varios valores del parametro magnético M y nimero de Prandtl Pr. La figura V.4

representa la variacion de temperatura para los valores del pardmetro magnéticoM =0, 0.5,1.0y 20y Pr=7.0.

La figura V. 5 expone los resultados de temperatura en funcién de los valores del parametro magnético M =0, 0.5,
1.0, 20y 4.0 y Pr = 3.0. Estas figuras muestran el crecimiento experimentado por los resultados de temperatura
cuando el parametro magnético M aumenta. Debemos destacar que el motivo de esta tendencia se debe al

decrecimiento de la velocidad axial con el aumento del parametro magnético.
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1.2

Pr=0.7,3.0, 7.0y 10.0

Figura V.6. Efecto del nimero de Prandtl Pr sobre la temperatura 6

La figura V.6 muestra el efecto del nimero Pr sobre los resultados de temperatura. Los resultados gréficos reflejan, el
decrecimiento de la temperatura conforme aumenta el nimero de Prandtl Pr. Ademas, podemos comprobar, como

era de esperar, que el espesor de la capa limite térmica disminuye al aumentar Pr.

Finalmente, del analisis realizado de la presion P en funcion del parametro magnético M (no representado
graficamente), se observa el decrecimiento de los valores de presion a medida que incrementa el valor del parametro
M.

Régimen transitorio
En este apartado se analizan los casos no estacionarios, por lo que en el modelo en red elemental omitimos el

condensador aparecera el condensador conectado del centro de la celda a tierra. El objetivo es determinar en este

nuevo caso la influencia de los parametros relacionados con la rotacion del disco.
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Figura V.7. Resultados de la componente axial de velocidad -H, en funcién de t paraM =0
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Figura \V.8. Resultados de la componente axial de velocidad -H, en funcion de © paraM = 1.0
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Figura V.9. Resultados de la componente tangencial de velocidad G, en funcién de t paraM =0
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Figura V.10. Resultados de la componente tangencial de velocidad G, en funcién de t paraM =1.0

Las figuras representadas en este analisis transitorio representan la evolucién temporal de la velocidad, temperatura y
presion, para varios valores de los parametros My Pr. Se puede observar en todos los casos como los valores de las
componentes de velocidad F, temperatura 6, y presion —P, incrementan con el tiempo adimensional t, hasta alcanzar
el estado estacionario. Sin embargo, la componente axial de velocidad H decrece conforme aumenta el tiempo (esta
€aso no esta representado). Este caso de velocidad axial H, no ha sido representado. Las figuras V.7 a V.16 reflejan

respectivamente esta tendencia para las restantes componentes de velocidad, temperatura y presion.
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Figura V.11. Resultados de la componente radial de velocidad F, en funcién de t paraM =0
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Figura V.12. Resultados de la componente radial de velocidad F, para diversos valores dety M = 1.0

A continuacion analizaremos la repercusion del efecto del pardmetro magnético M. Deducimos que la introduccién
del campo magnético reduce considerablemente el tiempo necesario en alcanzar el estado estacionario. Asi, se puede
verificar de las figuras de velocidad axial -H, para los valoresM =0y t=7.5enlafiguraV.7yM =10y 1= 4.2
en lafigura V.8.

Por otro lado, la componente tangencial G muestraM =0y 1= 9.4 en lafigura V.9, M = 1.0y 1« = 4.8 en la figura
V.10. Finalmente, para la componente radial F, se obtienen los siguientes valores: M =0y 1 = 6.2 en la figura V.11,

M=10y 1 =4.9en lafigura V.12.
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Figura V.13. Resultados de temperatura, en funcién de t, paraM =0y Pr=3.0
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Figura V.14. Resultados de temperatura , en funciéndet, para M = 05 y Pr = 30

Las figuras V.13 y V.14 muestran la evolucién temporal de la temperatura 0, para diferentes valores del parametro
magnético M, para el valor del nimero de Prandtl Pr = 3. Se deduce el aumento del tiempo necesario en alcanzar el
estado estacionario e cuando aumenta el valor del parametro magnético M. Asi, para M =0, Pr = 3.0, se obtiene Te

=39 (figuraV.13) y paraM = 0.5, Pr = 3.0, se obtiene e = 9.0 (figura VV.14).
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Las figuras V.15 y V.16 representan la evolucion de la presion en funcion del tiempo adimensional t. Se observa
que la presion aumenta con el tiempo. El incremento del campo magnético para este caso, también reduce el tiempo

requerido en alcanzar el estado estacionario, segun reflejan la figura V.15 para M = 0 y 14 = 6.0, y la figura V.16

paraM =10V 1 = 5.6.

-P 1=3.0,4.0,50y60 Mm=0

Figura V.15. Resultados de presion P en funcién de t, paraM =0

1=56,40,30 y2.0

Figura V.16. Resultados de presion P en funcionde t paraM =1.0
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5.12. Transferencia en masa y calor mediante un flujo

hidroméagnético en una superficie vertical en movimiento

Un polimero o lamina metélica extruidos continuamente desde un boquilla, por medio del empuje generado por la
accién de un determinado rodillo o componente cilindrico, y por medio de un dispositivo de alimentacion del
polimero, son tipicos ejemplos de superficies en continuo movimiento. Se asume que la cantidad de fluido eliminado
de la corriente es demasiado pequefia y que Unicamente las particulas cerca de la pared del extrusor seran

succionadas hacia fuera del mismo.

En una superficie en movimiento de longitud finita la capa limite se desarrolla en direccién opuesta al movimiento
del fluido, mientras que sobre una superficie en continuo movimiento, tal como una lamina o fibra de polimero larga
y continua extruidas desde una determinada abertura (dado o boquilla) y conducidas mediante un dispositivo de
succion hasta el otro extremo del extrusor; la capa limite sobre la lamina o fibra se origina en la abertura de la
superficie y se desarrolla en la direccién del movimiento de la superficie. Una especie quimicamente reactiva es
emitida desde la superficie vertical en movimiento en un campo de flujo hidromagnético. Se difunde en el fluido

donde es sometida a una reaccion quimica simple, isotérmica y homogénea.

En esta seccion presentamos los perfiles de velocidad, temperatura y concentracion en el estado estacionario. Los
resultados obtenidos por el método de simulacion en red son comparados con los resultados de [Chamkha 2003,
citada en pagina 43], siendo muy satisfactorios. Los resultados gréficos son obtenidos en ausencia de campo
magnético M = 0.0 y en presencia de los efectos de flotabilidad de concentracidn y térmica, tal y como se aprecia en
lafigura V.17.

Los valores de los parametros empleados en este anélisis son: K=-0.2,0y 2.0; M=0.0,05,1.0y 2.0; Pr=0.71y
7.0;Sc=-0.16,0,06,1.0y20; G;=G,=1.0y 3.0. Los valores fijos para la simulacién numérica se han utilizado
para poder evitar los errores de convergencia del método en red y también para representar los resultados graficos

mas interesantes para esta memoria.

120



Andlisis y validacion de resultados

Las soluciones obtenidas para la velocidad y concentracidn son validas en alguna distancia desde la abertura de la
superficie, aunque la succion esta aplicada desde la abertura de la superficie en adelante. Esto se debe a la suposicién
de que los campos de velocidad, temperatura y concentracion son independientes de la distancia paralela a la
superficie. Los fluidos considerados en este estudio son aire (Pr=0.71) y agua (Pr=7.0). Los efectos de velocidad y

concentracion son estudiados en presencia del parametro de reaccidn quimica.

La figura V.17 representa el caso estacionario para la velocidad U. Los perfiles de velocidad son representados para
varias combinaciones de los parametros K, Sc, Pr, §, M, Gy, ¥ G;.. Esta figura presenta el excelente acuerdo de las
soluciones analitica [Chamkha 2003, citada en pagina 43] y numérica (MESIR) para diferentes combinaciones de
parametros. La plena coincidencia de los resultados es observada para los siguientes casos: (), (b), (¢) y (d) estan
representados para los valores K =-0.2,0y 2.0, Sc=0.6y2.0,Pr=0.71y ¢ =0 (e), (f) y (g) representan los
valoresK=2.0,Sc=0.6,10 y2.0,Pr=7.0y ¢=0. Los valores Gy = G, = 1.0y M = 0.0 permanecen constantes
en esta Figura

El caso (a) representa ¢ = -0.1. Ademas. Los casos (a), (b), (c) y (d) son representados mediante lineas discontinuas
para el valor ¢ = 1.0. Debemos mencionar que K > 0 indica una reaccion destructiva, K< 0 indica una reaccion

constructiva y ¢ >0y ¢ < 0 absorcion y generacion de calor respectivamente.

Se observa claramente que para una reaccion quimica destructiva (K = 2.0) con Sc = 2.0, incrementando Pr produce
valores de velocidad menores. También, para valores menores de Pr (Pr = 0.71) y cualquier valor del parametro K se

observa un méximo en el perfil de velocidad.

Este hecho determina que el méximo de velocidad ocurre en la masa del fluido cercana a la superficie y no en la
superficie. Ademas, una reduccion de velocidad es apreciada cuando el parametro de Schmidt Sc (el cual relaciona
fisicamente los espesores relativos de la capa hidrodindmica y la capa limite de transferencia en masa) se incrementa.

El efecto del parametro de reaccién quimica K también puede ser explicado.

Cuando el parametro de reaccion quimica K se incrementa, la velocidad del fluido disminuye. Finalmente, el efecto
del coeficiente de generacion de calor (¢ < 0) sobre la velocidad del fluido es mas pronunciado que el efecto del

coeficiente de absorcion de calor (¢ > 0).
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Figura V.17. Comparacion de resultados de velocidad U (caso estacionario)

La figura V.18 también refleja un estudio estacionario de la velocidad, en la que se han utilizado los valores:
K=20,Pr=0.71,Sc =06, $=10,G:=10y 3.0,G; =10y M=0., 05, 1.0y 2.0. Las curvas continuas se han
obtenido con el valor G; = 1.0, mientras que las de trazo discontinuo se han obtenido con G,= 3.0. La influencia del
campo magnético My los efectos de flotabilidad térmica son analizados en esta figura. Un incremento en el valor del
parametro G, también incrementa la velocidad del fluido. La aplicacion de un campo magnético a un fluido
conductor de electricidad produce la fuerza de Lorentz, la cual es la causa de la reduccion en la velocidad del fluido.
Afirmamos que la velocidad decrece conforme el parametro magnético M se incrementa. Se puede observar de esta
figura que para un campo magnético relativamente fuerte, el méximo de velocidad desaparece en el punto en que la
velocidad méxima ser la de la superficie.
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Figura V.18. Resultados de velocidad U (caso estacionario)

En la figura V.19 se representa la evolucion de la temperatura 6 para el caso estacionario para distintas

combinaciones de los parametros que intervienen en el problema.

Se emplean los valores de ¢ =-0.1,-0.2,0y 1.0y Pr=0.71y 7.0. Puede apreciarse que el maximo valor de
temperatura se corresponde con el valor de generacion de calor (¢ = - 0.1), mientras que cuando se incrementan los
valores de los parametros ¢ 6 Pr decrecen los valores de temperatura. El efecto del nimero de Prandtl Pr es el
esperado y comentado anteriormente en otros casos analizados, su incremento hace disminuir la temperatura y la
capa limite térmica. Se aprecia ademas, que para Pr = 7.0, el efecto de la absorcidn o generacion de calor (incluso

empleando valor superiores a los anteriores) es inapreciable.
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Figura V.19. Resultados de temperatura 6 (caso estacionario)

Por ultimo, en la figura V.20 se muestran los la evolucion con la posicién Y de la concentracion en estado
estacionario. Se muestran varias curvas que responden a diferentes combinaciones entre los valores de K y Sc. Como
era de esperar, al aumentar el nimero de Schmidt Sc o el parametro de reaccion quimica decrece la concentracién.
Se han comparado satisfactoriamente los resultados numéricos proporcionados por el método numeérico propuesto

(MESIR) con los resultados obtenidos por el autor [Chamkha 2003, citada en pagina 43].
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Figura V.20. Comparacion de resultados de concentracion C (caso estacionario)

Régimen transitorio

En este apartado se aborda el caso de proceso transitorio. Se van a estudiar varios casos de velocidad, temperatura y
concentracion con diferentes combinaciones de los parametros involucrados, representados en funcion de una

coordenada espacial adimensional Y.

En la figura V.21 se representa el estudio transitorio de velocidad en dos casos particulares (¢ = 0.0 y 1.0), en funcion
de la coordenada espacial no-dimensional Y. Los resultados de velocidad U para los pardmetros adimensionales Sc =
20,K=20,G4=10,G,=10,M=00yPr=70.

Se observa que en el caso de ¢ = 1.0 (curvas continuas), la velocidad aumenta con el tiempo, alcanzando el estado
estacionario en (et = 9.5). A diferencia, el caso de curvas discontinuas con ¢ = 0.0, la velocidad aumenta con el
tiempo, y requiere un tiempo menor que el caso anterior para alcanzar el estado estacionario, en concreto

Test — 6.6.
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Se observa el decrecimiento del tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario conforme disminuye el parametro

de absorcion ¢. En la figura V.22 se muestra la evolucion de la velocidad en funcién de la coordenada Y, para los

valores de los parametros: K=2.0,M=0.0y 0.5, Pr=0.71,G;=1.0,G,=1.0,Sc=06 y ¢ = 1.0.

Las curvas continuas, presentan valores de M = 0.0 y e = 9.4 mientras que las curvas no continuas presentan valores

de M = 05 y 1 = 8.2. Por lo tanto se deduce una disminucion en el tiempo empleado en alcanzar el estado

estacionario conforme aumenta el pardmetro magnético M.

1.6

U GI"[ = 10 y Grc= 10 - ¢: 10
] Sc=20,K=2.0y 1 =95
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N - = = d):o'ol
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0.6 - Test = 6.6
0.4 -
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“ |Pr=70
0
0 1 2 3 4
Y

Figura V.21.Velocidad para diferentes valoresde te Y, con Sc =2.0, K=2.0, Gy = 1.0, G,=1.0,M =0.0, Pr=7.0,
$=00y10
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Figura V.22. Resultados de velocidad para diferentes valoresde te Y, con Sc=0.6, K=2.0,G;=1.0,G.=1.0,
M=0.0y05Pr=0.71y $=10.

La figura V.23 refleja el efecto de los parametros G,=3.0, G,=1.0,K=1.0y20,M=05,Sc=0.6,¢$=-0.1y

Pr = 0.71. Las curvas continuas estan representadas para los valores: 1 = 7 y K = 2, mientras que las curvas

discontinuas presentan valores: T =9y K=1.

En la figura V.23 se presenta ademés una comparacion satisfactoria de los resultados de velocidad en estado
estacionario obtenidos por el MESIR con los resultados proporcionados por [Chamkha 2003, citada en pagina 43]
para los siguientes valores: M = 0.0, Sc = 1.0, Pr=7.0 y ¢ = 1.0. Se observa el decrecimiento en los valores para

alcanzar el estado estacionario conforme aumenta el parametro de reaccion quimica K.
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Figura V.23. Resultados de velocidad para diferentes valoresde te Y, con Sc = 0.6, K=1.0y 2.0, G;=3.0, G= 1.0,
M=05Pr=071y ¢=-0.1

Se refleja en la figura V.24 otro estudio sobre los resultados de velocidad con la influencia de los siguientes
parametros: Gy=3.0, G=1.0,K=2.0,M=0.5,Sc=0.16 y 0.6, $ = 0.0 y Pr=0.71. Las curvas continuas presentan
los valores: e = 7.3 y Sc = 0.16 mientras que las curvas de trazo no continuo: tex = 9.1y Sc = 0.6. Se aprecia en esta
figura un aumento en los valores para alcanzar el estado estacionario conforme aumenta el valor del parametro de
Schmidt Sc.
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Figura V.24. Resultados de velocidad para diferentes valores de te Y, con: G;= 3.0, G,=1.0, K=20,M=05Sc=0.6 y 0.16,
¢$=00yPr=0.71
Comenzamos el anélisis de temperatura por la figura V.25, que refleja la evolucion de la temperatura con el tiempo.
Conforme aumenta el parametro ¢ disminuye la temperatura y ademas disminuye el tiempo necesario para alcanzar
el estado estacionario, Te. Las curvas de trazo continuo presentan los valores: ¢ = 1.0,y T = 7.3 mientras que las

curvas discontinuas presentan los valores ¢ =0y e = 8.3.

0.9 1 \e —0=10,Pr=0.71y 14 =73
08 1 \%

N
0.7 N

§§ - - —¢:0,Pr:0.71yrest:8.3

0.6
0.5 1
04
0.3 1
0.2
0.1 7

Figura V.25. Resultados de temperatura para diferentes valoresde te Y, con ¢ =0yL0yPr=0.71
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En la figura V.26, aparecen dos casos representados de concentracion. Las curvas continuas presentan: K =2.0y Sc
= 1.0 crecientes con el tiempo Yy necesitan un valor de t. = 1.7 para alcanzar el estado estacionario. El caso de curvas
discontinuas K = 0 'y Sc = 1.0, también crecientes con el tiempo, pero sin reaccion quimica presente en el medio
fluido, se precisa un valor de T = 8.8, mucho mayor que en el caso de curvas de trazo continuo. Esto nos indica que
la fuerte influencia del parametro de reaccién quimica reduce considerablemente el tiempo necesario en estabilizarse

y ademas, disminuye los valores de concentracion. La figura V.27 corrobora lo citado en la figura V.26.

o hC - - - -K=0,5c=10y1,4=88
0.8 - Q\%‘\ — K=20,S¢=1.0 Y T = 1.7
07 1 W2
0.6
0.5 A
04 1
0.3 A
0.2

0.1 A

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

Figura V.26. Resultados de concentracion para diferentes valoresdete Y, conK=0y2.0ySc=1.0

05 NC ~ = = -K=-02,5c=20y 14 =62
0.8 A
07 - ——— K=20,5c=0.16y g = 4.7
0.6
0.5 A
0.4 A
0.3
0.2 1

0.1 1

0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4

Y
Figura VV.27. Resultados de concentracion para diferentes valoresde te Y, con K=-0.2y 2.0, Sc=0.16 y 2.0
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5.1.3. Conveccion mixta hidromagnética laminar en un canal vertical

de placas paralelas

En este apartado realizamos el analisis de los resultados para los casos estacionario y transitorio de los perfiles de
velocidad. Primeramente se presenta una comparacion de los resultados obtenidos con los proporcionados por
[Chamkha 2002, citada en pagina 51]. Las figuras V.28 y V.29 muestran la coincidencia total de estos resultados,

siendo por tanto excelente los resultados obtenidos.

Las siguientes figuras muestran los resultados de velocidad para diferentes valores de los parametros Br, M, R,
Gr/Rey ¢. Lafigura V.28 representa el efecto del pardmetro de conveccidn mixta Gr/Re sobre el perfil de velocidad,
para el caso de paredes isotérmicas (T, - T,) con los siguientes valores: Gr /Re = - 213, 0, 213y 400, Br=0.0, M =

5.0, $=2.0y R;=1.0. Cuando Gr/Re = 0 (no existe conveccion natural), se obtiene el perfil de velocidades simétrico.

En la figura V.28 se observa que cuando Gr/Re es distinto de cero, la simetria en el perfil de velocidad desaparece y
ademas, el incremento de la velocidad del fluido cerca de la pared derecha caliente (fluido ascendente), conforme el
parametro de conveccion mixta incrementa. Mientras, en la pared izquierda fria (fluido descendente) se produce el
efecto contrario, es decir, disminuye la velocidad cuando el parametro de conveccion mixta aumenta. Los valores de
Gr/Re = 213y Gr/Re = - 213 representan los valores criticos de Gr/Re.

Esto es, para Gr/Re > 213 una inversion de flujo se produce cerca de la pared fria y para Gr /Re < - 213 la inversion
de flujo tiene lugar cerca de la pared caliente. Estos fendmenos fisicos se representan claramente en la figura V.28.

La figura V.29 representa los efectos del parametro de Brinkmann Br y el pardmetro de conveccion mixta Gr /Re
sobre el perfil de velocidad, para el caso de paredes isotérmicas (T - T,) con los siguientes valores:
M=10,Br=00y0.1, ¢ =0, R =10y Gr/Re =50, 100 y 150. Para un valor fijo del parametro Gr/Re se puede

apreciar un notable aumento de velocidad conforme disminuye el efecto del pardmetro de Brinkmann Br.
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w000 Clamka2002 =1
AR Ri= 1.0

Figura V.28. Comparacion analitica y numérica (MESIR) de los resultados de velocidad (caso estacionario) para los valores M
=1.0,Br=00, $=20,R;=1.0yGr/Re =-400,- 213, 0, 213 y 400, en el caso de paredes isotérmicas

(T T)

%)

U Gr/Re =50,100y 150 looooos. —MESIR

100y 150 000 Chamka 2002 b

03 0,2 0,1 0 0,1 0,2 03

Y

Figura V.29. Comparacion analitica y numérica (MESIR) de los resultados de velocidad (caso estacionario) para los valores M =
1.0,Br=00y0.1, $=0,R;=1.0y Gr/Re =50, 100 y 150 en el caso de paredes isotérmicas (T;- T,)

Los efectos del ndmero de Hartmann M =0, 5.0 y 10.0 con la influencia del parametro de conveccion mixta Gr/Re =
- 288 'y 288 (valores criticos para la inversion del flujo en ambas paredes, izquierda y derecha, en ausencia de campo

magnético y generacién o absorcién de calor) son representados en la figura V.30.
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Los valores del pardmetro de conveccion mayores de 288 (Gr/Re > 288) causan la inversion del flujo cerca de la
pared izquierda, mientras que los valores menores de 288 (Gr/Re < 288) producen el fenémeno de inversion cerca de

la pared derecha.

La figura V.30 muestra el efecto del campo magnético transversal (incorporado en el nimero de Hartmann M) sobre
un fluido conductor de electricidad, en caso de paredes isotérmicas (T;- T») con los siguientes pardmetros: Br = 0.0, ¢
=0y R, = 1.0. La aplicacion de este campo magnético origina la fuerza magnética de Lorentz, la cual actia en
direccion contraria a la velocidad del fluido reduciendo su velocidad. Si incrementamos el nimero de Hartmann M
en el caso Gr /Re = 288, el fluido disminuye cerca de la pared fria izquierda en la que se produce el fenémeno de
inversion. Para el caso contrario Gr /Re = - 288, la condicion de inversion se produce cerca de la pared caliente
derecha.

5

~= GrRe=288 . M=0 — Gt/Re =-288
u $=00
Br=0.0
Ri=10
a3 w02 w01 ¢ o1 oz 0/3

Figura V.30. Efecto del niimero de Hartmann M =0, 5y 10 sobre velocidad (caso estacionario) para los valores
Gr/Re=-288y288,Br=0.0,R;=1.0y ¢ =0.0 con paredes isotérmicas (T;-T5)
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-0,3 -0,2

Figura V.31. Efecto de los parametros Gr /Re =40, 144y 200, Br=0.0y 0. 1, R;= 1.0, $ = 0.0 y M = 0.0 sobre velocidad, (caso
estacionario) con paredes isotérmicas (T1-T»)

La figura V.31 muestra el efecto del nimero Brinkman (considerado como el producto de los nimeros Prandtl y

Eckert) sobre el perfil de velocidades.

Puede observarse, que cuando Br > 0 (existe disipacion viscosa en el fluido), la velocidad incrementa en la zona desde

el centro (Y = 0) hasta el extremo de la pared caliente; mientras en la zona restante ocurre lo contrario, es decir, el perfil

0
-0,1 0 0,1

Y

de velocidad decrece al aumentar la disipacion viscosa.

0,2

0,3

U

Gr/Re =100,

Gr/Re =200,t=2,3.5,4.5y5

1=125,2,3.10y4

M=5.0

Figura V.32. Variacion de velocidad para diversos valores de t, en paredes isotérmicas (T, - T,), con diferentes valores del
parametro de conveccion mixta Gr/ Re y con los parametros Br=0.1, R=1.0,¢=20yM =50
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La figura V.32 representa los resultados de velocidad para diversos valores de tiempo t y la combinacion de
parametros: Gr/Re = 100 y 200 (predominio de la conveccion natural frente a la conveccion forzada), Br = 0.1, R;=
10,6=20yM=50.

También podemos observar la inversion del fluido cerca de la pared derecha del canal, conforme aumenta el efecto
del parametro de conveccidn mixta Gr/Re. Es evidente que los incrementos en el valor del parametro Gr /Re causan
un considerable incremento en el tiempo necesario para alcanzar el estado estacionario, debido fundamentalmente a
que el proceso se produce de manera natural y no se emplea la ayuda de un mecanismo mecanico que lo ayude a

ejecutarse.

La evolucion temporal de velocidad con los valores: Gr /Re =0, Br=0.0,M =50y 100, $ =30y R;= 1.0 estd
representada en la figura V.33 para paredes isotérmicas. Se puede observar que en esta figura la velocidad incrementa
con el tiempo hasta alcanzar el estado estacionario en te= 1.7 para M = 5 y 14 = 1.3 para M = 10. Deducimos por
tanto la disminucion del tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario, con el aumento del parametro de campo

magnético (representado por el nimero de Hartmann M).

No

M=10,t=05,07,1y13 Br=0.0
¢ =30
Rt =1.0

M=51=0.5,
0.7,1.3y17

Fa
T T U T T

-0,3 -0,2 -0,1 0 01 0,2 03

Figura V.33. VVariacion de velocidad para diversos valores de T, en paredes isotérmicas (T, - T,), con diferentes valores del
parametro magnético M =5y 10y pardmetros Br= 0.0, Ri=1.0,$ =30y Gr/Re=0
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El efecto del nimero de Brinkmann Br sobre el campo de velocidad estd mostrado en las figura V.34 que representa
los perfiles de velocidad en los estados transitorio y estacionario. La figura V.34 muestra la influencia de los
parametros: M = 10.0, ¢ = 1.0, R;= 1.0, Gr /Re = 0. Se deduce el fenémeno de inversion del fluido cercano a la pared
derecha isotérmica. Ademas el tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario aumenta conforme aumenta el
parametro de las disipaciones magnética y viscosa (nimero de Brinkmann Br).

3L
2,5

U Br=01,1t=19223y23

Figura V.34. Variacion de velocidad para diversos valores de t, en paredes isotérmicas (T, -T,), para diferentes valores del
numero de Brinkmann Bry pardmetros R;=1.0, $ =1.0, M =100y Gr/Re =0

La evolucion de velocidad para los estados transitorio y estacionario, con los siguientes parametros: Gr /Re = - 288,
Br=0.0,M=50,¢=-4.0y-3.0yR;= 1.0 esta representada en la figura V.35 para el caso de paredes (q. - T>), €S

decir, aplicando una condicién de contorno de segunda clase a la pared fria y de primera clase (es decir un flujo de
calor constante) en la pared caliente.
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U Br=10
¢=-3,1=36,3844y5 R =10
M=5
0=-4,1=2,2527y3
43 0,3

Figura V.35. Variacién de velocidad para diversos valores de t, en paredes (g, - T,), para diferentes valores del parametro ¢ y
parametros Br=0.0, R.=1.0, M=5.0y Gr/Re = - 288

El andlisis de los presentes resultados muestra el fendmeno de inversion del fluido cerca de la pared izquierda con
flujo de calor constante. Se advierte ademas, una notable disminucion en el valor del tiempo empleado en alcanzar el

estado estacionario, con el decrecimiento del valor de ¢.

Los resultados que se exponen en las siguientes figuras V.36 y V.37 corresponden a la evolucién de la temperatura 6
en funcion de las coordenadas adimensionales Y y t. Los pardmetros empleados en la figura V.36 son: Br=4.0, R;=

-0.5,$=3.0,M=5.0, 7= 9.1 y Gr/Re = 50 en el caso de pared derecha isotérmica (q; - T»).

En la figura V.37 se muestran los resultados de temperatura para los siguientes parametros: Br =2.0, R;=- 0.5, ¢ =
3.0, T4 = 9.8, Gr/Re =50 y M = 5.0 en el caso de pared derecha con flujo de calor constante y pared izquierda
isotérmica (T, — ¢). De estas dos figuras de temperatura se observa que la temperatura es creciente con el tiempo y
ademas se observa un aumento en los valores para alcanzar el estado estacionario conforme decrece el nimero de

Brinkmann Br.
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0
T Br=40
t=62,73,83,90y91 ' ¢,
R=-05
i 9= 3.0
-0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3

Figura V.36 Variacion de temperatura, en paredes (T1— @), para diferentes valores de t = 6.2, 7.3, 8.3, 9.0 y 9.1 con los
parametros Br=4.0, R;=-0.5, $ =3.0, G/Re=50y M =5.0

(o)}

o Br=2.0
M= 5.0
R=-0.5
0= 30
1=6.4,72,87,9.1y98 -
0,3 0,2 0,1 0 0,1 0,2 0,3

Y

Figura V.37. Variacion de temperatura, en paredes (T; — @), para diferentes valores de © = 6.4, 7.2, 8.7, 9.1 y 9.8 con los
pardmetros Br=2.0,R;=-0.5,¢=3.0,Gr/Re=50yM =50
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5.1.4. Flujos transitorios de fluidos de segundo grado no

newtonianos

5.1.4.1. Fluido rodeado por dos limites con inicio repentino de movimiento

En primer lugar se muestra graficamente la comparacion de resultados en las figuras V.38 y V.39. En ellas se
demuestra la coincidencia satisfactoria de resultados entre los proporcionados por el MESIR y los obtenidos

mediante la solucién analitica de [Hayat y col 2000, citada en péagina 59].
Se han representado las curvas de velocidad para los siguientes parametros: 1 = 1y 5 kg/ms, p = 100 kg/m®y

a,=0.05, en lafigura V.38 y p=1y 5 kg/ms, p = 100 kg/m®y o= 0.1 en la figura V.39.

Las velocidades Uo, U en'y =0 e y = d respectivamente tienen asighado el valor uno, tal y como se demuestra en las
gréficas expuestas a continuacion.

h2 MESIR
U
1
0.8 -
0.6 -
[Hayat y col., 2000]
0.4 o oou=5
o1 =0.05yp=100
0.2 O oo M: 1
oy =0.05yp=100
0 ;
0 5 10 15 20

T
Figura V.38. Comparacion de resultados de velocidad U para valores de parametros 1 = 1y 5 kg/ms, p = 100 kg/m’ y
0y=0.05 kg/m
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1.2
U ——MESIR
14
0.8
0.6
[Hayat y col., 2000]
0.4 A 00O l_,L: 5
a=01yp=100
0.2 poopu=1
p=100 ya=0.1
0 :
0 5 10 15 20
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Figura V.39. Comparacién de resultados de velocidad U para valores de parametros 1= 1y 5 kg/ms, p = 100 kg/m’y

(11:0.1 kg/m
1.2
1 - U n=0,2,0510y5.0
A
0.8 -
0.6 1
0.4 -
02 { p=100
oy = 0.1
0 r
0 0.2 0.4 Y 0.6 0.8 1

Figura V.40. Resultados de velocidad U en funcion de la coordenada espacial Y para valores de parametros
1=0.2,05,1.0y5.0kg/ms, p =100 kg/m’y o, = 0.1 kg/m

En la figura V.40 se muestra el efecto de la variacion del pardmetro p = 0.2, 0.5, 1.0 y 5.0 kg/ms (viscosidad
dinamica) sobre los resultados de velocidad, junto con el resto de parametros p = 100 kg/m®y oy = 0.1 kg/m. La
figura V.41, nos muestra por otro lado, el efecto de la variacion de densidad p = 50, 100, 120 y 150 kg/m® sobre

velocidad junto con los parametros p = 1.0 kg/ms y oy = 0.01 kg/m.
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p =50.100,120 y 150

04 { =10
a,=0.01
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Y
Figura V.41. Resultados de velocidad U en funcién de la coordenada espacial Y para varios valores de parametros

n=1kg/ms, p =50, 100, 120y 150 kg/m®y oy = 0.01 kg/m

El efecto del coeficiente de difusion sobre velocidad para varios valores de densidad p, estd mostrado en las figura
V.42. Lafigura V.42 esta representada para los siguientes parametros: =1 kg/ms, p =100y o =0.01, 0.02, 0.03 y
0.005 kg/m. Se puede apreciar el aumento de los valores de velocidad conforme aumenta el valor del parametro de

difusion oy.

11 0, = 0.01, 0.02, 0.03 y 0.05
0.8
0.6 -
0.4 -
0.2

p=1.0
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Y

Figura V.42. Resultados de velocidad U en funcién de la coordenada espacial Y para varios valores de parametros
n=1kg/ms, p=100 kg/m’y oy = 0.01, 0.02, 0.03 y 0.05 kg/m
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Figura V.43. Resultados de velocidad U en el estado estacionario en funcién de la coordenada espacial Y,
con pardmetros p = 1 kg/ms, p = 100 kg/m® oy, = 0.1 kg/m y 1 = 6.3

1,2
U
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1=2,55,6Yy6.2
0,8
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0,2
oy = 0.1
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Figura V.44. Resultados de velocidad U en el estado estacionario en funcién de la coordenada espacial Y,
con pardmetros p= 5 kg/ms, p = 100 kg/m® oy = 0.1 kg/m y 7o = 6.2

Las figuras V.43, V.44 y V.45 reflgjan la evolucion de velocidad con el tiempo para diferentes valores del parametro
de viscosidad dindmica . La figura V.43 representa curvas crecientes con el tiempo con valores de parametros =1
kg/ms, p = 100 kg/m®y o= 0.1 kg/m, alcanzando el estado estacionario para te = 6.3. En la figura V.44 las curvas
también crecen con el tiempo, necesitando un tiempo de T« = 6.2 para alcanzar el estacionario con valores de

parametros = 5 kg/ms, p = 100 kg/m’y o= 0.1 kg/m.
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La figura V.45 refleja una situacion similar a las anteriores, para los siguientes valores = 10 kg/ms, p = 100 kg/m® y
a =0.1y el valor 1« = 0.7 necesario para alcanzar el estado estacionario. Se observa la notable disminucién en los

valores del tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario conforme aumenta el valor de la viscosidad dinamica.

092 11 =10 p =100

091 4 =
09 1 ot : 1=0.3,06Yy0.7

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Y

Figura V.46. Resultados de velocidad U en el estado estacionario en funcion de la coordenada espacial Y, con pardmetros p = 10
kg/ms, p =100 kg/m?®, .= 0.1 kg/m, con teg = 0.7

5.1.4.2. Flujo debido al repentino movimiento de uno de los limites

A continuacion se presenta el analisis numérico correspondiente considerando diversos valores de las propiedades o
variables que caracterizan este problema: p, oty p. En primer lugar se comparan los resultados en la figura V.47 con
los proporcionados por el MESIR, obteniendo de nuevo una solucion coincidente con la proporcionada por [Hayat y
col. 2000, citada en pégina 59]. La figura V.47 muestra la evolucién temporal de la velocidad, para los valores p =
0.1kg/ms, p =15y 20 kg/m*y a; = 0.05 y 0.01 kg/m.

Las figuras V.48, V.49 y V.50 representan la evolucion de la velocidad en funcion de la coordenada adimensional Y

en estado estacionario, para diferentes combinaciones de los parametros caracteristicos de este problema.
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La figura V.48 representa los resultados de velocidad para varios valores del parametro = 0.2, 0.5, 1.0 y 2.0 kg/ms
con p =100 kg/m® y o = 0.01 kg/m. La figuras V.49 muestra la velocidad en funcién de los valores de la densidad p.
El andlisis realizado de estas figuras demuestra el decrecimiento de velocidad conforme aumenta el valor de la

densidad p y el aumento de velocidad debido al aumento del parametro de viscosidad dindmica p .

La figura V.49 esté representada para los valores = 1.0 kg/ms, o= 0.1 kg/m, p =30, 50, 100 y 150 kg/m®.

0,5
0as | Y Solucion numérica  °°° a=0.01, p=15
’ ooo o;=0.05 p=20

04 -
0,35 -
03 -
0,25 -
0,2 -
0,15 -

0,1
0,05 - — Solucion analitica

0 5 10 15 20
t

Figura V. 47. Comparacion de resultados de velocidad U para valores de parametros p = 0.1 kg/ms, p = 15y 20 kg/m’,
01=0.05y0.01 kg/m
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0.8 -
1=020510y20
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02 { p=100
a=0.01
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Y
Figura V.48. Resultados de velocidad U en funcién de la coordenada espacial Y para valores de pardmetros
1=02,05,1.0y2.0kgms, p=100kgm’y o,=0.01 kg/m

144



Anélisis y validacion de resultados

1.2
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1
0.8
p =30, 50, 100 y 150
0.6 -
0.4
02 { p=1.0
a=0.1
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Y
Figura V.49. Resultados de velocidad U en funcién de la coordenada espacial Y para valores de pardmetros
p =30, 50, 100 y 150 kg/m®, pn=1.0kg/msy a;= 0.1 kg/m

El resto de figuras representadas, reflejan el estudio de la velocidad en funcion del tiempo t. Las siguientes figuras
muestran curvas crecientes con el tiempo. La para los valores u = 1 kg/ms, p = 100 kg/m®y o = 0.1 kg/m, (figura
V.50)y p=10kg/ms, p=100 kg/m®y o = 0.1 kg/m (figura \V.51).

En la figura V.50 se obtiene un valor de 1 = 0.7 mientras que la figura V.51 necesita un valor de e = 1.0. Por lo
tanto se observa un decrecimiento en los valores del tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario conforme
aumenta el valor de la viscosidad dindmica. La figura V.52 esta representada mediante los valores: p =1 kg/ms, p =
50 kg/m® o = 0.01 kg/m y © = 1.50. La figura V.53 refleja la evolucion de la velocidad aumentando el valor de la
densidad, de modo que sus pardmetros son los siguientes: p = 1 kg/ms, p = 100 kg/m®, o= 0.01 kg/m y 7e = 1.7. Se
deduce de estas figuras el aumento del tiempo en alcanzar el estado estacionario conforme aumenta el valor de la
densidad.
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Figura VV.50. Resultados de velocidad U en el estado estacionario en funcion de la coordenada espacial Y, con parametros
n=1kg/ms, p=100kg/m®, oy =0.1kg/my 1 =6
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Figura V.51. Resultados de velocidad U en el estado estacionario en funcion de la coordenada espacial Y, con parametros
1 =10kg/ms, p=100 kg/m®, 0.=0.1 kg/my 1= 1.0
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Figura V.52. Resultados de velocidad U en el estado estacionario en funcion de la coordenada espacial Y,
con pardmetros u = 1 kg/ms, p =50 kg/m®, o= 0.01 kg/m y Teq = 1.5

1.2

0.8 1
—
06 | \

0.4 - \
02 lu=1 p=100 \
a=0.01 1=0.205,1.0y 150

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Y
FiguraV.53. Resultados de velocidad U en el estado estacionario en funcién de la coordenada espacial Y,

con pardmetros p = 1 kg/ms, p = 100 kg/m®, o= 0.01 kg/m y teq = 1.7
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5.1.5. Conveccidn libre magnetohidrodinamica sobre una superficie

permeable vertical en un medio poroso

En esta seccion vamos a analizar los efectos sobre los perfiles de velocidad, temperatura y concentracion de
absorcion de radiacion, difusion en masa, reaccion quimica y fuente de calor. En este anlisis se considera que la
placa vertical permeable esta situada en un medio poroso y ademas se mueve a velocidad constante en la direccion
del flujo y en presencia de un campo magnético transversal. La validacién de resultados ha permitido comparar
exitosamente los resultados en estado estacionario obtenidos por el método numérico presentado en esta memoria

(MESIR) con los proporcionados por otros autores.

0,45
U =01 R=0.1Pr=10 0 o 0 Soluci6n analitica
04 MZ02K =142 a) [Ibrahim y col., 2008]
0,35 o e b) [Kesavaiah Y col., 2012]
03 — MESIR
0,25 v =1.0,2.0,3.0,4.0
02 y estado estacionario (R = 1)
015 — ——1=10,20,30,4.0
' y estado estacionario (R = 0.5)
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0,05 006560 0066
0 ¢ g B SaCavavame b isiot )
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Figura V.54. Velocidad en los estados estacionario y transitorio para varios valores del pardmetro de absorcion de radiacion R con
los siguientes parametros: Pr=0.71, M=1,K’=1,$ =4, G;= 1, G, = 1, Sc = 0.6 y K = 1. Comparacion de resultados.

Las siguientes figuras muestran la distribucién de la velocidad dentro de la capa limite. La figura V.54 muestra el
estado transitorio y estacionario de los perfiles de velocidad U paraPr=0.7, M=1, K’ =1,6=4,G;=1,G,=1, Sc
= 0.6 y K = 1. Podemos observar que las curvas continuas presentan el valor del parametro de radiacion R = 1,
mientras que las curvas discontinuas presentan el valor R = 0.5. Esta figura presenta los resultados obtenidos por
[Kesavaiah y col.. 2012, citada en pagina 67] mediante la técnica de la transformada de Laplace para el caso
estacionario, con R = 1 y ademas los resultados proporcionados por [Ibrahim y col. 2008, citada en pagina 67]
mediante el método de perturbacién homotdpica, para el caso transitorio con los siguientes parametros: Pr = 10, © =
1,M=02,K'=1,¢=-2G:=5G.=5,Sc=022, R=01yK=5.
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La figura V.54 demuestra que incrementando el valor del pardmetro de radiacion acelera la velocidad del flujo en la
capa limite, asi como un aumento del espesor térmico. Esto se debe a que valores mayores del pardmetro de radiacion
se corresponden con un aumento de la dominancia de la conduccién sobre la absorcion de radiacion y de ese modo se
incrementa la velocidad del flujo y el espesor de las capas limite de movimiento y térmica. También podemos
observar que la velocidad aumenta con el tiempo y que conforme aumentan los valores del parametro de radiacion

aumenta el valor del tiempo necesario para alcanzar el estado estacionario, Tt = 4.8 y s =53 paraR =05y 1

respectivamente.
0,12
U sl = 1 (estado R :_O.l,Pr,:_0.71
01 1 estacionario ) M=1,K=1
! Grt = G rc — 1
008 Sc=06 y
$=2
0,06
0,04 -
0,02 -
0
0 1 2 3 Y 4 5 6

Figura V.55. Velocidad en los estados estacionario y transitorio para varios valores de los pardmetros de reaccion quimica K y
generacion de calor ¢ con los siguientes pardmetros: Pr=0.71,R=1,M=1, K’ =1,G;=1,G,=1ySc=0.6

La figura V. 55 presenta los resultados de velocidad U para diferentes valores del tiempo adimensional t asi como el
estado estacionario de la velocidad para diferentes valores del parametro de reaccion quimica K. En esta figura se
representan los efectos de los parametros de generacion de calor ¢ y reaccion quimica K con los siguientes
parametros: R=0.1,Pr=071, M=1,K =1, G;=G,=1,Sc =06 y ¢ = 2. Se observa que un incremento en el
valor del pardmetro de reaccion quimica K causa un notable incremento en la velocidad del fluido y esto demuestra
que la velocidad de difusion puede ser alterada por una reaccion quimica. El tiempo requerido para alcanzar el
estado estacionario disminuye conforme se incrementa el pardmetro de reaccion quimica K, teg=5.7 y 5.1 para K =
0.5y 1, respectivamente. Fisicamente los valores positivos del pardmetro K implican una reaccion destructiva y los

valores negativos de K implican una reaccion constructiva. Hemos representado el caso de una reaccion destructiva.
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Figura VV.56. Velocidad en estado estacionario para varios valores de los nimeros de Schmidt Sc y Prandtl Pr con los siguientes
parametros: R=1,M=1,K’=1,G;=1,G,=1, K=1y$=2

Ademas, se observa gque un incremento en el pardmetro de generacién de calor ocasiona un decrecimiento en los
perfiles de velocidad. Es evidente que la velocidad se incrementa cuando disminuye los valores del parametro de

generacion de calor.

Los resultados de velocidad en estado estacionario para varios valores del nimero de Schmidt Sc y del nimero de
Prandtl Prcon los valores: R=1,M =1, K=1,G;=1, G =1, K= 1y ¢ = 2 estan representados en la figura V.56.

Un incremento en el nimero de Schmidt Sc da lugar a un incremento en la velocidad del fluido. Los valores
inferiores del nimero de Prandtl Pr aumentan la conductividad térmica del fluido de calor y por tanto el calor se
difunde fuera de la superficie mas rapidamente que para valores superiores de Pr. Por lo tanto, cuanto mayor es el
nimero de Prandtl, mas gruesa serd la capa limite de movimiento en comparacion con la capa limite térmica.

Fisicamente el nimero de Prandtl Pr relaciona el espesor de la capa limite térmica y de cantidad de movimiento.

Por otra parte, el nimero de Schmidt Sc es un nimero adimensional definido como el cociente entre la difusion de
cantidad de movimiento y la difusion de masa, y se utiliza para caracterizar flujos en los que hay procesos
convectivos de cantidad de movimiento y masa. Fisicamente, el nimero de Schmidt relaciona los grosores de las

capas limite de cantidad de movimiento y de masa.
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Figura V.57. Velocidad en los estado estacionario y transitorio para varios valores del parametro de permeabilidad K’ y del
ndmero magnético M con los siguientes pardmetros: Pr=0.71, R=0.1,$=2,K=1,G=1,G,=1y Sc=0.6

La figura V.57 presenta la respuesta temporal de velocidad U para los siguientes pardmetros: R = 0.1, Pr=0,71, G;=
Ge=1,K=1,Sc=06,¢=2yM=2. Elefecto del campo magnético sobre los perfiles de velocidad en la capa
limite se representa en esta figura. Se observa que la velocidad comienza desde el valor minimo en la superficie y
aumenta hasta que se alcanza el maximo y luego comienza a disminuir hasta que llega al valor minimo en el extremo
de la capa limite, para todos los valores del pardmetro de campo magnético. Es interesante notar que el efecto del

campo magnético consiste en disminuir el valor de los perfiles de velocidad a lo largo de la capa limite.

Se observa que el maximo de velocidad decrece drasticamente con el incremento del campo magnético debido a que
la presencia de un campo magnético en un fluido conductor de electricidad produce la conocida fuerza de Lorenz.

Este tipo de fuerza de resistencia se ralentiza la velocidad del fluido. También podemos observar el aumento de los
valores de velocidad conforme aumenta el parametro de permeabilidad K’. Se observa el incremento en los valores
del tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario conforme decrece el parametro magnético, ey = 4.3 y 4.9
para M = 2y 1, respectivamente, mientras que decrece conforme aumenta el parametro de permeabilidad, teg =5.1y

4.7 paraK'= 0.5y 1 respectivamente.
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Figura VV.58. Temperatura en los estados estacionario y transitorio para varios valores del pardmetro de absorcién de radiacién R
con los siguientes parametros: Pr=0.71, $ =2, K =1y Sc = 0.6. Comparacién de resultados

La figura V.58 presenta la respuesta temporal de los resultados de temperatura © para diferentes valores del
parametro de radiacion R con Pr =0.71, ¢ = 2, K= 1y Sc = 0.60. Esta figura también compara los resultados de
temperatura obtenidos por [Seethamahalakshmi y col. 2011, citada en pagina 69] y los obtenidos por el MESIR para

el caso transitorio con los siguientes valores: R=0.5,Sc =0.65,Pr=70,5=1,¢=05yK=1.

El excelente grado de acuerdo de los presentes resultados por el método de simulacién en red con los obtenidos por el
método de perturbacion homotdpica puede ser apreciado. Se observa que el efecto de la radiacion de absorcion es
aumentar la temperatura en la capa limite ya que el calor irradiado es absorbido por el fluido, que por su parte
aumenta la temperatura muy cerca de la capa limite porosa y su efecto disminuye lejos de la capa limite. El tiempo
empleado en alcanzar el estado estacionario disminuye conforme el parametro de radiacién aumenta, tey = 6.7 y 6.3

para R =0.5Y 1, respectivamente.
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Figura V.59.Temperatura en los estados estacionario y transitorio para varios valores del nimero de Prandtl Pr y del parametro de
generacion de calor ¢ con los siguientes parametros Sc=0.6, R=05yK =1

Los efectos del nimero de Prandtl Pr y el parametro de generacion de calor ¢ sobre los resultados de temperatura
estan representados en la figura V.59 para diferentes valores del tiempo t con los siguientes parametros: Sc = 0.6, R =
0.5y K = 1. Esta figura demuestra que un incremento en el niimero de Prandtl ocasiona un decrecimiento en la capa
limite térmica. En relacion al efecto del pardmetro de generacion de calor se puede apreciar un decrecimiento en los
valores de temperatura conforme se incrementa el parametro de generacion de calor ¢ pues cuando el calor es
absorbido, la fuerza de flotabilidad disminuye los valores de temperatura. Se debe destacar que el tiempo requerido
para alcanzar el estado estacionario se incrementa cuando aumentan el nimero de Prandtl y el parametro de
generacion de calor ey = 5.25 and 5.4 para Pr = 0.71 and 0.81 respectivamente y tey = 6.15y 6.3 para g =2y 4,

respectivamente.
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FiguraV.60. Temperatura en estado estacionario para varios valores del parametro de reaccion quimica K y del nimero de
Schmidt Sc, con los siguientes pardmetros: Pr=0.71,R=10y ¢ =4

La figura V.60 representa los resultados estacionarios de temperatura © para varios valores del nimero de Schmidt
Sc y del parametro de reaccién quimica con los siguientes valores: Pr = 0.71, R = 1.0 y ¢ = 4. Las curvas continuas
estan representadas para los valores: K = 0.5, 1.5, 3y 4.5y Sc = 0.75. Por otro lado, las curvas discontinuas estan
representadas por los valores: Sc = 0.6, 0.75, 1.05 and 1.15, and K = 1.5. Es evidente que la temperatura del fluido se
incrementa con el incremento del parametro de reaccion quimica. Fisicamente este hecho es debido al efecto de la
intensidad de la radiacion sobre la pared del canal. Se deduce también de esta figura que la temperatura del fluido

decrece con el incremento de Sc.
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FiguraV.61. Concentracidn en los estados estacionario y transitorio para varios valores del pardmetro de reaccion quimica K
y del nimero de Schmidt Sc con los siguientes pardmetros: Pr=0.71, R =0.5 y ¢ = 4. Comparacion de resultados

Los resultados temporales de concentracion estan representados en la Gltima figura V.61 para varios valores del
ndmero de Schmidt Sc y pardmetro de reaccién quimica K. La respuesta transitoria estd representada mediante
curvas continuas y discontinuas para Sc = 0.75 y Sc = 0.60 respectivamente. En ambos casos el valor del parametro
de reaccién quimica es K = 2.0. El caso estacionario también ha sido representado mediante curvas continuas y
discontinuas. Las curvas continuas estan representadas por los siguientes valores: K = 1.5y Sc = 0.75, mientras que

las curvas discontinuas estan representadas por K = 1.5y Sc = 0.60.

Se han representado las soluciones analiticas obtenidas por [Kesavaiah y col. 2012, citada en pagina 67] con los
valores: Sc = 1.16 y K = 1.0 para el caso estacionario y las obtenidas por [lbrahim y col. 2008, citada en pagina 66]
con los valores: Sc = 0.22, & =1y K =0.5. Se demuestra por tanto el excelente grado de acuerdo entre las soluciones
analiticas y las proporcionadas por el MESIR. En esta figura se deduce que el decrecimiento en los valores del
nimero de Schmidt ocasiona el incremento del espesor de la capa limite de concentracion. Se deduce por tanto un
incremento en la concentracion del fluido conforme aumenta el valor del pardmetro de Schmidt Sc. Por otro lado,
observamos un notable decrecimiento en la concentracion del fluido con el incremento del parametro de reaccion
quimica K. Finalmente, el tiempo requerido para alcanzar el estado estacionario aumenta cuando el nimero de
Schmidt o el pardmetro de reaccion quimica se incrementan, tex = 6.55 y 6.8 para Sc = 0.6 y 0.75 respectivamente y

Tet= 5.7y 6.4 para ¢ = 1.5y 2 respectivamente.
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Conclusiones

En este capitulo expondremos un apartado de conclusiones sobre cada estudio llevado a cabo en esta memoria. Se ha
tenido en consideracion el detallado estudio gréfico realizado en el Capitulo 5, indicando segun el caso la influencia
de los pardmetros més relevantes para la correcta determinacién de conclusiones. Los resultados obtenidos han sido
comparados con los proporcionados con otros métodos numéricos 0 médodos analiticos, siendo excelente el
resultado.

6.1. Conclusiones

Como se expuso en el Capitulo 1, los objetivos de esta Memoria se pueden agrupar en dos objetivos principales. En
primer lugar, se la aplicabilidad del MESIR a la simulacion numérica de fendmenos fisicos relacionados con la
Mecénica de Fluidos y la Transferencia de Calor. En concreto, esta técnica numérica ha sido aplicada a varios
procesos fisicos, como la rotacion de un disco o superficies de placas paralelas en movimiento. Demostrando en
todos los casos, la validez de los resultados obtenidos.

En segundo lugar, también se ha abordado el estudio de la eficacia del método de simulacion en red, para la
obtencidn de los resultados en los distintos escenarios de aplicacién presentados en esta Memoria, tanto en estudios
espaciales como temporales.

En el Capitulo 4, se ha disefiado los modelos en red para la simulacion con el MESIR de los problemas definidos,
ayudadando a cumplir con el primer objetivo perseguido. En el Capitulo 5, se ha expuesto y analizado graficamente
la influencia de todos los parametros que proporcionan informacién relevante en los diferentes problemas numéricos
investigados en esta memoria.

® | a seccién 5.1.1 comienza con el flujo magnetohidrodinamico de un fluido conductor de electricidad viscoso e
incompresible sobre un disco giratorio. Tras el anlisis realizado se concluye que la presencia de un campo
magnético disminuye significativamente la velocidad de las componentes de velocidad, radial F, tangencial G y axial
—H. Sin embargo, su efecto sobre la componente axial H es el contrario.

La transferencia de calor del fluido, indica que su temperatura se incrementa cuando el parametro magnético M
también se incrementa. Por otro lado, el efecto del nimero de Prandtl revela una reduccion significativa en los
valores de la temperatura del fluido cuando el niimero de Prandtl aumenta. La presion ejercida sobre el fluido ha sido
también analizada, concluyendo en una reduccion considerable en los valores de la misma, si los valores del
parametro magnético aumentan.
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La incorporacion del término transitorio sobre las ecuaciones que rigen el movimiento de la rotacién del disco, ha
proporcionado nuevos resultados aqui presentados. Los datos analizados demuestran que las curvas de las
componentes de velocidad, temperatura y presion crecen con el tiempo hasta alcanzar el estado estacionario. La
Unica componente que difiere del resto mostrando un efecto contrario, es la componente axial de la velocidad H. El
proceso transitorio realizado sobre el disco giratorio, es completado con el estudio del tiempo empleado en alcanzar
el estado estacionario para las componentes de velocidad, presion y temperatura del fluido, en funcion de las

variables mas significativas del problema.

® La siguiente seccion 5.1.2 muestra el andlisis de la transferencia de masa y calor de un flujo hidroméagnético que
recorre una superficie permeable vertical en movimiento, en presencia de absorcion y/o generacién de calor, un
campo magnético y una reaccion quimica de primer orden. Esta seccion también evidencia una comparacion 6ptima

de los resultados obtenidos numéricamente con los proporcionados por [Chamkha, 2003].

La velocidad estacionaria del fluido disminuye conforme se incrementan el nimero de Prandtl Pr, el nimero de
Schmidt Sc o la intensidad del campo magnético M. Por otro lado, se concluye que la velocidad del fluido se
incrementa debido al incremento de los efectos de flotabilidad de concentracion y térmica. El analisis realizado en
esta memoria también demuestra que la velocidad del fluido se incrementa durante una reaccion quimica
constructiva y disminuye durante una reaccion quimica destructiva. Ademés se debe destacar la presencia del efecto
de generacion de calor como causante del incremento de la velocidad del fluido, mientras que el efecto de absorcidn

de calor produce una reduccion en la velocidad del fluido.

En relacion al estudio estacionario sobre temperatura realizado se concluye el decrecimiento en la capa limite térmica
debido al incremento de los valores del parametro de absorcidn/generacion de calor ¢ y el nimero de Prandtl. La
evolucion de los perfiles de concentracion en estado estacionario permite concluir el decrecimiento obtenido debido

al aumento en los valores del nimero de Schmidt o el pardmetro de reaccion quimica K.

Se ha analizado el estudio transitorio sobre los perfiles de velocidad, temperatura y concentracion. Los resultados
obtenidos permiten demostrar en primer lugar el crecimiento de la velocidad con el tiempo. Ademas se ha concluido
que el tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario de velocidad, disminuye con el decrecimiento del
parametro de absorcion de calor (¢ > 0) y con el aumento de los parametros magnético M y reaccion quimica K
destructiva. Asimismo, el tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario aumenta conforme aumenta el nimero
de Schmidt Sc.
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Finalmente el anélisis realizado en esta seccion concluye con el tiempo para alcanzar el estado estacionario de
temperatura que disminuye con el aumento del parametro de absorcion de calor ¢. El estado estacionario de
concentracion requiere un tiempo para alcanzar el estado estacionario que disminuye con el aumento del pardmetro

de reaccion quimica.

e El anélisis del flujo de conveccion mixta en un canal vertical de placas paralelas ha sido realizado en la seccion
5.1.3. Se han considerado tres tipos de condiciones térmicas de contorno en las dos paredes del canal. Estas diferentes

condiciones de contorno son: isotérmica, y flujo de calor simétrico o asimétrico en las paredes del canal vertical.

Para un flujo ascendente en paredes isotérmicas, incrementos en el valor del parametro de conveccion mixta Gr/Re
tienen la tendencia a aumentar el movimiento del fluido cerca de la pared caliente derecha causando que el perfil de
velocidad sea asimétrico. Como se ha demostrado el anlisis de esta seccidn, se espera que mas alla de un valor
critico del parametro de conveccion Gr /Re, la condicién de inversion de flujo se produce cerca de la pared fria
izquierda y este fendbmeno aumenta alin mas a medida que aumenta el parametro de conveccién mixta. Del mismo
modo, para un flujo descendente el flujo inducido se incrementa cerca de la pared fria y el fendmeno de inversién

ocurre cerca de la pared caliente.

La velocidad del fluido también refleja la influencia del nimero de Hartmann M. Se observa una disminucion de la
velocidad del fluido en las paredes del canal a medida que aumenta el valor del nimero Hartmann M. Ademés,
también se concluye que la aplicacion de un campo magnético transversal sobre un fluido conductor de electricidad
produce una fuerza magnética de Lorentz contraria al movimiento del fluido, provocando la inversion de este. Estas
conclusiones vinculadas con la influencia de los parametros que afectan a la velocidad del fluido, se refieren al caso

de paredes isotérmicas del canal (T;- T»)

El estudio transitorio de velocidad realizado en el caso de paredes isotérmicas permite concluir que incrementos en el
valor del parametro de conveccién mixta Gr/Re causan un notable aumento en el tiempo necesario para alcanzar el
estado estacionario. También se ha obtenido que incrementos en el nimero de Brinkmann Br causan un incremento
en el tiempo. Por otro lado, el tiempo necesario en alcanzar el estado estacionario disminuye con el aumento del

ndmero de Hartmann M.

En el caso de paredes con flujo de calor constante en la pared derecha caliente (g; _T,) se ha observado una
disminucion en el tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario conforme decrece el parametro de generacion

fabsorcion de calor.
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El estudio transitorio sobre temperatura realizado en el caso de paredes con flujo de calor constante en la pared
izquierda (T, — o) permite deducir que disminuyendo el valor del nimero de Brinkmann Br aumenta el valor del
tiempo necesario para alcanzar el estado estacionario. Se observa el aumento en los perfiles de temperatura conforme

disminuye el nimero de Brinkmann Br.

e El movimiento de los flujos unidireccionales no estacionarios de un fluido de segundo grado es resuelto en la
seccion 5.1.4. Una vez efectuado el andlisis de los dos casos presentados en el capitulo sefialado, se ha representado
la influencia de ciertos parametros, sobre la velocidad del fluido dependiente del tiempo y de la coordenada espacial.
La validacion de las soluciones numérica proporcionada por el método presentado en esta memoria y la solucion

analitica proporcionada por [Hayat y col. 2000] ha sido excelente en todos los casos estudiados.

El primer estudio explicado en la seccion 5.1.4.1, se basa en el movimiento del fluido ocasionado por el
desplazamiento hacia una velocidad estacionaria de las fronteras que rodean al fluido. Este caso, aumenta la

velocidad del fluido conforme aumenta el parametro de viscosidad dindmica p y disminuye la densidad p.

Los resultados de velocidad en funcién del tiempo, evidencian un decrecimiento en los valores de T cuando se
incrementa el pardmetro de viscosidad dindmica. Cuando aumenta el valor de la densidad del fluido, también se

incrementa el tiempo necesario para alcanzar el estado estacionario.

En el segundo estudio realizado en la seccion 5.1.4.2, se aborda el estudio del flujo debido al repentino movimiento
de uno de sus limites. En este caso se ha obtenido el crecimiento de velocidad del fluido cuando aumenta la

viscosidad dindmica y disminuye con el aumento de la densidad.

El estudio transitorio realizado permite concluir que el tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario aumenta

conforme aumenta la densidad y disminuye cuando aumenta la viscosidad dinamica.
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Conclusiones

e La consideracion de los efectos de absorcién de radiacién y reaccion quimica sobre conveccion libre
magnetothidrodindmica inestable a través de un medio poroso mediante una superficie permeable semi-infinita, ha
sido el principal objetivo de la seccion 5.1.5. El estudio realizado ha permitido concluir que la velocidad del fluido
aumenta debido al incremento del pardmetro de reaccion quimica K y parametro de radiacion R, mientras que
decrece debido al decrecimiento del parametro de generacion de calor ¢, nimero de Schmidt Sc, nimero de Prandtl
Pr, pardmetro magnético M y parametro de permeabilidad K’. Ademés un incremento en los valores de temperatura
del fluido es causado por un incremento de los valores de radiacion. Un incremento en los valores del pardmetro de
generacion de calor ¢ y del nimero de Prandtl Pr ocasiona un decrecimiento de los valores de temperatura.
Finalmente, incrementos en el parametro de reaccién quimica K y nimero de Schmidt Sc producen un

decrecimiento en los valores de concentracion.
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