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    Resumen 

 

La presente tesis doctoral aborda el estudio y resolución de diferentes problemas relacionados con la 

transferencia de calor y mecánica de fluidos, mediante el Método de Simulación por Redes (MESIR). Los 

resultados numéricos obtenidos son suficientemente precisos y con margen de error característico del 

campo de la Ingeniería Térmica. 

 

El análisis de los estudios acerca de la transferencia en masa y calor por un fluido hidromágnético sobre 

determinadas superficies, como un disco giratorio o canal de placas paralelas se han elaborado ampliamente 

en esta memoria. Se presta especial atención en el estudio de flujos magnetohidrodinamicos y aspectos de 

transferencia de calor en varias geometrías considerando además la relevancia de este tema en numerosas 

investigaciones en los ámbitos de la Ciencia y la Ingeniería. 

 

La convección mixta laminar en un canal de placas paralelas por un fluido newtoniano conductor de 

electricidad es analizada, estudiándose la influencia de los parámetros de convección mixta, disipación 

viscosa y magnética, coeficiente de generación/absorción de calor y campo magnético, tanto en el estudio 

estacionario como en el transitorio. 

 

Se han presentado las soluciones analíticas y numéricas para una clase de flujos unidireccionales transitorios 

de un fluido de segundo grado. Además, se discuten dos situaciones de flujos distintas de un fluido entre dos 

fronteras paralelas. El interés sobre los fluidos no-newtonianos se ha incrementado en los últimos años 

considerablemente. También se ha realizado un análisis numérico sobre los efectos de radiación y reacción 

química sobre convección libre magnetohidrodinámica a través de un medio poroso. 

 

Se han comparado las soluciones analítica y numérica con éxito y se ha verificado la exactitud de los 

resultados. El diseño de los modelos en red así como la implementación de las condiciones de contorno, se 

explican en el Capítulo 2. Se han desarrollado los ficheros fuentes (C++) para resolver posteriormente todos 

los casos analizados. Este programa permite la introducción de todos los parámetros que define cada caso 

estudiado, generando un archivo de texto con el formato de un circuito eléctrico, para poder ejecutar el 

programa Pspice y obtener los resultados en formato de texto o gráfico, empleando el osciloscopio virtual 

Probe disponible en el paquete de Pspice. 

  



 

 

Numerical solution of transport phenomena problems 

applying electrical analogy and the Pspice program  

  

Abstract 

 

The present doctoral thesis tackles the study and resolution of different problems related to the heat transfer 

and fluids mechanics, by means of the Network Simulation Method (NSM). The numerical results are 

sufficiently precise and with characteristic error margin of the Thermal Engineering field. 

 

The analysis of heat and mass transfer studies for a hydromagnetic fluid on certain surfaces, such as a 

rotating disk or parallel plates channel have been widely elaborated herein. Special attention is paid to the 

study of magnetohydrodynamic flows aspects with heat transfer in several geometries also considering the 

importance of this issue in numerous investigations in the Science and Engineering fields. Laminar mixed 

convection in a vertical parallel plate channels for a newtonian electrically conducting fluid is analyzed. 

Both steady and transient studies were made considering the influences of mixed convection parameter, 

viscous and magnetic dissipation, heat generation / absorption coefficient and magnetic field. 

 

The analytical and numerical solutions are presented for a class of unsteady unidirectional flows of a second 

grade fluid. Furthermore, two different situations of fluid flows between two parallel borders are discussed.  

The interest on non-Newtonian fluids has increased considerably in recent years. In addition, a study has 

been conducted about the radiation and chemical reaction effects on MHD free convection through a porous 

medium. 

 

    

Analytical and numerical solutions have been compared successfully and the accuracy of results was verfied. 

Models network design as well as the implementation of the boundary conditions are explained in Chapter 

2. The source files have been developed (C++) to solve all cases analyzed later. This program allows the 

introduction of all the parameters that defines all studied cases, generating a text file in the format of an 

electrical circuit to be run in the Pspice simulator and get the results as text or graphic, using the virtual 

oscilloscope Probe available in the package Pspice. 
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Simbología 

A             gradiente de presión constante (Pa m
−1

) 

B vector de induccion magnética (tesla) 

B0             inducción magnética (tesla) 

Br            número  adimensional de Brinkmann  

C             concentración de especie adimensional 

cp             calor específico a presión constante (J kg
-1
 K

-1)
 

cw             concentación de especie de la pared (mol m
-3
 ) 

Cf             coeficiente de fricción   

D = 2L    diámetro hidráulico (m) 

Dm coeficiente de difusión en masa (m
2
 s 

-1
 ) 

F = JB    Fuerza de Lorentz (N) 

Fr, F   componentes de F (N) 

F               velocidad radial adimensional   

g               aceleración de gravedad (m/s
2
) 

G       velocidad tangencial adimensional   

Grc             número adimensional de Grashof, gBCυ (CW − C∞)/uw vw
2
 

Grt             número adimensional de Grashof térmico, gBT υ(TW − T∞)/uwv
2
 

h    coeficiente de transferencia de claor  (Wm
-2
K

-1
) 

H      velocidad axial adimensional 

I                vector unitario   

Iz    vector unidad en dirección z 

J   vector de densidad corriente (A·m
-2
) 

k               conductividad térmica del fluido  (W·m
-1
K

-1
)  

K   parámetro de reacción química adimensional 

L               longitud del canal (m) 

m =  B0
2
/, parámetro magnético 

M              número de Hartmann   

P   presión adimensional 

P = p+ρgx, diferencia entre presión y presión hidrostática (Pa) 

Pr   número de Prandtl, /α 

q1,q2          flujos de calor predefinidos (Wm
−2

) 

Q    medida de transferencia de calor (Js
-1
) 

Qo               coeficiente de generación de calor o absorción (Wm
-3
K

-1
) 

Re               número adimensional de Reynolds  

Rqt = (T2−T0)/ΔT  parámetro de radio térmico para el caso (q1 – T2) 

Rt  = (T2−T1)/ΔT  parámetro de radio térmico para el caso ( T1 – T2 ) 

Rtq = (T1−T0)/ΔT  parámetro de radio térmico para el caso (T2 – q1) 

Sc             número adimensional de Schmidt 

Sh             número adimensional de Sherwood 

T   temperatura (K)  

T0              temperatura de referencia para paredes isotérmicas (K) 

Tw              temperatura de pared (K) 

T∞ temperatura ambiente (K) 
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T1,T2         temperaturas de contorno predefinidas (K) 

u               velocidad del fluido en la dirección-x (ms
-1
) 

u0  =  AD2/(48μ), velocidad de referencia (ms
−1

) 

uw  velocidad  de la superficie vertical (ms
-1
) 

U              velocidad axial adimensional 

v               velocidad transversal  (ms
-1
) 

V              voltaje  

Vr      velocidad en dirección radial (ms
-1
) 

Vz        velocidad en dirección axial (ms
-1
) 

V            velocidad en dirección angular (ms
-1
) 

X              coordenada espacial horizontal (m) 

y               coordenada transversal (m) 

Y              coordenada espacial vertical (m) 

 z   oordenada axial (m) 

 

 

Letras griegas 

 
ΔT            diferencia de temperatura (K) 

α = k/(ρc) difusividad térmica (m
2
 s

-1
) 

α1, α2          módulos de tensión normal   

βC              coeficiente de expansión de concentración (m
3
 mol 

-1
 ) 

βt               coeficiente de expansión térmica (K
-1
) 

γ                parámetro de reacción química 

η               coordenada transversal adimensional 

   temperatura adimensional  

μ   viscosidad dinámica (Pa s) 

μm   permeabilidad magnética (N/ A
2
)  

 = μ/ρ     viscosidad cinemática (m
2
 s

-1
 ) 

   variable adimensional   

               densidad (kg m
-3
 ) 

               conductividad eléctrica  del fluido (mho  m
-1 

 ) 

τ                tiempo adimensional 

               velocidad transversal del fluido ( ms
-1
 ) 

φ               coordenada angular (rad) 

   velocidad angular del disco (rad s
-1 

) 
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Subíndices 
W             pared  

∞    ambiente   

Operador 
d/dt = Vr,∂/∂r + Vz ∂/∂z 

c              concentración 

cp              calor específico del fluido a temperatura constante 

cw             concentración de la pared  

Cf             coeficiente de fricción   
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1.1. Antecedentes e introducción 

 

El estudio de flujo y transferencia de calor sobre cuerpos en rotación es un tema de considerable interés debido a su 

aparición en muchas aplicaciones industriales, energía geotérmica, geofísicas, tecnológica y de ingeniería. Dicho 

estudio ha sido importante en el diseño de turbinas, en la estimación de vuelo de ruedas giratorias, en misiles y en el 

modelado de vórtices geofísicos. El disco giratorio es una geometría popular para el estudio de diferentes flujos de 

fluidos, debido a su simplicidad y al hecho de que representa un problema de dinámica clásica de fluidos. En esta 

memoria, uno de los problemas tratados, ha sido el estudio de un flujo y transferencia de calor de un fluido conductor 

de electricidad incompresible sobre un disco giratorio infinito en presencia de un campo magnético. 

 

Los problemas de transferencia de calor y masa combinados con una reacción química son también considerados en 

esta memoria, debido a su importancia en muchos procesos industriales, principalmente en el sector energético, en la 

generación, intercambio y el consumo de calor. Estos problemas han recibido una considerable atención en los 

últimos años, ya que poseen numerosas aplicaciones, como por ejemplo, los procesos de secado, distribución de 

temperatura y humedad en campos agrícolas y plantaciones frutales o la transferencia de energía en torres de 

refrigeración húmedas.  

 

El estudio de la generación y/o efectos de absorción de calor en fluidos en movimiento es muy importante en varios 

problemas de ingeniería, fluidos bajo reacciones químicas endotérmicas y exotérmicas. El estudio realizado está 

basado en el estudio de un flujo hidromagnético de una superficie permeable vertical en continuo movimiento en 

presencia de los efectos de generación de absorción de calor, campo magnético y de reacción química de primer 

orden. 

 

Los principales estudios realizados abordan diferentes temas como son el efecto de reacción química sobre ciertos 

fluidos, el efecto de reacciones químicas homogéneas sobre fluidos no estacionarios en placas verticales infinitas o 

fluidos magnetohidrodinámicos que atraviesan superficies permeables verticales en movimiento, en presencia de los 

efectos de generación/absorción de calor y un campo magnético transversal. 
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Otro de los problemas tratados en presente documento es el flujo de convección mixta en un canal vertical, se trata en 

la actualidad de un objetivo de numerosas investigaciones debido a sus posibles aplicaciones en procesos de 

ingeniería industrial. Entre las aplicaciones más importantes se incluyen la refrigeración de equipos electrónicos, 

transformadores de calor, reactores refrigerados por un gas nuclear y otros. 

 

Las investigaciones más relevantes tratan el estudio de flujos de convección mixta laminar completamente 

desarrollados sobre canales verticales de placas paralelas. Además, se ha centrado el interés sobre el estudio de 

fluidos de convección combinada libre y forzada tanto para flujos desarrollados y completamente desarrollados. 

 

Los flujos de convección sobre fluidos conductores de electricidad con efectos de un campo magnético también 

constituyen el objetivo de numerosas investigaciones por sus múltiples aplicaciones industriales. Por otro lado, se 

destaca la investigación sobre los flujos de transferencia en masa y la convección libre de fluidos conductores de 

electricidad, viscosos e incompresibles sobre una placa vertical en continuo movimiento.  

 

En esta memoria también se ha planteado el estudio de flujos unidireccionales no estacionarios de fluidos no 

newtonianos mediante el análisis de las soluciones analítica y numérica. El fluido de segundo grado es uno de los 

modelos utilizados más populares para describir la conducta de los fluidos no newtonianos. Recientemente, se han 

realizado un número importante de estudios relacionados con los fluidos no newtonianos. 

 

 Se han abordado diversos temas entre los que se destaca, el movimiento repentino de una superficie plana en un 

fluido no newtoniano. Se han obtenido soluciones exactas para una clase de flujos unidireccionales no estacionarios 

bajo diferentes situaciones de flujo.  Otras relevantes investigaciones muestran las soluciones exactas para los flujos 

de un fluido no-newtoniano entre dos placas paralelas infinitas. Los flujos son generados por oscilaciones de cada 

una de las placas. Muy relacionado con este estudio, se publicaron algunos trabajos sobre el flujo de un fluido de 

segundo orden entre placas paralelas giratorias. Posteriormente, se abordó la convección libre de fluidos no 

newtonianos sobre cuerpos bidimensionales no isotérmicos.  
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Son destacables los esfuerzos realizados durante los últimos años de investigación, al estudio de los fluidos no 

newtonianos debido a sus interesantes y fundamentales aplicaciones.  Aunque algunos de los problemas lineales 

estudiados en esta memoria tienen solución analítica, si bien frecuentemente mediante series complicadas de 

convergencia lenta (particularmente en geometrías cilíndricas y esféricas), la solución presentada por los programas 

se basa en cálculos numéricos bien contrastados. 

 

La herramienta usada a este fin es el método de simulación por redes (MESIR) que hace uso de la similitud entre el 

transporte de calor y el de carga eléctrica, si bien no se trata de la conocida analogía termoeléctrica contenida en 

muchos libros de texto [Incropera y de Witt, 1996] , [Chapman, Grigull y Sandner, 1984], [Kakaç y Yener, 1985], 

[Özisik, 1993], [Lienhard, 1987] [White, Brodkey Hershey,1988], [Bayazitoglu y Özisik,1988], [Thomas, 1998], 

[Mills, 1999] cuyo objetivo, además de orientarse exclusivamente a problemas lineales, es frecuentemente 

académico o formal, resolviendo problemas en los que la analogía se establece entre partes finitas del medio en el 

que tiene lugar la transmisión del calor que, a su vez, están conectadas en serie o paralelo con otras partes del mismo 

u otro medio. 

 

El Método de Simulación por Redes (MESIR) está basado en la teoría de redes de [Peusner, 1987] y constituye la 

herramienta muy que utilizaremos para abordaremos los problemas de estudio en este proyecto. Es útil tanto para la 

investigación de modelos como para la obtención de resultados numéricos. Para el desarrollo de este capítulo 

utilizaremos como bibliografía los resultados de [González Fernández y Alhama, 2002a y 2002b] y el manual 

PSPICE 6.0. 

 

En los años 60 la analogía termo-eléctrica llegaba a implementar físicamente los circuitos y tuvo un cierto auge pues 

los cálculos numéricos no se habían desarrollado suficientemente. Sin embargo, tal simulación analógica tuvo no 

pocas dificultades que propiciaron su abandono como herramienta de cálculo; entre ellas, los relativamente elevados 

márgenes de tolerancia en la fabricación de componentes y su elevado número en problemas complejos. El enorme 

desarrollo en capacidad y velocidad que experimentaron los equipos informáticos hizo que estos desbancaran sin 

esfuerzo las técnicas analógicas de simulación. Sin embargo, el desarrollo de numerosas mejoras en los diseños de 

los simuladores de circuitos eléctricos modernos, hace que el MESIR tenga su protagonismo desde los años 90, hasta 

la actualidad.  
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I.2. Objetivos y desarrollo 

 

El primer objetivo fundamental de esta memoria consiste en el estudio numérico de problemas en los campos de la 

Mecánica de Fluidos y de la Transferencia de Calor. Se centra la atención en los problemas directamente 

relacionados con la magneto-hidrodinámica de los fluidos conductores de electricidad en presencia de varios efectos 

como son campos magnéticos, reacciones químicas y la absorción/generación de calor. 

 

Se estudia la transferencia de masa y de calor inducida por varias superficies en movimiento con velocidad uniforme. 

Se han considerado el problema estacionario y transitorio aplicado a un tipo de fluido viscoso, incompresible, 

conductor de electricidad y con la propiedad de absorción/generación de calor. En la mayoría de los casos, el flujo es 

considerado laminar y bidimensional. También ha sido investigado el flujo de convección mixta laminar hidro-

magnético en un canal vertical. Se han determinado los campos de velocidades, temperaturas y concentraciones, para 

diferentes combinaciones de todos los parámetros involucrados en cada proceso físico, analizándose el efecto de los 

mismos sobre la transferencia de calor y la dinámica de los fluidos.   

 

Un segundo objetivo es proponer al MESIR como método de resolución de este tipo de problemas, proporcionando 

resultados suficientemente precisos (con márgenes de error propios de los campos de la Ingeniería Térmica y la 

Mecánica de Fluidos). El tercer objetivo es, analizar la incidencia en los resultados de diferentes parámetros 

adimensionales que intervienen en cada uno de los problemas estudiados. 

 

Este trabajo de investigación agrupa una serie de conocimientos que han permitido desarrollar una modelización en 

red de los fenómenos de transporte en mecánica de fluidos y en transferencia de calor. Este trabajo ha sido 

estructurado de la siguiente manera:  

 

En el Capítulo 2 se presentan los conceptos fundamentales del modelo numérico propuesto MESIR, mediante una 

detallada explicación acerca de la descripción como método numérico, origen y simulación del proceso así como sus 

ventajas y desventajas. 

 

El Capítulo 3 abarca las distintas aplicaciones del método de simulación en red, mediante varios estudios. En primer 

lugar, el análisis del flujo magnetohidrodinámico (MHD) a través de una superficie permeable en movimiento en 

presencia de generación/absorción de calor, efectos de un campo magnético y una reacción química de primer orden. 
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Se realiza en este problema el estudio del problema transitorio de transferencia de calor y masa de un flujo 

newtoniano, viscoso, conductor de la electricidad, con efectos de generación/absorción de calor a través de una placa 

porosa en movimiento en presencia de un campo magnético. 

 

El estudio numérico de flujo y transferencia de calor de un fluido MHD sobre un disco giratorio es también resuelto 

mediante el método de redes. En esta ocasión, el objetivo de la investigación es el estudio de los efectos del flujo 

magnetohidrodinámico (MHD) con transferencia de calor sobre un fluido viscoso incompresible en un disco 

giratorio. Se resuelve el caso no estacionario del fluido conductor, viscoso e incompresible en un disco que está 

girando con una velocidad angular inversamente proporcional al tiempo.  

 

Excelentes resultados se han obtenido en el estudio del flujo de convección mixta hidromagnético laminar en un 

canal vertical de placas paralelas en presencia de un campo magnético. El fluido se considera newtoniano, conductor 

de electricidad y los resultados obtenidos reflejan la incidencia de los parámetros involucrados en el problema.  

 

El estudio realizado acerca de flujos unidireccionales no estacionarios de un fluido no newtoniano, ha supuesto 

resultados altamente fiables mediante la aplicación de la técnica en red, se ha realizado un estudio transitorio con la 

influencia de ciertos parámetros. 

 

 

En el Capítulo 4, se realiza el diseño de los modelos en red para cada uno de los problemas estudiados en esta 

memoria. En primer lugar, se define el modelo matemático y físico de cada problema en estudio, mediante las 

ecuaciones diferenciales pertinentes. Dichas ecuaciones son adimensionalizadas junto con las correspondientes 

condiciones iniciales y de contorno para completar la definición matemática del estudio. Mediante el proceso de 

discretización mediante la técnica de diferencias finitas, se obtienen las ecuaciones discretizadas, para a continuación 

aplicar la analogía eléctrica y poder definir los flujos de corrientes y los potenciales eléctricos. Así, es posible diseñar 

los correspondientes modelos en red para poder determinar los campos de velocidad, temperatura, concentración y 

presión. 
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Los resultados obtenidos son detallados en el Capítulo 5. En la mayoría de los casos estudiados, se han obtenido los 

casos estacionario y transitorio de cada problema, representando gráficamente las principales variables 

independientes, en función de los parámetros adimensionales más significativos. La exactitud de los resultados 

logrados ha resultado satisfactoria en la totalidad de problemas estudiados. 

 

Finalmente, en el Capítulo 6 se recogen las conclusiones aportadas en cada estudio realizado.  

 

La descripción de cada uno de los símbolos utilizados a lo largo del texto se recoge al principio del trabajo bajo el 

epígrafe “Simbología”. 

 

I.3. Perspectivas 

En la presente memoria se aborda la resolución de diferentes problemas de fenómenos de transporte, aplicados en los 

campos de la transferencia calor y masa y la mecánica de fluidos, empleando como herramienta numérica el MESIR, 

quedando demostrada la potencialidad de dicho método.  

 

En un futuro puede emplearse toda la experiencia acumulada hasta el momento para abordar diversos problemas de 

cualquier área del ámbito de la ingeniería. Otra acción a abordar en el futuro es el desarrollo de una interface 

programa-usuario para que el empleo de todos los algoritmos de cálculo diseñados sea de fácil manejo para el 

usuario. 
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Método de Simulación por redes 

 
atch exactly with those from an earlier perturbation analysis for Kx 2a <= 01 but 

A continuación, se introducen brevemente los fundamentos del Método de Simulación por Redes (MESIR), 

herramienta de cálculo para la simulación numérica de los problemas que el programa propuesto es capaz de 

abordar. El MESIR es un método versátil y potente, muy extendido en la literatura científica, capaz de modelar, en 

principio, cualquier problema matemático definido (uni y bi-dimensional) mediante un conjunto de ecuaciones 

matemáticas que rigen el proceso físico y de condiciones de contorno. La aplicación del MESIR precisa de un 

programa de resolución de circuitos eléctricos. De entre los existentes en el mercado se ha adoptado OrCAD-Pspice 

en sus diferentes versiones. Un objetivo de este capítulo se dedica a las posibilidades de análisis y simulación de este 

programa.  

 

2.1. Fundamentos del método 

 

El Método de Simulación por Redes (MESIR o NSM, Network Simulation Method) es una técnica para el estudio 

numérico de diferentes procesos físicos que puedan definirse mediante un conjunto de ecuaciones, o modelo 

matemático. Partiendo de éstas el procedimiento consiste, en primer lugar, en elaborar un “modelo en red” o circuito 

eléctrico equivalente al proceso, y en segundo lugar en simular dicho proceso, obteniendo la solución del modelo 

mediante un programa adecuado de resolución de circuitos eléctricos. 

 

El MESIR, que utiliza la teoría de redes para modelar el proceso físico objeto de estudio, es un método de simulación 

en tanto que incluye la resolución numérica del modelo en red obtenido mediante la reticulación espacial. Así, las 

variables flujos y fuerzas características del mismo deben satisfacer las leyes de Kirchhoff y sus relaciones 

determinarán los elementos de circuito correspondientes. Ahora bien, en cada proceso concreto y una vez elegidas 

las variables conjugadas, la información de qué elementos de circuito intervienen en el modelo en red y cómo se 

conectan entre sí, se obtiene del modelo matemático y no de consideraciones de tipo físico acerca del papel que 

juegan estas variables. Un modelo en red se considera equivalente a un determinado proceso cuando, en su 

descripción, las ecuaciones del modelo matemático discretizadas, y las ecuaciones del modelo en red para un 

elemento del volumen o celda elemental, correspondientes a variables análogas, coinciden. 
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La técnica de elaboración del modelo consiste en reticular el espacio en celdas elementales, de forma que al aplicar a 

estas reticulaciones las ecuaciones diferenciales, se obtiene un conjunto de ecuaciones en diferencias finitas que 

constituyen el punto de partida para la obtención del modelo en red correspondiente a cada celda elemental, y una 

vez seleccionada la correspondencia entre variables dependientes del problema, variables físicas y variables eléctricas 

(tensiones e intensidades), permite interpretar los resultados de la simulación. La asociación de celdas, de acuerdo 

con la geometría del problema, configura el modelo en red correspondiente a todo el medio finito, que es tanto más 

preciso cuanto mayor sea el número de estas celdas. Las condiciones de contorno e iniciales se incorporan al modelo 

de manera simple mediante dispositivos eléctricos adecuados (fuentes de tensión y/o corriente, resistencias de valor 

infinito, ect.). 

 

2.1.1. Monopuertas  

Los dispositivos o componentes característicos que representan el modelo en red, llamados monopuertas, pueden ser 

de los siguientes tipos: 

 

 

a- Monopuertas pasivas. En función de la relación expresada entre las variables de flujo de calor y temperatura que 

obedecen a la ley de corrientes de Kirchhoff, LCK, y a la ley de voltajes de Kirchhoff, LVK, las monopuertas 

pasivas tienen nombres específicos: 

 

-Monopuerta resistiva. Es un elemento de circuito asociado a una relación entre las derivadas temporales de las 

variables flujo de calor que circula por una rama J y la diferencia de temperatura entre los extremos de dicha rama, X, 

mediante una función independiente del tiempo que llamaremos resistencia, R, que puede depender o no del flujo de 

calor o de la temperatura: dX(t)/dt = R dJ(t)/dt Por tanto, R = dX(t)/dJ(t) 

 

                 Una monopuerta resistiva es lineal cuando la relación entre las variables X (t) y J (t) lo es, es decir 

  X (t) = R J(t); naturalmente R es una constante en este caso. Su acción es instantánea, no importa cual sea su estado 

anterior, en este sentido carecen de memoria. En su analogía física representan efectos disipativos, fricciones, efectos 

viscosos, energías de reacción, etc., y desde el punto de vista termodinámico son elementos generadores de entropía.  
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Las monopuertas resistivas no lineales se definen a través de las funciones que las caracterizan, J(t) = FR 
-1
(X). 

Constituyen, en definitiva, fuentes controladas de corriente. La traducción al modelo en red es una resistencia 

eléctrica de valor R ohmios para el caso lineal o una fuente controlada de corriente para el caso no lineal. 

 

-Monopuertas capacitivas. Monopuertas capacitivas. Es un elemento de circuito asociado a una relación entre la 

variable flujo de agua y la derivada temporal de la variable contenido volumétrico de agua en una misma 

profundidad de suelo, mediante una función no dependiente del tiempo que designaremos como capacidad, C. 

 

J(t) = C dX(t)/dt 

  

En estas monopuertas se producen algún tipo de almacenamiento, sin perdidas (no hay disipación energética), y su 

estado que no cambia instantáneamente, tiene en cuenta todas las operaciones llevadas a cabo en el pasado (se trata 

de elementos con memoria). 

 

Los procesos de almacenamiento y disipación de energía, bajo la hipótesis de continuidad del medio, se originan en 

todos los puntos del sistema. Los elementos R y C se identifican sin embargo con regiones pequeñas y finitas del 

medio y sus conexiones con las otras puertas se realizan con enlaces ideales de energía, es decir, con conductores de 

resistencia nula. El que cada elemento pueda ser caracterizado por un par de variables conjugadas con una única 

ecuación constitutiva entre ellas es una hipótesis básica en el MESIR que deriva de la teoría de redes.  

 

Físicamente equivalente a decir que es posible elegir un elemento de volumen lo suficientemente pequeño como para 

que su tiempo de relajación interna sea mucho menor que el del sistema global, pero suficientemente grande como 

para que las fluctuaciones de las variables que describe el sistema en él sean despreciables. 

 

b- Monopuertas activas. En éstas se produce una aportación o extracción de energía al sistema. Entre éstas cabe 

distinguir: 
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Fuentes constantes. Son monopuertas definidas de acuerdo con las expresiones Fj(J) = 0 y Fx(X) = 0 para fuentes de 

flujo o fuerza respectivamente. Tienen asignado un sentido (o signo) que indica la dirección en que fluye la energía.  

 

Fuentes controladas. Se trata de monopuertas especiales asociadas a relaciones constitutivas entre variables, 

conjugadas o no, expresadas mediante cualquier función que no contiene explícitamente el tiempo. Se trata de 

elementos de entrada múltiples con una única salida que corresponde a un flujo o una fuerza que depende 

funcionalmente de otros flujos o fuerza de distintas ramas o nudos del mismo circuito. En ocasiones las fuentes 

controladas no aportan energía desde el exterior sino desde un punto u otro del circuito. Estas fuentes van a permitir 

especificar acoplamientos energéticos de distinto tipo. 

 

X = E (Xc) fuente de tensión controlada por tensión. 

X = H (Jc) fuente de tensión controlada por corriente. 

 J = G (Jc) fuente de corriente controlada por corriente. 

J = F (Xc) fuente de corriente controlada por tensión. 

 

 

E, H, G y F designan funciones arbitrarias de la variable de control (subíndice c). La acción de control puede ser 

ejercida por una o más variables y las funciones de control pueden ser complejas. Aunque las funciones que 

especifican el control de estas fuentes cubren un espectro suficientemente grande, en ocasiones es necesario recurrir a 

la implementación de circuitos auxiliares en el modelo en red para conseguir su equivalencia con el modelo 

matemático. 

 

En el caso de los procesos de transmisión de calor, la posibilidad de elaborar modelos en red representativos de los 

mismos, es decir, el hecho de que admitan redes eléctricas equivalentes, supone no sólo la equivalencia matemática 

sino, también, la equivalencia física entre las variables características de unos y otros procesos (térmicos y eléctricos). 

La equivalencia física permite, en casos muy concretos, determinar cualitativa y cuantitativamente ciertas 

magnitudes asociadas a la red que pueden jugar un papel, en la descripción del fenómeno de transporte. 
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A partir del modelo matemático y siguiendo los planteamientos de lo que se conoce como “Teoría de redes”, se 

obtiene un grafo equivalente al proceso cuya simulación (solución) se lleva a cabo mediante un adecuado programa 

de ordenador. Con el método de simulación por redes, el grafo es del tipo eléctrico (un circuito eléctrico) y la 

simulación se realiza mediante el software de simulación de circuitos. En este trabajo se ha utilizado [Nagel, 1977] y 

[Vladimirescu, 1994]. 

 

El modelo en redes, pues, el formato que se da al modelo matemático para que pueda ser utilizado como entrada 

(fichero) en un programa de resolución de circuitos eléctricos. Este software es el que resuelve las ecuaciones de la 

red y proporciona la solución numérica del modelo matemático. 
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2.2. Analogía termo-eléctrica 

 

La analogía termoeléctrica se ha venido utilizando de una u otra forma desde hace varias décadas por numerosos 

investigadores, bien como una representación alternativa de los problemas térmicos, sin ningún otro objetivo, bien 

como un método de solución del problema, construyendo los circuitos en el laboratorio y realizando medidas. 

 

La equivalencia general establecida entre las variables térmicas (temperatura, T, y densidad de flujo de calor, j) y las 

variables eléctricas (potencial eléctrico, V, y corriente eléctrica, J) establece en un caso de transporte general: V↔ 

variable potencial, i ↔ variable flujo. Particularizando en un caso de transmisión de calor, afirma que el potencial 

eléctrico V es equivalente a la temperatura y la variable flujo i es equivalente al flujo de calor.  

Si tenemos en cuenta un proceso de Mecánica de fluidos: V↔ velocidad, presión, i ↔ ∂u/∂x, ∂u/∂y, ∂p/∂x, ∂p/∂y. 

Por último, en procesos de transferencia en masa: V↔ concentración, i↔∂c/∂x, ∂c/∂y. 

  

Con el MESIR se construye un modelo en red, que es un circuito eléctrico equivalente al proceso a analizar, 

basándose en la similitud formal de las ecuaciones de comportamiento del sistema y las de los circuitos eléctricos, 

que se resuelve mediante un software adecuado. La respuesta del circuito eléctrico coincide con la del sistema 

sometido a estudio. 

 

Una amplia y detallada discusión sobre todo esto, con numerosas referencias bibliográficas, se puede ver en [Alhama, 

1999]. Es frecuente el uso de analogías eléctricas de procesos simples de transmisión de calor por un interés 

meramente académico; sencillamente porque las ecuaciones algebraicas del proceso de transporte (no diferenciales) 

aplicadas a medios finitos son exactamente iguales a las que relacionan la intensidad y la tensión (ley de Ohm) en los 

componentes pasivos de los circuitos eléctricos. 

 

Otros textos clásicos y modernos no hacen referencia alguna a la analogía termo-eléctrica [Carslaw y Jaeger, 1959]; 

[Özisik y Gebhart, 1993] o la mencionan muy de pasada [Bennett y Myers, 1982], [Bejan y Taine, 1993].  
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Textos modernos, específicos de tratamiento numérico, [Patankar, 1980] y [Shih, 1984] no hacen, obviamente, 

referencia alguna a analogías eléctricas ni mencionan el “network method” de [Oppenheim, 1956]. 

 

Las aportaciones reales de interés científico de la analogía termo-eléctrica se reducen a las derivadas de la técnica 

“resistance-network model”, que mediante el uso exclusivo de resistencias se llega a la construcción de complicados 

circuitos en los que manipulando el intervalo de tiempo permiten simular problemas no lineales, que incluyen 

procesos de cambio de fase; [Liebmann, 1954a, 1954b, 1954a y 1956b] estudia la elevación térmica en cuerpos de 

turbina durante el transitorio y [Bonilla y Strupezewsky, 1965] que estudian el comportamiento térmico de carcasas 

de reactores ante pruebas de fuego. A ellas hay que añadir las derivadas del MESIR ya mencionadas. 

 

El paréntesis de casi tres décadas que separa estas publicaciones es debido a las dificultades inmensas en la 

realización práctica de los circuitos para obtener pruebas fiables; en los últimos años los programas de resolución de 

circuitos disponibles en el mercado han salvado este obstáculo. El método analógico de redes eléctricas, usado a 

menudo por [Kreith y Romi, 1955], [Otis, 1956] y [Baxter, 1961] ha sido desplazado por la aplicación de métodos 

numéricos puros a causa de la gran potencialidad de los ordenadores digitales. Los computadores digitales actuales 

hacen posible la solución de complicados problemas por aplicación directa de métodos numéricos. 

 

De todo ello se puede deducir que el Método de Simulación por Redes es algo sustancialmente diferente a la analogía 

termo-eléctrica clásica esencialmente por su capacidad de abordar cualquier tipo de problemas lineales o no, 

acoplados o no, y con condiciones de contorno arbitrarias.  

 

Las aportaciones reales de interés científico de la analogía termo-eléctrica se reducen a las derivadas de la técnica 

“resistance-network model”, que mediante el uso exclusivo de resistencias se llega a la construcción de complicados 

circuitos en los que manipulando el intervalo de tiempo permiten simular problemas no lineales, que incluyen 

procesos de cambio de fase; a ellas hay que añadir las derivadas del MESIR ya mencionadas. 
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2.3. Implementación del método 

 

En el método de simulación por redes, el punto de partida es siempre el modelo matemático del proceso o problema, 

esto es, el conjunto de ecuaciones en derivadas parciales (EDP) espacio-temporales cuya discretización de la variable 

espacial conduce a un conjunto de ecuaciones diferenciales en diferencias finitas del cual se obtiene tanto el modelo 

en red de la celda elemental, que por acoplamientos entre sí reproduce el modelo en red del medio completo, como 

los dispositivos o componentes que implementan las condiciones de contorno. Ésta es la única manipulación directa 

que se hace de las ecuaciones. Se ha representado el algoritmo general de resolución en la figura II.1. 

 

 

                              

   

                         

   

            

   

              

 

                                             Figura II.1. Diagrama del algoritmo general de resolución 
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Dado que teoremas de conservación y unicidad de las variables flujo de corriente y potencial eléctrico, 

respectivamente (leyes de Kirchhoff), se satisfacen en los circuitos, algunas de las ecuaciones que habitualmente 

forman parte del modelo matemático no necesitan ser consideradas para el diseño del modelo en red. Esto ocurre con 

la conservación del flujo calorífico en la frontera de distintos medios y la unicidad en el valor de la temperatura en la 

misma. 

 

Cuando en una ecuación en derivadas parciales se hace una doble reticulación, espacial y temporal, se reemplazan las 

derivadas parciales por aproximaciones finitas que conducen a un conjunto de ecuaciones algebraicas. Para la 

solución numérica de éstas se utiliza un software adecuado, generalmente un software de lenguaje propiamente 

matemático. Este procedimiento es la base de los bien conocidos métodos numéricos de diferencias finitas, 

elementos finitos y volúmenes finitos para la solución de las EDP.  

Como ya se ha comentado, la elaboración del modelo en red pasa por la reticulación espacial, pero no temporal. Esta 

es una diferencia esencial entre el MESIR y los métodos numéricos clásicos.  

 

Conviene mencionar que tanto el método de líneas (MOL) [Liskovets, 1965], [Schiesser, 1991] como el método de 

líneas transversal (TMOL) [Rothe, 1930] y [Rektorys, 1982] siguen estrategias similares a las del MESIR. En el 

primer caso (MOL), se reticula la variable espacial para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales en diferencias 

finitas, con el tiempo como variable continua, con ayuda de un adecuado software matemático. Mientras, en el 

segundo caso se reticula la variable tiempo y se mantiene como variable continua la variable espacial, recurriendo 

también a un software matemático adecuado para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales en diferencias 

finitas resultante. 

 

 

2. 3.1. El Mesir y otros métodos numéricos 

 

Ya se ha comentado anteriormente que la elaboración del modelo en red pasa por la reticulación espacial, pero no 

temporal. Se parte de un sistema de ecuaciones en derivadas parciales cuya reticulación espacial las convierte en 

ecuaciones diferenciales ordinarias en el tiempo, que son las del circuito correspondiente a una celda elemental. 
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La diferencia esencial con los métodos numéricos clásicos, ya se comentado anteriormente, es que en éstos se realiza 

una reticulación simultánea de las dos variables independientes, espacio y tiempo, mientras que en el MESIR la 

reticulación es sucesiva; 1ª etapa, una reticulación espacial de la que se obtiene el modelo en red y 2ª etapa, una 

reticulación temporal, realizada de manera interna por el propio software en el proceso de simulación. 

 

[Alhama y col., 1997] demostraron que la precisión de los resultados de la simulación o error respecto de la solución 

exacta, en problemas lineales, depende del tamaño de la reticulación, pero son suficientes reticulaciones del orden de 

40 a 60 elementos de volumen para reducir estos errores a valores por debajo del 0.5-0.2%. Cuando se trata de 

problemas fuertemente no lineales, por ejemplo problemas de cambio de fase con frontera móvil, fluidos no-

newtonianos, acoplamientos magnéticos entre fluidos, condiciones de contorno complejas, etc., basta en muchos de 

estos casos, duplicar el tamaño de la retícula para obtener soluciones con errores del mismo orden. Algunas veces, 

como en cualquier método numérico, no es posible vencer las trabas que implican los errores de convergencia y el 

método no es capaz de suministrar una solución estable y exacta del problema estudiado. 
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2.4. Software: Pspice-Orcad 

 

Una vez obtenido el modelo en red se procede a su análisis mediante su simulación. Para ello hemos buscado un 

software adecuado para la solución de circuitos eléctricos tal y como se ha indicado en las referencias del apartado 

I.4. PSpice ha sido utilizado por otros autores para resolver problemas de otras disciplinas. [Baker y Shortt, 1990] 

estudiaron el comportamiento de componentes integrados en diferentes rangos de temperatura, [Bello, 1991] lo 

aplicó a la resolución de problemas mecánicos, Herbert a la resolución de ecuaciones diferenciales ordinarias, 

[Hamill, 1993] a problemas estadísticos y relacionados con el caos, etc. 

 

En el proceso de simulación el circuito se presenta al ordenador como un conjunto de ecuaciones matemáticas y éste, 

mediante procedimientos de análisis numérico, proporciona toda la información solicitada por el investigador para 

cada tipo de análisis. De esta forma, se obtienen los datos correspondientes a medidas típicas de laboratorio con un 

margen de error despreciable y sin afectar al circuito; más aún, pueden alterarse las condiciones iniciales, de 

contorno, y las características térmicas del medio con sencillos cambios en el programa, y el análisis puede aportar 

datos sobre el comportamiento del circuito más allá de los límites que virtualmente se pueden obtener con medidas 

reales. 

 

En el proceso de simulación, el modelo en red o circuito equivalente es introducido en el ordenador como un fichero 

que puede ser simbólico (fichero esquemático con la simbología típica de los circuitos eléctricos) o de texto (cuya 

elaboración utiliza muy pocas reglas, sencillas y muy intuitivas). El software Pspice asocia a cada uno de los 

componentes del modelo en red una ecuación (o conjunto de ellas) matemática que relaciona las variables flujo 

(corriente eléctrica) y fuerza (voltaje). 

 

 El resultado de la simulación sería equivalente al obtenido experimentalmente construyendo físicamente el circuito 

en el laboratorio, pero con un margen de error prácticamente despreciable y pudiendo obtener datos sobre el 

comportamiento del circuito más allá de los límites que virtualmente se pueden obtener con medidas reales. La 

simulación está estructurada en cinco subprogramas principales, que interaccionan entre ellos a través de una 

estructura de datos que es almacenada en un área común del programa. Estos subprogramas son: entrada, 

organización, análisis, salida y utilidades, de acuerdo con la figura II.2. 
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El subprograma de entrada lee el archivo de entrada, construye una estructura de datos y chequea el circuito. El de 

organización, una vez que el programa se ha ejecutado con éxito, construye las estructuras adicionales de datos que 

serán requeridas en el programa de análisis, parte esencial de la simulación. El subprograma de salida genera y 

organiza, en la memoria central o en discos, los resultados solicitados por el usuario en forma tabular o gráfica. Las 

utilidades son aspectos secundarios no relacionados directamente con la simulación; éstas permiten, por ejemplo, 

almacenar componentes o partes de modelos para ser compartidos por otros usuarios. 

 

El subprograma análisis es la parte importante del programa de simulación. Ejecuta los análisis del circuito 

requeridos, de acuerdo con las indicaciones del archivo de entrada; la información resultante se almacena en la 

memoria central o en discos para su posterior procesamiento en los archivos de salida. Mientras que la facilidad de 

uso del programa reside en los subprogramas de entrada y salida, el programa de análisis, que contiene algoritmos 

más complejos y consume la fracción mayor del tiempo de computación, determina la eficiencia de la simulación. 

 

 

En el proceso de simulación, se obtiene la solución numérica de la representación matemática del modelo en red. Esta 

contiene i) las ecuaciones matemáticas de los diferentes tipos de monopuertas, ii) las ecuaciones correspondientes a 

las restricciones impuestas por las leyes de Kirchhoff, propias de la teoría de circuitos, que han de satisfacerse entre 

las ramas y nudos del circuito, y iii) la información particular sobre la interconexión de los diferentes componentes 

eléctricos de cada modelo.  

 

 

Toda esta información compone un extenso sistema de ecuaciones algebraico-diferenciales. El conjunto de tareas que 

componen el proceso de simulación puede ser agrupado en los siguientes tópicos (o algoritmos de computación): i) 

formulación de las ecuaciones, ii) solución de ecuaciones lineales, iii) solución de ecuaciones no lineales e iv) 

integración numérica. 
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                                       Figura II.2. Diagrama bloques del programa de simulación de circuitos Pspice 

 

 

Pspice es miembro de la familia de programas de simulación de circuitos Pspice2 [Nagel, 1977] mucho más potente 

y rápido que sus predecesores, fue desarrollado en la Universidad de California en los años setenta y utiliza 

algoritmos numéricos más refinados con formatos de entrada-salida idénticos. En el análisis de continua Pspice 

determina el punto de trabajo, es decir, los valores de polarización de sus componentes en ausencia de excitaciones 

alternas. 

 

 Para este cálculo se elimina la acción de los condensadores y bobinas, los primeros quedan como circuitos abiertos y 

las bobinas se cortocircuitan. Para el análisis transitorio Pspice parte del intervalo de tiempo (0, t) solicitado, que 

puede ser menor o mayor que la duración del transitorio, y facilita los datos en forma de listado o mediante gráficas. 

Si los resultados se quieren en forma tabular el usuario debe indicar el instante inicial, el final, el paso temporal y el 

número de variables listadas; si se solicitan en forma gráfica, una sentencia de programa permite organizarlos y 

almacenarlos para ser utilizados con ese propósito en cada momento. 
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2.5. Simulación, presentación de resultados 

 

 El software PSpice se programa en su forma clásica por sentencias, elaborando archivos de texto, en un   lenguaje 

relativamente simple (alternativamente es posible elaborar archivos por medio de la opción gráfica ‘schematics’ 

seleccionando directamente los elementos de circuito y conectándolos eléctricamente entre sí en forma de esquela 

eléctrico). 

 

 La sintaxis de entrada no requiere especiales disposiciones ordenadas de datos, su estilo puede catalogarse más bien 

como libre y dispone de una razonable fuente de datos que se adjudican por omisión a los componentes cuando éstos 

no se especifican en detalle. También realiza un buen número de chequeos para asegurar que el circuito ha sido 

introducido correctamente y el resto de las sentencias de programa están bien escritas, advirtiendo al programador de 

posibles errores mediante mensajes previos a la ejecución. En definitiva, un usuario principiante necesita especificar 

un número mínimo de parámetros y controles de simulación para extraer unos resultados de simulación aceptables. 

 

El resultado de la simulación sería equivalente al obtenido experimentalmente construyendo físicamente el circuito 

en el laboratorio, pero con un margen de error prácticamente despreciable y pudiendo obtener datos sobre el 

comportamiento del circuito más allá de los límites que virtualmente se pueden obtener con medidas reales. Más aún, 

la simulación permite la “parametrización”, es decir, la modificación controlada mediante rutinas de programación 

de cualquiera de los parámetros del circuito (que se corresponden por ejemplo a las características térmicas del 

medio, a los diferentes coeficientes o parámetros del proceso, a las condiciones de contorno, etc.). De esta forma se 

puede observar las tendencias en la respuesta ante variaciones de cualquier parámetro y determinar valores de 

comportamientos límite; todo ello sin alterar el modelo en red. 

 

El conjunto de tareas que componen el proceso de simulación puede ser agrupado en los siguientes tópicos (o 

algoritmos de computación), 

a) Formulación de ecuaciones 

b) Solución de ecuaciones lineales 

c) Solución de ecuaciones no lineales 

d) Integración numérica 
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El uso extendido de Pspice da fe de su capacidad para el tratamiento de una extensa variedad de problemas en 

simulación de circuitos, resolviendo: 

 

a) Respuesta en corriente continua 

b) Respuesta transitoria y análisis de Fourier en el dominio de la frecuencia 

c) Análisis de pequeña señal en corriente alterna y distorsión 

 

Los algoritmos utilizados en Pspice, que se documenta en la tesis de [Nagel, 1977] son el resultado de 

implementaciones, modificaciones y comparaciones cuidadosas de los métodos numéricos existentes en el contexto 

especial de la simulación especial de circuitos. El objeto de la tesis es seleccionar los métodos de simulación de 

circuitos más exactos y eficaces, con una mínima interacción por parte del usuario. La síntesis de entrada no requiere 

especiales disposiciones ordenadas de datos, su estilo puede catalogarse más bien como libre y dispone de una 

razonable fuente de datos que se adjudican por omisión a los componentes cuando estos no se especifican en detalle. 

También realiza un buen número de chequeos para asegurar que el circuito ha sido introducido correctamente y que 

el resto de las sentencias de programa están bien escritas, advirtiendo al programador de posibles errores mediante 

mensajes previos a la ejecución. 

 

En definitiva, un usuario principalmente necesita especificar un número mínimo de parámetros y controles de 

simulación para extraer unos resultados de simulación aceptables. El programa se estructura como un listado que 

contiene todos los componentes eléctricos del circuito (aunque existe la posibilidad de organizar el programa 

mediante subcircuitos), resistencias, condensadores, fuentes, interruptores, etc., que se introducen uno a uno 

indicando el nombre, valor, nudos de conexión y otros parámetros característicos. 

La familiaridad con el uso y comprensión de la teoría de circuitos eléctricos es una ventaja apreciable, sin duda, a la 

hora de diseñar el modelo en red, o dicho de otra forma, una formación escasa en el campo de la teoría de circuitos 

puede dar lugar a alguna dificultad para el programador. Sin embargo, y particularmente en el caso de problemas 

lineales, este tipo de dificultades es fácilmente subsanable ya que son muy pocos los componentes que contienen 

estos circuitos.  
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Para problemas no lineales también son pocos los componentes que entran en juego (un problema fuertemente no 

lineal como el cambio de fase, por ejemplo, requiere tan solo el concurso de seis componentes en el modelo de la 

celda elemental); ello es debido a que la mayor parte de las no linealidades se implementan por medio de las 

llamadas fuentes controladas de las que existen 4 tipos diferentes que cubren todo el espectro de necesidades. En 

definitiva, unos cuantos ejemplos podrían ser suficientes para resolver la mayor parte de los problemas que surgen en 

la fase de elaboración del modelo. 

 

Entre las ventajas del MESIR podemos citar: 

• La única manipulación matemática que se requiere es la conversión de las ecuaciones en derivadas parciales del 

modelo en ecuaciones diferenciales en diferencias finitas para la variable espacial.  

 

• El tiempo permanece como variable continua. En este sentido no es necesario el uso del software matemático 

(común en la mayor parte los métodos numéricos) que se requiere para la resolución del conjunto de ecuaciones 

algebraicas obtenidas de las ecuaciones en diferencias finitas. 

 

• No es preciso ocuparse de los problemas de convergencia. Pspice asigna automáticamente valores al intervalo de 

tiempo de simulación, Δt, derivados del compromiso entre el error y el tiempo de computación. 

 

• Los componentes eléctricos del modelo permiten en cierto modelo una visualización directa del proceso de 

transmisión de calor, permitiendo el acceso a ciertas magnitudes de interés tales como energía acumulada, diferencias 

de temperatura entre dos puntos cualesquiera, etc. 

 

• La implementación de componentes o circuitos auxiliares permite también obtener magnitudes no directas tales 

como calores totales (o integrados). 

 

• Pspice dispone de un programa llamado Probe con gran número de opciones que da acceso directo a los resultados 

de la simulación y los representa en forma gráfica. 

 

• Los tiempos de computación para tipos de problemas idénticos son comparables a los de otras técnicas numéricas 

comunes. 
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• Las amplias librerías de dispositivos eléctricos que dispone Pspice permite simular en la práctica cualquier tipo de 

proceso, lineal o no lineal, por complejo que sea. 

 

Entre los principales inconvenientes podemos destacar: 

• El diseño del modelo en red requiere de conceptos sobre materia de teoría de circuitos. 

 

• Para algunos problemas específicos es muy complicado obtener el modelo en red, y/o modelizar las condiciones de 

contorno. 

 

• Cuando el número de celdas es muy alto, el tiempo de computación se incrementa. Además podemos tener 

problemas de convergencia (en problemas 3D). 

 

• Al realizar Pspice de manera interna la integración espacial, no es posible modificar el esquema numérico ni 

resolver posibles problemas de convergencia. 

• Pspice no permite la visualización de los resultados durante la simulación.  

 

Podemos concluir diciendo:  

El MESIR es un método numérico que se aprovecha de los importantísimos avances en el campo de la resolución 

numérica de problemas eléctricos (el software es muy potente para la resolución de este tipo de problemas), para 

resolver otro tipo de problemas numéricos, en los campos de la transmisión de calor, la transferencia de masa, y 

la mecánica de fluidos, etc. 

 

2.6. Referencias  

 

Alhama, F., “Estudio de respuestas térmicas transitorias en procesos no lineales de transmisión de calor mediante el 

método de simulación por redes”. Tesis doctoral, Universidad de Murcia (1999)  

 

Alhama, F., López-Sánchez, J.F. y González-Fernández, C.F.,“Heat conduction through a multilayered wall with 

variable boundary conditions”. Energy 22, 797-803 (1997) 

 

Baker, W.E. y Shortt, D.J., “Integrated electrical/thermal component modeling”. Naval Research Laboratory, 

Washington (1990) 



 

 

27 

 

            Modelo numérico propuesto 

 

Baxter, D.C., “The fusion times of slabs and cylinders”, American Society of Magazine Editors 

 61-WA (1961) 

 

Bejan, A., “Heat transfer”, John Wiley and Sons, New York (1993) 

 

Bello, V.G.,”Electrical models of mechanical units widens simulator´s scope.” Electronics Design News, March 

(1991) 

 

Bennett, C.O. y Myers, J.E., ”Momentum, heat and mass transfer”. McGraw-Hill International Editions, Singapore 

(1982) 

 

Bonilla, C.F y Strupczewsky, A.L., “An electric analogy computer for nuclear fuel shipping cask fire tests”, Nuclear 

Structural Engineering 2, 40-47 (1965) 

 

Carslaw, H. S. y Jaeger, J.C., “Conduction of heat in solids”, 2ª ed., Oxford Science Publications (1959) 

 

Gebhart, B., “Heat conduction and mass diffusion”, McGraw-Hill Book College, Singapore 170 (1993) 

 

Hamill, D.C., “Learning about chaotic circuits with Pspice”, Transactions on education 36, 28-35 (1993) 

 

Herbert, D.B., “Simulations differential equations with Pspice 2”. Circuits and devices 8, 11-14 (1992) 

 

Kreith, F.Y. y Romie, F.E., “A study of the thermal diffusion equation with boundary condition corresponding to 

solidification or melting of materials initially at the fusion temperature”, Procedings of the Physical Society 68, 277-

291 (1955) 

. L. An electric  

Liebmann, G., “A new electrical analog method for the solution of transient heat conduction problems”. Transactions 

of the Asme 78, 655 - 665 (1956a) 

 

Liebmann, G., “Note on the resistance network analogue solution of field problems of spherical symmetry”, Brirish 

Journal of Applied Physics 5, 412 (1954 b)  

 



 

 

28 

 

            Modelo numérico propuesto 

 

Liebmann, G., “Resistance-network analogues with unequal meshes or subdivides meshes”, British Journal of 

Applied Physic 5, 362 - 266 (1954a) 

 

Liebmann, G., “Solution of transient heat-transfer problems by the resistance-network analog” method.Transactions 

of The ASME 78, 1267 - 1272 (1956b) 

 

Liskovets, O.A., “The method of lines (Review) “, Differential equations 1, 1308-1323 (1965) 

 

Nagel, L. W., “SPICE (Simulation program with integrated circuit emphasis)”. University of California, Electronics 

Res. Lab., ERL-M380, Berkeley, CA (1977) 

 

Oppenhein, A. K., “Radiation analysis by the network Method”. Transactions of The Asme 78, 725 (1956) 

 

Otis, D.R., “Solving the melting problem using the electric analog to heat conduction”, Heat Transfer and Fluid 

Mechanics Institute, Stanford University (1956) 

 

Patankar, S.V., “Numerical heat transfer and fluid flow“, Hemisphere Publishing Corporation, New York (1980) 

 

Rektorys, K., “The method of discretization in time for partial differential equations”, Reidel Publishers Dordrecht 

The Netherlands (1982) 

 

Rothe, E., “Zweidimensionale parabolische Randwertaufgaben als Grenzfall eindimensionaler Randwertaufgaben”, 

Mathematische Annalen 102, 650-660 (1930) 

 

Schiesser, W.E., “The numerical method of lines. Integration of partial differential equations”, Academic Press, 

(1991) 

 

Shih, T.M., “Numerical heat transfer”. Hemisphere Publishing Corporation, New York (1984) 

 

Taine, J. y Petit, J.P., “Heat transfer”. Prentice Hall International, New York (1993) 

 

Vladimirescu, A., “The spice book”, Journal Wiley and Sons, New York (1994) 

 



 

 

29 

 

           Escenarios de aplicación 

 

 

 

 

 

CAPÍTULO 

TRES 




 









Escenarios de aplicación 

 

3.1. Introducción 

3.2. Estudio de un fluido magnetohidrodinámico y transferencia de calor sobre un disco giratorio 

   3.2.1. Referencias 

3.3. Estudio de los efectos de generación/absorción de calor y reacción química sobre flujos hidromagnéticos  

en una placa permeable vertical en movimiento 

   3.3.1. Referencias 

3.4. Estudio del flujo de calor por convección mixta de un fluido hidromagnético laminar en un canal vertical 

 de placas paralelas 

    3.4.1. Referencias 

3.5. Flujos unidireccionales no estacionarios de un fluido de segundo grado no-newtoniano 

    3.5.1. Referencias 

3.6 Estudio de los efectos de absorción de radiación y reacción química sobre convección libre 

magnetohidrodinámica a través de un medio poroso 

     3.6.1. Referencias   

 

 

 

 

 

 

 



 

 

30 

 

                Escenarios de aplicación 

 

 

3.1. Introducción  

 

Se destacan en este apartado, los casos investigados y donde se ha aplicado la técnica numérica descrita en el capítulo 

anterior, MESIR. Este método numérico ha sido aplicado con éxito a diversos problemas de fenómenos relacionados 

con la mecánica de fluidos y transferencia de calor. 

 

El flujo inestable y transferencia de calor de un fluido viscoso, incompresible y conductor de electricidad sobre un 

disco infinito giratorio, es un ejemplo de los múltiples estudios en los que ha resultado notablemente eficaz y precisa 

la aplicación del método de simulación en red. El estudio de los fluidos conductores de electricidad desempeña un 

papel importante en varias ramas de geofísica y astrofísica. 

 

 Los primeros estudios sobre este asunto, surgieron en el año 1921 con una investigación sobre el flujo viscoso 

incompresible estacionario sobre un disco giratorio en un ambiente fluido. Este problema es uno de los problemas 

clásicos de la mecánica de fluidos. La importancia de la transferencia de calor en régimen estacionario ha sido tratada 

numérica y experimentalmente por numerosos investigadores. Además, se han estudiado y comentado otros artículos 

relacionados con el efecto del campo magnético sobre el flujo de un disco giratorio. 

 

El MESIR también ha sido aplicado al análisis del flujo magnetohidrodinámico a través de una superficie permeable 

en movimiento en presencia de generación/absorción de calor, efectos de un campo magnético y una reacción 

química de primer orden. Sobre este estudio el método ha conseguido resultados numéricos coincidentes 

satisfactoriamente con los analíticos. 

 

 Los aspectos sobre transferencia de calor y el estudio magneto hidrodinámico ha recibido un gran interés en los 

últimos años. Han sido estudiados sobre diferentes geometrías debido al efecto de los campos magnéticos sobre el 

flujo y sobre el desempeño de muchos sistemas que usan fluidos conductores de electricidad. 

 

Hemos de destacar que los efectos de absorción o generación de calor en fluidos en movimiento son importantes en 

varios tipos de problemas físicos. Además, resultan relevantes las continuas investigaciones sobre el efecto de las 

reacciones químicas sobre determinadas superficies en movimiento.  

   

 

 



 

 

31 

 

     Escenarios de aplicación 

 

 

El estudio del flujo de calor por convección mixta sometido a un campo magnético en capas laminares en canales 

verticales ha sido además resuelto y analizado por el método presentado en esta memoria. 

 El flujo de convección mixta en un canal de placas paralelas ha sido el objetivo de previos estudios debido a sus 

múltiples aplicaciones industriales. Tras estos estudios siguieron otras investigaciones similares relacionadas con la 

convección libre y forzada. Además de los estudios de los efectos del campo magnético sobre la transferencia de 

calor de convección. 

 

El siguiente problema estudiado se trata del estudio de los flujos unidireccionales de fluidos no- newtonianos. El 

método de resolución nos aporta gratificantes resultados con la solución analítica y numérica. Se han abordado con 

gran interés el estudio de las diversas investigaciones relacionadas con los flujos unidireccionales de un fluido de 

segundo grado. Así, se pueden citar las soluciones obtenidas para los estudios de flujos unidireccionales de un fluido 

de segundo grado en casos estacionario y transitorio. 

 

Los temas restantes abordados en esta memoria, también ponen de manifiesto la potencialidad y fiabilidad de la 

técnica numérica utilizada.  
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3.2. Estudio de un fluido magnetohidrodinámico y transferencia de 

calor sobre un disco giratorio 

 

El estudio pionero de un flujo de fluido debido a un disco en rotación lo hizo [Karman, 1921]. En su labor 

desempeñada, consiguió una formulación del problema introduciendo sus famosas transformaciones que reducen las 

ecuaciones diferenciales principales del problema a ecuaciones diferenciales ordinarias. Posteriormente [Cochran, 

1934] resolvió el problema hidrodinámico estacionario formulado por [Karman, 1921]. [Benton, 1996] mejoró las 

soluciones obtenidas por [Cochran, 1934] y resolvió el problema transitorio.  

 

Debemos considerar, que el tema de la transferencia de calor de un disco en rotación manteniendo la temperatura 

constante fue considerado en primer lugar por los investigadores, [Millsaps y Pohlhausen, 1952] para una variedad 

de números de Prandtl en estado estacionario. El efecto de un campo magnético uniforme aplicado a un fluido 

conductor sobre un disco que está rotando fue estudiado por [El-Mistikawy y Attia, 1990]. Más tarde, este mismo 

equipo de investigación obtuvo las soluciones asintóticas del caso estacionario, para diferentes valores del campo 

magnético. [Attia, 2001], [Takhar, 1968] y [Sparrow y Cess, 1960] plantearon el mismo objetivo que los 

investigadores anteriores, considerando un ambiente fluido. 

 

La investigación de la rotación de fluidos conductores de electricidad es importante en varias situaciones astrofísicas 

y geofísicas, por ejemplo en el caso del campo magnético terrestre, la dinámica de rotación, etc. Desde el punto de 

vista matemático el tema también tiene relevancia, pues como ya se ha destacado, es posible una determinada 

transformación de las ecuaciones. Por otro lado, el flujo estacionario de un fluido no-newtoniano debido a un disco 

en rotación con sección uniforme fue considerado por [Mithal, 1961]. Posteriormente, [Attia, 28, 2001] extendió el 

estudio hasta el caso transitorio con transferencia de calor y obtuvo una solución numérica para las ecuaciones no-

lineales la cual resultó válida para el amplio rango de valores del parámetro no-newtoniano. 

 

 [Aboul-Hassan y Attia, 2004] estudiaron el flujo hidromagnético estacionario, considerando el efecto de Hall y 

ofreciendo una solución numérica para las ecuaciones del problema. 
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Se debe destacar también la labor desempeñada por los investigadores [Ockendon, 1972] y [Kuiken, 1971] que 

dedicaron su investigación al estudio de la succión uniforme o inyección a través de un disco poroso en rotación 

sobre el flujo hidrodinámico estacionario inducido por el disco. Más tarde en el año 1972, Ockendon utilizó los 

métodos asintóticos para determinar el problema para valores menores del parámetro de succión.  

Mientras, en el caso de la rotación en el infinito, [Cuijen, 1971] estudió el efecto de la inyección uniforme a través del 

disco en rotación sobre el flujo inducido por el disco. Tras estas investigaciones, [Tatita, 1998] extendió el problema 

al caso de un flujo hidromágnético transitorio en presencia de un campo magnético uniforme externo, pero no 

consideró el efecto Hall. Este último aspecto fue considerado en trabajos posteriores. 

 

El efecto Hall también fue tratado por otros investigadores en el ámbito de la rotación de discos, [Aboul-Hassan y 

Attia, 2004]. Estos investigadores estudiaron el efecto del flujo magnetohidrodinámico, considerando la velocidad 

angular uniforme, el campo magnético en dirección perpendicular, además del efecto Hall. 

  

El trabajo realizado por [Maleque y Sattar, 2005] resultó interesante por su interés en el flujo estacionario laminar 

sobre un disco giratorio poroso. En este estudio se emplearon propiedades variables (densidad, viscosidad y 

conductividad térmica), junto con el efecto Hall, efecto magnético y el parámetro de succión-inyección sobre el flujo 

laminar magnetohidrodinámico estacionario de un fluido conductor de electricidad, sobre un disco en rotación con la 

presencia de un campo magnético uniforme. 

 

Se comprueba por lo tanto que el flujo a través de la rotación de un disco con transferencia de calor, es uno de los 

problemas clásicos en Mecánica de Fluidos, lo cual tiene un gran valor práctico y teórico. Relacionado con los 

últimos trabajos de propiedades variables, también se destacan [Zaquerullah y Acroyd, 1979] quienes investigaron el 

flujo de convección libre sobre un disco rotatorio horizontal. [Anwar y col., 2001] investigaron el flujo transitorio de 

un fluido viscoso e incompresible, con viscosidad dependiente de la temperatura debido la rotación de un disco, en 

presencia de un campo magnético transversal y con transferencia de calor. 

 

[Roger y Lance, 1960] estudiaron el flujo rotacional simétrico de un fluido viscoso en presencia de un disco en 

rotación infinito. [Wagner, 1948] determinó la transferencia de calor de un disco con temperatura superficial 

uniforme.  
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Tras la publicación de estos trabajos, [Ostrach y Thornton, 1958] consideraron el mismo disco isotérmico, ampliando 

su investigación para un fluido con diferentes valores del número de Prandtl y propiedades físicas variables. 

 

Otros trabajos relevantes con dos discos de rotación pueden ser destacados, tal es el caso de los investigadores: 

[Hossain y Raman, 1989] quienes trataron el flujo estacionario entre ambos discos y en presencia de un campo 

magnético transversal. Estos trabajos han considerado la viscosidad del fluido constante. 

Aunque es conocido que esta propiedad física podría cambiar significativamente con la temperatura, para predecir la 

conducta del fluido con exactitud conviene considerar la variación de viscosidad en fluidos incompresibles. [Frusteri 

y Osalusi, 2007] publicaron un reciente trabajo en donde realizaron un estudio sobre el flujo magnetohidrodinámico 

(MHD) en un disco en rotación con propiedades variables. Siguieron una línea de trabajo similar a la empleada por 

investigadores anteriores, considerando el flujo MHD viscoso y conductor de electricidad junto y las propiedades del 

fluido variables. 

 

Junto a los estudios pioneros sobre el tema de este capítulo, no debemos olvidar la labor de otros autores como 

[Rogers y Lance, 1960] quienes consiguieron soluciones más exactas que las proporcionadas por el ya comentado 

autor [Karman, 1921] en el estudio que llevaron a cabo sobre el flujo simétrico rotacional en presencia de un disco 

infinito. [Owen y Rogers, 1989] trataron también la misma situación en un sistema de rotación integrado por dos 

discos. 

 

Se demuestra por tanto la enorme relevancia de este tema en muchos aspectos de la ingeniería. Podemos seguir 

comentando otros resultados destacables. [Sparrow y col, 1971] realizaron una extensión diferente del problema 

formulado por [Karman, 1921] quienes realizaron la investigación de un fluido newtoniano sobre un disco en 

rotación. Por otro lado es destacable la investigación de [Kasiviswanathan y Ramachandra Rao, 1987] en la que se 

estudia un flujo transitorio debido a la rotación de un disco excéntrico y un fluido en el infinito.  

 

[Reddy, 1980] estudió un año antes la transferencia de calor debido a un flujo incompresible entre dos discos porosos 

paralelos e infinitos, suponiendo una velocidad angular moderada y resolviendo las ecuaciones del modelo mediante 

un método numérico particular. Otros artículos más recientes han demostrado el interés sobre este tema, en concreto 

sobre sus aplicaciones. [Yoong y col., 2007] investigaron el flujo y transferencia de calor a través de un disco en 

rotación en una superficie rugosa.  
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El tema de la aceleración negativa de un disco en rotación poroso en un fluido viscoso fue el objetivo del estudio 

publicado por [Watson, 1985].  

Esta novedosa investigación se centró en un disco en movimiento rotacional desacelerado con una velocidad angular 

inversamente proporcional al tiempo. Las ecuaciones en estado transitorio de Navier-Stokes son transformadas en 

ecuaciones diferenciales ordinarias no-lineales, mediante unas transformaciones adecuadas. De esta manera, el autor 

consiguió representar gráficamente los resultados más relevantes de la investigación, en los que se mostró la 

influencia de los parámetros más significativos involucrados en el problema. 

 

Otros interesantes trabajos son los siguientes: el realizado por [Dandapat y Ray, 1993] quienes estudiaron el flujo 

transitorio de una lámina líquida sobre un disco en rotación frio ó caliente. Posteriormente se realizó un estudio 

experimental, que se centró en el enfriamiento por transpiración de un disco en rotación, realizado por [Costar, 1975]. 
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3.3. Estudio de los efectos de generación/absorción de calor y 

reacción química sobre flujos hidromagnéticos en una placa 

permeable vertical en movimiento   

 

El problema del movimiento de un fluido con transferencia de calor inducido por una superficie en movimiento con 

velocidad uniforme o no uniforme en un ambiente fluido ha sido  objetivo de numerosas investigaciones en procesos 

industriales. Se han llevado a cabo numerosas investigaciones anteriores relevantes. Se destaca en primer lugar 

[Sakiadis, 1961] cuyo estudio se centró en el flujo inducido por una superficie en movimiento con velocidad 

constante en ambiente fluido.  

 

El problema de la transferencia de calor fue considerado teóricamente por [Tsou y col., 1967] con [Erickson y col., 

1966]. Posteriormente [Griffin y Throne, 1967] resolvieron el problema de manera experimental. [Crane, 1979] 

investigó el mismo problema que [Sakiadis, 1961], pero supuso que la velocidad de la superficie dependía de la 

distancia axial. 

 

La magneto hidrodinámica de los fluidos que conducen electricidad en presencia de un campo magnético es 

un tema presente en muchos problemas de geofísica y astrofísica. El interés se ha centrado en tratar los aspectos de 

transferencia de calor y flujo magneto hidrodinámico en varias geometrías debido al efecto de los campos 

magnéticos sobre el flujo de control y sobre la ejecución de muchos sistemas que usan fluidos de conducción 

eléctrica tales como metales líquidos, agua mezclada con ácido y otros. 

 

En relación a este tema, se pueden citar los trabajos realizados por [Chakrabarti y Grupta, 1979] quienes consideraron 

transferencia de calor y flujo hidromagnético sobre una extensa placa. Autores como [Vajravelu y Hadjinicolau, 

1997] también publicaron algunos trabajos relacionados con la convección de calor en fluidos que conducen 

electricidad sobre una superficie en movimiento. 

 

[Vajravelu, 1986] asumió la aproximación de Boussinesq para obtener soluciones exactas al problema de 

transferencia de calor de convección natural laminar en una superficie en continuo movimiento. Posteriormente se 

interesó también por el estudio de la convección hidromagnética de una superficie en movimiento. 
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En esta investigación además de la aproximación de Boussinesq, se analizaron factores como la disipación viscosa y 

la absorción o generación de calor interno, el cual desempeña un papel importante cuando la diferencia de 

temperatura entre la superficie y el ambiente del fluido es considerable. El análisis del campo de temperatura según 

lo modificado por la generación-absorción de calor, es importante en varios problemas físicos tales como en aquellos 

donde una reacción química se lleva a cabo y también en problemas relacionados con fluidos en disociación. 

 

 El índice volumétrico de la generación de calor se asume constante ó como una función de variables espaciales, 

mientras que otros estudios han considerado directamente el calentamiento por fricción y el efecto de expansión 

según se puede comprobar en los trabajos publicados por [Madejski, 1963], [Sparrow y Cess, 1961], donde el flujo 

fue estacionario, existía una transferencia de calor, y se consideró una generación-absorción de calor volumétrico 

dependiente de la temperatura. [Topper, 1962] analizó el flujo del pistón en tubos de sección circular cuando el índice 

de la generación de calor depende linealmente de la temperatura local. 

 

[Foraboschi y Federico, 1964] asumieron el índice volumétrico de la generación de calor del tipo: Q = Qo (T- To) 

cuando T ≥ To y Q = 0 cuando T < To (siendo To la temperatura inicial y Qo es el calor inicial, en su estudio de los 

resultados de temperatura en el estado estacionario para el flujo, lineal, parabólico y de pistón en tubos circulares. La 

relación anterior según lo explicado por los autores, es válida como una aproximación del índice de algún proceso 

exotérmico que se incrementa con la temperatura y que parte de la temperatura inicial To. 

 

Cuando las temperaturas de entrada no resultaban ser inferiores a la temperatura inicial To, empleaban Q = Qo (T- To) 

y estudiaron su efecto sobre la transferencia de calor en el flujo laminar de los fluidos generadores de calor no-

newtonianos. Por otro lado, también se debe destacar la labor realizada por [Mollen, 1976] quien estudió el efecto de 

las fuentes de calor dependientes de la temperatura de la forma: Qo ∞ (a + bT)
-1
, como ocurre en un calentamiento 

eléctrico. 

 

En todas estas investigaciones se ha de destacar la relevancia de los efectos de la absorción generación de calor sobre 

fluidos en movimiento para diversos procesos de la ingeniería química como son las reacciones químicas 

endotérmicas y exotérmicas. El orden de una reacción química depende de varios factores. Una de las reacciones 

químicas más simples es la reacción de primer orden en la que el índice de reacción es directamente proporcional a la 

concentración de especie. 
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Existe un estudio reciente realizado por [Muthucumaraswamy, 2002] quien estudió el efecto de una reacción química 

sobre una gran superficie vertical isotérmica en movimiento. Estudió los resultados de concentración y velocidad 

para diferentes parámetros como el número de Schmidt, número de Prandtl y el parámetro de reacción química. En 

el análisis de datos realizados observó que tanto la velocidad como concentración se incrementaban durante la 

reacción generativa, mientras que ambas disminuían durante la reacción destructiva. 

 

Las reacciones químicas pueden ser codificadas mediante procesos homogéneos y heterogéneos dependiendo del 

momento en el que ocurran en la interfase. Una reacción química es de primer orden si el índice de reacción es 

directamente proporcional a la concentración. En muchos procesos de ingeniería química se lleva a cabo la reacción 

entre la masa de calor y el fluido en el que se encuentra en movimiento la placa. Este proceso se realiza en numerosas 

aplicaciones industriales.  

 

En relación a este tema se pueden destacar diversas investigaciones realizadas analizando el efecto de calentamiento 

y enfriamiento sobre la superficie en movimiento. Se destaca la labor de [Das y col., 1994], quienes estudiaron el 

efecto de una reacción química de primer orden homogéneo sobre una placa vertical infinita con flujo de calor 

constante. 

 

 En este caso, la técnica de resolución numérica empleada es la conocida técnica de transformación de Laplace. Se 

debe destacar que actualmente no existen suficientes estudios relacionados con la solución teórica de un flujo 

hidrodinámico sobre una superficie vertical isotérmica en movimiento con sección uniforme y difusión de una 

especie reactiva químicamente. Tan sólo se puede encontrar la investigación llevada a cabo por [Schlichting, 1968]. 

 

 

Existe otro reciente estudio por [Ibrihem y col., 2005], quienes publicaron soluciones analíticas para la 

transferencia en masa y calor mediante un flujo de convección libre magnetohidrodinámico transitorio, sobre una 

superficie permeable vertical en movimiento con velocidad constante y en presencia de una radiación y una reacción 

química de primer orden homogénea. Se destaca además, el problema de un campo magnético que actúa 

perpendicularmente a la superficie porosa, la cual absorbe el fluido con una velocidad de sección que varía con el 

tiempo.  
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Los problemas de transferencia en masa y calor combinados con reacciones químicas han recibido mucha atención 

en los últimos años, debido a importantes aplicaciones industriales como pueden ser los métodos de generación de 

poder eléctrico en los que la energía eléctrica se extrae directamente de una superficie en movimiento. El interés se 

centra particularmente en los casos en los que la difusión y la reacción química ocurren a la vez.  Cuando la difusión 

es más rápida que la reacción química entonces únicamente influyen los factores químicos sobre el índice de 

reacción química. Por otro lado, cuando la difusión es más lenta que la reacción química, la difusión y la cinética 

interactúan para producir efectos diferentes. 

 

Como ejemplo de algunas de estas aplicaciones, se pueden encontrar en centrales nucleares, turbinas de gas, misiles, 

satélites, e incluso en vehículos espaciales. Se destacan interesantes investigaciones como la realizada por [Makinde 

y Olanrewajub, 2011] en la cual se refleja la interacción del flujo de convección libre transitorio con la radiación 

térmica que emite un fluido en una superficie permeable vertical en movimiento. Posteriormente [Raptis y Perdikis, 

2002] estudiaron el flujo de convección transitorio del agua sobre una superficie vertical porosa en movimiento. 

 

 Otros estudios que reflejan el efecto de una reacción química de primer orden sobre un flujo bidimensional que 

atraviesa una superficie en presencia de una campo magnético, son los realizados por [Anjalidevi y Kandasamy, 

1999] quienes analizaron el efecto de una reacción química sobre un flujo a lo largo de una placa horizontal infinita 

en presencia de transferencia de calor. Un estudio similar es el que realizaron los investigadores 

[Muthucumaraswamy y Ganesan, 2001, 2002] mediante el cual, trataron el efecto de la reacción química de un flujo 

transitorio a través de una placa vertical semi-infinita sometida a un flujo de calor uniforme. 

 

Es conocida la gran importancia de la generación/absorción de calor en varios problemas de la física. Algunos 

modelos matemáticos pueden explicar la respuesta física en determinados problemas. Se pueden citar el estudio 

analizado por [Crepeau y Clarcksean, 1997] sobre flujo y transferencia de calor a través de una placa vertical, 

empleando un valor de generación/absorción de calor, espacio-dependiente, exponencialmente decreciente. En la 

misma línea de investigación, [Abd El-Aziz, 2007] estudió el efecto de corrientes Hall, con una generación/absorción 

de calor dependiente de la temperatura, sobre un flujo de convección libre magnetohidrodinámico en una placa 

vertical semi-infinita.  

 

Recientemente se puede destacar la labor de investigación realizada por [Abo-Eldahad y Abd El-Aziz, 2004] 

mediante la cual publicaron un artículo en el que estudiaron el flujo y transferencia de calor de un fluido micropolar 

situado en un medio poroso en presencia de generación ó absorción de calor. 
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También se dedicaron a analizar el efecto de transferencia de calor hidromagnético mediante convección mixta a 

través de una superficie inclinada y con el efecto de generación/absorción de calor, la cual en este caso es una función 

del espacio y la temperatura. 

 

 [Chamkha, 2003] se interesó por la transferencia en masa y calor hidromagnético mediante convección natural, a 

través de una placa inclinada con los efectos de absorción /generación de calor y un campo magnético. Un estudio 

paramétrico de todos los parámetros involucrados así como un conjunto gráfico de resultados, concluyeron su 

interesante investigación. 
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3.4. Estudio del flujo de calor por convección mixta hidromágnética 

laminar en un canal vertical de placas paralelas 

 

El flujo de convección mixta en un canal vertical ha sido objetivo de muchas investigaciones en los últimos años 

debido a sus posibles aplicaciones en muchos procesos industriales. Podemos empezar destacando el estudio 

realizado por [Tao, 1960] quien analizó el flujo de convección mixta laminar en un canal de placas paralelas vertical 

con temperatura uniforme en las paredes. 

 

 Los investigadores [Aung y Worku, 1986] trabajaron sobre la teoría de convección libre y forzada mediante 

condiciones reversibles de flujo. Posteriormente, los mismos autores analizaron el flujo de convección en conductos 

con transferencia de calor. 

 

Una revisión comprensiva de la literatura que trata la convección mixta en flujo interno fue publicada por [Aung, 

1987], [Cheng y col., 1990]. Se destaca la investigación de [Hamadah y Wirtz, 1991] con [Ingham y col., 1988] 

quienes trabajaron con situaciones de flujos reversibles en convección mixta en canales verticales para diferentes 

condiciones de contorno en la pared. 

 

[Kou y Lu, 1993] analizaron la convección mixta en un canal poroso, discutiendo las situaciones de flujo reversible. 

El empleo de fluidos conductores de electricidad con la influencia de campos magnéticos ha sido de interés de 

investigadores como [Sparrow y Cess, 1967], quienes consideraron el efecto del campo magnético sobre la 

transferencia de calor en procesos de convección libre.  

 

Se destaca la labor de [Raptis y Kafoussias, 1982] quienes analizaron el flujo y la transferencia de calor a través de un 

medio poroso rodeado por una placa vertical infinita mediante la acción de un campo magnético.[Chamkha, 1998] 

estudió el caso de un proceso de convección mixta bidimensional estacionario de un fluido que absorbe calor y que 

además es conductor de electricidad, cerca de un punto de estancamiento sobre una superficie permeable vertical 

semi-infinita en presencia de un campo magnético.  
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Un estudio más reciente que aborda el tema de la convección mixta fue estudiado por [Kumari, 1983] quien investigó 

el flujo de convección mixta laminar no estacionario de un fluido termomicropolar en un cilindro vertical. [Cho y 

Ortega, 1993] también investigaron la convección mixta en un canal inclinado con una fuente de calor.  

 

[Anilkumar y Roy, 2004] se interesaron por este tema, tratando el flujo de convección mixta sobre un cono giratorio 

debido a los efectos combinados de la difusión de masa y térmica. [Cheng, 2009] analizó el interesante problema del 

flujo de convección mixta magnetohidrodinámica y transferencia de calor de un fluido conductor de electricidad que 

atraviesa una superficie en presencia de generación/absorción de calor y radiación térmica.  

 

[Abdelkhalek, 2006] centró el objetivo de su investigación en los resultados numéricos para los efectos de la 

transferencia de masa sobre la convección mixta magnetohidrodinámica laminar bidimensional estacionaria, debido 

a un flujo que atraviesa una superficie vertical permeable infinita. La convección mixta también fue el objetivo del 

estudio realizado por [Takhar y col., 1990] quienes se interesaron por el flujo de convección mixta bidimensional 

estacionario de un fluido a través de una placa permeable vertical caliente.  

 

Se pueden citar otros artículos muy relacionados con los anteriores, concretamente con la convección mixta. [Cheng, 

1977] abordó el tema de la convección combinada forzada y libre sobre superficies impermeables inclinadas en 

medios porosos. [Lai y Kulacki, 1990] completaron el estudio de [Cheng, 1977] y consideraron el flujo de masa 

lateral sobre superficies inclinadas. 

 

[Barletta, 1998] centró su investigación en la convección combinada libre y forzada con disipación viscosa en un 

canal vertical. Posteriormente [Barletta y Zanchini, 2001] estudiaron nuevamente la convección mixta con disipación 

viscosa en un canal inclinado.  

 

Un estudio similar fue realizado por [Salah El-Dinr, 2002] quien de nuevo abordó la convección mixta laminar 

completamente desarrollada en un canal vertical de doble paso. Consideró además temperaturas uniformes de la 

pared con calentamiento asimétrico y simétrico y obtuvo la solución analítica del problema sin considerar la 

disipación viscosa. 
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El tema de la convección mixta ha sido el objetivo de otras muchas investigaciones bajo diferentes condiciones. Se 

pueden destacar otros trabajos relevantes como el publicado por [Cheng y col., 1990] quienes se centraron en la 

convección mixta en un canal inclinado con una fuente de calor discreta. La convección libre y forzada también fue 

estudiada en cilindros y esferas en medios porosos. Este estudio fue considerado por [Pop y Ingham, 2001].  

 

La convección mixta de nuevo fue el objetivo de la investigación realizada por [Umavathi y Malashetty, 2005] 

quienes consideraron además las disipaciones viscosa y óhmica. [Hayat y col., 2008] investigaron el flujo de 

convección mixta bidimensional estacionario de un fluido micropolar.   

 

Resultan interesantes los estudios experimentales de la transferencia de calor y convección mixta en un canal 

convergente vertical. [Huang y col., 1995] publicaron un interesante artículo sobre este tema. La convección mixta 

laminar de aire húmedo en un canal vertical con condensación ó evaporación de pared, fue propuesto por [Hammou 

y col., 2004]. 

 

 [Anilkumar y col., 2004] investigaron el flujo de convección mixto inestable sobre un cono en rotación en un fluido 

giratorio debido a los efectos combinados de la difusión térmica y de masa. Este equipo de investigadores presentó 

los resultados numéricos para el coeficiente de fricción, número de Nusselt y número de Sherwood. Además 

realizaron un amplio análisis del efecto de estos parámetros sobre los campos de velocidad, temperatura y 

concentración. 

 

El problema de flujo de convección mixta en un cono vertical ha atraído la atención de muchos investigadores. Así, 

se destacan los siguientes trabajos realizados: [Himasekhar y Sarma, 1986] quienes estudiaron la convección 

combinada laminar de un cono giratorio a un entorno térmicamente estratificado. [Hering y Grosh, 1996] quienes 

abordaron la convección libre y forzada en un cono giratorio vertical para Pr = 0.7. [Wang y col., 1990] publicaron 

un artículo sobre la transferencia de calor combinada por convección de un cono y un disco giratorio para fluidos no 

newtonianos. 

 

Se han publicado recientemente otros artículos interesantes sobre la convección combinada. El análisis de los flujos 

de convección mixta dentro de una cavidad cuadrada con un calentamiento uniforme y no uniforme, fue publicado 

por [Basak y col., 2009]. [Papanicolaou y Jaluria, 1990] se interesaron en la convección mixta de una fuente de calor 

discreta en un recinto rectangular. 
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[Hsu y How, 1997] publicaron otro estudio sobre la convección mixta no estacionaria en un recinto parcialmente 

dividido. El recinto cuenta con una fuente de calor de tamaño finito incrustada en la pared vertical y está parcialmente 

dividido por un divisor de conductores verticales que sobresalen del suelo.  

 

 [Chamkha, 2002] también realizó otra investigación en la cual estudió el flujo de convección combinada en una 

cavidad vertical considerando los efectos de la absorción/generación de calor y un campo magnético. [Lok y col., 

2006] realizaron otra relevante investigación en la cual abordaron la convección combinada no estacionaria de un 

fluido micropolar cerca de la región del punto de estancamiento en una región vertical. 

 

 En este estudio se ha supuesto que la inestabilidad está causada por el movimiento impulsado de la velocidad del 

flujo libre y por el cambio repentino de la temperatura ambiente. Es evidente que todas las investigaciones citadas, 

completan la información que actualmente se dispone del tema de este capítulo. 

 

La temática de los fluidos micropolares ha recibido recientemente una atención considerable debido a sus 

aplicaciones en un número importante de procesos industriales. Un estudio de este tipo de fluidos fue llevado a cabo 

por [Hassanien y col., 1990], quienes estudiaron la convección libre y forzada en flujos de estancamiento de fluidos 

micropolares en una superficie no isotérmica. 

 

 La investigación de la transferencia de calor por convección mixta en un canal horizontal con una fuente de calor 

discreta en la pared superior y en el fondo, fue desarrollada por [Dogan y col., 2006]. La convección libre y forzada 

entre planos paralelos horizontales fue el objetivo del trabajo realizado por [Kennedy y col, 1983]. 

 

El uso de la fuente de calor discreta en el estudio de la convección mixta fue también estudiado por [Turkoglu y col., 

1995]. [Moukalled y col., 2000] se interesaron en la convección mixta en canales con superficies cóncavas y 

convexas. En el estudio que realizó, obtuvo resultados sobre la transferencia de calor por convección en canales con 

una superficie caldeada curva limitada por una superficie adiabática vertical. 

 

[Tao, 1960] realizó un estudio similar a los anteriores, y publicó otro artículo sobre la convección mixta en canales. 

[Habchi y col., 1986] realizaron una interesante labor estudiando la convección mixta en un canal vertical asimétrico. 

[Acharaya y col., 1986] trataron también la convección mixta pero en un canal vertical parcialmente bloqueado. 
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[Narusawa, 1993] se interesó en el análisis numérico de la convección mixta en la región de entrada de un conducto 

rectangular. [Ozsunar y col., 2001] realizaron el análisis numérico del número de Grashof, número de Reynolds y los 

efectos de inclinación sobre la transferencia de calor por convección mixta en canales rectangulares. [Dutta y col., 

1998] aportaron un nuevo trabajo con el estudio de la transferencia de calor por convección mixta en un canal lateral 

de dos cuadrados con calefacción. 
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3.5. Estudio de los flujos unidireccionales no estacionarios de un 

fluido de segundo grado no-newtoniano 

 

En los últimos años el interés del problema no estacionario de fluidos no newtonianos se ha incrementado 

considerablemente. [Rajagopal, 1982] investigó las soluciones exactas para una clase de flujos unidireccionales no 

estacionarios de un fluido de segundo grado, en cuatro situaciones de flujos diferentes. 

 

[Erdogan, 2005] estudió el inicio del movimiento en una superficie plana. Actualmente en las aplicaciones 

industriales son más apropiados los fluidos no-newtonianos que los fluidos newtonianos. Es considerable el número 

de artículos publicados vinculados directamente con los fluidos no-newtonianos. Se trata de fluidos cuyas 

propiedades de flujo no están descritas por un valor constante simple de viscosidad. Aunque el concepto de 

viscosidad es usado normalmente para caracterizar un material, puede ser inadecuado para describir la conducta 

mecánica de una sustancia, particularmente fluidos no-newtonianos. Estos fluidos se tratan mejor mediante 

propiedades reológicas.  

 

Se destaca la labor realizada por [Fetecau, 2005], quien estudió las soluciones para algunos flujos unidireccionales no 

estacionarios de un fluido de segundo grado. Este investigador consiguió soluciones exactas para los casos 

estacionario y transitorio de los movimientos de fluidos de grado dos, mediante las transformaciones de Fourier. 

 

El movimiento de un fluido debido a las oscilaciones de una placa, es el llamado problema segundo de Stoke, y tiene 

además de un interés teórico, una gran aplicación práctica. El estudio de flujos periódicos estacionarios de un fluido 

no newtoniano entre placas paralelas fue realizado por [Siddiqui y col., 1999]. En su trabajo de investigación 

consiguieron soluciones exactas mediante las transformaciones de Fourier, considerando los flujos generados por 

oscilaciones de una de las placas. 

 

Un trabajo similar lo realizó [Brutyan, 1999], quien investigó los flujos unidireccionales de un fluido no lineal viscoso 

en tubos. [Bandelli, 1995], se interesó en el mismo tema pero con algunas diferencias.  
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En su labor de investigación el objetivo era la convección térmica del fluido de segundo grado en el contexto de los 

flujos unidireccionales. [Chun-I Chen y col., 2003] consideraron otro estudio similar en el que obtuvieron resultados 

de velocidad y gradiente de presión de un flujo unidireccional en estado estacionario, para fluidos de segundo grado. 

 

De acuerdo con las investigaciones presentes sobre el contenido de este nuevo tema, se debe comentar la dificultad de 

encontrar un modelo simple que describa las propiedades de los fluidos no newtonianos. Además existe cierta 

confusión sobre su clasificación y sobre la ecuación que describe su comportamiento. Uno de los modelos más 

populares de los fluidos no newtonianos es el modelo conocido como: fluido de segundo grado. El objetivo principal 

de los trabajos comentados consiste generalmente en determinar las propiedades de los flujos unidireccionales. 

 

 Podemos destacar ciertos trabajos sobre los fluidos de segundo orden. [Rajagopal y Gupta, 1981] discutieron sobre el 

flujo y la estabilidad de la solución entre dos placas paralelas en rotación. Por otro lado, [Bandelli y Rajagopal, 1995] 

también examinaron flujos transitorios unidireccionales de un fluido de segundo grado en un dominio de una 

dimensión, mediante el método de las transformaciones integrales.  

 

Un estudio más reciente es la transferencia de calor conjugado de una convección mixta magnética con efectos de 

disipación viscosa para un fluido visco elástico de segundo grado a través de una extensa lámina. Son destacables 

otros nombres de autores, quienes se interesaron en el comportamiento de los fluidos visco elásticos de segundo 

grado en diferentes condiciones. Entre otros se pueden citar: [Rajeswari y Rathna, 1962], [Mishra y Panda, 1979] y 

[Hsu y col., 1997]. 

  

El estudio de los flujos no newtonianos transitorios a través de un cilindro infinito, fue el propósito de [Siddique y 

Sajid, 2011]. Existe un gran número de trabajos actualmente publicados que tratan sobre los flujos no newtonianos. 

En consecuencia, podemos seguir destacando otras investigaciones de relevante interés, sobre este tipo de flujos. 

[Asghar y col., 2004] trataron los flujos magnetohidrodinámicos para estos fluidos. Al igual que en otros trabajos 

anteriores, los flujos pueden ser generados por el movimiento impulsado por una de las fronteras o por un gradiente 

de presión constante. Con esta investigación, se demostró la importancia en determinadas áreas de la ciencia de los 

movimientos de flujos no newtonianos. 
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Posteriormente [Asghar y col., 2005] volvieron a estudiar este tipo de fluidos, presentando una solución analítica para 

el flujo de un fluido de tercer grado, sobre una placa porosa que oscila sobre su propio plano. El mismo propósito 

consiguieron [Mansutti y col., 1993] cuando trataron los fluidos estacionarios no newtonianos, sobre una placa 

porosa con succión o inyección. 

 

Podemos seguir detallando otras investigaciones interesantes vinculadas a las anteriores Así [I-Chung Liu, 2005] se 

interesó por los flujos magnetohidrodinámicos unidireccionales transitorios de una clase de fluidos no newtonianos 

en un medio poroso. Este estudio es esencialmente una extensión de los trabajos realizados por los investigadores 

[Hayat y col., 2000] y [Rajagopal, 1982]. 

 

Muchos materiales como soluciones de polímeros, elastómeros, ciertos aceites y grasas y muchas otras emulsiones 

pueden ser considerados como fluidos no newtonianos. Es cierto que algunos fluidos no newtonianos son 

conductores de electricidad, consecuentemente las características del flujo estarán influenciadas por los efectos 

magnéticos. Podemos citar el trabajo de [Sarpkaya, 1961] pues también consideró estos fluidos, en presencia de un 

campo magnético. 

 

En otros trabajos similares como el elaborado por [Pascal, 1992], se estudia de nuevo las soluciones similares para 

algunos flujos no newtonianos, considerando efectos no lineales importantes. Por otro lado, la transferencia de calor 

en procesos de convección forzada y libre laminar combinada debido a los fluidos no newtonianos fue el objetivo 

perseguido por [Kubair y col., 1968]. Para este último caso, la solución numérica estaba desarrollada para una fina 

placa con temperatura en pared uniforme, diferentes flujos y diferentes valores del parámetro de control de 

convección libre y forzada.  

 

Se destacan otros trabajos más novedosos que también son relevantes para este capítulo. Es el caso de [Som y col., 

1984] quienes trataron la convección libre sobre los flujos no-newtonianos en cuerpos bidimensionales no-

isotérmicos. [Tsung Yen y col., 1966] se centraron en otro problema parecido al anterior, estudiando las soluciones 

del flujo de convección natural laminar en los fluidos no newtonianos. [Abd-el-Malek y col., 2002] estudiaron el 

flujo no estacionario de un fluido de conducción eléctrica no newtoniano, en un campo magnético transversal de 

extensión infinita.  
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[Liao, 2003] también se interesó en estos fluidos, obteniendo la solución analítica de los mismos sobre una extensa 

lámina. Los flujos unidireccionales inestables han sido el objetivo de otros estudios que debemos de considerar. 

Podemos destacar el estudio de [Baris, 2002] quien consideró los flujos unidireccionales no estacionarios de una 

mezcla binaria para fluidos incompresibles newtonianos. Esta mezcla de fluidos es realmente importante por sus 

aplicaciones en diversas ramas de ingeniería y tecnología. [Chen y col., 2000] publicaron un nuevo trabajo 

relacionado con el anterior, en el que consideraron los resultados de velocidad y gradiente de presión para los fluidos 

unidireccionales estacionarios en un conducto circular. 
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3.6. Estudio de los efectos de absorción de radiación y reacción 

química sobre convección libre magnetohidrodinámica a través de 

un medio poroso 

 

El problema sobre el efecto de absorción de radiación de flujo y transferencia de calor se ha convertido en un tema 

importante a nivel industrial. A elevada temperatura de funcionamiento, el efecto de la radiación puede ser bastante 

significativo. Muchos procesos se producen en áreas de la ingeniería a elevada temperatura y el conocimiento de la 

transferencia de calor por radiación se vuelve muy importante para el diseño del equipo pertinente. Las centrales 

nucleares, turbinas de gas y los diversos dispositivos de propulsión para aviones, misiles, satélites y vehículos 

espaciales son ejemplos de tales áreas de ingeniería. [Makinde, 2005] examinó la interacción de convección libre 

transitoria con un fluido emisor-receptor de radiación térmica a lo largo de la placa permeable vertical. [Ibrihem y 

col. 2005] investigaron los efectos térmicos no clásicos del problema en el problema de Stokes para fluidos 

micropolares por el método de perturbación. 

 

 

[Muthucumaraswamy y Meenakshisundaram, 2006] investigaron el estudio teórico de los efectos de las reacciones 

químicas en una placa oscilante vertical con temperatura variable y difusión masiva. [Muthuraj y Srinivas. 2010] 

estudiaron el flujo magnetohidrodinámico de un fluido viscoso y micropolar mediante el método homotópico. El 

estudio de los efectos de generación/absorción de calor de fluidos en movimiento es importante en vista de varios 

problemas físicos como reacciones químicas endotérmicas o exotérmicas. Los posibles efectos de generación de 

calor pueden alterar la distribución de la temperatura y, en consecuencia, la tasa de deposición de partículas en los 

reactores nucleares, chips eléctricos y obleas semiconductoras. [Seddeek, 2005] estudió los efectos de reacción 

química, termoforesis y variable viscosidad sobre flujo magnetohidrodinámico estable con transferencia de masa y 

calor en presencia de los efectos de generación/absorción de calor.  

 

[Patil y Kulkarni, 2008] estudiaron los efectos de reacción química sobre el flujo de convección libre de un fluido 

polar a través de un medio poroso en presencia de generación interna de calor. [Prakash y col., 2008] estudiaron la 

convección libre magnetohidrodinámica de un fluido micropolar con reacción química con transferencia en masa y 

en presencia de un campo magnético transversal y variable succión.  
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[Rajeswari y col., 2009] estudiaron los efectos de reacción química sobre transferencia en masa y calor en un fluido 

magnetohidrodinámico sobre una superficie porosa vertical y en presencia de la variable succión.  

 

El calor radiactivo y la transferencia en masa desempeñan un papel importante en las industrias de fabricación para el 

diseño de las aletas, laminados de acero, plantas de energía nuclear, turbinas de gas y los distintos dispositivos de 

propulsión para aviones, misiles, satélites y vehículos espaciales son ejemplos de este tipo de aplicaciones de 

ingeniería. El calor de convección y la transferencia en masa en un flujo hidromagnético de un fluido de segundo 

grado sobre una placa semi-infinita en presencia de radiación térmica y la difusión térmica fueron considerados por 

[Olajuwon, 2011]. El efecto de la radiación sobre el flujo de convección forzada y libre de un fluido incompresible 

viscoso ópticamente denso a lo largo de una placa vertical caliente con corriente uniforme y temperatura superficial 

uniforme fue investigado por [Kesavaiah y col., 2011].  

 

[Singh y col., 2007] abordaron un estudio del efecto de la reacción química y absorción de radiación sobre 

transferencia en masa y calor por convección de un fluido magnetohidrodinámico a través de una placa vertical en 

movimiento en presencia de la variable succión. [Kumar y col., 2010] han estudiado recientemente, el problema del 

flujo de convección libre completamente desarrollado de un fluido viscoso y micropolar en un canal vertical. [Dulal 

Pal y col., 2010] estudiaron la transferencia en masa y calor por convección magnetohidrodinámico inestable sobre 

una placa permeable vertical con radiación térmica y reacción química.  

 

[Kai-Long Hsiao, 2012] abordó la característica multimedia para la convección forzada bidimensional estacionaria 

con el efecto de radiación de un fluido incompresible sobre una fuente de calor no uniforme. [Chaudhary y Jha, 

2008] estudiaron los efectos de las reacciones químicas en flujo de fluido micropolar magnetohidrodinámico a través 

de una placa vertical. [Ramesh y col., 2012] investigaron el flujo magnetohidrodinámico de un fluido en presencia de 

una fuente de calor. [Reddy y col., 2010] investigaron los efectos de absorción de radiación de un fluido de 

convección libre magnetohidrodinámico en un medio poroso en presencia de generación/absorción de calor 

 

[Nandeppanavar y col., 2012] estudiaron la transferencia de calor en una superficie extensible. El efecto de reacción 

química y absorción de radiación sobre convección libre magnetohidrodinámica inestable sobre una placa en 

movimiento permeable semi-infinita con una fuente de calor y succión fue analizado por [M. Sudheer Babu y P. V. 

Satya Narayana, 2009].  
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El flujo de convección en medios porosos ha sido ampliamente estudiado en los últimos años debido a sus múltiples 

aplicaciones en ingeniería como son los colectores solares, los procesos de secado, intercambiadores de calor, la 

energía geotérmica y la recuperación de petróleo, construcción de edificios, etc.  

 

Actualmente, los medios porosos se suelen utilizar para aislar a un cuerpo caliente para mantener su temperatura. Los 

medios porosos también se consideran útiles en la disminución de la convección libre la cual ocurriría de otra manera 

sobre una superficie vertical climatizada. [Kai-Long Hsiao, 2010] estudió la convección mixta de masa y calor para 

un fluido elástico viscoso y magnetohidrodinámico. [Ahmed, 2007] investigó los efectos de flujo de convección libre 

magnetohidrodinámica inestable a través de un medio poroso delimitada por una placa porosa vertical de infinito. 

 

La transferencia en masa y calor en un medio poroso en presencia de los efectos de flotabilidad fue discutida por 

[Trevisan y Bejan, 2012]. [Turkyilmazoglu, 2012] investigó el flujo tridimensional magnetohidrodinamico sobre un 

disco giratorio. [Singh y col., 2011] consideraron los efectos de reacción química y absorción de radiación sobre 

convección libre magnetohidrodinámico sobre una placa vertical en movimiento permeable con el efecto de la 

variable succión dependiente de tiempo. 

 

[Elbashbeshy y col., 2010] estudiaron los efectos de radiación térmica y campo magnético sobre la capa límite de 

convección mixta y el problema de transferencia de calor a través de una superficie extensible vertical y porosa. 

Estos autores investigaron la capa límite de un flujo inestable sobre una superficie extensible en un medio poroso en 

presencia de una fuente de calor. 

 

Además, [Kai-Long Hsiao, 2011] abordó la convección mixta en un medio poroso. El efecto de radiación sobre el 

fluido a través de una superficie ha sido analizado por [El-Aziz, 2009]. [Singh y col., 2010] investigaron la 

transferencia de calor en un medio poroso en presencia de un campo magnético transversal.  

 

 

[Singh y col., 2010] también estudiaron el flujo de estancamiento con transferencia de calor para los casos 

estacionario y transitorio. Los efectos de reacción química y transferencia en masa sobre convección libre inestable 

magnetohidrodinámica con succión constante y fuente de calor fueron analizados por [Gireesh Kumar y col., 2009]. 
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[Al-Oldat y Al-Azab, 2007] se interesaron en la influencia de reacción química sobre la convección libre magneto 

hidrodinámica inestable sobre una placa vertical en movimiento. [Mohamed, 2009] abordó la interacción de 

radiación con convección de doble difusión sobre un flujo magnetohidrodinámico sobre una placa porosa en 

movimiento con generación de calor. [Ahmed Sahin, 2010] abordó el efecto de reacción química sobre convección 

libre magneto hidrodinámica en una placa vertical. 

 

El problema estacionario y transitorio de transferencia de masa y calor sobre convección libre en una placa vertical 

finita o semi-infinita con un posible efecto de reacción química ha sido extensamente analizado. Un análisis de 

convección libre inestable con transferencia de masa y calor de un fluido micropolar en un medio poroso con 

permeabilidad variable y rodeado por una placa vertical semi-infinita en presencia de generación de calor fue 

publicado por [Babu y Narayana, 2013]. 

 

El flujo magnetohidrodinámico laminar inestable sobre una superficie extensible fue investigada por [Ishak, 2010] 

quien determinó que la inestabilidad en el flujo y la temperatura eran ocasionados por la velocidad dependiente del 

tiempo y por la temperatura de la superficie. Los estudios a cerca de la transferencia de masa y calor con la presencia 

de reacción química son de gran importancia práctica para ingenieros y científicos debido a sus múltiples 

aplicaciones.  
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4.1. Introducción 

En el presente capitulo se presentan los modelos en red propuestos para la resolución de los diferentes problemas 

estudiados en esta memoria y que fueros presentados en el capítulo anterior. El diseño del modelo en red parte de la 

discretización o reticulación del medio continuo en elementos de volumen (o celdas), de modo que cada término de 

la ecuación diferencial en diferencias finitas (resultante de la discretización espacial del modelo matemático), se 

implementa buscando la relación existente entre las variables potencial y corriente eléctrica con las variables que 

intervienen en cada problema a resolver en el modelo matemático. Así, por ejemplo en problemas de transferencia de 

calor, estas variables son formalmente equivalentes a las variables temperatura y densidad de flujo de calor, 

respectivamente.  

 

La estructura de este capítulo muestra el modelo en red, junto con la geometría y nomenclatura de cada celda 

elemental. Además, se representa gráficamente la asociación de las N celdas, que reproducen el medio en red 

completo. Este apartado realiza también, una detallada exposición sobre la implementación de las diferentes 

condiciones de contorno utilizadas en la resolución de los problemas abordados en esta memoria. 

 

4.1.1. Generalidades del método en red 

La nomenclatura correspondiente al modelo en red de una celda elemental, común para los problemas estudiados, se 

muestra en la figura IV.1. Las celdas, de tamaño Δx (geometría cartesiana) o Δr (geometría cilíndrica), se han 

diseñado en forma simétrica. El modelo en red completo se obtiene de la agrupación de un número de celdas N, 

junto con los dispositivos adecuados que modelizan las condiciones de contorno, de cada problema a estudiar. 

 

Con carácter general se consideran tres posiciones para la variable dependiente (que para el caso general, 

consideramos la temperatura), las de los extremos de la celda Ti-Δ, Ti+Δ, y la central Ti, al ser todos los casos tratados 

en esta Tesis problemas unidimensionales. De esta forma existen, al menos, tres posiciones (en la celda elemental) 

para formular las dependencias de cualquiera de las características termofísicas, conductividad y calor específico, con 

la temperatura. La asociación en serie (para el caso más simple, el unidimensional) de las N celdas reproduce el 

modelo en red de todo el medio, figura IV.2. Los requisitos de la variable temperatura y de conservación de flujo 

térmico se satisfacen de manera automática, sin ningún requisito añadido, ya que estas condiciones son equivalentes 

a los teoremas de circuitos (de Kirchhoff), de voltajes y corrientes eléctricas, respectivamente. 
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Figura IV.1. Geometría y nomenclatura de la celda elemental i (voltajes y tensiones) 

 

 
Figura IV.2. La asociación en serie de las N celdas reproduce el modelo en red de todo el medio 

 

Modelos en red de las diferentes condiciones de contorno 

La figura IV.3 muestra la implementación en el modelo de algunas de las condiciones de contorno más generales. Se 

aprecía las condiciones de contorno de primera clase (temperatura constante) mediante pilas, flujo convectivo 

mediante una fuente de corriente controlada por tensión y una resistencia de valor muy elevado que simula una 

condición de contorno adiabático. 

 

 

 

 

 

    Ti – 1 +   Ti –             Ti     Ti +   Ti + 1 -  

 

 

      ji – 1 +   ji –              ji +   ji + 1 -  

 

 

 

 

 

   Celda i-1          Celda  i            Celda i+1 

              x 
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xi –    

xi   

xi +  

 

Celda 

1 

Celda 

2 

Celda 
3 

 

Celda 

N 

x=0 x=x x=2x x=Nx 
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Figura IV.3. Implementación de diferentes tipos de condiciones de contorno 

 

Diferentes condiciones de contorno 

                                         

 

Figura IV.4 

 

 

                     Figura IV.5    
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                                                                                                       Figura IV.6 

 

La figura IV.3 muestra la implementación en el modelo de algunas de las condiciones de contorno más generales, ya 

especificadas. 

 

Especificación de la temperatura (condición de frontera de primera clase). Se implementa mediante una 

fuente de tensión dependiente o independiente del tiempo, figura IV.4. 

 

- Especificación del flujo de calor (condición de frontera de segunda clase). Se implementa mediante una 

fuente de corriente dependiente o independiente del tiempo, figura IV.5. La condición adiabática (flujo nulo) es un 

caso particular que puede implementarse alternativamente mediante una resistencia de valor infinito entre el extremo 

del medio y el nudo de referencia, figura IV.5. 

 

- Condición de contorno convectiva (condición de frontera de tercera clase). El caso más general de 

dependencia del coeficiente de convección con la temperatura en la frontera del medio (convección natural, p. ej.) se 

implementa mediante una fuente de corriente controlada por tensión, figura IV.6; la acción de control viene dada por 

la expresión del flujo de calor por convección obtenida a partir de las correlaciones a dimensionales conocidas. La 

convección forzada (ley de Newton) puede implementarse, alternativamente, de forma más sencilla mediante una 

simple resistencia óhmica. 

 

Otra condición de contorno es la condición de contorno por radiación. Es una condición fuertemente no 

lineal cuya implementación se lleva a cabo, también, mediante un generador de corriente controlado por tensión, 

figura IV.6. La acción de control viene dada por la ley de Stefan-Boltzmann de la radiación. Por último, se destaca la 

condición de contacto entre medios.  
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4.2. Protocolos de resolución 

4.2.1. Disco giratorio 

 

Análisis matemático 

Consideramos el movimiento transitorio de un fluido conductor de electricidad incompresible y viscoso, sobre un disco 

rotando con una velocidad angular inversamente proporcional al tiempo (  = A/t; siendo A  0, t  0). En la figura 

adjunta IV.7, se puede observar un esquema del problema a resolver, así como también el sistema de coordenadas 

polares cilíndricas empleadas: (r, φ, z). Además podemos observar las componentes de la velocidad en las direcciones 

r, (radial), φ (angular) y z (normal).  

 

 

 

 

 

Figura IV.7. Disco giratorio (sistema de coordenadas) 
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El campo magnético uniforme de magnitud B0, es aplicado en la dirección perpendicular a la coordenada z.  

El numero de Reynolds magnético viene representado por Rem = oVL1, donde en esta expresión o es la 

permeabilidad magnética,  es la conductividad eléctrica, mientras V y L representan la velocidad y la longitud 

característica, respectivamente. La presencia de un campo magnético requiere la presencia de una fuerza adicional en 

la ecuación de movimiento del fluido. Esta fuerza viene representada mediante la expresión:  

F = JB, donde J representa la densidad de corriente, y B es vector de inducción magnético.  

 

La densidad de corriente puede ser representada mediante la expresión: J = (E+VB): conocida como la ley de 

Ohm, los términos E, (VB) respectivamente representan las corrientes de conducción e inducción. 

 La fórmula de la ley de Ohm se puede combinar con la ecuación de fuerza F, para dar lugar a las componentes de la 

fuerza, Fr = - VrBo
2
, Fϕ = - VϕBϕ

2
. Estas fuerzas son incorporadas a las ecuaciones de movimiento (ecuaciones de 

Navier-Stokes). En coordenadas cilíndricas sobre la condición de simetría angular, las ecuaciones que resultan son: 

 

(u/t + uu/r + wu/z – v
2
/r) + Bo

2
u + 1/ P/r =   (

2
u/r

2
 +1/ru/r – u/r

2
 + u

2 
/z

2
)                       IV.1 

(v/t + uv/r + wv/z + uv/r) + Bo
2
v =  (

2
v/r

2 
+ 1/rv/r – v/r

2
 + v

2
/z

2
)                                           IV.2 

(w/t + uw/r + ww/z) + 1/P/z =  (
2
w/r

2
 + 1/rw/r + w

2
/z

2
)                                                     IV.3                                   

u/r + u/r + w/z = 0                                                                                                                                                  IV.4 

 

Donde P denota la presión,  representa el coeficiente de viscosidad y  es la densidad del fluido.  

Introduciendo las transformaciones de Karman: 

 

 u = rwF, v = rwG, w = ()
1/2

H, z = (/)
1/2
, p = P,  = (T-Tw) / (Tw-T) y M = Bo

2
/                      IV.5  

 

En estas transformaciones,  representa la distancia adimensional medida a través del eje de rotación. Mientras, F, G, 

H y P son las variables adimensionales en función de   y t,  es la viscosidad cinemática del fluido. Se ha definido el 

número de interacción magnético M = Bo
2
/. Empleando estas transformaciones se pueden obtener nuevas 

ecuaciones estacionarias: 
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- Las ecuaciones IV.6, IV.7, IV.10 para las componentes de velocidad. 

- La ecuación IV.8 para la temperatura.  

-       La ecuación IV.9 para la presión. 

   


3
H/

3 
= H 

2 
H/

2 
- (H/)

2 
/2

 
+ MH/ +2G

2
                                                                                                  IV.6 

 


2 
G/

2 
= H 

 
G/

 
- GH/

 
+ MG                                                                                                                           IV.7 

 

          
2 
/

2 
= Pr H 

 
/                                                                                                                                                                                               IV.8 

 


2 
H/

2 
- H 

 
H/ = P/                                                                                                                                          IV.9 

 

           F
 
= - 

 
H/

 
/2                                                                                                                                                               IV10 

 Mediante la ecuación IV.10 hemos eliminado la consideración específica de F en las ecuaciones. Para completar la 

formulación del problema, es necesario definir las condiciones iniciales y de contorno:  

 

H = 0, H/ = 0, G = 1 y  = 1 para  = 0                                                                                                                           IV.11 

H/ = 0,  = 0 y G = 0 para  =  

 

La ecuación IV.9 se puede utilizar para obtener la presión P, sin más que integrar dicha expresión y teniendo en 

cuenta la condición sobre P. Así, se obtiene una solución para la presión P: 

 

P = 
2
H/

2
 – H 

 
H/                                                                                                                                                         IV.12 

La ecuación IV.6 se reduce a una ecuación de segundo grado, mediante un cambio de variable así empleando  

U = 
 
H/ y 

2 
U/

2 
=  

3 
H/

3
, la ecuación obtenida es: 

 


2
U/

2
 = H 

 
U/

  
- U

2 
/2

 
+ MU +2G

2
                                                                                                                   IV.13 

 

A las ecuaciones anteriores le podemos incorporar el término dependiente del tiempo, de forma que las ecuaciones 

que obtendremos en ese caso, son las ecuaciones correspondientes a la velocidad, temperatura y la presión: 
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U/t = 
2
U/

2
 - H 

 
U/

 
+ U

2 
/2 – MU - 2G

2
                                                                                                        IV.14 

 

G/t
 
= 

2
G/

2
 - H 

 
G/ +

 
GH/

 
-
 
MG                                                                                                               IV.15 

 

Pr/t = 
2
/

2
 - PrH/                                                                                                                                       IV.16 

 

H/t = - 
2
H/

2
 - H 

 
H/ +

 
P/                                                                                                                          IV.17 

 De la ecuación IV.17, se puede obtener por integración otra solución para la presión.  

 

Modelado en red 

A continuación, se representarán los circuitos en red, con las equivalencias correspondientes, en las que se basa este 

método. Así para este problema, las variables F, G, H,  y P son equivalentes a la variable eléctrica voltaje, mientras 

que sus derivadas parciales frente a la coordenada espacial, F/, 
 
G/, 

 
H/ y 

 
P/, equivalen a la variable 

corriente eléctrica. Discretizando las ecuaciones correspondientes:  

 

  dUi/dτ + 2 (Ui - Ui+)/ - 2 (Ui- - Ui)/
 
+ (Ui+  - Ui-)

 
Hi  - Ui

2
/2

 
+ MUi

 
+ 2Gi

2
 

 
=  0    (a) 

     dGi/dτ + 2(Gi - Gi+)/ - 2(Gi- - Gi)/ + Hi (Gi+ - Gi-) + GiM -  Gi (Hi+ - Hi-) = 0           (b) 

     PrdӨi/dτ + 2 (Өi  - Өi+)/ - 2 (Өi- - Өi)/ + Pr (Өi+ - Өi-) Hi  = 0               (c)            IV.18 

 

 A partir de estas ecuaciones discretizadas definimos los flujos de velocidad, temperatura y presión : 

 

Flujos de velocidad  

 

JU, i + = (Ui - Ui+) / ( /2)                                                                                                                                  IV.19a  

 

JU, i-  = (Ui- - Ui) / (/2) 

 

JUi  =  dUi/dτ 

 

JUHi = (Ui+ - Ui-) Hi  

 

JUi = Ui
2
/2 

  

JMUi = MUi  

J2Gi = 2Gi
2
  
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                                                                                                                                                                                          IV.19b 

JG,i+ = (Gi - Gi+)/ (/2)  

 

JG,i-= (Gi- - Gi)/(/2)  

 

JGi=  dGi/dτ 

 

JGH i = (Gi+ - Gi-) Hi  

 

JMGi = Gi M  

 

JHGi = (Hi+ - Hi-) Gi 

 

 

 Flujos de temperatura        

                                                                                                                                                                                             IV.19c 

JӨ, i+ = (i - i+)/ (/2)  

  

JӨ, i-  = (i- - i) / (/2) 

  

JӨi = Pr  dӨi/dτ  

  

JHi = Pr (i+ - i-) Hi 

  

Los flujos anteriores son las Ecuaciones de Kirchhoff IV.20 siguientes: 

JUi  + JU, i+  -   JU, i -   +   JUHi - JUi   + JMUi + J2Gi = 0  

 

JGi   + JG, i+  - JG, i -  - JGHi + JHGi + JMGi = 0 

 

Ji+ J, i+  - J, i- + JHti = 0  

Todo lo anterior se puede representar en los siguientes modelos en red: 
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Diseño de circuitos  

 

 
 

RU,i-/2 

,+ 

i 

i- 

 JUi 
 

 

 Ui 

 

 Ui+1-/2 = Ui+/2 Ui-1+/2
 
 = Ui,-/2 

 JUi 

 JU,i+1-/2 = JU,i+/2 JU,i-1+/2 = JU,i-/2   

CUi 

RU,i+/2 

GUi 

JUHi 

Ecuación de 

velocidad U 

{Ui+/2 ,Ui-/2}Hi 

   JMUi 

{MUi} 

{Ui
2
/2} 

G2Gi 

{2Gi
2
} 

J2Gi 

GMUi 

GUHi 

 
 Figura IV.8. Modelo en red para la ecuación de la velocidad U   

 

 

 
 

RG,i-/2 

 

i+ 

 

i 

i- 

 Gi 

 

 Gi+1-/2 = Gi+/2 Gi-1+/2 = Gi-/2 

 JGi 

 JG,i+1-/2 = JG,i+/2 
JG,i-1+/2 =  JG,i-/2   

CGi 

RG,i+/2 

JGHi 

Ecuación de 

velocidad G 

{ Gi+/2 ,Gi-/2, Hi} 

{Gi} 

GHGi 

{Hi+, Hi-, Gi} 

 

JHGi 

GMG

i 

GGHi 

 JMGi 

 
 Figura IV.9. Modelo en red para la ecuación de la velocidad G 
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 R,i- 

/2 

i,+ 

 i 

i- 

 i 

 

 i+1-/2 = i+/2 i-1+/2 = i- /2 

 Ji 

 J,i+1-/2 = J,i+/2 
J,i-1+/2 =  J,i-/2      

C,i 

R, i+ /2 

Ecuación de 

Temperatura  

GHi 

i+/2, i-/2  

JHi 
 

 
Figura IV.10. Modelo en red para la ecuación de temperatura 

 

 

Se han representado los modelos en red para las ecuaciones de velocidades (U y G) y temperatura. Las figuras IV.8 y 

IV.9 representan los modelos en red para las ecuaciones de velocidad IV.18 a-b, mientras la figura IV.10 representa 

el modelo en red para la ecuación de la energía IV.18 c.  

 

En la Figura IV.8, JU, i+  y JU, i- son las corrientes que salen y entran de la celda, respectivamente. Estas corrientes 

son implementadas mediante dos resistencias de valores /2. La corriente JUi es implementada mediante un 

condensador de capacidad . Han sido necesarios cuatro generadores de control (GUi, G2Gi, GUHi, GmUi) para generar 

las corrientes, JUi, J2Gi, JUHi y JMUi, respectivamente. GUi genera “Ui
2
/2 “, siendo Ui el voltaje correspondiente al 

nodo i. De igual modo se describen el resto de generadores, G2Gi genera “2G
2
i “ siendo  Gi voltaje (velocidad G) en 

el nodo i (figura IV.9). Finalmente los generadores GUHi y GMUi generan las corrientes “(Ui+ - Ui- )Hi“ y  “MUi“,  

respectivamente. Es evidente que Ui+ y Ui- representan los voltajes de los nodos i+ e i-, respectivamente. La 

condición inicial ha sido aplicada en el condensador CUi. 
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En la figura IV.9, se observan las corrientes JG, i+  y JG, i-  que salen y entran de la celda, respectivamente. Estas 

corrientes son modeladas mediante dos resistencias de valor /2. La corriente JGi es implementada con un 

condensador cuya capacidad es /2. En este circuito son necesarios tres generadores de corriente, GGHi, GMGi y GHGi, 

cuyas salidas respectivas son: ”(Gi+ - Gi-)Hi“, ”GiM“ y “(Hi+ - Hi-)/Gi“, respectivamente. Para este caso,  

Gi-,, Gi, y Gi+ representan los voltajes (velocidades) en los nodos i -  , i, e i - i  respectivamente. 

 

El circuito IV.10, se observan las corrientes J, i+ , J, i-  que salen y entran de la celda, respectivamente; modeladas 

mediante dos resistencias de valor /2. La corriente JӨi es nuevamente implementada por un condensador de 

capacidad “Pr“.  Se aprecia un generador de corriente GHi, cuya salida es la corriente “Pr (i+ - i) Hi “, siendo 

i- y i+ los voltajes (temperaturas) en los nodos i -  e i + , respectivamente. 

 
 

4.2.2. Superficie permeable vertical en movimiento 

Análisis matemático 

 

Consideramos la capa límite de un fluido transitorio, laminar y bidimensional sobre una superficie extensible vertical 

en continuo movimiento incrustada en un medio poroso, de la que surge una estrecha abertura en el origen (x = 0, y = 

0). De acuerdo con la figura IV.11, el eje x se toma a lo largo de la superficie extensible en la dirección del 

movimiento con la abertura como el origen, el eje y es perpendicular a la superficie. Se consideran los efectos de los 

coeficientes de generación/absorción de calor, campo magnético y reacción química de primer orden. 

 

La superficie se mantiene a temperatura uniforme. El campo magnético transversal aplicado es uniforme y el número 

magnético de Reynolds es reducido de modo que el campo magnético inducido está omitido. Se debe destacar que 

no se han considerado los efectos de disipación viscosa, calor de Joule, efecto de Hall, y tampoco la aplicación del 

campo eléctrico. El modelo físico está representado mediante la siguiente figura IV.11:  
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Figura IV.11. Modelo físico de la capa límite del flujo sobre una superficie vertical  

 

 

Teniendo en cuenta estas suposiciones, las ecuaciones que describen la situación física son las siguientes:   

 

Ecuación de velocidad U:  

u/t + u/y = 
2
u/y

2
 + gT (T-T) + gc (c - c) - uσB

2
o/ρ                                                                            IV.21 

  

Ecuación de temperatura T:  

T/t + ρcpT/y = k 
2
T/y

2
 + Qo (T-T)                                                                                                              IV.22 

 

                                                                                                                                                                                         IV.23 

Donde "y" es la coordenada  horizontal o transversal,  es la velocidad transversal, T es la temperatura del fluido, c es 

la concentración  de especie, T∞ es la temperatura ambiental, c∞ es la concentración ambiental y  ρ,  g,,  βT , βc, μ, σ, 

B0, Q0, Dm and γ  son la densidad, aceleración gravitacional, coeficiente de expansión térmica, coeficiente de 

expansión de concentración, viscosidad dinámica, conductividad eléctrica del fluido, inducción magnética, 

coeficiente de generación/absorción de calor, coeficiente de difusión en masa y el parámetro de reacción química, 

respectivamente. 
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De acuerdo con el modelo expresado en la anterior figura IV.11, u es la componente de velocidad en la dirección de 

la componente "x", uw representa la velocidad de la superficie vertical, Tw  es la temperatura de la superficie vertical. 

Además, la diferencia de temperaturas entre el fluido y la pared se considera proporcional a la coordenada vertical 

elevada al exponente de temperatura n. Además, la velocidad de la superficie es proporcional a la coordenada vertical 

elevada al exponente m y  v/y = 0. 

 

Las condiciones de contorno para el problema son las siguientes:                                                                          

u (0) =  uw , v(0) = - vw ,T(0) = Tw  y  c (0) = cw        IV.24 

y→: u→0, T→T  y c→ c  

  

uw, vw> 0, Tw y cw representan respectivamente, la velocidad de la superficie, la velocidad de inserción del fluido en la 

superficie, la temperatura en la pared y la concentración en la pared. Las ecuaciones pueden ser escritas en forma 

adimensional mediante los siguientes parámetros adimensionales: 

 

Y = yvw/, U =  u/ uw, Ө = (T- T) / (Tw -T), C = (c - cw) / (cw - c),  τ = tvw
2
/,  Grt = g T (Tw - T) /uwvw

2
,  

Grc = gc(cw - c )/uwvw
2
, Pr = μcp/k, Sc = /D, K = γ/vw

2
, M

2
 = σB

2
o/ρvw

2
,  = Qo /ρcp vw

2          
IV.25 

                                                                                                                                                                 

 

Las ecuaciones definitivas correspondientes son las siguientes :                                                                                               IV.26 

 

La ecuación de
 
velocidad: 

U/τ = 
2
U/Y

2
 + U/Y + Grt Ө + Grc C - M

2
U 

Ecuación de temperatura: 

Ө/τ = 
2
Ө/Y

2 
+ Pr Ө/Y+ ӨФ 

Ecuación de concentración:  

C/τ = 
2
C/Y

2
+ Sc C/Y – K Sc C 

 

Estas ecuaciones se completan mediante las siguientes condiciones de contorno:                                                     IV.27 

Y = 1, U (0) = 1, Ө (0) = 1, C (0) = 1  

Y→: U→ 0, Ө→ 0 y C → 0 
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Modelado en Red 

Discretizando las ecuaciones de velocidad, temperatura y concentración adimensionales resultan                         IV.28:                                                                                                                                                                    

 

YdUi/dτ = 2 (Ui-Y - Ui)/Y - 2 (Ui - Ui+Y)/Y + (Ui+Y - Ui-Y) + Grt Өi Y+ Grc Ci Y- M
2
Ui 

 

YdӨi/dτ = 2 (Өi-Y - Өi)/Y - 2 (Өi - Өi+Y) /Y+ Pr (Өi+Y - Өi-Y) + Өi Ф Y  

 

YdCi/dτ = 2 (Ci-Y - Ci)/Y - 2 (Ci - Ci+Y)/Y+ Sc (Ci+Y - Ci-Y) - K Sc Ci Y  

 

 

 

Flujos de velocidad                                                                                                                                               IV.29 (a) 

 

 

JU, i+Y = (Ui - Ui+Y) / (Y/2) 

 

JU, i-Y = (Ui-Y - Ui) / (Y/2) 

 

JUi =  YdUi/dτ  

 

JUGrti = Grt Өi Y 

 

JUGrci = Grc Ci Y  

  

JU
2
Mi = M

2
UiY  

 

JUi = (Ui+Y - Ui-Y)  

 

Flujos de temperatura  

                              IV.29 (b) 

                            

J, i+Y = (Өi - Өi+Y) / (Y/2) 

 

J, i-Y = (Өi-Y - Өi) / (Y/2) 

 

Ji = YdӨi/dτ  

 

JPri = Pr (Өi+Y - Өi-Y)  

 

JPri = ӨiФY   
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Flujos de concentración   

                                                                                                                                                                                   IV.29 (c) 

JC, i +Y = (Ci - Ci+Y) / (Y/2) 

 

JC, i-Y = (Ci-Y - Ci) / (Y/2)  

 

JCi = YdCi/dτ 

  

JSci = Sc (Ci+Y - Ci-Y)  

 

JKSci = KScCiY  

 

Las ecuaciones anteriores son las ecuaciones de Kirchhoff siguientes:                                                                         IV.30  

- JUi + JU, i-Y - JU, i+Y + JUi + JUGrti + JUGrci - JU
2
Mi = 0  

- Ji + J, i-Y - JC, i+Y + JPri + JPri = 0  

- JCi+ JC, i -Y - JC, i+Y + JSci - JKSci = 0  

Con todo lo anterior es posible diseñar los siguientes modelos en red: 

Diseño de circuitos  

 

 
 

RU,i,-Y 

Yi,+Y 

Yi 

Yi,-Y 

 JU
2

Mi 
 

 

 Ui 

Y 

 Ui+1-Y = Ui+Y Ui-1+Y = Ui,-Y 

 JUi 

 JU,i+1-Y = JU,i+Y 
JUi-1+Y =  JU,i-Y      

CUi 

RU,i+Y 

GU
2

Mi 

GUi 

Ecuación de 

Velocidad 

 

{Ui+Y, Ui-Y} 

{Grti} 

{M
2 

Ui} 

GUGrci 

 {GrcCi} 

JUGrci 

 JUGrti 

GUGrti 

 

Figura IV.12. Nomenclatura y modelo en red del volumen de control válido para la ecuación de velocidad 
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R,i-Y 

Yi,+Y 

Yi 

Yi,-Y 

 JPri 
 

 

 i 

Y 

 i+1-Y = i+Y i-1+Y = i,-Y 

 Ji 

 J,i+1-Y = J,i+Y 
J,i-1+Y =  J,i-Y      

Ci 

R,i+Y 

GPri 

Ecuación de 

Temperatura 

{Pri} 

GPri 

i+Y, i-Y  

JPri 

 
 

Figura IV.13. Nomenclatura y modelo en red del volumen de control válido para la ecuación de temperatura 

 

 

 

 

 
 

RC, i-Y 

Yi,+Y 

Yi, 

Yi,-Y 

 JKSci 
 

 

 Ci 

Y 

 Ci+1-Y = Ci+Y Ci-1+Y = Ci-Y 

 JCi 

 JC, i+1-Y = JC, i+Y 
JC, i-1+Y =  JC, i-Y      

CCi 

RC, i+Y 

GKSci 

Ecuación de 

concentración 

{ Ci } 

GSci 

Ci+Y, Ci-Y 

 JSci 

 

Figura IV.14. Nomenclatura y modelo en red del volumen de control válido para la ecuación de concentración 
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Descripción de los circuitos  

 

El circuito de la figura IV.12 muestra las corrientes JU, i+Y y JU, i-Y (corrientes que abandonan y entran a la celda, 

respectivamente) de velocidad implementadas mediante dos resistencias de valores Y2. De igual modo, la 

corriente JUi se implementa mediante el condensador de capacidad CUi = Y. Por último se destacan cuatro 

generadores de corriente (GU
2
Mi, GUGmi, GUGri, GUi) para generar las corrientes JU

2
Mi, JUGmi, JUGri y JUi, respectivamente. 

GU
2
Mi genera M

2 
Ui Y, siendo Ui   el voltaje (velocidad) del nodo i. GUGmi   proporciona Grc Ci Y siendo Ci, el 

voltaje (concentración) en el nodo i (figura IV.14).  

 

GUGri genera “Grt Өi Y” siendo Өi el voltaje (temperatura) del nodo i (figura IV.13). Finalmente, el generador GUi 

proporciona: (Ui+Y - Ui-Y), donde Ui+Y, Ui-Y corresponden a los voltajes en los nodos i+Y, i-Y de la celda 

elemental. El requerimiento final es la incorporación de las condiciones iniciales y condiciones de contorno. De 

acuerdo con las condiciones iniciales de este problema, el voltaje U (τ = 0) = 1 es aplicado al condensador CUi. La 

correspondiente condición de contorno de primera clase, requiere una fuente de voltaje constante en cada extremo 

del medio. 

 

 

 El segundo circuito representa la ecuación de la energía, para obtener la temperatura Ɵ.  J, i+Y y J, i-Y son las 

corrientes que abandonan y entran a la celda, respectivamente. Estas corrientes son implementadas mediante dos 

resistencias de valores Y2. La corriente Ji se implementa mediante un condensador de capacidad Ci = Y. Por 

último, se destacan dos generadores de control de corriente, GPri y GPri, para generar las corrientes JPri y JPri 

respectivamente. GPri proporciona ӨiФY, siendo i el voltaje (temperatura) del nodo i. GPri genera Pr (Өi+Y - Өi-

Y), siendo Өi+Y y Өi-Y   los voltajes correspondientes a los nodos i+Y, i-Y. La condición inicial se aplica al 

condensador con la temperatura inicial especificada Ө (τ = 0) = 1. Al igual que en caso anterior, fuentes de voltaje 

constante serán necesarias para implementar las condiciones de contorno correspondientes. 
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En el último circuito, JC, i+Y y JC, i-Y son las corrientes que abandonan y entran a la celda, respectivamente. Estas 

corrientes son implementadas mediante dos resistencias de valores Y2. La corriente JCi es implementada mediante 

el condensador de capacidad CCi = Y. Se necesitan dos generadores de control de corriente (GKSc, GSci), para obtener 

las corrientes JSci, JKSci respectivamente. GKSci proporciona (KScCi Y, siendo Ci el voltaje (concentración) en el 

nodo i. GSci suministra  Sc (Ci+Y - Ci-Y), donde Ci+Y y Ci-Y representan los voltajes de los nodos del extremo 

derecho e izquierdo de la celda, respectivamente. Las condiciones inicial y de contorno se implementan del mismo 

modo que los casos anteriores. 

 

4.2.3. Placas verticales paralelas 

Se considera un flujo de convección mixta laminar transitorio en un canal vertical de placas paralelas en presencia de 

un campo magnético. Las placas verticales están separadas una distancia L y mantenidas a temperatura constante, de 

acuerdo con el modelo físico representado mediante la figura IV.15 en la que las paredes del canal están sometidas a 

una temperatura o flujo de calor. El campo magnético está aplicado dirección horizontal normal a la dirección del 

flujo. 

 

 El fluido de trabajo se supone que es newtoniano, conductor de la electricidad y el calor que generan o absorben y 

sus propiedades se suponen constantes a excepción de la densidad en el término fuerza de cuerpo de la ecuación de 

momento. Además, se supone que la componente "x" de la velocidad es el único componente distinto de cero. Bajo 

los supuestos anteriores e invocando a la aproximación de Boussinesq, las ecuaciones que gobiernan se puede 

escribir de la siguiente forma: 

 

              

  Figura IV.15. Modelo físico 
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u/x = 0                                                                                                                                                                                IV.31  

  

uu/x = -1/ P/x + g(T-T) + 
2
u/y

2
 - Bo

2
u/                                                                                                     IV.32 

 

 uT/x = k/c
2
T/y

2
 + /c(u/y) 

2 
+ (Bo

2
/c)u

2
 
 
 Qo/c(T-To)                                                                            IV.33 

 

 En estas ecuaciones u y T son las x-componente de velocidad y la temperatura respectivamente. P = p+gx está 

definida como la diferencia entre presión y presión hidrostática. Los símbolos , , , k y c representan densidad del 

fluido, viscosidad dinámica, viscosidad cinemática, conductividad térmica y calor específico a presión constante, 

respectivamente. Otros símbolos han sido también considerados: , g, , Bo y Qo como los coeficientes de expansión 

térmica, aceleración de gravedad, conductividad eléctrica del fluido, inducción magnética y coeficiente de 

generación ó absorción de calor, respectivamente. Derivando la ecuación IV.32 respecto de la componente x, el 

resultado es:  

 

T/x = 0                                                                                                                                                                                                       IV.34 

La ecuación IV.34 indica que la temperatura es una función de la componente y. Combinando los términos de las 

ecuaciones IV.32 y IV.33 se obtiene la siguiente ecuación: 

 


4
u/y

4
 - (Bo

2
/)   Qo/k) 

2
u/y

2
   Qo/k (Bo

2
/) u   Qo/kA/ - g/k (u/y)

2
 - (Bo

2
g/k) u

2 
= 0 

                                                                                                                                                                                     IV.35 

 Se ha de destacar para paredes isotérmicas el valor T0 = (T1 - T2/ 2) si T1 T2. En consecuencia para este caso 

 Rt = 1.0 y las condiciones de contorno son las siguientes: 

 

u (-L/2) = 0, u(L/2) = 0                                                                                                                       

u(-L/2) = A/ - (g (T1 - To)/ + (Bo
2
/) u(-L/2)                                                                                                         IV.36b                  

 

u(L/2) = A/ - (g (T1 - To)/ + (Bo
2
/) u(L/2)                                                                                                            IV.36c 

 

T (- L/2) = (T1 −  T2) / 2ΔT, T (L/2) = (T2  − T1) / 2ΔT                                                                                                   IV.36d 
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Las ecuaciones anteriores pueden ser escritas en forma adimensional empleando los siguientes parámetros 

adimensionales: 

 

Y = y/D, U = u/uo,  = (T - Tw)/T, Grt = gTD
3
/

2
, M = (Bo

2
/) D

2
, Re = uoD/, Pr = c/k, Br = uo

2
/kT, 

ϕ = QoD
2
/k, τ = tuo

2
/, Rt = (T2 - T1)/T, Rqt = (T2 - T0)/T, Rtq = (T1 -T0)/T                                                              IV.37 

                                                                                                                               

 uo = AD
2
/(48) es la velocidad de referencia, T es la diferencia de temperatura, D = 2L es el diámetro hidráulico, Br 

es el número Brinkman, M el número Hartmann, Re el número Reynolds y ϕ el coeficiente de absorción o 

generación de calor.  

 

Las ecuaciones IV.33, IV.35 y IV.36 pueden ser expresadas en forma adimensional mediante las expresiones de 

IV.37 siendo: 

 

     
2
U/Y

2
 +  +Br (U/Y)

2
 + BrM

2
U

2 
= 0                                                                                                                     IV.38 

 
4
U/Y

4 
- (M

2
  ) 

2
U/Y

2
   M

2
U - Grt/ReBr (U/Y)

2
 - Grt/ReBrM

2
U

2
 
 
  48 = 0                                          IV.39 

 

 U (-1/4) = - 48 + Rt/2Grt/Re                                                                                                                                             IV.40a  

 U (1/4) = - 48 + Rt/2Grt/Re                                                                                                                                               IV.40b 

  (-1/4) = - Rt/2,  (1/4) = Rt /2                                                                                                                                          IV.40c 

 

La ecuación IV.39 puede ser reducida a una ecuación de segundo grado mediante el cambio de variable: 

H = 
2
U/Y

2
                                                                                                                                                              IV.41  

Así la nueva ecuación en términos de H se puede expresar:  

 


2
H/Y

2 
- (M

2
    ) H    M

2
U - Grt/ReBr (U/Y)

2 
- Grt/ReBr M

2 
U

2 
 48 = 0                                                      IV.42 

Incorporando el término transitorio en las ecuaciones IV.32 y IV.33:  

 

T/t + uT/x = k/c
2
T/y

2
 + /c (u/y) 

2 
+ (Bo

2
/c) u

2 
 Qo /c (T-To)                                                             IV.43 

 

u/t + uu/x = -1/P/x + g (T-T) + 
2
u/y

2
 - Bo

2
u/                                                                                       IV.44 

  

La forma adimensional de las ecuaciones IV.43 y IV.44 son escritas como: 
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Re
2 
U/τ =  Gr/Re + 48 + 

2
U/Y

2
 – M

2
 U                                                                                                                    IV.45 

  

Re
2 
Pr /τ = 

2
/Y

2
 +Br (U/Y)

2
 + BrM

2
U

2
 +                                                                                                      IV.46 

 

Para las paredes (q1-T2) las condiciones de contorno térmicas para las paredes del canal pueden ser escritas en forma 

adimensional: 

 

q1 = - k dT/dy (-L/2) , T(L/2) = T2                                                                                                             

                                                                                                                                                                                      IV.47 

  

La forma adimensional de la ecuación IV.47 puede ser obtenida mediante el uso de las ecuaciones IV.37 con  

∆T = q1D/k para dar ′ (-1/4) = -1, (1/4) = (T2 - T0)/∆T                                                                                                  IV.48 

 

Derivando la ecuación IV.32 con respecto a y con dP/dx = A  obtenemos: 

 


2
u/y

2
 - (Bo

2
/) u/y + (g/) T/y = 0                                                                                                                      IV.49 

 

La ecuación IV.49 expresada en forma adimensional:  

 

U′′′ - M
2
U′ + Gr/Re ′ = 0 

                      IV.50 

Evaluando la ecuación IV.50 en la pared izquierda: 

 

U′′′ (-1/4) - M
2
 U′ (-1/4) = Grt/Re                                                                                                                              IV.51 

 

La condición de contorno en la pared derecha es: 

 

U(1/4) = - 48 - Rqt/2Grt/Re                                                                                                                                        IV.52 

La condición de contorno para el caso de paredes (T1 - q2) : 

 

T (- L/2) = T1,               IV.53 

 

q2 = - k dT/dy (L/2) donde q2 es una constante   

                                                                           

Estas ecuaciones pueden ser adimensionalizadas con ∆T =  q2D/k . Por lo tanto: 

 (-1/4) = T1 - T0/∆T, ′ (1/4) = -1         

                            IV.54 

Finalmente las condiciones de contorno para este caso son: 

U′′′ (1/4) - M
2 
U′ (1/4) = Grt/Re                                                                                                                                  IV.55 

 

           U (-1/4) = - 48 - Rtq/2Grt/Re                                                                                                                                     IV.56 
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Las ecuaciones diferenciales en diferencias finitas que resultan de las ecuaciones adimensionales IV.41 IV.42, IV.45 

e IV.46 son: 

 

HiY + 2(Ui - Ui+Y)/Y - 2(Ui-Y - Ui)/Y = 0                                                                                                                  IV.57                  

 

2 (Hi - Hi+Y)/Y
 
- 2(Hi-Y - Hi)/Y

 
+ (M

2 
 )Hi∆Y  M

2
Ui∆yi + Br ∆Y [(Ui+Y - Ui-Y)

2 
/∆Y + Grt/ReBrM

2
Ui

2
∆Y  

48∆Y = 0                                                                                                                                                                             IV.58 

 

(∆YRe
2
) dUi /dτ + 2 (Ui - Ui+Y) / Y

 
– 2 (Ui-Y - Ui) / Y- (Өi Grt/Re + 48) ∆y + M

2
Ui ∆Y = 0                                IV.59  

 

(∆YRe
2 
Pr) di/dτ + 2(i - i+y) /Y- 2(i-y - i)/Y – Br∆y [(Ui+Y - Ui-Y)

2
 /∆Y] - BrM

2
Ui ∆Y

2
 – ∆Y i = 0 

                                                                                                                                                                                  IV.60 

Definiendo las corrientes para las ecuaciónes IV.57 resulta:  

JU, i +Y = (Ui - Ui+Y) / (Y/2)                                                                                                                                                                IV.61a 

JU, i -Y = (Ui-Y - Ui) / (Y/2)                                                                                                                                                                 IV.61b 

J1 = Hi Y                                                                                                                                                                                                    IV.61c 

Las ecuaciones anteriores se puede expresar del modo siguiente: JU, i+Y -   JU, i-Y - J1 = 0                                          IV.62  

Definiendo las corrientes para la ecuación IV.58 resulta: 

 

JH, i+Y = (Hi - Hi+Y) / (Y/2)                                                                                                                                                               IV.63a 

JH, i-Y = (Hi-Y - Hi) / (Y/2)                                                                                                                                                                 IV.63b 

 

JM
2
 = (M

2
  )

 
Hi ∆Y                                                                                                                                                                               IV.63c 

 

JM
2
 = M

2
Ui ∆Y                                                                                                                                                                                      IV.63d 

J = 48 ∆Y                                                                                                                                                                                                IV.63e  

 

JGr Ui = Br ∆y [(Ui+Y - Ui-Y) 
2
/
 
∆Y]

                                                                                                                                                                                                                                                                       IV.63f 

 

JBr Ui
2
 = Grt/Re Br M

2 
Ui

2
 ∆Y                                                                                                                                                                IV.63g                                
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Estas corrientes se expresan mediante la ley de Kirchhoff: 

 

 JH, i+Y- JH, i-Y +JM
2
 - JM

2
ϕ + JGrUi + JBrUi

2
 - Jϕ = 0                                                                                   IV.64   

 

                                                               

 Definiendo las corrientes para la ecuación IV.59 resulta: 

 

 

    JU, i +Y = (Ui - Ui+Y) / (Y/2)                                                                                                                             IV.65a  

 

  JU, i-Y = (Ui-Y - Ui) / (Y/2)                                                                                                                                               IV.65b 

 

JUi Өi = (Gr / Re Өi + 48) Y                                                                                                                                 IV.65c       

 

JUi C = (∆yRe
2
) Ui/τ                                                                                                                                                           IV.65d 

 

 JUi Mi = M
2
UiY                                                                                                                                                                      IV.65e 

 

 Con estas corrientes la ecuación se puede expresar en forma de la ley de Kirchhoff 

JUi C + JU, i+Y - JU, i-Y - JUi Өi + JUi Mi = 0                                                                                                             IV.66 

 

 

Definiendo las corrientes para la ecuación IV.60 resulta: 

 

  

J, i+Y = (Ui - Ui+Y) / (Y/2)                                                                                                                                               IV.67a 

 

J,i-Y = (Ui-Y - Ui) / (Y/2)                                                                                                                                                 IV.67b 

  

Ji = ∆Yi                                                                                                                                                                                                          IV.67c 

  

JiRe = (∆YRe
2
Pr) I/τ                                                                                                                                                       IV.67d 

 

JiM = BrM
2
Ui ∆Y

2
                                                                                                                                                                 IV.67e 

  

JiBr = Br∆Y [(Ui+Y - Ui-Y) 
2 
/ ∆Y]                                                                                                                                   IV.67f 

 

Expresando estas corrientes mediante la ley de Kirchhoff  

 

Ji Re + J, i+Y - J, i-Y - Ji M - JiBr - Ji = 0                                                                                                          IV.68 

 

   

 



 

 

96 

 

                                                                                 Modelos en red 

 

 

Diseño de circuitos 

    

   Figura IV.16. Nomenclatura y modelo en red válido para la ecuación IV.41 de cambio de variable 

 

 

 

                       Figura IV.17. Nomenclatura y modelo en red válido para la ecuación IV.42 de velocidad del fluido H 

 

 

 

RU, i-y/2 

 

 Yi+Y 

Yi 

Yi-Y 

 Ui 

Y 

 Ui+1-y/2 = Ui+y/2 Ui-1+y/2 = Ui,-y/2 

 

JU, i+1-/2 = JU, i+/2  JU, i-1+y/2 = JU,i-y/2   

 

RU,i+y/2 

 

Ecuación 

Movimiento 

U 

G1 

{Hiy} 

 

  J1 

 
    

RH,i-y/2 

 

Yi+y/2 

Yi 

Yi-y/2 

 JBrUi 

 

 

 Ui 

Y 

 Hi+1-y/2 = Hi+y/2 Hi-1+y/2 = Hi,- y /2 

 JH, i+1-y/2 = JH, i+y/2 
JH, i-1+y/2 = JH, i-y/2   

RH, i+y/2 

GBrUi
2
 

JGrUi 

Ecuación de 

Velocidad H 

 

{Gr/Re Br (Ui+Y -Ui-Y)
2
} 

 

{48∆y} 
 

JM
2
 

 

{(M
2
)Hi ∆y}        

JM

2 

G 

GGrUi 

   JBrUi
2 

Gr/ReBrM
2
Ui

∆y 

GM
2
 

  + 
  -  

 

 M2
 Ui∆y 

GM
2
 
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             Figura IV.18. Nomenclatura y modelo en red válido para la ecuación IV.45 de velocidad del fluido U 

 

 

 

 

 

                       Figura IV.19. Nomenclatura y modelo en red válido para la ecuación IV.46 de temperatura   

 

 

 

 
 

RU, i-Y 

Yi+Y 

Yi 

Yi-Y 

 JUiM 

 

 

 Ui 

Y 

 Ui+1-Y = Ui+Y Ui-1+Y = Ui-Y 

 JUi 

 JU,i+1-Y = JU, i+Y 
JUi-1+Y = JU, i-Y      

CUi 

RU, i+Y 

GUiMi 

Ecuación de 

Velocidad U 

{M
2 
UiY} 

 
GUiƟ 

{ƟiE+48} 

JUiƟ 

 
                        

RƟ, i,-Y 

Yi+Y 

Yi 

Yi-Y 

JƟi M 

 

 

 Ɵi 

Y 

 Ɵi+1-Y = Ɵi+Y Ɵi-1+Y = Ɵi,-Y 

 JƟiC  

 JƟ, i+1-Y = JƟ, i+Y 
JƟ i-1+Y = JƟ, i-Y      

CƟi 

RƟ, i+Y 

GƟiM 
 

GƟiBr 

Ecuación de 

Temperatura Ɵ 

{Ɵi+ , Ɵi-Y} 

{BrM
2
Ui ∆y

2
} 

GƟiϕ   

{Ɵiϕ} 

JƟiϕ   

JƟiBr 
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Descripción de los circuitos 

La figura lV.16 muestra el circuito para la ecuación IV.41. En este circuito JU, i-Y/2 y JU, i+Y son las corrientes que 

abandonan y entran a la celda respectivamente, implementadas mediante dos resistencias de valor “Y2”. El único 

generador de corriente controlado por voltaje es G que proporciona “HiY”. 

 

 La figura IV.17 muestra el circuito para la ecuación IV.42, para obtener la velocidad H del fluido. En este circuito, 

JH,i+Y y JH,i-Y son las corrientes que abandonan y entran a la celda, respectivamente, que son implementadas 

mediante dos resistencias de valor “Y2“. Se han utilizado cinco generadores de corriente controlados por voltaje 

(GM
2
, GM

2
, G, GGrUi y GBrUi

2
) para generar las corrientes JM

2
, JM

2
, J, JGrUi y JBrUi

2
, respectivamente. El generador GM

2
 

proporciona (M
2
) Hi ∆Y. 

 

GM
2
 genera M

2
Ui ∆Y siendo Ui el voltaje (velocidad) del nodo i. G genera 48∆Y y el generador GGrUi 

proporciona Gr/ReBr (Ui+Y - Ui-Y)
2
, siendo Ui+Y y Ui-Y   los voltajes (velocidades) de los nodos i+Y y i-Y, 

respectivamente. Por último, el generador GBrUi
2
 proporciona Gr/ReBrM

2
Ui

2
∆Y. 

 

Para generar las condiciones de contorno en el caso de paredes (T1  T2), es necesario emplear dos fuentes de tensión 

de valores U(-1/4) = -48 + Rt/2Gr/Re  y U(1/4) =  -48 - Rt/2Gr/Re  junto con dos fuentes de voltaje constantes 

U (-1/4) = 0 y U (1/4) = 0.  

 

La figura IV.18 muestra el circuito para la ecuación IV.43. JU, i-Y/2   y jU,i+Y  son las corrientes que abandonan y entran 

a la celda, respectivamente, implementadas mediante dos resistencias de valor Y2. La corriente JUiC es 

implementada mediante el condensador C que se rige por la expresión (∆yRe
2
) Ui/τ. Los generadores de control de 

corriente GUiMi y GUiƟ, proporcionan JUiMi y JUiƟ, respectivamente. GUiMi proporciona M
2
Ui Y siendo Ui el voltaje 

(velocidad) del nodo i. GUiƟ proporciona (Gr/Re Өi + 48)Y” siendo Өi, el voltaje (temperatura) en el nodo i. El 

último requisito para poder completar este circuito es la implementación de las condiciones de contorno, mediante 

fuentes de voltaje constantes nulas U (-1/4) = U (1/4/) = 0. 
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La figura IV.19 muestra el circuito para la ecuación IV.60. En este circuito J, i-Y/2   y j,i+Y  representan las corrientes 

que abandonan y entran a la celda para la temperatura, implementadas mediante dos resistencias cuyo valor es Y2. 

Para el diseño de este circuito son necesarios tres generadores de corriente controlados por voltaje, para generar las 

corrientes Ji , JiM y JiBr respectivamente. Ji genera “∆Yi” siendo i el voltaje en el nodo i, JiM genera 

“BrM
2
Ui∆Y

2
” siendo Ui el voltaje del nodo i y la última corriente JiBr proporciona el valor “Br ∆Y [(Ui+Y - Ui-Y) 

2
/
 

∆Y] “. El condensador del circuito Ci C = ∆YRe
2
Pr genera la corriente JiRe.  

Las condiciones de contorno para el caso de paredes (T1  T2) son implementadas mediante fuentes de voltaje 

constantes (-1/4) = -Rt/2 y (1/4) = Rt/2.  

 

4.2.4. Fluido no newtoniano  

Análisis matemático  

 

La aproximación de segundo orden de la ecuación general dada por Rivlin y Erickson se puede escribir de la 

siguiente forma: 

T = - pI + μA1 + α1A2 + α2 A1
2
                                                                                                                    IV.69 

T es la tensión, p la presión, I el vector unitario, α1 y α2 los módulos de tensión normal y A1 y A2 las tensiones 

cinemáticas definidas: 

 

A1 = gradV + (gradV) 
T                                           

 IV.70
 

A2 = dA1/dt + A1 (gradV) + (gradV) 
T 

A1, V es la velocidad, grad el gradiente y d/dt la diferencial con respecto al 

tiempo. 

 

Para los fluidos del tipo IV.69 que son compatibles con la Termodinámica, verifican: 

 i) Todos los movimientos del fluido cumplen la desigualdad de Clausius-Duhem. 

ii) Se asume que la energía libre específica de Helmholtz es mínima cuando el fluido esté en equilibrio. 

μ ≥ 0,  α1 ≥ 0,  α1 + α2 = 0                                                                                                                                       IV.71 

  

Podemos considerar los flujos unidireccionales de la forma:  

V = u (y, t) i                                                                               

                                                                                         IV.72 
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En la expresión IV.72, u es la velocidad en la dirección de coordenadas x e i el vector unitario en la dirección x. 

 

Substituyendo en la expresión IV.69 la tensión T en el balance del momento lineal  

div T+ ρb = ρdV/dt                              IV.73   

y utilizando la expresión IV.72, considerando la condición de fluido incompresible, obtenemos 

μ ∂
2
u/∂y

2 
+ α1 ∂

3
u/∂y

2
∂t – ρ ∂u/∂t = ∂p/∂x                                                                                                           IV.74 

ρ es la densidad del fluido y b es el campo conservativo. Esta ecuación implica la existencia del siguiente flujo, para 

el caso de un fluido de segundo grado. 

 

Primer caso: “Flujo entre dos límites rígidos con inicio repentino de movimiento” 

 

Supongamos ahora que el fluido está limitado por dos límites rígidos en y = 0 e y = d. 

 Las superficies en y = 0 e y = d están inicialmente en reposo y repentinamente alcanzan velocidades estacionarias U0 

y U1, respectivamente. La ecuación diferencial que rige este proceso es: 

 

ρ∂u/∂t - μ ∂
2
u/∂y

2
 - α1 ∂

3
u/∂y

2
∂t = 0                                                                                                                     IV.75 

con las condiciones de contorno:  

u (0,t) = U0, u(d,t) = U1                                                                                                                                          IV.76 

 u (y,0) = 0, para 0 < y ≤ d    

 u (y,t) = Φ(y) – Ψ(y,t)                                                                                        IV.77 

 

Φ (y) es una función independiente del tiempo, que representa la solución en estado estacionario, α1 es el modulo de 

esfuerzos normal, y Ψ (y, t) es una función que representa la desviación para el estado estacionario. Insertando la 

ecuación IV.77 en la ecuación IV.74, hallaremos que las funciones Φ (y) y Ψ (y, t), satisfacen respectivamente. 

 

 d
2
Φ/dy

2
 
 
= 0                                                                                                                      IV.78 

 μ ∂
2
Ψ/∂y

2
 + α1 ∂

3
Ψ/∂y

2
∂t – ρ ∂Ψ/∂t = 0                                                                                      IV.79 

   

con las condiciones de contorno: 

Φ (0) = U0, Φ (d) = U1,  Ψ (0, t) = 0,  Ψ (d, t) = 0, t > 0,                                                                     IV.80 

 Ψ (y, 0) = Φ (y)                                                                                                                                                                    IV.81 
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Resolviendo para Φ (y), utilizando las ecuaciones: IV. 78 y IV.80 

Φ (y) = U0 + y/d (U1-U0)                                                                                                                                        IV.82 

La función Ψ (y, t) la obtendremos a partir de la ecuación IV.79, y las condiciones de contorno IV.80.  

Una solución para Ψ que satisface estas dos condiciones de contorno es la siguiente: 

 exp [-β1(nπ/d)
2
] sin(nπ/d)                                                                                                                                     IV.83 

siendo  β1 = μ / (ρ + α1 (nπ/d)
2
)                                                                                      IV.84 

siendo n un número entero. Ahora intentaremos satisfacer la condición para Ψ en t = 0, utilizando todo el conjunto de 

soluciones: 

 ΣAn sin (nπ/d) = Ψ (y, 0) = U0 + y/d (U1 - U0)                                                                                    IV.85 

Esto requiere:  

An = 2/d ∫ (U0 + y/d (U1 - U0)) sin (nπ/d) dy =  2U0/nπ - 2U1 (-1)
n
/ nπ                                                           IV.86 

La distribución de velocidad está dada por:  

u (y, t) = (U0 + y/d (U1 - U0)) – 2/π Σ1/n (U0  – U1cosnπ) exp [-β1(nπ/d)
2
t] sin(nπy/d)                                 IV.87 

 

Segundo caso: “Flujo debido a dos límites infinitos, uno oscilante y otro libre” 

 

En este caso el fluido está rodeado por un límite rígido en y = 0 y otra libre en y = d. El fluido está inicialmente en 

reposo y comienza a moverse de repente debido al movimiento de la placa en  

y = 0. La ecuación que rige este proceso es de nuevo IV.75                                                                                       

 

La diferencia con el caso anterior, está en las condiciones de contorno. En esta ocasión las condiciones son: u(0,t) = 

U0 , ∂u(d,t)/∂y = 0 en t > 0 y (u(y,0 ) = 0 en 0 < y ≤ d                                                      IV.88 
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La solución analítica obtenida en este segundo caso es la siguiente: 

u(y,t) = U0{ 1+ 4/π Σ1/(2n+1) [cos (2n+1) π/2-1] exp [-β2((2n+1)π/2d))
2
t] sin(2n+1) π y/2d }  

siendo β2 = μ/[ρ + α1 (2n+1)
2
π

2
/4d

2
]
-1
                                                                                      IV.89 

 

 

Modelado en red 

 

Se presenta en este apartado, el modelo en red perteneciente al primer caso planteado en este apartado. El método 

empleado parte de la ecuación diferencial IV.75 obtenida mediante una discretización espacial en la que el tiempo 

permanece como una variable continua. La discretización correspondiente se presenta de la siguiente forma : 

ρydUi/dτ + 2(Ui - Ui+y)/y - 2 (Ui-y - Ui)/y - 2 (Ui+y - Ui-y) (1/y + Uhi) α1 / (ρyy) +  2 (Ui+y - (1/y + Uhi) α1/ (ρyy) = 0                                                                                                                                          

IV.90 

     A partir de esta ecuación discretizada, podemos definir los correspondientes flujos de velocidad, junto con la ley de 

Kirchoff, y el correspondiente diseño del circuito eléctrico. 

 

 

 

Flujos de velocidad:                                                                    IV.91 

JUi  = ρ ydUi/dτ 

JG1i  = 2 (Ui - Ui-y) (1/y+ Uhi) α1 / (ρy
2
)  

JG2i   =  (Ui+y - Ui) (1/y+ Uhi) α1 / (ρy
2
) 

Estas ecuaciones son las de Kirchhoff: 

JUi - JG1i + JG2i = 0                                                                                                                                                    IV.92 
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Diseño de circuitos 

 

 

 

         Figura IV.20. Nomenclatura y modelo en red válido para la ecuación movimiento U 

 

En este último circuito JG1i y JG2i son las corrientes que abandonan y entran a la celda elemental, implementadas 

mediante dos generadores corrientes controlados por tensión (G1, G2), para generar las corrientes anteriores. De este 

modo, G1 genera: 2(Ui+y - Ui-y) (1/y + Uhi) α1/ (ρy
2
), siendo Ui-y y Ui, los voltajes (velocidades) en los nodos i - 

y, i, respectivamente y “Uhi = ρy dUi/dτ”, obtenida mediante un convertidor corriente/tensión colocado en serie del 

condensador y a masa. Análogamente G2 genera: 2(Ui+y - Ui-y) (1/y + Uhi) α1 / (ρy
2
). Se han empleado dos 

resistencias de valores y2. Mientras, la corriente JUi es implementada mediante un condensador de capacidad CUi = 

ρy, obteniéndose de esta forma la corriente JUi = ρ ydUi/dτ. Las condiciones de contorno son implementadas por 

una fuente de voltaje constante en y = 0 e y = d para simular la velocidades (U = U0, U = U1). La condición inicial U 

= 0 para  = 0 se aplica al condensador Ci. 

 

 

 

 

 

  

 

 

  G2 

 Ui 

y 

Ui+Y 
Ui-y 

  JUi JG2i 
JG1i 

Ci 

{ Ui-y, Ui, Uhi }   

   G1     G2  

{Ti,Ti+x,Vi+x} 

  + 
  -  

 

{Uhi} 

R R {      } 

{Ui-y, Ui, Uhi }   
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4.2.5. Convección libre magnetohidrodinámica en un medio poroso 

 

Análisis matemático 

 

 

 
En esta sección consideramos un fluido bidimensional inestable, laminar, viscoso, conductor de electricidad a través 

de una superficie vertical permeable semi-infinita en un medio poroso y en presencia de un campo magnético 

transversal uniforme y de los efectos de flotabilidad de concentración y térmica. Las propiedades del fluido son 

constantes. La concentración de difusión de especies es muy pequeña en comparación con otras especies químicas. 

Las ecuaciones que rigen el proceso son las siguientes: 

 

 

 v/y = 0                                                                                                                                                                   IV.93            

u/t' + v u/y = 
2
u/y

2
+ gT (T -T) + gC (C' - C ) – (σB

2
o/p +/K٭)u                                                               IV.94                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                          

T/t’ + v T/y = k/ρcp 
2
T/y

2
 - Qo/ρcp   (T-T) + R*(C’ - C∞)                                                                                    IV.95 

                                                                                                                                                 

C'/t'+ v C'/y  = D
2
C'/y

2 
– KL(C' - C∞)                                                                                                                      IV.96 

 

 

En estas ecuaciones x e y son las distancias dimensionales a lo largo y ancho de la superficie respectivamente. u y v 

son las componentes de la velocidad dimensional en las direcciones x e y respectivamente, T es la temperatura 

dimensional, C es la concentración dimensional, Cw  y Tw  son la concentración y temperatura en la parted de la 

superficie, respectivamente, q es la densidad del fluido, υ es la viscosidad cinemática, cp  es  el calor específico a 

presión  constante, σ  es  la conductividad eléctrica,  B0 is la inducción magnética, K* es la permeabilidad del medio 

poroso, Q0 es el coeficiente de absorción de calor dimensional, R es el coeficiente de proporcionalidad del coeficiente 

de absorción de radiación, D es la difusividad de masa, g es la aceleración de la gravedad, and T and c son los 

coeficientes de expansión de concentración y térmica, respectivamente y KL  es el parámetro de reacción química.  

 

Las disipaciones  viscosa y magnética son insignificantes en este estudio. D es la difusividad molecular química, 

µ es la viscosidad del fluido, σ es la permeabilidad magnetica del fluido, V0 es la velocidad de succión 

constante, k es la conductividad térmica, q es el flujo de calor por unidad de área. De la ecuación IV.93 

se deduce que v = u0 correspondiente a la velocidad constante normal a la superficie. 
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Las correspondientes condiciones de contorno para la velocidad, temperatura y concentración son las siguientes : 

 

 

u = 0, T  =  Tw, C' = Cw  para  t’≤ 0  

u = 0, T = Tw, C' =  Cw  para  y'= 0, t’˃ 0 

u→0,  T→T∞, C'→C∞  para  y'→∞, para t’˃ 0            IV.97      

 

 

Las ecuaciones anteriores son adimensionalizadas mediante los siguientes parámetros:                                                                                                                      

 

Y = yu0/, U = u/ u0, Ө = (T- T) /(Tw -T), C = (C'- Cw)  /(Cw - C),  t = t' u0
2
/, Grt = g T  (Tw - T)/u0

3
, Grc =  g C 

(Cw  - C)/u0
3
, Pr = μCp/k,  Sc = /D, K’ = K

*
/u0

2
, R = σR٭(Cw - C∞)/(Tw - T∞) V0

2
, M = σB0

2
/pV0

2
, ϕ = 

Q0/pcpV0
2
, K = KL/V0

2
                                                                                                                                                     IV.98 

 

De acuerdo con las expresiones IV.98 las ecuaciones IV.94 - IV.96 pueden ser expresadas de la siguiente forma : 

 

U/t - U/y = 
2
U/Y

2
 + Gr tӨ + Grc C – (M+1/K’)U                                                                                                  IV.99 

 

Pr Ө/t - PrƟ/y  =  
2
Ө/Y

2
 – PrϕӨ +PrRC                                                                                                               IV.100                                                                                              

                                                                                                                             

Sc C/t - ScC/y =  
2
C/Y

2
– ScKC                                                                                                                            IV.101                                                                                                 

 

   

Las condiciones de contorno correspondientes:                                                                                                              IV.102          

 

U = 0, Ɵ = 0, C = 0 para t ≥ 0            

 
U = 0, Ɵ = 1, C = 1 para Y = 0, t ˃  0 

 

U→0, Ɵ→0, C→0,  para Y→∞, t ˃  0 
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Modelado en Red 

 

Las ecuaciones diferenciales en diferencias finitas son las siguientes : 

 

YdUi/dτ - (Ui+Y - Ui-Y) = 2 (Ui-Y - Ui)/Y - 2(Ui - Ui+Y)/ + Grt Өi Y+ Grc Ci Y - (M+1/K)UiY  

 

PrYdӨi/dτ - Pr (Ɵi+Y - Ɵi-Y)  =  2 (Өi-Y - Өi)/Y - 2(Өi - Өi+Y)/Y – PrϕƟiY + PrRӨi Y                            IV.103                                    

 

ScYdCi/d τ - Sc(Ci+Y - Ci-Y)  =  2 (Ci-Y - Ci)/Y - 2 (Ci - Ci+Y)/Y – Sc φ Ci Y 

 

 

 

Definiendo las correspondientes corrientes:  

 

 

(i) Ecuación de movimiento:                                                                                                                                              IV.104               

        

JU,i+Y  = (Ui - Ui+Y)/(Y/2) 

 

JU,i-Y = (Ui-Y - Ui) /(Y/2) 

 

JUiτ    =  YdUi/dt  

                                                                                                                      

JUiGrt = Grt Өi Y 

 

JUiGrc = Grc Ci Y 

 

JUi  = (Ui+Y - Ui-Y) 

 

JUi M = (M+1/ K’) Ui Y 
 

 

 

JU,i+Y  y JU,i-Y son las corrientes que abandonan y entran a la celda de velocidad implementadas mediante dos resistencias de valor 

Y2. De igual modo, la corriente JUi se implementa mediante el condensador CUiτ = YdUi/dt. Por último se destacan cuatro 

generadores de corriente (GUiGr , GUiGm,  GUi y GUiM ) para generar las corrientes JU
2
Mi, JUGmi, JUGri y JUi, , respectivamente. GUiGr genera 

“GrtӨiY”, con Ɵi siendo el voltaje (temperatura) of the node i. GUiGm proporciona “GmCiY”, con Ci siendo el voltaje 

(concentración) del nodo i. GUi  proporciona (Ui+Y - Ui-Y), con  Ui+Y  y Ui-Y  siendo los voltajes (velocidades) de los nodos 

i+Y y  i-Y, respectivamente. Finalmente, el generador de corriente de control de voltaje GUiM genera “(M+1/K)UiY” con Ui 

siendo el voltaje (velocidad) del nodo i. El requerimiento final es la incorporación de las condiciones de contorno. La 

correspondiente condición de contorno de primer tipo, requiere una fuente de voltaje constante. 
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                                                                                 Modelos en red 

 

 

(ii) Ecuación de temperatura:                                                                                                                                            IV.105  

                     

       

J, i+Y = (Өi - Өi+Y)/ (Y/2) 

 

J, i-Y = (Өi-Y - Өi) / (Y/2) 

                                                                                                   

JƟiτ = PrYdӨi/dt 

  

JϕƟi = PrϕӨiY 

 

JƟi = Pr (Ɵi+Y -Ɵi-Y) 

 

JRƟ i = PrRӨiY 

 

 

J,i+Y  y J,i-Y  son las corrientes que abandonan y entran a la celda de temperatura implementadas por dos resistencias 

de valor Y2. JI es la corriente implementada por el condensador de capacidad CƟiτ = PrYdUi/dt. En este caso, 

son necesarios tres generadores de corriente de control de voltaje (GϕƟi, GƟi y GRƟi) para generar las corrientes JϕƟi, JƟi 

y JRƟi respectivamente. GϕƟi proporciona PrϕӨiY, con Өi siendo el voltaje (temperatura) del nodo i. GƟi 

proporciona “Pr(Ɵi+ΔY – Ɵi-ΔY)”, con Өi+Y y Өi-Y siendo los voltajes (temperaturas) de los nodos i+Y y i-Y, 

respectivamente, y GƟi  proporciona “PrRƟiΔY” . 

 

 

 (iii) Ecuación de concentración:                                                                                                                                       IV.106 

         

 

JC, i +Y = (Ci - Ci+Y) / (Y/2) 

 

JC, i-Y = (Ci-Y - Ci)/ (Y/2) 

  

JCiτ = ScYdCi/dt 

                                                                                                                        

JCiφ = ScK’CiY 

 

JCi = Sc (Ci+Y - Ci-Y) 
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                                                                                 Modelos en red 

 

 

JC,i+Y y JC,i-Y son las corrientes que abandonan y entran a la celda de concentración implementadas por dos 

resistencias de valor Y2. JCi es la corriente implementada por el condensador de capacidad ScYdCi/dt . Se 

necesitan dos generadores de corriente (GCiφ, y GCi) para generar las corrientes JCiφ y JCi respectivamente. GCiφ  

proporciona ScφCiY, con Ci siendo el voltaje  (concentración) del nodo i, y GCi  proporciona “Sc (Ci+ΔY – Ci-Y)”, 

con  Ci+Y and  Ci-Y  los voltajes de los nodos  i+Y and  i-Y , respectivamente.  

 

 

  Las ecuaciones anteriores son las ecuaciones de Kirchhoff siguientes:                                                                     IV.107 

 

- JUiτ    + JU,i-Y - JU,i+Y  + JUGri + JUGmi+JUi -JUiM  = 0 

          

-JƟiτ + J,i-Y - J,i+Y + JRɵi- JϕƟi+ JƟi  = 0 

 

-JCiτ + JC,i-Y - JC,i+Y - JCiφ+ JCi = 0  
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5.1. Introducción 

En este capítulo se realiza una simulación numérica estacionaria y transitoria, de todos los problemas abordados en 

esta memoria. Los resultados de temperatura, velocidad, presión y concentración son presentados numéricamente 

mediante representaciones gráficas. Los resultados obtenidos nos revelan el efecto de la influencia de los parámetros 

involucrados en cada caso analizado, mostrándose además otros resultados obtenidos por otros autores, para hacer 

constar que los obtenidos con el MESIR son correctos. Se observa una gran precisión y fiabilidad en los problemas 

estudiados dentro del campo de la mecánica de fluidos. 

 

5.1.1. Fluido magnetohidrodinámico y transferencia de calor sobre 

un disco giratorio 

Las figuras V.1 y V.2 muestran el alto grado de fiabilidad entre los resultados estacionarios de las componentes axial 

y radial de velocidad, entre los datos numéricos ofrecidos por el MESIR y los datos obtenidos por el estudio 

realizado por los investigadores [Sparrow y Cess 1960, citada en la página 37] y [Takhar 1968, citada en página 37]. 

Este análisis comienza con la representación de las figuras de las componentes de velocidad H, F, G se corresponden 

con las, axial, radial y tangencial. A continuación se representarán los resultados de temperatura  y presión P. Las 

figuras expuestas representan los resultados de velocidad para los valores del parámetro M = 0, 0.5, 1, 2 y 4 y los 

resultados de temperatura para los valores del número de Prandtl Pr = 0.7, 3, 7, 10 y 20.  
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Figura V.1. Comparación de resultados para el efecto del parámetro magnético M sobre la componente axial  

de velocidad   –H 
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Figura V.2. Comparación de resultados para el efecto del parámetro magnético M sobre la componente radial de 

velocidad F   

 

 
El campo magnético está aplicado en la dirección axial, y no hay una fuerza magnética que actúe retrasando la 

componente axial de velocidad. Existe la componente radial de la fuerza magnética, Fr = - rwFBo
2
 que se opone a la 

velocidad radial. El decrecimiento de la velocidad radial está reflejado como un decrecimiento de la velocidad axial, 

tal y como se refleja en las figuras V. 1 y V. 2. 

 

De la figura V.1 se puede deducir que la velocidad en la dirección axial -H, se hace más constante cerca de la 

superficie del disco conforme el valor del parámetro magnético incrementa. 

 En la figura V.2 también se puede comprobar el decrecimiento de la velocidad en la dirección radial F conforme 

aumenta el valor del parámetro M. 

 

 

El campo magnético también induce otra fuerza en la dirección tangencial F  =  - rwGBo
2
, la cual tiende a oponerse 

directamente a la velocidad  tangencial, según se observa de la figura V.3 los valores de la velocidad tangencial 

decrecen cuando aumenta el valor del parámetro  M.  

 

 

 

 



 

 

112 

 

                                                                       Análisis y validación de resultados 

 

 

 

                           

 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 1 2 3 4 5 6 7

  

G 

m=0  
M = 0,0.5 ,1.0,2.0 y 4.0                

m=2.0  

m=4.0  

 
                   Figura V.3. Efecto del parámetro magnético M sobre la componente tangencial de velocidad G 

 

                      

 

 

 

 

 

 

 

                           

 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 2 4 6 8 10 12 14 16
  

 

m=2.0 

m=1.0 

m=0.5 
Pr = 7.0 

m=0.0 

M = 0, 0.5, 1.0, 2.0 y 4.0                

 
                                  Figura V. 4.  Efecto del parámetro magnético M sobre la temperatura  , para Pr = 7.0 

 

 

 

 
 



 

 

113 

 

                                                                     Análisis y validación de resultados 

  

 

 

 
 

                         

 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 2 4 6 8 10 12 14 16

  

 

m=2.0 

       Pr = 3.0 

m=0.5 

m=1.0
’ 

m=0 

m=4.0 

M = 0, 0.5, 1.0, 2.0 y 4.0                

 
Figura V.5.  Efecto del parámetro del parámetro magnético M sobre la temperatura  , para Pr = 3.0 

 
  

 

 

Una vez analizado el efecto del parámetro magnético M sobre las componentes de velocidad, se procede al análisis 

del efecto del mismo parámetro sobre los resultados de temperatura. En las figuras V.4 y V.5 se han representado los 

resultados de temperatura, para varios valores del parámetro magnético M y número de Prandtl Pr. La figura V.4 

representa la variación de temperatura para los valores del parámetro magnético M = 0, 0.5, 1.0 y 2.0 y Pr = 7.0. 

 

 

 La figura V. 5 expone los resultados de temperatura en función de los valores del parámetro magnético M = 0, 0.5, 

1.0, 2.0 y 4.0 y Pr = 3.0. Estas figuras muestran el crecimiento experimentado por los resultados de temperatura 

cuando el parámetro magnético M aumenta. Debemos destacar que el motivo de esta tendencia se debe al 

decrecimiento de la velocidad axial con el aumento del parámetro magnético.   
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Figura V.6.  Efecto del número de Prandtl Pr sobre la temperatura  

 

 

 

 

La figura V.6 muestra el efecto del número Pr sobre los resultados de temperatura. Los resultados gráficos reflejan, el 

decrecimiento de la temperatura conforme aumenta el número de Prandtl Pr. Además, podemos comprobar, como 

era de esperar, que el espesor de la capa límite térmica disminuye al aumentar Pr. 

 

 

Finalmente, del análisis realizado de la presión P en función del parámetro magnético M (no representado 

gráficamente), se observa el decrecimiento de los valores de presión a medida que incrementa el valor del parámetro 

M. 

 

 

 

Régimen transitorio 

 

En este apartado se analizan los casos no estacionarios, por lo que en el modelo en red elemental omitimos el 

condensador aparecerá el condensador conectado del centro de la celda a tierra. El objetivo es determinar en este 

nuevo caso la influencia de los parámetros relacionados con la rotación del disco. 
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                Figura V.10. Resultados de la componente tangencial de velocidad G, en función de    para M = 1.0 

  

Las figuras representadas en este análisis transitorio representan la evolución temporal de la velocidad, temperatura y 

presión, para varios valores de los parámetros M y Pr. Se puede observar en todos los casos como los valores de las 

componentes de velocidad F, temperatura , y presión –P, incrementan con el tiempo adimensional , hasta alcanzar 

el estado estacionario. Sin embargo, la componente axial de velocidad H decrece conforme aumenta el tiempo (esta 

caso no está representado). Este caso de velocidad axial H, no ha sido representado. Las figuras V.7 a V.16 reflejan 

respectivamente esta tendencia para las restantes componentes de velocidad, temperatura y presión.  
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 Figura V.11.  Resultados de la componente radial de velocidad F, en función de   para M = 0 
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                Figura V.12.  Resultados de la componente radial de velocidad F, para diversos valores de τ y M = 1.0 

 

 

  

A continuación analizaremos la repercusión del efecto del parámetro magnético M. Deducimos que la introducción 

del campo magnético reduce considerablemente el tiempo necesario en alcanzar el estado estacionario. Así, se puede 

verificar de las figuras de velocidad axial –H, para los valores M = 0 y  est = 7.5 en la figura V.7 y M = 1.0 y est = 4.2 

en la figura V.8. 

Por otro lado, la componente tangencial G muestra M = 0 y est = 9.4 en la figura V.9, M = 1.0 y est = 4.8 en la figura 

V.10. Finalmente, para la componente radial F, se obtienen los siguientes valores: M = 0 y est = 6.2 en la figura V.11, 

M = 1.0 y est = 4.9 en la figura V.12. 
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       Figura V.13.  Resultados de temperatura, en función de  , para M = 0 y Pr = 3.0 
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                                       Figura V.14.  Resultados de temperatura , en función de ,  para  M  =  0.5  y  Pr  =  3.0 

 

 

 

Las figuras V.13 y V.14 muestran la evolución temporal de la temperatura , para diferentes valores del parámetro 

magnético M, para el valor del número de Prandtl Pr = 3. Se deduce el aumento del tiempo necesario en alcanzar el 

estado estacionario est cuando aumenta el valor del parámetro magnético M.  Asi, para M = 0, Pr = 3.0, se obtiene est 

= 3.9 (figura V.13) y para M = 0.5, Pr = 3.0, se obtiene est = 9.0 (figura V.14). 
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Las figuras V.15 y V.16 representan la evolución de la presión en función del tiempo adimensional  .  Se observa 

que la presión aumenta con el tiempo.  El incremento del campo magnético para este caso, también reduce el tiempo 

requerido en alcanzar el estado estacionario, según reflejan la figura V.15 para M = 0 y est = 6.0, y la figura V.16 

para M = 1.0 y est = 5.6. 
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5.1.2. Transferencia en masa y calor mediante un flujo 

hidromágnético en una superficie vertical en movimiento  

 

Un polímero o lámina metálica extruídos continuamente desde un boquilla, por medio del empuje  generado por la 

acción de un determinado rodillo o componente cilíndrico, y por medio de un dispositivo de alimentación del 

polímero, son típicos ejemplos de superficies en continuo movimiento. Se asume que la cantidad de fluido eliminado 

de la corriente es demasiado pequeña y que únicamente las partículas cerca de la pared del extrusor serán 

succionadas hacia fuera del mismo. 

 

En una superficie en movimiento de longitud finita la capa límite se desarrolla en dirección opuesta  al movimiento 

del fluido, mientras que sobre una superficie en continuo movimiento,  tal como una lámina o fibra de polímero larga 

y continua extruídas  desde una determinada abertura (dado o boquilla) y conducidas mediante un dispositivo de 

succión hasta el otro extremo del extrusor;  la capa límite sobre la lámina o fibra se origina en la abertura de la 

superficie y se desarrolla en la dirección del movimiento de la superficie. Una especie químicamente reactiva es 

emitida desde la superficie vertical en movimiento en un campo de flujo hidromagnético. Se difunde en el fluido 

donde es sometida a una reacción química simple, isotérmica y homogénea.  

 

En esta sección presentamos los perfiles de velocidad, temperatura y concentración en el estado estacionario. Los 

resultados obtenidos por el método de simulación en red son comparados con los resultados de [Chamkha 2003, 

citada en página 43], siendo muy satisfactorios. Los resultados gráficos son obtenidos en ausencia de campo 

magnético M = 0.0 y en presencia de los efectos de flotabilidad de concentración y térmica, tal y como se aprecia en 

la figura V.17. 

 

Los valores de los parámetros empleados en este análisis son: K = - 0.2, 0 y 2.0; M = 0.0, 0.5, 1.0 y 2.0; Pr = 0.71 y 

7.0; Sc = - 0.16, 0, 0.6, 1.0 y 2.0;  Grt = Grc = 1.0 y 3.0.  Los valores fijos para la simulación numérica se han utilizado 

para poder evitar los errores de convergencia del método en red y también para representar los resultados gráficos 

más interesantes para esta memoria. 
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Las soluciones obtenidas para la velocidad y concentración son válidas en alguna distancia desde la abertura de la 

superficie, aunque la succión está aplicada desde la abertura de la superficie en adelante. Esto se debe a la suposición 

de que los campos de velocidad, temperatura y concentración son independientes de la distancia paralela a la 

superficie. Los fluidos considerados en este estudio son aire (Pr = 0.71) y agua  (Pr = 7.0).  Los efectos de velocidad y 

concentración son estudiados en presencia del parámetro de reacción química.  

 

La figura V.17 representa el caso estacionario para la velocidad U. Los perfiles de velocidad son representados para 

varias combinaciones de los parámetros K, Sc, Pr, ɸ, M, Grt, y Grc. Esta figura presenta el excelente acuerdo de las 

soluciones analítica [Chamkha 2003, citada en página 43] y numérica (MESIR) para diferentes combinaciones de 

parámetros. La plena coincidencia de los resultados es observada para los siguientes casos: (a), (b), (c) y (d) están 

representados para los valores K = - 0.2, 0 y 2.0, Sc = 0.6 y 2.0, Pr = 0.71 y  ɸ  = 0  (e), (f) y (g) representan los 

valores K = 2.0, Sc = 0.6, 1.0  y 2.0, Pr = 7.0 y ɸ = 0. Los valores Grt =  Grc = 1.0 y M = 0.0 permanecen constantes 

en esta Figura 

 

El caso (a) representa ɸ = -0.1. Además. Los casos (a), (b), (c) y (d) son representados mediante líneas discontinuas 

para el valor ɸ = 1.0. Debemos mencionar que K > 0 indica una reacción destructiva, K  ˂0 indica una reacción 

constructiva y ɸ > 0 y ɸ ˂  0 absorción y generación de calor respectivamente.   

 

Se observa claramente que para una reacción química destructiva (K = 2.0) con Sc = 2.0, incrementando Pr produce 

valores de velocidad menores. También, para valores menores de Pr (Pr = 0.71) y cualquier valor del parámetro K, se 

observa un máximo en el perfil de velocidad.  

 

Este hecho determina que el máximo de velocidad ocurre en la masa del fluido cercana a la superficie y no en la 

superficie. Además, una reducción de velocidad es apreciada cuando el parámetro de Schmidt Sc (el cual relaciona 

físicamente los espesores relativos de la capa hidrodinámica y la capa límite de transferencia en masa) se incrementa. 

El efecto del parámetro de reacción química K también puede ser explicado. 

  

Cuando el parámetro de reacción química K se incrementa,  la velocidad del fluido disminuye. Finalmente, el efecto 

del coeficiente de generación de calor (ɸ  ˂0) sobre la velocidad del fluido es más pronunciado que el efecto del 

coeficiente de absorción de calor (ɸ > 0).      
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                                               Figura V.17.  Comparación de resultados de velocidad U (caso estacionario)   

 

 

 

 

 

 

 La figura V.18 también refleja un estudio estacionario de la velocidad, en la que se han utilizado los valores: 

 K = 2.0, Pr = 0.71, Sc = 0.6,  = 1.0, Grt = 1.0 y 3.0, Grt = 1.0 y M = 0.0, 0.5, 1.0 y 2.0. Las curvas continuas se han 

obtenido con el valor Grt = 1.0, mientras que las de trazo discontinuo se han obtenido con Grt = 3.0. La influencia del 

campo magnético M y los efectos de flotabilidad térmica son analizados en esta figura. Un incremento en el valor del 

parámetro Grt también incrementa la velocidad del fluido. La aplicación de un campo magnético a un fluido 

conductor de electricidad produce la fuerza de Lorentz, la cual es la causa de la reducción en la velocidad del fluido. 

Afirmamos que la velocidad decrece conforme el parámetro magnético M se incrementa. Se puede observar de esta 

figura que para un campo magnético relativamente fuerte, el máximo de velocidad desaparece en el punto en que la 

velocidad máxima será la de la superficie. 
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                                                           Figura V.18.  Resultados  de velocidad U (caso estacionario) 

   

 

 

 

En la figura V.19 se representa la evolución de la temperatura  para el caso estacionario para distintas 

combinaciones de los parámetros que intervienen en el problema. 

 

 Se emplean los valores de  = - 0.1, - 0.2, 0 y 1.0 y Pr = 0.71 y 7.0. Puede apreciarse que el máximo valor de 

temperatura se corresponde con el valor de generación de calor ( = - 0.1), mientras que cuando se incrementan los 

valores de los parámetros ϕ ó Pr decrecen los valores de temperatura. El efecto del número de Prandtl Pr es el 

esperado y comentado anteriormente en otros casos analizados, su incremento hace disminuir la temperatura y la 

capa límite térmica. Se aprecia además, que para Pr = 7.0, el efecto de la absorción o generación de calor (incluso 

empleando valor superiores a los anteriores) es inapreciable.   
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Figura V.19.  Resultados de temperatura   (caso estacionario)  

 

 
Por último, en la figura V.20 se muestran los la evolución con la posición Y de la concentración en estado 

estacionario. Se muestran varias curvas que responden a diferentes combinaciones entre los valores de K y Sc. Como 

era de esperar, al aumentar el número de Schmidt Sc o el parámetro de reacción química decrece la concentración. 

Se han comparado satisfactoriamente los resultados numéricos proporcionados por el método numérico propuesto 

(MESIR) con los resultados obtenidos por el autor [Chamkha 2003, citada en página 43].  
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Figura V.20. Comparación de resultados de concentración  C  (caso estacionario) 

 

Régimen transitorio 

 

En este apartado se aborda el caso de proceso transitorio. Se van a estudiar varios casos de velocidad, temperatura y 

concentración con diferentes combinaciones de los parámetros involucrados, representados en función de una 

coordenada espacial adimensional Y. 

 

En la figura V.21 se representa el estudio transitorio de velocidad en dos casos particulares ( = 0.0 y 1.0), en función 

de la coordenada espacial no-dimensional Y. Los resultados de velocidad U para los parámetros adimensionales Sc = 

2.0, K = 2.0, Grt = 1.0, Grc = 1.0, M = 0.0 y Pr = 7.0. 

  

Se observa que en el caso de  = 1.0 (curvas continuas), la velocidad aumenta con el tiempo, alcanzando el estado 

estacionario en (est = 9.5). A diferencia, el caso de curvas discontinuas con  = 0.0, la velocidad aumenta con el 

tiempo, y requiere un tiempo menor que el caso anterior para alcanzar el estado estacionario, en concreto  

est = 6.6. 
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 Se observa el decrecimiento del tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario conforme disminuye el parámetro 

de absorción ϕ. En la figura V.22 se muestra la evolución de la velocidad en función de la coordenada Y, para los 

valores de los parámetros: K = 2.0, M = 0.0 y 0.5, Pr = 0.71, Grt = 1.0, Grc = 1.0, Sc = 0.6 y  = 1.0.  

 

 

Las curvas continuas, presentan valores de M = 0.0 y est = 9.4 mientras que las curvas no continuas presentan valores 

de M = 0.5 y est = 8.2. Por lo tanto se deduce una disminución en el tiempo empleado en alcanzar el estado 

estacionario conforme aumenta el parámetro magnético M. 

 

                    

                             
Figura V.21.Velocidad para diferentes valores de  e Y, con Sc = 2.0, K = 2.0, Grt = 1.0, Grc = 1.0, M = 0.0, Pr = 7.0, 

  = 0.0 y 1.0   
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 Figura V.22.  Resultados de velocidad para diferentes valores de   e Y, con Sc = 0.6, K = 2.0, Grt = 1.0, Grc = 1.0,  

M = 0.0 y 0.5, Pr = 0.71 y   = 1.0. 

 

 

La figura V.23 refleja el efecto de los parámetros Grt = 3.0, Grc = 1.0, K = 1.0 y 2.0, M = 0.5, Sc = 0.6,  = - 0.1 y  

Pr = 0.71. Las curvas continuas están representadas para los valores: est = 7 y K = 2, mientras que las curvas 

discontinuas presentan valores:   est = 9 y K = 1. 

 

En la figura V.23 se presenta además una comparación satisfactoria de los resultados de velocidad en estado 

estacionario obtenidos por el MESIR con los resultados proporcionados por [Chamkha 2003, citada en página 43] 

para los siguientes valores: M = 0.0, Sc = 1.0, Pr = 7.0 y ϕ = 1.0. Se observa el decrecimiento en los valores para 

alcanzar el estado estacionario conforme aumenta el parámetro de reacción química K. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

   Y 

U 

 = 6, 7, 8, 9, 

9.4 
 

          M = 0.5,  = 0.0,Grt = 3.0 

Sc = 0.6 y est = 8.2 

 

 

 

 

 = 5, 6, 7, 8 y 8.2 
 

 = 6,7,8,9 y 9.4 
 

                            K = 2.0, M = 0.0 

            = 1.0, Pr = 0.71, Grt = 1.0 

       Grc = 1.0,Sc = 0.0 y  est = 9.4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (=6,7,8,9,9.5)   

              

                        

    

 

                     

K = 2.0, M = 0.,5  = 0.0 

Pr = 0.71, Gr = 3.0, Gm = 1.0 

Sc = 0.6 ( = 8.2, 8, 7 y 6,5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (=6,7,8,9,9.5)   

              

                        

    

 



 

 

128 

 

                                                                    Análisis y validación de resultados 

 

 

                                      
  Figura V.23.  Resultados de velocidad para diferentes valores de  e Y, con Sc = 0.6, K = 1.0 y 2.0, Grt = 3.0, Grc = 1.0,  

M = 0.5, Pr = 0.71 y   = - 0.1  

 

 

Se refleja en la figura V.24 otro estudio sobre los resultados de velocidad con la influencia de los siguientes 

parámetros: Grt = 3.0, Grc = 1.0, K = 2.0, M = 0.5, Sc = 0.16 y 0.6,  = 0.0 y Pr = 0.71. Las curvas continuas presentan 

los valores: est = 7.3 y Sc = 0.16 mientras que las curvas de trazo no continuo: est = 9.1 y Sc = 0.6. Se aprecia en esta 

figura un aumento en los valores para alcanzar el estado estacionario conforme aumenta el valor del parámetro de 

Schmidt Sc. 
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   Figura V.24.  Resultados de velocidad para diferentes valores de  e Y, con: Grt = 3.0, Grc = 1.0, K = 2.0, M = 0.5 Sc = 0.6 y 0.16, 

 = 0.0 y Pr = 0.71 

 

 Comenzamos el análisis de temperatura por la figura V.25, que refleja la evolución de la temperatura con el tiempo. 

Conforme aumenta el parámetro  disminuye la temperatura y además disminuye el tiempo necesario para alcanzar 

el estado estacionario, est. Las curvas de trazo continuo presentan los valores:  = 1.0, y  est = 7.3 mientras que las 

curvas discontinuas presentan los valores  = 0 y est = 8.3.   

 

                                   
               Figura V.25.  Resultados de temperatura para diferentes valores de  e Y, con   = 0 y1.0 y Pr = 0.71  
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En la figura V.26, aparecen dos casos representados de concentración. Las curvas continuas presentan: K = 2.0 y Sc 

= 1.0 crecientes con el tiempo y necesitan un valor de est = 1.7 para alcanzar el estado estacionario. El caso de curvas 

discontinuas K = 0 y Sc = 1.0, también crecientes con el tiempo, pero sin reacción química presente en el medio 

fluido, se precisa un valor de est = 8.8, mucho mayor que en el caso de curvas de trazo continuo. Esto nos indica que 

la fuerte influencia del parámetro de reacción química reduce considerablemente el tiempo necesario en estabilizarse 

y además, disminuye los valores de concentración. La figura V.27 corrobora lo citado en la figura V.26.  

 

                                 
Figura V.26.  Resultados de concentración para diferentes valores de  e Y, con K = 0 y 2.0 y Sc = 1.0 

 

 

 

                                    
                     Figura V.27.  Resultados de concentración para diferentes valores de  e Y, con K = - 0.2 y 2.0, Sc = 0.16 y 2.0  
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 5.1.3. Convección mixta hidromagnética laminar en un canal vertical 

de placas paralelas  

 

En este apartado realizamos el análisis de los resultados para los casos estacionario y transitorio de los perfiles de 

velocidad. Primeramente se presenta una comparación de los resultados obtenidos con los proporcionados por 

[Chamkha 2002, citada en página 51]. Las figuras V.28 y V.29 muestran la coincidencia total de estos resultados, 

siendo por tanto excelente los resultados obtenidos. 

 

Las siguientes figuras muestran los resultados de velocidad para diferentes valores de los parámetros Br, M, Rt,  

Gr /Re y . La figura V.28 representa el efecto del parámetro de convección mixta Gr/Re sobre el perfil de velocidad, 

para el caso de paredes isotérmicas (T1 - T2) con los siguientes valores: Gr /Re = - 213, 0, 213 y 400, Br = 0.0, M = 

5.0,  = 2.0 y Rt = 1.0. Cuando Gr/Re = 0 (no existe convección natural), se obtiene el perfil de velocidades simétrico.  

 

 

 En la figura V.28 se observa que cuando Gr/Re es distinto de cero, la simetría en el perfil de velocidad desaparece y 

además, el incremento de la velocidad del fluido cerca de la pared derecha caliente (fluido ascendente), conforme el 

parámetro de convección mixta incrementa. Mientras, en la pared izquierda fría (fluido descendente) se produce el 

efecto contrario, es decir, disminuye la velocidad cuando el parámetro de convección mixta aumenta. Los valores de 

Gr/Re = 213 y Gr/Re = - 213 representan los valores críticos de Gr/Re.  

 

Esto es, para Gr/Re > 213 una inversión de flujo se produce cerca de la pared fría y para Gr /Re < - 213 la inversión 

de flujo tiene lugar cerca de la pared caliente. Estos fenómenos físicos se representan claramente en la figura V.28. 

La figura V.29 representa los efectos del parámetro de Brinkmann Br y el parámetro de convección mixta Gr /Re 

sobre el perfil de velocidad, para el caso de paredes isotérmicas (T1 - T2) con los siguientes valores:  

M = 1.0, Br = 0.0 y 0.1,   = 0, Rt = 1.0 y Gr/Re = 50, 100 y 150. Para un valor fijo del parámetro Gr/Re se puede 

apreciar un notable aumento de velocidad conforme disminuye el efecto del parámetro de Brinkmann Br. 
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        Figura V.28.  Comparación analítica y numérica (MESIR) de los resultados de velocidad   (caso estacionario) para los valores M 

= 1.0, Br = 0.0,   = 2.0, Rt = 1.0 y Gr /Re = - 400,- 213, 0, 213 y 400, en el caso de paredes isotérmicas  

(T1- T2) 

 

 

 

                              
 Figura V.29. Comparación analítica y numérica (MESIR) de los resultados de velocidad (caso estacionario) para los valores M = 

1.0, Br = 0.0 y 0.1,   = 0, Rt = 1.0 y Gr/Re = 50, 100 y 150 en el caso de paredes isotérmicas (T1- T2) 

 

 

Los efectos del número de Hartmann M = 0, 5.0 y 10.0 con la influencia del parámetro de convección mixta Gr/Re = 

- 288 y 288 (valores críticos para la inversión del flujo en ambas paredes, izquierda y derecha, en ausencia de campo 

magnético y generación o absorción de calor) son representados en la figura V.30. 
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Los valores del parámetro de convección mayores de 288 (Gr/Re > 288) causan la inversión del flujo cerca de la 

pared izquierda, mientras que los valores menores de 288 (Gr/Re  288) producen el fenómeno de inversión cerca de 

la pared derecha. 

 

  

La figura V.30 muestra el efecto del campo magnético transversal (incorporado en el número de Hartmann M) sobre 

un fluido conductor de electricidad, en caso de paredes isotérmicas (T1 - T2) con los siguientes parámetros: Br = 0.0,  

= 0 y Rt = 1.0. La aplicación de este campo magnético origina la fuerza magnética de Lorentz, la cual actúa en 

dirección contraria a la velocidad del fluido reduciendo su velocidad. Si incrementamos el número de Hartmann M 

en el caso Gr /Re = 288, el fluido disminuye cerca de la pared fría izquierda en la que se produce el fenómeno de 

inversión. Para el caso contrario Gr /Re = - 288, la condición de inversión se produce cerca de la pared caliente 

derecha. 

 

 

 

                
Figura V.30.  Efecto del número de Hartmann M = 0, 5 y 10 sobre velocidad (caso estacionario) para los valores 

 Gr /Re = - 288 y 288, Br = 0.0, Rt = 1.0 y  = 0.0 con paredes isotérmicas (T1-T2)   
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 Figura V.31.  Efecto de los parámetros Gr /Re = 40, 144 y 200, Br = 0.0 y 0. 1, Rt = 1.0,  = 0.0 y M = 0.0 sobre velocidad, (caso 

estacionario) con paredes isotérmicas (T1-T2) 

 

 

La figura V.31 muestra el efecto del número Brinkman (considerado como el producto de los números Prandtl y 

Eckert) sobre el perfil de velocidades. 

 Puede observarse, que cuando Br > 0 (existe disipación viscosa en el fluido), la velocidad incrementa en la zona desde 

el centro (Y = 0) hasta el extremo de la pared caliente; mientras en la zona restante ocurre lo contrario, es decir, el perfil 

de velocidad decrece al aumentar la disipación viscosa. 

 

                    

                           

  Figura V.32. Variación de velocidad para diversos valores de τ, en paredes isotérmicas (T1 - T2), con diferentes valores del 

parámetro de convección mixta Gr/ Re y con los parámetros Br = 0.1, Rt = 1.0,  = 2.0 y M = 5.0  

    

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1,4

1,6

1,8

-0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3

                                    

U 

Y 

 

Gr/Re=200 

M=10 

 

M=0. 

Gr/Re=144 

 Br = 0.1  

M=0 

 

Gr/Re=40 

 M = 0 0 

   =  0.0 

 Rt = 1.0 

 

 

 

 

Br=0.0.    Br = 0.1   Gr/Re = 200, 144  y  40  

 Gr/Re = 144  y  200 

 Br = 0.0 

M = 0.0 

Rt = 1.0 

   = 0.0 

 

 

 

   M = 0 0 

     = 0.0 

   Rt = 1.0 

 

 

 

 

M = 0.0 

Rt = 1.0 

 = 0.0 

 

 

 

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

-0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3

                                    

U 

Y 

 

Gr/Re=200 

M=10 

 

M=0. 

Gr/Re=144 

 Br = 0.1  

M=0 

 

Gr/Re=40 

M = 5.0 

Rt = 1.0 

 =  2.0 

Br = 0.1 

 

 

 

Br=0.0. 

   Br = 0.1  

 Gr/Re = 200, τ = 2, 3.5, 4.5 y 5 

 Gr/Re = 100,  

τ = 1.25, 2, 3.10 y 4 

 Br = 0.0 



 

 

135 

 

                                                                     Análisis y validación de resultados 

 

 

La figura V.32 representa los resultados de velocidad para diversos valores de tiempo τ y la combinación de 

parámetros: Gr/Re = 100 y 200 (predominio de la convección natural frente a la convección forzada), Br = 0.1, Rt = 

1.0,  = 2.0 y M = 5.0.  

 

También podemos observar la inversión del fluido cerca de la pared derecha del canal, conforme aumenta el efecto 

del parámetro de convección mixta Gr/Re. Es evidente que los incrementos en el valor del parámetro Gr /Re causan 

un considerable incremento en el tiempo necesario  para alcanzar el estado estacionario, debido fundamentalmente a 

que el proceso se produce de manera natural y no se emplea la ayuda de un mecanismo mecánico que lo ayude a 

ejecutarse. 

  

 

La evolución temporal de velocidad con los valores: Gr /Re = 0, Br = 0.0, M = 5.0 y 10.0,  = 3.0 y Rt = 1.0 está 

representada en la figura V.33 para paredes isotérmicas. Se puede observar que en esta figura la velocidad incrementa 

con el tiempo hasta alcanzar el estado estacionario en τest = 1.7 para M = 5 y τest = 1.3 para M = 10. Deducimos por 

tanto la disminución del tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario, con el aumento del parámetro de campo 

magnético (representado por el número de Hartmann M). 

 

 

        

   Figura V.33. Variación de velocidad para diversos valores de τ, en paredes isotérmicas (T1 - T2), con diferentes valores del 

parámetro magnético M = 5 y 10 y parámetros Br = 0.0, Rt = 1.0,  = 3.0 y Gr /Re = 0 

 

 

 

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1,4

1,6

1,8

2

-0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3                                    

U 

Y 

 

M=5.0 

M=10 

 

M=0. 

Br = 0.0  

M = 5.0 

 =  2.0 

Rt = 1.0 

 

 

M=10 

 

M=5 

 

M=0 

 

 M = 10, τ = 0.5, 0.7, 1 y 1.3 

  M=1.0  

   Rt=1.0 

   =1.0     

   Br=0.1 

  Gr/Re=50 

 

 Br = 0.0 

   = 3.0 

Rt  = 1.0 
   

 
 

 

M = 5, τ = 0.5, 

 0.7, 1.3 y 1.7 



 

 

136 

 

                                                                    Análisis y validación de resultados 

 

 

 

El efecto del número de Brinkmann Br sobre el campo de velocidad está mostrado en las figura V.34 que representa 

los perfiles de velocidad en los estados transitorio y estacionario. La figura V.34 muestra la influencia de los 

parámetros: M = 10.0,  = 1.0, Rt = 1.0, Gr /Re = 0. Se deduce el fenómeno de inversión del fluido cercano a la pared 

derecha isotérmica. Además el tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario aumenta conforme aumenta el 

parámetro de las disipaciones magnética y viscosa (número de Brinkmann Br). 

 

 

 

                          

   Figura V.34. Variación de velocidad para diversos valores de τ, en paredes isotérmicas (T1 -T2), para diferentes valores del 

número de Brinkmann Br y parámetros Rt = 1.0,  = 1.0, M = 10.0 y Gr /Re = 0 
             

 

 

 

 

La evolución de velocidad para los estados transitorio y estacionario, con los siguientes parámetros: Gr /Re = - 288, 

Br = 0.0, M = 5.0,  = - 4.0 y -3.0 y Rt = 1.0 está representada en la figura V.35 para el caso de paredes (q1 - T2), es 

decir, aplicando una condición de contorno de segunda clase a la pared fría y de primera clase (es decir un flujo de 

calor constante) en la pared caliente. 
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   Figura V.35. Variación de velocidad para diversos valores de τ, en paredes (q1 - T2), para diferentes valores del parámetro ϕ y 

parámetros Br = 0.0, Rt = 1.0, M = 5.0 y Gr /Re = - 288  

 

 

 

El análisis de los presentes resultados muestra el fenómeno de inversión del fluido cerca de la pared izquierda con 

flujo de calor constante. Se advierte además, una notable disminución en el valor del tiempo empleado en alcanzar el 

estado estacionario, con el decrecimiento del valor de ɸ. 

 

                                                                                    
                              

Los resultados que se exponen en las siguientes figuras V.36 y V.37 corresponden a la evolución de la temperatura θ 

en función de las coordenadas adimensionales Y y τ. Los parámetros empleados en la figura V.36 son: Br = 4.0, Rt = 

- 0.5, ϕ = 3.0, M = 5.0, τest = 9.1 y Gr/Re = 50 en el caso de pared derecha isotérmica (q1 - T2).  

 

 

En la figura V.37 se muestran los resultados de temperatura para los siguientes parámetros: Br = 2.0, Rt = - 0.5, ϕ = 

3.0, τest = 9.8, Gr/Re = 50 y M = 5.0 en el caso de pared derecha con flujo de calor constante y pared izquierda 

isotérmica (T1 – q2). De estas dos figuras de temperatura se observa que la temperatura es creciente con el tiempo y 

además se observa un aumento en los valores para alcanzar el estado estacionario conforme decrece el número de 

Brinkmann Br. 
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    Figura V.36 Variación de temperatura, en paredes (T1 – q2), para diferentes valores de τ = 6.2, 7.3, 8.3, 9.0 y 9.1 con los 

parámetros Br = 4.0, Rt = - 0.5,  = 3.0, Gr/Re = 50 y M = 5.0   

 

 

 

 

       
    Figura V.37. Variación de temperatura, en paredes (T1 – q2), para diferentes valores de τ = 6.4, 7.2, 8.7, 9.1 y 9.8 con los 

parámetros Br = 2.0, Rt = - 0.5,  = 3.0, Gr/Re = 50 y M = 5.0   
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5.1.4. Flujos transitorios de fluidos de segundo grado no 

newtonianos  

 

 5.1.4.1. Fluido rodeado por dos límites con inicio repentino de movimiento 

 

En primer lugar se muestra gráficamente la comparación de resultados en las figuras V.38 y V.39. En ellas se 

demuestra la coincidencia satisfactoria de resultados entre los proporcionados por el MESIR y los obtenidos 

mediante la solución analítica de [Hayat y col 2000, citada en página 59]. 

 Se han representado las curvas de velocidad para los siguientes parámetros:  = 1 y 5 kg/ms,  = 100 kg/m
3
 y 

 1 = 0.05, en la figura V.38 y  = 1 y 5 kg/ms,  = 100 kg/m
3
 y 1 = 0.1 en la figura V.39. 

 

Las velocidades U0, U1 en y = 0 e y = d respectivamente tienen asignado el valor uno, tal y como se demuestra en las 

gráficas expuestas a continuación. 

 

 

                                  
    Figura V.38. Comparación de resultados de velocidad U para valores de parámetros  = 1 y 5 kg/ms,  = 100 kg/m

3
 y 

 1 = 0.05 kg/m   
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   Figura V.39.  Comparación de resultados de velocidad U para valores de parámetros  = 1 y 5 kg/ms,  = 100 kg/m
3 
y   

1 = 0.1 kg/m 

   

                                      
     Figura V.40.  Resultados de velocidad U en función de la coordenada espacial Y para valores de parámetros 

   = 0.2, 0.5, 1.0 y 5.0 kg/ms,  = 100 kg/m
3 
y 1 = 0.1 kg/m  

  

 

En la figura V.40 se muestra el efecto de la variación del parámetro   = 0.2, 0.5, 1.0 y 5.0 kg/ms (viscosidad 

dinámica) sobre los resultados de velocidad, junto con el resto de parámetros  = 100 kg/m
3 y  1 = 0.1 kg/m. La 

figura V.41, nos muestra por otro lado, el efecto de la variación de densidad  = 50, 100, 120 y 150 kg/m
3 sobre 

velocidad junto con los parámetros  = 1.0 kg/ms y 1 = 0.01 kg/m. 
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 Figura V.41.  Resultados de velocidad U en función de la coordenada espacial Y para varios valores de parámetros 

  = 1 kg/ms,  = 50, 100, 120 y 150 kg/m
3 
y 1 = 0.01 kg/m 

 

 

                                                  
 

 

El efecto del coeficiente de difusión sobre velocidad para varios valores de densidad ρ, está mostrado en las figura 

V.42. La figura V.42 está representada para los siguientes parámetros:  = 1 kg/ms,   = 100 y  = 0.01, 0.02, 0.03 y 

0.005 kg/m. Se puede apreciar el aumento de los valores de velocidad conforme aumenta el valor del parámetro de 

difusión α1. 

 

                                
Figura V.42.  Resultados de velocidad U en función de la coordenada espacial Y para varios valores de parámetros 

  = 1 kg/ms,  = 100 kg/m
3 
y 1 = 0.01, 0.02, 0.03 y 0.05 kg/m 
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Figura V.43. Resultados de velocidad U en el estado estacionario en función de la coordenada espacial Y, 

con parámetros  = 1 kg/ms,  = 100 kg/m
3
, 1 = 0.1 kg/m y τest = 6.3 
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Figura V.44. Resultados de velocidad U en el estado estacionario en función de la coordenada espacial Y, 

con parámetros  = 5 kg/ms,  = 100 kg/m
3
, 1 = 0.1 kg/m y τest = 6.2 

 

  

Las figuras V.43, V.44 y V.45 reflejan la evolución de velocidad con el tiempo para diferentes valores del parámetro 

de viscosidad dinámica µ. La figura V.43 representa curvas crecientes con el tiempo con valores de parámetros  = 1 

kg/ms,  = 100 kg/m
3 
y   = 0.1 kg/m, alcanzando el estado estacionario para est = 6.3.  En la figura V.44 las curvas 

también crecen con el tiempo, necesitando un tiempo de est = 6.2 para alcanzar el estacionario con valores de 

parámetros  = 5 kg/ms,  = 100 kg/m
3 
y  = 0.1 kg/m. 
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La figura V.45 refleja una situación similar a las anteriores, para los siguientes valores  = 10 kg/ms,  = 100 kg/m
3
 y 

 = 0.1 y el valor est = 0.7 necesario para alcanzar el estado estacionario. Se observa la notable disminución en los 

valores del tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario conforme aumenta el valor de la viscosidad dinámica.  

 

                             
Figura V.46.  Resultados de velocidad U en el estado estacionario en función de la coordenada espacial Y, con parámetros  = 10 

kg/ms,   = 100 kg/m
3
,  = 0.1 kg/m, con τest = 0.7  

                                                                       
 

5.1.4.2. Flujo debido al repentino movimiento de uno de los límites 
 

A continuación se presenta el análisis numérico correspondiente considerando diversos valores de las propiedades o 

variables que caracterizan este problema: ,  y . En primer lugar se comparan los resultados en la figura V.47 con 

los proporcionados por el MESIR, obteniendo de nuevo una solución coincidente con la proporcionada por [Hayat y 

col. 2000, citada en página 59].  La figura V.47 muestra la evolución temporal de la velocidad, para los valores  = 

0.1 kg/ms,  = 15 y 20 kg/m
3
 y 1 = 0.05 y 0.01 kg/m. 

 Las figuras V.48, V.49 y V.50 representan la evolución de la velocidad en función de la coordenada adimensional Y 

en estado estacionario, para diferentes combinaciones de los parámetros característicos de este problema.  
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La figura V.48 representa los resultados de velocidad para varios valores del parámetro  = 0.2, 0.5, 1.0 y 2.0 kg/ms 

con  = 100 kg/m
3
 y  = 0.01 kg/m. La figuras V.49 muestra la velocidad en función de los valores de la densidad . 

El análisis realizado de estas figuras demuestra el decrecimiento de velocidad conforme aumenta el valor de la 

densidad  y el aumento de velocidad debido al aumento del parámetro de viscosidad dinámica  .  

 La figura V.49 está representada para los valores  = 1.0 kg/ms,   = 0.1 kg/m,  = 30, 50, 100 y 150 kg/m
3
. 
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      Figura V. 47.  Comparación de resultados de velocidad U para valores de parámetros  = 0.1 kg/ms,  = 15 y 20 kg/m

3
,  

1 = 0.05 y 0.01 kg/m  

 

 

                                  
      Figura V.48.  Resultados de velocidad U en función de la coordenada espacial Y para valores de parámetros  

 = 0.2, 0.5, 1.0 y 2.0 kg/ms,   = 100 kg/m
3
 y  1 = 0.01 kg/m 
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      Figura V.49.  Resultados de velocidad U en función de la coordenada espacial Y para valores de parámetros  

 = 30, 50, 100 y 150 kg/m
3
,   = 1.0 kg/ms y  1 = 0.1 kg/m   

                         
 

El resto de figuras representadas, reflejan el estudio de la velocidad en función del tiempo . Las siguientes figuras 

muestran curvas crecientes con el tiempo. La para los valores   = 1 kg/ms,  = 100 kg/m
3
 y 1 = 0.1 kg/m, (figura 

V.50) y   = 10 kg/ms,  = 100 kg/m
3
 y  = 0.1 kg/m (figura V.51). 

 

 

En la figura V.50 se obtiene un valor de τest = 0.7 mientras que la figura V.51 necesita un valor de τest = 1.0. Por lo 

tanto se observa un decrecimiento en los valores del tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario conforme 

aumenta el valor de la viscosidad dinámica. La figura V.52 está representada mediante los valores:  = 1 kg/ms,  = 

50 kg/m
3
,  = 0.01 kg/m y τ = 1.50. La figura V.53 refleja la evolución de la velocidad aumentando el valor de la 

densidad, de modo que sus parámetros son los siguientes:  = 1 kg/ms,  = 100 kg/m
3
,  = 0.01 kg/m y τest = 1.7. Se 

deduce de estas figuras el aumento del tiempo en alcanzar el estado estacionario conforme aumenta el valor de la 

densidad. 
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  Figura V.50.  Resultados de velocidad U en el estado estacionario en función de la coordenada espacial Y, con parámetros  

 = 1 kg/ms,   = 100 kg/m
3
, 1 = 0.1 kg/m y τest = 6   

 

 

 

 

 

                                 
  Figura V.51. Resultados de velocidad U en el estado estacionario en función de la coordenada espacial Y, con parámetros  

 = 10 kg/ms,   = 100 kg/m
3
,  = 0.1 kg/m y τest = 1.0   
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Figura V.52.  Resultados de velocidad U en el estado estacionario en función de la coordenada espacial Y,  

con  parámetros  = 1 kg/ms,   = 50 kg/m
3
,  = 0.01 kg/m y τest = 1.5   

 

 

 

                                   
Figura V.53.   Resultados de velocidad U en el estado estacionario en función de la coordenada espacial Y,  

con parámetros  = 1 kg/ms,  = 100 kg/m
3
,  = 0.01 kg/m y τest = 1.7    
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5.1.5. Convección libre magnetohidrodinámica sobre una superficie 

permeable vertical en un medio poroso 

 

En esta sección vamos a analizar los efectos sobre los perfiles de velocidad, temperatura y concentración de 

absorción de radiación, difusión en masa, reacción química y fuente de calor. En este análisis se considera que la 

placa vertical permeable está situada en un medio poroso y además se mueve a velocidad constante en la dirección 

del flujo y en presencia de un campo magnético transversal. La validación de resultados ha permitido comparar 

exitosamente los resultados en estado estacionario obtenidos por el método numérico presentado en esta memoria 

(MESIR) con los proporcionados por otros autores. 
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Figura V.54.  Velocidad en los estados estacionario y transitorio para varios valores del parámetro de absorción de radiación R con 

los siguientes parámetros: Pr = 0.71, M = 1, K’ = 1, ϕ = 4, Grt = 1, Grc = 1, Sc = 0.6 y K = 1. Comparación de resultados. 

 
Las siguientes figuras muestran la distribución de la velocidad dentro de la capa límite. La figura V.54 muestra el 

estado transitorio y estacionario de los perfiles de velocidad U para Pr = 0.71, M = 1, K’ = 1, ϕ = 4, Grt = 1, Grc = 1, Sc 

= 0.6 y K = 1. Podemos observar que las curvas continuas presentan el valor del parámetro de radiación R = 1, 

mientras que las curvas discontinuas presentan el valor R = 0.5. Esta figura presenta los resultados obtenidos por 

[Kesavaiah y col.. 2012, citada en página 67] mediante la técnica de la transformada de Laplace para el caso 

estacionario, con R = 1 y además los resultados proporcionados por [Ibrahim y col. 2008, citada en página 67] 

mediante el método de perturbación homotópica, para el caso transitorio con los siguientes parámetros: Pr = 10, ԏ = 

1, M = 0.2, K‘ = 1, ϕ = -2, Grt = 5, Grc = 5, Sc = 0.22, R = 0.1y K = 5. 

 

  



 

 

149 

 

                                                                     Análisis y validación de resultados 

 

 

La figura V.54 demuestra que incrementando el valor del parámetro de radiación acelera la velocidad del flujo en la 

capa límite, así como un aumento del espesor térmico. Esto se debe a que valores mayores del parámetro de radiación 

se corresponden con un aumento de la dominancia de la conducción sobre la absorción de radiación y de ese modo se 

incrementa la velocidad del flujo y el espesor de las capas límite de movimiento y térmica. También podemos 

observar que la velocidad aumenta con el tiempo y que conforme aumentan los valores del parámetro de radiación 

aumenta el valor del tiempo necesario para alcanzar el estado estacionario, τest = 4.8 y τest = 5.3 para R = 0.5 y 1 

respectivamente. 
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Figura V.55. Velocidad en los estados estacionario y transitorio para varios valores de los parámetros de reacción química K y 

generación de calor ϕ con los siguientes parámetros: Pr = 0.71, R = 1, M = 1, K’ = 1, Grt = 1, Grc = 1 y Sc = 0.6 

 
 

La figura V. 55 presenta los resultados de velocidad U para diferentes valores del tiempo adimensional τ así como el 

estado estacionario de la velocidad para diferentes valores del parámetro de reacción química K. En esta figura se 

representan los efectos de los parámetros de generación de calor ϕ y reacción química K con los siguientes 

parámetros: R = 0.1, Pr = 0.71, M = 1, K’ = 1, Grt = Grc = 1, Sc = 0.6 y ɸ = 2. Se observa que un incremento en el 

valor del parámetro de reacción química K causa un notable incremento en la velocidad del fluido y esto demuestra 

que la velocidad de difusión puede ser alterada por una reacción química.  El tiempo requerido para alcanzar el 

estado estacionario disminuye conforme se incrementa el parámetro de reacción química K, ԏest = 5.7 y 5.1 para K = 

0.5 y 1, respectivamente. Físicamente los valores positivos del parámetro K implican una reacción destructiva y los 

valores negativos de K implican una reacción constructiva. Hemos representado el caso de una reacción destructiva.  
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Figura V.56.  Velocidad en estado estacionario para varios valores de los números de Schmidt Sc y Prandtl Pr con los siguientes 

parámetros: R = 1, M = 1, K’ = 1, Grt = 1, Grc = 1, K = 1 y ɸ = 2 

 

 

Además, se observa que un incremento en el parámetro de generación de calor ocasiona un decrecimiento en los 

perfiles de velocidad. Es evidente que la velocidad se incrementa cuando disminuye los valores del parámetro de 

generación de calor. 

 

Los resultados de velocidad en estado estacionario para varios valores del número de Schmidt Sc y del número de 

Prandtl Pr con los valores: R = 1, M = 1, K‘= 1, Grt = 1, Grc = 1, K = 1 y ɸ = 2 están representados en la figura V.56. 

Un incremento en el número de Schmidt Sc da lugar a un incremento en la velocidad del fluido. Los valores 

inferiores del número de Prandtl Pr aumentan la conductividad térmica del fluido de calor y por tanto el calor se 

difunde fuera de la superficie más rápidamente que para valores superiores de Pr. Por lo tanto, cuanto mayor es el 

número de Prandtl, más gruesa será la capa límite de movimiento en comparación con la capa límite térmica. 

Físicamente el número de Prandtl Pr relaciona el espesor de la capa límite térmica y de cantidad de movimiento. 

 

Por otra parte, el número de Schmidt Sc es un número adimensional definido como el cociente entre la difusión de 

cantidad de movimiento y la difusión de masa, y se utiliza para caracterizar flujos en los que hay procesos 

convectivos de cantidad de movimiento y masa. Físicamente, el número de Schmidt relaciona los grosores de las 

capas límite de cantidad de movimiento y de masa. 
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 Figura V.57. Velocidad en los estado estacionario y transitorio para varios valores del parámetro de permeabilidad K’ y del 

número magnético M con los siguientes parámetros: Pr = 0.71, R = 0.1, ɸ = 2, K = 1, Grt = 1, Grc = 1 y Sc = 0.6  

 

La figura V.57 presenta la respuesta temporal de velocidad U para los siguientes parámetros: R = 0.1, Pr = 0,71, Grt = 

Grc = 1, K = 1, Sc = 0.6, ɸ = 2 y M = 2.  El efecto del campo magnético sobre los perfiles de velocidad en la capa 

límite se representa en esta figura. Se observa que la velocidad comienza desde el valor mínimo en la superficie y 

aumenta hasta que se alcanza el máximo y luego comienza a disminuir hasta que llega al valor mínimo en el extremo 

de la capa límite, para todos los valores del parámetro de campo magnético. Es interesante notar que el efecto del 

campo magnético consiste en disminuir el valor de los perfiles de velocidad a lo largo de la capa límite. 

 

Se observa que el máximo de velocidad decrece drásticamente con el incremento del campo magnético debido a que 

la presencia de un campo magnético en un fluido conductor de electricidad produce la conocida fuerza de Lorenz. 

Este tipo de fuerza de resistencia se ralentiza la velocidad del fluido. También podemos observar el aumento de los 

valores de velocidad conforme aumenta el parámetro de permeabilidad K’. Se observa el incremento en los valores 

del tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario conforme decrece el parámetro magnético, ԏest = 4.3 y 4.9 

para M = 2 y 1, respectivamente, mientras que decrece conforme aumenta el parámetro de permeabilidad, ԏest = 5.1 y 

4.7 para K‘= 0.5 y 1 respectivamente. 
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Figura V.58.  Temperatura en los estados estacionario y transitorio para varios valores del parámetro de absorción de radiación R   

con los siguientes parámetros: Pr = 0.71, ɸ = 2, K = 1 y Sc = 0.6. Comparación de resultados 

 

 
 

La figura V.58 presenta la respuesta temporal de los resultados de temperatura Ɵ para diferentes valores del 

parámetro de radiación R con Pr = 0.71, ɸ = 2, K = 1 y Sc = 0.60. Esta figura también compara los resultados de 

temperatura obtenidos por [Seethamahalakshmi y col. 2011, citada en página 69] y los obtenidos por el MESIR para 

el caso transitorio con los siguientes valores: R = 0.5, Sc = 0.65, Pr = 7.0, ԏ = 1, ɸ = 0.5 y K = 1. 

 

 

 

El excelente grado de acuerdo de los presentes resultados por el método de simulación en red con los obtenidos por el 

método de perturbación homotópica puede ser apreciado. Se observa que el efecto de la radiación de absorción es 

aumentar la temperatura en la capa límite ya que el calor irradiado es absorbido por el fluido, que por su parte 

aumenta la temperatura muy cerca de la capa límite porosa y su efecto disminuye lejos de la capa límite. El tiempo 

empleado en alcanzar el estado estacionario disminuye conforme el parámetro de radiación aumenta, ԏest = 6.7 y 6.3 

para R = 0.5 y 1, respectivamente. 
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 Figura V.59.Temperatura en los estados estacionario y transitorio para varios valores del número de Prandtl Pr y del parámetro de 

generación de calor ϕ con los siguientes parámetros Sc = 0.6, R = 0.5 y K = 1 

 

Los efectos del número de Prandtl Pr y el parámetro de generación de calor ϕ sobre los resultados de temperatura 

están representados en la figura V.59 para diferentes valores del tiempo τ con los siguientes parámetros: Sc = 0.6, R = 

0.5 y K = 1. Esta figura demuestra que un incremento en el número de Prandtl ocasiona un decrecimiento en la capa 

límite térmica. En relación al efecto del parámetro de generación de calor se puede apreciar un decrecimiento en los 

valores de temperatura conforme se incrementa el parámetro de generación de calor ϕ pues cuando el calor es 

absorbido, la fuerza de flotabilidad disminuye los valores de temperatura. Se debe destacar que el tiempo requerido 

para alcanzar el estado estacionario se incrementa cuando aumentan el número de Prandtl y el parámetro de 

generación de calor ԏest = 5.25 and 5.4 para Pr = 0.71 and 0.81 respectivamente y ԏest = 6.15 y 6.3 para ɸ = 2 y 4, 

respectivamente. 
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FiguraV.60. Temperatura en estado estacionario para varios valores del parámetro de reacción química K y del número de 

Schmidt Sc, con los siguientes parámetros: Pr = 0.71, R = 1.0 y ɸ = 4 

 

 

 

 

 

 

La figura V.60 representa los resultados estacionarios de temperatura Ɵ para varios valores del número de Schmidt 

Sc y del parámetro de reacción química con los siguientes valores: Pr = 0.71, R = 1.0 y ɸ = 4. Las curvas continuas 

están representadas para los valores: K = 0.5, 1.5, 3 y 4.5 y Sc = 0.75. Por otro lado, las curvas discontinuas están 

representadas por los valores: Sc = 0.6, 0.75, 1.05 and 1.15, and K = 1.5. Es evidente que la temperatura del fluido se 

incrementa con el incremento del parámetro de reacción química. Físicamente este hecho es debido al efecto de la 

intensidad de la radiación sobre la pared del canal. Se deduce también de esta figura que la temperatura del fluido 

decrece con el incremento de Sc. 
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FiguraV.61. Concentración en los estados estacionario y transitorio para varios valores del parámetro de reacción química K  

y del número de Schmidt Sc con los siguientes parámetros: Pr = 0.71, R = 0.5 y ɸ = 4. Comparación de resultados 

 

 

 

Los resultados temporales de concentración están representados en la última figura V.61 para varios valores del 

número de Schmidt Sc y parámetro de reacción química K. La respuesta transitoria está representada mediante 

curvas continuas y discontinuas para Sc = 0.75 y Sc = 0.60 respectivamente. En ambos casos el valor del parámetro 

de reacción química es K = 2.0. El caso estacionario también ha sido representado mediante curvas continuas y 

discontinuas.  Las curvas continuas están representadas por los siguientes valores: K = 1.5 y Sc = 0.75, mientras que 

las curvas discontinuas están representadas por K = 1.5 y Sc = 0.60. 

 

 Se han representado las soluciones analíticas obtenidas por [Kesavaiah y col. 2012, citada en página 67] con los 

valores: Sc = 1.16 y K = 1.0 para el caso estacionario y las obtenidas por [Ibrahim y col. 2008, citada en página 66] 

con los valores: Sc = 0.22, ԏ = 1 y K = 0.5. Se demuestra por tanto el excelente grado de acuerdo entre las soluciones 

analíticas y las proporcionadas por el MESIR. En esta figura se deduce que el decrecimiento en los valores del 

número de Schmidt ocasiona el incremento del espesor de la capa límite de concentración. Se deduce por tanto un 

incremento en la concentración del fluido conforme aumenta el valor del parámetro de Schmidt Sc. Por otro lado, 

observamos un notable decrecimiento en la concentración del fluido con el incremento del parámetro de reacción 

química K. Finalmente, el tiempo requerido para alcanzar el estado estacionario aumenta cuando el número de 

Schmidt o el parámetro de reacción química se incrementan, ԏest = 6.55 y 6.8 para Sc = 0.6 y 0.75 respectivamente y 

ԏest = 5.7 y 6.4 para ɸ = 1.5 y 2 respectivamente. 
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En este capítulo expondremos un apartado de conclusiones sobre cada estudio llevado a cabo en esta memoria. Se ha 

tenido en consideración el detallado estudio gráfico realizado en el Capítulo 5, indicando según el caso la influencia 

de los parámetros más relevantes para la correcta determinación de conclusiones. Los resultados obtenidos han sido 

comparados con los proporcionados con otros métodos numéricos o médodos analíticos, siendo excelente el 

resultado.  

 

6.1. Conclusiones    

 

Como se expuso en el Capítulo 1, los objetivos de esta Memoria se pueden agrupar en dos objetivos principales. En 

primer lugar, se la aplicabilidad del MESIR a la simulación numérica de fenómenos físicos relacionados con la 

Mecánica de Fluidos y la Transferencia de Calor. En concreto, esta técnica numérica ha sido aplicada a varios 

procesos físicos, como la rotación de un disco o superficies de placas paralelas en movimiento. Demostrando en 

todos los casos, la validez de los resultados obtenidos. 

En segundo lugar, también se ha abordado el estudio de la eficacia del método de simulación en red, para la 

obtención de los resultados en los distintos escenarios de aplicación presentados en esta Memoria, tanto en estudios 

espaciales como temporales.  

En el Capítulo 4, se ha diseñado los modelos en red para la simulación con el MESIR de los problemas definidos, 

ayudadando a cumplir con el primer objetivo perseguido. En el Capítulo 5, se ha expuesto y analizado gráficamente 

la influencia de todos los parámetros que proporcionan información relevante en los diferentes problemas numéricos 

investigados en esta memoria. 

 

 

● La sección 5.1.1 comienza con el flujo magnetohidrodinámico de un fluido conductor de electricidad viscoso e 

incompresible sobre un disco giratorio. Tras el análisis realizado se concluye que la presencia de un campo 

magnético disminuye significativamente la velocidad de las componentes de velocidad, radial F, tangencial G y axial 

–H. Sin embargo, su efecto sobre la componente axial H es el contrario. 

La transferencia de calor del fluido, indica que su temperatura se incrementa cuando el parámetro magnético M 

también se incrementa. Por otro lado, el efecto del número de Prandtl revela una reducción significativa en los 

valores de la temperatura del fluido cuando el número de Prandtl aumenta. La presión ejercida sobre el fluido ha sido 

también analizada, concluyendo en una reducción considerable en los valores de la misma, si los valores del 

parámetro magnético aumentan.   
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La incorporación del término transitorio sobre las ecuaciones que rigen el movimiento de la rotación del disco, ha 

proporcionado nuevos resultados aquí presentados. Los datos analizados demuestran que las curvas de las 

componentes de velocidad, temperatura y presión crecen con el tiempo hasta alcanzar el estado estacionario. La 

única componente que difiere del resto mostrando un efecto contrario, es la componente axial de la velocidad H. El 

proceso transitorio realizado sobre el disco giratorio, es completado con el estudio del tiempo empleado en alcanzar 

el estado estacionario para las componentes de velocidad, presión y temperatura del fluido, en función de las 

variables más significativas del problema.  

 

● La siguiente sección 5.1.2 muestra el análisis de la transferencia de masa y calor de un flujo hidromágnético que 

recorre una superficie permeable vertical en movimiento, en presencia de absorción y/o generación de calor, un 

campo magnético y una reacción química de primer orden. Esta sección también evidencia una comparación óptima 

de los resultados obtenidos numéricamente con los proporcionados por [Chamkha, 2003]. 

 

La velocidad estacionaria del fluido disminuye conforme se incrementan el número de Prandtl Pr, el número de 

Schmidt Sc o la intensidad del campo magnético M. Por otro lado, se concluye que la velocidad del fluido se 

incrementa debido al incremento de los efectos de flotabilidad de concentración y térmica. El análisis realizado en 

esta memoria también demuestra que la velocidad del fluido se incrementa durante una reacción química 

constructiva y disminuye durante una reacción química destructiva. Además se debe destacar la presencia del efecto 

de generación de calor como causante del incremento de la velocidad del fluido, mientras que el efecto de absorción 

de calor produce una reducción en la velocidad del fluido. 

 

En relación al estudio estacionario sobre temperatura realizado se concluye el decrecimiento en la capa límite térmica 

debido al incremento de los valores del parámetro de absorción/generación de calor ϕ y el número de Prandtl. La 

evolución de los perfiles de concentración en estado estacionario permite concluir el decrecimiento obtenido debido 

al aumento en los valores del número de Schmidt o el parámetro de reacción química K. 

 

Se ha analizado el estudio transitorio sobre los perfiles de velocidad, temperatura y concentración. Los resultados 

obtenidos permiten demostrar en primer lugar el crecimiento de la velocidad con el tiempo. Además se ha concluido 

que el tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario de velocidad, disminuye con el decrecimiento del 

parámetro de absorción de calor (ϕ > 0) y con el aumento de los parámetros magnético M y reacción química K 

destructiva. Asímismo, el tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario aumenta conforme aumenta el número 

de Schmidt Sc. 
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Finalmente el análisis realizado en esta sección concluye con el tiempo para alcanzar el estado estacionario de 

temperatura que disminuye con el aumento del parámetro de absorción de calor ϕ. El estado estacionario de 

concentración requiere un tiempo para alcanzar el estado estacionario que disminuye con el aumento del parámetro 

de reacción química.  

 

● El análisis del flujo de convección mixta en un canal vertical de placas paralelas ha sido realizado en la sección 

5.1.3. Se han considerado tres tipos de condiciones térmicas de contorno en las dos paredes del canal. Estas diferentes 

condiciones de contorno son: isotérmica, y flujo de calor simétrico o asimétrico en las paredes del canal vertical. 

 

Para un flujo ascendente en paredes isotérmicas, incrementos en el valor del parámetro de convección mixta Gr/Re 

tienen la tendencia a aumentar el movimiento del fluido cerca de la pared caliente derecha causando que el perfil de 

velocidad sea asimétrico. Como se ha demostrado el análisis de esta sección, se espera que más allá de un valor 

crítico del parámetro de convección Gr /Re, la condición de inversión de flujo se produce cerca de la pared fría 

izquierda y este fenómeno aumenta aún más a medida que aumenta el parámetro de convección mixta. Del mismo 

modo, para un flujo descendente el flujo inducido se incrementa cerca de la pared fría y el fenómeno de inversión 

ocurre cerca de la pared caliente. 

 

La velocidad del fluido también refleja la influencia del número de Hartmann M. Se observa una disminución de la 

velocidad del fluido en las paredes del canal a medida que aumenta el valor del número Hartmann M. Además, 

también se concluye que la aplicación de un campo magnético transversal sobre un fluido conductor de electricidad 

produce una fuerza magnética de Lorentz contraria al movimiento del fluido, provocando la inversión de éste. Estas 

conclusiones vinculadas con la influencia de los parámetros que afectan a la velocidad del fluido, se refieren al caso 

de paredes isotérmicas del canal (T1 - T2) 

 

El estudio transitorio de velocidad realizado en el caso de paredes isotérmicas permite concluir que incrementos en el 

valor del parámetro de convección mixta Gr/Re causan un notable aumento en el tiempo necesario para alcanzar el 

estado estacionario. También se ha obtenido que incrementos en el número de Brinkmann Br causan un incremento 

en el tiempo. Por otro lado, el tiempo necesario en alcanzar el estado estacionario disminuye con el aumento del 

número de Hartmann M. 

 

En el caso de paredes con flujo de calor constante en la pared derecha caliente (q1 –T2) se ha observado una 

disminución en el tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario conforme decrece el parámetro de generación 

/absorción de calor. 
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El estudio transitorio sobre temperatura realizado en el caso de paredes con flujo de calor constante en la pared 

izquierda (T1 – q2) permite deducir que disminuyendo el valor del número de Brinkmann Br aumenta el valor del 

tiempo necesario para alcanzar el estado estacionario. Se observa el aumento en los perfiles de temperatura conforme 

disminuye el número de Brinkmann Br. 

 

 

● El movimiento de los flujos unidireccionales no estacionarios de un fluido de segundo grado es resuelto en la 

sección 5.1.4. Una vez efectuado el análisis de los dos casos presentados en el capítulo señalado, se ha representado 

la influencia de ciertos parámetros, sobre la velocidad del fluido dependiente del tiempo y de la coordenada espacial. 

La validación de las soluciones numérica proporcionada por el método presentado en esta memoria y la solución 

analítica proporcionada por [Hayat y col. 2000] ha sido excelente en todos los casos estudiados. 

 

El primer estudio explicado en la sección 5.1.4.1, se basa en el movimiento del fluido ocasionado por el 

desplazamiento hacia una velocidad estacionaria de las fronteras que rodean al fluido.  Este caso, aumenta la 

velocidad del fluido conforme aumenta el parámetro de viscosidad dinámica  y disminuye la densidad .  

 

Los resultados de velocidad en función del tiempo, evidencian un decrecimiento en los valores de τ cuando se 

incrementa el parámetro de viscosidad dinámica. Cuando aumenta el valor de la densidad del fluido, también se 

incrementa el tiempo necesario para alcanzar el estado estacionario. 

 

En el segundo estudio realizado en la sección 5.1.4.2, se aborda el estudio del flujo debido al repentino movimiento 

de uno de sus límites. En este caso se ha obtenido el crecimiento de velocidad del fluido cuando aumenta la 

viscosidad dinámica y disminuye con el aumento de la densidad.  

 

El estudio transitorio realizado permite concluir que el tiempo empleado en alcanzar el estado estacionario aumenta 

conforme aumenta la densidad y disminuye cuando aumenta la viscosidad dinámica. 
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● La consideración de los efectos de absorción de radiación y reacción química sobre convección libre 

magnetothidrodinámica inestable a través de un medio poroso mediante una superficie permeable semi-infinita, ha 

sido el principal objetivo de la sección 5.1.5. El estudio realizado ha permitido concluir que la velocidad del fluido 

aumenta debido al incremento del parámetro de reacción química K y parámetro de radiación R, mientras que 

decrece debido al decrecimiento del parámetro de generación de calor ϕ, número de Schmidt Sc, número de Prandtl 

Pr, parámetro magnético M y parámetro de permeabilidad K’. Además un incremento en los valores de temperatura 

del fluido es causado por un incremento de los valores de radiación. Un incremento en los valores del parámetro de 

generación de calor ϕ y del número de Prandtl Pr ocasiona un decrecimiento de los valores de temperatura. 

Finalmente, incrementos en el parámetro de reacción química K y número de Schmidt Sc producen un 

decrecimiento en los valores de concentración. 

 

   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


