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Introduccion

El uso de técnicas para el andlisis de circuitos de microondas es uno de los temas de
mayor interés en la industria de las telecomunicaciones. Esto se debe a que permite ahorrar
tiempo de desarrollo y reducir las fases de experimentacién en el laboratorio puesto que
posibilita que el disenio de los componentes necesarios para los sistemas de comunicaciones

pueda realizarse a través de un ordenador.

Uno de los métodos numéricos que cuenta con mayor potencial, debido a sus posibilidades
para realizar el analisis de ciertas estructuras de manera eficiente, es la técnica de ecuacién

integral [1,2].

Dicha técnica presenta la solucion para la densidad de corriente inducida, en la superficie
del elemento que radia, en forma de ecuacién integral donde dicha densidad de corriente

inducida desconocida es parte del integrando.

Se ha empleado con éxito en multiples escenarios: andlisis de antenas radiando en con-
diciones de espacio libre, andlisis de circuitos de radiofrecuencia multicapa, problemas y

circuitos en guiaonda y para antenas de cavidad.

La ecuacion integral se resuelve usando técnicas numéricas como, por ejemplo, el método
de los momentos [1]. La aplicacién del método de los momentos a la solucién de los proble-
mas electromagnéticos peridédicos requiere el calculo de las funciones de Green periddicas.
Desde su planteamiento tedrico en 1825, la funciéon de Green se ha convertido en una he-
rramienta alternativa para abordar problemas con ecuaciones integrales homogéneas y no

homogéneas, bajo ciertas condiciones de contorno.

La técnica de ecuacion integral cuenta con algunas dificultades para su implementacién,
debido a que dichas funciones de Green periédicas en un medio homogéneo® se formulan

como series infinitas espaciales o espectrales, las cuales pueden presentar singularidades

9Conviene no confundir entre medio homogéneo, que es aquel medio cuyas caracteristicas fisicas no
varfan de un punto a otro del mismo; y ecuacién integral homogénea, que es aquella ecuacion integral cuya
la funcién o fuente de excitacién es nula y que sirve para encontrar los modos u ondas que se propagan en
una determinada estructura.

VII
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y una lenta convergencia. Debido a estos factores, uno de los retos méas importantes en
la implementacion eficiente de técnicas de ecuacion integral es el cdlculo eficiente de las

funciones de Green en las estructuras a analizar [3].

La lenta convergencia de las series se solventé en [4] aplicando una técnica de aceleracién
de series llamada la técnica de Ewald. Esta técnica convierte las series originales de lenta
convergencia en otras que exhiben convergencia gaussiana. A pesar de ello, las nuevas
series requieren el calculo de funciones especiales, que pueden ralentizar el tiempo total de

cémputo.

Por otro lado, numerosas publicaciones [5,6] hacen referencia a la aplicacién de la trans-
formacién de Kummer con el objetivo de acelerar la convergencia de la serie espectral de

las funciones de Green.

A estos dos métodos podemos anadir gran nimero de técnicas analiticas y numéricas que
también han sido aplicadas con el mismo objetivo, como la transformacién de Veisoglu [7]

y el método de Lattice Sum [8].

La mayoria de publicaciones coinciden en que el método de Ewald es el mejor de ellos
en la mayoria de escenarios por su versatilidad y su gran compromiso entre precisiéon y

eficiencia.

En el contexto descrito, el objetivo de este proyecto serd la revision de la técnica de ecua-
cioén integral aplicada al anélisis de estructuras periédicas. Mas concretamente, trataremos
de calcular de manera eficiente las funciones de Green 2D periddicas con periodicidad en
una dimension, asi como su gradiente. Se estudiardn en profundidad el método de Ewald y
la transformacién de Kummer y compararemos los resultados obtenidos con la herramienta
software desarrollada para el calculo eficiente de la funciéon de Green. Se podrd comparar
el tiempo de computo requerido por estos métodos y se obtendran conclusiones relevantes

en cuanto a la eficiencia de dichas técnicas.

Cabe resaltar que los desarrollos realizados con la técnica de Kummer han dado lugar a

una nueva formulacién basada en las funciones polilogaritmicas o 'polylogs’ [9].

Estructura de la memoria

Capitulo 1. Funcién de Green En este primer capitulo se detalla la obtencién de la
funcién de Green para una linea de corriente infinita, asi como para una sucesion infinita

de lineas de corriente dispuestas periddicamente en el eje x.

Se obtendra tanto la formulacién en el dominio espacial como en el dominio espectral.
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También en este capitulo se obtendra el gradiente de la funcién de Green en ambos

dominios.

Capitulo 2. Método de Ewald En este capitulo se aplica el método de Ewald a la
funciéon de Green espacial obtenida en el capitulo anterior. Se detalla la formulacién del

método asi como el estudio del llamado ’splitting parameter’ éptimo [4,11].

Por 1dltimo, se propone un método de conmutaciéon mediante el cual se determina cuando
calcular la funcién de Green mediante su formulacion directa espectral y cudndo hacerlo

mediante el método de Ewald.

Capitulo 3. Método de Kummer Este capitulo trata sobre la aplicaciéon del método
de Kummer [12] a la funcién de Green espectral, obtenida en el primer capitulo. Se aplica
el método extrayendo distintos factores del desarrollo en serie de Taylor de la funcién.
Ademsds, se propone una formulacién general para la extraccién de N términos asintéti-
cos. Dicho desarrollo nos conduce a una novedosa formulaciéon basada en funciones polilo-

garitmicas [9].

Capitulo 4. Resultados En este capitulo se presentan los resultados obtenidos al imple-

mentar, en la herramienta software Matlab, la formulacién desarrollada en este proyecto.

Se verd la convergencia de la funcion de Green espacial y espectral para distintas dis-

tancias fuente-observacion, asi como la de su gradiente.

Se vera también el resultado de aplicar tanto el método de Ewald como el de Kummer

y su mejora en cuanto a la convergencia.

Y por tultimo, se estudiaran los tiempos de calculo de dichos métodos comparados con
la funcion de Green original, para un mismo error. Este estudio se realizard para distintas

distancias.

Capitulo 5. Conclusiones y Lineas de Investigacién Futuras En este iltimo
capitulo se presentan las conclusiones globales del proyecto, la aplicacién y utilidad del

mismo y las lineas futuras de investigacion.






Capitulo 1

Funcion de Green

En este capitulo se va a obtener la funciéon de Green, tanto en su forma espacial como
en su forma espectral, con la que posteriormente trabajaremos. La formularemos para un

escenario concreto.

La estructura que se analizard consta de un ntimero infinito de lineas de corriente inva-
riantes a lo largo del eje y, situadas a lo largo del eje x con un periodo d, tal y como se

muestra en la Figura 1.1.

Cabe destacar que este problema es de gran interés practico puesto que las funciones de
Green para el problema presentado son la base del andlisis, mediante la técnica de ecuacién
integral, de dispositivos inductivos en guiaonda. Estos son muy utilizados en aplicaciones
espaciales y en dispositivos de tecnologias emergentes como son la de guiaonda integrada en
sustrado (SIW) [13] o la de guiaonda no-radiativa integrada en sustrado (SINRD) [14,15].

1.1. Formulacién de la Funcién de Green Espacial

Comenzamos por la obtencién de la funciéon de Green en el dominio espacial. La estra-
tegia a seguir es obtener la funcién de Green de un solo hilo y, por superposicién, obtener

la funcién de Green de una distribucion periédica de hilos infinitos en el eje x.

En la Figura 1.2 se muestra nuestro escenario de partida. Una linea de corriente puntual

e invariante en el eje y que produce una onda cilindrica propagéndose en el plano (z, ).

Para obtener su funcién de Green partimos de la ecuacién de potencial vector:

V2A+ KA =—p (1.1)



1.1. Formulacién de la Funcién de Green Espacial

r=(x,z)

Rm

e - » r'=(x,z') ° °

y >x<>

)

Figura 1.1: Configuracién fisica de una distribucién infinita periédica de hilos de corriente
infinitos en la direccién y dispuestos en el eje x.

N>
Y‘

<>

Figura 1.2: Configuracion fisica de una linea de corriente infinita a lo largo del eje y.
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donde k es el nimero de onda del medio homogéneo y p es la permeabilidad del medio.

Tomamos una corriente constante dirigida en y: J = J,§ = Joy; de forma que la ecuacién

de potencial vector queda

VZA, +k*A, =0
VZA, + k2 A, = —pd, (1.2)
VZA, +k*A, =0

Cabe destacar que las componentes A, y A, son nulas ya que no existe excitacién que

las genere.

Ahora, vamos a resolver la ecuacién diferencial homogénea y luego aplicaremos las con-
diciones de contorno. Usaremos coordenadas cilindricas dada la geometria del problema.

De esta forma, la ecuacién diferencial homogénea que tenemos que resolver es la siguiente:

VZA, +k*A, =0 (1.3)

Recordemos que el operador laplaciano de una funcién f en coordenadas cilindricas es:

2 2 2 2 2
Vz‘f—la<8f>+18f+8f—8f+1af+18f+af (1.4)

“pop\"0p) T P02 T a7 " 02 T pop 2007 o

Por otro lado, A, variard segin p debido a que, tomando un eje de coordenadas cilindrico

con el eje y como altura del sistema, la geometria es invariante en y y en ¢.

Ahora aplicamos dicho operador a A, (p)

2 10 18 0 924,(p)  194,(p)
2 _fo Lo Lo 07 _ y 104y
Vidyle) = (5p2 oo et 0y2> A =0t T, (15)

Introducimos la expresion anterior en (1.3) y la ecuacién diferencial homogénea quedaria:

P?Ay(p)  19A,(p)

dp? o Op +k2Ay(p):0 (1.6)

La solucion de esta ecuacion diferencial se puede expresar como combinacién lineal de

las funciones de Hankel de primera y segunda especie, y orden 0.
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Ay(p) = AR (kp) + BHY (kp) (1.7)

donde
H(()l)(k:p) = Jo(kp)+7 Yo(kp) — onda cilindrica entrante (1.8)
H(()Q)(kp) = Jo(kp) — j Yo(kp) — ondacilindrica saliente (1.9)

La condicién de contorno en la superficie del infinito indica que s6lo hay onda progresiva

y, por tanto, podemos decir que A = 0. De esta forma nos queda que:

Ay(p) = BH (kp) (1.10)

Para calcular el valor de B aplicamos las condiciones de contorno de la fuente, es decir,

cuando p — 0 debe cumplirse la ecuacién original:

P Ay(p) | 104,(p)

dp? o Op +k2Ay(P):_N=]O (1.11)

(p—0) —

Para sacar las condiciones de contorno integramos en un cilindro de pequefio tamano

alrededor de la fuente, de forma que nos queda la siguiente ecuacién con integrales vo-

//UV2Ay(P)dV+k2 ///vAy(p)dV: _///Uwodv (1.12)

Expresamos V2A,(p) como V2A,(p) = V- (VA,) y aplicamos el teorema de la diver-

lumétricas:

gencia. Esto nos permite realizar la siguiente transformacién:

// VQAy(p)dV:///V-(VAy(p))dV:/ VA, (p)-dS (1.13)

De forma que la ecuacién (1.12) queda:

//VAy(p)-dS*: —k? ///Ay(p)dV—,uJo // v (1.14)
1) 2) 3)
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Ahora vemos qué ocurre con estos tres términos cuando las dimensiones del cilindro
se hacen tender a cero (p — 0), ya que es ahi donde impondremos las condiciones de

contorno.

1) Por un lado, tenemos la integral de superficie, que la podemos escribir como:

[ vaser-as= [[ v paodys (1.15)

y como se cumple que:

0 10, 0
VA -A:<A—|—¢—|—z)>A H
vl P =\5,Pt 500t gy ) Avle) P )
op op
Si introducimos (1.16) en (1.15), lo que queda es calcular el siguiente limite:
. 0Ay(p)
ll)l_f)l’[l)Tppd¢dy (1.17)
Vamos a ver como queda la derivada parcial. Como A,(p) = BHgf)(k‘p), usamos la

aproximacion de la funciéon de Hankel cuando p — 0 :

HY (kp) ~ 1 — j% [m (2”) 4 7]
=1 —j2 [m (?) + 1n(ev)} (1.18)

T

2 kpe?
:1—j1n< pe)

T 2

siendo v la constante de Euler, cuyo valor aproximado es v ~ 0,577215...

Ahora derivamos respecto de p la expresion anterior:

Oy (kp) | 2% _ 21 (119
op  Jake T 7, .

y por tanto:
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A 21
04,(p)  _p;21 (1.20)
ap TP
De forma que el limite queda:
DA 21 2
1mepd¢dy: —~Bj==pdody = —Bj—dpdy (1.21)
p—0  Jp TP 0

2) Por otro lado, tenemos la integral de volumen:

— k2 /// Ay (p)av (1.22)
(2)

Recordamos que A, = BH;” y que cuando el argumento de la funcién de Hankel es

pequenio (que ocurre cuando p — 0), la funcién de Hankel se comporta como:

H (kp) o In(p) (1.23)

Por ello, si introducimos la equivalencia anterior y expresamos el dV como pd¢ dpdy,

este término cuando p — 0 queda:

Ay(p)pdedpdy ~ In(p)p — 0 (1.24)

De esta forma, podemos despreciar esta integral de volumen en la ecuacién (1.14).

3) En el tercer término ponemos el dV' como dV = dSdl = dS dy y nos queda:

—u///JOdV: —u// JodS/dy: —,ufg/dy (1.25)

Por tanto, la ecuacién final, cuando p — 0, queda de la siguiente manera:

2 0o ) 00
|| -Bifasay=-o-un [ ay
¢=0Jy=—c0 T y=—o0
2 oo o0
— 27rBjM: —MOM (1.26)
T I oo 0
pdo
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Tomamos Iy = 1 porque buscamos la funcién de Green, que es el potencial producido

por una fuente de corriente elemental. De esta forma, nos queda que:

Ay(p) = BIG (kp) = -1 (p) (1.27)

Sabiendo que p en coordenadas cartesianas es igual a vx2 + 22, el potencial vector
quedaria en coordenadas cartesianas (con el sistema de coordenadas mostrado en la Figura

1.2) como:
Ay(z,2) = %H((f)(k\/x? + 22) (1.28)
J
Por tanto, la funcién de Green de un hilo de corriente infinito podemos decir que es:

1
G(F,7) = 471{(§2>(1<;1~z) (1.29)

Siendo R la distancia entre el punto fuente 7 y el punto de observacién 7: R = |7 — 7| =

V(. —2)2+ (2 — 2/)? y k la constante de propagacién de la onda en el medio.

Una vez calculada la funcién de Green de un hilo infinito, por superposicién, la funcién
de Green de la estructura compuesta por infinitas lineas de corriente periddicas espaciadas

una distancia d, puede escribirse con la siguiente serie infinita de ondas cilindricas:

— I\ —jkzomd (2)
G(r, ) = E e~ Ih=0 —4],H0 (kRy) (1.30)

m=—0oQ

donde ko = ksen(6) y Ry, = v/(x — 2’ — md)? + (z — 2/)2 contiene las distancias espa-

ciales de las infinitas lineas de corriente al punto de observacion.

En esta férmula, el término e 7¥20m? contiene el desfasaje progresivo que experimentan
las lineas de corriente debido al dngulo de incidencia de la onda plana de excitacién (ver
Figura 1.1).

La funcién de Green periddica queda expresada como una superposiciéon de infinitas
ondas cilindricas, y por ello se denomina la funcién de Green en el dominio espacial. Esta

serd nuestra féormula de partida y sobre la cual trabajaremos en los siguientes apartados.
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1.2. Formulacion de la Funcién de Green Espectral

Una vez deducida la funcién de Green en su forma espacial para una distribucién pe-
riédica de hilos infinitos de corriente, vamos a obtener su forma espectral, haciendo uso

de la identidad de Sommerfeld para ondas cilindricas.

La identidad de Sommerfeld para ondas cilindricas es la siguiente:

: 00 —j\/@\z—z’\
%H((f)(k‘\/ x? 4+ 22) = / c cos(kyx) dky (1.31)

0 j kQ—k:%

Multiplicamos a ambos lados por J%T para eliminar la constante que acompana a la
funcién de Hankel y también multiplicamos por 4% para obtener en el primer término de
la ecuacion la funcién de Green espacial deducida en la seccién anterior.

2 1 oo e—j\/kz—k%|z—z’|

im4i o j/KZ— k2

cos(kyx) dky (1.32)

]27{% LHé”(/f\/x? +22) =

1 11 0o —jr/k2—k2|z—2|
4—jH62)(k\/ 22+ 2%)=— / c 2 cos(kyx) dky (1.33)
0

27 2 N

Dado que la funcién es par podemos expresarlo, utilizando la férmula de Euler para el

coseno, de la siguiente manera:

eIk (1.34)

oo —j\/k?—k2|z—2
%H[()2)(k\/x2+22) S 1/ A
J

w2 ) o KR

Definimos v = \/k2 — k2, de forma que

: 2 _ .2
V= VR = VIR R = {ﬂ,vk b (1.35)

—jVk? = k3

Las dos soluciones matematicamente son correctas pero vamos a razonar fisicamente
cudl tomar. Tomamos v = +j+/k? — k2 para el exponente, de forma que nos quede una
exponencial decreciente. Asi, cuando nos alejemos en el eje x, la funcién de Green es
cada vez més pequena. Para el denominador, tomamos v = —j\/k? — k2, de forma que

JVk? — k2 = —y y podemos anular el signo negativo que aparece en la ecuacién (1.34).
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Con ello, la ecuacién (1.34) queda:

1 [ 1 e dvlz=7#

1 @ ik

~H 2 2y — _ ket gk 1.

i (kv 2+ 22) xS A — el dk (1.36)
1 1 [ 1= |

4—jH82)(k\/x2 +22) = o / 567 ke i, (1.37)

Dada una funcién f(z) y su transformada de Fourier f(k,), la relacién entre ellas es:

f@) =5 [ Flh) = an, (1.38)

Identificando términos podemos obtener que la transformada de Fourier, que denotare-

mos como G(7,7), de

1
G(7,7) = 4—jH82)(k\/(:n — 22+ (z - 2)2) (1.39)
€eS:
= . le*j7|2*2/|
G(r, ) = T (1.40)

En el documento usaremos esta tilde para senalar funciones en el dominio espectral.

Por otro lado, un desplazamiento en el dominio espacial supone, por las propiedades de
la transformada de Fourier, una exponencial en el dominio espectral, de forma que si la

funcién espacial es:

G, #) = inéQ)(k\/(x o —md? 4 (2 = 7)) (1.41)

El desplazamiento md de la coordenada espacial x hace que la funcién espectral quede
como: ' .
G(r,7) = O (1.42)

2 v
Ya tenemos la funcién de Green espectral de un solo hilo de corriente desplazado. Para
obtener la transformada en el dominio espectral de una sucesion infinita de hilos despla-

zados, aplicamos la suma de Poisson:
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miof(md> - climif () (1.3

De esta forma, la funcién de Green espectral de una distribucién infinita periddica de

lineas infinitas de corriente seria:

o0

~ 1 1 N /
G(F, ) = — 7€—Wm|z—z |—jkem (x—2’) 1.44
") =53 2 5 (1.44)

m=—0Q

donde kym = kgo + 222y vy = /K2, — k2.

Como se puede observar, la funcién de Green queda ahora expresada como una super-
posicién de infinitas ondas planas, o armoénicos espaciales, también llamados armonicos de

Floquet. Por ello, ésta es la representacion espectral de la funcién de Green.

En cualquier caso, las dos representaciones, espacial y espectral, contienen series de lenta
convergencia. Este es el principal motivo por el cual no resulta conveniente utilizarlas

directamente, pues ello supondria tiempos de célculo demasiado grandes.

1.3. Formulacion del Gradiente de la Funcion de Green

Una vez obtenidas las funciones de Green en el dominio espacial y espectral, vamos a
obtener el gradiente de dichas funciones. Este serd necesario para plantear ecuaciones inte-
grales donde aparezcan en el mismo problema corrientes eléctricas y corrientes magnéticas

acopladas entre si mediante operadores diferenciales.
Vamos a obtenerlo aplicando el operador gradiente a las ecuaciones (1.30) y (1.44).

Comenzaremos obteniendo el gradiente de la funcién de Green espacial y posteriormente

obtendremos el de la espectral.

1.3.1. Calculo de VG(7,7)

Comenzamos por calcular el gradiente de la funcién de Green en su forma espacial.

Recordemos que el gradiente en coordenadas cartesianas se define como:

87f§(+ 8i9+ ﬁg (1.45)

Partimos de la ecuacién (1.30) y calculamos su gradiente:
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; 1 8H(2)(kR ) 8H(2)(kR )
N —jkgomd 0 m) 0 m)
VG(7,T) E e — D X+ 9, Z

v (1.46)

oHP ()
X

Sabiendo que = —H?2(x), la ecuacién anterior la podemos expresar como:

o ibema L[ 2k(x — 2’ —md) (2 . 2k(z—2") (2 .
, Z € Theomd _— |:_ 2R Hg )(kRm)X_ Hg )(kRm)Z

m=—00 m 2Rm
(1.47)
Simplificando términos y reagrupando, obtenemos que VG(7,7’) queda de la siguiente
manera.
e Jkzomd k
Vo= 2 i BB [ o —md)%— (=) (148)

Una vez que tenemos el gradiente en el dominio espacial, vamos a obtenerlo en el dominio

espectral.

1.3.2. Calculo de VG(7,7)

En este caso, el cdlculo del gradiente de la funcién de Green es muy sencillo porque hay

que derivar funciones exponenciales. La mayor dificultad radica en los valores absolutos

pero éstos se pueden tratar convenientemente con funciones signo’.

Partimos de la ecuacién (1.44) y calculamos su gradiente:

+oo
~ 1 1 " /
VG(f’ f’) — 72d E — |:e_777L|Z_Z |_‘7kw'm(1’_$ )(_]kxm)"()

£
+ e_’Ym‘Z—Z/‘_jkmm(x_x,)(_rym Sgn(z — z/)i)] (149)
LSS L o dbom ) [ s
=24 Z 5 m @m [—jkamX — ym sgn(z — 2')2]
m
m=—o00

1 si >0
YEsta funcién se define como sgn(z) = 0 si z=0
-1 si <0
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Una vez obtenido el gradiente en su forma espectral ya tenemos formulado el gradiente
en ambos dominios, espacial y espectral, para poder trabajar posteriormente con él. Era
necesario la formulacién del mismo porque uno de los objetivos principales del proyecto
serd abordar la aceleracién de las series del gradiente que aparecen en las ecuaciones (1.48)
y (1.49).



Capitulo 2

Método de Ewald

Las funciones de Green espacial y espectral, formuladas en el capitulo 1 como series
infinitas, presentan una lenta convergencia. Una forma de evitar esa lenta convergencia
es introducir nuevas transformaciones que permitan el cdlculo de dichas funciones en un
menor numero de términos y, por tanto, de manera maés eficiente. El objetivo de este
capitulo es estudiar el método de Ewald con el fin de acelerar la convergencia de estas

series.

El método de Ewald fue desarrollado por Peter Paul Ewald en 1921 para determinar
la energia electrostdtica de cristales i6nicos [10]. Es un método para el cémputo de las
interacciones de largo alcance en sistemas periédicos. La suma de Ewald se podria consi-
derar un caso especial de la suma de Poisson, remplazando el sumatorio de las energias
que interactian en el dominio espacial por su equivalente en el dominio espectral. En este
método, la interaccién de largo alcance se divide en dos partes: una contribucién de corto
alcance y una de largo alcance, que no presenta singularidad. La de corto alcance es calcu-
lada en el dominio espectral, mientras que la de la largo alcance se calcula en el dominio

espacial.

La ventaja del método de Ewald es su rapida convergencia comparado con el célculo de
la serie directa de la funcién de Green en el dominio espacial. Esto significa que el método

tiene gran precision y velocidad de computo.

En este capitulo se va a mostrar cémo aplicar el método de Ewald, que ya fue aplicado

en [4], para acelerar la convergencia de la funcién de Green deducida en el capitulo 1.

En primer lugar, nos centraremos en aplicar este método a la propia funcién de Green
en el dominio espacial. Obtendremos las dos componentes del método de Ewald Gegspacial ¥
Gespectral, cuya suma dard lugar a la funcién de Green total. Cabe destacar que la divisién

de la funcién de Green en dos partes se realiza a través del ’splitting parameter’ (g), el

13
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cual habra que ajustar para que cada una de las formulaciones (interacciones de largo y

corto alcance) se aplique en la zona 6ptima de convergencia.

A continuacién, se presentard un método de conmutacién que nos permitird escoger
entre el uso de la funcion de Green espectral y el método de Ewald, segtn la distancia de
observacién. Este método se propone con el propésito de computar de manera eficiente
la funcién de Green en cada punto ya que, segin la distancia de observacion, serd mas

eficiente computacionalmente un método u otro.

Finalmente, se realizaran los mismos pasos para el gradiente de la funcion de Green,
obteniendo las componentes del método de Ewald VGegpaciat ¥ VGespectral- S€ presen-
tard también, para el caso del gradiente, el criterio para conmutar entre la serie espectral
y la de Ewald.

2.1. Calculo de la Funcion de Green Utilizando el Método
de Ewald

Comenzamos por la aplicacién del método de Ewald a la funcién de Green en su forma

espacial. Partimos de la siguiente ecuacién:

- N iomd L@
G,y = Y ek deHé)(kRm) (2.1)

m=—0oQ

donde, como ya sabemos, kyo = ksenfy y Ry, = /(2 — 2/)2 + (x — 2/ — md)2.

La transformacion de Ewald para los campos radiados cilindricos en 2D es la siguiente:
12 | o e Bt
—H"(kRy,) = — —d 2.2
SR = 5 [ (22)

donde s es la variable de integracion y es compleja.

El método de Ewald se obtiene separando la integral de la ecuacién (2.2) en dos partes:

IVATY e

donde ¢ es el conocido como ’splitting parameter’, debido a que es el parametro que

determina por donde dividir la integral que se extiende hasta el infinito.
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Usando dicho pardmetro, podemos representar la funciéon de Green como la suma de dos

contribuciones:
G(f, f,) = Gespectral(fa f/) + Gespacial("jv 77,) (24)
con
1 > : € e_Rgn82+%
Gespectral(ﬁ f/) = 27 Z €_jk'r0md/ ——ds (25)
i m=—00 0 §
1 e . oo 67R3"82+4k522
Gespacial(fyf/) = 5 Z ejkxomd/ ——ds (26)
2 = - s

Los subindices indican que las correspondientes contribuciones de la funcién de Green la
transformaremos en representaciones espectral y espacial modificadas. Es importante des-
tacar que la serie Gegpectral DO decae exponencialmente. Por el contrario, la serie Gegpacial
tiene convergencia gaussiana debido a que Re(s) > € en el camino de integracién en el

plano complejo, tal y como se explica de manera mas detallada en [4].

2.1.1. Transformacién de G spectrar(7,7)

Como la serie Gegpectrar 10 decae de manera exponencial, vamos a transformarla al

dominio espectral usando la férmula de la suma de Poisson:

+o0 +oo
> fmd) =5 Y f(?’) 2.7

donde f(k,) es la transformada de Fourier de la funcién f(€), es decir:

~ +OO .
Flke) = / F(€)e € dg (2.8)

—00

Partiendo de la ecuacién (2.5) e identificando términos, podemos escribir f(md) como:

2 S

1 ) £ *Rgn52+%
F(md) = —— e Iksomd /0 € s (2.9)

Sustituimos R,, y queda:
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L e gl el
— o JRxzom
f(mad) 2716 /0 - ds (2.10)
Por tanto, f(§) es:

2

1 e =)+ (e—a/—€)")s24
f(g) = e_szoﬁ/ e 4 ds (211)

27 0 s

Y haciendo uso de la ecuacién (2.8) escribimos f (k) como:

- o 1 ) € ef[(zfz/)2+(x7x/7£)2]s2+41@52 ‘
f(k;c) = / ejkz(]g/ dS e*,]kzédéf (212)
oo 0

2 S

: 2 < .
De esta forma, si k, = =5 entonces la ecuacién anterior queda:

- e M=) Ha—o =) s+
() = [ e [ 2 gse i (213)
d oo 2T 0 §

ordenamos términos

™ J_00 0 S
denominamos kg, = ko + ? y escribimos la ecuacién anterior como:
f<22_p> _ QL /oo dg /6 dSl6,[(zfz’)2+(1‘fx’7§)2}52+fs—22 e—jkzpﬁ (215)
T —00 0 S

Ahora buscamos aplicar la siguiente identidad:

T b2

+0c0 5
/ emaeiege — T ok (2.16)
oo a

Llamamos I a la parte de la integral de (2.15) que depende de £ y operamos:

+oo
I = / 67[(zfz’)2+(wfz’7£)2]52+% e—jkxpf dé— (217)

—0o0
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- T e o = ket g (2.18)

—0o0

I /+OO e_(z—zl)282_(x_x,)252+2(1’_$/)£52_5252"1‘%_jk;ng d§ (219)
—00
agrupamos términos
+oo N2 .2 N2 2, k> 2.2 2 N
I :/ ef(zfz) s?—(z—a')*s +i2 6_6 s2+€(2s% (z—a')—jkap) df (2'20)
—00

y nos quedan dos exponenciales. La primera no depende de & y por tanto la podemos
sacar fuera de la integral. La segunda exponencial es la que vamos a transformar aplicando

(2.16). Identificamos que:

Vamos a calcular, en primer lugar, el valor de - :

a=s?
b=2s%(x —2') — jkup
b2
4a

¥ (28%(x—2') — jkmp)2

da 452
45 (x — ') — 452 (@ — ) jhgp — k2, (2.21)
452 .
kQ
= s%(x — x’)z — (@ — 2")jkyp — ﬁ

Ahora realizamos la transformacién indicada en (2.16) y queda:

oo 2.2 242 N_ik T s2(z— /)2_( —z')jk _’“?EJ
/ e85 @ w—a) —kap) ge — e’ W T e T2 (2.22)
oo S

Introducimos (2.22) en (2.15):

2
7 <27;p> _ QL / ® el )2 \/ﬂs?(m’)?(m')jkzpi:é’
i a

1 N £ 1 12 g2 12 g2 n22, K2 kap
_ e—(gj—x Vikap dsief(zfz) si—(z—a') s*+(x—a) s*+ o — 15
2\/7? 0 82

(2.23)

y definimos k., como k2, = k* — k2
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ap(a—a') ()57
_ 277]7 e~ Jkap(z—2 € p—(2=2")"8% 2
—) = 2.24
FED = e | s (22
Ahora realizamos en (2.24) el siguiente cambio de variable s’ = %:
- 21p. e Ikep(e—al) oo ,(zf/zz’>2 R
f(T) — 72\/7? . e s e 4 ds (2.25)
Definimos u = |Z;,Zl| + jkzip‘o’/, de forma que:
_ |z — 2| + ngslz
s’ (2.26)
]kz 3/2
us' = |z — 2|+ —2—
2
2us’ 2|z — 72
g2_2us’ 2z (2.27)
]kzp ]kzp
Resolviendo esta ecuacion de segundo grado obtenemos que:
s = (jksp) " <u + \/u2 — 2j|z — z’]kzp) (2.28)
Ahora obtenemos ds’ :
ds’ = d[(jkzp)_l <u + \/u2 —2jlz — z’]kzp>}
= )t 2 =212 = ey ) (2.20)
u
= (jkop) ' [ 1+ du
(.] zp) ( \/U2 — 2]|Z — Z/|]€Zp>
Por otro lado, calculamos u?:
N2 k2 12 VI /
s (24 zp$ |z — 2| jkzps
_ _ 2.
u 2 4 + 5 5 (2.30)
N2 k’2 5/2
—u?=— (- 7) P |z — 2| jkzp (2.31)
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) 2— 22 k2§
_U/2+|Z_Z/|]kzp:_( 5’2) + Zz (2.32)

De esta forma, si denominamos I a la parte integral de la ecuacién (2.24), tenemos que:

o0 (z=z)? k2, 00 (zfz’)z_i_kzpsa

I, = / e 7 e 1 ds= / e &7 T ds (2.33)
1 1
: B

Aplicamos el cambio de variable:
o0
2 i 1 u
I =/ et el#=#lik= 1+ ——— du
|z—z’|e+]2% ]kzp \/u — 2]|Z — Z/|k‘zp

e|27z’|jk’zp /OO _u2 1 + U d
= ) € U
ke Jjprjer Vu? = 2jlz = 2'lkz

2e

Por tanto, f({%p) queda:

~ 27Tp) e_jkxp(w_xl)

) =""=m

e~ Jkap(z—a’) olz—2|jkzp oo 5 U
= - / ) e_u 1 + - du
2y/m Jkzp 2—2t|et 2hzp Vu? =25z — 2k

2e

e~ Jkap(z—a') olz=2|jkzp 9 oo 2 0o ue u?

= - — e du + . > _ - du
4 Jkzp VT |z—2'|e+ 1522 |a—2!|e+ 2522 \/u — 2j|z — 2|k

I

(2.34)
La funcién de error complementario [16] se define como:
fo(z) = — /OO . (2.35)
erfc(z) = — e .
VT ).
De esta forma, podemos escribir la ecuacién (2.34) como:
~ 27(p eijkwp(wfm/) e‘zle‘jkzp ]]{;Z
= fo(lz—2le+—=2 )+ T 2.36
f( y ) 1 . erfc | |z — 2'|e + 52 + (2.36)
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donde I’ es:
e|z7z’|jkzp 9 00 u€7u2
'=s—— —— , » du (2.37)
Jhep VT Sjemser iz Ju? = 2j]2 — ks
Ahora realizamos en I’ el siguiente cambio de variable:
w = \/u2 — 2jk.plz — 2| (2.38)
de forma que u? es igual a:
u? = w? + 25k.,|z — 2| (2.39)
el du es:
du v (2.40)

= dw
Vw2 + 25kplz — 2|

y vemos qué ocurre con el limite inferior, es decir, calculamos el valor de w si u =

jk
|z—z’\€+sz

]k‘ 2 k2
w? = <|z —2le+ ;p> — 2koplz — 2| = |2 — 2%€® — 2L — jkoplz — 2|

4e2
k: 2
— _ e FP
_<|Z Zle 25)

k) k k
[ e — AP} — _ e — B} — |y — i
w = \/(\z Z'le 5 > (\z Z'le 5 ) |z — 2'le + 5 (2.42)

Hemos tomado la soluciéon negativa de la raiz ya que aunque matematicamente sean co-

(2.41)

rrectas ambas soluciones, la que tiene sentido fisico es la negativa. En efecto, si tomamos
la solucién negativa, la funcién de error complementario tenderia a cero conforme aumen-
temos el niimero de términos y, por tanto, la serie convergeria. Si por el contrario tomamos
la solucién positiva, la funcién de error complementaria tenderia a 2 conforme aumente-
mos el nimero de términos y, por tanto, la serie no convergeria. Es por ello que, de las
dos soluciones, tendremos que tomar la que haga que la funcién de error complementaria

tienda a cero para que la serie converja.

Una vez que hemos obtenido estos valores, realizamos el cambio de variable en (2.37):
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eJkzplz—2 |

szp \/>/Z Z’IE—‘,—JkZP
= dw
Mzﬂz — 2|

I'=——

2 _ 94 7
o2 =2yl Vu? —2jk ']
w

e—dkzplz—2'| 9 ) (2'43)
= / e Wdw
Jkzp VT —|z—z’|e+ﬂ;%
—jkap|lz—2| ik
= L erfc <—|z —2|e+ ‘]Zp)
]kzp 2¢e
Introduciendo I’ en la ecuacién (2.36), quedaria:
- 27-(-p e—jkzp(fl?—m/) ik IZ_Z,I , ]kzp
— zp fi _
f( p ) Lk e erfc | |z — 2 5 +
" (2.44)
e—jkzp|z—zl| erfe (|Z _ Z/|8 + J ZP>
2e
Y finalmente Gespectrar queda:
= 1 =X . 27p
Gespectral(fv 77/) = Z f<md) = g Z f(T) (245)
m=—00 p=—00
100 ik (z—a')
1 e JRzp
Gespectral(7,7') = — _
espectra 4d s ]kzp
, , k2 ik
x |eTkerlz= erfe (|2 — 2/|e + 222 J + eIkl arfe [ — |2 — 2|e + J%zp
25 2e
(2.46)

Esta serd una de las contribuciones de la funcién de Green.

2.1.2. Transformacién de G gpacial(7,7")

Ahora vamos a calcular la otra contribucion, Gespacial- Para ellos partimos de (2.6) y

llamamos [ a la parte integral de la ecuacién, de forma que:

(e’ e—R%nSQ—l-%
_ / €M s (2.47)
&€

S



2.1. Célculo de la Funcion de Green Utilizando el Método de Ewald 22

Realizamos en I el siguiente cambio de variable: u = s2; por tanto s = Ju y ds = 5~ du.

—R2 u+Zi 1 00 e—anu—&-%
du = ——du 2.48
. R . 5 (2.48)
Para esta integral, la variable u puede tomar valores muy altos, hasta el infinito, y por
tanto en el limite esa exponencial tenderia a 1. Por ello, podemos utilizar un desarrollo en

serie de Taylor para representarla.

k
o (£)%
q=0 qlud >’

oo engnu o (k)2q 1 oo % 0o engnu
= - d 2.49
/52 2u ; q'uq T2 Zo /62 yat (249)

2
Utilizando la expansién de Taylor et = > la ecuacién (2.48) queda:

Definimos la nueva integral I’ como:

—R?
! __
= / e du (2.50)

y realizamos el siguiente cambio de variable: ¢ = Z; por tanto u = te? y du = dte? y los

limites de la integral quedan como:

U=00—>1t=00
u=¢e2 5t=1

de forma que:

oo ,—R2 %t oo (—R2,e2)t
’ e ~-m 2 1, i € " 2
I' = /1 7@62)%1 e“dt = 2 ), e“dt (2.51)

Se define la integral exponencial de orden n-ésimo como:

E,(z) = /100 " (2.52)

Identificando términos en (2.51) obtenemos que:

1
I' = o Eg1(Rn%e?) (2.53)

Sustituimos (2.53) en I y queda:
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1 (5)* 1
1252 2q| 8TqEq—irl(Rm £%)
¢=0
1/ k%1 (2.54)
9 Z <25> o Egi1(Rme)
q=0
Introducimos (2.54) y finalmente Gespaciar queda:
1 =
Gespacial(fu f,) = % Z e—szOde
m=—00
+oo 00 9
1 . 1 k q 1
- % Z € ]kxomdi Z <2€> a Eq+1(Rm252) (255)
m=—oQ q:O .
1 = . > k 2q 1
T ir > ety <25> — Egr1(Rn’e?)
m=—00 q=0 q.

Ya tenemos las dos contribuciones (2.46) y (2.55) de forma que sumandolas, obtendriamos
la funcién de Green completa. De esta manera hemos pasado de tener la funcién de Green
representada como un sumatorio infinito con lenta convergencia a tener dos series indepen-
dientes entre ellas y cuyas convergencias son mucho més rapidas que la serie original. Esto

supone una gran mejora a la hora de calcular computacionalmente la funciéon de Green.

2.1.3. Seleccién del Splitting Parameter(¢)

El ’splitting parameter’ [11] es el que divide la integral de la funcién de Green en dos
integrales. Es un pardametro de gran importancia, ya que de su elecciéon depende que las

dos series Gegspectral Y Gespectral tarden mds o menos en converger.

Llamamos M al niimero maximo de términos con los que se trunca la serie Gegpectral
en (2.46), y P al nimero maximo de términos con los que se trunca la serie Gegpgcial €n
(2.55).

Buscamos ahora un valor éptimo de este parametro que minimice el niimero total de
términos M + P necesarios en dichas ecuaciones. Para ello, vamos a analizar la convergencia

de estas dos series.

Comenzamos por la suma Gegpectrar Y vemos cual es su valor asintético para un valor de

p grande.
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: ~ 27p ~ - 27Tp ‘ Iy
Para p grande, podemos aproximar kg, ~ ;= y kzp & —j=;". AdemasQ, la expansién
. YO .7 —z
asintética de la funcién de error para argumentos grandes es erfc(z) ~ c;f? Con lo cual,

el comportamiento asintotico de los términos para un valor de p grande es:

e—J2mp(a—a’)/d e—(%)Q

4y/mde =~

Esto presenta una convergencia p-gaussiana.

(2.56)

Por otro lado, en la suma Gegpaciar aproximamos R, ~ md y la integral exponencial la
. <, —z
aproximamos por su expansién para argumentos grandes Eg11(2) ~ %~, de forma que el

comportamiento de esta serie para m grandes es:

k)2 2
ez) e (mee)
T e -

47 mde

~

(2.57)

Esto presenta una convergencia m-gaussiana.

El ntimero total de términos necesarios serd aquel con el que se obtenga aproximada-
mente el mismo nimero de digitos significativos de precisién en los dos sumatorios. Por
ello, deberemos fijar (Med)? = (Pr)?/(ed)? = o2.

El valor ptimo de ¢ es aquel que minimice el niimero total de términos Nt = M + P

necesarios en las series. Por tanto hacemos:

NtOtal:M—&-P:M%_Fﬁg
ed ed w (258
o n oed 1 N ed .
= -_— _— O. . -
Ahora minimizamos N** haciendo que 8N5;tal 0
8Ntotal 1 d 1 d \/77.
=\ tr) 7 2T = 2.59
Oz 0(52d+ﬂ> T 24 7 0T g (2.59)

Cabe resaltar que este parametro éptimo hace que converjan asintoticamente con la

misma velocidad de convergencia gaussiana ambas series.

En diferentes publicaciones podemos encontrar la deducciéon de otros valores del ’split-

ting parameter’ para casos mas concretos. Entre dichas publicaciones, cabe destacar la
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demostracién que se realiza en [4], donde se sugiere que el ’splitting parameter’ se escoja

COmo:

E = mCLSU{&o, €1, 62}

B VT ko k (2.60)
- { 42 5y }

La proposicién de estos dos parametros alternativos surge porque a alta frecuencia po-
demos tener pérdida de precision debido a las cancelaciones de nimeros grandes cuando
sumemos Gegpacial ¥ Gespectral- Asi, para alta frecuencias, o lo que es lo mismo para dis-
tancias grandes entre los elementos d > A, este problema se evita forzando que ¢ sea otro

distinto al ’éptimo’, tal y como se explica en [4].

2.1.4. Criterio para Conmutar de las Series Exactas a las del Método
de Ewald

En esta seccién se propone, por primera vez, un método que sugiere usar la funcién de

Green espectral o usar el método de Ewald segin la distancia del punto de observacién.

El razonamiento del método es el siguiente. Cuando el punto de observacion esta cerca
de la fuente, la serie espacial converge mejor que la funcién de Green espectral. Conforme
el punto de observacién se aleja de la fuente, la espectral comienza a converger mejor
que la espacial. Es por ello que convendria usar el método de Ewald cuando el punto de

observacién esté cerca de la fuente y la funcién de Green espectral cuando esté lejos.

Esto nos lleva a estudiar un criterio contundente para establecer el punto idéneo de

conmutacién entre estos dos métodos, para el calculo de la funciéon de Green.

Para ello estudiamos qué términos de la ecuacién (1.44) pueden afectar negativamente

a la convergencia.

. _ _ S . . , s e .
Vemos que la exponencial e~ *~#'| interesa que decaiga lo més rapido posible para que
a serie converja antes. Para ello, es necesario que el exponente z —2'| sea real y lo més
1 tes. P llo, 1 te Ym ! lyl

grande posible.

Utilizando esto, el criterio para conmutar surge de imponer que 7,,|z — 2’| > n, donde
7 es un valor real que fijaremos. Llamamos M al nimero méaximo de términos en los que
queremos que se cumpla esa condicién, es decir, el niimero de términos para el cual la

exponencial de la serie espectral ha caido por debajo del valor e~".
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Desarrollamos el mencionado término de la siguiente manera:

konr )~
mlz =2 =\ k2 — k2 x|z =2 =k < /-cM> —1x|z—2]

(2.61)
2 kanr \
:% (ZM> —1x|z—2]
Como queremos que vyps|z — 2’| > n escribimos:
2 kear

777 <ZM> —1x|z=2|>n

12 — 2| n (2.62)
A 2
2my [ (Aspe)” =1

Esta serd la condicién para conmutar del método de Ewald a la serie espectral.

Para fijar el valor de 7, una buena opcién es partir de la condicién anterior, es decir, que
e sea, por ejemplo, menor o igual que 10~* y de ahf obtener 7, que en este caso serfa
n =9,2103.

De esta forma, si se cumple la condicién (2.62), entonces se utilizard la formulacién

espectral. En caso contrario se usara la formulacién de Ewald.

2.2. Calculo del Gradiente de la Funcion de Green Utilizan-
do el Método de Ewald

Siguiendo con los objetivos del proyecto ahora vamos a aplicar el método de Ewald al
gradiente de la funcién de Green, de forma que lo descompondremos en la suma de dos

contribuciones:

VG('F7 77/) = VGespectral('Fa 'F/) + VCTYespacial(Fa 7:/) (263)

Vamos a calcular estas dos componentes por separado, sabiendo que el gradiente de la
funcion de Green sera la suma de ambas contribuciones. Cada contribucién surge de aplicar
el operador gradiente a (2.46) y (2.55).
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2.2.1. Calculo de VGespectra(T, )

Comencemos por calcular VGegpectral (7, ), aplicado el operador gradiente a (2.46):

1 0 e—jkwp(z_m/)

VG(7, 7)== X —jkgpR
(r7r) d ; 4jkzp j $px
p=—00
+ikzp|z—2'| jkzp / —jkzplz—7'] ]kzp /
X eI erfc ¥+|z—z|5 + e N erfc Tg—]z—zk
1 e efjklp(xfz/)
+ - — x Dz
dpzz_:oo 4k
(2.64)
donde
0 ; / ik , / ik
D=9 |ethul= gfie (1522 4 |z — 2'|e | + e TFplE orfe I8ep |z —2e )| =
d|z — 2| 2e 2e
: N gkzplz—2'| jkzp /
Jkzpsgn(z — 2')e erfc o + |z —2'|e
N jkzplz—2| / jkzp /
+esgn(z — 2')el= erfc Tg—i—]z—z]a
, / ik
— jkapsgn(z — 2 )e ki erfe (‘72? — |z - z'|€>
, / ik
— esgn(z — 2)e IRl ! <‘]2;p — |z — z’|e)
(2.65)

Sustituimos D en la ecuacién (2.64) y queda:
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[e.o]

1 i / kz
VG(r,7) = - Z X { — jkapX {e“kzﬂzz lerfe <‘72€p + |z — z’]a)
p=—00

; / k
+ eIkl erfe (]2:]3 — |z — z’|5) }

e—jkwp(l’_l’,)

4jkzp

- / ik
+3% [sgn(z B Z/)jkzpejkzp‘zfz \ erfc ('7247 + ’Z o 2/|€>
c (2.66)

- / ik
+ esgn(z — 2/ )etFplF = erfe! (]2,@ +|z— z'|5>
5

. / ik
—sgn(z — z’)jkzpe_JkZplz_z Lerfe <j2Zp — |z - z/]5>
5

, / 'k
_ ESgH(Z _ z/)e—]k’zp‘z—z | eI'fC/ <]22p _ |Z o Z,|€> :| }
13

Finalmente reagrupamos términos y queda que:

e—jkxp(m—xl)

1 00
\4€ ) =20 ,
espectral ( ) 4] k;zp

p=—00
.a N INP ijP /
X [—jXkyp — jXkopsgn(z — 2')] e 7=r erfc 5 T |z — 2|e
€
, / ik
+ [—j&hap + j2kp sen(z — &) 7Pl erfc ("2’9 +z - z’\a)
€
, / ik
— 2sgn(z — 2)ee Tkerl==# | orfe! <]22p — |z — z’|e>
5
IS N dkaplz—2 / jkzp /
+ zsgn(z — 2')eeler erfc ?+|z—z|5

(2.67)

donde

2
erfc’(z2) = —ﬁefzz (2.68)
Asi queda la contribucién espectral del método de Ewald una vez aplicado el operador

gradiente.



2.2. Célculo del Gradiente de la Funcion de Green Utilizando el Método de Ewald 29

2.2.2. Célculo de VGespacial(F, )

Ahora vamos a calcular la otra contribucién. Para ello, partimos de la ecuacién (2.55)

y aplicamos el operador gradiente:

I g k\* 1
VGespacial(ﬁ f/) = — Z eI Z — —
4 2e q!
m=—00 q=0
/ 2 N2 / 2 IAPN (2.69)
X [Epy (2 [(z = 2)° + (x — 2" —md)?]) 2(z — 2')e” 2
+ B (2 [(z = 2)* + (z — 2’ —md)?]) 2 (z — 2’ — md)e? %]
Reordenando términos queda:
22 &~ NS A
vGyespacial(fa 'F/) = e_jkzomd () -
Am mzz_:oo qz:; 2) ¢ (2.70)
X [(z =22+ (x — 2’ — md)¥] E;H(RmQaQ)
Y teniendo en cuenta que Ej (z) = — E,(2), obtemos la siguiente expresion:
< < omd N (k21 2.2
VGespacial (T, 7') = o Z [(z—2'—md)&+(2—2")2] e 7F=0™ XZ <2€> Pl Eq(Rme”)
m=—o0 q=0 ’
(2.71)

donde Eg(z) = &=.

z

Ya tenemos, por tanto, ambas contribuciones del gradiente. Hay que destacar que ambas

series VGespacial Y VGespectral tienen convergencia gaussiana.

2.2.3. Criterio para Conmutar de las Series Exactas a las del Método
de Ewald

Aligual que haciamos con la funcién de Green, en esta seccién se estudia un criterio para
conmutar entre el uso de la formulacién espectral del gradiente de la funcién de Green y

el uso del gradiente utilizando las series de Ewald.

Para ello, estudiamos qué términos de la ecuacién (1.49) estan implicados en la buena

o mala convergencia del gradiente.
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. . ’ Y . .
Vemos que kzme "#~%| interesa que decaiga lo mas rapido posible para que la serie
converja antes.

o7 . . . p— — !
Utilizando esto, el criterio para conmutar surge de imponer que ke~ "™ l2=2'l < ¢, don-
de M es el nimero maximo de términos en los que queremos que se cumpla esa condicién,
. d 7’ . pu— p— / rd .
es decir, el ntimero de términos para el cual el factor kgyme " *~%| ha caido por debajo

del valor e. Si desarrollamos esto, nos queda:

€

e~ IMlz—=7]
kxM
2 2 €
e_‘/kzM_k x|z—2'] <

kwM

k hat 2—1><]2:—z’|>—11r1 ‘
k kmM

(2.72)
I em 2—1><]z—z’\>—1n <
A k kznr
|2 — 2| _ln(/ﬂ;M)
A ~ 2
kg
27 ( kM> -1

Esta es la condicién que nos indica cuidndo obtener el gradiente mediante el método
de Ewald y cuando obtenerlo mediante su forma espectral. Si se cumple la condicion se

obtendria mediante la serie espectral y si no mediante el método de Ewald.

Una vez que hemos deducido la formulacién de la funciéon de Green y de su gradiente
aplicando el método de Ewald, estudiaremos en el capitulo 4 los resultados y la efecti-
vidad de las mejoras propuestas y veremos la convergencia de este método gracias a la

implementacién en Matlab de la formulacién desarrollada en este capitulo.



Capitulo 3

Transformacion de Kummer

Otra posible forma de acelerar la convergencia de estas series es aplicando la trans-
formacion de Kummer [12]. La transformacién de Kummer, que recibe su nombre del
matematico Ernst Kummer, consiste en ir extrayendo términos asintéticos (sumables de
forma analitica o semianalitica en el caso unidimensional) y restdndoselos a la serie original
en el dominio espectral con el fin de acelerar su convergencia. Por otro lado, los términos
asintoticos extraidos y restados, también deberdn sumarse para obtener el mismo resultado

que se obtendria con la suma directa de la funcién de Green.

Cuantos més términos extraigamos, un menor nimero de términos en el sumatorio
necesitaremos para que converja la parte dindmica pero més términos tendremos que
sumar en la parte estdtica. Es por ello que la suma de los términos estaticos debera ser lo

mas eficiente posible para conseguir el minimo tiempo de computo.

En este capitulo, vamos a aplicar la transformacion de Kummer a la funcién de Green
espectral. También aplicaremos dicha transformacion al gradiente de la funcién de Green.
Comenzaremos extrayendo uno, dos, tres y cuatro términos asintéticos y posteriormente

deduciremos una novedosa expresién general para la extraccion de N términos.

3.1. Extraccion de un término

Comenzamos extrayendo un solo término. Este caso es el més sencillo y ya se obtiene

una mejora considerable en la convergencia, como veremos en el capitulo 4.

31
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3.1.1. Calculo de la Funcién de Green

Aplicamos el método de Kummer a la formulacién espectral de la funcién de Green, por

tanto, partimos de la siguiente ecuacién

- 1 &1 .y :
Gri)=— Y —e mlelemikem(z=a) 3.1

m=—0oQ

donde llamamos ém a:

~ 1 /
G = —e == 3.2
= 32)
de forma que (3.1) quedarfa como:
Np= =1\ 1 - A —Jkzm (z—x")
G(r,7") = 2dm—§—oo Gme™ (3.3)

Buscamos ahora la expresién asintética de G, que llamaremos G,,g. Asi, podemos

expresar la ecuacion (3.1) como:

é(F7 F/) = i Z (Gm - émO)e_jkzm(x_x/) + Z émoe_jkzm(x_x,) (34)

m=—0Q m=—0oQ

donde G,y se define como:

1 ,
Gmo = lim —e ml>=7l (3.5)
m—0o0 ")/m

Calculamos cuanto vale lim ~,,
m—0o0

2 2 2
Hm Ay = Hm A/ kgm? — k2 = lfm \/<ka n m) Iyl
m—00 m—00 m—00 d d

esto es verdad sélo si kg, > k;
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Si kum < k entonces v, es imaginaria pura. Por el contrario, si kg, > k entonces 7, es

real positiva.

Si suponemos que 7, es siempre real y positiva, su aproximacién debe ser también real

y positiva. Por ello, aniadimos un valor absoluto a la formula anterior.

2mm
| —— 3.7
| 7 (3.7
Por tanto émo queda finalmente:
~ d ™m 4
Gino = |5 e~ |Za || (3.8)
De forma que la serie orginal quedaria expresada como:
~ ]. > ]. / d 2mm ’ - ’
G(7 AN L —vml|z—7| —’T’|z—z| —jkzm (z—x')
(7, 7) 54 m_z_:oo <7me 5| € e
oy (3.9)
,|M|‘Z,ZI‘ _jkzm(x_xl)
+ Z 2mm ¢ ¢
m=—00

La primera parte de la serie se sumard tal y como estd, con una convergencia mas
rapida que si suméasemos directamente la serie espectral puesto que estamos acelerando su

convergencia al restarle su valor asintético.

Respecto a la segunda parte de la serie, que llamaremos Gegigtica, deberemos buscar
el modo de sumarla analiticamente de forma que obtengamos una expresién cerrada del
sumatorio infinito y de esta manera no afecte en gran medida al tiempo de cémputo de la

serie total.

Para ello, la expresamos de la siguiente manera:

| d > .
Gestatica = Z 2 o~ |ZE |12=2 | g—ikam (z—2”)
m=—o00
| d
= > e |7 I gmdhwo(a—a') =i (25 ) (2=”) (3.10)
2mm
m=—o00
:eijkwo(xfxl) i d e_‘%TmHz—Z'\e—j(%T)(z—y)
2mm

m=—0Q
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Dividimos el sumatorio en dos sumatorios separando los m positivos de los negativos y
obviando el término m = 0 debido a que, concretamente en ese término, no se aplicara la

transformaciéon de Kummer, como se explicard mas adelante.

-1
— ! d _|2mm |, i 27mm !
Gestatica = € Jkzo(z—a') _Z Sy e | 252 |2 #le () (z—a)
mee (3.11)
o | 9] 2 e i (25 )
+2 15
m=1
Hacemos un cambio de variable n = —m, de forma que la ecuacién anterior queda:
. = d 2mn > _2mm
Gostitica :e—]k:zo(:l?—m) [ ) %6 |z2— z| ( (a: z') + Z 27Tm |2—2"| —](—)(a}—x )]
d . o[ e B e =i (z—a)] O o= B a2 [+ (z—a")]
— © —Jjkgo(z—2')
e )
n=1 m=1
(3.12)
Utilizando la siguiente igualdad matematica
0 eam
—In(1— 1
>, =-h(l-¢) (3.13)

m=1

hacemos un cambio de variable n = m y podemos escribir la ecuacién (3.12) como:

G = & mibaola—a’) [_ In (1 - ef%nzfz'\fj(xfz/)]) —In (1 . ef%nzfzw(wfx')])}

2
(3.14)

En m = 0 no aplicamos el método de Kummer ya que lo hemos obviado anteriormente
en el calculo de Gegtatica. Esto se debe a que el valor asintético de ,710 seria % y eso daria
lugar a problemas numéricos puesto que la suma analitica seria infinito. Ademas, restarle
a la serie el término asintético tiene sentido conforme m toma valores grandes y, por tanto,

carece de sentido aplicarlo para m = 0. Por ello, G,, en m = 0 quedarfa como:
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- 11
Go(7,7) = ——

_ —v0lz—2'| ,—jkzo(z—2") 3.15
2d ’}/06 ‘ ( )

Finalmente, podemos escribir la ecuacién (3.9) de la siguiente manera

o0

G ) = 5 Py (;nll - eﬂmrlzzfi) e—Them(a—)

"o (3.16)
. % o—dka0(z—a’) [—m (1 _ e—%uz—z’\—j(x—x'n) I (1 _ e—?[z—zw(x—x')])}]
+ Go(F,7)

3.1.2. Calculo del Gradiente de la Funcién de Green

Aplicamos ahora el método de Kummer al gradiente de la funciéon de Green que obtuvi-
mos en el capitulo anterior. Partimos de la expresién del gradiente y lo dividimos en una

componente xr y otra z.

+oo
~ 1 1 n_ s /
VaE ) = L S Ll i) [ 5 s )
2d mz_:oo Tm [ (3.17)
—/

= G, (F, ) % + G.(F,7) 2

Donde G(7,7) y G(F,7) son:

~ 1 1 "N s ’
Galis) = o 3 e el e (3.13)
m=—00 Tm
~ 1 & 1 )
G.(F, ) = 24 Z —m sgn(z — 2') — e Ymlz=F | =ikem(@=a’) (3.19)
m=—oo Tm

Comenzamos por extraer un término a G, (7, ), que podemos expresarla de la siguiente

manera:
_ f/ _ 7] xme—'ym‘zfz/‘efjkzm(x*x/) (320)
2d Y

m=—0oQ
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buscamos la expresién asintdtica de esta serie para aplicar el método de Kummer

kxm k km 27rm
lim — = lim ———— = lim 0F = sgn(m)(3.21)

m—00 Yy m—oo /k. k,2 m—00 \/ ;p() + 272[771 . k‘2

y como habiamos visto, cuando m — oo, 7, se puede aproximar como:

(3.22)

Tm ~

2mrm ‘

De forma que la ecuacién (3.20) la podemos escribir, aplicando la transformacién de

Kummer, como:

Gl 7 % > (km@WZ/—Sgn(m)e—lz’if"\lz—z’> o—ikam(z—2')
Tm
m=-—0o0
o (3.23)
+ Z Sgn(m)e_|Zgn“z_zqe—jkzm(x—r’)]
m=—00

Llamamos Gestatica(7, ') a la segunda parte de la serie anterior puesto que es la que
vamos a tratar de expresar de forma cerrada. Con esta nomenclatura, la ecuaciéon anterior

quedaria asi:

. oo
~ — k / Tm ’ - / ~
Gx(f, 77/) f— 7; [ Z <m6_'7m|2—z | _ Sgn(m)ei|27||zfz |) e_]kwm(x_x ) + Gmestatiea(F7 77/)
me—oo \ Tm
(3.24)
Ahora nos centramos en transformar émesmm‘ca(’ﬁ ).
~ > 2 2
G:L‘estatica(F7 f/) _ Z Sgn(m)e_‘T“Z_z \e—szo(m—ﬂc )e—J"T(a:—w ) (3'25)

m=—00

De la misma manera que hicimos anteriormente, vamos a separar el sumatorio, obviando
el término m = 0, donde no aplicaremos la transformaciéon de Kummer. Ademéds, hacemos

un cambio de variable n = —m, y queda:
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00 )
GirvetationF, ) = ¢=kza(e=) <Z Pl )y 3 QQU”[ZZ’H(xw’)])
n=1 m=1

(3.26)

Los sumatorios anteriores son la suma de una progresiéon geométrica, de forma que los

podemos escribir de forma cerrada como:

a

> €
D et = i (3.27)

m=1

Volviendo a hacer un cambio de variable n = m, podemos expresar finalmente G estatica (7, 7 )

comao:

2Ty (! 2 (| (!
€ ) = e Ikao(e—a") [_( e~ 7= I-i(z=2")] ) o~ G llz=2[+j(@—a")]

Grestatica (T, T 1— e—%”[|z—z’|—j(x—x’)] 1— 6—27’7[\z—z’\+j(:1:—x/)]
(3.28)

En m = 0, no aplicamos la transformacién de Kummer y ese término quedaria, para

esta componente, como:

Gao(7,7) = ;j%eﬂolzw/le—jkw(’”_m/) (3.29)

De esta forma, la ecuacién (3.24) queda de la siguiente manera:

AN (= = —J G Km _ -2 —| 2|z —jk —x’
G, (7, 7) = == <e 7m|zz|—sgnme el |)e]”‘m(:E z')
(7, 7) =53 m:ZOO o (m)
m##0
3.30
" , e~ G llz=2'|—j(a—a")] o~ =2 |+j(z—a")] ( )
+ e kao(z—a) | _ — — | + _ ___ ,
1 — ¢ a1 lz=#|—d(z—a")] 1 — e~ llz=2+i(z—2")]
+ Gao(7, )

Una vez desarrollada la componente x, vamos a desarrollar de la misma forma la com-

ponente z.
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~ 1 N . /
G.(7,7) = % Z —sgn(z — z’)v—mef'ymlzfz |=gkam (z=2")
m=—oo o (3.31)
_ —Sgn z=72) Z —Ym|2—=2| = jkem(z—2')
= e

m=—0o0

Aplicando la transformacién de Kummer, la serie quedaria de la siguiente manera:

[e.e]
Gy = L) | S (el o | ko)
S (3.32)
o0
Py e—\%z—z'ejkmm»]
m=—oo

Llamamos G estatica(7, 7' ) ala segunda parte de la serie, de forma que la ecuacién anterior

quedaria como:

_ _ S > / Tm / ; / ~
éz(f’ 77/) = SgH(ZZ) [ Z (e—’ym|2—z | _ 6_‘2T“Z_Z ‘) e_kam(z_m ) + Gzestatica(Fv ’F,)

2 m=—oo
(3.33)
donde G sestatica(T, ') €8
~ © 2Tm /
Gzestatica(f,f/) = Z | ||Z 2| 73]%0(‘7: ') _](7)(90 ') (334)

Escribimos G estatica (7, T') separando el sumatorio, obviando el término m = 0 y reali-

zando el cambio de variable n = —m:

ézestatica(fyf/) :e—jkzo(l’ @' (Ze HZ #=j(z=a! ]+ Ze Td |Z i xﬂ)

n=1

_e—jkzo(w—r')< o= Zll—#|—j(a—a)] e——uz—z'm(z—m/n )
1

PR e B e 3| P W g

(3.35)
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De igual forma que en la componente z, en la componente z tampoco aplicaremos en

m = 0 el método de Kummer. Este término quedaria, para esta componente, como:

~ —sgn(z — 2')

Gao(7,7) = o ¢ MRl (3.36)

Si introducimos estos resultados en la ecuacion (3.33), G,(7,7') queda:

-~ - - / o0 ’ mm / - !
Gz(r,r/)zsgn;;ﬂ 3 (eﬂmw_e—\%uz—z\)ewm@ﬂ)
m=—oo
m##0

(3.37)

— 2802 |—j(z—a' — 27 |+ j(z—a'
¢ omthntensn T e
Lol i) ] _ oGl i)

+ G.o(F, )

3.2. Extraccién de dos términos
En este apartado vamos a seguir el mismo procedimiento que en el apartado (3.1.1) con

la diferencia de que en este caso v, y % las aproximaremos con los dos primeros términos
m

de sus desarrollos de Taylor. Haremos uso de estos dos desarrollos de Taylor:

1
\/1+1‘%1+§$—|—... (3.38)

(Vitz)  ~1- %x + o (3.39)

3.2.1. Calculo de la Funcion de Green

Comenzamos con la funcién de Green. Por un lado aproximamos 7, como:

2mm ) 2 2rm\? | 4
’Ym:\/m:\/<kxo+7;m> —kQZ\/kioJr( Zm> = ko =

| 2em)\? | kaod s 2mm\ (| heod
N d ™m (%Tm)Q d 2rm

(3.40)
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y quedaria que 7, ~ ‘%Tm + kmo‘.

Para % seguimos el mismo procedimiento:

m

1

1
B 1 B 1 \/k:2 n (27rm> +47rm

o - 0

Ym \/k%m—kQ \/(kmO‘*‘zﬂTm)Q_kQ d d

-1
B 2rm\? | kzod N k2, — k2 2rm\ | kaod
N d ™m (2ﬂm)2 d 2rm

d
(3.41)
Por tanto # se puede aproximar a ﬁ - (gfﬂg; .
De esta forma el término asintético quedaria:
2
L —mle—2| d__ Faod | |2 |- 3.42
fyme 2rm  (2wm)? ¢ (3.42)

Cabe destacar que en m = 0 no aplicamos el método de Kummer por lo que deberemos
afiadir el término Go(7,7) deducido en (3.15). De esta forma, si aplicamos el método de

Kummer con dos términos, la serie espectral queda:

~ 1 > 1 / d k 0d2 2mm / : /
G(’F, ’F/) _ = Z (e—'ym|z—z | N T - 67‘T+kx0||z72 | e—jk‘;c"L(J?—CC)
2d |~ \Tm 2rm  (27wm)
m#0
oo
d kmOdZ 727"7"”4,]6 | _ | i o
_ d 20|12—2"| ,—jkam (z ac)
* Z 2tm  (2mm)? ‘ c
m=—o00
m##0
+ GO(Fv 77,)
(3.43)
Llamamos Gestatica @ la segunda serie que aparece
o
d kxon - m‘i‘kz | - /‘ 7k':vm( - /)
Gestatica = Z omm — (27Tm)2 e d 0‘ TRl T (344)
m=—o00
m=#0

Estudiamos los valores absolutos para poder separarlos:
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1)Para los m positivos tenemos:

Como se cumple que %Tm es mayor que ko (ver apéndice A), se cumple que ﬁ > (gjﬂ;
y entonces:
1 d kgod® | [ d kzod? (3.45)
Ym 2rm (2rm)2|  \2mm  (2mm)? )
2mm 2mm
Y — ikl + kgo| = il + kzo (3.46)
d d
2)Para los m negativos tenemos
1 d  keod? d | keod?
— _ — = 3.47
Tm l 2rm  (2wm)? orm (27rm)? (347)

Como Q“Tm es mayor que kg, entonces:

—2m™m

d

Ym — ' +kaz0

= <27;m - k;mo) (3.48)

Ya podemos separar los valores absolutos y la ecuacién (3.44) quedaria:

o
d k 0d2 _|2mm I .
Gestatica = Z o — (2;m)2 e | d +kxO|‘Z Z‘e Jkam (z—2")
e
0 9 (3.49)
=) A ka0d® | 2wy gg||a—e| o kao (=) i (22 (a—a)
2tm  (27wm)?
m=—o00

m#£0
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Separamos los m negativos y positivos, obviando el término m = 0 y hacemos un cambio

de variable n = —m

o

- !
Gestatica = 6—31%0(27—% ) [ § -

d kzod?

A ol | s (25 )
2n (27n)?

n=1
+ Z xod ’27rm+kzo“z Z/‘ _]( Tm )($ $/)
27Tm 27rm)2
_ _—jkso(z—a) i i—i—M —(2Z ko) |2—2'| 45 (252 ) (z—a!) >
= ¢ 2 (27n)? ¢ ‘
kzod —(%—m+kzo)|z—zl\ —j(m)(l’_l’/)
+ Z (27rm 27rm)2) ¢ ‘ ’
Hacemos un cambio de notacién n = m:
, e d kj d2 2mm / Tm
- —jkso(z—2') z0 —( zO>|Z 2| +J( )(33 ')
Gestatzca € n’LZl <27Tm + (27Tm)2> ¢ '
+i d B kx0d2 . — (2 kg ) |2~ ,J(ﬂ)(x,m,) (3.51)
L= \2mrm  (2mm)?
Finalmente, queda:
Gestaticaze_jkzg(m_x/) i d € 2ﬂm|z 2| kzO‘Z 2| +]( )(‘T ')
= 2mm
> k$0d2 27Tm|z 2’| kzo|z 4 +](7)(x ')
* Z_:l (27Tm)
T / / . 2Tm ’
) 2
_ Z kzod e 27Tm|z z’| —kgolz—2] _J(J)(x )
— (27rm)?2

Por simplificar, vamos a tratar cada sumatorio por separado de forma que Gestatica la

pondremos como:

Glestatica = € IFa0(@=") [ek“"z_z/‘ (seriel + serie2) + e =012~ (serie3 — seried)
(3.53)
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Comenzamos por la seriel y la seried que son del mismo tipo y se pueden expresar de

forma cerrada como lo hicimos en el apartado (3.1.1), haciendo uso de la igualdad (3.13):

> d 2m™m /! - 2mm /
1= 3 0o () o)
serie P 27rme d e d
— Z d e_(Lsz)HZ—Z’\—J'(!L“—I’)} (3.54)
= 2mm
d 27 ’ - /
T _ o llz=2=j(z—a")]
- [ In (1 e d ﬂ

De la misma forma la serie3 queda:

o 27zlm |Z7Z/|6_j(2721m>($_$/)

»
Q
=
@
w
I
(e
Y
S
3

o (21— Fia—a)] (3.55)

I
M8
Y

3 QL

_ 7;%7 [_ n (1 _ 6—%nz—z'|+j<m—w'>1>}

Por otro lado, la serie2 y la seried quedarian:

2
xod 727;m|zle|e+j(27rdm)(m_$,)

serie2 = e
2mm

WE
A??‘

3
I

= i (3.56)
S kaod” _(2mm (12| j(a—a")]
27m)

[\

—~

3
I

O Eood?  zmm. oy _i(2mmye.
seried = Z (27T(;7%)26*QT|Z*Z | =3 (25 ) (z—a")
" (3.57)

00 2
3 Faod” (22|52

Estas series son funciones polilogaritmicas de orden dos, que poseen soluciones nime-

ricas. El polilogaritmo (también conocido como funcién de Jonquiere) [9] es una funcién
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especial Lis(z) definida por la siguiente serie:
Lis(2) =) = (3.58)
k=1

donde s es el orden, en nuestro caso s = 2 y z es el término que elevamos al indice

del sumatorio, que en el caso de la serie2 es z = e~ CF)llz=#-i(e=a")] y de la seried es
5 = o (F)la=21+i(z—a")]

Identificando términos, la serie2 quedaria, en forma de polilogaritmo, como:

kzod? n Nl
serie2 = (20)2 Lisy ((f(%)“z—z |—j(z—= )]) (3.59)
m
y la serie4 quedaria:
2 o
seried = ](“;0‘;2 Liy (e*(%)[\Z*Z'HJ(x*I H) (3.60)
T

A la hora de implementar estas series en Matlab, tendrian que sumarse numéricamente
tal y como se definen en forma de sumatorio, con un nimero de términos que aseguren
su convergencia al valor final o bien usar formulaciones alternativas que existen para el

célculo de los polilogaritmos.

Cabe resaltar que cuanto mayor sea el orden del polilogaritmo mas rapido converge. Si
observamos la definicién en la ecuacién (3.58) podemos observar que cuanto mayor es s,
mas grande es el denominador y, por tanto, mas pequena es la fraccion. Dicho de otro
modo, al aumentar s estamos elevando el indice del sumatorio, que en nuestro caso es m, a
una potencia mayor. Como m® aparece en el denominador, la fracciéon completa serd mas

pequena cuando mayor sea el valor de s y por ello la serie convergera antes.

Finalmente la Gegtatica quedas

o W o . i - o . .
Gestatica = € Fwo(@=2) [ekwo‘z #| (seriel + serie2) + e kol z—2'| (serie3 — seried)

(3.61)
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Gt = 50— [ohle=1 [ [ (1 =it
’;;Srf)iz Liy (e~ ()= -3te=2) }
+ e ka0lz—7'| |:d [_ In (1 . e—%’[Iz—z’l-i-j(a:—x')])]

2
_ Faod Lis (e‘ 27”)[lz—Z’lJrj(af—f’:’)]>
T

(3.62)

3.2.2. Calculo del Gradiente de la Funcién de Green

Aplicamos ahora el método de Kummer al gradiente de la funcién de Green extrayendo

en este caso 2 términos.

Tenfamos que G, (F,7) y G.(F,7) eran:

G (7, 7) = ;—; 22 o —pm 22| =kam (@) (3.63)
m=—oo Tm
~ 1 & .
G.(r,7) = 24 Z —sgn(z — 2')e MmlF=# 1= ikem(@=a") (3.64)
m=—oo

Comenzamos por Gy (7, 7). Habfamos obtenido:

kxm
lim —— =sgn(m) (3.65)

m—-+00 Ym

La diferencia es que ahora -, la aproximamos por dos términos, en vez de por uno sélo.

2mm

— + ko

y (3.66)

Tm =
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De forma que la ecuacién (3.63) la podemos escribir como:

. 00
~ —_ k‘ / ™m ’ - /!
Go(7, ) = 7; ) (m el sgn(m)e | F Hhaoll— ) ¢~ Ikam(@=2')

m=—00 m
m#0

oo
+ Y sgu(m)e [T ool gk (=)

m=—0oQ

m7#0
+ Gao(F, )

] (3.67)

lamamos Ggestatica (T, 7') a la segunda parte de la serie que es la que vamos a tratar de

expresar de forma cerrada. La ecuacién anterior quedaria asi:

. 00
~ — k ’ ™m ’ . ’
0 (3.68)
+ émestatica (777 77,) + éazo (’I:, 'F,)

donde

~ e 2 . .9

G:restatica(f7 f/) et Z Sgn(m) 67|T+k$0“,272 ‘e_]kzo(x—a: )6_3%($—$ ) (369)

m=—00
m#0

Como %Tm es mayor que ko, podemos decir que si m es negativo:

2mm 2mm
‘—d | = 2~ hag (3.70)
y si m es positivo:
2mm 2mm

Usando esto para separar los valores absolutos, obviando el término m = 0 donde no
aplicaremos la transformacion de Kummer y haciendo un cambio de variable n = —m,

~ _ )
Ga:estatica(ra r ) queda'
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_ 271'77, 27rm / m
Grestatica(T,T') = € —Jkao(z—2' < E e~ —kz0)|2—2'| et @—a) | E :e +kzo)|z—2'|

. (x—x'))

00
_ - ikan(e—) (_ekzmz—zfze 2 |s— 2| —je—a')] | p—hoolz—7| Ze 2mm (22| (o x)])
n=1

m=1
(3.72)
Volviendo a hacer un cambio de variable n = m y usando (3.27), tendriamos que
ézesmtiw(ﬁ 7') es finalmente
=2 [|lz=2'|=j(z—a")]
éxestatica(f f,) :e—jkzo(ac—m’) - 6k10|2_2/| €
’ | o Tl i)
(3.73)

+ e—kzo\z—z’|

] — e~ Gl +ie=a")]

o= Zllz—2 [ i(e—)] ]

De esta forma, la ecuacién (3.68) quedaria:

~ —q > kxm ’ m ’ - /

— 22 [|z—2'|—j(z—a =22 [|z—2' |44 (z—a
4 e Jkao(a=a’) | _ [ gkaolz=#'| _© e T ¢ e
1 — e Fllz=2'|=j(z—a")] 1 — e~ Fllz=2+j(z—a")]

— €

(3.74)

Una vez desarrollada la componente x, vamos a desarrollar de la misma forma la com-

ponente z. Si aplicamos el método de Kummer extrayendo esta vez dos términos, la serie
quedaria de la siguiente manera:
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/ oo
éz(ﬁ ) = —sgn(z — 2) Z (eﬂm\zfzq _ e—\%Terho“z—zq) o~ Jkam(z—a’)
2d =
o
+ 3 ekl ke | G (7, 7)
m=—0oQ

m#0

Llamamos G cstatica (7, T') a la segunda parte de la serie de forma que la ecuacién anterior

quedaria como:

/
Gufr, ) = “BEZZ) | S (ol B bl ) o) 4 i (7.
"m0
+ ézO( )
(3.76)
donde
~ > 2mtm ’ . 2mm /
Gzestatica(Fa F/) _ Z 67|T+kzo|\zfz \e—]kzo(x—x )e J( )(:B—:r ) (3'77)
A0

Escribimos G cstatica(T,7') de la siguiente manera, separando los m negativos de los

positivos, obviando el término m = 0 y realizando el cambio de variable n = —m:

o0 0o
~ _ 27Tn / 27rm !
Gzestatzca(T 7") =€ Jkzo(z—a! ( E e \d IO)|Z 7 +]( (ac =) + E e —H%O lZ #l
m=1

n=1

— ¢ Jkao(z—a' (Ze wolz—2'| ,—(352) |22/ |—j(z—a') I+ Ze kzolz—2'| — (=) |22 | +j(a— z)])

m=1

1 — e~ Gl i) 1 — e Gl +ie—a)]

A =2 [lz=2|—j(z—a")] — 2 |z=2'[+j(z—a")]
_ e—]kzo(a:—a:’) (ekzo|2—2'| e d +e—k10|z—z’| e d

(3.78)
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De forma que si introducimos este resultado en la ecuacién (3.76), podemos escribirla

CcOomao:
/ [e.e]
G, ) = ZEUEZE) | Sh (gl o2l oo
2d =
m70

_ 27 YRS _ 27 ) W
o gl € Rl i)

+e

1 — e~ Fle==I-ie=a")] ] — e~ Gl T+i(e=a")]

(3.79)

Una vez que hemos extraido dos términos del desarrollo de Taylor no vamos a seguir
extrayendo mas términos al gradiente. Esto se debe a que, por un lado, lo que aportaria una
mayor mejora seria seguir extrayendo el término que acompaia a la exponencial pero este
término es en una componente 1 y en la otra sgn(m). Se ve que estos factores no dan lugar
a la extracciéon de mas términos. Por otro lado, consideramos que extraer dos sumandos
del desarrollo en la exponencial e~ 7"1#~#'| supone una gran mejora en la convergencia y el
hecho de extraer mas de dos términos podria suponer problemas en los cdlculos, como se

explicard a continuacion.

3.3. Extraccion de cuatro términos

La extracciéon de cuatro términos unicamente se va a desarrollar para el calculo de
la funcién de Green. Para ello, vamos a seguir el mismo procedimiento que en los dos
apartados anteriores pero con la diferencia de que en este caso ,% la aproximaremos por

m

los cuatro primeros términos de su desarrollo de Taylor basandonos en:

- 1
(Vito) '~1-Ja+ ggg? — .. (3.80)

En la exponencial sélo vamos a extraer dos términos. La extraccién de términos da
lugar a exponenciales del tipo e, e e~ 1/m =1/ ’”2, etc. Podemos ver que la primera
exponencial da lugar a un sumatorio que constituye la funciéon polilogaritmica. La segunda
exponencial da lugar a un término constante. A partir de ahi, conforme més sumandos
extraigamos mas rapido crecen las exponenciales y, por tanto, las series que contengan
el sumatorio de dichas exponenciales tardarian cada vez mas en converger. Es por ello,

que se considera que extraer en la exponencial mas de dos términos no introduce mucha
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mejora sino que complica los célculos de las series que las contengan. Por lo explicado

anteriormente, seguiremos dejando 7, como %Tm + kzo y vamos a desarrollar A%m:

2rm\ ? | kaod s
d m (Emf

d

27m\ kood k29— k2 3 (keod\?
~ [ = 1-— — 5+ = + ...
d 2mm 9 (%Tm) 8 \ ™m

A ko | (- R0)d 30

2tm  (27mm)? 2(27wm)3 2(2mm)3

(3.81)
Los dos tltimos términos se pueden agrupar sabiendo que ko = k sen(6)
(k2 — k2o)d® | 3k2,d®
2(27wm)3 2(27wm)3
B k2d3 _ k2, d? 3k2d®
2(2rm)3  2(2mm)3  2(27wm)3
123 (3.82)
= Smm)? (1 —sen®() + 3sen®(9))
k2d3
~ s (14 25e1%(0)

El término asintdtico en este caso quedaria como:

2 273
ie_,ymlz_zl‘ N d _ kxod k d

Tm 2tm  (27wm)? + 2(27m)3 (

27

a Hhaollz=2'l (3 g3)

1+ 2sen?(9)) e

Por tanto, si aplicamos el método de Kummer a la serie espectral, el resultado es el

siguiente:
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S R A T ka0 d? k*d® 9
= — —e TmlFTEl — = (1+2 o
Gnr) =94 mz_:oo Y 2rm  @rm)? T 2mmyp (25 ()
m#£0
00 2 2 73
_‘m+kzo||2—z’| —jkgm(z—a') d _ k‘xod k“d 1 9 2 9
¢ ¢ +m_z_:oo 2tm  (2wm)? 2(27rm)3( + 2sen’(0))
m#£0
e 27:1"‘+kzo||zfz/|e—jkzm(x—:c’) + GO(Fa F/)

(3.84)

A la segunda parte de la serie la llamamos Gestatica y quedaria:

o0
d k$0d2 k2d3 2 _ 27r7m+kz |Z—Z/| _kzm( _ /)
Gestatica = Z drm ~ @rmR T 2@mm)? (1+2sen”(0))| e | % of e Tkam(z—2
"m0
(3.85)
Estudiamos los valores absolutos teniendo en cuenta que ﬁ + %(1 +2sen?(0)) es
mayor que (gfr‘;g; (ver apéndice A).
1) Para los m positivos tenemos:
1 d kzod? k2d3 9
N _ 1+ 2sen?(0
Ym 2rm  (2rm)?  2(2wm)3 (1+25e0(0)) (3.86)
d kdeQ + k2d3 (1 + 925 2(9)) '
= - n
2rm  (2rm)?  2(2wm)3
2) Para los m negativos tenemos:
1 d kxod? k2d3
5 — ‘—2 o (233(7)%)2 e (1 +2sen2(0))’
m 7r T T
(3.87)

A keod? k2 ,
<27rm + (2mm)? + 2(27wm)3 (1+25en (0))>

Con esto, ya podemos separar los valores absolutos. Separamos los m negativos y po-
sitivos, obviando el término m = 0, y hacemos un cambio de variable n = —m de forma

que la ecuacién (3.85) quedaria:
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d kyod? _ k2d3
“2mn (2mn)2 2(27n)3

d krod? n k2d3 (
orm  (2rm)2 | 2(2wm)3

00
/
Gestatzca =€ ]klo(z z) [ E

(1+2 sen2(0))‘

00
| 27r"—i—lcggo“z 2| +j (z—=")

e >

=1

1+ QSeHQ(G))‘

e |2“m+kx0’|z 2| 7]( m)(zx’)]

(3.88)

Modificamos los valores absolutos como hemos explicado y queda:

00
: / d k d2 k2d3 2mn
o —Jkzo(z—a’) § z0 149 2 9 ( kwo)|z 2|
Gestatzca € [ (27_[_” + (27T7’L)2 + 2(27TTL)3 ( + Z2sen ( )) €

n=1

o0 2 293
_;,_j(?L)(x z') d _ kzod k*d 2
e * z:: <27rm (2mm)? + 2(27mm)3 (1+25en%(6))

e (27rm+kzo)‘z Z‘ (27””)(1‘ m)]

(3.89)

Hacemos un cambio de notacion n = m

. N | = d kpod? E2d3
—Jkgo(z—2 0 2
Gestatica = €7 o ) [ g <27Tm + (27Tm)2 + 2(27Tm)3 (1 + 2sen (9))>

m=1

2 273
(27rm kxO)‘Z Zl‘ +‘7(27r )(x .’Z/) d ka;()d k d 1 2 2
‘ * Z orm  (2rm)? T 2(27m)? (1+25e07(6))

e_(%Tm'HgZU)‘Z_Z/‘e_j(%Tm)(w_x,)

(3.90)

Separamos cada factor
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oo
] d 2
Gestatica :eijkxo(xfm/) g |22 ka:0|z 2| +J(ﬂ>(w z')

+ i kx0d22 27rm‘z ZII k’I‘OIZ Z| +](7)(2 $)

o0 2 73
+ Z &3 (1+286H2(9))6 20 o' | ghaolz—2"| o+ (25 ) (z—a')

— 2(27m)
LS b
= 127Tm
o0
_Z Faod” e T 22 | g —haol 22| =3 (77" ) (2—a')
(27rm)?
m=1
o
k2d3 m
# 3 gy (14 25002(0) ¢ T lembols =i (e
m=1

(3.91)

Por simplificar, vamos a tratar cada sumatorio por separado, de forma que Gestatica la
pondremos como:

—1 —x ! . . .
Gestatica = € IFeo(@=2") | ghwolz=2'| (seriel + serie2 + serie3)

/ (3.92)
+ e kaolz—2'] (seried — serieb + SGT’i€6)]

Por un lado, la seriel y la seried4 son del mismo tipo y se pueden expresar de forma

cerrada como en los dos apartados anteriores, haciendo uso de la igualdad (3.13):

seriel = % [— In (1 - eiQTﬂHZ*Z/Fj(Z*x/)])} (3.93)
seried = % [— In (1 — e_%ﬂ“z_zqﬂ(g”_xl)])} (3.94)

Por otro lado, la serie2 y la serieb las expresamos como se detallé en el seccién (3.2.1)

er = S~ Fa0d® (e ey _ Koo () s iaa)) (505
SEries = Z (27Tm)26 - (277') 2( ) ( . )
m=1
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(e o]

o5 — S oo (e @) _ Faod (3 )
serieb = Z::l (27Tm)26 d = 2n)? Liy (e d ) (3.96)

o0 1 m

Por tltimo, las dos series nuevas que nos han aparecido son del tipo > " | —ze”

Segun la definicién de polilogaritmo (3.58) la serie3 y la serie6 se corresponden con

polilogaritmos de orden 3. Por tanto, podemos expresarlas como:

K 2(gY) o ()l |-i(z—a")]

71W (1+23€n (9))6 d
i (3.97)
_ 200)) Lix (o= (Z)[lz—2—j(a—a")
oo (1 + 2sen?(0)) Lis (e ; )

seried =

ie6 i k243 (1 + 2 2(9)) _(%Tm)uz_z/‘-l-j(z—m/)]
serieb = _ k%a” . )
2(2 3
mk21d3( ﬂ'm) (3'98)
= 202n)8 (1 + 2sen®(0)) Lis (e—(%)uz,zqﬂ(%x,)])
T

Finalmente la Gegtgtica queda:

Glestatica = € F0@=2) | ckeolz=2| (serie] 4 serie2 + serie3) (3.99)
3.99
+ e Fa0lz=21 (seried — series + serie6) |
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Gestatica = e*jkxo(xf:r’) [ekxdzz’l |:2ch [_ In (1 _ 6727”[&72’\73‘(3:—35’)})}

2
4 Faod Lis (e—(%)[lz—z’l—j(w—w')})

(2m)?
293 ‘ ,

+ Ldg (1 + 236712(9)) Lis (e‘(%ﬂ)uz—zqﬂ(w—z )}) }

2(2m) ; (3.100)

—kgolz—=2'| | & | _ =z |4 (=)
+e [ o { In (1 e )}

kood® (25 o]
T (omp2 2 (e )

kd® 2(0)) Lig (e~ (Z)e—#T+iG—")]
pbTomE (1 + 2sen®(6)) Liz (e : ) }

Como podemos observar, conforme vamos extrayendo mas términos van apareciendo
funciones polilogaritmicas cada vez de mayor orden. Esto nos lleva a pensar que existe
una relaciéon progresiva de los términos que aparecen. Por tanto, se podria intentar sacar

una expresién general para N términos. Este serd el objetivo de la siguiente seccién.

3.4. Extraccion de N términos

En esta seccion, vamos a tratar de deducir una férmula general para el caso de aplicar
Kummer extrayendo N términos asintéticos. Cabe resaltar que la formulacion presentada

es novedosa ya que no ha sido desarrollada anteriormente.

Partimos del desarrollo de Taylor de la raiz cuadrada:

- 13
(Vita)  ml—-atoa®— —ad gt — (3.101)

Esto lo podemos escribir como:

(Vita) 1+ fiz+ for+ fsa® + far + ... (3.102)

donde los factores f, se pueden expresar como:

n n—1
fo = (2_”172! 1__[0(2m +1) (3.103)




3.4. Extraccién de N términos 56

Asi la ecuacién (3.102) quedaria expresado en forma de sumatorio de la siguiente manera:

N ( 1)n n—1 .
V1+a) an = ZO ST 1__[0(2m +1) | = (3.104)

Ahora vamos a desarrollar las potencias 2%, !, 22, 23, etc. En nuestro caso tenfamos que

-1

1 1 d kwod — (k2q — k?)d?
= = 1 z 3.105
Ym k2, — k2  2mm + ™ + (27rm)? ( )

Por tanto:
1\ kpod (1N (K2 — k?)d?
_ z0 = F7)a” 1

v <O> m <1> (27rm)? (3-106)
(3.107)

24(rm)4

o (2 KA 2\ kwod (K2 — KD)d® (2 (K2, — K?) 2d4
T° = +

0/ (wm)? 1) mm  (2wm)? 2 24 (mm)*

( 22 (mm)3

+
2\ k2od® (2 ko (k2 k2 43 (k2 — k2)2d* 2d4
Jimm+ () +(2>

Khod® (3) k20d? (K2, — k2)d> (3) kzod (K2, — k2)2d* (3) (K2, — k2)3d6
3

3
<0> (mm)3 1) (mm)?  (27m)>? 2) (rm) 2%(wm)* 26(7rm)6
LB\ KA (3N K2 (k2 — K2t 3\ kao(K2y — K225 (3 (k2 — K2)PdE
B (o) (rm® " (1) 2(em)t (2) 2(emp (3) 26 ()0
(3.108)
(A KA Bod® (82— ) (1) Bod? (2 — K)Pd"
7 = <0> iy <1) P (G 2) )2 24 ()"
A\ Eaod (K2, — K2)3d° (k2, — k2)4d8
* (3) (rm) 25(am)o (4) 28 (7m) 8 (5,10

(A Rl () k(2 e k2 246
~\0/ (mm)4 1 22 (mm)® 2 24 (rm)6

(
A\ go(k2y — k2)d7 (k2 — k)t
*(3) 2 ()7 *(4) T
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Nos interesa agrupar los términos que estan saliendo segtn el exponente al que esté ele-

vado m. Por ello, agrupamos los términos segiin ese criterio:

m — (3) ]‘j:f: (3.110)

N (3) (’i(;j; N G)W (3.111)

o (o) (2> . e

VN <3> zod" -+ (‘Z’) 22 — )d4 + @)W (3.113)
s () (Y Oyt rE

Buscamos expresar la suma de estos términos de forma general. Llamamos z a x = L%J
Podemos ver que dado un n para cada m™ tenemos = + 1 términos. Es decir, el nimero de
términos de forma general se obtiene tomando el entero inferior del resultado de dividir n

entre dos y suméandole 1.

Ademids, vemos que el factor k.o va disminuyendo en potencia de 2, comenzando desde
n hasta 0. Por el contrario, el término (k2, — k?) va aumentando en potencia de 1, desde
0 hasta z.

Por otro lado, d aparece siempre elevada a n y los nimeros combinatorios obtenidos del
tridngulo de Tartaglia [17], aparecen en cada n de la siguiente manera: el nimero superior
comienza en n va disminuyendo de 1 en 1 en cada término y el inferior aumenta desde 0

hasta x.
Por tltimo, vemos que en los denominadores aparecen los términos 2°,22, 2%... hasta 22*.

Asi, podemos escribir cada término correspondiente a m™ de la siguiente manera:

mn i (” 2a) 2\a o
mn s 4 Zk (ka K (” a) (3.115)

(wm)" 22 a

3

Si a esto le afiadimos que cada x!, 22, 23, .. va con su f1, fa, f3, ... entonces, a la expresién

anterior debemos anadirle, para cada término, su factor correspondiente
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[

o) (1)
— f2

(3.116)

= f3

A~ N7 N .~
— N
~__

7 N 7 N\

NI N)

N ~—

Entonces (3.115) quedaria:

oA ST kD) (n—a
m° — (Trm)”z 924 < a )fn—a (3117)

Volviendo a la ecuacién (3.105) e introduciendo este desarrollo tendriamos que:

N n % p(n=2a) 2 2\a
1 d d kyo ~ (k3o — k) (n—a
- 2mm (Z (mm)™ Z 22a a fn-a

_Lgh d SR ) (na)
2 ( ~ 22a a e

(3.118)

Una vez obtenidas estas expresiones, ya podemos aplicar el métodos de Kummer con N

términos.
N -2
sy = LSS (Lemlest Ly AU S RS, — k) ("=
bl n—a
e\ T
m
> N z ;5 (n—2a)
e—27;7”+k’z0||2—2'|>e—jkwm(w—ﬂﬁl) n Z lz dn+1 kz% a (kigo - ]{72)‘1 <n — CL) fn .
+1 2 —
i = (wm) a=0 2% a
m
e ol gikema=) | 4 G, )

(3.119)
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A la segunda parte de la serie la llamamos Gegstatica ¥ €8 la que vamos a tratar de
modificar y sumar de manera 6ptima. Para ello, separamos los m positivos de los negativos

y obviamos el término m = 0 puesto que ahi no aplicaremos la transformacién de Kummer:

—! N T g.(n—2a) ;9 2\a
1 dn+1 k k — k n—a _|2mm o
Gestatica = Z 5 Z 1 0 ( ;O ) fn_ale€ | d ‘H%O“Z 2|
m=—00 2 n=0 (7‘(’777,)" a=0 2% a
N -2
efjkzm(mfwl) + i 1 Z dn+1 x k;i% a)(kgo — kQ)a n—a f
2 (rm)ntl 22a a n-a
m=1 n=0 a=0

2mm

ef| d

+kzo | \zfz’\e—jk’mm(az—x’)

(3.120)

En los m positivos se puede quitar el valor absoluto porque la suma de los términos
que aparecen en positivo es mayor que la suma de los que aparecen en negativo. Por otro
lado, vamos a razonar més detenidamente qué ocurre para los m negativos. Si miramos
la ecuacién (3.120) vemos que para valores de m negativos aparecera un signo negativo
cuando (—m) esté elevado a un nimero impar, es decir, cuando n + 1 sea impar. Dicho de
otro modo, cuando n sea par los términos serdn negativos. Por el contrario, para n impar
serd positivos pero si razonamos qué ocurre con el factor f,_, nos damos cuanta de que
contiene un término (—1)", de forma que este factor anade un signo negativo cuando n
sea impar. Por tanto, vemos que todos los términos bien por un motivo u otro aparecen
restando cuando m es negativo. Teniendo en cuenta esto, el valor absoluto seria la suma
de todos los términos en positivo. Para ello lo que tenemos que hacer es anadir un signo

negativo a los m negativos.

De esta forma, la Gegstatica quedas
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Mz

dn+1 r kéno_ml) (7%2;0 o k2)a (TL _ a)f

7Tm n+1 22a

oo
Gestatica = e_kIO(I_m,) [6k10|z_z/| E
0 =

m=1n

8

n z 4 (n—2a) 7.2 2\a
—2mmi, | —j(z—a —kzolz—2' d 1 kxO (ka:O —k ) n—a
m=1n=0 a=0

o= 22/ (a—a')]

N + T (n—2a) /7.2 2
/ / dntt k (kzg — k%) (n—a
_ kyo(z—x kx z—z § : § : z0 r
€ of ) [ ° | n+1 = 22(1 ( ) 1—a

S e , "+ G kTP (k20— k) fn—q
E [lz—2|—j(z—2x")] —kgolz—2 E : z : 20 20
mn+1 - te ° | )n+1 92a < >fn a
a=0

m=1
=1
E o~ T la=2'|+j(z—a)]
mn+1
m=1

(3.121)

Haciendo uso de las funciones polilogaritmicas, la expresiéon anterior la podemos poner

como

N n (n 2a) 2
_ r— 1‘ 2—z d +1 l{? k‘ k) fn—a
Gestatica = € ao IOl | z : n+1 Z (2211 ) < a )
=0

dnt k(" 20) (2, — k?)° <n—a

fr—aLing1(21) + e ool Z )t Z 22 )fna Lin+1(Z2)]

a
(3.122)
donde
2 = e A= I—il@=a")] (3.123)
2g = ez [+ile—a")] (3.124)

Podemos ver los resultados que se obtienen de extraer 1,2,3,4..., hasta N términos en el

capitulo 4.



Capitulo 4

Resultados

En este capitulo se mostraran los resultados obtenidos con la herramienta software
desarrollada para verificar los métodos expuestos anteriormente. Podremos observar la
convergencia de las funciones de Green tanto en su formulacién espectral como en su
formulacion espacial. Asi, podremos discutir la eficiencia de evaluar esta funcién y su
gradiente con la formulacién directa para distintas distancias del punto de observacion y

distinto angulo incidente.

Posteriormente, se podran observar los resultados obtenidos de la implementacion del
método de Ewald a la funcién de Green espacial y a su gradiente. También observaremos

el error relativo de este método para distintas distancias y angulos de incidencia.

Maés tarde, estudiaremos la convergencia de la funcién de Green aplicandole la transfor-
macién de Kummer para los casos de extraer uno, dos, tres y cuatro términos. Compara-
remos los resultados para verificar la aceleraciéon de la convergencia conforme se extraen

mas términos del desarrollo de Taylor.

Por tltimo, se mostraran unas graficas en las se podra ver el tiempo de computo necesario
por cada uno de los métodos revisados en el proyecto para alcanzar un determinado error,
segun la distancia del punto de observacién, con el fin de decidir cudl de ellos seria el

optimo en cada caso.

Cabe resaltar que, en todas las simulaciones, el valor de referencia que hemos tomado
para el cdlculo de los errores relativos ( %) depende de si el punto de observacion es cercano
o lejano a la fuente. Hemos usado el método de conmutacién, planteado en este proyecto,
para tomar un punto aproximado como frontera entre lo que podria considerarse cerca o
lejos. De esta forma, si la distancia entre el punto de observacién y la fuente es mayor
que dicho valor, entonces tomaremos como valor de referencia el valor de convergencia de

la formulacién directa espectral. Si por el contrario es menor que dicho valor, entonces

61
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tomaremos como valor de referencia el valor de convergencia del método de Ewald, con-
siderando que, por encontrarnos cerca de la fuente, éste es el método que en un menor

ntimero de términos converge.

4.1. Funcion de Green

En este apartado vamos a comenzar por observar la convergencia de las formulaciones

espacial y espectral de la funcién de Green.

Recordemos que la férmula de la funcién de Green espacial era:

; 1
Gy = 3 e dhomd SHP (kR (4.1)

donde Ry, = /(2 — /)2 + (z — ' — md)? y la funcién de Green espectral era:

- I & 1 o ,
G(r, 7)) = — e ivmlz=2| g=jkem(z—2’) 49
(7, 7) = o4 > - (4.2)

m=—0o0

Para realizar la suma que aparece en (4.1) y (4.2) vamos a tomar un nimero total de
términos que llamaremos M. Cabe resaltar que en todo el capitulo, cuando evaluamos
la funcién de Green mediante sus formulaciones directas tanto espacial como espectral,
ordenamos previamente los armdnicos segun la frecuencia en la que empiezan a propagarse
y luego sumamos los M primeros. De esta forma nos aseguramos de que estamos sumando
los primeros términos méas importantes, es decir, los modos que mas contribuyen. Para

ello, se ha desarrollado una rutina que ordena los modos segiin su frecuencia de corte.
Los parametros comunes a todas las simulaciones son:
-fuente situada en el origen — (27, 2’) = (0,0)
-frecuencia f=2GHz
-periodo d=0.5)\

En las primeras simulaciones obtenidas podemos ver la funcion de Green espacial y
espectral para un punto de observacion cercano. Consideramos un punto cercano, por
ejemplo, el punto (x,z) = (0A,0.0000000001\). Podemos ver la convergencia para un
dngulo § = 0° (ver Figura 4.1) y para un édngulo 6 = 45° (ver Figura 4.2).

En estas figuras vemos que cerca de la fuente, la formulacién espacial de la funcién

de Green converge mejor que la espectral. Observamos que la formulacion espacial se
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Convergencia de la Funcidn de Green
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Figura 4.1: Convergencia de las funciones de Green espacial y espectral para un punto de
observacién cercano a la fuente (z,z) = (0A,0.0000000001\) y 6 = 0°.
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Figura 4.2: Convergencia de las funciones de Green espacial y espectral para un punto de
observacién cercano a la fuente (z,z) = (0A,0.0000000001)\) y 6 = 45°.
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Figura 4.3: Convergencia de las funciones de Green espacial y espectral para un punto de
observacién lejano a la fuente (z,z) = (0A,0.1\) y 6 = 0°.

estabiliza a un valor concreto, aunque se observen pequenas fluctuaciones, mientras que

la espectral no llega en 1000 términos ni siquiera a un valor cercano al de convergencia.

Cuando |z — 2’| = 0 nos encontramos muy cerca de la fuente y el argumento de la
funcién de Hankel de la ecuacién (4.1) es muy pequeno. De esta manera, los valores de
la funcién en los primeros términos son muy grandes comparados con los siguientes, es
decir, la funcién de Hankel tiende muy rapidamente a 0 y por ello la convergencia de la
serie espacial es mas rapida conforme nos acercamos a la fuente. Esto también es debido
a que cerca de la fuente la funcién de Green es singular, con una singularidad de tipo

logaritmico, y este comportamiento singular lo representa muy bien la funciéon de Hankel.

Ahora observamos la convergencia de dichas funciones para un punto de observacién
lejano. Elegimos el punto (z,z) = (0, 0.1)) y lo simulamos para 6 = 0°(ver Figura 4.3) y
0 = 45°(ver Figura 4.4). Vemos que para un punto alejado, la serie que mejor converge es
la formulacién espectral. Sin embargo, la formulacion espacial presenta mayores problemas

de convergencia ya que en 1000 términos aun sigue fluctuando.

Si z es muy diferente de 2/, nos encontramos lejos de la fuente, entonces la convergencia
de la serie espectral es muy répida. Si nos fijamos en la la férmula (4.2), tendriamos una
exponencial negativa elevada a un nimero que se hace cada vez mas grande conforme

aumentamos el nimero de términos y, por tanto, cada vez el valor de la exponencial se
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Figura 4.4: Convergencia de las funciones de Green espacial y espectral para un punto de
observacion lejano a la fuente (z,z) = (0A,0.1)\) y 6 = 45°.

hace mas pequenio. Es decir, al aumentar el nimero de términos la exponencial se hace

real y con fuerte caida.

Ademsds, cuanto mas lejos de la fuente estemos, mayor serd el valor del exponente y antes
tenderd a cero la exponencial, de forma que aunque aumentemos el nimero de términos,
el resultado de la serie es practicamente el mismo puesto que sumamos cada vez términos

mas cercanos a cero. La convergencia que presenta es de tipo exponencial.

Por todo ello, concluimos que cuando se trata de obtener la funciéon de Green en puntos
cercanos a la fuente, lo 6ptimo seria usar la definicién espacial. Por el contrario, cuando
estemos lejos de la fuente, la formulacién anterior presenta problemas de convergencia.
FEn estos casos lo mejor seria usar directamente la formulacion espectral de la funcién de

Green que, como se ha demostrado, converge rapidamente en puntos lejanos a la fuente.

4.2. Gradiente de la Funcion de Green

En esta seccién vamos a estudiar la convergencia del gradiente de la funcién de Green,

para distintos angulos.
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Figura 4.5: Convergencia de las componentes del gradiente las funcién de Green para un
punto de observacién cercano a la fuente (z,z) = (0.001\,0.00001\) y 6 = 0°.
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Figura 4.6: Convergencia de las componentes del gradiente las funciéon de Green para un
punto de observacién cercano a la fuente (x, z) = (0.001X,0.00001)\) y 6 = 45°.
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Figura 4.7: Convergencia de las componentes del gradiente las funcién de Green para un
punto de observacién lejano a la fuente (x, z) = (0.001X,0.1\) y 6 = 0°.
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Figura 4.8: Convergencia de las componentes del gradiente las funciéon de Green para un
punto de observacién lejano a la fuente (x, z) = (0.001X,0.1\) y 6 = 45°.
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La Figura 4.5a muestra la convergencia de las dos componentes del gradiente de la
funcién de Green espacial para un punto de observacion cercano y para un angulo incidente
0 = 0°. La Figura 4.5b muestra la convergencia para el mismo caso pero esta vez aplicando
el gradiente a la funciéon de Green espectral. Si cambiamos el angulo y fijamos 6 = 45°, la
convergencia de las dos componentes de la funcién de Green espacial es la que podemos
observar en la Figura 4.6a. Para este caso, la convergencia del gradiente de la funcién de

Green espectral la podemos observar en la Figura 4.6b.

Para ambos angulos 6 se observa que las componentes espaciales si convergen mientras
que las espectrales no. Esto se debe a que nos encontramos cerca de la fuente, donde la
funcién de Green espacial converge mejor que la espectral. Por tanto, es de esperar que las
componentes del gradiente de la funciéon de Green espacial presenten, como hemos visto,

una mejor convergencia respecto a las componentes de la formulacién espectral.

Por otro lado, la Figura 4.7a muestra la convergencia de las dos componentes del gra-
diente de la funcién de Green espacial para un punto de observacion lejano y para un
angulo incidente 8 = 0°. En la Figura 4.7b se muestra la convergencia de la funcién de
Green espectral para el mismo caso. Si cambiamos el dngulo y fijamos 6 = 45°, la conver-
gencia es la que podemos observar en la Figura 4.8a para el caso espacial y en la Figura

4.8b para el caso espectral.

Para estos casos vemos que las componentes del gradiente aplicado a la funcién de Green
espectral convergen mucho mejor que aplicado a la funcién de Green espacial. Esto se
debe a que nos encontramos lejos de la fuente, de forma que la funcién de Green espectral
converge mejor que la espacial y, por tanto, el gradiente de la funcién de Green espectral
presentard, en sus dos componentes, mejor convergencia que el gradiente aplicado a la
espacial. Cabe resaltar que, de las dos componentes espaciales, la componente = presenta

un mayor problema de convergencia, pues en 1000 términos atn oscila.

Aunque ya hemos podido deducir ciertas conclusiones con estas imagenes, vamos a
trabajar ahora con los errores relativos (%) de las componentes para que ver de forma
mas clara la convergencia. En la Figura 4.9 podemos observar los errores relativos para
un punto cercano y 6 = 0° tanto para el gradiente espacial como para el espectral. En la

Figura 4.10 se observa el mismo caso pero cambiando 6 = 45°.

De estas figuras podemos deducir que si obtenemos el gradiente mediante su formulacién
espacial, la componente z converge muy bien cerca de la fuente puesto que obtenemos un
error relativo de 10~7 y la componente = no converge tan bien (error de 10™1). Ademads,
podemos observar que ambas componentes del gradiente espectral convergen mal puesto

que presentan errores muy elevados.



4.2. Gradiente de la Funcién de Green 69

o Formulacidn exacta espacial 4 Formulacidn exacta espectral
10 T T T T T 107 g = TS ——
: : Rt EE e AH o e companente x
.................. : components z
10? 10°
R ESRtIE
=] =]
= =
. ®
56 g
i 10 & 10
10° 10°
1[|'m i 1 1 i L I I I i WD‘
i} 100 200 300 400 500 GO0 70O 800 900 1000 0
]
(a) Espacial (b) Espectral

Figura 4.9: Error relativo (%) de las componentes del gradiente las funcién de Green para
un punto de observacién cercano a la fuente (z,z) = (0.001\,0.00001\) y 6 = 0°.
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Figura 4.10: Error relativo (%) de las componentes del gradiente las funciéon de Green
para un punto de observacién cercano a la fuente (x,z) = (0.001X,0.00001)\) y 6 = 45°.
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Figura 4.11: Error relativo (%) de las componentes del gradiente las funcién de Green
para un punto de observacién lejano a la fuente (z,z) = (0.001\,0.1X) y 6 = 0°.
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Figura 4.12: Error relativo (%) de las componentes del gradiente las funciéon de Green
para un punto de observacién lejano a la fuente (z,z) = (0.001X,0.1\) y 6 = 45°.
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Por otro lado, si evaluamos la convergencia del gradiente para un punto lejano podemos

observar en la Figura 4.11 los errores relativos para § = 0° y en la Figura 4.12 para 6 = 45°.

De estas dos figuras podemos deducir que si obtenemos el gradiente mediante su formu-
lacién espacial, la componente x no convergen bien (con error de 103) y la z no converge
muy bien pero sf mejor que la z (con error de 1073). Ademéds observamos que con la
formulacién espectral ambas componentes convergen con un error de 10712 en tan sélo 50

términos por lo que podemos decir que convergen muy bien.

La conclusién que sacamos es que, en este caso, el mayor problema es calcular la com-
ponente x cerca de la fuente puesto que ni con la formulacién espectral ni con la espacial
se obtiene un error relativo aceptable. Observando la férmula del gradiente espacial (4.3),
vemos que en la componente x aparece el factor m que dificulta la convergencia. Por el

contrario, la componente z no presenta esta dependencia.

VG, 7)) = Y ——m—— = H(kRp) [~(x — 2’ —md)& — (2 - 2)2] (4.3)
Ry 4j
m=—o0
En general, podemos concluir que el gradiente de la funcién de Green espacial converge
mejor cerca de la fuente, mientras que lejos de la fuente es la formulacién espectral la que

da mejores resultados.

4.3. Método de Ewald

4.3.1. Funcion de Green

Como ya hemos visto anteriormente, cerca de la fuente la funcion de Green espacial
presenta una mejor convergencia que la espectral. El objetivo en esta secciéon es comprobar
que aplicando el método de Ewald conseguimos acelerar la convergencia de la funcién de

Green.

Para ello, utilizando la formulacién detallada en el capitulo 2, vamos a obtener el error
relativo del método de Ewald segiin el nimero de términos que escojamos para sumar la
serie. Como ya hicimos en el estudio anterior, vamos a hacer un anélisis para un punto

cercano y otro lejano y distintos angulos de onda incidente.

En la Figura 4.13 podemos ver el error relativo para un punto cercano cuando la onda

incide con un angulo 6 = 0°. Si variamos el dngulo, por ejemplo § = 45°, el resultado es el
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Figura 4.13: Error relativo de convergencia del método de Ewald para un punto de obser-
vacién cercano a la fuente (z,z) = (0\,0.0000000001\) y 6 = 0°.

que vemos en la Figura 4.14. Vemos que dicho método converge en tan sélo dos términos

proporcionando un error relativo (%) en torno a 10719,

Si alejamos el punto de observacién, podemos ver en las Figuras 4.15 y 4.16, que el
método de Ewald sigue proporcionando buenos resultados para distintos angulos, § = 0° y
0 = 45° respectivamente. En estos casos, se consigue en tres términos un error menor que
10712, Si recordamos los resultados de la seccién anterior, cerca de la fuente la formulacién

directa espacial con 1000 términos atin seguia fluctuando en torno al valor de convergencia.

Cabe resaltar que en todas las simulaciones se ha elegido automaticamente el ’splitting
parameter’ 6ptimo sugerido en [4].

Por otro lado, el nimero de términos usados para calcular la serie lo hemos fijado segun el
error numérico de la maquina. Las funciones de error complementario usadas en el método
de Ewald son calculadas por el ordenador de forma correcta hasta un cierto término. A
partir de ese término, por acumulacién de errores numéricos, las diferencias de las funciones
de error complementario dejan de converger y, por tanto, el valor de la funcién de Green
se dispara sin ningin sentido. Por ello, hemos usado este momento exacto en el que las
funciones de error dejan de calcularse correctamente para considerar que el método de

Ewald ha convergido.
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Figura 4.14: Error relativo de convergencia del método de Ewald para un punto de obser-
vacion cercano a la fuente (z,z) = (0A,0.0000000001\) y 6 = 45°.
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Figura 4.15: Error relativo de convergencia del método de Ewald para un punto de obser-
vacion lejano a la fuente (z,z) = (0X,0.1\) y 6 = 0°.
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5 Método de Ewald
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Figura 4.16: Error relativo de convergencia del método de Ewald para un punto de obser-
vacion lejano a la fuente (z,z) = (0X,0.1)) y 6 = 45°.

Como vemos, este método es interesante para obtener la formulacion espacial de la
funcién de Green con una convergencia mas rapida que la que se obtiene de aplicar direc-
tamente dicha formulacion. La formulacién espacial era necesaria para estudiar la funcion
de Green en los casos en los que nos encontremos cerca de la fuente. Para puntos lejanos a
la fuente, como ya se explicd anteriormente, es mas 1til obtener el resultado con la formu-
lacién espectral de la funciéon de Green exacta, ya que se demostrard posteriormente que
es més eficiente en términos de tiempo computacional. Aun asi, podemos observar que el

método de Ewald funciona bien tanto para casos lejanos como para casos cercanos.

En resumen, la funcién de Green de un array periédico de lineas infinitas de corriente ha
sido representada eficientemente usando el método de Ewald. Dicho método ha resultado
tener convergencia gaussiana y necesitar s6lo unos pocos términos para conseguir una
buena precisién tanto en puntos lejanos como en puntos cercanos. Recordemos que podian
surgir pequenas dificultades a alta frecuencia o para los casos en los que la distancia
entre elementos d (ver Figura 1.1) es mayor que A debido al ’splitting parameter’ 6ptimo.
Estas dificultades se podian solventar con la eleccion de otros valores alternativos de dicho

parametro, tal y como se explicé en la seccién 2.1.3.
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Figura 4.17: Convergencia de las componentes del gradiente las funciéon de Green para un
punto de observacién cercano a la fuente (z,z) = (0.001\,0.00001\) y 6 = 0°.

4.3.2. Gradiente de la Funcion de Green

En esta seccién vamos a ver como mejora la convergencia de las componentes del gra-
diente cuando aplicamos el método de Ewald. La formulacién que se ha implementado es

la detallada en la seccién 2.2.

La Figura 4.17a muestra la convergencia de las dos componentes del gradiente calculadas
mediante el método de Ewald para un punto cercano a la fuente, como es el punto (z, z) =
(0.001X,0.00001)\) y para = 0°. En la Figura 4.17b se muestra el error relativo de ambas

componentes.

Si ahora cambiamos el &ngulo de incidencia de la onda y lo fijamos a 8§ = 45°, podemos

ver los resultados de convergencia en las Figuras 4.18a y 4.18b.

En la Figura 4.19a podemos ver la convergencia de las componentes del gradiente para
un punto lejano (x, z) = (0.001X,0.1)\) y § = 0°, y en la Figura 4.19b el error relativo. En
la Figura 4.20a mostramos la misma convergencia pero cambiando § = 45° y en la Figura

4.20b el error relativo.

Vemos que aplicando el método de Ewald cerca de la fuente se pueden obtener errores
relativos (%) de 1078 o menores en tan sélo un término para un angulo § = 0°. Para un
angulo § = 45° se obtienen errores menores que 10719 con dos términos. Lejos de la fuente

se obtienen errores relativos (%) de 107'2 con 3 términos para ambos dngulos.

Cuando calculdbamos el gradiente de forma directa, tanto la formulacién espacial como
la espectral, alguna de sus componentes presentaban problemas de convergencia segun

nos situdsemos cerca o lejos de la fuente. Ademads, con 1000 términos se obtenian errores
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Figura 4.18: Convergencia de las componentes del gradiente las funcién de Green para un
punto de observacién cercano a la fuente (x, z) = (0.001X,0.00001)\) y 6 = 45°.
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Figura 4.19: Convergencia de las componentes del gradiente las funciéon de Green para un
punto de observacién lejano a la fuente (x, z) = (0.001X,0.1\) y 6 = 0°.
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Figura 4.20: Convergencia de las componentes del gradiente las funciéon de Green para un
punto de observacion lejano a la fuente (z,z) = (0.001\,0.1\) y 0§ = 45°.

muchos mas grandes que los obtenidos con el método de Ewald. Por ello concluimos que el
método de Ewald aplicado al gradiente, como se ha observado en estos resultados, supone

una gran mejora en comparacion a la formulacién directa.

4.4. Método de Kummer

4.4.1. Funcion de Green

FEn esta seccién vamos a estudiar los resultados y conclusiones de la aplicaciéon del
método de Kummer, extrayendo 1, 2, 3 y 4 términos del desarrollo de Taylor de la funcién
de Green y vamos a comparar la convergencia de estos métodos con la de la funcién de

Green espectral y espacial.

Comenzamos por hacer un estudio en funcién de la distancia del punto de observacién
segin la coordenada z. Para ello, vamos a observar el error relativo de este método ex-
trayendo varios términos para z = 0.000000000001\ (ver Figura 4.21), para z = 0.00001\
(ver Figura 4.22) y para z = 0.1\ (ver Figura 4.23). En todos los casos anteriores, la
coordenada x es 0.01\ y 6§ = 20°.

Cabe resaltar que las oscilaciones en la convergencia que podemos observar en las image-

nes anteriores se deben a que la coordenada x del punto de observacién es distinta de cero.

Como podemos observar al comparar estas graficas, aunque esta transformacion esté fun-
cionando bien cerca y lejos de la fuente, el error alcanzado en general es menor conforme

mas nos alejamos de la fuente. Recordemos que la transformacion de Kummer se aplica
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Figura 4.21: Error relativo de convergencia de la transformaciéon de Kummer para un punto
de observaciéon muy cercano a la fuente (z, z) = (0.01, 0.000000000001\) y 6 = 20°.
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Figura 4.22: Error relativo de convergencia de la transformacién de Kummer para un punto
de observacién cercano a la fuente (z,z) = (0.01A,0.00001\) y 6 = 20°.
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Figura 4.23: Error relativo de convergencia de la transformacién de Kummer para un punto
de observacién lejano a la fuente (z,z) = (0.01X,0.1\) y 6 = 20°.

sobre la formulacién espectral de la funcién de Green, la cual converge mejor cuanto mas

nos alejemos de la fuente.

Con estas graficas se confirma que cuanto més términos extraigamos, menor error re-
lativo se alcanza para un mismo ntumero de términos. Con lo cual, podamos afirmar que

cuanto mas términos extraigamos, mas rapido converge la serie.

Cabe resaltar que en la Figura 4.23 el comportamiento constante a partir de los 50
términos probablemente se debe a la precision finita con la que se calcula el valor de

referencia que se utiliza para calcular el valor relativo.

Lo siguiente que vamos a estudiar es como afecta el angulo de incidencia a la convergencia
del método de Kummer extrayendo uno, dos, tres y cuatro términos. Para ello, fijamos
x = 0.01\ y z = 0.000000000001 )\ y vamos a estudiar los errores relativos para § = 1° (ver
Figura 4.24), para 0 = 45° (ver Figura 4.25) y para 6 = 89° (ver Figura 4.26).

Vamos a razonar las similitudes que podemos observar entre los diferentes métodos.

Vemos que si 0 = 0°, la extracciéon de 4 términos da el mismo resultado, en cuanto a
convergencia, que la extraccién de 3 términos. Esto se debe a que si § = 0° — sen(f) =

0 — kyo = ksen(f) = 0. El cuarto término que extraiamos del desarrollo de Taylor de

1/4m era % (5532)3 (ver ecuacién 3.81). Por lo tanto, puede verse que el nuevo término que
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Figura 4.24: Error relativo de convergencia de la transformacién de Kummer para el punto

(z,z) = (0.01,0.000000000001)\) y 6 = 1°.
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Figura 4.25: Error relativo de convergencia de la transformacién de Kummer para el punto

(2, z) = (0.01),0.0000000000017) y § = 45°.
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Figura 4.26: Error relativo de convergencia de la transformacién de Kummer para el punto
(z,z) = (0.01X,0.000000000001\) y § = 89°.

se introduce al extraer 4 términos se anula cuando § = 0° y por esa razén podemos ver
en la Figura 4.24 que la convergencia del método de Kummer con 4 términos es la misma
que con 3. Ademsds, también se observa que la serie extrayendo 2 términos tiene la misma

convergencia que extrayendo un solo término. Esto ocurre por la misma razoén, pues el

’ . , ., . 2
segundo término que extraiamos en la ecuacién (3.41) era (’2“;3;[)2, de forma que se anula

cuando # = 0°, como es este caso.

Por otro lado, en la Figura 4.26 podemos ver que para # = 90°, el método de Kummer
con 3 términos presenta la misma convergencia que con 2 términos. Esto se debe a que
si @ = 90°, entonces sen(f) = 1 — kyo = ksen(f) = k. Si observamos la ecuacién (3.81),

. (k2—k2,)d? .
vemos que el tercer término que extremos es T2@Em)s de forma que este término se anula
Tm)
cuando k = k;p. Como esto ocurre cuando 6 = 90°, es en este caso cuando la extraccion

de un tercer término no mejora la convergencia de la serie respecto a la extraccién de 2

términos.

Vamos a razonar en términos generales estas similitudes segin el angulo 6. Para ello,

vamos a partir de la férmula que se demostré anteriormente:
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Gestatica = €

N n (n 2a) a

n+1 22 a

o d"+1 z k:(” 2‘” k2, — k2)® (n—a ,
fmaLinsa (1) + €70 |Z Tyt Z (22a ) ( a )fn_a Lin1{22)
=0

(4.4)

Por un lado, si 8 = 90° entonces sen(f) = sen(90°) = 1 — kyo = ksen(f) = k. Si ocurre
esto, en la ecuacién (4.4) todos los términos que contengan (k2,—k?)® se anulardn, excepto
cuando a = 0 que sera el tnico termino que no se anule, dando lugar a una serie donde

s6lo queden los términos puros del tipo k:

1
G ghanle—e) | _ kel y dn+ ™) f. Li
estatica — € n+1 a:O 0 fn In+1 (zl)

N
_ y—z! dn+1 n .
ko] | E n+l <0> In L1n+1(22)]

(4.5)

Es por ello que la transformacion de Kummer con 3 términos da la misma convergencia
que con 2, puesto que el término que anadimos es del tipo (k?co — k?) y esos son los que se

anulan en este caso.

Por otro lado, si 8 = 0° entonces sen(f) = sen(0°) = 0 — ko = ksen(f) = 0. Si ocurre
—2a)

.z ’ . n ’
esto, en la ecuacién (4.4) todos los términos que contengan k:fco se anularan, excepto
cuando n — 2a = 0 — 2z — 2a = 0 — a = x que serd el Unico término que no se anule,

dando lugar a una serie donde sélo queden los términos puros del tipo (k2, — k?)*:

B o , dn+1 k,2 _k2x n—ox )
Gestatica =e€ hao(e=a") IO‘Z Z‘Z n+1 ( 0221 ) ( X >fnx L1n+1(zl)

X

/ d"tt (k20— k)% (n—x )
—kzolz—2'| Z T 55 frn—z Lint1(22)
(4.6)
Es por ello que la transformacion de Kummer con 2 términos da la misma convergencia

que con 1 y Kummer con 4 términos la misma que con 3 puesto que en ambos casos el

término que anadimos es del tipo k.o y esos son los que se anulan en esta situacion.
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Figura 4.27: Error relativo de convergencia de la transformaciéon de Kummer para un

punto de observacién muy cercano a la fuente (z,z) = (0.000000001\, 0.000000000001\)
y 0 =1°.

Finalmente, vamos a ver la convergencia para un escenario muy interesante como es
el caso de estar muy proximos a la fuente. Para ello fijamos z = 0.000000001\ y z =
0.000000000001A y vamos haciendo un barrido con distintos angulos. En la Figura 4.27
podemos ver el error relativo para @ = 1°, en la Figura 4.28 para 6 = 20°, en la Figura

4.29 para 6 = 45° y finalmente, en la Figura 4.30 para 6 = 89°.

En estas figuras podemos apreciar que como el valor de  es muy cercano a cero, las
oscilaciones de convergencia son muy pequenias, mas pequenas que en los casos anteriores
donde habfamos fijado = 0.01\. En el peor de los casos, se alcanza un error de 1076
en torno a los 40 términos con la extraccién de 4 términos, lo cual es un gran avance
comparado con el error que se obtiene en ese mismo numero de términos con la serie
espectral, representada en color verde. Es logico que al estar muy cerca de la fuente no
converja bien la serie espectral, pero con el método de Kummer estamos alcanzando un
menor error que si usamos la formulacién espacial, representada en color rojo, que al

comienzo deciamos que convergia mejor cerca de la fuente.

Respecto a las diferencias de convergencia que encontramos segiin el angulo de inci-
dencia, podemos decir que responden al planteamiento explicado anteriormente. Adem4s,

podemos anadir un nuevo caso particular, que surge cuando se dan a la vez dos condicio-



4.4. Método de Kummer 84

5 Comparativa
10 T T :
— Mhlétoda de Kummer
MWétoda de Kummer dos términas
o Metodo de Kurmmer tres términos
1o Método de Kummer cuatro términos ||
Formulacidn directa espectral
: : : Formulacidn directa espacial
F g2 L e G
=] k . . : . : . . .
=
=
z
5 it _
5 10
m'ﬁ T L A S S U ...................................
10'8 i ] 1 i I i 1 1 i
a 10 20 a0 40 a0 B0 70 a0 a0 100

Figura 4.28: Error relativo de convergencia de la transformacion de Kummer para un

punto de observacién muy cercano a la fuente (z,z) = (0.000000001\, 0.000000000001\)
y 0 = 20°.
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Figura 4.29: Error relativo de convergencia de la transformacion de Kummer para un

punto de observacién muy cercano a la fuente (z,z) = (0.000000001\, 0.000000000001\)
y 6 = 45°.
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Figura 4.30: Error relativo de convergencia de la transformacion de Kummer para un

punto de observacién muy cercano a la fuente (z,z) = (0.000000001\, 0.000000000001\)
v 0 = 89°.

nes: (x —a') - 0y (2 — 2') = 0. Esto ocurre cerca de la fuente y lo que podemos ver es
que la convergencia del método de Kummer extrayendo 2 términos proporciona el mismo
error relativo que extrayendo 1 término. Si observamos la ecuacién (3.53), vemos que si
se cumplen las condiciones anteriores simultaneamente ambas exponenciales tienden a 1
y por tanto la serie2 y la seried se cancelan ya que aparecen con signo opuesto y, aunque
son conjugadas, son iguales ya que la parte imaginaria de la exponencial conjugada es
proporcional a (x — 2’) que tiende a 0 y, por tanto también, se anularia. De esta forma
sélo queda la suma de la seriel y la serie3 que son las que teniamos en la extraccién de
un solo término. En definitiva, si (x —2') — 0y (2 — 2’) — 0, la extraccién de un segundo

término no mejora la convergencia respecto a la extracciéon de un tnico término.

En general, si observamos la ecuacién (4.4), vemos que si (x —2') =0y (z —2') = 0,
entonces z1 = 22 y las exponenciales e *=0l2=#'| y ¢haol2=2l son muy parecidas de forma
que ambas partes de la serie se suman dando lugar a algunos términos iguales que se
suman con el mismo signo y otros términos iguales que se suman con el signo opuesto, es

decir, se restan y por tanto se anulan.

Vamos a razonar esto més detenidamente. La primera serie representa la suma de los

m negativos y la segunda la de los m positivos. Recordemos que todos los términos en la



4.4. Método de Kummer 86

serie de los m negativos aparecen sumandose en positivo mientas que en la serie de los m
positivos, el factor f,_, hace los n impares sean negativos y los pares positivos. De esta
forma, cuando ocurren estas dos condiciones, para n par (polilogaritmos de orden impar)
la serie de los m negativos es igual que la de los m positivo. Sin embargo, para n impar
(polilogaritmos con orden par) la serie de los m negativos y la de los m positivos son
opuestas, de forma que al sumarlas se anulan. Por ello veiamos que la transformacién de
Kummer con 2 términos convergia igual que con 1, cuando se cumplian estas condiciones
yva que lo que introduce el segundo término es un polilogaritmo de orden 2, es decir, orden

par que se anula.

Como conclusiéon podemos destacar que la transformaciéon de Kummer extrayendo més
de un término asintético ha resultado ser un novedoso método de aceleracién de la conver-
gencia de la funcién de Green, proporcionando buenos resultados para distintos angulos y
puntos de observacion y mejorando, por supuesto, la convergencia de las formas directas

tanto espacial como espectral.

4.4.2. Gradiente de la Funcion de Green

En esta secciéon vamos a evaluar la convergencia del método de Kummer aplicado al
gradiente de la funcién de Green extrayendo 1y 2 términos, tal y como se demostré en las
secciones 3.1.2 y 3.2.2. Vamos a hacer un estudio en funcién de la coordenada z del punto
de observacion, es decir, segun la distancia del punto de observacién a la fuente en el eje

zZ.

Para ello, vamos a observar el error relativo de este método extrayendo uno y dos
términos para z = 0.000000000001\ (ver Figura 4.31), para z = 0.001A (ver Figura 4.32)
y para z = 0.1\ (ver Figura 4.33). En los casos anteriores, la coordenada x del punto de

observacién es 0.01\ y 6 = 20°.

Vemos en las tres figuras anteriores que la extracciéon de uno y dos términos supone
conseguir un menor error relativo (%) para un mismo nimero de términos. Por ejemplo,
lejos de la fuente (ver Figura 4.33) obtenemos un error relativo en la componente z de
10! en 40 términos para el caso de extraer dos términos, mientras que en 40 términos

con la espectral sélo conseguimos un error de 107'° en esa misma componente.

Para un punto muy cercano a la fuente (ver Figura 4.31), la componente x mejora
considerablemente si en vez de con la formulacion directa espectral la calculamos aplicando
la transformacion de Kummer con un término. Esta componente pasa de un error relativo

de 102 a un error en torno a 104, Sin embargo, no observamos ninguna mejora si extraemos
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Figura 4.31: Error relativo de convergencia de la transformacién de Kummer aplicada al

gradiente de la funcién de Green para un punto de observacién muy cercano a la fuente
(z,2z) = (0.01X,0.000000000001)\) y 6 = 20°.
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Figura 4.32: Error relativo de convergencia de la transformacién de Kummer aplicada
al gradiente de la funcién de Green para un punto de observacion cercano a la fuente

(z,2) = (0.01X,0.001)) y 6 = 20°.
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Figura 4.33: Error relativo de convergencia de la transformacién de Kummer aplicada
al gradiente de la funcién de Green para un punto de observacién lejano a la fuente

(z,2z) = (0.01X,0.1\) y 6 = 20°.

un segundo término, puesto que obtenemos el mismo error relativo. Si recordamos la

componente = del gradiente para la extraccién de un término era

_ , R o ZEllz—2/|—j(o—a")] o ZEll—2/ |+ (e—a')
G:cestatica(ﬂ T ) =e/ so(=a) | _

+
1 — e Fllz=2'|=j(z—a")] 1 — ¢ Fllz=|+i(@—a")]
(4.7)
y para la extraccién de dos términos
2T | i
éxestatica(F 7:/) == e—jkzo(x—x’) — 6kzo|z_zl| c HZ Z‘ J(I m)]
’ 1 — o Fllz—2'|—j(@—a")]
2w / . ’ (48)
e~ lz=2"[+i(z—a")]

'l

+ e—kzo\z—z

] — e~ Gl T+i(e—a)]

Observando ambas ecuaciones podemos ver que el método de Kummer con dos términos

7’ . /7 . 7’ . . — ! —
dar4 idéntico resultado que con un término cuando las exponenciales ekz0l#—%'l y e ko
se hagan 1. Esto ocurre cuando z — 2/, es decir, cuando la coordenada z del punto de

observacién es muy cercana a la de la fuente. En este caso la fuente se sitia en el origen
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de coordenadas y el punto de observacion lo hemos fijado en z = 0.000000000001A. Como
el punto de observacién es muy cercano a la fuente, se cumple la condicién expuesta
anteriormente. Por ello, no hay mejora con la extraccién de dos términos y como vemos se
obtiene el mismo resultado que extrayendo sélo uno. Por el contrario, el error relativo de la
componente z si disminuye si usamos el método de Kummer con un término y disminuye

aun mas si extraemos dos términos.

Donde mejor se aprecia esta mejora de la convergencia es en la Figura 4.32. Podemos
observar que la tanto la componente xz como la z presentan un menor error relativo en
el caso de aplicar la transformacién de Kummer extrayendo dos términos. Si por ejemplo
nos fijamos en qué ocurre para M = 400 vemos que con la extraccion de dos términos se
obtienen unos errores de 107* y 1072 para las componentes x y z del gradiente, respec-
tivamente. Sin embargo, para este mismo valor de M podemos observar que los errores
relativos obtenidos con la formulacion directa espectral y con la extraccién de un sélo

término son superiores a 1072 en ambas componentes.

Por ello, podemos concluir que la extraccion de un término acelera la convergencia con
respecto a la formulacion espectral directa tanto cerca de la fuente como lejos y ademas,

la extraccién de un segundo término acelera atin mas la convergencia del gradiente.

4.5. Comparativa del Tiempo de Cémputo

Para finalizar, vamos a evaluar todos los métodos desarrollados en el proyecto, segin
su tiempo de computo para distintas distancias con el fin de encontrar el método 6ptimo
para calcular la funcién de Green, segiin el punto de observacién. También trabajaremos
sobre el desarrollo de un método basado en la conmutacién entre diferentes estrategias
para mantener la mayor eficiencia posible en el cdlculo de la funcién de Green en todo el

rango de distancias entre el punto de observacién y el punto fuente.

Para ello, hemos fijado un error relativo (%) de 1075, es decir, vamos a medir el tiempo

que tarda cada método en alcanzar ese error para distintas distancias.

Como podemos observar en la Figura 4.34, el tiempo empleado por la formulacién es-
pectral (representado en color verde) es elevado para distancias pequenas. Como sabemos,
cerca de la fuente la formulacién espectral necesita muchos términos para alcanzar el valor
de convergencia. A partir de una cierta distancia, que llamabamos distancia de conmuta-
cién, la formulacién espectral comienza a tardar menos tiempo que el método de Ewald
(representado en color azul marino). Este tltimo método parece tener un tiempo constante

independientemente de la distancia fuente-observacién.
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Figura 4.34: Comparativa del tiempo de cémputo de los diferentes métodos desarrollados
para distancias pequenas entre fuente y punto de observacién.
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Comparativa de las diferentes tecnicas

Espectral

Método de Ewald

hétodo de conmutacion
Transformacian de Kumrmer 1 término
Transformacion de Kumrmer 4 términos

Tiempo (&)

1 | | ] i
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Figura 4.35: Comparativa del tiempo de cémputo de los diferentes métodos desarrollados
para distintas distancias fuente-observacién.
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En color rojo podemos observar el método de conmutacién que se propuso en la seccién
2.1.4 y que consistia en conmutar entre la formulacién espectral y el método de Ewald.
Con esto se confirma que el método propuesto es capar de escoger, automaticamente y

segun la distancia, la forma de célculo més eficiente en cada caso.

Podemos observar en la Figura 4.35 el tiempo de cémputo para un rango de distancias
fuente-observacion mas amplio. Vemos que lejos de la fuente, el tiempo comienza a esta-
bilizarse. Esto puede deberse a que lejos de la fuente sélo se calculan los modos que se
propagan. Los modos al corte estan tan suavizados que no influyen en la suma. Esto ocurre
para el método de Ewald y para la transformacién de Kummer. En la formulacién espec-
tral vemos que cuanto mas lejos estemos de la fuente mas rapido converge (convergencia

exponencial) y menos tarda.

Por otro lado, observamos en color azul claro el tiempo que necesita la transformacion
de Kummer extrayendo un solo término. Vemos que es mas eficiente computacionalmente
que el método de Ewald y también que la extraccién de un término nos asegura una
convergencia més rdapida que la propia funcién de Green espectral. Ademads, se ve que
es més eficiente que extraer 4 términos (representado en color magenta). Este resultado
no es el esperado puesto que habiamos visto que tedricamente cuantos mas términos del
desarrollo de Taylor extraigamos, menor niimero de términos necesitamos para alcanzar un
determinado error. Sin embargo, en la figura vemos que extraer un término es més eficiente
que extraer 4. El motivo de esto es que cuantos méas términos extraigamos, aunque antes
converja la parte dinamica, méas funciones polilogaritmicas hay que sumar en la parte

estatica.

Las simulaciones se han realizado con la version Matlab R2010b, que no incluye las fun-
ciones de error complementario ni los polilogaritmos de forma intrinseca. Estas funciones
se han implementado con rutinas externas y, por tanto, puede que eso afecte al tiempo
de calculo ya que pueden no ser 6ptimas computacionalmente. De ahi que el tiempo de
aplicar Kummer con 4 términos sea mayor que aplicindolo con uno sélo. Si se dispusiese
de rutinas que pudieran calcular estas funciones de manera mas eficiente, los resultados

podrian variar.

A pesar de ello, Kummer con 4 términos puede ser ventajoso en implementaciones préacti-
cas de la técnica de la ecuacién integral para analizar dispositivos practicos de microondas.
Esto se debe que el cédlculo de los polilogaritmos, que es lo que cuesta computacionalmente,
se puede realizar una sola vez y no se repite para cada frecuencia. La parte dindmica, que
se repite para cada frecuencia, converge mejor y se puede calcular de forma mucho mas

rapida.
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Lo mismo ocurre con el método de Ewald. Lo que hace que el tiempo de cémputo se
eleve es el calculo de las funciones de error complementarias, que también se han calculado

haciendo uso de una rutina externa.

Por tanto, cabe resaltar que pudiéndose hacer uso de una misma plataforma o en general
rutinas que optimicen el calculo de estas funciones especiales, los resultados y conclusiones
podrian cambiar considerablemente. Eso daria lugar a nuevas conclusiones y nuevas ver-
siones del método de conmutaciéon propuesto con el objetivo de utilizar, segtin la distancia,

el método éptimo.

Los resultados expuestos en este capitulo verifican el desarrollo numérico realizado en

los capitulos 1, 2 y 3.
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Capitulo 5

Conclusiones y Lineas de

Investigacion Futuras

5.1. Conclusiones Globales del Proyecto

Este proyecto ha pretendido ser de utilidad para el andlisis y comparativa de los métodos
desarrollados hasta el momento para el cdlculo de la funciéon de Green 2D periédica con

periodicidad en una dimensién.

Dentro de las conclusiones globales del proyecto caben resaltar las siguientes. Viendo la
convergencia de las series espaciales y espectrales hemos podido concluir que si el punto
de observacién es cercano a la fuente entonces es conveniente usar la formulacion espacial,
mientras que si es lejano es conveniente usar la espectral. Ademaés, hemos visto que las

componentes del gradiente presentan el mismo comportamiento.

Tras la aplicacién del método de Ewald, hemos conseguido reducir la convergencia de
la funcién de Green a dos o tres términos como maximo, suponiendo asi una gran mejora
a la hora de calcular dicha funcién. Cabe resaltar que el método de Ewald presenta buen
resultado tanto en distancias fuente-observacién pequenas como grandes. Hasta aqui se
concluye que es mas optimo el calculo de la funcién de Green y de su gradiente mediante

dicho método que mediante las formulaciones directas.

No siendo suficiente el avance introducido con el método de Ewald, hemos estudiado la
transformaciéon de Kummer aplicindola sobre la funcién de Green y sobre su gradiente.
De este estudio se ha conseguido deducir una formulacién novedosa. Dicha formulacién
detalla el resultado de aplicar el método de Kummer mediante la extraccion de N términos

asintéticos de la serie original, usando funciones polilogaritmicas. De la implementacién

95



5.2. Lineas de Investigacién Futuras 96

practica de todo ello se ha concluido que a mayor ntimero de términos extraidos mas
rapido converge la parte dindmica de la funcién de Green. Ademds, se han analizado las
similitudes y diferencias entre casos particulares llegando a razonar mateméticamente su

causa.

En resumen, hemos sido capaces de estudiar en profundidad e implementar mediante un
software desarrollado: la funcién de Green y su gradiente en su forma directa tanto espacial
como espectral, el método de Ewald aplicado a la funciéon de Green y a su gradiente y
la transformacion de Kummer mediante la extraccién de uno, dos, tres, cuatro... hasta N

términos asintoticos.

5.2. Lineas de Investigacion Futuras

Tal y como se explicé al comienzo de este proyecto, una vez que hemos conseguido
calcular las funciones de Green de manera eficiente y precisa, seremos capaces de aplicar
la técnica de ecuacion integral para el analisis electromagnético de estructuras como en
[18,19]. También se pretenderd aplicar los resultados expuestos al andlisis de estructuras
SIW [13] y SINRD [14].

Otro objetivo de futuros estudios serd aplicar estos resultados a problemas concretos de
estructuras peridédicas en una dimensiéon y ampliar los célculos desarrollados a problemas

con periodicidad en dos dimensiones.

Ademss, los resultados desarrollados en este proyecto podran ser de utilidad para he-
rramientas software que se desarrollen en un futuro y que precisen el cdlculo eficiente de

la funcion de Green.



Apéndice A

Detalles de la Formulacion del

capitulo 3

= En primer lugar, vamos a detallar los pasos que nos llevan a asumir que Q”Tm > kyo-

Partimos del hecho de que hemos aproximado 7, = \/k2,, — k? como un nimero

real y positivo. Para que esto se cumpla, debe pasar que:

kem >k
1 2mm &
20 + 0 > (A.1)
2mm 2
k 0 —_—
sen(fd) + 7 )

Nos ponemos en el caso mas desfavorable, cuando seno del dngulo no contribuye, es

decir, sen(f) = 0 y m toma el valor més pequeno m = 1. Entonces queda:

1 1

>
(A.2)

A>d

De esta forma se deduce que si aproximamos 7, como un ntmero real estamos

asumiendo implicitamente que A > d.

Una vez aclarado esto, vamos a centrarnos en demostrar la condicién de que para
cualquier valor de m se cumple que Q“Tm > kgo. Para ello, operamos de la siguiente

manera:
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—— > ksen(0)

21
—— > —sen(0
d A ©) (A.3)
UEEN : sen(0)
d = A

mA > dsen(0)

Si se demuestra que esta condicidon se cumple para el menor valor de m, es decir,
para m = 1, entonces quedaria demostrada para cualquier valor superior y, por tanto,

para cualquier valor que pueda tomar m.

Ademas de tomar m = 1, vamos a tomar sen() = 1 que seria el caso méas desfavorable

para esta condicién. Como puede verse, la condicién queda reducida a:

A>d (A.4)

Como sabemos que esta condicién se cumple porque lo hemos demostrado en la

ecuacién (A.2), se puede afirmar que %Tm > k,o para cualquier valor de m y de 6.

= En segundo lugar, vamos a demostrar que 54— + %(1 + 2sen?(0)) > (gjr(;z; se

cumple para cualquier valor de m.

Como el término %(1 + 2sen?(0)) es siempre positivo para valores de m po-

oy ’ d k10d2
sitivos, entonces bastaria con demostrar que 5— > 3
) 2rm (2mm)

puesto que si se cum-
ple lo anterior, entonces se satisfard también la condicién anadiéndole el término

o5 (14 2sen?(6)). De forma que:

d >k:sen(0)d/2(
2rm " (2rm)? (A.5)

2
2mm > Tﬂ sen(6)d

La situacién més desfavorable seria que sen() = 1 y ademds que m = 1, de forma
que si se demuestra que esta condicién es valida para m = 1, quedaria demostrado

que se cumple para cualquier valor de m. Por tanto queda:
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27 > 21fal
A (A.6)

A>d

Como se ha demostrado que esta condicién se cumple en la ecuacién (A.2), entonces

podemos afirmar que 5% + %(1 +2sen?(0)) > (gjr(;z; se cumple para cualquier

valor de m y de 6.
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