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1.- Introduccién

El presente Trabajo Fin de Grado estd enmarcado en los de tipo técnico,
organizativo o econémico con una primera fase eminentemente tedrica en la que se
introduce al lector en el papel de la Investigacion Operativa (1.0.) en el campo de las
Ciencias Sociales y, mas concretamente, en los sistemas de lineas de espera. Muy
numerosos son,hoy en dia,los estudios al respecto que han derivado en grandes
ganancias tanto por incremento de beneficios como por reduccion de costes a raizde la

optimizacion de los sistemas de produccion en general.

En el mundo de la empresa, al igual que en otros ambitos de la economia, impera
el propodsito de lograr sistemas mas eficientes, entendiendo como sistema unente que
para una entrada determinada da como resultado un producto o servicio de salida bajo
un determinado coste (incluyendo el tiempo como un coste importante para las
organizaciones). Un sistema puede referirse a una empresa u organizacion en su
conjunto o a una de las partes que la puedan componer. En ocasiones se procura
desarrollar nuevas técnicas de produccion, es decir, utilizar el conocimiento necesario
para efectuar un salto tecnologicogracias una inversion adecuada. En el presente trabajo
se evalua la situacidon previa en una empresa real y a partir de dicha evaluacion se
buscauna forma de optimizar los recursos disponibles relacionados con las lineas de
espera (pudiendo asumir inversiones) para una mejor gestion de los mismos. Esto es, se
trata de un escenario estatico en el que no se consideran factores como mejoras
tecnologicas o variaciones en el mercado laboral que influyan en los costes, cambios
legislativos, etc. Para ello se utilizaran técnicas de Investigacion Operativa (1.0.) y mas

concretamente, analisis de sistemas de espera.

Este tipo de estudios cobran gran importancia en la actualidad ya que, si bien las
colas o lineas de espera forman parte de nuestra vida diaria, éstas suponen siempre una
molestia,especialmente cuando son demasiado largas. Sin embargo, no solo se trata de
molestias personales: una gestion de colas ineficienteextendida en un pais puede lastrar
su productividad y por consiguiente la eficiencia de su economia y la calidad de vida de
sus habitantes. Las consecuencias de una mala gestion de estas lineas también pueden
no ser econdmicas, como aquellas de tipo social que derivan, por ejemplo, de las largas

listas de espera en los servicios de salud.
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Se debe tener en cuenta ademas que las lineas de espera no afectan solo a
personas, sino también a vehiculos, maquinas, datos en las lineas de telecomunicaciones
y procesos (como podria ser una fase completa de fabricacion)que pueden encontrarse

en situaciones de espera para compartir unos determinados recursos limitados.

En el presente trabajo se comienza por una introduccion al lector en la 1.O. para
a continuacion centrar el enfoque en el caso concreto de los problemas relativos a lineas
de espera. Se exponen los fundamentos de la Teoria de Colas (T.C.) y se presentan
algunos de los modelos matematicos existentes para el estudio de este tipo de
situaciones con el fin de recorrer los principales casos y poner al lector en disposicion
de afrontar la comprension del caso practico subsiguiente. El apartado correspondiente a
dicho caso de aplicacion incluye el analisis de la gestion actual de la linea de espera a
partir de la toma de datos in situ, de manera que los resultados aportan informacién que
permite hacer consideraciones a tener en cuenta y simulaciones de diferentes situaciones
que se presentan en la parte final del estudio, donde ademas se ofrece un disefio
alternativo. Para finalizar, se exponen las suposiciones del escenario de estudio con las
posibles limitaciones del andlisis llevado a cabo que construyen la base de estudios

futuros en el mismo ambito de aplicacion.

1.1.- Motivacion y objetivo

Tras haber cursado las asignaturas de Matematicas para la empresa I (2° de
G.A.D.E.) e Investigacion Operativa (3° de G.A.D.E.) en la Facultad de Ciencias de la
Empresa (UPCT), decidi que mi Trabajo Fin de Grado debia versar acerca de la
utilizacion de las matematicas en el seno de la empresa. El motivo es quela estrategia
siempre ha sido de mi interés y, para incrementar las probabilidades de éxito de un plan
empresarial (reduciendo, por tanto, el riesgo), considero que es fundamental la

utilizacion de modelos matematicos para el apoyo a la toma de decisiones.

Toda situacion o fendémeno de la realidad puede ser descrito de manera
matematica (con mayor o menor nimero de limitaciones) para su posterior estudio,
obtencion de resultados e interpretacion de los mismos. Las limitaciones de los modelos
seran las que dicten bajo qué supuestos son validos los resultados como, por ejemplo,

que los elementos en estudio deban ceflirse a un rango de valores enteros. En resumen,
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pocas situaciones econdémicas no son susceptibles de ser descritas en términos de

optimizacion.

Algunas de las caracteristicas intrinsecas a una persona con iniciativa (como un
empresario) son la experiencia, vision e intuicion. Bien cierto es que estas
caracteristicas suponen una ventaja en el disefio y puesta en practica de la estrategia
empresarial. Pero, bajo mi punto de vista, y dado que en la mayoria de casos se poseen
herramientas que pueden ayudar, es imprescindible apoyarse en modelos que
simplifiquen la realidad y nos permitan diferenciar entre opciones aparentemente
equivalentes a priori. Por ejemplo, gracias a simulaciones matematicas se pueden
conocer, aceptando un margen de error, posibles desenlaces a determinadas acciones,
esto es, proyecciones que permiten predecir las consecuencias de una determinada
estrategia.Es importante, en el mundo de la empresa,que el empresario intente tener bajo
control todas aquellas consecuencias que se puedan estimar mediante la aplicacion de

técnicas adecuadas, no dejando nada al azar.

La meta del presente estudio es la utilizacion de la Teoria de Colasen la gestion
de las lineas de espera de una empresa en Cartagena, la cual se alcanza mediante la

consecucion secuencial de los objetivos que a continuacion se citan:

» Estudiar y analizar los fundamentos de la Teoria de Colas,utilizando como punto
de partida los conocimientos adquiridos durante la carrera de las asignaturas de
matematicas, estadistica e informatica.

» Comprender y desarrollar el fundamento teérico de las distribuciones
probabilisticas utilizadas para afrontar el estudio de la Teoria de Colas.

» Establecer una metodologia que permita aplicar la Teoria de Colas en el caso de
una pequefia empresa real.

» Aplicar la metodologia elegida para el analisis de las lineas de espera del
negocio escogido.

» Extraer conclusiones que puedan servir para la ayuda a la toma de decisiones a
raiz de la interpretacion de resultados: coste de la capacidad de servicio versus

coste por consecuencias de excesivas esperas.
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2.- Introduccién a la Teoria de Colas

La Teoria de Colas (T.C.) es una disciplina perteneciente a la Investigacion
Operativa, encargada de proponermodelos para el manejo eficientede las lineas de
espera, sean estas personas, productos, automéviles o llamadas telefonicas entreotras

(Hillier & Lieberman, 1997).

Entre un gran numero de investigadores que utilizaron procedimientos
cientificos a lo largo del pasado siglo XX, se encuentra el ingeniero danés Agner Kraup
Erlang (Dinamarca, 1878-1929) que hizo experimentos relacionados con las
fluctuaciones de la demanda telefonica quedando estos trabajos como fundamento de
muchos modelos matematicos que se usan actualmente en los estudios de Teoria de
Colas o Lineas de Espera. Mientras Erlang trabajaba para la Compaiia de Telefonia de
Copenhague (CTC) se le presentd el problema de cuantos circuitos serian necesarios
para proporcionar un servicio telefénico aceptable de manera que se cubriese una
demanda incierta. Erlang realiz6 medidas sobre el terreno y mediante tablas numéricas y
algunas funciones matematicas (en especial, funciones logaritmicas) desarroll6 su teoria
sobre el trafico telefébnico de manera que se determinaban el niumero de lineas de
conmutacion necesarias (lineas telefonicas utilizables de manera simultdnea) para cubrir
la demanda incluso en los momentos criticos de mayor demanda. Entre sus
publicaciones mas importantes se encuentran “La Teoria de las probabilidades y las
conversaciones telefonicas” (1909), en la cual se demostré que el trafico telefonico
aleatorio sigue una distribuciéon de Poisson y “Solucion de algunos problemas en la
teoria de probabilidades de importancia en centrales automaticas telefonicas” (1917),
donde se encuentra su formulacion clésica para el calculo de pérdidas y tiempos de

espera.

El interés por los trabajos de Erlang continu6 después de su muerte y en 1944 el
“Erlang”"' era ya utilizado como medida del trafico telefonico. Esta medida fue

reconocida internacionalmente a final de la Segunda Guerra Mundial.

Erlang: unidad adimensional utilizada en telefonia como una medida estadistica del volumen de trafico.
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La Teoria de Colas, resultado de las investigaciones de Erlang, es ahora una
herramienta de gran valor para muchos negocios con problemas de congestion en flujos

de entrada/salida.

A continuacion se citan algunos estudios anteriores que aplican el andlisis de
lineas de espera en las Ciencias Sociales. Gomez Jiménez (2008) en su estudio acerca
de la aplicacion de la Teoria de Colas en una entidad financiera ofrece una solucion para
mejorar el tiempo medio de servicio y, con ello, la calidad de servicio en su oficina
principal. Otros estudios, como el de Bernal et al. (2005) incide en la simulacion de
sistemas de colas mediante hoja de calculo para mas tarde ser cuando Bernal et al.
(2009) realiza a través de una hoja de célculo la simulacidon y optimizacion de un
modelo de espera con prioridades para la lista de espera de un hospital en los servicios
de cirugia, oftalmologia y traumatologia. En otros muchos dmbitos organizacionales, tal
y como hace Trani (2007) en el caso de un sistema aeroportuario, se ha aplicado la
Teoria de Colas para estimar las demoras de los aviones y averiguar si existen periodos

en los que la demanda exceda el nivel de servicio.

2.1.- Principales elementos de la Teoria de Colas

El proceso basico de un modelo de colas es el siguiente: los clientes que
requieren un servicio se generan en el tiempo en una fuente de entrada la cual procura
clientes (que pueden ser personas, objetos,...) a una determinada tasa que entran al
sistema y se unen a la cola o linea de espera. Los miembros que esperan en la cola para
ser atendidos, lo son de acuerdo con una disciplina de cola, concepto tratado a
continuacion. Posteriormente se lleva a cabo el servicio mediante un determinado
mecanismo Yy, finalmente, el cliente sale del sistema de colas habiendo sido atendido.
Notese que ésta es la descripcion del proceso genérica, es decir, se pueden presentar una
gran casuistica introduciendo cambios en cada uno de los elementos que forman el

sistema de colas.

En la figura 1 se ilustra un proceso basico de colas mediante el esquema de un

sistema al que llegan clientes (segun una determinada tasa) a lo largo del tiempo. Estos
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clientes, cuando llegan al sistema, se unen a la cola en donde esperan hasta el momento
en el que son seleccionadosbajo alguna regla concreta (disciplina de cola) para recibir el
servicio. Se lleva a cabo entonces el proceso de servicio mediante un mecanismo u

operativa concreta y, finalmente, el cliente sale del sistema de colas (véase Figura 1).

Sistema de colas

Clientes Mecanismo
1

Fuente de ' de servicio Clientes
'ZP ——
entrada o
atendiaos

Figura 1. Proceso basico de colas. Fuente: Hillier y Lieberman, 2008.

Todos estos elementos que conforman el sistema de colas son a continuacion

descritos un poco mas en detalle (Hillier y Lieberman, 2008):

Fuente de entrada: La fuente de entrada es el proceso por el cual se generan clientes,
analogo al comportamiento de llegadas de una determinada poblacion (clientes que
requieren un servicio y por ello se unen al sistema de espera). El tamafio de la poblacion
es una caracteristica que indica los clientes que pueden llegar a requerir el servicio
ofertado (clientes potenciales), lo que también se conoce como “poblacion de entrada”.
En la T.C. puede suponerse que dicho tamafio es finito o infinito (fuente de entrada
limitada o ilimitada, respectivamente). A menudo se trabaja bajo el supuesto de tamafio
de poblacion infinita ya que el caso en que la poblacion es finita es mas complejo
analiticamente, puesto que el nimero de clientes en el sistema afecta en cada momento

al numero potencial de clientes fuera del sistema.

La caracteristica mas importante de la fuente de entrada es el patrén estadistico
que cumplen las llegadas de clientes al sistema. En la mayoria de los sistemas de colas
los clientes llegan de acuerdo a un proceso de Poisson, es decir, el nimero de clientes

que llegan hasta un determinado momento sigue una distribucion de Poisson. Un
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supuesto equivalente es aquél en el que el tiempo que transcurre entre dos llegadas sigue
una distribucidon exponencial. Este tipo de procesos de Poisson vienen descritos en la
seccion 2.3.

Otros patrones de generacion de clientes en los que las distribuciones no se

ajustan al modelo exponencial, son mucho mas complicados de abordar analiticamente.

Cola: Elemento del sistema en el cual esperan los clientes a ser atendidos. Una de las
principales caracteristicas es el tamario de la cola, pudiendo discriminar entre dos tipos:
colas finitas ¢ infinitas. A pesar de que en la realidad no existen colas de capacidad
ilimitada las situaciones se suelen modelar bajo el supuesto de cola infinita en aquellos
casos en los que la poblacion tiene un gran tamafio ya que ademas de resultar una buena
aproximacion a la realidad permite simplificar el analisisdejando sélo los supuestos de

cola finita para los casos en los que se llega a su capacidad maxima real frecuentemente.

Otra caracteristica inherente a una cola es la que respecta al protocolo de
seleccion de clientes que pasan a ser atendidos, conocido comodisciplina de la cola.
Entre las disciplinas de colas mas comunes se encuentran los siguientes (Enciso Quispe,

2011):

- FIFO (First-In First-Out): es la disciplina que se da con mayor frecuencia en los
sistemas de colas, mediante la cual los clientes son atendidos seglin el orden en
que llegaron (primero en entrar, primero en salir).

- LIFO (Last-In First-Out): En este caso se le da servicio en primer lugar al altimo
cliente que llegd. Por lo tanto, mediante este protocolo de decision la cola esta
ordenada en orden inverso al de la llegada de los usuarios. Esta disciplina,
aunque no seamos conscientes de ello, se da en numerosas situaciones de la vida
cotidiana y también en el seno de las organizaciones ya que, por ejemplo, hay
existencias que van entrando en almacén (existencias no perecederas) y son
consumidas en primer lugar aquellas que fueron las ultimas en ser almacenadas.

- SIRO (Service-In Random-Order): se sortea de manera aleatoria cudl de los
usuarios en espera accedera al servicio. Esta seleccion de clientes se suele llevar
a cabo cuando es irrelevante el orden en que se les proporcione servicio, 0 como
ocurre en el caso de empresas (cuyos trabajadores son los servidores) dedicadas
a realizar sondeos para estimar las cuotas televisivas o habitos de consumo de

una determinada poblacion objetivo.

9
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- Otras: Existen otros procedimientos para determinar el orden de acceso al
servicio de los clientes segun prioridades otorgadas a algunos usuarios en
funciéon de sus caracteristicas. Por ejemplo, procesar en primer lugar las
peticiones que requieran menor tiempo de servicio (“Shortest processing time”),
atender prioritariamente las reservas (“Reservations first”), las emergencias
(“Emergencies first”), disciplina que se utiliza en los servicios de urgencias
hospitalarias, seleccionar en primer lugar los clientes que proporcionen mayor

beneficio (“highest-profit customer first”), etc. (Cuellar Quinones, 2010).

Mecanismo de servicio: Este elemento de los sistemas de colas viene caracterizado
tanto por las estaciones de servicio (servidores o dependientes) como por los canales de
servicio que desembocan en cada uno de los servidores. Una tUnica cola puede
desembocar en varios servidores que van siendo ocupados de acuerdo a la disciplina de
seleccion,como el caso habitual de asignacion al primer servidor que queda libre
(también se puede establecer una disciplina de asignacion de clientes a los servidores
como por ejemplo la que haria ocupar a los dependientes con menor experiencia en
primer lugar). Del mismo modo que podemos encontrar multiplicidad en el numero de
servidores, es posible encontrar multiples colas que surtan clientes a un Unico o a
multiples servidores. Por lo tanto, los modelos de colas deben especificar tanto el
numero de estaciones de servicio (canales de servicio en serie) como el nimero de
servidores. Los modelos mds sencillos se componen de una estacién y uno o varios
servidores, como es el caso de la aplicacion que se ha llevado a cabo en este estudio.

La variable mas importante que caracteriza el mecanismo de servicio es el
tiempo de servicio, refiriéndose a aquel tiempo que transcurre desde que el cliente
empieza a ser atendido hasta que acontece su total despacho. En un modelo de un
sistema de colas debe estar especificada la distribucion de probabilidad de los tiempos
de servicio de cada servidor, aunque normalmente se suele suponer la misma
distribucion para todos los servidores. La distribucion de servicio que mas se emplea en
la practica (tanto por ajustarse a un gran nimero de situaciones como por su simplicidad
de calculo) es la distribucion exponencial, descrita en detalle mas adelante. Otras
distribuciones que se utilizan son la distribucion degenerada (para tiempos de servicio
constantes) y la distribucion Erlang (gamma) para combinaciones de distribuciones

exponenciales.

10
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2.2.- Terminologia, notacion y formulas de Little

David Kendall introdujoen 1953 una notacién que permite describir las colas y
mostrar las caracteristicas de las mismas pudiendo asi clasificar los diferentes tipos de

lineas de espera por medio de iniciales. De este modo, un sistema se denota como sigue

(Kendall, 1953):

A/S/c/K/N/D
- “A” se refiere al modelo de llegadas a la cola. Sus posibles valores son:
e M: tiempos entre llegadas distribuidos de manera exponencial (proceso de
Poisson).
e D: tiempos entre llegadas deterministas, con tiempo promedio constante.
e G: tiempos entre llegadas generales (cualquier distribucion).

e Ey: para indicar que existe una distribucion tipo Erlang.

- “S” hace referencia al modelo de servicio, es decir, a la distribucidon probabilistica de

los tiempos de servicio. Puede tomar los mismos valores que A.

[IPh)

c” es el nimero de servidores (o numero de dependientes), también conocido por s.

- “K” es la capacidad del sistema, esto es, el nimero maximo de clientes que puede
haber en el sistema. En caso de tratarse de un sistema de cola infinita, este parametro se

puede omitir.

- “N” es la disciplina de la cola. Este parametroadmite cualquier tipo de disciplina

(FIFO, LIFO, SIRO, etc.) y se puede omitir en caso de ser FIFO.

- “D” se refiere al tamafio de la poblacion de entrada. En caso de ser infinita este

parametro se puede omitir.

Para poder analizar los diferentes sistemas de colas, es necesario definir
previamente lasvariables que afectan a dicho sistema y esto se lleva a cabo mediante la

siguiente terminologia estandar (Hillier y Lieberman, 2010):
N = Estado del sistema = numero de clientes en el sistema.

N(t) = nimero de usuarios en el sistema de colas en el instante ¢ (t > 0). También,

estado del sistema en el instante t.

11
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s = namero de servidores en el sistema de colas.

Longitud de la cola = nimero de clientes que esperan servicio. La longitud de la
cola también se puede ver como el nimero de clientes en el sistema (N) menos los
clientes que estan siendo atendidos (que coinciden con el numero de servidores,

€ 9
S

“c” o también “s”). Por tanto, para un sistema de cola finita la longitud de la cola

en un instante t > 0, vendra dada por:

Long cola=N (t)— s (Ecuacionl. Longitud de la cola)

P.(t) = Probabilidad de que en el instante ¢ haya » clientes en el sistema, dada la

probabilidad en el instante de tiempo inicial.

A = tasa media de llegadas cuando hay 7 clientes en el sistema o también nimero
esperado de llegadas de clientes por unidad de tiempo cuando se encuentran n

clientes en el sistema.

KU, = tasa media de servicio en todo el sistema, es decir, nimero esperado de
clientes que son despachados por unidad de tiempo por todos los servidores en su

conjunto.

En muchas ocasiones el numero de clientes en el sistema no afecta a la tasa

media de llegadas y la tasa media de servicio. En este caso, A, y W, pasaran a denotarse

por A y W, respectivamente. En el caso de varios servidores, la igualdad p,=s-p sera

cierta siempre que los s servidores estén ocupados. En este escenario, la inversa de cada

una de las tasas nos daré el tiempo asociado a ella puesto que la tasa viene expresada en

eventos/tiempo y, por consiguiente, las magnitudes de las siguientes constantes seran

tiempo/evento:

1/\: tiempo esperado entre llegadas.

1/u: tiempo esperado de servicio.

Dado que estas tasas representan los flujos de entrada y salida al sistema, se

define el factor de utilizacion mediante el siguiente cociente:

12
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p=— (Ecuacion2. Factor de utilizacion)
S u

Este parametro nos da una idea acerca de la capacidad del sistema que es utilizada en
promedio por los clientes entrantes. Notese que cuando la tasa de servicio sea mayor
que la tasa de llegada de clientes, el valor del factor de utilizacion estara por debajo de
la unidad y, en caso contrario, se encontrara por encima de 1 en cuyo caso el tamafo de
la cola tendera a crecer con el tiempo ya que el ritmo de llegada de clientes es mayor

que el ritmo con que son servidos.

Cuando se estudian simulaciones de este tipo de sistemas se observa que se
encuentran bastante afectados por las condiciones iniciales y el tiempo transcurrido
desde el inicio, de manera que se dice que el sistema se encuentra en régimen
transitorio. Pasado el suficiente tiempo, el sistema se vuelve independiente del tiempo
transcurrido y del estado inicial de manera que se dice que ha entrado en régimen
permanente o estado estable. Mas adelante se realizaran anélisis en el contexto de
estabilidad bajo el cual la distribucion de probabilidad del estado del sistema se
conserva a lo largo del tiempo. La notacidon que se utiliza cuando el sistema se encuentra

en dicho estado es la siguiente:
P, = probabilidad de que haya un nimero » de clientes en el sistema.

L = numero esperado de clientes en el sistema. Este nimero puede ser expresado como
el sumatorio de las probabilidades de cada estado por el nimero de clientes en su

correspondiente estado:

L= ijon-P” (Ecuacion 3. N° clientes en el sistema)

L, = Longitud esperada de la cola. Esta variable es una medida de los clientes esperando
en cola excluidos aquellos que estan recibiendo servicio, razéon por la cual en la

siguiente formula el primer término del sumatorio fuerza que n > s:
L, = Z:;S (n—s)P, (Ecuacion 4. Longitud esperada de la cola)

W = tiempo de espera en el sistema incluyendo el tiempo de servicio (1/pn) para cada

cliente. En condiciones de estabilidad, utilizaremos la esperanza de la variable aleatoria:
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W =E[w]= % (Ecuacion 5. Tiempo en el sistema)

W, = tiempo de espera en la cola excluido el tiempo de servicio para cada cliente. Al

igual que para la variable anterior, en condiciones de estabilidad tenemos:

I (Ecuacioén 6. Tiempo de espera en cola)

— __ 4
W, = Elw, |- -
Se pueden establecer relaciones entre las variables anteriormente descritas, como
las relaciones entre L, W, Lq y Wq:
Suponiendo A,=cte, para todo n, John D. C. Little (1961) demostré que en un proceso de
colas en estado estable el nimero de clientes en el sistema independientemente del

tiempo transcurrido es igual a la tasa de llegadas por el tiempo de espera medio en el

sistema, esto es:
L=A-W (Ecuacion?. Férmula de Little)

De la anterior ecuacion se deduce la siguiente: Ls=A'W,. y también sabemos que
L=Ls*Lg, lo que quiere decir que el nimero de clientes en el sistema es igual al nimero
de clientes siendo servidos mas el nimero de clientes esperando en la cola. Suponiendo
que el tiempo medio de servicio es una constante 1/pu para toda n>1. Se tiene entonces

que el tiempo en el sistema es igual al tiempo en cola mas el tiempo de servicio:

1
W = Wq +— (Tsist = Teola + Tserv) (Ecuacion 8. Tiempo en el sistema)
y7i

Donde Ty se refiere al tiempo que el cliente pasa dentro del sistema que se
descompone en el tiempo de espera en cola T, y el tiempo de servicio Tse.

Gracias estas igualdades, también conocidas como Ley de Little, se tienen un
conjunto de ecuaciones muy utiles ya que conociendo el valor de una de las variables

involucradas se pueden obtener el resto facilmente.

2.3.- La distribucion exponencial

En la mayoria de los sistemas de colas, el proceso de llegadas sigue una

distribucion de Poisson. Esta circunstancia se producecuando el tiempo entre la llegada
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de un cliente y el siguiente sigue una distribucion exponencial o una distribucion
continua de exponenciales, conocida como distribucion erlangiana. Dado que estos
tiempos son variables aleatorias, se precisa de funciones que asocien una medida de
probabilidad a cada posible valor de dichas variables y, puesto que la distribucion de
Poisson de una variable aleatoria se ajusta a un evento que se va repitiendo
independientemente a lo largo del tiempo (condicion de estado estable en un sistema de
colas) hace que sea la funciéon mas adecuada para describir el comportamiento tanto de
llegadas de clientes como de tiempos de servicio. Otra caracteristica es que el promedio
de veces que ocurre un evento por unidad de tiempo es constante: A, en el caso del
proceso de llegadas y u para el mecanismo de servicio. Estas variables resultan
esenciales en la expresion de las funciones de densidad de las distribuciones de Poisson
correspondientes. En efecto, supdéngase que una variable aleatoria T representa los
tiempos entre llegadas o los tiempos de servicio (evento de finalizacion del servicio),
entonces esta variable tiene una funcion exponencial con pardmetro A si su funciéon de

densidad de probabilidad es:

e i 130 (Ecuacion 9. Funcion densidad de

el resto probabilidad exponencial)

fT(t):

X

Figura 2. Funcion densidad de probabilidad exponencial. Fuente: elaboracion propia
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Las probabilidades acumuladas seran (para t>0):

(a) P[T < ;] =1-—e¢** (Ecuacion 10 (a), (b).
(b) P[T > t] =e Probabilidad acumulada)

Y el valor esperado y varianza de la variable aleatoria (v.a.)7 son:

E(T)= % (Ecuacion 11. Esperanza de la v.a. exponencial)

Var(T) = /11—2 (Ecuacion 12. Varianza de la v.a. exponencial)

Las variables aleatorias de distribucion exponencial poseen una serie de
propiedades que las caracterizan y tienen implicaciones para los modelos de colas. A

continuacion se sefialan algunas de las propiedades mas importantes indicadas en Hillier

y Lieberman (2010):

Propiedad 1:La caracteristica mas destacable de la distribucion exponencial es que no
tiene memoria, es decir, el siguiente estado al que pasa el sistema s6lo depende del
estado actual en el que se encuentra. Matematicamente, se dice que una variable

aleatoria no tiene memoria Si:

P {T >t+A/T > At}z P {T >1 } (Ecuacion 13. Propiedad 1 distribucion

exponencial)

Esta propiedad se cumple en el caso de los tiempos entre llegadas, ya que la
variable en si depende del momento en que ocurri6 la tltima llegada. Y, en el caso de
los tiempos de servicio la semejanza reside en la diferente casuistica a la hora de dar un
servicio en el que para casos particulares se requiere un tiempo mas extenso que para la

mayoria, algo bastante realista en muchos sistemas.

Propiedad 2:Se trata de una funcion de ¢ estrictamente decreciente (para >0). Dado que
estas probabilidades son el area bajo la curva de la funcioén de densidad de probabilidad,

consecuencia de esta propiedad es que:

P{O<T <At}>P{t<T <t+At} (Ecuacion 14. Propiedad 2

distribucion exponencial)
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Por lo tanto, las situaciones en las que 7 tiene un valor mayor se dan con menor

probabilidad.

Estas dos propiedades son las mas importantes de esta distribucion y las que
afectan en mayor medida a los sistemas de colas en los que existen variables aleatorias
que sigan distribuciones exponenciales. Entre el resto de propiedades que caracterizan
esta funcion merece ser mencionada la que la relaciona con una distribucion de Poisson
que describe la ocurrencia de un determinado evento durante un periodo de tiempo,
puesto que esta relacionada con la distribucion del tiempo que transcurre entre dos

eventos la cual es exponencial.

Ademas otra propiedad importante hace referencia a la generacion de variables
aleatorias nuevas como composicion de otras o como descomposicion en diversas
variables a partir de una, de manera que se conserva la distribucion primitiva. Esta
propiedad también tiene implicaciones para los modelos de colas ya que en referencia a
los tiempos entre llegadas, en ocasiones, se puede segmentar la poblacion de entrada
segun tipos de clientes siguiendo cada uno de dichos tipos una distribucion exponencial.
Entonces, el minimo de las variables aleatorias seguird una distribucion exponencial y
se podréan tratar los clientes sin distinciones. Para los tiempos de servicio ocurre lo
mismo cuando tenemos servidores que trabajan a diferentes tasas y cuyos tiempos de

servicio siguen distribuciones exponenciales.

2.4.- Procesos de nacimiento y muerte

La mayor parte de los modelos de colas suponen entradas (llegadas de clientes) y
salidas (clientes servidos) del sistema de acuerdo a un cierto comportamiento. Estos
flujos representan un proceso probabilistico de nacimientoy muerte que se refiere a las
llegadas de clientes y la salida de clientes, respectivamente. Este proceso describe en
términos probabilisticos como cambia N(t), estado del sistema, con el transcurso del

tiempo (al aumentar t).

Los procesos de nacimiento y muerte estan sujetos a los siguientes supuestos

(Hillier y Lieberman, 2010):
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Supuesto 1: Dado N(t)=n, la distribucion de probabilidad del tiempo que falta hasta la

siguiente llegada es exponencial con parametro A, (n=1, 2, ...).

Supuesto 2: N(t)=n, la distribucion de probabilidad del tiempo que falta para la proxima

muerte (cliente servido) es exponencial con parametro u, (n=1, 2, ...)

Supuesto 3:Las variables aleatorias de los supuestos anteriores son mutuamente
independientes lo que quiere decir que en una transicion al estado siguiente s6lo ocurre

un nacimiento y en una transicion al estado anterior solamente un evento de muerte.

Todo proceso de nacimiento y muerte es equivalente a una cadena de Markov
(véase la figura 3) en tiempo continuo, siendo esta un diagrama que ilustra los sucesivos

estados del sistema y las transiciones de un estado a otro con sus respectivas tasas.

" "
A‘n ﬂ‘n+|
o oC

n+l n+2

Figura 3.Ejemplo cadena de Markov Fuente: Universidad Uruguay

Aquellos modelos de colas que se pueden representar por una cadena de Markov
son mucho mas manejables analiticamente que otros modelos ya que se analiza el

sistema después de que haya entrado en estado estable

2.5.- Modelos de colas

Los procesos de nacimiento y muerte ofrecen una gran flexibilidad en el
momento demodelar sistemas de espera y son los mas sencillos de analizar. En los
diferentes modelos encontraremos que las tasas de nacimiento y muerte de los estados

pueden tomarvalores particulares segiin el modelo de espera.

2.5.1.- Modelo de colas M/M/1

Seglin la notacion de Kendall, este sistema de espera se caracteriza por que tanto
los tiempos entre llegadas como los tiempos de servicio estan distribuidos de manera

exponencial y el nimero de servidores es 1. Ademds, puesto que el resto de
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caracteristicas estan omitidas, sabemos que la capacidad del sistema es infinita (cola de
tamafo infinito), la disciplina de la cola es FIFO y el tamafo de la poblacion de entrada
es infinito (el nimero de clientes en el sistema o estado del sistema no afecta a la tasa de
llegadas). La siguiente figura ilustra la configuracién de los elementos del modelo

M/M/1:

Sistema de colas

Poblacion i Servidor 1 C}ientes
aténdidos
1

Figura 4. Esquema modelo M/M/1. Elaboracion propia

Con todas estas caracteristicas, el modelo M/M/1 es por tanto el mas simple y
cumple que:

- El tiempo entre llegadas esta exponencialmente distribuido segin una funcion de
densidad exponencial de parametro A,=A.

- El tiempo de servicio esta distribuido de manera exponencial y la probabilidad
de que tome los diferentes valores se puede describir por una funcion de
densidad de probabilidad de parametro p,=p.

- Hay un tnico servidor, s=1.

La cadena de Markov de la Figura 5 nos da una perspectiva de los diferentes
estados por los que puede pasar el sistema y las tasas correspondientes de transicion al

siguiente o anterior estado.

xIxHx HAHx
u i i u i

Figura 5. Cadena de Markov del modelo M/M/1. Fuente: Garcia Linares 2008.
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En las siguientes lineas se ofrecen los resultados tedricos para las variables de
interés, presentando en primer lugar la férmula para el calculo del factor de utilizacion,

siendo éste una medida del nimero medio de servidores ocupados:

p == (Ecuacion 15. Factor de utilizacion del modelo M/M/1)
yZi

El factor de utilizacion para el caso de un servidor coincide con la probabilidad
de que un cliente nuevo tenga que esperar para ser servido, puesto que es lo mismo que
el tiempo medio que el servidor estd ocupado siendo éste un valor entre cero y la
unidad.

El resto de variables de interés para los sistemas de colas son el nimero medio
de clientes en el sistema (L), nimero medio de clientes en la cola (L,), tiempo medio de
cada cliente dentro del sistema (W), el cual se descompone en la suma del tiempo medio
de servicio(//u) y del tiempo medio de espera en cola(},). Estas formulas estan sujetas
a la condicién de estabilidad (en caso de inestabilidad no son de aplicacion ya que nos
encontrariamos con sumas de series divergentes) impuesta consecuencia de tener como
resultado un factor de utilizacion menor a la unidad y todas ellas son resultado de
demostraciones matematicas que no han sido incluidas en este documento ya que se
aleja del cometido principal y no son relevantes para la realizacion del trabajo.La
probabilidad de que el sistema se encuentre en estado 0 (“Py”)es utilizada en varias de
las demostraciones matematicas mencionadas y nos indica la probabilidad de que
ningln cliente se encuentre en el sistema de colas. Esta junto con las formulas para el

resto de variables de interés se presentan a continuacion:

P =1- 4 (Ecuacion 16. Probabilidad del estado 0)
U
L= % (Ecuacion 17: Numero medio de clientes en el sistema)
ﬂ f—
22
L =——-= (Ecuacioén 18. Numero medio de clientes en cola)
p{u—2)
W = % (Ecuacion 19. Tiempo medio de estancia en el sistema)
L ., . .
w,= 7" (Ecuacioén 20. Tiempo medio de espera en cola)

Por tultimo, a partir de la probabilidad del estado 0, se puede obtener la

probabilidad de que el sistema se encuentre en los sucesivos estados despejando las
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expresiones en funcion de Py. La probabilidad de que haya un nimeronde clientes en el

sistema es:

P =1- i (Ecuacion 21. Probabilidad del estado n)
yri

2.5.2.- Modelo de colas M/M/s

Este modelo supone que los tiempos entre llegadas y los tiempos de servicio son
variables aleatorias distribuidas exponencialmente y, como para el caso anterior, la cola
es de capacidad infinita, la disciplina es FIFO y la poblacion es infinita. La diferencia
respecto al caso anterior reside en que ahora el numero de servidores s puede ser
cualquier nimero natural mayor o igual a la unidad. Y cuando s> 1, las expresiones no
son tan sencillas, como por ejemplo la tasa de servicio u, para la cual hay que distinguir

2 casos:

- Wp=n-u, cuando n<s.

- Up=s'U, cuando n>s.

donde p es la tasa media de servicio de todos los servidores en su conjunto y la tasa

maxima de servicio para s servidores es s-u.

El siguiente diagrama de tasas representa los posibles estados del sistema y las
transiciones entre ellos. En este caso la tasa de llegadas no se ve afectada por el estado
en que se encuentre el sistema, pero si la tasa media de servicio, pudiendo ser tal
multiplo de la tasa media de servicio por servidor como servidores en activo haya. A

razon de dicha tasa es mediante la cual el sistema pasa a estados inferiores:

A Ix ix ix Hx Ix
u 2p SH S Sp

(s-Du

Figura 6. Cadena de Markov del modelo M/M/s. Fuente: Hillier y Lieberman, 2008.
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Al igual que ocurria para el disefio anterior en el que sélo prestaba servicio un
servidor, bajo condiciones de estabilidad se pueden aplicar las formulas para la
obtencién de los principales parametros del sistema. En este caso la condicion de
estabilidad que supone tener un factor de utilizaciéon menor a la unidad, se calcula de la

siguiente manera:

p= i (Ecuacion 22. Factor de utilizacion del modelo M/M/s)

=

Al igual que para el caso de un servidor, la probabilidad de que el sistema se
encuentre en estado 0 (“Py”) es muy util para hallar otras probabilidades de manera
recursiva y realizar demostraciones matemadticas, indicdndonos ademads la probabilidad

de que ningln cliente se encuentre en el sistema de colas.

P = ! (Ecuacion 23. Probabilidad del estado 0, M/M/s)

0

[ s
= n s! [s;u—ﬂ}

ﬂ/ s
L,= ad B (Ecuacion 24. Numero medio de clientes en cola)
(s=1){sp—A)
L=L,+ i (Ecuacion 25: Numero medio de clientes en el sistema M/M/s)
7
L
w,= 7" (Ecuacion 26. Tiempo medio de espera en cola)
W=Ww,+ e (Ecuacion 27. Tiempo medio de estancia en el sistema)
7

Y como para el caso de un servidor, a continuacioén se exponen las formulas que
se utilizan en este caso para hallar la probabilidad de que el sistema se encuentre en el
estado n que sera descompuesta para dos casos diferentes que se presentan:

(ﬂ' jn
P = ,u' ‘P, Vn<k (Ecuacion 28. Probabilidad del estado n, con n<s)
n!

(ﬂ(jn
P = %-PO Vvn>k  (Ecuacion 29. Probabilidad del estado n, con n<s)
sles
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Como se puede apreciar, conforme se afiaden elementos al sistema (servidores
en este caso) o se consideran mas aspectos, las formulas se complican de forma
significativa en especial para el calculo de las probabilidades. Este serd el modelo que
mas se ajuste al caso practico realizado, por tanto, el resto de modelos serdn presentados
escuetamente con el tnico objetivo de informar al lector sobre su existencia, finalizando

con una tabla resumen (tabla 1).

2.5.3.- Modelo de colas M/M/1/k 'y M/M/s/k.

Este tipo de sistemas de colas se caracterizan por tener una cola finita, como asi
lo indica en su cuarta inicial de la notacion de Kendall. El nimero maximo de clientes
en el sistema en estos modelos se encuentra limitado a “k”, que coincide con la suma del

nimero de servidores y el tamafio de la cola, por lo que la capacidad de la cola es &-s.

El modelo M/M/1/k es aquel en el que un servidor atiende todas las peticiones,
pero por lo general este modelo se etiqueta como M/M/s/k para un nimero genérico de
servidores s. Otra lectura de la situacion que puede describir este sistema es aquella en
la que los clientes que llegan dejan la cola a partir de una determinada longitud ya que

no estan dispuestos a soportar una larga espera.

Existen una serie de ecuaciones adaptadas a estos modelos y descritas por Hillier
y Lieberman (2010), pero no serdn presentadas puesto que se trata de expresiones
complicadas y no aportan valor afadido al trabajo que se enfoca en la aplicacion a un

caso practico mas sencillo.

2.5.4.- Otros modelos de colas con distribuciones no exponenciales

Hasta ahora, se han visto modelos de colas en los que tanto el proceso de
llegadas como el mecanismo de servicio debian seguir una distribucion de Poisson
(denotada por la inicial “M” mediante la nomenclatura de Kendall). Sin embargo, se

encuentra catalogado un gran numero de sistemas fuera de este contexto.

Los modelos M/G/1 (y su version para un numero s de servidores, M/G/s) son

aquellos en los que los clientes se unen al sistema cada cierto intervalo de tiempo el cual
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sigue una distribucion exponencial. Por otro lado, sobre los tiempos de servicio no hay
ninguna distribucidon concreta impuesta, de modo que seguiran una distribucion genérica
y de ahi la “G” en su notacioén. La gran ventaja de este tipo de modelos estriba en la
flexibilidad en cuento a la distribucion de los tiempos de servicio aunque no se han

podido obtener aun resultados analogos al caso de un servidor, para el caso de varios.

Otro modelo de colas es aquel denotado por las iniciales M/D/s, en el que como
para los casos anteriores, el proceso de entrada sigue una distribucion de Poisson.Mas
en lo que respecta a los tiempos de servicio suele haber poca variacion de un cliente a
otro con lo que se pueden igualar todos a una constante (distribucion de tiempos de
servicio degenerada). Estos modelos son especialmente ttiles en el caso de procesos
repetitivos como aquellos pertenecientes al funcionamiento interno y no tanto los
relacionados con un trato personalizado al cliente. Sin embargo, en servicios
homogéneos (como podria ser el servicio de graduacion en el caso real de un centro

optico) si que se ajusta a la realidad con fidelidad.

En el camino intermedio entre los modelos que presentan tiempos de servicios
constantes (varianza cero, o=0) y aquellos que se distribuyen de manera exponencial
(varianza igual a todo el rango de tiempos de servicio, 0=1/u), se encuentran aquellos
que cubren casos intermedios (0 < o < [/u) que recogen la mayor parte de las
distribuciones de tiempo de servicio reales. Estos modelos son denotados por M/Ey/s y
su distribucion de tiempos de servicio se corresponde con la distribucion de Erlang

(denominada asi por el fundador de la teoria de colas).

Existen otros tipos de modelos de colas con disciplina de prioridades que son
utilizados para dar servicio a un cliente u otro en funcidon de sus prioridades asignadas.
Muchos sistemas reales, como la realizacion de trabajos urgentes antes que otros, se
ajustan a este tipo de modelos. Se establecen clases de prioridades para la seleccion de
clientes, pero dentro de éstas los clientes son atendidos segun la disciplina FIFO y cada
clase prioritaria estd sometida a un proceso de entradas de Poisson y tiempos de servicio

exponenciales.
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A modo de resumen y para finalizar con la presentacion de los principales
modelos de colas, en la tabla 1 se muestran agrupados de acuerdo con el procedimiento

matematico de solucidn:

Mediante férmulas generales

medkiantz cadendas de | Mediante el factor de correccion k
|
arkov de estado G/G/1)  (FCSF/ec/e)

finito ||
| |
| 1 | | | . "
: , . [ | Mediante la formula de
| MMS)_(d/ND | || PollaczekKhintchine
(M/IM/1)  (FCFS/N/=) | | (M/G/1) (FCFS/0/x0)

|
Mediante cadenas de Markov
y series geomeétricas

(M/M/1)  (FCFS/N/N)
(M/M/S)  (FCFS/N/w=)

(M/M/S)  (FCFS/N/N) ||

| ‘ (M/M/S)  (d/ecfec)
‘ | [ ecrSiors

Mediante el célculo de limite superior | | o
(M/M/ oofoo
(GIGIS) ( Joofeo) | (MIM/S) ~ (FCFS)acfo)

pat e

Tabla 1. Modelos seglin proceso matematico de resolucion. Fuente: Aranzang y Garcia (2006)

2.6.- Clasificacion de los problemas de Teoria de Colas

Los problemas que se sirven de la T.C. para su resolucién pueden ser agrupados

basicamente en dos grupos (Garcia Linares, 2008):

1) Problemas de andlisis.
Podriamos estar interesados en saber si los recursos de un sistema estan
siendo utilizados de forma eficiente y, el sistema ofrece un rendimiento global
satisfactorio. Para este tipo de problema habra que analizar las siguientes

variables:
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Tiempo promedio que un cliente tiene que esperar en la fila antes de ser
atendido (E/W,]).
Tiempo que tardan los dependientes (servidores) en procesar el pedido

(/).

Numero medio (£/L,/) y nimero maximo (Ly-nqx) de clientes que esperan en
la cola.

Una vez que se ha realizado el analisis la informacion es utilizada para

tomar decisiones como incrementar el nimero de servidores, mejorar su

eficiencia o, aumentar el tamafo o capacidad de la linea de espera.

Problemas de diseno.

En otras ocasiones, se busca determinar algunas variables clave en base a

requisitos que se imponen en el disefio, tal como un nivel minimo de calidad de

servicio. Para este tipo de problemas habra que atender a los siguientes

parametros:

Servidores que deben emplearse para ofrecer un servicio de una calidad
minima determinada.

Numero de colas que deben emplearse (normalmente igual o menor al
numero de servidores).

Servidores para cuestiones especiales como por ejemplo aquellos que
pueden estar destinados a realizar siempre una misma tarea de duracion
constante que, a su vez, pueden incluso servir a los que atienden

directamente a la poblacion de entrada.

Estas variables de disefio se deciden después de valorar diferentes alternativas,

haciendo comparativas entre las diversas soluciones Optimas y sus respectivas

sensibilidades a los factores limitados.

En el presente trabajo se combinan ambos tipos de problema: una primera fase

de analisis a partir de la cual se extraen conclusiones que permiten aportar sugerencias
de mejora a la gerencia de la empresa bajo estudio. El estudio contintia con una fase de
disefio en la que, una vez conocidas las variables mas sensibles o restrictivas a partir de
la fase de anélisis, se propone un disefo alternativo que pueda mejorar la configuracion

inicial del sistema de lineas de espera en la empresa de estudio.
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3.- Gestion de lineas de espera en una pequefia empresa de Cartagena

(Centro Optico Garcia Gallego)

En las sientes paginas se analiza el sistema de lineas de espera para una pequefia
empresa situada en Cartagena. De este modo, serdn aplicados los conceptos
introducidos a lo largo de esta memoria siguiendo una metodologia concreta que es

expuesta posteriormente.

3.1.- Descripcion de la empresa y el entorno

El centro optico Garcia Gallego fue dado de alta bajo la forma juridica de
Comunidad de Bienes el 1/01/2006. Después de visitar varias opticas en la ciudad,
descubri este negocio por las vallas publicitarias en algunas de las principales vias de la
ciudad en 2008, con el comienzo de la crisis y ofreciendo “precios-anticrisis” (Figura

7).

CENTRO OPTICO

arcia

CENTRO OPTICO
Ronda Ciudad de La Unidn, 8

arcia
ollego
202032 CARTAGEMA

ST 068 12 22 22

allego :;{-io.‘)o"@ OU optiprix
T vV EN v VERAS fr e s e

Figura 7. Valla publicitaria Centro Optico Garcia Gallego.

Una Comunidad de Bienes (art. 392, Coédigo Civil) es una colectividad
clasificada como ente sin personalidad juridica en el Codigo Civil, por tanto, se rige por
el Codigo de Comercio en materia mercantil y por el Codigo Civil en materia de
derechos y obligaciones. Las otras caracteristicas fundamentales son que la
responsabilidad frente a acreedores de los socios es ilimitada, que al no tener
personalidad juridica propia, los bienes pertenecen a los comuneros en la proporcion
que se determine en el contrato de sociedad y, no hay exigencia de una aportacion

minima obligatoria para las personas que la constituyan.
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El Centro Optico Garcia Gallego es una PYME sita actualmente en Ronda
Ciudad de la Union n°8, bajo A, Cartagena. En la figura 8 se muestra la situacion del
negocio dentro del ambito urbano de la ciudad. El local goza de buenos accesos desde
las principales vias como son Paseo Alfonso XIII y Alameda de San Anton, asi como
desde la Autovia A-30 ya sea a través de Torreciega, Avda. Victor Beltri o su punto de
finalizacion donde se une con el ya nombrado Paseo Alfonso XIII. Al estar situado en
Ronda Ciudad de la Union, son altas las probabilidades de que llame la atencion de
numerosos clientes que pasan diariamente por delante tanto a bordo de un vehiculo
como a pie, lo que unido a la disponibilidad de aparcamiento hace que la ubicacion de la
empresa se considere muy buena. En la imagen de la figura 8 se muestra su localizacion

exacta en el punto marcado como “A”:

—

Figura 8. Panoramica de la ciudad de Cartagena con la ubicacion de la empresa de estudio. Fuente:

google.maps
En las siguientes imagenes se muestra la fachada del negocio el cual se

encuentra en la interseccion de Ronda Ciudad de la Union y calle Ciudadela. Por lo
tanto, aparte de gozar de una buena ubicacion como se ha comentado, también disfruta

de amplios escaparates para llamar la atencion de los conductores y viandantes.

Figura 9. Fachada calle Ciudadela del Centro Optico Garcia Gallego.
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Los servicios y productos ofertados son aquellos relacionados con actividades
opticas como graduacion ocular y venta de instrumentos tales como gafas, lentillas,

productos especificos de limpieza, etc.

Estos servicios son ofrecidos normalmente por cuatro trabajadoras a excepcion
de los sabados por la mafiana cuando el personal se incrementa en una trabajadora mas.
Entre estas trabajadoras, tres de ellas estin diplomadas en Optica y Optometria y el
resto tienen formacion resultado de haber cursado o bien del Ciclo Formativo superior
en Optica de Anteojeria, o bien, estudios medios o superiores de Administraciéon de
Empresas para ejercer de agente de ventas. Una de las trabajadoras diplomadas es
ademads la administradora de la empresa. Con dicha persona he realizado dos entrevistas
en las que ha aportado algunos datos relevantes para el estudio, como se vera mas

adelante.

El horario de apertura del centro Optico abarca de lunes a viernes (de 10:00 a
14:00 y de 17:00 a 20:30 h.) y los sabados solamente por la mafiana (de 10:00 a 13:30
h.).

3.2.- Metodologia

Para abordar el analisis matematico que module el sistema de espera real que se
da en el seno del centro Optico se seguird la metodologia comun llevada a cabo para
solucionar problemas de 1.O. con las consideraciones y matices pertinentes relativos a la

T.C.

En el temario de las asignaturas impartidas relacionadas con la 1.O. se indica
siempre un proceso metodoldgico que se divide en cuatro etapas, las cuales estdn
integradas en este estudio: definicion del problema, modelado matematico, solucion del
modelo y presentacion/interpretacion de resultados. La metodologia seguida en este
caso afiade aspectos relativos a la elaboracion del Trabajo Fin de Grado en su conjunto,

como se comenta a continuacion.

Eleccion del tema: Mi voluntad era desarrollar un estudio acerca de algun tema

relacionado con la 1.O. y con esta idea me dirigi a los directores del presente estudio
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quienes me propusieron que versara sobre T.C. puesto que en la carrera se habian visto
diferentes tipos de problema pero no éste en concreto. Asi, el tema estaba decidido y
solo faltaba buscar un negocio con lineas de espera susceptibles de ser ttiles para la

aplicacion de los contenidos teoricos.

Documentacién: Los directores del proyecto me proporcionaron bibliografia especifica

para que tomara contacto con las caracteristicas de este tipo de problemas. Los
fundamentos de la T.C. adquiridos, junto con numerosas consultas bibliograficas
adicionales en busca de conceptos estadisticos necesarios, herramientas concretas de
Microsoft Excel, manejo del software Win(QOSB, aplicaciones a otros casos, etc. aportan

los conocimientos necesarios para comenzar de desarrollo del estudio.

Eleccién de la empresa (deteccién del problema): En primer lugar se pensd en un
sistema de colas con bastante afluencia de clientes y un numero considerable de
servidores, como es el caso de un establecimiento franquiciado de McDonalds. Debido a
la complejidad por el nimero de servidores, pero sobretodo a un funcionamiento ya
optimizado del sistema de lineas de espera y, por consiguiente, las pocas oportunidades
de mejora de la presente, se decidio elegir una empresa diferente, con habituales colas
de clientes, una gestion de las lineas de espera poco desarrollada y, por tanto con

muchas posibles oportunidades de mejora.

Recogida de datos: Como resultado de la fase de documentacion, se establece el

conjunto de variables de interés en los sistemas de colas y teniendo esto en cuenta se
elabora una plantilla (figura 12) para recoger los datos de manera comoda y ordenada.
Después de comenzar la recolecta de datos, se pone de manifiesto la imposibilidad de
tomar medidas de tantas variables en tiempo real, por lo que el muestreo se redujo a la
anotacion de tres eventos para cada cliente, lo que implica un seguimiento de cada uno
de los que entra al sistema. Este seguimiento se lleva a cabo mediante la identificacion
por algun rasgo fisico de cada cliente o grupo de clientes (amigos, varios miembros de
una familia, parejas, etc.), de manera que es anotada su hora de llegada a la cola, la hora
a la que se comienza a prestarle el servicio y la hora en la que el cliente sale del
establecimiento. Asi se pueden conocer a posteriori los valores de dos de las variables
de mayor relevancia (identificacion de las variables de decision, paso metodologico de
la 1.O.): el tiempo entre dos llegadas consecutivas contabilizando la diferencia horaria

entre las llegadas de clientes y el tiempo de servicio para cada cliente calculando la
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diferencia entre el evento de empezar a ser atendido y la salida del centro optico. El
numero de servidores y gasto aproximado por cliente son otras dos variables de vital
importancia: la primera se conoce resultado de la observacion (4 dependientes de lunes
a viernes y 5 en el horario de apertura de sabado por la mafiana); y la segunda fue

estimada por la gerencia de la empresa (véase seccion 3.3.1).

Desarrollo tedrico: A partir de las lecturas y consultas bibliograficas se comienza a

redactar la parte teorica del estudio, base de la posterior implementacion practica.
Partiendo del contexto de la I.O. se concreta el texto en torno a la T.C. para entrar de
lleno en el estudio de este tipo de problemas y en las caracteristicas que los dotan de

interés.

Aplicacion al caso practico y elaboracién del modelo: Una vez realizada la recogida

selectiva de datos, como se ha explicado en un apartado anterior se procede a la puesta
en practica de la T.C. en el caso real del centro optico elegido. En primer lugar, se busca
la adecuacion de la linea de espera de la empresa a uno de los modelos basados en los
procesos de nacimientos y muerte (apartado 2.4) para lo cual es preciso determinar
estadisticamente si tanto el proceso de llegadas como los tiempos de servicio se ajustan
bajo un cierto nivel de confianza a la funciéon de densidad de la distribucion de

probabilidad exponencial.

Presentacidn de resultados. Cotejo de resultados con la evidencia tedrica: en esta ultima

fase se interpretan los resultados obtenidos en el contorno definido por las limitaciones
del modelado del caso real. Ademas, se cotejan los resultados de la aplicacion practica
con los de la fase de estudio tedrico y con los obtenidos a través del software de
resolucion de problemas de cuantitativos WinQSB que permite simulaciones de

situaciones dificiles de abordar de manera analitica.

3.3.- Estudio preliminar. Problema de analisis

En la clasificacion que se dio de los problemas de T.C. se vieron dos diferentes
problematicas (apartado 2.6). En primer lugar se realizara el problema de analisis para,

dada la configuracién actual del sistema de espera, averiguar si los recursos de un
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sistema estan siendo utilizados de forma eficiente y, si el sistema ofrece un rendimiento

global satisfactorio.

En la Figura 10, un plano de la Optica pone de manifiesto la configuracion del
local. La superficie aproximada del bajo es de 85m’ y ha sido dividido tal y como se
muestra seguidamente en la estancia principal (donde se encuentra el recibidor delante
del cual se forma la cola), almacén, taller (donde en ocasiones se encuentra una de las

dependientas), despacho y sala de graduacion.

LEYENDA

1. Almacen

2. Taller

3. Despacho

L. Sala de graduacion
5. Recibidor

Figura 10. Plano del interior del Centro Optico Garcia Gallego. Elaboracién Propia.

En la leyenda del plano (véase Figura 10) aparece como numero “5” el recibidor,
espacio que comprende la formacién de la cola. Un margen de aproximadamente dos
metros y medio es el espacio disponible para la espera de los clientes, de modo que
cuando hay clientes siendo atendidos y al menos dos esperando en cola se producen
situaciones incémodas puesto que la puerta de la Optica es automatica con sensor de
presencia. De hecho, uno de los dias de recogida de datos se produjo una pequefia
incidencia al haber cinco clientes en cola: la tltima sefiora se colocd para esperar en la
parte derecha del recibidor (conforme se entra al local) pero muy préxima a la linea de
desplazamiento de la puerta automadtica con lo que cuando lleg6 el siguiente cliente el
borde inferior de la puerta le golpe6 en el tobillo provocandole una pequefia herida.
Situaciones incomodas como ésta, unidas al gasto de la puerta automatica y los sistemas

de ventilacion que se ponen en marcha al encontrarse la puerta abierta hacen pensar que
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la zona de espera no esté correctamente configurada, sabiendo ademds por observacion

que la longitud media de la cola ocasiona este tipo de problemas diariamente.

Otros elementos que constan en el plano como el almacén, taller y despacho no
son influyentes en el estudio del sistema de colas. La sala de graduacion, aunque
interviene en la prestacion directa de servicio al cliente, tampoco implica
consideraciones especiales ya que las citas de las personas a graduar son normalmente

programadas de antemano.

3.3.1.- Primera aproximacion.

En esta seccion se describe una primera aproximacion de la situacion real que

acontece en la optica con el objeto de aplicar la T.C. al supuesto concreto en cuestion.

Variables involucradas. Recogida de datos

Lo que primero se debe considerar es el estado del sistema en los intervalos en
los cuales se produciran anotaciones acerca de las variables que lo caracterizan. Se
observa el sistema cuando estd funcionando con normalidad, esto es, quedan
descartados los casos de comportamientos andmalos (régimen transitorio, como ocurre
durante la primera media hora desde el inicio de la jornada en la que se realizan tareas
distintas por parte del personal y el comportamiento de llegadas de clientes es diferente)
y se analiza el funcionamiento en régimen permanente representativo de la mayoria de
las situaciones que puedan acontecer. Asi, el sistema es analizado en su fase estable en
la que los valores de los tiempos tienden a converger. En la figura 11 se ilustra dicha
fase de puesta en funcionamiento y la entrada a partir de un determinado momento en el
estado estable de operacion o “Steady-State Operation” (Anderson et al., 2006) en el
que sera analizado el sistema de colas. De este modo, el tiempo de espera en funcion del

numero de clientes presenta el comportamiento que muestra la figura 11:
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Tiempo
de Espera

FASE FASE Nimero de
TRANSITORIA ESTABLE Clientes

Figura 11. Fases del tiempo de espera. Fuente: Hertz Fernandez Jeri, (2000)

En un principio, a raiz de las consultas bibliograficas realizadas para el
desarrollo tedrico de la presente memoria, fueron elegidas muchas variables para la
recogida de datos, tales como el tiempo entre llegadas de clientes, el tiempo de servicio,
nimero de servidores, nimero medio de servidores ocupados, tiempo medio de espera
en cola, longitud media de la cola a la llegada de un nuevo cliente, gasto medio por
cliente e incluso para aquellos clientes que se cansan de esperar y se van, la longitud de
la cola o tiempo de espera en cola que les hizo tomar esa decision. Por esta razon, el
primer disefio de la tabla para recogida de datos contemplaba demasiadas variables,

algunas de las cuales dificiles de tomar en tiempo real (Figura 12).
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Figura 12. Modelo de recogida de datos. Elaboracion propia.
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Finalmente s6lo se contemplaron datos de las variables cuyo color de fondo de la
fila es el blanco: tiempo medio de servicio por cliente (//x) y tiempo medio entre
llegadas de clientes (//4), puesto que el resto se podian calcular a partir de la anotacion
de la hora de los eventos de llegadas, comienzo de servicio y finalizacioén del servicio.
El gasto medio por cliente fue estimado por la administradora del centro dptico en 40€.
El modelo anterior para recogida de datos es valido tanto para los dias de lunes a viernes
como para el sabado por la manana al segmentar el horario en intervalos identificados
con una letra. Estas letras aportan la flexibilidad de poder referirse a un intervalo de

tiempo u otro segun cémo se desarrolle el proceso de recogida de datos.

En la tabla 2 se muestran los datos agrupados segun el dia de la semana. El
numero total de clientes, como se puede observar en la ultima fila de céalculo de
resultados totales, es de /83 personas para esta primera aproximacion. Los datos para
dichos clientes han sido tomados en un intervalo total de //20 minutos (/8 horas y 40
minutos) y considerandolos todos de manera conjunta se obtiene un tiempo medio entre
llegadas de clientes de poco mas de 7 minutos y un tiempo medio de servicio de 7’661
minutos (7 minutos y 40 segundos aproximadamente). Esta primera comparacion entre
las medias de las variables ya nos puede llevar a pensar que con cuatro servidores con
idéntica tasa de servicio y capaces de atender a cualquier cliente apenas se deberian

generar esperas, algo que contrasta con algunas situaciones observadas.

Resumen de datos obtenidos por dia de observacion

Muestras (clientes) [Tiempo de muestreo (min) |Media min/llegadas |Media Tserv (min) 5
Lunes 16 150 9,375 8,182 4
Martes 43 300 6,977 6,703 4
Miércoles 13 120 9,231 6,167 4
Jueves 32 180 5,625 7,245 4
Viernes 24 180 7,500 8,292 4
Sabado 55 150 3,455 9,380 4
Rdos. Totales 133 1120 7,027 7,661 4

Tabla 2. Resumen de los datos observados por dias. Elaboracion propia

En la tabla 2 sido marcadas las cifras para el tiempo medio de servicio dadas en
minutos de manera que en rojo se encuentran aquellas que superan la de las
observaciones y en verde el tiempo medio de aquellos dias en los que es inferior al
citado promedio global. Por tltimo, se especifica el numero de servidores que trabajan

cada dia de la semana a la tasa de servicio correspondiente que consta en la misma fila.

36



Gestion de las lineas de espera en el caso real de un centro optico en Cartagena

Una vez en posesion de los datos, se procede a la evaluacion de la distribucion
de las funciones de probabilidad de los tiempos entre llegadas y de los tiempos de
servicio y, siendo asi, poder aplicar los modelos de colas basados en procesos de

nacimiento y muerte (véase apartado 2.4).

Caracterizacion del proceso de llegadas

Para formular un modelo de colas, es preciso conocer en primer lugar la
distribucion por la que se rigen los tiempos de llegada y de servicio en el sistema. Este
ajuste del comportamiento de las variables involucradas, entre ellas la tasa de llegada de
clientes al sistema, debe estar lo suficientemente ajustado a la realidad para que el
modelo proporcione resultados razonables y fiables, siendo ademas lo suficientemente

sencilla para que el modelo sea matematicamente manejable.

Para poder utilizar modelos de colas basados en procesos de nacimiento y
muerte, se debe contrastar si los datos recogidos (tanto de tiempos entre llegadas como
de tiempos de servicio) en la fase anterior del estudio se distribuyen de acuerdo a una
distribucion exponencial. Para ello necesitamos realizar una prueba de bondad de ajuste
de manera que permita verificar que la poblacion de la cual proviene dicha muestra se
ajusta a una distribucion exponencial dentro de un cierto nivel de significacion. Por
tanto, comparamos la distribucién observada con la distribucion esperada del mismo
parametro A para verificar si ambas distribuciones se ajustan bien o no. Ademas, se
podra conocer el nivel de confianza del ajuste y, por consiguiente, la fiabilidad de los

resultados obtenidos mediante un test de hipotesis al conjunto total de datos.

La prueba de Chi-cuadrado es un test de ajuste que se lleva a cabo mediante
contraste de hipotesis a través del cual se puede averiguar si existen diferencias
estadisticamente significativas entre la distribucion observada y la distribucion
esperada. El test parte de la hipotesis de que las dos variables no estan relacionadas, es
decir, hay independencia entre las variables, de manera que rechazar la hipotesis de
partida o hipotesis nula nos llevaria a concluir (con un determinado nivel de

significacion) que las variables se encuentran relacionadas:
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Ho: Independencia de las variables.
H;: Variables estadisticamente relacionadas

La formula general de Chi-cuadrado, a través de la cual se realiza el contraste de
hipdtesis, es aplicable en todos los casos y tiene la siguiente forma (Morales Vallejo,

2008):

2 (fO_fe)2
rE2

(Ecuacion 30. Férmula de Chi-cuadrado)

Donde f) son las frecuencias observadas de cada uno de los intervalos en los que se ha
dividido la muestra y f. son las frecuencias esperadas (aquellas que responden

perfectamente a una distribucidon exponencial de los tiempos entre llegadas).

La tolerancia porcentual de error que viene cuantificada por el nivel de
significacion sera fijada en este estudio al valor de 0,05. Este es el margen de error
dentro del cual los resultados seran validos.

El test serd llevado a cabo sobre el total de datos disponibles para cada funcion
de distribucion observada, de modo que los tiempos serdn analizados de forma conjunta.
Por este motivo también se ha decidido presentar la distribucion de la variable para el
conjunto total de observaciones, es decir, teniendo en cuenta el valor del tiempo entre
llegadas para los 183 clientes de los que se tomaron datos. La Figura 13 presenta el
histograma de frecuencias para una segmentacion del rango en cinco intervalos
siguiendo las indicaciones de Morales Vallejo (2008), segun las cuales es recomendable
que los intervalos tengan una frecuencia de al menos cinco, lo que no ocurre en el caso

del ultimo intervalo que recoge los datos correspondientes a la cola de la funcion.

Distribucion frecuencial de todas las muestras
del tiempo entre llegadas

© 100
S 80
£ 60
% 40 3 [ Tiempos entre
] 28 llegadas (min)
(1Y
-20 Y o D IR —— Logaritmica (Tiempos
LN A A entre llegadas (min))
I\
3\
Intervalos

Figura 13. Distribucion frecuencial de todos los tiempos entre llegadas (5 intervalos). Elaboracion propia
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. 2

En caso de que el valor obtenido sea mayor al valor de ~, entonces se puede
descartar la hipotesis nula y, estaremos en condiciones de afirmar con un nivel de
confianza del 95% que la funcién de distribuciéon observada esta estadisticamente

relacionada con la distribucién exponencial esperada.

Gracias a la hoja de calculo Excel, se puede calcular con facilidad el sumatorio
del cuadrado de las desviaciones de las frecuencias observadas respecto a las
frecuencias teodricas o esperadas. Dicho esto, se presenta la descomposicion del calculo

en la tabla de la siguiente tabla:

Test-Chi  [0'5,4'73) [4'73,8'97) [8'97,13'20) [13'20,17'43) [17'43,=)
o

TOTAL

e

(o-e)

(o-e)*

(0-e)’/e

Tabla 3. Célculo del estadistico y* para el tiempo entre llegadas. Elaboracién propia

Que responde al caso particular de aplicacion de la féormula general de Chi-cuadrado

que sigue:

7= i%%[)z =70,537 (Ecuacioén 31. Férmula de Chi-cuadrado, caso
N l particular)

Este valor que obtenernos hay que compararlo con el valor de la distribucion Chi
en las tablas que para el caso de un nivel de significaciéon de 0,05 (o un nivel de
confianza del 95%) y 4 grados de libertad (nimero de categorias menos una, G.L.=k-1)
es de 0,711. Puesto que el valor obtenido resultado de la aplicacién de la formula es
ampliamente mayor que el valor en las tablas, se puede rechazar con seguridad la
hipdtesis nula (Hyp = Independencia entre las variables) y, asi, concluir que con un nivel
de confianza del 95% la distribucion de los tiempos entre llegadas esta estadisticamente
relacionada con la distribucion en frecuencias de una variable aleatoria exponencial. De
manera grafica, el valor obtenido de la tabla supone el umbral a partir del cual la

hipdtesis nula es rechazada y, por debajo del cual se acepta:
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Se acepta Hp .
i S Se rechara Hq
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Figura 14. Gréfica distribucion y*. Fuente: Suarez (2012)

Distribucion de los tiempos de servicio

La metodologia seguida para comprobar que la distribucion de los tiempos de
servicio puede ser caracterizada por una funcion de densidad de probabilidad
exponencial es la misma que la ya utilizada para el caso del fenomeno de llegadas.
También para este caso se realizard la prueba de bondad de ajuste que permita
determinar que la variable aleatoria que caracteriza el tiempo de servicio se encuentra

estadisticamente relacionada con una funcidén exponencial de la misma media.

Siguiendo con el cauce procedimental establecido en la seccién anterior se
estudian ahora de manera conjunta los datos para la variable tiempo de servicio de los
183 clientes acerca de cuyos eventos se tomaron medidas temporales. Sobre la totalidad
de estas muestras (figura 16) se realizara el Test Chi-cuadrado para la verificacion
(escogido un nivel de significacion que serd de 0,05) de su congruencia con un

comportamiento exponencial puro.

Se parte pues de la hipotesis nula nos llevaria a concluir que no existe
dependencia estadistica. Por el contrario, rechazar la hipotesis de partida pondria de
manifiesto una determinada relacion entre sendas variables aleatorias. A continuacion,

la formulacion de la hipotesis nula y la hipdtesis alternativa:
Hy: Independencia de las variables.
H;: Variables estadisticamente relacionadas.
Valoradas las muestras de manera separada, se presenta en la Figura 15 la

grafica correspondiente al compendio de muestras para el tiempo de servicio fijando en

40



Gestion de las lineas de espera en el caso real de un centro optico en Cartagena

cinco el numero de intervalos por las condiciones impuestas por el test antes

comentadas.
Distribucion frecuencial de todas las muestras
del tiempo de servicio
150
100 [ Tiempos de servicio

(min)

Frecuencia
Ul
o

o

9,55 18,62 27,69 36,76 y mayor..:

o
o

Clase

Figura 15. Distribucion frecuencial de todos los tiempos de servicio (5 intervalos). Elaboracion propia

Se procede pues a presentar el resultado de la formula calculado mediante la
hoja de célculo sin redundar en los aspectos generales relativos a la prueba Chi-
cuadrado. De esta forma, se presenta la descomposicion para el calculo en la tabla que

sigue (tabla 4):

Test-Chi  [0'48,9'55) [9'G5,18'62) [18'62,27'69)[27'69,36'76) [36'76,) TOTAL

4]

e
(o-e)

(o-e)*

(0-e)’/e

Tabla 4. Calculo del estadistico 3 para el tiempo de servicio. Elaboracién propia

El valor del estadistico es en este caso de 26,5/1 que comparado con el valor
que aparece en las tablas de y° (x20,95, 4=0,711) para un nivel de significacion del 5% y 4
grados de libertad, provoca que se rechace la hipotesis nula de modo que queda

contrastada la relacion estadistica entre las variables.

Una vez realizado el contraste y expuestas las limitaciones a tener en cuenta de
esta prueba, se continua el estudio con la identificacion del modelo a utilizar que como
resultado de estos test de hipotesis se sabe que se podra emplear un modelo basado en

procesos de nacimiento y muerte.
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Identificacién y clasificacion del modelo a utilizar

Presentada la distribucion del centro Optico, en este apartado se procedera a
modelar el sistema de lineas de espera. Para determinar el modelo al que mejor se ajusta
la operativa de la empresa seran analizados los elementos del sistema de colas partiendo

del conocimiento previo del patron de llegadas y clientes servidos a lo largo del tiempo.

Fuente de entrada: La poblacion o clientela potencial se considera infinita puesto que
el numero de clientes que puede haber en el sistema en cada instante de tiempo no
influye en la tasa de llegada de nuevos clientes. A raiz de esta evidencia, se modela la
poblacion de entrada como una fuente que genera clientes de manera ilimitada lo cual
supone una simplificacion tal y como se explico en el apartado 2.1. Esta consideracion
implica que el ultimo pardmetro en la clasificacion del sistema segin la notacion de
Kendall (“D” que se refiere al tamafio de la poblacién de entrada) sea infinito y pueda
ser omitido.

Otra caracteristica de este elemento es el patron estadistico de llegadas de
clientes que ha sido verificado. Esta comprobacion implica un primer parametro “M”
para el sistema mediante la notacion de Kendall, puesto que los tiempos entre llegadas

siguen una distribucion exponencial.

Cola: Aunque el espacio reservado para la formacion de la cola frente al mostrador del
local sea limitado, la capacidad de la cola se considera infinita ya que puede haber tal
numero de clientes esperando para recibir servicio como todos aquellos que estén
dispuestos a esperar después de unirse a dicha cola. Decir ademas que se trata de una
unica cola de la que segun una disciplina FIFO se van seleccionando clientes al ritmo al
que queden servidores libres por haber cursado sus tareas en relacion a un cliente. Las
dos caracteristicas anteriores propias de este elemento determinan la nomenclatura
concreta de los parametros “K” y “N” (antepentltimo y penultimo, respectivamente)
segun la notacion de Kendall. El primero de ellos se puede omitir ya que hace referencia
a la capacidad del sistema que es ilimitada debido al tamafio infinito de la cola y, el
segundo, hace referencia a la disciplina de la cola y por tratarse del caso FIFO también

puede ser omitido a la hora de denotar el sistema.

Mecanismo de servicio: Este Gltimo elemento del sistema se caracteriza, por un lado,
por el patron estadistico de los tiempos de servicio cuya distribucion fue contrastada con

la exponencial poniendo en evidencia la relacion. Este resultado hace que el segundo
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parametro en la notacion de Kendall sea “M” lo que significa que los tiempos de
servicios se hallan distribuidos segiin una distribucién exponencial para el nivel de
confianza elegido.

Por otro lado, en referencia al mecanismo de servicio del sistema se consideran
cuatro servidores (dependientas) ya que son las que se encuentran dentro del local
dando servicio a la generalidad de los clientes.

Por tanto, la notacion de Kendall correspondiente al modelo de representacion
del Centro Optico Garcia Gallego seria la siguiente: “M/M/4”. El esquema del sistema

de colas es presentado a través de la figura 16:

Sistema de colas Centro Optico Garcia Gallego

Servidor 1 ———

. . Servidor 2 ——
Poblaciéon Clientes Clientes
(Clientes
potenciales) Servidor 3
 ——

Servidor 4 | ———u—

1

infinita ' i

| |

1

| .
1
1
|
1
1
1
1
|
1

Figura 16. Esquema del sistema de colas del Centro Optico Garcia Gallego. Elaboracion propia

Antes de comenzar, se presenta el valor del factor de utilizacion el cual es menor

a la unidad.

Factor de utilizacion:

1 (Ecuacion 32)
= i = 7,027 =0,2725
sy 1
7,661

Lo que quiere decir que el sistema trabaja con una tasa de ocupacion media del 27,25%

de su capacidad. Ademads, este porcentaje también supone una medida de la
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probabilidad de que un cliente nuevo tenga que esperar para ser servido (donde 0<p<I)
o del numero medio de servidores ocupados (0,2725*4 = 1,09 servidores) lo que parece

indicar que sobran dependientas siendo algo que, sin embargo, contrasta con la

formacion de colas observada.

Probabilidad de que no haya clientes en el sistema (estado 0):

1

7661\ (7.661) (1
<\ 7,027 7,027 7,661
SO AR
= 4 |, ] 1

7.661 7,027

P =

=0.3354 (Ecuacion 33)

Numero medio de clientes en cola:

(7,661]4 1
2 17,02 '
[ - \7.027) 7,6617,027 -0,3354=0,1459  (Ecuacion 34)

q (4—1)![4 ! !

7661 7,027

Numero medio de clientes en el sistema M/M/s:

7’66; 12361 (Ecuacién 35)

L =0,1459 +

Tiempo medio de espera en cola:
0,1459

Wq = ]
7,027

=1,0255 (Ecuacion 36)

Tiempo medio de estancia en el sistema:

W =1,0255 + - !

b

= 1,1561 (Ecuacion 37)

Analisis numérico (WINQSB)

Los anteriores resultados consecuencia de la aplicacion de las formulas de la
T.C. son ttiles para analizar el sistema en condiciones de estabilidad, supuesto que se
cumple en relacion a los datos globales recogidos. Este analisis se realizard a

continuacion con ayuda de Win(OSB gracias a la cual el proceso es menos laborioso.
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En el presente apartado se estudia el sistema de colas mediante el software
WinQSB utilizado durante la carrera para resolucion de problemas de 1.O. Se trata de un
programa que contiene diversas herramientas para resolver gran cantidad de problemas
de decision en el ambito de la I.O. que por su versatilidad y sencillo manejo se convierte
en una herramienta muy util. Del total de los 19 mddulos que posee WinQSB, tres de
ellos estan directamente relacionados con la tematica de la Teoria de Colas (Martinez

Rubin Celis, 2009):

* Procesos de Markov (Markov Process-MKP): Este programa resuelve y analiza

procesos de Markov.

= Sistemas de colas (Queuing Analysis-QA): Este programa resuelve el

rendimiento de sistemas de colas de etapa simple usando la formula de cercania,
aproximacion o simulacion.

= Simulacion de sistemas de cola (Queuing Analysis Simulation-(0SS)): Este

programa modela y simula sistemas de colas simples y multietapas con

componentes, incluyendo poblaciones de clientes, servidores, colas y/o de

basuras.

De los programas anteriormente presentados, serd utilizado el modulo de analisis
de colas (“Queuing Analysis-QA”).

En primer lugar, se crea un nuevo problema (File—> New Problem). Entonces, en
la pantalla emergente titulada “Problem Specification” se deben especificar una serie de

parametros de la manera en que se muestra en la figura 17:

Problem Specification ﬂ

Problem Title  |C_Optico_4serv |

Time Unit |minute| |

" Entry Format

@ Simple M/M Spstem

C) General Queuing System

1] 4 ‘ ‘ Cancel ‘ Help

5

Figura 17. Ventana “Problem Specification”, WinQSB. Fuente: Elaboracion propia
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En el primer campo de texto se ha de introducir el titulo que deseamos poner a
nuestro problema. Para el caso practico que nos ocupa considerando 4 dependientas
(situacion mas habitual) el titulo escogido ha sido “C Optico 4serv” y la unidad de
tiempo (que por defecto esta fijada a horas, “hour”’) que hemos utilizado para presentar
resultados ha sido el minuto, que es lo que se establece en el siguiente campo
(“minute”). En el cuadro de formato de entrada se selecciona entre las dos opciones
existentes “Simple M/M System” ya que como se demostrd para el sistema de colas
analizado los tiempos entre llegadas y los de servicio siguen sendas distribuciones de
Poisson. El software, como se puede ver en la Figura 17, nos proporciona la posibilidad
de estudiar lineas de espera con distribuciones generales para los tiempos involucrados.
Una vez completados los datos necesarios, se presiona el boton “OK” y se especifican
los valores de entrada para cada caso en particular. En este caso dichos valores son los

que constan en la tabla 5:

Data Description ENTRY
Mumber of zervers 4

Service rate [per server per minute] 0.1305
Customer arnival rate [per minute] 01423

Queue capacity [maximum waiting space] M

Customer population M

Tabla 5. Entrada de datos componente “QA4”, WinQSB. Fuente: elaboracion propia

El significado de cada uno de los valores introducidos es el siguiente:

- Numero de servidores (“Number of servers™): para el caso del centro dptico son
cuatro.

- Tasa de servicio por servidor y minuto (“Rate server (per server per minute)”):
casilla para especificar el nimero medio de clientes despachados por servidor y
por unidad temporal (minuto). Para el caso en estudio tenemos que tomar el
valor del tiempo medio de servicio (calculado en la tabla 2) y hacer la inversa
para obtener la tasa de servicio media por minuto.

Ecuacion 38
76161:0,1305 clientes _atendidos | dependienta / min (Ecuacion 38)

lL[:

- Tasa de llegada de clientes por minuto (“Customer Arrival rate per minute™): se

ha de especificar en esta fila la tasa de llegada de clientes, que para el caso
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practico calculamos como la inversa del tiempo medio entre llegadas también
calculado en la tabla mencionada con anterioridad:

Ecuacion39
A=—1 01423 llegadas/min (Ecuacion39)
7,027

Capacidad de la cola (“Queue Capacity (maximum waiting space)”): lugar para
especificar el tamafio de la cola que en caso de ser modelada como infinita se
representa por una “M” que WinQSB entiende como un numero lo
suficientemente grande.

Poblacion de entrada (“Customer population™): variable para concretar el
tamafo de la poblacion de entrada que en la mayoria de los casos serd infinita,

representada como para el caso anterior con la letra “M”.

En el submenu desplegable a partir de la pestafia “Solve and Analyze” se puede

resolver el sistema (“Solve the Performance”) o, también se puede simular el sistema

durante un determinado intervalo de tiempo (“Simulate the System”). Ademas, WinQSB

nos ofrece la posibilidad de realizar comodamente analisis tanto de sensibilidad como

de capacidad (“Perform Sensitivity Analysis” y “Perform Capacity Analysis”,

respectivamente).

En el siguiente paso obtenernos los valores correspondientes a la solucion del

sistema para 4 servidores (como son llamadas en el programa: “Performance

Meassure) dado que, como se sabe por el desarrollo teérico del modelo para el caso

real, el factor de utilizacién es menor que 1 y el sistema puede ser analizado en régimen

de estabilidad.
1 System: M/M /4 From Formula
2 Customer armrival rate [lambda] per minute = 0,1423
3 Service rate per server [mu] per minute = 0,1305%
4 Owverall zpstem effective armval rate per minute = 0,1423
LT Owverall spstem effective zervice rate per minute = 0,1423
b Overall system utilization = 27.2605 %
Fi Average number of customers in the system [L] = 1.1006
8 Average number of customers in the queue [Lq] = 0.0102
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 0.3748
10 Average ime customer spends in the system [Ww] = 7.7344 minutes
11 Average ime customer spends in the queue [Wq] = 0,0715 minutes
12 Average ime customer spends in the queue for a busy system [Wh] = 26337 minutes
13 The probability that all servers are idle [Po) = 335345 %
14 The probability an arniving customer waits [Pw] or system is busy [Pb] = 2757 %

Tabla 6. Medidas de desempefio para 4 servidores, WinQSB. Fuente: elaboracion propia
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Tal y como se obtenia para la aplicacion al caso practico de la T.C. se obtiene un
factor de utilizacién que nos indica que el sistema trabaja en media al 27,26% de su
capacidad. Del mismo modo, coinciden el resto de las medidas de interés obtenidas en
la fase analitica de aplicacion de la teoria. Ademas, como se observa en la tabla 7
podemos conocer la probabilidad de que el sistema se encuentre en cualquiera de los
estados por los que pasa. También, en este caso los valores obtenidos (comparaciéon de
la probabilidad del estado 0, Py) se corresponden con los obtenidos en la seccion de

identificacion y clasificacion del modelo.

E stimated Frobability of Cumulative Probabhility
n n Customers in the System
| 0 0.3353 0.3353]
1 0.3657 0.7010
2 0.1994 0.9004
3 0.0725 0.9728
4 0.0198 0.9926
5 0.0054 0.9980
6 00015 0.9994
Fi 0.0004 0.99919
8 0.0001 1.0000
9 0.0000 1.0000
10 0.0000 1.0000
11 0.0000 1.0000

Tabla 7. Medidas de desempefio para 4 servidores, WinQSB. Fuente: elaboracion propia

Estos resultados muestran que apenas se llegan a ocupar todos los servidores de
manera simultanea durante las 4 horas de simulacion, lo que parece contradecir la
observacion de la realidad. Sin embargo, la situacién podria ser entendida mejor si
tenemos en cuenta que una de las cuatro dependientas trabajaba en el taller la mayoria
del tiempo y so6lo participaba en la atenciéon al publico en momentos puntuales de

congestion.

Dada la infrautilizacion de la capacidad del sistema en media que muestran los
resultados, es necesario un estudio de sensibilidad sobre el nimero de servidores ya que
el analisis numérico de esta primera aproximacion hace pensar que la empresa pueda
estar operando de manera ineficiente. Por lo tanto, realizamos dicho andlisis para el
problema anterior sobre el nimero de servidores tras completar la ventana relativa a las

especificaciones del andlisis de sensibilidad (figura 18):
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———————————————————————————————————————]

Select a parameter for analyzis

Mumber of servers

Service rate [mu]
Service pressure coefficient
Arrival rate [lambda]
Amval discourage coefficient
B atch [bulk] size
Queue capacity
Customer population
Busy zerver cost per minute
Idle zerver cost per minute
Customer waiting cost per minute
Customer being served cost per minute
Cost of customer being balked
Unit queue capacity cost

Select Pararneter for Sensitivity Analysis

X|

Specify either approximation or

" Solution Method

simulation for zolution if no
cloze form formula iz available.

! Approximation by G/G /=

(® Monte Carlo Simulation

Mumber of servers

4

114

Cancel

Start from |1
End at

Step |1

ki

| Help

Figura 18. Ventana de especificacion de parametros para analisis de sensibilidad, WinOSB. Fuente:

elaboracion propia

Como se muestra, se realiza un andlisis mediante simulacion por el Método de

Montecarlo (Rodriguez Aragdén, 2011) que permite obtener aproximaciones de los

valores principales del problema mediante la recreacion de las condiciones de la

situacion empirica. Como se ha comentado, se realizara el andlisis sobre el nimero de

servidores hasta un maximo de siete, limite impuesto por la capacidad disponible en el

local para puestos de trabajo.

Effective System L Lg Lb W Wwq wh PO Py

Yalue Amnival Rate | Utilization

1 Unsztablei Systeml

2 0.1423 0.5452 1.5517 04612 1.1988 109041 3.2413 8.4246 0.2943 03847

3 01423 0.3635 1.1545 00641 05710 81133 04504 40128 03306 01122

4 01423 0.2726 1.1006 0,0102 03748 7.7344 00715 26337 0.3353 00272

LiT 01423 0.2181 1.0920 0,015 02789 76737 0.0108 19600 0.3360 00055

[ 01423 01817 1.0906 00002 02221 76643 0,001%5% 15608 0.3361 00010

¥ 01423 0.1558 1.0904 0.0000 0.1845% 76630 00002 1.2967 0.3361 000071

Tabla 8. Analisis de sensibilidad sobre s, WinQSB.

Fuente: elaboracion propia

Como muestra la tabla 8, para el caso de un servidor (modelo M/M/1) el sistema

operaria bajo condiciones de inestabilidad (factor de utilizacién mayor a la unidad) y, a

partir de dos servidores (fila 2 de la tabla 8) el sistema trabaja de manera estable. A la
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derecha se encuentran una serie de columnas con los valores de las variables de interés

que se han comentado a lo largo del estudio.

Con un total de 2 personas atendiendo clientes (una tercera dependienta podria
estar trabajando de manera continua en el taller) y, analizando el sistema en estado
estable, el tiempo medio de estancia en el sistema es ligeramente inferior a 11 minutos,
el tiempo medio de espera en cola es de 3,2413 minutos y la probabilidad de que no
haya ningln cliente en el sistema desciende hasta 29,43%. Sin embargo, con tres
dependientas el tiempo medio de espera de los clientes en la cola (Wg) es inferior a
medio minuto, una cantidad que parece indicar un niimero de dependientas algo
excesivo desde el punto de vista econémico. Como resultado de la interpretacion del
analisis de sensibilidad se puede afirmar que de son suficientes dos dependientas
dedicadas a tiempo completo a la atencidn al publico mas una tercera dependienta que
podria estar trabajando de manera continua en el taller pero incorporandose en casos de
picos de demanda a la atencion al cliente, aliviando asi la posible acumulaciéon de

personas en espera.

Para obtener conclusiones de este tipo de sistemas de espera es recomendable
contar con una estimacion de la tolerancia de los clientes a esperar un determinado
tiempo en cola. Suponemos, a raiz de observaciones y estimaciones de la administradora
del negocio que el tiempo que estd dispuesto a esperar un cliente es en promedio de 20
minutos. Los servicios relacionados con algun aspecto de la salud tienen (por la
importancia que se le atribuyen o bien porque son de caracter indispensable) la suerte de
contar con mayor tolerancia de espera por parte de los clientes o pacientes, lo que
muchas veces redunda en una baja calidad del servicio. Asi, es preciso estimar un limite
de tiempo (como es el caso) a partir del cual los clientes empiezan a estar molestos, ¢
implementar un sistema con una calidad de servicio que cubra dicho limite y que a su
vez no provoque que los servidores se estén infrautilizando (lo que a priori parecen
revelar los resultados).

Se sabe, por estimaciones realizadas por la administradora del negocio, que el
sueldo medio de los trabajadores es de 1200€ brutos. Este gasto de personal supone a la
empresa un gasto horario de 7,5€ por persona. De manera que sabiendo que existe un
exceso medio de una dependienta (40 horas), la cuantificacion mensual de la pérdida

asociada al exceso de servidores asciende por tanto a 1200€, es decir, el coste de
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personal medio correspondiente a una persona. Dicha estimacion seria beneficio en caso

de prescindir del exceso de personal.

Caso concreto: sabado

A continuacion se profundiza en el analisis considerando por separado los datos
disponibles para el caso especifico de los sdbados, que supone la situacion mas extrema
observada dad la gran diferencia entre la tasa de llegadas y de servicio.
Se analiza la peor situacion a la cual se somete al sistema en el que se partird del caso en
el que dos personas seran capaces de atender la demanda, configuracion obtenida a
partir de los primeros célculos para el conjunto de dias de la semana. Vamos a analizar
lo que ocurriria los sabados si la 6ptica mantuviese dicha configuracion puesto que estos
dias la afluencia de publico es mayor. En primer lugar, al igual que para el caso anterior
se completan los valores correspondientes a este dia aislado (tabla 9) en el que el tiempo

medio de servicio es mas alto y la tasa de llegada de clientes también es mayor:

A=—1 202894 llegadas /min (Bcuacion 40)
3,455

Data Description ENTRY
Humber of zervers 2

Service rate [per server per minute] 0.1066

Customer arrival rate [per minute] 0.2894

Queue capacity [maximum waiting space] M

Cuztomer population M

Tabla 9. Entrada de datos componente “QA”, Win(OSB. Fuente: elaboracion propia

Si el tiempo medio de servicio correspondiente al conjunto de datos recogidos
para el caso del sabado por la mafiana es de 9,380 minutos (tabla 2), el hecho de que un
nuevo cliente no quiera unirse a la cola o la abandone ocurre a partir de que se hayan
acumulado 2,1321 clientes en cola (estimados 20 minutos de tolerancia media a la
espera). En la mayoria de las ocasiones esto ocurre cuando se produce una acumulacion
de 3 o mas clientes en espera (que habitualmente van acompanados de alguien) ya que
ademas del tiempo esperado de espera en cola, el recibidor del local donde se forma la
cola no puede albergar a mas de 8 personas de pie. Con este planteamiento de partida,
como consecuencia en parte del andlisis numérico del sistema y en parte por la
experiencia empirica, se procede a calcular en este escenario los datos asociados a la

pérdida de clientes.
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En este caso, la tasa de llegadas es superior a la tasa de servicio por el nimero de
servidores, por lo que el sistema se encuentra en zona de inestabilidad (p=1,3574) y

WinQSB nos lo notifica con el mensaje de inestabilidad ilustrado en la figura 19:

L't Instability Warning - 0] x|

Note: The queuing spztem iz clazsified as:
" M/M/2. However. utilization factor

15 1,357411. The system iz
expected to be unstable and has no
gteady-state solution. You mayp
chooze simulation [by dizscrete-event
Monte Carlo simulation) to obtain a
zample performance result.

| Cancel I

| Help I

Figura 19. Mensaje de inestabilidad WinQSB. Fuente: elaboracion propia

No obstante, gracias a este software de resolucion de problemas de 1.O. se puede
simular la situacion de inestabilidad que se produce, durante un determinado intervalo
de tiempo, que sera de 4 horas como qued¢ justificado en la simulacion anterior. Si se
mantiene el nimero de trabajadores calculado con anterioridad (s = 2), sin tener en
cuenta la persona de ayuda, es obvio que van a aparecer tiempos de espera excesivos
como asi se presenta en la tabla 12 con los resultados de la simulacion.

Este tipo de situaciones (partiendo de la simplificacion derivada de utilizar los
datos globales de la muestra) se dan en el seno de la empresa pero con una duracion de
cuatro horas a lo sumo, que es el tiempo que estan las puertas abiertas al publico sin
interrupcion. Con esta consideracion y la observacion experimental, se pretende acercar
la simulacién al desarrollo normal mediante la realizacion de la misma durante un
intervalo de tan s6lo 240 minutos, que es el tiempo maximo en el que puede operar el
sistema antes de ser cerrado. Se selecciona pues la opcion “Simulation” y se procede a

completar los parametros de simulacion como se pone de manifiesto en la figura 20:
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Simulation Specification x

Random Seed Queue Diszcipline

@ Uze default random seed @® FIFD
) Enter a seed number ) LIFO

C Use spstem clock ) Random

Random seed number: 27437

Stant collectiontme:  [lp
Queuc capocit: M
Max number of data collections: [M

Figura 20. Especificacion de los parametros de simulacion, WinQSB. Fuente: elaboracion propia

Se utiliza la semilla por defecto para la generacion de numeros aleatorios que
permitan simular el sistema de colas. La disciplina de la cola es FIFO y el tiempo de
simulacion escogido es aquel que transcurre desde el instante 0 hasta 240 minutos
después. Tanto la capacidad de la cola como el nimero maximo de datos recogidos se
fijan a un valor “M” lo suficientemente grande como para representar infinito.

Es entonces cuando tenemos datos acerca de su funcionamiento durante el

periodo de evaluacion, presentados a través de la siguiente tabla:

Performance Measure | Feszult
1 System: M/M /2 From Simulation
2 Customer arrival rate [(lambda) per minute = 0.2894
3 Service rate per server [mu)] per minute = 0.1066
4 Owerall system effective arrival rate per minute = 0.3163
L Owverall system effective service rate per minute = 0.2289
[ Owerall system utilization = 839779 %
Fi Average number of customers in the system [L] = 6.4519
8 Average number of customers in the queue [Lq] = 4 F723
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 6.1976
10 Average time customer spends in the spstem (W] = 17.6935 minutes
11 Average ime customer spends in the queue [Wq] = 10.7512 minutes
12 Average ime customer spends in the queue for a busy system [Wh] = 13,9621 minutes
13 The probability that all zervers are idle [Fo) = 9.0468 X
14 The probability an arriving customer waits [Pw] or system is busy [Pb] = FF.0025 X%
15 Average number of customers being balked per minute = 1]
16 Total cost of busy server per minute = 30
17 Total cost of idle server per minute = $0
18 Total cost of customer waiting per minute = 30
19 Total cost of customer being served per minute = $0
20 Total cost of customer being balked per minute = 30
21 Total queue space cost per minute = $0
22 Total system cost per minute = 30
23 Simulation time in minute = 2400000
24 Starting data collection time in minute = 1]
25 Mumber of obzervations collected = 55
26 Maximum number of customers in the queue = 19
27 Total zimulation CPU time in second = 00600

Tabla 10. Simulacion para 2 servidores y 240 minutos (sabado), Win(QSB. Fuente: elaboracion propia
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Comenzando por los resultados en la parte inferior de la tabla XXX se especifica
que el nimero de observaciones a raiz de la generacion de eventos aleatorios para las
variables del sistema asciende a un total de 55 (“Number of observations collected”),
llegando a una longitud maxima de la cola en el tiempo de simulacion de 19 clientes
(“Maximum number of customers in the queue’), lo cual indica que para el caso del
sabado una configuracion del sistema con dos servidores seria insuficiente para afrontar
la demanda. Continuando con la interpretacion de la tabla de resultados de salida en la
parte superior se pueden ver los valores de entrada introducidos en pasos anteriores y, a
partir del valor del factor de utilizacion (“Overall system utilization”, p=83,9779) se
encuentran nuestras variables de interés para analizar el funcionamiento del sistema de
lineas de espera (L, Lq, Wy Wy).

En este caso nos centraremos en el nimero maximo de clientes en la cola, al cual
se llega al final del periodo de simulacion debido a que en condiciones de inestabilidad
el sistema crece de manera indefinida. Se trata de un maximo de 19 clientes en cola y
dado que cada cliente llega en media en intervalos de 3,4554 minutos, los clientes
nuevos que lleguen y encuentren una cola demasiado larga optardn probablemente por
no unirse a ella, con el consiguiente gasto asociado para la empresa por pérdida de
clientes.

Como era previsible, es claramente perjudicial para la empresa operar de una
manera fija en cuanto a la configuracion del mecanismo de servicio se refiere. Seria de
gran ayuda para el apoyo de la gestion contar con un apoyo analitico de manera que se
minimizase el riesgo en la toma de decisiones. Con este propdsito se elabora la tabla 11,
en la que se recogen los resultados del andlisis de sensibilidad sobre la variable s

(nimero de servidores) para los datos correspondientes al sabado por la mafana.

Effective System L Lg Lb W Wq Wh PO Pw

Yalue Amival R ate | Utilization

1 Unstable; Systeml

2 Unstable  Systeml!

3 0.2894 0.9049 10,5763 7.8615 9.5137 36,5456 271647 32,8947 0.0235 08258

4 0.2894 0.6787 3.5518 08370 21124 122730 2.8921 7.2993 0.0562 03962

L] 0.2894 0.5430 29185 0.2036 1.1880 10,0845 0.7037 4.1051 0.0637 01714

b 0.2894 0.4525 2.7699 00551 0.8264 95711 01903 28555 0.0656 0.0666

7 0.2894 0.3878 2.7296 00147 06335 94318 00510 21891 0.0661 00233

Tabla 11. Analisis de sensibilidad sobre s (sabado), WinQSB. Fuente: elaboracion propia

En la tabla 11 se ilustra la manera en que el sistema pasa de ser inestable a

operar bajo condiciones de estabilidad y, en este caso es a partir de la utilizacion de tres
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dependientas cuando el factor de utilizacion ya es menor a la unidad. En el caso de la
configuracién con tres servidores el sistema entra en zona de estabilidad, pero los
tiempos de estancia en el sistema y el tiempo de espera en cola siguen siendo demasiado
elevados (W=36,5456 min. y W,=27,1647 min., respectivamente. Ademads, el numero
medio de clientes en el sistema es superior a diez (L=10,5763) y la probabilidad de que
no haya ningun cliente en el sistema se reduce a sélo un 2,35%, lo que suponen valores
muy ajustados que no garantizan una calidad de servicio minima de acuerdo con el
tiempo que le corresponde esperar al cliente. Por ello, el sistema con s=4 servidores es
el mas adecuado (cuyos valores figuran en la tabla 12) y como se puede observar el
tiempo medio de estancia en el sistema baja hasta un tercio en comparacion con el caso
de tres servidores (y atendiendo al tiempo de espera en cola, éste queda a un nivel
mucho mads bajo, en s6lo 2,8921 minutos), descartando con esta afirmacion también una
configuracion de cinco servidores puesto que con cuatro ya no se perderian clientes y la
empresa estaria incurriendo en costes innecesarios por sobredimensionamiento.
Aplicando los resultados de la Teoria de Colas al caso de 4 servidores en la
optica durante los sdbados (ya que se cumple la condicion de estabilidad por ser el

factor de utilizaciéon menor a la unidad) se obtienen los siguientes datos:

Performance Meazure | Result
1 System: M/M /4 From Formula
2 Customer amval rate [lambda] per minute = 0.2894
3 Service rate per server [mu] per minute = 0. 1066
4 Overall system effective amival rate per minute = 0.2894
5 Overall system effective service rate per minute = 0.2894
b Overall system utihzation = b7 8705 %
i Average number of customers in the system [L] = 3.5518
] Average number of customers in the queue [Lq) = 0.8370
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb) = 21124
10 Average time cuzstomer spendsz in the spstem [W] = 12,2730 minutes
11 Average time cuztomer spendsz in the queue [Wq] = 2.8921 minutes
12 Average time customer spends in the queue for a busy system [Wh) = 7.2993 minutes
13 The probability that all zervers are idle [Po] = h.6245 %
14 The probability an armriving customer waits [Pw] or syztem iz busy [Pb] = 396220 %

Tabla 12. Medidas de desempeiio para 4 servidores, WinOSB. Fuente: elaboracion propia

Se ha visto que la mejor configuracion del sistema para los sdbados pasa de las
dos dependientas (y otra que en ocasiones ayuda) que se estimaron necesarias a cuatro.
Puesto que los datos para el siabado difieren del resto, nos preguntamos ahora que
pasaria si a pesar de todo la tasa de clientes no fuera exactamente la obtenida durante la

toma de datos. Partiendo entonces del modelo de cuatro dependientas para atender los
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mayores flujos de clientes, se quiere evaluar de qué manera dicha configuracion
responderia a mayores o menores tasas de llegada. En caso de ser menores las tasas de
llegada, se considera como cota inferior los valores que se dan para el conjunto de
datos, la pérdida estaria cuantificada en los costes adicionales de personal
correspondientes al sueldo de dos personas durante las cuatro horas en las que la optica
esta abierta al publico durante la mafiana, 60€. Para analizar el caso contrario, se
procede a la realizacion de un andlisis de sensibilidad sobre la tasa de llegadas haciendo
que ésta varie desde el valor 0 hasta / en intervalos de 0,70 como se ilustra en la figura

21:

Select Parameter for Sensitivity Analysis ﬂ
Select a parameter for analysis Specify either approximation or
Number of servers simulation for solution if no

Service rate [mu] cloze form formula iz available.

Service preszure coefficient - ——
Solution Method

Amval discourage coefficient
Batch [bulk] size () Approzimation by G/G/s
Queue capacity

Customer population

Busy server cost per minute

Idle server cost per minute
Customer waiting cost per minute

(' Monte Carlo Simulation

Customer being zerved cost per minute 5 i
Cost of customer being balked tart from I:I
Unit queue capacity cost
Arrival rate [lambda]

0.205 st
| 0K I | Cancel I | Help I

Figura 21. Cuadro de entrada analisis sensibilidad (1), WinQSB. Fuente: elaboracion propia

Los resultados del analisis mostrados en la tabla 13 ponen de manifiesto como
hasta tasas de llegada de hasta 0,3 (una llegada cada 3,33 minutos) permiten operar
manteniendo los niveles de calidad, pero a partir de que los clientes lleguen en media
cada dos minutos y medio (4 = 0,4) el tiempo medio de estancia en el sistema se dispara.
Y es a partir de llegadas cada dos minutos cuando el sistema abandonaria la zona de

estabilidad.
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Effective Syztem L Lg Lb W Wwq Wwh PO Pw

Yalue Arnval Rate | Utilization

] 0.2894: 0.9049 10,5763 7.8615% 9.5197 36.5456 27.1647 32.8947 0.0235 08258
0.1 0.1000 0.2345 09431 00050 03064 94314 006505 3.0637 0.3910 0.0165
0.2 0.2000 046900 20042 01280 08834 10,0210 06401 44170 0,1490 0.1443
0.3 0.3000 0.7036 3.8443 1.0305% 23734 128160 34351 79114 0.0492 04342
0.4 0.4000 0.9381 16.8775 131252 151515 421938 32.8129 37.8788 0.0065 0.8663
0.5 Unstable  Syzteml

0.6 Unstable  System!

0.7 Unstable  Syztem!

0.8 Unstable  Syzteml

0.9 Unstable  Syztem!

1 Unstable  Syztem!

Tabla 13. Analisis de sensibilidad sobre A (sdbado), WinQOSB. Fuente: elaboracion propia

Por tanto este modelo permitiria, ademas de los intervalos entre llegadas actuales
de media 3,455 minutos atender demandas que supongan una frecuencia de llegada de
hasta cada dos minutos y medio aunque también podria operar en condiciones de
inestabilidad durante un tiempo limitado.

El local estd configurado para albergar sistemas de hasta siete personas
atendiendo, numero a partir del cual la restriccion viene dada por parte del local, puesto
que con su configuracion actual no hay espacio para seguir ampliando la plantilla. En
caso de mayores ventas, la superficie destinada a la formacion de la cola también
supondria un problema ya que como ha sido descrito es un espacio muy limitado. Se
deberian incurrir en costes fijos para redisefiar el local y, en estudios posteriores, llevar

a cabo un célculo de rentabilidad para estimar la recuperacion de la inversion.

3.3.2.- Segunda aproximacion

Se procede en este apartado a realizar una segunda aproximacion dado que la
primera aproximacion (apartado 3.3.1), por no corresponderse los datos de la tabla 6
(que indican que no deberia de haber colas), no representaba de manera adecuada la
realidad observada en la que si que se formaban colas. Se expondran en la nueva fase de
recogida de datos todas las singularidades que afectan a este sistema en concreto,
originando una situaciéon mucho mas compleja de analizar. Por ello se tom¢ la decision
de realizar una nueva toma de datos en base a una plantilla mas sencilla y teniendo en
cuenta las tareas concretas de cada una de las dependientas para asi discriminar los

tiempos de aquellas que se alejen de la prestacion directa de servicios a los clientes.
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Por lo tanto, se emplea esta segunda aproximacion a la realidad para, a raiz de la

nueva toma de datos, extraer conclusiones de cdmo podria responder el sistema en las

situaciones en las que ya ha sido analizado en la primera aproximacion.

Recogida de datos

Como se ha introducido, se realizan nuevas recogidas de datos utilizando la

plantilla de la figura 22 en la que se deja un espacio para anotar observaciones relativas

a las tareas realizadas por las dependientas.

Clientes Hora llegada Hora atencién Hora salida Servidor 42

Figura 22. Plantilla de recogida de datos, 2* aproximacion. Fuente: elaboracion propia

En una nueva primera jornada de recogida de datos se observa a las dependientas

asi como los clientes para intentar averiguar en qué difiere el modelo de la realidad para

que los resultados no encajen del todo. Se retinen una serie de circunstancias que se

tienen en cuenta para esta segunda aproximacion del modelo:

Una de las dependientas sale al mostrador para ayudar a las compaiieras s6lo en
casos aislados de acumulacién excesiva de clientes en la cola, realizando
trabajos de manera permanente en el taller. Asi, se considerara que esta persona
no forma parte del sistema de atencion de clientes puesto que la mayoria de su
tiempo trabajado corresponde a trabajo interno.

La administradora del centro Optico aunque también atienda clientes, suele llevar
a cabo labores de organizacion y frecuenta la oficina desde donde realiza
llamadas telefonicas, por lo tanto, no se considera como un servidor que forme
parte del sistema de colas.

La disciplina de la cola no es puramente FIFO ya que en ocasiones se hace

esperar al cliente en funcidn del servicio que solicite para ser atendido por una
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persona concreta. Entonces, desde el mostrador, pasa el turno al cliente
siguiente.

El servicio de graduacion es gratuito (aunque suele ir acompafiado de una
posterior compra de lentes) y posee una cola propia puesto que hay s6lo una sala
para graduar la vista de los clientes. Ademads, los tiempos asociados a este
servicio y su cola difieren del resto por ser mucho mayores.

Frecuentemente encontramos a una persona en el mostrador que atiende al
cliente cuyo turno corresponda. Esta dependienta que maneja un ordenador, en
ocasiones deriva clientes a otra que realiza habitualmente las funciones
comerciales de venta de gafas, situacion que se ha simplificado en el estudio
considerando que todas estan disponibles para atender clientes en paralelo.

En ocasiones, las dependientas trabajan actualizando informacion en los
ordenadores, preparando pedidos, ordenando material, reparando gafas,
reuniéndose con la administradora, etc. Es decir, no hay un nimero fijo de
servidores puesto que no es totalmente realista que las dependientas dediquen el
100% de su tiempo al despacho de clientes.

Otras complicaciones. Respecto a la fase de recogida de datos se pueden
enumerar ademas una serie de complicaciones afiadidas que dificultan un poco
mas la coherencia entre los resultados tedricos y el caso practico. Una de estas
complicaciones es la presencia de familias cuyos miembros no llegan o salen de
la optica al mismo tiempo. Esto ocurre cuando, por ejemplo, una madre con dos
nifios entra en la Optica y mas tarde accede un caballero con un nifio que en
principio se considera como un cliente nuevo. El problema reside en el hecho de
que estas personas que aparentemente son clientes distintos acaban siendo el
mismo cliente ya que acuden en familia para solicitar servicio s6lo para los
hijos. En la medida de lo posible se han corregido estos errores en la toma de
datos al conocer la relacion entre clientes por su comportamiento. También
supone un problema el despacho de mas de un cliente después de esperar la cola
de manera conjunta (esto supone un tiempo de espera asociado con mas de un
tiempo de servicio). Y, por otro lado, la conexion de la Optica con una ortopedia
adyacente (propiedad al 25% de la administradora del centro Optico) provoca
que se mezclen clientes y se vean salir por la puerta de la dptica clientes que no
han entrado por dicha puerta principal. Por tltimo, la imposibilidad de conocer

el tiempo de servicio de los clientes siendo ya atendidos a comienzo de la
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recogida de datos es otra limitacion que se afronta obviando dichos clientes para

los cuales no se tienen todos los datos.

Todo ello nos lleva a concluir que se trata de un proceso de varias colas
mezcladas asi que intentamos aislar una de ellas (la que se encarga de servir el conjunto
general de peticiones que atafien a las funciones principales de las dependientas,
excluido el servicio de graduacion) para simular su comportamiento tal y como era el
objetivo inicial del Trabajo Fin de Grado. Asi mismo, sera obviada tanto la persona que
destina la mayor parte de su tiempo a trabajos internos (labores en el taller) como la
duefia del negocio, asumiendo el hecho de que no existe ningun modelo que se ajuste de
manera perfecta a esta realidad concreta observada.

En la tabla 14 se presenta el resumen de los datos recogidos para los dos dias
adicionales de toma de datos, eliminando los tiempos que los clientes de la Optica
dedican a la graduacion, tanto para aquellos que disponian de cita previa, como para
aquellos que son remitidos desde un servidor a la sala de graduacion. Los datos
corresponden a un total de 43 nuevas observaciones para las que la tasa media de

llegadas es de 0,1629 clientes/min. y la tasa media de servicio 0,0918 clientes/min.

Resumen de los nuevos datos obtenidos

Muestras (clientes) [Tiempo muestreo (min) [Media(t entre lleg.) ) |Media (t serv) u  |Servidores

Dia 1 (M) 21 132 6.2857| 0.1591 12,5238| 0.0798 2

Dia 2 (X) 22 132 6,0000| 01667 9.6364| 01038 2
TOTAL 43 264 6,1429 0,1629 11,0801 0,0918 2

Tabla 14. Resumen de datos, 2°* aproximacion. Fuente: elaboracion propia

La tabla 14 ilustra el hecho de que no existen cambios importantes respecto del
tiempo medio entre llegadas en comparacion con la primera toma de datos. Sin
embargo, teniendo en cuenta todas las consideraciones que caracterizan esta segunda
aproximacion, el tiempo medio de servicio es ahora de poco mds de once minutos lo
que dota de significado la realizacion de esta segunda aproximacion y justifica la nueva
toma de datos.

Al igual que como se hizo en la seccidon anterior, a continuacioén se procede a
cotejar la similitud de comportamiento de las variables estudiadas con la distribucion

exponencial para asi emplear un modelo de colas u otro.
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Caracterizacion del proceso de llegadas

En esta fase, de manera muy breve, se realiza el test de hipotesis relativo a los
datos tomados para los tiempos entre llegadas de las 43 muestras nuevas. El tiempo
medio entre llegadas es de 6,1429 minutos y nada respecto al mismo ha cambiado de
manera significativa en comparacion con los valores de esta misma variable en la
primera aproximacion de este trabajo.

Se plantea entonces la siguiente hipdtesis nula entre la variable observada y una

variable aleatoria exponencialmente distribuida:

Hy: Independencia de las variables.
H;: Variables estadisticamente relacionadas

Aplicando la féormula general de Chi-cuadrado, a través de la cual se realiza el
contraste de hipotesis, quedaria de la siguiente manera para el caso particular que nos

ocupa:

= 6,173 (Ecuacion 41. Formula de Chi-cuadrado, caso particular)

: (f 0; — f ei)z

p=y )
i=1 i

Al igual que ya se hizo anteriormente, se procede al célculo del sumatorio para

realizar el contraste de hipotesis mediante la hoja de calculo Excel. La tabla 15 ilustra el

calculo de la formula:

TOTAL

Test-Chi  [0.3'8) [3'8.7'6) [7'6,11'd) [11'4,15'2) [15'2,19)

20 13 ] 2 2 43
21 8 9 1 4 43
-1 5 -3 1 2
1 25 9 1 4
0.048 3125 1,000 1,000 1,000 6,173

Tabla 15. Férmula Chi-cuadrado, 2% aproximacion, tiempo entre llegadas. Fuente: elaboracion propia

Se compara el valor del estadistico con el valor de la distribuciéon Chi en las
tablas que para un nivel de confianza del 95% y 4 grados de libertad (nimero de
categorias menos una, G.L.=k-1) es de 0,711. El valor obtenido resultado de la
aplicacion de la formula es mayor que el valor en las tablas por lo que se puede rechazar
con la hipotesis nula contundentemente (Hy = Independencia entre las variables) y, asi,
concluir que con un nivel de confianza del 95% la distribucion de los tiempos entre

llegadas se encuentra estadisticamente relacionada con la distribucion en frecuencias de
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una variable aleatoria exponencial. Resultado analogo al obtenido para el caso de la

primera aproximacion a la realidad a través de un modelo de colas.

Distribucion de los tiempos de servicio

Los tiempos de servicio si que se van a ver afectados por las nuevas
consideraciones a tener en cuenta: la persona encargada de los trabajos del taller la cual
solia atender peticiones de procesado breve y, la persona encargada de practicar las
graduaciones. Como los tiempos de servicios de estas dos personas en relacion con el
despacho de clientes de la cola principal son despreciables no forman parte de este
modelo los tiempos relativos a los procesos de graduacion y las intervenciones de la
persona del taller, separando estos en la medida de lo posible de los tiempos
correspondientes tnicamente a la venta de lentes posterior.

Se plantea ahora, de igual manera que para los tiempos entre llegadas, el
contraste de hipotesis que verifica la analogia de esta variable a un comportamiento
exponencial, como sigue:

Hy: Variables independientes
H;: Variables estadisticamente relacionadas.
La aplicacion de la formula general del estadistico Chi-cuadrado para el caso de

los tiempos de servicio quedaria de la siguiente manera:

=1,592 (Ecuacion 42. Formula de Chi-cuadrado, caso particular)

12 _ ZS: (foi _fei)2

i

La descomposicion del calculo del sumatorio llevada a cabo mediante Excel

como hasta ahora, se presenta en la tabla 16:

Test-Chi [1.10'6) [10'6.20'2) [20'2,29'8) [29'8,39'4) [39'4.49) TOTAL

i2 5 4 1 1 43
30 3 3 1 1 43
2 3 1 0 0
4 9 1 0 ]
0.133 1,125 0333 0,000 0.000 1,592

Tabla 16. Formula Chi-cuadrado, 2* aproximacion, tiempo de servicio. Fuente: elaboracion propia

Se coteja el valor del estadistico con el valor de la distribucion % en las tablas
que para un nivel de confianza del 95% y 4 grados de libertad es de 0,711. El valor

obtenido resultado de la aplicacion de la formula es mayor que el valor en las tablas, por
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lo que se puede rechazar la hipétesis nula y concluir que con un nivel de confianza del
95% la distribucion de los tiempos entre llegadas se encuentra estadisticamente

relacionada con la distribucién en frecuencias de una variable aleatoria exponencial.

Seguidamente se procede a la identificacion del nuevo modelo dentro de los

pertenecientes a la T.C. que han sido presentados en el apartado 2.5.

Identificacion y clasificacion del modelo a utilizar

En este apartado se procedera a modelar el sistema de lineas de espera para
determinar el modelo al que mejor se ajusta esta segunda aproximacion a la realidad por
lo que, al igual que se hizo, serdn analizados los elementos del sistema de colas
partiendo del conocimiento previo del patrén de llegadas y clientes servidos a lo largo

del tiempo.

No hay cambios relativos a los aspectos que afectan a la fuente de entrada y a la
cola del sistema por lo que no seran explicitamente nombrados a fin de evitar
redundancias. Si conviene sefialar que a pesar de no haber cambios en el modelado de la
cola, se debe tener en cuenta que la disciplina que gobierna su dindmica no es
puramente FIFO, hecho que fue advertido en la seccion de recogida de datos de esta

segunda aproximacion.

El mecanismo de servicio modelado en esta ocasion si que sufre algunos
cambios respecto a la primera version. Aunque se han tomado datos sin considerar
tiempos de servicio que no forman parte del actual modelo, éstos siguen estando
distribuidos de manera exponencial. Sin embargo, el numero de dependientas que
efectivamente desempefian labores que conciernen al funcionamiento de la linea de
espera en este caso se reduce a dos, a raiz de las nuevas consideraciones derivadas de la
complejidad inherente al funcionamiento real del sistema. Es necesario considerar
también que el tiempo medio de servicio es uniforme para todas las dependientas.

Por tanto, la notaciéon de Kendall correspondiente al modelo de representacion
del Centro Optico Garcia Gallego seria la siguiente: “M/M/2”. El esquema del sistema

de colas es presentado a través de la figura 23:
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Sistema de colas Centro Optico Garcia Gallego

Servidor 2 ——

. o '

Pf)bla(‘jlon Clientes ! Clientes
infinita ' |
1

I::> _ : atendidos

(Clientes |
potenciales) :
1

i Servidor 3 ~

Figura 23. Esquema del sistema de colas del Centro Optico Garcia Gallego. Elaboracién propia

Volviendo sobre la tabla 14, donde constan los valores de A y p, se puede
calcular el factor de utilizacion correspondiente a este modelo de descripcion del

comportamiento del sistema de espera del centro optico.

Factor de utilizacion:

p:iz 0,1629 —0.8872 (Ecuacion 43)
s 20,0918

Esto quiere decir que el sistema trabaja con una tasa de ocupacion media del 88,72% de
su capacidad, o lo que es lo mismo, los servidores se encuentran dicho porcentaje del
tiempo de trabajo ocupados. El numero medio de servidores ocupados (0,8872*%2 =
1,7745 servidores) lo que se ajusta a la tendencia de formacion de colas observada en
momentos puntuales, siempre teniendo presentes las limitaciones expuestas.

El resto de pardmetros de interés se calculan a continuacion, utilizando las
formulas correspondientes al modelo M/M/2 e incluida la probabilidad de que el

sistema se encuentre en estado 0 puesto que es necesaria para calculos subsiguientes.

Probabilidad de que no haya clientes en el sistema (estado 0):

P, = L =0,0598 (Ecuacion 44)

0,1629)" (01629’
22-1: 0.0918) 100918) 20,0918
nl 21 20,0918 — 0,1629

n=\
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Numero medio de clientes en cola:

2
0.1629 0,1629-0,0918
0,0918

= 0,0756 = 6,5483 (Ecuacion 45)
“ (2-1){(20,0918 - 0,1629)

Numero medio de clientes en el sistema M/M/s:

L =6,5483 + % = §8,3224 (Ecuacion 46)

3

Tiempo medio de espera en cola:

_6,5483
70,1629

= 40,2037 (Ecuacion 47)

Tiempo medio de estancia en el sistema:

W =40,2037 +11,0801 = 51,0957 (Ecuacion 48)

Los anteriores resultados consecuencia de la aplicacion de las formulas de la
T.C. son ttiles para analizar el sistema en condiciones de estabilidad, supuesto que se

cumple en relacion a los nuevos datos recogidos.

Analisis numérico (WinQSB)

En el presente apartado se analiza el sistema mediante el software que se ha sido
utilizado sin detenerse en aspectos relativos a Win(QSB o en fases elementales descritas
anteriormente en detalle.

En primer lugar, introducimos los parametros generales que caracterizan este
sistema de colas, tal y como se muestra en la tabla 17. Como se puede ver, se han
utilizado mayor nimero de decimales para conseguir una mayor precision y mitigar el

efecto de esta posible fuente de discrepancia entre la realidad y el modelo.

Data Description ENTRY
Humber of zervers 2

Service rate [per server per minute] 009181075
Customer arrival rate [per minute] 016287879
Queue capacity [maximum waiting space] M

Cuztomer population M

Tabla 17. Entrada de datos 2* aproximacion, WinQSB. Fuente: elaboracion propia

Como se pude observar, los valores coinciden con los calculados anteriormente
aunque no de manera exacta debido al redondeo que se produce al tomar en

consideraciéon mas o menos decimales. Para este analisis con WinQSB se ha decidido
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tomar hasta ocho decimales dado que no complica el proceso al tiempo que se obtienen
resultados mas precisos. En la tabla 18 se muestran los valores correspondientes al

analisis del sistema en régimen permanente:

Performance Measure | Hezult
1 System: M/M /2 From Formula
2 Customer arrival rate [lambda] per minute = 01629
3 Service rate per server [mu] per minute = 0.0918
4 Overall system effective amival rate per minute = 0.1629
L Overall system effective service rate per minute = 01629
b Overall system utiization = 88.7036 %
i Average number of customers in the system [L] = 8.3224
8 Average number of customers in the queue [Lq] = b6.5483
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 7.8523
10 Average time customer spends in the spstem [W)] = 51.0957 minutes
11 Average ime customer spends in the queue [Wq] = 40,2038 minutes
12 Average time customer spendsz in the queue for a busy syztem [Wh] = 48,2097 minutes
13 The probability that all zervers are idle [Po] = h.9863 %
14 The probability an arniving customer waits [Pw] or system is busy [Pb] = 83,3935 %

Tabla 18. Resultado analisis 2°* aproximacion, modelo MM3, WinOSB. Fuente: elaboracion propia

Los valores correspondientes a los tiempos de espera (tiempo de estancia en el
sistema y tiempo medio de espera en cola), analizados en condiciones de estabilidad,
son superiores a los observados realmente ya que se han hecho simplificaciones
eliminando servidores que destinaban muy poca parte de su tiempo a atender clientes.
Esta aproximacion a la realidad no considera los tiempos destinados por otras
dependientas a aliviar la cola con el consiguiente incremento puntual de la tasa de
servicio que permite que los clientes no esperen mas de 20-25 minutos en cualquier
caso.

Dado que el nimero de servidores no es fijo y WinQSB no nos permite la
introduccion de decimales en el nimero de servidores, se ha considerado como mejor
aproximacion dos servidores y medio trabajando a la misma tasa de servicio, la media
entre los resultados obtenidos de resolver el sistema con dos y con tres servidores. En la
tabla 19 se muestran los resultados para el caso del modelo M/M/3 a partir de los cuales
se realizaran los cdalculos sobre las variables de interés que aproximen el

comportamiento del sistema con dos servidores y medio.
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Performance Measure Heszult
1 System: M/M/3 From Formula
2 Customer armrival rate [lambda) per minute = 01629
3 Service rate per server [mu] per minute = 0.0918
4 Overall system effective arrival rate per minute = 0.1629
LT Overall system effective service rate per minute = 0.1629
[ Overall system utilization = 59,1503 %
i Average number of customers in the zpstem [L] = 2.2725
8 Average number of customers in the queue [Lg] = 0.4980
9 Average number of customers in the queue for a busy system [Lb] = 1.4480
10 Average ime customer spends in the system W] = 13.9504 minutes
11 Average time customer spends in the queue [Wq) = 3.0571 minutes
12 Average time customer spends in the queue for a buzy system [Wh) = 8.8889 minutes
13 The probabhility that all servers are idle [Po] = 15,0858 %
14 The probability an armniving customer waits [Pw] or system iz busy [Pb] = 34,3925 %
15 Average number of customers being balked per minute = 0

Tabla 19. Resultado analisis 2% aproximacion, modelo MM3, Win(OSB. Fuente: elaboracion propia

Mediante el promedio de los resultados anteriores para el caso de dos y tres

servidores se obtienen los siguientes valores:

Numero medio de clientes en cola:

L

_6,5483 +0,4980

q

=3,5233 (Ecuacion 49)

Numero medio de clientes en el sistema M/M/s:

L

88,3224 +2,2725

=5,2974 (Ecuacion 50)

Tiempo medio de espera en cola:

40,2038 +3,0571

w,=

= 21,6304 (Ecuacion 51)

Tiempo medio de estancia en el sistema:

W= 51,0957 +13,9504

= 32,5230 (Ecuacion 52)

Estas cifras si que se ajustan con mayor fidelidad a la situacién observada, con

eventuales colas de hasta cuatro clientes y tiempo de espera en torno a los veinte

minutos. Esta aproximacion, por lo tanto, nos aporta unas cifras que se corresponden

con la realidad de una manera mas precisa que las obtenidas con anterioridad.

Con el nuevo conjunto de datos tomados no se pueden hacer muchas

predicciones puesto que la muestra es pequefia y los resultados no vincularian la

realidad con fidelidad. Si que se puede llevar a cabo un andlisis de la sensibilidad sobre
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la variable “fasa de llegadas™ 1o que nos pondria en disposicion de obtener datos acerca
del funcionamiento de la linea de espera para la configuracion actual del modelo en

diferentes rangos de flujos de llegada de clientes.

Effective | System L Lq Lb W Wq Wb PO Pw

Value |Amival Rate | Utilization

0 01454 05473 1,7130 0,6185 1.5402 11,5740 3.8323 9.5428 0.3071 04016
0.05 0,0500 0.,2723 05882 0.0436 0.3742 11,7643 08723 7.4838 05720 0,1166
0.1 0,1000 05446 1,5484 0,4593 1,1959 15,4845 45925 11,9586 0,2948 0,3840
0,15 0,1500  0,8169 4,9110 3,2772 4,4614 32,7403 21,8483 29,7429 0,1008 0,7346
0.2 Unstable  System!

0,25 Unstable  System!

Tabla 20. Analisis de sensibilidad sobre A, 2* aproximacion, WinOSB. Fuente: elaboracion propia

Gracias a este analisis somos capaces de afirmar que el sistema se encontrara
operando bajo condiciones de estabilidad con dos empleados siempre que el tiempo
entre llegadas no sea inferior a cinco minutos (o la tasa de llegadas no sea superior a
A=0,2). Ademas, la linea de espera es capaz de funcionar atendiendo tasas de llegadas
de 0,15 clientes por minuto (6 minutos y 40 segundos entre un cliente y el siguiente) sin
consecuencias demasiado negativas puesto que el nimero medio de clientes en el
sistema no supera los cinco lo que supone que en media no llega a haber mas de tres
clientes en cola. El tiempo medio de estancia en el sistema seria un poco elevado para
tasas de llegadas de entorno a 0,15, pero sin importantes consecuencias negativas ya que
el tiempo medio de espera es de 2/ minutos, cifra en torno a la que se encuentra la

tolerancia estimada de espera de los clientes.
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4.- Conclusiones

En este Trabajo Fin de Grado se ha realizado el andlisis de los diferentes
sistemas de colas mediante los cuales pueden ser analizados las diferentes lineas de

espera que nos encontramos en la realidad.

Se ha comprobado que los sistemas de colas abarcan un amplio espectro de
problematicas y cada linea de espera concreta se debe modelar de acuerdo a sus
caracteristicas, de modo que no existe la posibilidad de realizar andlisis sistematicos de
manera directa validos para diferentes casos.

También se ha puesto de manifiesto la complejidad inherente al modelado de
sistemas de colas que no responden a los casos mas sencillos. A pesar de ello, se
demuestra una gran utilidad y posibilidad de analisis a través de software especializado
como WinQSB y otras aplicaciones de pago existentes mucho mas completas. Con
analisis de este tipo se puede ayudar a la toma de decisiones, apoyadas en estimaciones
monetarias de las consecuencias con un nivel de confianza significativo. No sélo se
consiguen mayores ingresos o menores costes de manera directa con este tipo de
investigaciones, sino también incrementar la calidad del servicio al cliente lo que

influye a largo plazo en la imagen de la empresa y en el nivel de ventas.

En referencia al caso practico abordado también se extraen una serie de

conclusiones concretas:

Es imprescindible tener en cuenta las consideraciones de cada caso. En el caso
del Centro Optico Garcia Gallego, después de la primera aproximacion se pone de
manifiesto la necesidad de una nueva recogida de datos puesto que no se tuvieron en
cuenta las singularidades comentadas en base a las cuales se realiza la siguiente
aproximacion. Para el caso del sdbado estudiado por separado en la primera
aproximacion, queda probado para el nivel de confianza con el que se han cotejado los
datos con la distribucion exponencial, que se perderian clientes en el caso de utilizar un
modelo tipo M/M/2. En relaciéon a los resultados obtenidos a partir de la segunda
aproximacion, a pesar de que el tamafio de la muestra no es muy grande, se sabe que la
linea de espera funciona con una eficiencia promedio aceptable y los resultados son

mucho mas proximos a la realidad observada, con problemas aun presentes como la
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inexistencia de un numero fijo de servidores. Este hecho nos llevoé a aproximar el
funcionamiento de la 6ptica con dos servidores y medio (considerando aparte el servicio
de graduacion y la persona que ocupa la mayor parte de su tiempo en el taller) puesto
que es el supuesto de mayor similitud con la realidad. La justificacion de esta segunda
aproximacion reside en el hecho de que, mediante una nueva metodologia de recogida
de datos, los tiempos medios de servicio son diferentes y aportan resultados mas

coherentes.

La conclusion acerca del funcionamiento general del negocio es que se esta
trabajando con una combinacion adecuada de servidores y medios fisicos ya que en
funcién de los datos del estudio la oOptica funciona correctamente y los tiempos de

espera son razonablemente asequibles para este tipo de servicio.

No por ello se deben obviar limitaciones que afectan a la aplicacion de la Teoria
de Colas en este caso concreto. Estas limitaciones son tales como la asuncion de tasas
idénticas de servicio para todos los servidores o como la disciplina de servicio que no es

puramente FIFO.

Teniendo en cuenta las limitaciones comentadas, en el futuro seria recomendable
una ampliacion del estudio con actuaciones tales como algunas de las que se citan a
continuacion:
- Analisis de tareas y sus tiempos asociados.
- Andlisis de costes mediante Win(QOSB.
- Integracion de un modelo de colas con prioridad para la descripcion del
comportamiento de los clientes con citas.
- Disefio de un modelo especifico con estaciones de manera que se concatenan
colas con servicios intermedios para la descripcion del comportamiento de los
clientes que, después de esperar la cola principal, se incorporan a otra cola para

ser graduados.
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