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1. Fundamentos tedricos del ajuste de redes topodicas.

1.1. Principio de los minimos cuadrados.

1.1.1. Principio de los minimos cuadrados.
a) Observaciones de igual precision.

Consideramos una magnitud topografic@variable aleatoria), que sigue una
distribucion normal N, o), cuya funcion densidad de probabilidad es,

_—12(X—u)2
y="f(x)= 1 20 (1.1)

- ov2n

siendop la media de la distribucion g la desviacion estandar, parametros de la
distribucion.

Supongamos que, de esa magnitud, se reatizarediciones independientes
con la misma precisién y obtenemos los val(*1:%2:--Xn- Seam el valor mas

probable de esa magnitud. Podemos definir losuesidomo la diferencia entre las
cantidades obtenidas en las mediciones y el vahsrprobablen.

ry=x,—m
r,=X,—m
: (1.2)
r,=X,—m
b
//
/ \\
/ )
V \
L \}
m X
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Si se supone, igualmente, que estos residuos simeeley normal y llamamos

1
h2=2—02 , tendremos que la funcion densidad de probabilsad

h _h22  _h2p2

y=f(><)=ﬁe =ke (1.3)

h
. k:—
siendo -

La probabilidad se representa como el area bajoutsa de distribucion
normal. De ahi, que la probabilidad de que ocunrdeterminado residuo se obtiene
multiplicando la ordenada respectiva por un incremefinitesimalAr.

Por tanto,

(1.4)
P(rn)zy(rn)Arzke_ AT

Por otro lado, la probabilidad P de que ocurranukameamente todos los
residuos"1:"2---:"n es el producto de las probabilidades individuales,

—h?r? —h?r2 —h?r?
P=(ke 'Ar)(ke *Ar)...ke "Ar) (1.5)
Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg
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gue agrupando términos queda de la forma,

2002, (2 2
—h*(ri+r5+...+r7)

P=k"(Ar)"e (1.6)

m es el valor de mayor probabilidad de la varialiéataria, por ello el valor de P
debe ser maximizado. Para que esto ocurra, y dabsigno negativo del exponente,

. .. 2 2 2 . ...
es necesario minimizar la sut (r{+ry+...+r7) , es decir, hay que minimizar la suma
de los cuadrados de los residuos.

> r?=(r2+r5+...+12) — minimo (1.7)

condicion de Legendre, que expresa el principioddéumental de los minimos
cuadrados.

La condicion anterior puede expresarse de la forma

> rP=(x,—m)*+(x,—m)% .+ (x —m)’=¥ (x,—m) (1.8)

Si tomamos la derivada de esta expresion respeatioyda igualamos a cero,
tendremos

o))
——— =0=2(x,—m)(=1)+2(x,—m)(=1)+... +2(x_—m)(—1)
om ! 2 " (1.9)
agrupando
X—=Mm+X,—m+...+Xx_ —m=0
nm=x1+X2+...+xn (110)

X1+X2-i-...+Xn

m=
n

Esta ultima expresion indica que el valor mas potsbde una magnitud que ha
sido medida varias veces independientemente,maedé aritmética.
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b) Observaciones de distinta precision.

El caso mas general del ajuste por minimos cuadragloe en cuenta que las
observaciones puedan tener diferente precisioéarytgnto, diferentes pesos.

Supongamos que una magnitud topograficajue sigue una distribucion
normal. Y de la cual hemos realizado un grupo delidas de pesos relativos
P1:P2:--»Py y que han originado unos residi 12T | respectivamente. Sea
el valor mas probable ponderado. Al igual que antssresiduos estan relacionados
con las observaciones

r=xX;—m
r,=X,—m
: (1.11)
r,=x,—m
y la probabilidad total de que ocurran simultaneam#dos los residuos es
—h?(r24+r24.. 412
P=k"(Ar)"e Tt (1.12)

2_ 1 : : :
Como h ——202 , al ser los pesos inversamente proporcionales gdaanzas

son, por tanto, directamente proporcionales a héiemdo escribir la ecuacion
anterior como

(2 2 2
(p1r1+p2r2+...+ pnrn)

P=k"(Ar)"e (1.13)
Para maximizar esta probabilidad hemos de minimeka&xponente. Es decir,
la suma de los productos de los pesos por susctesperesiduos al cuadrado, debe
ser minima.
La condicién del ajuste por minimos cuadrados p@uttes es

2. rizzpl rf+p2r§+...+pnr§ — minimo (1.14)

Sustituyendo en la ecuacién anterior los valordssleesiduos, tendremos
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> P —p1 m)2+p2(x2—m)2+...+pn(xn—m)2—> minimo (1.15)

La condicidon de minimo se establece derivando la&on anterior respecto a
m, e igualando a cero.

MzOzZp (x,—=m)(=1)+2p,(x,—m)(=1)+...+2p_(x..—m)(-1)
om 1\71 2\ 72 n\"n (1.16)
gue agrupando términos queda en
Py (X —M)+p, (X, —m)+...+p, (x, —m)=>_ p.( (1.17)
de donde
S b= pm
2P X, =m.p, (1.18)
_ 2P
2P

Esta ultima expresion resulta ser la media aritagionderada.

Asi pues, podemos pronunciar el Principio de Legenidase del Método de
los Minimos Cuadrados como:

“dado un conjunto finito de medide*; , del mismo peso (o de pesPi ), de
una magnitud X, se considera como valor mas prabdebl esta, a la cantidad que

;. ., 2 -z 2 ”
hace minima la expresic D 1 (o la expresior 2 p. 17 ).

Finalmente se define el Ajuste por Minimos Cuadsactamo la resolucion de
un modelo matematico donde tenemos mayor numerceadgciones que de
incognitas, al cual hay que aplicar la condicionnadi@imizacién cuadratica a los
errores cometidos en el proceso de observacion.
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1.1.2. Solucion matricial al problema de ajuste poecuaciones de observacion,
para observaciones de igual precision. Modelo lineéa

Supongamos que a partir de una serie de obseresci¢gmediciones)
topograficas realizadas con la misma instrumentagi@n las mismas condiciones,
podemos plantear el siguiente sistema de ecuacloresdes de observacion, en su
forma mas general,

8,,Xt8 X+ 4a X +r =d +;

8,y X Fa,, X+ +a2 X, +r, —d +E

(1.19)

a8 1 X 8o X e ta X+ rm:dm+l’,m

existiendom ecuaciones (igual al nUmero de observaciome®)cognitas (igual al
namero minimo de observaciones necesarias palaeesbmodelo) yn>n.

Expresando el sistema en forma matricial,

Ax+r=d+¢( (1.20)
siendo,
&1 Yo Yy X1 1
Amxn= %1 f22 %n D Xnxa™ X.2 C Tmxa™ I’.2 ;
A1 Gm2 " @mn Xn "m
(1.21)

d b
iy = d:2 ; Ut f2
d, L

A: matriz de los coeficientes de las incognitas.
X: vector de incégnitas.
r: vector de residuos.

d, £: vectores del término independiente.
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Si llamamod = d+¢, tendremos

Ax +r =f (1.22)

La solucion minimos cuadrados, minimiza la sumdodecuadrados de los
- 2 e - - . 7 - -
residuos Z r’ — minimo. Expresando esta condicion en forma matrici

r'r — minimo (1.23)

El valor minimo de esta expresion se obtiene tomaadierivada parcial de la
forma cuadraticir'r respecto de, e igualando a cero.

a(ar;r)zzﬂ%:ot (1.24)
Peror =f - Ax, de donde,
or Ay (1.25)
sustituyendo, tendremos
—2rta=0" 1.26)
dividiendo por -2, quedara
rtA=0" (1.27)
transponiendo ambos términos
Alr=0 (1.28)
Comor =f - Ax
Al(Ax—f)=0
(1.29)
AlAx—A'f =0

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg
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y de aqui
AlAx=A'f
(1.30)
Nx =t
Las ecuaciones de expresion anterior se conocerlawmbre decuaciones
normales, puesto que se trata de un sistema deuaciones con incognitas, siendo
N la matriz de los coeficientes de las ecuacionesnales, matriz simétrica no
singular,
N=A'A ; t=A'f (1.31)

Multiplicando ambos miembros p (A'A)™?

(AtA) (A A)x=(AtA)IAYY (1.32)

obteniéndose finalmente,

(1.33)

gue representa el vector solucion al sistema decemmes inicial.
Tras este célculo, podriamos determinar los residebajuste mediante,
r=f-Ax 1.34)
Si consideramos el sistema inicial (1.20) reagdap
Ax=d+0—r (1.35)
podemos llamar

i=t—r (1.36)

vector que contiene las observaciones ajustadas.

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg
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1.1.3. Solucion matricial al problema de ajuste poecuaciones de observacion,
para observaciones de distinta precision. Modeloreal.

Supongamos que a partir de una serie de mediciopegraficas podemos
plantear el siguiente sistema de ecuaciones devalosén

p,(a X +a X+ tay X +r)=p,(d;+¢))

1171791272 1n
p2(321x1+a22x2+ +a, X +r2) p2(d2+l’,2)
: (1.37)
pm(amlxl+am2x2+---+amnxn+rm):pm(dm+l’,m)

donde las cantidad¢Fi corresponden a los pesos de cada observaciotiepdizm
ecuaciones (igual al nimero de observaciones) ipcognitas (igual al numero
minimo de observaciones necesarias para resolwavdglo), ym>n.

Expresandolo en forma matricial
P(Ax+r)=P(d+¢) (1.38)

Si llamamod =d + ¢, el sistema queda de la forma,

P(AX+r)=Pf 39)
donde,
p, O 0 &1 4 A X1
O p 0 _ X
mem 2 : ,Amxn 6121 6122 azn anl
0 0 pm aml am2 amn Xn
(1.40)
d1+{i1 r
d,+1¢ |
fmxl_ 2: ;rmxl_ 2
d +Em M

La solucion minimos cuadrados minimiza la suma afe droductos de los

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg
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. 2 - .. ,
pesos por los residuos al cuadra . (p,r;)° — minimo. En forma matricial seria,

r'Pr — minimo. Esta condicién se consigue tomando lavddé parcial de la forma
cuadraticer " Pr respecto de&, e igualandola a cero.

a(r'pr)

e =Ot=2rtP2—)r( (1.41)
peror =f —Ax, luego
2—%%:—‘\ (1.42)
sustituyendo
—2r'PA=0' (1.43)
Dividiendo por -2 y transponiendo
A'P'r=0 (1.44)

Comor =f-AX
A'P(f—AX)=0

(1.45)
AP —A'P'AX=0
Al ser P una matriz diagonal, se cumple (P=P', entonces
AlPAx=A'Pf
(1.46)
Nx =t

expresion que corresponde adasiaciones normalgssiendcN=A'PA la matriz de
los coeficientes de las ecuaciones normales, nsinigtrica no singular t=A'pPf.

Multiplicando ambos miembros p (A'PA)™! tendremos

x=(A'PA) tA!Pf

(1.47)
x=N"1t

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg
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que es la solucion del sistema inicial (1.37).

De igual forma, tras este calculo, podriamos detemnos residuos del ajuste
mediante,

r =f —Ax (1.48)
y el vector
i=t—r (1.49)
de las observaciones ajustadas.

Si suponemos que todas las observaciones tienah pgso, la matri’ se
convierte en la matriz identidady la solucién seria

x=(AtA) 1A' (1.50)

qgue coincide con la deducida anteriormente parareasiones de igual peso, (1.33).

1.1.4. Ecuaciones no lineales.

En determinados trabajos topograficos se realizartas observaciones que
conducen a ecuaciones no lineales. Tal es el casta dnedida de angulos vy
distancias. Para poder abordar el ajuste de ebsEsvaciones por el método de los
minimos cuadrados y poder resolver un sistema decemes no lineales, es
necesario proceder a su linealizacion medianteesardollo en serie de Taylor de
primer orden.

Consideremos la siguiente ecuacion que relacionalan observado | con dos
parametros incognitasey, mediante una funcién f no lineal,

L =f(xy) (1.51)

Si aplicamos el teorema de Taylor, podemos apraxienfuncion f mediante
su desarrollo en serie,

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg
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) - af of
—f(x,y)=F (x O1yo) 1'( ox b dx+ ay] dy) +
(1.52)
L1 e o*f Gl ]
dx*+ dy®+2 dxdy |+
T2 aleo GYI ’ LOX0Y Jo ’

donde *0'Yo son valores iniciales aproximados xley; f(Xo:¥0) es el valor de la
funcién no lineal evaluada para esos valores ieig dx, dy son las correcciones a
los valores iniciales aproximados tal que,

x:x0+dx

(1.53)
y:yo+dx

Cuanto mayor sea el valor de n mejor es la apraitmague se obtiene de la
funcidn, aunque la significacion de estos térmweslisminuyendo. Si despreciamos
los términos correspondientes a las derivadas isueeral primer orden, obtenemos
la siguiente expresion lineal que aproxima la fandj

of

of
d 1.54
GYL Y (1.59)

dx+
ax X

~f (%, y)~F(xg, Vo) +

Una vez que se eligen o disponemos de unas aprcigings iniciales*o Yo
las Unicas incognitas de la ecuacion (1.54) somrdagcciones dx, dy. Es claro que
despreciar los términos de orden superior supotenebsolo una aproximacion a la
ecuacion original. Sin embargo, para su resoluse@puede aplicar un procedimiento
iterativo que nos conduzca a soluciones de mayigon en cada iteracion. Este
procedimiento consiste en:

1. Determinar unas aproximaciones iniciales de ma®gnitas. Esto se puede
conseguir a partir de un determinado grupo de wvhsEmes. Cuanto mas
préximos sean los valores iniciales a los valomealds, el calculo iterativo se
realizard con mayor rapidez de convergencia.

2. Sustituir las aproximaciones iniciales de la®gmitas en la ecuaciéon (1.54) y
resolver los valores dx, dy.

3. Calcular unas nuevas aproximaciones aplicandexjesiones de la ecuacion

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg
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(1.53),

X, =X tdx

(1.55)
i =Yty

4. Usando estas nuevas aproximaciones repetir fusfay 3.

5. Continuar el procedimiento hasta que las correesodx, dy sean lo
suficientemente pequefias como para obterey con la precisién requerida.
Cuando esto ocurra decimos que la solucién converge

1.1.5. Solucién matricial al problema de ajuste poecuaciones de observacion
para observaciones de igual precision. Modelo nankal.

Supongamos que en un proyecto topografico se amalim conjunto de
observaciones que se vinculan con las incognitadcalar a través de funciones no
lineales, dando lugar al siguiente sistema de émo@€ no lineales,

Xy ooy X J+r =0t

n

NOEFR O

g -enXp) FT=0,— 1L
‘ (1.56)

Fm(xl,xzi..., xn)+ ro=0.—0

Aplicando el desarrollo en serie de Taylor hastgpreher orden, podemos
linealizar cada una de las ecuaciones anteriores.

Este sistema linealizado puede ser escrito mdtrierate de la forma,

Ix+r =k
(1.57)

k=€t

donde J representa la matriz jacobiana (matriz de lasvdddas parciales) que
contiene los coeficientes de las ecuaciones denairsén linealizadas, siendo dichas

matrices
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oF, 0F o0F,
X, 0X, X, dx
F, OF, oF, 1
I 3%, 3%, Bx. | i ¥ea=| 2
mxn 1 2 ni| '’ .
oF. OF, oF,
OX; 0X, 0X, o
(1.58)
0,0 0
b —F (X7, %5, 0, %) r
0,0 0
kmxl:£_£0: EZ_FZ(Xl’XZ’ 1Xn) ,rle_ r2
0,0 0 r
Em_Fm(xl’XZ’m’xn> m

El vectorx de correcciones, correspondiente a la solucionnmoi cuadrados
de un sistema de ecuaciones de observacion depigreasion es,

x=(3'3) 1otk =N"1a% (1.59)
siendoN=J'J la matriz de las ecuaciones normales.
1.1.6. Solucién matricial al problema de ajuste poecuaciones de observacion
para observaciones de distinta precision. Modelo nmeal.
Para observaciones de distinta precision, el sesesrde la forma
P(Jx+r)=Pk (1.60)
cuya solucion es
x=(3'PJ) 13 Pk=N"13"PK (1.61)

siendoP la matriz diagonal de los pesos de las observasig N=J'PJ la matriz de
las ecuaciones normales.
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De igual forma, tras estos calculos, podriamosrehetar los residuos del
ajuste mediante,

r=k—Jx (1.62)
y el vector
i=t—r (1.63)

de las observaciones ajustadas.

1.1.7. Desviacion estandar de referencia a postetiio

La desviacion estandar para un grupo de obsenexiponderadas es

62)

Esta ecuacion se aplica a un grupo de observacitenesa magnitud simple o
individual, donde cada observacion tiene un pederatite. Sin embargo, en
Topografia se realizan observaciones que relacivagans parametros a través de
ecuaciones. Para este tipo de observaciones, \@adés estandar en el caso de
pesos iguales es

2
NP 1.65)
0 —
m—n
gue en forma matricial es,
rtr
m—n

., 2 ..
En esta ecuacior ), r’ se expresa en forma matricial coir'r, m es el

numero de observaciones y n el nimero de incogiiitasglor m-n corresponde a las
medidas redundantes y representa los grados diatdel ajuste.
La desviacion estandar para el caso de observacimmepesos diferentes es,
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(2P @
%=\ Tn

rPr 48)

y en forma matricial,

donde Y. p;r’ en forma matricial er'pr.

Como estas desviaciones estandar se refieren stieagliobal y no a una
cantidad simple, se les denomina desviaciones destate referencia calculadas a
posteriori.

1.1.8. Ley general de propagacion de la varianza.

Mas adelante estudiaremos la propagacion de lanzaien el apartadol.2.6.
Vamos ahora a aplicarla al ajuste por ecuacioneshdervacion definido en la
ecuacion (1.20).

Ax +r=d+¢ (1.69)

En este modela; es el vector de los residuos,es el vector de parametros
incognitasA es la matriz de coeficientes numéricdsun vector columna compuesto
por

f=d+1( (1.70)

dondet es el vector de observacionedyes un vector de constantes numeéricas.
Asociado al vectot de observaciones, existe su matriz covariz Z[ » asi como la

matriz cofactor Q¢ y la matriz de pesoP:¢ que es su inversa. Para estudiar la

propagacion de la varianza en la solucion minimeadiados, es mas comodo
trabajar con las matrices cofactor.

También, por comodidad, vamos a quitar el subintlide las matrice @ y
P\, es decir, para el vectérde observaciones) representa su matriz cofactoPy
(inversa de&)) representa la matriz de pesos.
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Por tanto, para la funcion linegtAx+c, la ley de propagaciéon de cofactores es
Q,=AQA' (171
Expresando la ecuacion (1.70) en la foymAx+c
f=10+d (1.72)

siendol la matriz identidad, y aplicando la ley de promagya de cofactores a esta
ecuacion, de tendra que

Q,=IQI"'=Q 1)
luego la matriz cofactor dees también la matriz cofactor tle
1.1.9. Propagacion de la varianza en el ajuste p@cuaciones de observacion.
Modelo lineal.

A continuacidén vamos a estudiar la propagacioéradafianza en el ajuste para
observaciones de distinta precision segun el motiedéal, recordando que para
observaciones de igual precisiéal, ecuacion (1.39).

P(AX +r) = Pf (1.74)

Los pasos a seguir para el analisis de la prop&gale la varianza pasarian por
establecer previamente las siguientes matrices

N=A'PA (1.75)
t=A'Pf (1.76)
x=N"1t (1.77)
r=f —Ax (1.78)

f=t—r (1.79)
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Si expresamos las ecuaciones (1.76) a (1.79) fdene y=Ax+c, tendremos

t=(A'P)f 1.80)

x=(N"1)t 1.81)

r=f—Ax=f—AN " 1t=f —AN "2A'Pf=(1—AN 1A' P)f (1.82)
{=t—r=0—f+Ax=(A)x—d (1.83)

donde, en cada caso, la expresion entre parémtgmiesenta la matrid de la
expresiory =Ax +c.

Si aplicamos la ecuacion (1.71), ley de propagadgi@n los cofactores,
tendremos

Q,=(A'P)Q,(A'P)'=A'PQ.P'A (1.84)

pero segun (1.73 Qf=Q=P_l, y de ah' Q; P'=P~'P'. Pero com(p'=p por serP
una matriz diagonal, tenemos que

Q,P'=I (1.85)

Q,=A'PIA=A'PA=N (1.86)
Por otro lado,
Q= (NTHQINTH =NTIN(NTH =1 (NTH) ' =(NTH ' =N (1.87)

recordando que si una mathzes simétrica, su inversN~! también es simétrica y
se cumple qu (N1)f=N"1.

Ademas
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Q =(1-ANT*A'P)Q, (1-ANT*A'P) =
=(1IQ —ANA'PQ)(I-ANTtA'P) =
=(IQ —=AN A PQ)(I'=P'A (N1 AY) = g8)
=101 '—ANTIA' PO - IQP A (N AL+ ANTE A POP A (N7 AL =
=Q-ANA'_A(NTHA'+A(NTY) Al=Q-ANTIA!
resultando que
Q,=Q-QN'A (1.89)
donde se ha tenido en cuenta PQ=1, QpP!=1, AlPA=N y (N71)'=N"1.
La matriz cofactor de las observaciones ajustaglds s
Q;=AQ A'=ANTTA' (1.90)
pero segun la ecuacion (1.89)
ANT'A'=Q-Q, (1.91)
guedara finalmente que,
Q;=Q-Q, (1.92)

Por Ultimo, las matrices de covarianza x.r y £ se obtienen multiplicando
. . . . 2
las correspondientes matrices cofactor por la naaale referencio, 0 en su caso

. 2 .
por el estimados, calculado a posteriori.

£,=02Q, (1)93
X =0%Q (1.94)
r o™=r :
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1=90Q; (1.95)

1.1.10. Propagacion de la varianza en el ajuste pecuaciones de observacion.
Modelo no lineal.

En el caso del ajuste para observaciones de digimetision segan un modelo
no lineal, ecuacion (1.60),

P (Jx +r) = PK (1)96

se obtienen las mismas expresiones, teniendo eacgee

N=J'PJ (1.97)
t=J'PJ (1.98)
Por tanto,
Q,=N"" 1.99)
Q,=Q-JIN"1J' (1.100)
Q;=IN"11'=Q-Q, (1.101)

y las correspondientes matrices de covarianza ledlasi segun las expresiones
(1.93), (1.94) y (1.95).

A partir de las matrices de covarianzas anterideegp en el modelo lineal
como en el no lineal, se puede obtener la desviagghandar de cada una de las
incognitas, residuos y observaciones ajustadasamtedas expresiones

Oxi:ioo \ qxii (1.:).02
O =F%VA,, (1.303
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Of =F% Vg, (1.104)

donde el subindice ii representa el elemento diéalgonal principal, correspondiente
a la i-ésima fila y a la i-ésima columna de la man cuestion.

1.1.11. Bondad del ajuste. Test globa?.

Al finalizar el ajuste por minimos cuadrados, escesario validar
- . . .. 2
estadisticamente la varianza de referencia calauladposteriori, s;. A esta

comprobacién se le denomina test de bondad ddkeajdado que el calculo (sg

Z y 2 . . . .
est4 basado en el calculo X r’. El test determina si el histograma de los residuos

es compatible con una funcion densidad de prolalilique siga una distribucion

normal. Si los residuos son grandes, también |@ $&ervarianza de referencia

calculada y el modelo calculado se desviara makslevalores observados. Sin

embargo, el tamafio de los residuos no es el Uaatorfque contribuye al tamafio de

la varianza de referencia calculada en un ajustelgrado. El modelo estocéstico

juega un importante papel en esta variable. Asinda el test de bondad de ajuste
indica que la hipétesis nula debe ser rechazadalepser debido a la presencia de un
error grosero en los datos o a la mala elecciérpetador al seleccionar el modelo

estocastico para el ajuste.

Como indicaremos en el apartado de estadisticd. 1. valor establecido a
priori para la varianza de referencia es la unidaldtest de bondad del ajuste
compara el valor calculado a posteriori para laavaa de referencia con su valor a
priori, mediante el teg® de dos colas (figura). Como puede observarss silory?
calculado esta comprendido entre las dos colaa distribucion el test falla contra el

NN ] : 2
rechazo de la hipotesis nu Ho. Entonces, deberia considerarse como \ oy rla

unidad, para todos los calculos posteriores at@jymiesto que el valor calculado a
posteriori es solo una estimacion del valor admitigriori.
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o/2

Region de
aceptacion

2 2
X 1-a/2,g X /2,8

La variable e,

2

e=gi; 1.105)

Op

sigue una distribuciény? con g grados de libertad. Podemos plantear, eesorel
siguiente contraste de hipétesis

T 2 2
Hipdtesis nula— Hy:s5=0

ateci - 22
Hipotesis alternativa> Hjy:sy=0

Para un nivel de significacion y un numero g de grados de libertad
(observaciones redundantes), si se cumple que

SZ

0
le—a/z,g<9?<uxza/2,g (1.106)
0

T : .
se debe aceptar la hipdtesis nula, es decir, lanz de referencis,, calculada a

posteriori es un buen estimador de la varianzafi®encia a priorio,, valor igual

a la unidad. Podremos decir también que esta afiGmaes cierta con una
probabilidad del 100(1e:)%. Valores habituales para el nivel de signifiéaai son
0.10, 0.05 y 0.01, siendo el mas frecuente en éitandel ajuste de observaciones
topograficas el valor 0.05.

Si el test global falla, es necesario investigartazhanio de los residuos
mediante obras técnicas. En este caso, podriaficaese multiples opciones como
hipotesis alternativas, siendo las dos mas impiasdas siguientes,

Ha, =|os pesos de las observaciones son incorrectos.

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg

22



Metodologia de calculo de redes topograficas

Ha, = existen errores groseros en las observaciones.

. . 2 -1 7 .
Teniendo en cuenta las ecuaciones (1.6 P,=05)., . el estadistico de la
ecuacion (1.105) puede expresarse como

S P —
e=g—g=rt—2r=rtz Ly (1.107)
% 9o

gue como puede observarse es inversamente propaireida matriz de covarianza
de las observaciones. Una sobreestimacion de lowresr aleatorios de las
observaciones (es decir, asumir que las obsenegison menos precisas que en la
situacion actual) conducira a un valor mas pequifioestadistico, que caera por
debajo del limite inferior establecido por la eadac(1.106). Por otro lado, una
subestimacion de los errores aleatorios de lagwdisenes (es decir, asumir que las
observaciones son mas precisas que en la situacigal) conducira a un valor muy
grande del estadistico, que excedera del limitersupestablecido por la ecuacién
(1.106). Ambas situaciones provocaran que la hgtaula sea rechazada.

Reordenando la ecuacion (1.105) como

%=¢ % 1.108)

Q| m

Asi, en el caso de que los errores de las obsenexisean sobreestimados, la
. . .. 2 , e ~
varianza de referencia a posteriori resultés,esera mucho mas pequena que el

. . 2 .
factor de varianza a prico,, Yy viceversa.

El rechazo de la hipétesis nula causada por umaaesbn incorrecta de los
errores aleatorios de las observaciones es fagtamocer, puesto que en este casi
los residuos siguen ajustandose a una distributddmal de media cero, sin que se
produzcan residuos de tamafo excesivo. Por tant, test global de bondad de

. . 2 . . .
ajuste muestra que el factor de varianza a [0, i y la magnitud de los residuos es

razonablemente pequefia en comparacién con la igrecike los instrumentos
utilizados, tenemos razones para creer que lagibactde las observaciones no es
correcta y que se deberia reconstruir la matrizaarianza de las observaciones

Zt , 0 la correspondiente matriz de pePs
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En la préactica, es usual modificar la ma Zz escalandola con el factor de
varianza calculado a posteriori,

2[ :ngt (QQ:D

y realizar un nuevo ajuste que conduzca a aceptapbtesis nul Ho.

Por otro lado, si el test global falla y algunodakeresiduos tienen un tamafo
excesivo, deberia considerarse investigar la rtaternative 12, y examinar la
presencia o no de errores groseros en las obsemnesciEsto se realiza mediante el
test de Pope, (The Statistics of Residuals andcieteof Outliers, NOAA Technical
Report NOS 65 NGS 1, Rockville, MD).

1.1.12. Deteccién de errores groseros. Tasftau) de Pope.

Hasta este momento hemos supuesto que los dat@ldenen campo no
contienen errores groseros. Sin embargo, cuandgusg&n observaciones reales los
datos de campo rara vez estan exentos de dichosesriNo todos los errores
groseros son grandes, pero aunque no importe antaes deseable eliminarlos del
grupo de observaciones.

Como se a comentado anteriormente, las observacicee distribuyen
normalmente. Esto significa que, ocasionalmentedripo producirse errores
aleatorios de gran tamafio. Sin embargo, de acwerdéa teoria, esto deberia ocurrir
con muy poca frecuencia. Asi, es mas probable @agigriindes errores que aparecen
en las observaciones sean errores groseros queseaieatorios. Errores groseros
muy comunes son la transposicion de numeros alaardos datos de campo,
identificacion errénea de puntos, etc. Cuandoasnobservaciones existen errores
groseros, el ajuste por minimos cuadrados es da cadilad y produce resultados
erréneos no validos. Para tener mayor seguridadrelsultados de un ajuste nunca
deberian considerarse validos sin realizar el spordiente analisis estadistico con
posterioridad al ajuste.

Como hemos comentado en el apartado 1.1.11, cderppoglad al ajuste se
realiza el testy? de bondad del ajuste para contrastar el valoladearianza de
referencia a priori con su estimacion a postertin.embargo, este test no es un buen
indicador de la presencia de errores groseros poegumuy sensible frente a una
mala eleccion de los pesos de las observacioneasell®o si el test y2 falla, es
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necesario analizar la magnitud de los residuos spieriginan tras el ajuste y
comprobar si algunos son de gran tamafo tras lgaan de algun criterio
estadistico. En este caso, habria que utilizao®wcdlculos el valor de la varianza de

. .2 . . ~
referencia calculada a posterics;. Si no aparecen residuos de gran tamano, se

podrian modificar los pesos de las observacionasver a realizar el ajuste. Como
este test es muy sensible a los pesos, es necémagioen cuenta el instrumental
utilizado y los errores que se pueden producii @noeeso de medicion.

Ademas del tamafio de los residuos, el signo dmisos puede ser un buen
indicador de la presencia de errores groseros £nlaervaciones. De la teoria de
probabilidad sabemos que los residuos son de tamafigpequefio y se distribuyen
aleatoriamente. Si todos los residuos son del misignmo podemos deducir que no
siguen una distribucién normal y que es posibkxiatencia de algun error grosero o
sisteméatico en todo o parte del levantamiento tadmgp. Por ejemplo, si existen dos
puntos de control cuyas coordenadas son fijass pattproblema podria estar en una
discrepancia entre las mismas. Esta situacion sgepdetectar y aislar realizando un
ajuste con los parametros minimos.

Tipo de red Parametros minimos para el ajuste
Nivelacion - Coordenada Z de un punto.

- Coordenadas X, Y de un punto y el acimut de
Planimétrica un segundo punto.

- Coordenadas X, Y de dos puntos.

- Coordenadas X, Y, Z de un punto. Acimut y
angulo cenital de un segundo punto. Angulo
cenital de un tercer punto.

- Coordenadas X, Y, Z de tres puntos.

Espacial

Aunque el tamafno de los residuos pueda sugerirelsepcia de errores en las
observaciones, no necesariamente identifican |aereéciones que tienen errores
groseros. Esto es debido al hecho de que el gyosteinimos cuadrados extiende la
influencia de un gran error observacional, o egrasero, al resto de observaciones.
Por ello, si una observacion presenta un residup gnande no significa que dicha
observacion sea la que contiene el error grosem gsle podria ser otra observacion
a la que se le haya asignado un peso muy grande.

La ecuacién (1.89) establece que el célculo de drimcofactor de los
residuos i de las observaciones. A partir de ella, se pueddrular los llamados
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residuos estandarizados o residuos normalizadalante la expresion

r.
[

ri:WT 1.110)

donde "i es el residuo normalizad:"i el residuo calculado ‘%, el elemento
correspondiente de la diagonal principal de laimatfactor Q: . La presencia de un

error grosero en las observaciones afecta al caldei o y de Sri . Como hemos
establecido en la ecuacion (1.103), la desviaciétanglar de los residuos es
S =*S0V9;. considerando, como se ha dicho anteriormentealel de la ecuacion

(1.110) poi% tendremos un estadistico

i
Ti= =

il I

B L
SV S So (1111)

gue segun Pope, sigue una distribuaidtau) cuyo valor critico se calcula mediante
la expresion,

2

gta /2,0-1
Togl2,9” 1 02 (1.112)
Ch +ta0/2,g—l
ay=1-(1-a)"=~ = (1.113)

donde t representa la distribucién t-student paraivel de significacior %o/2: g los
grados de libertad del ajusi®o es el nivel de significacion para el test indiatiu

sobre cada residuo y n es el nimero de observacmnms valore:'i y ©r. son

diferentes de cero. Utilizando este criterio, ursenvacion serd rechazada por
contener un error grosero si se cumple que

r.
r-=u>r (1.114)
i S ay/2,9
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o bien,
IMi>SoTa 2, (15)1

En esta técnica se admite que solo es posible zacheas observaciones con
errores groseros de una en una. El procedimieméodedectar y eliminar la presencia
de errores en las observaciones consistiria efizacda observacion cuyo residuo
normalizado cumpla la ecuacién (1.115) hasta que eristan observaciones
consideradas como errores groseros. A partir de sgiruelven a incorporar al ajuste
las observaciones eliminadas, también de una en yrse va comprobando si
nuevamente son detectadas o no como errores gsoaeroumplir la ecuacién
(1.115). Si son consideradas errores groseros pgunsla vez, se eliminan
definitivamente del ajuste.

1.1.13. Matriz de redundancia.

Al analizar los resultados del ajuste de una rgmbdmafica es necesario
controlar, mas alla de su precision, la calidadaded tomando en consideracion el
aspecto de la fiabilidad. La fiabilidad de la redrefiere al grado de control de las
observaciones sobre la capacidad de deteccion mtedancia de errores groseros en
ellas (fiabilidad interna) y a la posibilidad detiesr los efectos que las
observaciones con errores groseros indetectablesntisobre las coordenadas finales
obtenidas en el ajuste (fiabilidad externa). Laseokaciones afectadas por la
presencia de errores groseros pueden ser detegrad#ss a las medidas redundantes
de comprobacion.

Segun la ecuaciéon (1.48), los residuos de las whsienes tras el ajuste por
minimos cuadrados vienen dados por

r=f—Ax .X16)

Si en esta expresion sustituimos el valoxdakado por la ecuacion (1.47), tendremos
que

r=f—Ax =f—A[(A'PAT YA Pi]=[I-A(A'PA) T AP]f = Rf  (1.117)

La nueva matriR,
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R=1-A(A'PA)IA'P (1.118)

se denomina Matriz de Redundancia del ajuste. frotado, si tenemos en cuenta la
expresion (1.89), también podemos expré&sde la forma

R=[P'-A(A'PA)'A'IP=Q,P (1.119)
Esta matriz es singular, no tiene inversa, y espgente,
R2=R
o<r.<1 (1.120)
Tr (R) = 2ty = rang R) = m —n = g (grados de libertad del ajuste)
Cada elemento,

Mi =9r. Pi A21)
se denomina Numero de Redundancia y es la conibibule la i-ésima observacion
a los grados de libertad total del ajuste o reducidade la red. Los numeros de
redundancia nos dan una idea de la rigidez gearaétiel ajuste. Un ajuste con
nameros de redundancia pequefios (proximos a =gleislala observaciones que
carecen de suficientes comprobaciones para anslartores groseros y, por tanto, la
probabilidad de que existan errores groseros intiikes es alta. Por el contrario, un
ajuste con numeros de redundancia grandes (proxamiggermite un alto grado de
comprobaciones internas en las observaciones glfmouna menos probabilidad de
aceptar errores groseros en las observaciones.gimse decir que la presencia de
un error grosero en este tipo de observacionagréemas claramente reflejada en su
correspondiente residuo y por ello mas facilmerdteatable a través del test de
Pope, que sera mas sensible y hara que el nimemailes groseros indetectables se
reduzca al minimo. Podemos indicar ademas que oualndimero de redundancia
de una observacic¢ "i =9 el residuo de esta observacion también es 0 yeepcia
de errores groseros en otras observaciones naiaétatalor de dicho residuo, siendo
dichos errores indetectables. Por el contrariondoael nimero de redundancia
ri=1. la observacion es totalmente redundante y suuests muy sensible a la

presencia de errores groseros en estas observaciemando estos facilmente
detectables. Por tanto, la contribuciéon de unargbhs®n a la redundancia total del
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ajuste estd muy relacionada con la cuantia endaatpctara la presencia de errores
groseros de otras observaciones al residuo de di®vacion.

El grado de control de las observaciones, segimimero de redundancia, se
muestra en la siguiente tabla.

Rango i Posibilidad de control
0<r.<0.01 Sin control

0.01<r,; <0.1 Control bajo

0.1<r;<0.: Control bueno
0.5<r;<1C Control excelente

La fiabilidad de una red topografica depende dgemumetria y, por tanto, de la
configuracion de la matriz de disefio asi como denddriz de los pesos de las
observaciones, y no de las observaciones en sianism

Si la redundancia de la red estuviera uniformemeind&ibuida, todos los
numeros de redundancia serian practicamente igudleggeneral, esto no suele
ocurrir, siendo mas frecuente la existencia dedgsudiferencias entre los nimeros
de redundancia de las observaciones en distinttespe |la red, sobre todo si existen
diferentes tipos de medidas. Por ello suele tamhtiémarse, como medida global de
la fiabilidad, el cociente g/m, siendo g el niumefwservaciones redundantes del
ajuste y m el nimero de observaciones, que sardeadRedundancia Media de la
red o Redundancia Relativa del ajuste. Segun Papeyalor adecuado de este
parametro para redes topograficas convencionagds sar 0.5.

1.1.14. Ajuste por minimos cuadrados con restriccies. Método general.

Supongamos que a partir de una serie de mediciopegraficas podemos
plantear el siguiente sistema de ecuaciones devalasen

py(a X ta X+ +a, X +r)=p, (d, +¢)

1171 12772 1n
P8, X, 8, Xt 8, X +T,)=p,(d,+L,)
: (1.122)
P (8 X ta Xt +a X +r )=p_(d_+¢ )
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donde las cantidad¢F; corresponden a los pesos de cada observaciotiepdizm

ecuaciones (igual al niumero de observaciones) incognitas (igual al niumero
minimo de observaciones necesarias para resoluwavdglo), ym>n.

Supongamos también que, debido a unas condicioeemmente establecidas
y conocidas, las incognitas del sistema anteribedecumplir ademas las siguientes
ecuaciones de restriccion
X1 FC X+ H G X =ty

C

C21X1+ C22X2+' : '+C2an= EZ

| (1.123)
CSJX1+CSEX2+“-+ Csrxnzﬁs
siendo s el nimero de restricciones.
Expresando ambos sistemas en notacion matricial,
PAX+r)=P(d +1¢) (1.124)
Cx =* (1.125)

m
La funcién a minimizar es®=)_ p;r’=r'Pr. Al tratarse de un problema de
i—1

minimos condicionados, se debe emplear el métoddoslemultiplicadores de
Lagrange.

Redondeando las ecuaciones (1.124) y (1.125),
PAX +Pr—-Pf=0
(1.126)
Cx—*=0

Teniendo en cuenta las dos ecuaciones de la edpr@sil26), el valor minimo
de la funcion® es el mismo que el de esta otra funcién,

@ *=r'Pr -2k (PAx+Pr—Pf)-2k(Cx—t*) — minimo (1.127)
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siendo Kq(mx1) y k,(sX1),  vectores columna de los coeficientes llamados
multiplicadores de Lagrange, que también son indagjael problema.

Derivando la funciéon®* respecto a sus cuatro variables,

D" ¢ to_ At
S =2r P2k P=0, (1.128)
o™ _ _
1
oD* ot t~_ At
0P” __o(cx—*)=0!
okl = Ysx) (1.131)
2
De (1.128),
2r'P—2k; P=0' (1.132)
Dividiendo por 2 y transponiendo,
P'r—P'k,=0 (1.133)
Al ser P'=p y multiplicando por -1,
—Pr+Pk,=0 (1.134)
De (1.129),
PAx+ Pr=Pf (1523
qgue es el sistema de ecuaciones original.
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De (1.130),
—2k;PA-2k;,C=0' (1.136)

Multiplicando por -1, dividiendo por 2 y transpomko,

A'P'k,+C'k,=0 (1.137)
Al ser p'=p,
A'Pk,+C'k,=0 (1.138)
De (1.131),
Cx =¢* (1.139)

gue resulta ser la ecuacion de las restricciones.
Agrupando las ecuaciones (1.134), (1.135), (1.$38)139),

—Pr+Pk,;=0

PAX+ Pr=Pf
(1.140)

t t
A'Pk,+C'k,=0

Cx =¢g*

tenemos un sistema de cuatro ecuaciones con doefignitas, que son los vectores
columna’: Ky Xy K.

Por tanto, este sistema de cuatro ecuaciones rabgsi¢do podemos escribir en
notacion matricial,

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg

32



Metodologia de calculo de redes topograficas

“Prsm) Pman)  Omen) Yomes)| | Ty | | Ot
F’mem) O(mxm) F’A(mxn) Omes) kl(mxl) _ Pf(mX1) (1.141)
Otnxm) Al PE man)  O(nxn) CEnxs) X(nx1) 0(:X1) |
Ooxm)  Oom)  Clom)  Qong | | <20 lisxa)

sistema con m+m+n+s filas y m+m+n+s columnas com#im+s incognitas. Se trata
de un sistema con el mismo nimero de ecuacionedeayiredgnitas, cuya matriz de
coeficientes también es simétrica y no singular,

Gy=b (1.142)
siendo,
t t
- I:)(mxm) F)( mxm) O(mxn) O(mxs) r (mx1) O(mxl)
G= F)mem) O(mxm) I:)A(mxn) Omes) — kl(mxl) b= Pf(mX1)
t ot t ' X , 0 (1.143)
O(nxm) A P(nxm) O(HXI']) C(nxs) k(ﬂXl) (:Xl)
O(sxm) O(sxm) C(sxn) O(sxs) 2(sx) £(5X1)
cuya solucion es,
y=G~'b (1.144)
es decir,
| -p P d o] [o
“|_|pt o pa o [Pf

(1.145)

1.1.15. Ajuste por minimos cuadrados con restriccies. Método Helmert.

Dado el elevado nimero de ecuaciones que gengraaddimiento anterior,
vamos a seguir un razonamiento que conduzca a iom@ifieacion y genere un
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menor namero de ecuaciones. Este método se dgb@nafjeodesta aleman Friedrich
Robert Helmert (1843-1917).

De (1.128),
Pr=pPk; (1.146)
De (1.129),
PAX=Pf—Pr (1.147)
y sustituyendo el valor der en (1.146),
PAx=Pf—Pk, (1.148)
Pk,=Pf—PAXx (1.149)

De (1.130), sustituyendo el valPK: de (1.149),

A'(Pf—PAX)+C'k,=0 (1.150)
A'Pf-A'PAX+C'k,=0 (1.151)

y finalmente,
A'PAx—C'k,=A"Pf (1.152)

Esta ultima expresion, junto con (1.131),

A'PAx—C'k,=A"Pf
(1.153)
Cx =¢*

forman un nuevo sistema de dos ecuaciones madsciebn dos incognitas, que
podemos expresar en notacion matricial de la fatitat* |
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t t t
A'PA CH| [ X ) AP (1.154)
0 0 2 e*
siendo,
t t t
Ho| A PA) Clme)| . x* = Xma) | e*=[A Plinxy) 1.155
, —k ) * ( ) )
C(an) O(sxs) 2(sx1) t(sxl)

donde, como se obserid,es una matriz cuadrada y simétrica, también nguan
Este nuevo sistema tiene n+s ecuaciones con négnitas. A la matrizH se le
denominamatriz de Helmert.

La solucién a este sistema sera,

-1
_[AtpPa Ct

C 0

Al Pt

. (1.156)

Debe observarse que el vector columna de incOgiidasste sistema?’, esta
formado por el vector columng, y por el vector K2+ del segundo grupo de
multiplicadores de Lagrange.

A partir de aqui podriamos calcular los residudspleste,
r =f —Ax AR7)

bien entendido que debe extraerse d&. De igual forma, calcularemos el vector de
observaciones ajustadas,

i=t-r (1.158)
En este caso la varianza de referencia a postesgocalcula mediante la
expresion
rtPr
S =f/l— (2.359
0 Ym—n+s
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1.1.16. Propagacion de la varianza en el ajuste paninimos cuadrados con

restricciones.

La ecuacion (1.152) podemos expresarla de la forma
A'PAx=A'Pf+C'k,
Nx=t+Ctk2
de donde,
x=N"'t+N"'C'k,
Sustituyendo este valor deen la ecuacion de la restriccion (1.125)
C(NT't+NT'C'k,)=t*
Desarrollando,
CN™'t+CN~'C'k,=t"
CN7'Clk,=t*~CN™'t
de donde
k,=(CNT*c')He* —cNTh)
gue sustituyendo en (1.161)

x=N"1t+N"tct(eNteh) He*—eNnTht)

(1.160)

(1.161)

(1.162)

(1.163)

(1.164)

(1.165)

Donde el primer sumando es la solucién sin restmes y claramente el segundo
sumando representa la influencia de las restriesiomtroducidas para los

parametros.
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Si llamamos
Xg=N""t (1616
a la solucidn sin restricciones, la expresion (&) Jfuede ser escrita como
x=x,+N"*C' (N~ H(* ~Cx,) (1.167)
y en general de la forma,
x=xo+Ax _"(68)
siendo
Ax=N"*c'(eNTreh) T e ~cx,) (1.169)
Por tanto, la matriz cofactor devendra dado por,
Qu=Qy, T Qxx (1.)70
Como ya sabemos por (1.8 QX0=N_1, y si llamamos
M=CN~Ic (1n
desarrollando (1.167)

x=x,+N"'c'(cN~Ic!) he* ~NTiet (eNTie ) Trex, =

(1.172)
=(I-N"*c'MC)x +N "It M e
expresion de la forma genérigaAx+c, donde la constantees
c=N"1ctm~1e* (1.173)

si aplicamos la ley general de propagacion de ¢dactores (1.71) a la expresion
(1.172) tendremos que
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Q,=(I-N"*c'M~*c)NTHi-NTIc'mTie) =
(1.174)
=(I-N"tc'M )N -c'mtenT

al serm™! y N~ matrices simétricas.
Desarrollando la expresion (1.174) tenemos
Q. =(I-N"*c'M~*c)NHiI-c'MTTeNT) =

=(N"I=N"Ic'Mten Y -ctmienTd) =

=NI-N"IctmTieNnTteNTIetmTieN T eN it T ien T it Tien T =

=N"I-N"IctmieNnTteNnTietmTieN TN it i Tien T =

-1

=N"I-N"Ic'MTteNnTt-NTiet T ien Tt N et mTien T = (1.175)

=N"!'-N"!c'MTtenTt =

-1 1 1

=N"loN"Ict(enTieh e

resultando
Q,=N"'-N"*c'(enTtcltenT! (1.176)
donde hemos tenido en cuenta la ecuacion (1.171).
Si consideramos ahora las ecuaciones (1.78) y)(Jp@8emos expresar que,
{=0—f+Ax
(1.177)
=AX +{—f

ecuacion de la forma genérigeeAx+c, a la que aplicamos la ley general de
propagacion de cofactores teniendo en cuenta lzsxn (1.176)
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Q;=AQ,A'=ANT*A'-ANT!C'(CcNT'C!) teNTIA! (1.178)

Por otro lado, teniendo en cuenta la ecuacion (18@demos calcular la
matriz cofactor de los residuos,

Q,=Q- QE:P_l—AN “IatianTict(enTicth  ienTiAl (1.179)

Resumiendo, las matrices cofactor de las incégnitas residuos y las
observaciones ajustadas son

Q,=N"'-N~'c'(cN~tc!ten T

Q=P 'ANT*A'+ANTIc!(enT e TTeNT A (1.180)
Q;=ANT'A'-ANTIc!(eNTIch) TTeNT A

y las correspondientes matrices de covarianzas
> =og[NT'=N~'c'(eNTreh) TrenTH

> =oiPt-anTtal+anTIc!(eNTie) Tten T Al (1.181)

> =g [ANTTAT-ANTICH (eNTIC T eNT AT

1.2. Nociones de estadistica. Introduccion a la téa de errores.

1.2.1. Teoria de errores relacionado con observacdies topograficas.

1.2.1.1. El error observacional como variable aleat

Un suceso es el resultado de un experimento eitadikas probabilidades
estan relacionadas con dichos sucesos estadistems,reales o hipotéticos. Si un
suceso estadistico tiene varios resultados possgxeguede asociar a ese suceso una
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variable aleatoria X. El caracter aleatorio se debk posibilidad de que dicha
variable se puede definir como un parametro queadguemar varios valores,
asociandole una determinada probabilidad a cadaeedios.

El proceso de medicibn es una consecuencia natlgalas operaciones
elementales de observacion y esta sujeto a unbl@aesiriacion. Esa variacion puede
ocurrir si alguno de los aspectos del proceso tqivague implica la medicion no se
tienen en cuenta. Ninguna observacién puede setidapcon exactitud, debido a las
limitaciones propias del instrumento utilizado,aahlabilidad del observador en su
manipulacion y al cuidado de las lecturas que sgai® que realizar con dicho
instrumento. Las pequefas alteraciones que se Zmaduen las operaciones
elementales produciran las correspondientes variasien la medida resultante.

Puesto que todas las mediciones estan sujetas gagilale variacion, se
considera en realidad que ninguna magnitud a nesdiompletamente determinable.
Lo que se pretende es averiguar es un valor nuon@jicde una magnitud, que se
conciba como valor verdadero, pero lo que realmsatebtiene no es mas que una
estimacion de ese valor verdadero, que siempredesigonocido. Desde el punto de
vista matematico y/o estadistico, el proceso deigiged u observaciéon de una
magnitud debe ser considerado como una variabls. ddacretamente deberiamos
decir que debe considerarse como una variableoakegborque incluye componentes
de error que tienen este tipo de comportamients.hismos errores aleatorios son
variables aleatorias.

Asi como las variaciones sistematicas tratan cordetns o funciones
matematicas, las variables aleatorias deben gsadés con modelos probabilisticos.
La teoria de la probabilidad y la estadistica matexa son las ciencias que sirven de
base tedrica para el tratamiento de los errorestamles de las medidas. La teoria
estadistica moderna considera las observaciones oorestras de una distribucion
de probabilidad y su variabilidad se rige, por dasegun las leyes de probabilidad.
Quiere ello decir que las observaciones que carti@gyuivocaciones no pertenecen
a la misma distribucion que el resto de observasiate la muestra.

Basados en la experiencia y en el analisis de gmatidad de observaciones
topograficas, se ha podido constatar que los erateatorios, aun siendo no
sistematicos, presentan ciertas caracteristicadisgtas que intuitivamente podemos

llegar a comprender. Si un grupo de erro ¢1: €2 ---> €4 se han producido bajo
practicamente las mismas condiciones de mediceha®bservado que:
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« La media aritmética d& tiende a cero cuando el numero n de observaciones

tiende a infinito,

n
lim @:o (1.182)

Nn— oo

» Los errores positivos y los errores negativos dmikema magnitud aparecen
aproximadamente con la misma frecuencia.

* Los errores de pequefia magnitud se producen coormfr@guencia que los
errores de mayor magnitud.

» Bajo condiciones especificas de medicion, la magratbsoluta de los errores
se mantiene dentro de unos limites.

1.2.1.2. Medidas redundantes en Topografia y Sieaju

Para reducir los errores de las mediciones y fctosf sobre el resultado final
de los calculos topograficos, fundamentalmentedaradas cartesianas, es necesario
optimizar todas las condiciones del proceso de eri@@diComo es imposible eliminar
los errores por completo, una buena practica dgaeanediciones redundantes, es
decir, mayor nimero de las necesarias para det@rmirivocamente los parametros
topograficos necesarios. De esta manera podrensasilolé la existencia de errores
y se podra incrementar la precision y fiabilidadatecalculos finales resultantes.

Cuando estan presentes los errores en las medicjoariste redundancia en
las mismas, se producird cierto grado de incomsigteo contradiccion entre las
medidas, también llamado en topografia Error derecidJna de las tareas mas
importantes a realizar en los calculos topografies deshacerse de esas
inconsistencias entre las medidas de una manemmnapt de acuerdo con algun
criterio de estimacion, tal como el principio de fninimos cuadrados. Estos criterios
deben estar basados en las propiedades de loseserd® las mediciones.
Tradicionalmente, el proceso por el cual se elimifes inconsistencias entre las
medidas y se obtienen los mejores resultados pssilpartir de los datos de las
observaciones disponibles se denomina ajuste.

En Topografia, la presencia de errores se pueéetdeen muchas situaciones
donde las observaciones deben cumplir ciertas ciomdis geomeétricas. Por ejemplo,
en un itinerario altimétrico cerrado, que comiegzZ@rmina en un mismo punto, el
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desnivel debe ser cero. Sin embargo, en la pradifé@lmente se cumplira esta
condicién debido a la presencia de errores al@atori

Ejemplos de otros condicionamientos cuyo cumplimenipiden los errores
en las observaciones topograficas son:

- La suma de los tres angulos de un triangulo pldabe se 20c°.
- La suma de todos los angulos horizontales medittedealor de un punto,
debe se 40¢9.

Estos ejemplos no solo sirven para ilustrar lagreis de errores aleatorios en
las observaciones topograficas, sino también laoitapcia de las observaciones
redundantes.

Por ejemplo, si realizamos dos medidas de la digt@ntre dos puntos, una de
ellas es una observacion redundante. La primeradmed suficiente para determinar
la distancia desconocida, la segunda es redundaintembargo esta segunda medida
es muy valiosa. En primer lugar, porque examinaaddiscrepancia entre ambos
valores podemos tener una idea del tamafno del enrdsis observaciones. Si existe
gran discrepancia, con seguridad se habra produriderror grande. En este caso,
ambas medidas deberian repetirse hasta obtenelisanepancia pequefia aceptable.
En segundo lugar, la observacion redundante peresiiezar un ajuste para obtener
el valor final de la distancia desconocida entre dos puntos y este valor final
ajustado sera estadisticamente mas preciso que walade las observaciones
individuales. En este caso, si las dos observasigreehan realizado con la misma
precision y no existe gran discrepancia entre liasnas, el valor final deberia ser la
media aritmética de ambas cantidades.

En el caso de la medida de los tres angulos deiamgtilo plano también
existe una observacion redundante. Bastaria coir mhesl de los angulos y obtener
el tercero por diferencia 20c¢9. La medida del tercer angulo permite calcular el
error en la medida de los angulos y hace posiblajuste para obtener los valores
finales de los angulos con una precision estadisgnte mejorada. Si los angulos
han sido medidos con la misma precision, la coadigue debe cumplir la suma de
los tres permite distribuir la discrepancia respex 20’ en partes iguales entre los
tres angulos.

En redes topograficas donde intervienen mayor dadtile medidas, el nUmero
de observaciones redundantes puede llegar a seidewable y el proceso de ajuste
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mas complicado que el comentado en los ejemplesiargs.

Las magnitudes que se miden en el ambito de lagfafia, fundamentalmente
distancias, angulos y desniveles, no so6lo son itaptas por si mismas, sino porque
sirven para determinar o calcular otras magnitudasecuacién o ecuaciones que
relacionan las magnitudes de interés, con las rmafps medias, constituyen lo que
se denomina modelo.

Como en general, en el ambito d ella Topografias eglaciones implican
cumplir determinadas condiciones geométricas izamalina serie de calculos, el
modelo se suele denominar modelo matematico.

Como ejemplo, considérese nuevamente el analids fdema y el tamafo de
un triangulo plano. En este analisis es impresbladistablecer el minimo nimero de
elementos (variables"o necesarios para determinar univocamente el magdelo

tipo de elementos que son consistentes con el mo&& puede establecer, por
geometria elemental, que la forma del triangulodgudeterminada mediante los
angulos o los lados (0 una combinacion de ellogntras que el tamafio no queda
univocamente determinado con los angulos, sinacemgere, al menos, un lado. De
aqui se deduce que un lado y dos angulos, es ttesirelementos, son el nimero
minimo requerido para satisfacer el modelo univerdae

Una vez determinad "o’ el topografo debe decidir que mediciones realiza
para resolver el problema. Si tnicamente mide da Yados angulos, el triangulo asi
obtenido es Unico y queda perfectamente definidm Bi se ha cometido un error en
alguna de esas tres medidas, no tenemos manertatdado. De ahi que sea una
buena practica, en Topografia, realizar siempneddicion de mas magnitudes que el
ndmero minimo necesario para la determinacion deleto.

Cada observacion que excede del niamero mir"oose llama medida u
observacion redundante. Si el total de medidagzegts e y el nUmero minimo de
elementos e "o: se define la redundancia del modelo, también kingrados de

libertad en estadistica, cor "=""Ng-

Por tanto, la redundancia es la diferencia entretehero de observaciones
realizadasp, y el minimo requeridc"o: para resolver univocamente el modelo.

La existencia de medidas redundantes origina unacébn llamativa que es
necesario explicar. Para cada subgrupco emedidas, del total da realizadas
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(n>ngy), se obtiene una solucién ligeramente distinta dedeto. De esta forma, si
en el ejemplo analizado se mide un lado y los thegulos, existen tres
combinaciones posibles, cada una formada por elatbs los tres angulos medidos.
Cada una de estas tres posibilidades dara lugatréaogulo ligeramente diferente en
forma y tamafo, debido a los inevitables erroree ge cometen al realizar
mediciones. Como consecuencia de estos erroresaipes, lasn observaciones no
determinaran el modelo exactamente o de forma waivdEsta aparente
inconsistencia se resuelve sustituyendo las obsengs realizadast, por otras
estimadas{, de forma que satisfagan el modelo. Asi, cuandaadeulen las
estimaciones del lado y de los tres angulos medm@dquier combinacién del lado
y dos de los angulos originaran exactamente el misiangulo. Esto significa que
con las estimacione(, se resuelve la inconsistencia del modelo y cuetqui
subgrupo de"o medidas estimadas conduciran a la misma deterrdmaanica del
modelo.

Cada observacién estima!;. puede ser considerada como una observacién
corregida, y obtenida restandole al valor me«‘ilana correccion o residi i -

=t 1.183)
Para un total da observaciones, y utilizando la notacion matricial
i=t—r (1.184)

donde cada término es un vector columna de dimeisid).

b b "1
=t =2l =T (1.185)
l, ty ”

El vector de residuos juega un papel muy importante con posterioridad al
proceso de ajuste, siendo posible analizar los exlton der para determinar la
adecuacion del modelo. En ciertos casos este an@liede incluso conducir a
rechazar completamente el modelo elegido y a redenas nuevamente el problema.
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Los residuos o correcciones son desconocidos yndedredeterminados para poder
calcular las estimaciones. Esencialmente exist&iamero infinito de posibles grupos
de residuos 0 correcciones que originan observasiogque conducen a una
determinacion del modelo. Sin embargo, parece ¢ogensar, que de esas infinitas
soluciones, so6lo una de ellas conduzca a la solugpdima del modelo. Para elegir
esa solucién optima se necesita un criterio adatigne conduzca al calculo de un
s6lo grupo de residuos. Existen varios criteriosilges pero el mas usado, en el
campo de la Topografia, es el que origina el grindile los minimos cuadrados.

La operacion de encontrar o calcular ese grupcdervaciones estimad ¢,
a partir del calculo de un grupo de residuos adasjasegun algun criterio definido,
se denomina ajuste.

Por tanto, y como norma general, en cualquier kavaiento topografico se
tomaran medidas redundantes por las dos razonesrtanges establecidas
anteriormente: 1) hacen posible detectar errore®s/ permiten tomar decisiones
sobre la aceptacion o rechazo de las observacyo8gfacen posible un ajuste para
determinar unos valores de las incognitas obtermdasnayor precision.

1.2.1.3. Postulados fundamentales de la teoriardees.

La teoria de errores se ocupa del estudio de lowesr accidentales o
aleatorios, suponiendo que una serie de obsenexiootenidas en un experimento
se ha depurado de errores sistematicos. FormatiZasddeas anteriores, podemos
enunciar los postulados fundamentales que rigestatlio de los errores producidos
en un determinado experimento:

1.- En una serie de observaciones realizadas uremoigrande de veces y
efectuadas en idénticas condiciones y con el migsmero, la frecuencia de
aparicion de posibles errores es inversamente prigpal al valor absoluto del error.
Quiere esto decir que los errores mas pequefioseacoon mas frecuencia que los
errores grandes y por ellos son mas probables.

2.- En una serie de observaciones realizadas urenolgrande de veces y
efectuadas en idénticas condiciones y con el missmoero, los errores del mismo
valor absoluto pero de distinto signo aparecenisinm nimero de veces, es decir,
son igualmente probables. Segun este postulada,gaaia erro +¢ se admite que
existe otro erro —¢, tal que
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lim Z g = (1.186)

n—+4+ow j=1

La conclusion que se obtiene de este segundo pdstels que si una medida
pertenece a una serie de observaciones suficientermeande de una cierta magnitud
presenta un errc +¢, existira otra medida de dicha serie cuyo errait —¢, de tal
modo que efectuando la media aritmética de lasdasdie la serie se eliminaran los
errores accidentales cometidos. Al valor obtenigardir de la media aritmética se le
denomina valor mas probable de la magnitud medida.

En efecto, sea 1t -~ ¥y los valores obtenidos al medir una magnitud
asumiendo a priori que todas las medidas han gdbds en las mismas condiciones
y no estan afectadas de errores sistematicos.

La suma de todos los errores verdaderos de lavawsén vendra dada por,

i si=i(zi Z £~k (1.187)
i=1 i=1

Aplicando el segundo postulado, para n suficientgengrande (n—+x), se
tiene que

n
D, L—m=0 (18)8
i=1
de donde,
1 n
PR (198

Como en general no es posible efectuar infinitadidas de la magnitull, no
se puede garantizar el cumplimiento del segunddujaa®. Por tanto, la media
aritmética no sera el valor verdadero de la magnmedida cuando se realice un
namero finito de medidas, ni tampoco se puede aseque entre los distintos valor
de la serie haya alguno que se aproxime al valatadero mas que a la media
aritmetica.
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A pesar de estas restricciones se asumira quedi @etmeética es el valor que
tiene una mayor proximidad del valor verdaderda miagnitud medida.

Considerando el valor mas probable como el valadadero de dicha
magnitud, el error resultante de cada medida send@a error probable, error
residual o simplemente residuo y viene dado por

r.==e—1t 1.190)

Las ventajas de introducir el error residual soniad) por una parte, los
residuos si se pueden determinar experimentalnyepte otra, verifican el segundo
postulado fundamental de la Teoria de Errorespaua un nimero finito de medidas,
pues,

i ri=i ((=0)=2 ¢;=nT=0 (1.191)

Puesto que el error verdadero expresa la desviadgbnresultado de un
experimento con respecto al valor verdadero dedgnitud a medir, presenta un
caracter tedrico que hace que sea imposible cicantéxactamente dicha magnitud.
Unicamente, se podran realizar estimaciones det egsidual y valor mas probable
del error verdadero y valor verdadero de dicha magdjrespectivamente.

Los errores verdaderos estan asociados al condepaactitud, mientras que
el error residual indica la precisidbn de una sddeobservaciones o la discrepancia
existente entre los valores mas probables obteewlagries diferentes de medidas de
una misma magnitud realizadas en idénticas comdbisioy en igual o diferente
namero.

1.2.2. Medidas de precision.
Bajo el supuesto de que la distribucion normal resnodelo de probabilidad

adecuado a las medidas topograficas, podemos egpaesestas medidas por una
variable aleatoria X que tiene una dada por la@éna

)2

f(x)= 1 exp _(x—p

— | para—o<x<o (1.192)
cvVan 262 |’
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Si hacemos el cambio de variable para que resulteediau = 0, la ecuacion
(1.192) se reduce a

f(x)= L exg-22
(5\@ 2()'2

Se ha comprobado que la distribucién normal esadeto de probabilidad
para la componente del error aleatorio de una mespagrafica. Esta funcion
densidad se muestra en la siguiente figura

(1.193)

f(x)

Puntos de inflexion

|
|
i O O
|
|
|

\j

|
|
|
i
|
l
-0 0 o) X

La precision de una medida es el grado de aproximaz conformidad de
mediciones repetidas de la misma magnitud. Segtm, és dispersion de la
distribucion de probabilidad de una medida, o decsuponente de error aleatorio, es
una indicacion de la precision de la medida. Urepetision pequefia indica alta
precision, mientras que una dispersion grande anloiga precision, como se muestra
a continuacion.

f(x)

Alta precision

/ Baja precision
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En esta figura se debe observar que, como el ajeachda funcién densidad
es la unidad, la curva de alta precision tieneico mas alto que la de baja precision.

Cuando se pretende realizar un analisis de medisitopograficas, se requiere
un indicador de la precisién de las medidas. Uncaubr obvio es la desviacion
estandar. A menor desviacion estandar, mayor pselasion. En la figura anterior,

©1<%,: donde®: es la desviacion estandar de la medida de altéspe y °2> es la
desviacién estandar de la medida de baja precision.

La probabilidad de que una medida X caiga emisey u+c viene dada por

pto 1
H=0 521

P(M—G<X<M+G)=f exp

(X2—2“>2]dx (1.194)

Para evaluar esta probabilidad es conveniente dssiaar la variable X, vy
utilizar una tabla de distribucién normal N(0,1).

(1.195)
=F(1)—F(~1)=0.841:-0.158"=0.682t

gue indica que el area sombreada en la siguieguieafies 0.6826 del total del area
bajo la funcion densidad.

A |
f(x)

o p  pto X

Multiplos de la desviacion estandar también se usamo medidas de la
precision. La probabilidad de que una medida toffomr de mediaw y desviacion
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estandans esté comprendida entieke y u+ko es

_[utko 1 —(x—p)’
P(n—ko<X<p+ko)= hko o 27texp{ - dx (1.196)
Si estandarizamos de nuevo X
P(p—ko<X<p+ko)=P(-k<Z<k)=F(k)-F(-k) (1.197)

Debido a la simetria de la distribucion, F(k)+F&HR), y la ecuacion anterior se
reduce a

P(u—ko<X<p+ko)=2F(k)—1 (1.198)

Los valores de F(k) se pueden obtener de una dabla distribucién normal o
mediante la correspondiente funcion en la hojaattauto EXCEL.

La cantidac £0.674 se denomina error probable. Este término se ez
menos y en su lugar se dice que dicha cantidackgepta un 50% de nivel de
confianza. La cantidac+1.645% representa un 90% de nivel de confianza. La
probabilidad de que una medida esté dentr(+1.64% de su valor mediqu es
0.900. De forma similar £1.96 representa un 95% de nivel de confianza y
+2.5765 un 99% de nivel de confianza.

1.2.3. La distribucion normal.
De todas las distribuciones estadisticas existelatekstribucion normal puede
considerarse como la mas importante. Esta distdhuene un campo de aplicacion

muy extenso y se usa como modelo basico en tosl@b&ervaciones topogréficas.

La funcion densidad de probabilidad de la distridaormal, representada en
la siguiente figura,
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f(x)

—_—

)

Puntos de inflexion

\

se define como,

, para —co<xX<ow 1.199
oJon o2 p ( )

f(x)—Lexp[(XM>2

Se observa en la grafica que la distribucion noresasimétrica respectopa
Los puntos de inflexion de la funcion densidadregtiéalizados en las abcisagixs
y X=pu+o. El maximo de la funcion se produce emux=

Las cantidades y ¢ son los parametros de la distribucion y se denami
media y desviacion estandar respectivamente. eqdie la distribucion es N,(c),
es decir, Normal de mediay desviacion estandar

El coeficiente

1
oV2n

(1.200)

es una constante que no depende de X, y puedersgderado como un factor de
normalizacion que asegure que,

ﬁfo_ow exp{(xz—?zldx—l (1.201)

La funcion de distribucion de la distribucidon notmeepresentado en la
siguiente figura,
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se define como,

1 o (u—p)?
G\/Zf_w exp[ 262

du (1.202)

Si X es una variable aleatoria que sigue una Hdistion normal, entonces
P[X<c| (probabilidad de que X sea menor o igual que @resenta el area
sombreada en la figura de la funcién densidad deghilidad, y por la ordenada F(c)
en la figura de la funcion de distribucion.

Se dice que una variable aleatoria Z sigue unarildision normal
estandarizada o tipificada si su funcién densidad e

2

2

1

f(z):Eexp

; para —oo<x<oo (1.203)

Esta funcién se obtiene de la funcion densidad adelistribucion normal
haciendo el cambio de variable definido en (1.284)ltando ser sus parametpe$)
y 0=1, y se muestra en la siguiente figura. Se dideners que la distribucion es
N(0,1).
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f(z)

0399} —————————

Puntos de inflexion

|
| | \
| | |
| | |
\ | \ -
-1 0 1 z

La distribucién normal estandarizada es un casticpkar de la distribucion
normal y nos permite resolver el problema de evapuababilidades asociadas a
cualquier distribucién normal. Como la funcién ddad de la distribucion normal no
puede ser integrada directamente, se nos presenfmoblema cuando hay que
calcular las probabilidades para los valores eBpesideu y o. El problema se
resuelve transformando la variable aleatoria norXaén una variable aleatoria

normal estandarizada Z, y evaluando después lasipitmlades para Z.

Esta transformacion de la variable, o tipificacise realiza asignando

(1.204)

Incluso asi es imposible integrar f(z) directamenigedando la funcion resultante
como se indica en la expresion siguiente:

2

P(Z<z)=F(z)=\/—;_n iwexp u ]du; para —o<z<Xx (1.205)

2

Esta integral puede ser evaluada por métodos ncwséiproximados y tabular
asi los valores de F(z).

La conveniencia de utilizar la distribucion normabmo modelo de
probabilidad par alas medidas esta basado en elpartamiento de las
observaciones, puesto que este modelo se eligeapatar datos observados. Esta
eleccion de la distribucion normal tiene tambiérasubases tedricas. Si el error
resultante en una medida es la suma de varias canfes de error, cada uno de los
cuales tiene su propia distribucién de probabilidacede considerarse que el error
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total sigue aproximadamente una distribucidon normadependientemente de la
distribucion que siga cada uno de sus componenteseparado.

1.2.4. El concepto de peso de una observacion.

El peso de una observacién es una medida de suretdtivo comparado con
el resto de observaciones. Como se ha comentadoaantente, una medida de gran
precision tiene una varianza pequefia, hache qglegarei alto grado de cuidado en
las observaciones y calidad del instrumento utlizaEsta medida de gran precision,
en el proceso de ajuste, deberia recibir una por@éativamente pequefia de la
correccion global. Por el contrario, una medidabdg precision tiene una varianza
mayor y en el proceso de ajuste recibird una ccgeanayor.

Como el valor de la varianza varia en sentido dpuakde la precision, es
necesario introducir una medida que varie direatdneon la precision. De esta
forma, a cada observacion le asignamos un numesitivoap denominado peso de la
observacion.

Asi, para una medida u observacion dada, cuantomesysu precision, mayor
sera el peso y viceversa. De acuerdo con est@sel ge una observacién simple se

define como una cantidad inversamente proporciatalvarianza de la observacion,

2
o .

K
p=— (1.206)

(¢
siendo k una constante positiva de proporcionalidad
Los pesos se utilizan para controlar el tamafoadecbrrecciones que se
aplican a las medidas en el proceso de ajustetdPtw, las correcciones que se
aplican son inversamente proporcionales a sus pesos
Si una observacion tiene peso unidad, p=1, su nzmise define con el

. 2
simbolo oy,

1=% 2
Gg , de donde k=c (1.207)
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y de aqui

=20 o o= (1.208)

, . . . 2 ..
Asi, la constante de proporcionalidad es la vasic, : de una observacion de

peso unidad. A esta varianza se le llama de difeseiormas: factor de varianza a
priori, varianza a priori de peso unidad y variadeareferencia a priori, siendo esta
altima denominacién la que se utilizara en adelakte general, la varianza de
referencia a priori se hace igual a la unidad,iBg@gmdo que una observacion cuya

. . 2 , . . .
varianza sea igual o5 tendra un peso unidad. Una de las capacidadeguséé por
minimos cuadrados es la obtencién de un valor adtinde este factor, denominado
. . . . 2
varianza de referencia a posteriori, denotandos s;. 0

1.2.5. Matrices de covarianza, cofactor y de pesos.

1.2.5.1. Varianza.

Sea Z(X) una funcién definida como
Z(X)=[X—E(X)P=(X—py (1.209)

La esperanza matematica (valor megiode la variable) de esta funcion
especial se llama varianza de la variable alea¥gnaes

var(X)=o2=E[Z(X)|=E[[Xx—E(X) 2= *_ (x—u, 2 f(x)dx  (1.210)

. 2 . .,
La raiz cuadrada do,, expresada po°x’ se conoce como desviacion

estandar o desviacion tipica. La varianza o laide®n estandar son medidas de la
dispersion de una variable aleatoria. Otras expmeside la varianza, en términos de
la esperanza matematica son

var(X)=cs)2(=E[[X—E(X)]z]zE[(X —ux)z]zE[Xz—ZXuXer)z(]:
(1.211)
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2 2 2
=E(X?)-2u, E(X)+E(u2)=E(X?) -,
0 bien,

oo=E(X%)=(n, )*=E(X?)~E(X)? (1.212)

1.2.5.2. Covarianza y correlacion.

De forma similar a la definicion de la varianza e variable aleatoria, se
introduce el concepto de covarianza cuando se demsi dos 0 mas variables
aleatorias.

Sean dos variables aleatorias X e Y, que tienenfumeién de densidad de
probabilidad conjunta f(x, y)y definimos la funcion

h(X, Y )=[X=E(X)][Y =E(Y)]=(X=p )(Y-p ) (1.213)
La covarianza ente X e Y se define como la espardaa funcion h(X, Y)
cov(X, Y )=c, =E[h(X,Y)]=E[(X—p,)(Y—p )] (1.214)

0 bien
Sry=d oo [ (x—m ) (y —p, )f (x,y) dx dy (1.215)

Asi como la varianza de una variable aleatoria esgra variacion de su
distribucion, la covarianza expresa la variaciomjaota de las dos variables
aleatorias. Refleja la interrelacion o correlacidutua, para la cual se define la que

se denomina coeficiente de correlacPxy

Ox _ g X=EX)][Y-E(Y)]

Pyy =
y chy oy csy

(1.216)

donde®x y Sy son las desviaciones estandar de las distribusidadas variables X

e Y respectivamente. La correlacion entre dos blsaaleatorias describe cierta
independencia entre ellas. Cuando dos variablasoailas X e Y son estadisticamente

independientes, su covarianza es COxy =0 por lo tanto también su coeficiente de
correlacion.
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1.2.5.3. Matrices de covarianza, cofactor y de geso

Ya hemos introducido el concepto de covarianzadeduncion de distribucion
conjunta de dos variable aleatorias.

La covarianza es, basicamente, la relacion queteexantre dos variables
aleatorias. Si hay tres 0 mas variables aleatquiasestan distribuidas conjuntamente,
debemos considerar las covarianzas de todas l#slgzoparejas de variables. Asi,
cuando hablemos de la covarianza de tres variaddestorias, X, Y y Z, nos

estaremos refiriendo especificamente a las treari@mzas ®xy’ entre X e Y,%xz
entre Xy Z,y%yz' entreYy Z.

Si consideramos, en el caso mas general, m veasialdatorias conjuntamente
distribuidas, es mas conveniente agruparlas en roa@iz o0 vector columna,
formando asi lo que denominamos un vector aleatdsf) si ‘1, ¢2, -+ tm son m
variables aleatorias distribuidas conjuntamentgasunedias so M1, "2 - *m: el
vector

El
_|C
t=| "2 1.717)
Em
es un vector aleatorio.
Si se consideraciones
b=
_| L=
(€—n)=| "2~ H2 (1.218)
=M
entonces
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b=y
(=) (e—p)'= 2782 (=g Gy o Cpmmg )=
[
(1.219)
(0,—ny)? (C=n ) (l=py) o (—p (€ ~u)
_| (=) (0 —ny) (0,—py)? e (=) (0 )
(=) (0 —py) (€ —n J(Ey—py) - (€ —mp)

Calculando la esperanza matematica de los elemdatesta matriz y teniendo
en cuenta que E[(Ei—ui)z]=0i2 (varianza de %) y que E[(t;—m)(t;—n;)|=0;
(covarianza d % y {; y que®j=%;i) obtendremos la matriz simétrica

61 O S1m
2 oo
Y (=El(t-n)(t-p)|=| %12 2 " am (1.220)
Glm c$2m Gm

Las varianzas de cada variable aleatoria formadidgonal principal de la
matriz 2. ¢~ Las covarianzas de todas las posibles parejaartbles aleatorias son

los elementos restantes de la matriz donde, patdamcada covarianza aparece dos
veces.

La matriz 2. ¢ Se denomina matriz de varianza-covarianza delovdci,
simplemente, matriz de covarianza tlepuesto que la varianza de una variable
. . . . 2
aleatoria puede considerarse como la covarianzalmmisméz o, =o; .

Si las variables aleatorias del vectomo estan correlacionadas, todas las
covarianzas son cero, y la matriz se convierteiagotal. En este casc 2 ¢ sele

llama matriz de varianza, aunque por no perdeetelidad le llamaremos siempre
matriz de covarianza.
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De momento supondremos que las observaciones @&o estrelacionadas v,
por tanto, sus covarianzas son cero.

Para un grupo de medidas no correlacion: ‘1, 2, ---» tm cuyas varianzas

2 2 2 : , : :
son, o3, 0,,..., o, respectivamente, se define la matriz de covariamwao la

matriz diagonal

cf 0 0
2 e
I R (1.221)
0 0 o2

('52 (52 02
0 0 0
01 G2 Sm

2
o
0
- 0 0 R 0
(51 2
01
p]_ 0 0 2
0 0 0&... 0 Zoi--- 0
0 0 P : : -
o 0 - 6_2 o2,
m

. . } 2 .
Al sacar fuera de la matriz la varianza de refdéee o, la matriz que queda es
la inversa de la matriz de covarianza, por tanto

P=c2y " 24
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La aparicion de observaciones ponderadas no cowe&das es frecuente en
Topografia. Ello ocurre cuando se realizan difexemipos de mediciones, tales como
angulos y distancias, puesto que la varianza dedigtancia medida en metros es
distinta a la varianza de un angulo expresado @ianmas. Por tanto, cuando ambas
varianzas se colocan juntas en una matriz de \zaigrse calcula la matriz de pesos
correspondiente, los dos valores de los pesos datamos. Medidas del mismo tipo,
s6lo distancias o s6lo angulos, pueden ser no laolweadas pero con diferente
precision o peso, simplemente debido a que hayknrealizadas por observaciones
diferentes y/o instrumentos diferentes.

Cada elemento de la matrzg puede dividirse por la cantidecg para

obtener asi una nueva matriz. Esta matriz se design la letraQ¢: y se llama
matriz cofactor,

2
%1 % %1m
2 2 2
6o 99 Go
(o) ('52 (6}
1 12 % 2m
Q= 2z | 2 o2 o2 (1.225)
G 0 0 0
0 . . .
2
2 2 2
S0 Y Go
0 hien
_ 2 -1_1 1
2 =99 = 2 _Gth (1.226)

0

-1
Como sabemos qt Pfﬁéz ¢ tendremos que,

_2x-1_ 21 -1 -1
Pi=052. ¢ _Go?Qt =Qy (1.227)
0

. -1 . . . .
es decitP;=Q, ", luego la matriz de pesos es igual a la inverda deatriz cofactor
de las observaciones.
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1.2.6. Propagacion de la media y la varianza.

El problema de la propagacion de la media y laavaa consiste en determinar
la media y la varianza de una variable aleatoridimrensional, Y, que es funcion de
los n elementos de otra variable aleatoria n-dimea$ X.

y=F(x) 1.228)

Sean Y y X variables aleatorias m-dimensional Yy imedsional
respectivamente. Consideremos las varia¥i 23somo una combinacion lineal de las

variablesX;: de la forma

yl 811X1+812X2+ +al X +C1
y2 821X1+822X2+ +82 X +C2
(1.229)
ymzale1+am2X2+...+aman+Cm
gue podemos expresar matricialmente como,
y=AX+cC .430)
siendo,
Yi 1 Yo " Ay Xy ¢
_ y _ _ X _ C
y={Y2|, A=|%21 22 " fnl.x="2|. o= 2 (1.231)
Ym qm1 8m2 7 mn Xn Ch

Aplicando a (1.230) que la media de una constatgual a dicha constante y
gue la media del producto de una variable aleapmiaina constante es igual a dicha
constante multiplicada por la media de la variaiatoria, se tiene que

E(y)=E(Ax+c)=AE(x)+c (1.232)

que es la expresion de la propagacion de la medéh @so lineal.
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La ley de propagacion de la varianza sera,
> =Elly-E(y)ly-Ey)]Y
—Elly-c-AE(x)]ly—c-AE(x)]Y
—E{[Ax—AE(x)][Ax—AE(x)]Y] (1.233)
= AE|[x—E(x)|[x~E(x)] Al

=AY, A

por tanto,
t

> J=A D A (1.234)
02 G oo 0

a; 8 v ALl M X;XZ X8 81 v 8y

P 1 8 %n || Ox,x,  Ox, %% |[P12 22 7 qm2

a a cee a ) ) .2 a a2 cee a

ml “m2 mn| | o o - o 1n n mn
anl anz Xn

(1.235)

Supongamos ahora que la variable Y se estableestia ¢gie una funcion no
lineal de la variable X. Asi tendremos que,

y=Fy (X0 %, Xp)
Yo =F o(X g g0 u X))
: (1.236)
ym:fm(xl X2 Xn)
expresado en notacién matricial como,
y=F(x) 1.237)
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Si linealizamos esta funcion mediante el desarraticserie de Taylor para un

entorno de los valorex,=(x3, x5, -, x)' de la variable n-dimensional X, se tiene
que
oF
y=Fxo)+ =5 O(x—x0)+--- (1.238)

Despreciando los términos de grado superior ddnyando

of, of, of |

X,  0X, OX,

oF] | P2 2 T2
J:l@_X]: ox, 90X, o, (1.239)

O0Xq 0X, X,

a la matriz Jacobiana, la forma lineal aproximagta s

y ~ F(xg)+3(x—x) (1.240)

Entonces, la propagacion de la media y la vari@mzaste caso vendran dadas

por,
E(y) ~ F(xy)+JE(x)—Jx, (1.241)
t
DIENDINN (1.242
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ofy oy o o oy O
2

X, 0X, OX le lexz lexn X, 0X4 Xy

of, of, of, 2 of, of, of

Z _| = = ... = GXX GX GXX e
y | 0X; 0X, X, 271 2 2% || 0%, OX, 0 X,

: : g : 5 : f .

0Xy 0X, X, oX, 0X, X,

(1.243)

En caso d existir una Unica funcion,

y=Ff(x;, X5, -+, %) (1.244)

relacionada con n variable (X1 X2+ X,)s |a ecuacion (1.243) puede escribirse
para el caso de medidas estadisticamente indepé&sligovarianzas = 0),

oy 2 [0 y 2 oy 2
o, =4|=——o0 +|——o0o +...+ o 1.245
y \/ ox, %1 OX, %2 OX, *n ( )
1 2 n
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2. Aplicacion de los métodos de nivelacion.

2.1. Instrumentos.

Para la realizaciobn de la parte practica del agari@de nivelacion de este
proyecto, se han usado los niveles de Leica, optiaotomatico, Leica NA 724 y
Leica Sprinter 200, respectivamente.

2.1.1. Nivel éptico.

El nivel topografico es
instrumento que consta principalment
un anteojo con un sistema de lentes
eje oOptico define una visual horizon
La horizontalidad que define el eje 6p
del anteojo, llamado también eje
colimacién, se consigue con ayuda d
nivel de burbuja, colocado junto a
cuando ésta queda centrada. La final
del anteojo es fijar la direccion de
visual hacia la mira y amplificar
tamafio de la misma, debido a ...
aumentos de las lentes.

Al realizar una observacion por el anteojo se puatedentro del campo de
vision y superpuesta a la imagen observada, uadlifiea vertical y otra horizontal
de color negro, denominadas hilo vertical e hiloizumtal respectivamente. Ambos
hilos constituyen la cruz filar o reticulo. El mtio de algunos niveles puede llevar,
ademas, dos pequefias lineas paralelas y equidsstrttilo horizontal, denominadas
hilo superior e inferior, denominandose hilo cdraitahilo horizontal de la cruz filar.
A este tipo de reticulo se le denomina reticuladstétrico, cuya aplicacion se vera
mas adelante. El hilo central del reticulo es & define la visual del eje optico del
anteojo.
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Cruz filar Reticulo estadimétrico

El anteojo puede girar alrededor de un eje vertidal forma que la visual
definida por el eje dptico es la que define el plharizontal de comparacion H entre
dos puntos del terreno.

El nivel consta de una lente ocular, con un tanijue permite enfocar con
nitidez la cruz filar. Ademas tiene una lente db@gue permite la observaciéon del
campo de vision del anteojo. La imagen que se vasetravés de la lente objetivo se
enfoca con otro tornillo.

Para localizar de forma rapida la mira, disponarddispositivo de punteria.
Una vez localizada, la imagen de la mira se cesdtae el campo de vision del
anteojo con ayuda de un tornillo sin fin colocadoet lateral. Salvo este tornillo,
todos los demas del instrumento tienen un recoanafoprincipio y final. Cuando se
llega al tope en el movimiento de algun tornillsteéno debe forzarse, sino ser girado
en sentido contrario para evitar ser dafado.

Como se ha dicho con anterioridad, para conseguiotizontalidad del eje
optico del anteojo, el nivel lleva incorporado uwehde burbuja esférico que se cala
con ayuda de tres tornillos nivelantes dispuestola goarte inferior del instrumente.
Para observar comodamente la burbuja de este aiMels de realizar la lectura en la
mira, sobre él existe un pequefio espejo con imbnade 45° que permite
comprobar en todo momento si la burbuja esta adatrEodo este conjunto descrito
esta ubicado sobre la base nivelante, que sine lpasujecion del nivel al tripode
mediante otro tornillo colocado en éste ultimo.

Los tres tornillos situados sobre la base nivela®enivel se accionan para
“calar” (centrar) la burbuja del nivel esférico gnseguir la horizontalidad del eje de
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colimacion.

Antes de accionarlos, es conveniente que se emenemimitad de su recorrido con el
objeto de que éste no se agote antes de que lajdbsdbhaya calado. Para realizar el
centrado de la burbuja se actda inicialmente sottos de los tornillos
simultaneamente con los dedos pulgar e indice di& m@no, girando los tornillos en
sentido contrario, y teniendo en cuenta que la Warlse desplaza hacia donde
movamos el pulgar de la mano izquierda. Al girartlrnillos, la burbuja comenzara
a moverse debiendo detener el giro cuando la baurdeijencuentre en una posicion
centrada, es decir, cuando la linea imaginariaumgeel centro de la burbuja con el
centro del nivel quede perpendicular a la lineanakf por los dos tornillos que
estamos girando.

Después se acciona el tercer tornillo, hasta ditagiburbuja al centro del nivel,
materializado con una circunferencia.

Una vez centrada la burbuja, entra en funcionamientcompensador interno
gue corrige la ligera inclinacion residual del eggtical, consiguiendo que la visual a
través del eje 6ptico del anteojo sea perfectantarizontal.

Por ultimo, la mira graduada es el elemento obsleneatravés d q
anteojo del nivel, y sirve para determinar la altexistente desde el ple

P

de comparacion establecido por el eje de colimadgnnivel al punt :i:'
donde apoya la mira. La mira tiene una longitudltdé 4 metros, plaga lf—=3
de forma telescopica en cuatro tramos. =
Para poder determinar la altura existente entpgeelie la miray « =
plano de colimacion del nivel, es necesario hanar‘lectura en la mira ,"}-_2
colocada ésta verticalmente. La verticalidad dmila se controla con 1 '2 i'
nivel de burbuja esférico colocado en la parte sopéel primer tram( g
Dicha lectura, en metros, corresponde a esa alam ello, la mira : -f;.Q
encuentra graduada en metros, decimetros, cerdBnetr doble I ==l
milimetros. La lectura se hace apuntando a la nsw@erponiendo “%
imagen del reticulo con la imagen a la mira y olesiio donde incide ="
hilo horizontal de la cruz filar sobre la mira. [Bse punto debem 153!
identificar los cuatro digitos de la lectura: mstrdecimetros, centimet = q/

y milimetros, contando las unidades enteras ddsaje hacia arriba.

Antes de realizar la lectura en la mira hay quertéanprecaucion de que tanto
la imagen del reticulo como la imagen de la mirf@resorrectamente enfocadas,
accionando los correspondientes tornillos de erdo&s posible que si hacemos un
ligero cabeceo hacia arriba y hacia abajo, mientrasamos por el anteojo,
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observemos que la linea horizontal del reticuldesplaza con relacion a la imagen
de la mira. Ello es debido a que la imagen detukgiesta en un plano distinto al de
la imagen de la mira, motivado por un enfoque irextio. Este hecho se denomina
Error de Paralaje y es necesario eliminarlo antesedlizar la lectura de la mira,
girando lentamente los tornillos de enfoque haseaaqmbos planos se superpongan.

Leica NA 724. Caracteristicas.

Al situarse el nivel esférico y el circulo horizahtal lado del anteojo, se
facilita su lectura.

El circulo horizontal se puede leer en grados sestatales o centesimales.

La distancia minima de enfoque son 50 cm.

Datos tecnicos MNATZ0 MNATZ4 NATZE MAT30
Aumentos 0% 2dx 28x% 30x
Imagen Derecha Deracha Darecha Darecha
Diametro del objative 30 mm 2B mm 40 mm 40 mm
Distancia minima de puntaria 05m 0.6 m 0.5 m 0,7 m
Relleno de gas Si 5i Si Si
Medicién de dngulos 30 gradoa/dligon 380 gradoa’d00gon 360 grados/#0dgon 360 gradosd00gon
sal=ccionable seleccionable seleccionable salaccionable
Medicién de cistancia
- Factor de multiplicacion 100 100 100 100
- Constante de adicidn 0 1] 0 L]
Mivel de burbuja 10"/ 2 mime 1001 2 mm 10/ 2 mm W /2 mm
Tomillo de anfoque sencillo sencilla sencillofing sencillofine
Tormillo mov. horizontal dos ladoa, sinfin - dos [ados, sin fin |~ dos lados, sin fin = dos ladoa, ain fin

Precisién |desviacion tipical

Desviacian tipica por ki doble 256 mm 2 mim 1.6 mm 1.2 mim

Medicion a 30 m 1.5 mm 1.2 mm 1 mm 0,8 mm

Compensador

Precisién (desviacion tipica) < 05" < 0,6 <03 < 03"

Rango da trabajo = 18" =+ 16" + 16’ = 15*

Ambionte

Impacto 150 9022-33-6 150 9022-33-5 150 9022-33-5 150 9022-33-5

Proteccién aguasuciedad IPET (inrvwersian totall IPST (inmersion totall IPS7 (inmersidn total) IPST (inmersion total)

Rango de temperatura

- Trabajo -20a+50C -200a E0C -20 & +B0O C -20 8 50 C

- Almacenamisnto “A0a+70C 40 & «TOC -A0 & 70 C -“A0a «70 C

Dimensiones, Peso

Dimensiones instrumento 181212 em 19x12x12 em 21x12x12 em 21x12%12 em

Pasa del instrumento 1.6 kg 1,6 kg 1.7 kg 1.7 kg
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2.1.2. Nivel digital o electronico.

Estos niveles también tienen anteojo y se utilizam una mira, pero no esta
graduada, como la del nivel optico, sino que esmima de codigo de barras. Al ser
un instrumento electrénico, tiene un dispositive gqapta la imagen digital de la
mira, y en funcion de la zona de mira captada pazde calcular la lectura en la
mira, asi como la distancia del nivel a la mira.

Ademas, todas las medidas
se almacenan en una memoria
interna y los datos se pueden
extraer conectando el nivel a un
ordenador. Posee un teclado y
una pantalla LCD que permite
visualizar los resultados de las
medidas.

{LAHRTThi Ly

Leica Sprinter 200 (250/150). Caracteristicas.

El nivel electrénico permite realizar medicionessnpecisas y lecturas sin
error, todo ello de forma mas rapida y sencilla.

Sprinter 50 g : ¥ Sprinter 250M

1 1.0/0.7* mm
Ccm mlmdﬁ aluminio’ @iandan:ﬁn wmla E/con graduacion: 2,5 mm
esviacion tipica: 0,6 mm [electrénica) y 1,2 mm (éptica) a 30m
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2.2. Fundamentos de nivelacion.

2.2.1. Definiciones.

Llamamos Altimetria a aquella parte de la Topogrgiie estudia los métodos
e instrumentos necesarios para definir el reli@lg¢etreno, mediante la obtencion de
la elevacion o altura de puntos del terreno respecina superficie de comparacion o
la diferencia de elevacion o altura entre dos o pu&ésos del terreno.

Nivelacion es el término general que se aplicasaplmcesos que intervienen
en la determinacion de la altimetria del terreng. ltha metodologia de tal
importancia que no se concibe un proyecto de amtstn en el que no sea critica
esta determinacion, tal como la construccion deypégnes, muros de contencion,
drenajes, cimentaciones de edificios, subsideraditedeno, etc.

En altimetria, las superficies de comparacion queosan como referencia
para determinar la elevacion de los puntos detnericorresponden alas superficies
equipotenciales del campo gravitatorio terrestemothinadas también superficies de
nivel. En ellas, la elevacion de todos sus puntsanstante y la direccion de la
gravedad es perpendicular en todos ellos. En eshlidebido el aplastamiento de la
Tierra en la zona de los polos, las superficiesnidel a diferentes alturas y en
diferentes latitudes no son verdaderamente concaatDe todas estas superficies de
nivel, la mas importante es a que corresponde de lpotencial cero, denominada
geoide y definida como la resultante de prolongaalimente la superficie de los
mares en calma por debajo de los continentes.

Sin embargo, para simplificar, localmente podenwssiclerar las superficies
de nivel esféricas y concéntricas a la superfi@geladTierra, a la que igualmente
podremos considerar esférica en todo este analisis.

Aun esta simplificacion, y debido a la irreguladdgue presenta la superficie
del geoide, es necesario definir en cada pais ot e referencia a partir del cual se
establecen las elevaciones del terreno. En este,mlenominado, Punto Altimétrico
Fundamental, se define por medio de maredgrafoscaglalan el llamado cero
nominal.

En nuestro pais, este punto estid establecido panarmedgrafo instalado por el
Instituto Geografico Nacional en el puerto de ladad de Alicante, que define la
elevacion cero para todo el territorio de nuesais.p
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Una de las razones fundamentales es que, en esaetanvel medio del mar
Mediterraneo es bastante estable.

Podemos definir la Cota de un punto como su eléuazialtura respecto a una
superficie de nivel cualquiera, siguiendo la dir@eale la fuerza de la gravedad. La
cota del punto A seria entonces la distancia AA'ctta asi definida se llama Altura
o Cota Ortométrica.

Definimos la Altitud como la cota de un punto cuanid superficie de
comparacion es el geoide. La altitud de A serasiamudcia AAO, y la de B la distancia
BBO.

Finalmente, podemos definir el Desnivel entre dastgs como la diferencia
de alturas o elevaciones entre ellos, cualquieeasga la superficie de comparacion,
es decir, es igual a la diferencia de cotas aidks. Segun esta definicion, el desnivel
entre Ay B es la distancia BB1.

En nivelacion, a la operacion de calcular altitudesotas de puntos, por
aplicacion de los desniveles entre ellos, se demomirrastrar o Correr cotas.
Coloquialmente, en el ambito de la Topografia, sadiitudes también se les suele
llamar cotas.

2.2.2. Fundamento de la determinacion del desnivel.

Supongamos dos puntos del terreno Ay B, relativienproximos (para fijar
ideas, a una distancia inferior a 100 m.), queeagear representados en el siguiente
perfil.

B

A\

A

Imaginemos que sobre ellos se traza un plano hdakaepresentado por su
traza H.
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El desnivel entre Ay B es la distancia entre lgsesficies de nivel que pasan
por ambos puntos que, dada su proximidad, podeomer planas y horizontales.

Este valor lo vamos a representar cc AZ,E (que leeremos: incremento de Z entre A
y B o desnivel entre Ay B).

Podriamos calcular el desnivel entre ambos puritdsésamos capaces de
medir la distancia vertical desde dichos puntosplaho horizontal H, valores

indicados coma y Le respectivamente, y estableciendo la siguientddgda
L,=L,+AZ"
A~ B A 12
de donde podriamos obtener el desnivel como,
B AP

Las distancias LA y LB se pueden medir con ayudaudeinstrumento
denominado equialtimetro, nivel de anteojo, o ntepbgrafico, junto con una mira
graduada.

2.2.3. Nivelaciéon con 3 hilos.

Como su nombre indica, la nivelacion con 3 hiloasiste en tomar lecturas
sobre la mira en el hilo superior, el hilo cenyral hilo inferior. Este procedimiento
tiene las siguientes ventajas: a) permite reakimamprobaciones de las lecturas y
evitar posibles errores, b) produce una mayor dxdcen las medidas al poder la
media aritmética de las mismas, c) permite realzadiciones estadimétricas para
calcular la distancia de la visual entre el nivéd yira, que permitira calcular el peso
de las observaciones para el ajuste de redes @éacion por el método de los
minimos cuadrados.

En este procedimiento, la diferencia entre la lecsuperior y la central se
compara con la diferencia entre la lectura cemntial inferior. Ambos valores deben
coincidir o, en todo caso, diferir en menos debwdlk la divisibn mas pequefia de la
mira: 2 mm. Si la diferencia es mayor de esta daditilas tres lecturas deben ser
repetidas, se calcula la media aritmética de tetlas y se compara con el valor de la
lectura central. Si coinciden o con practicamegteles (< 2 mm.), este valor es el
que se toma como definitivo para los célculos.
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Por otro lado, la diferencia entre la lectura sigper la inferior, multiplicada
por la constante estadimétrica del reticulo ded@nt normalmente 10, es igual a la
distancia de la visual entre el nivel y la mira.

2.2.4. Método de nivelacion del punto medio.

Se pueden distinguir dos tipos de nivelacion, Géonocaéo por alturas, o
Trigonométrica o por angulos.

El método de nivelacién del punto medio se encaeténtro de los métodos
de nivelacion geométrica simple, que son aquelds®que se determina el desnivel
entre dos 0 mas puntos desde una Unica posicionwve

Consiste en posicionar el nivel en un punto antirajue esté situado,
aproximadamente, a la misma distancia de los dasopwcuyo desnivel se quiere
obtener. Desde esa posicién se tomara lectura emrdacolocada en A y después
colocada en B.

Tendremos, por tanto, que
L, =AZB+L
AT24ATEB 3P

de donde el desnivel sera,

La Ls
B_ - T 7
7, | AZy
INDY /i i
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Como hemos comentado anteriormente, la determmaebdesnivel entre dos
puntos se establece en un sentido determinadog desgunto hacia otrc AZ,Ei,

desnivel entre Ay B, medido desde A hacia B. Bbvaumérico del desnivel debe
indicar la posicion relativa entre ambos puntos, tamto, el desnivel debe venir
acompafiado de un signo, positivo si el punto halc@ial se mide el desnivel tiene
mayor cota que el punto desde el cual se mideggtiv® en caso contrario.

Como norma general, determinaremos el desniveledaadpunto hacia otro
como la lectura en e punto desde el cual se midepala lectura en el punto hacia el
cual se mide. Esa diferencia de lecturas nos dasine correcto del desnivel,
positivo 0 negativo, que indicara la posicion ligktorrecta entre ambos puntos. La
nomenclatura que se emplea en nivelacion es |gsigu la lectura en el punto desde
el cual se mide, se denomina lectura de espalddectura en el punto hacia el cual
se mide, se denomina lectura de frente. De estaafogl desnivel entre dos puntos A
y B, se determinara como,

AZi = Lectura de espalda (en A) — Lectura de frenteBjen

En el desarrollo longitudinal (o de perfil) que lemmndicado para la posicidon
de los puntos A y B, y el nivel, hemos indicado ¢ele nivel debe estar
aproximadamente a la misma distancia de los puBtlwsno implica necesariamente
que el nivel esta alineado con ellos; esto serizasn particular.

El nivel puede estar
cualquier punto de la mediatriz -
segmento que une los dos puntos AN
posicion particular en la que el ni ™~ B
esta alineado con los dos puntos « " .
mas favorable, pues es aquella el ™~ /
que las visuales a la mira tiener o -
menos longitud posible y, por tar
se pueden realizar las lecturas cc
mayor precision.

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg

74



Metodologia de calculo de redes topograficas

Este método elimina la influencia del efecto dedtericidad y la refraccion, al
guedar compensados en ambas visuales. Tambiémalianinfluencia de un posible
error sistematico del instrumento por falta dezwntalidad del eje de colimacion.

La

€

(2.5)

Otra ventaja de este método es que no es necesada la altura del
instrumento y, por ello, la altura del eje de calomdn del nivel puede ser arbitraria.
El desnivel entre puntos es independiente de Uaaattel instrumento, es decir, de la
altura del plano definido por el eje de colimacion.

Como caso particular, puede ocurrir que uno o amphatos estén situados por
encima del plano de comparacion que establece éleegolimacion del nivel.

S=(~L,)-Lg=—(Ly+Lg)<O0
(2.6)

B
AZS=Lg—(-L,)=Lg+L,>0

En estos casos se coloca la mira al revés apophda sl punto que queda por
encima del plano definido por el eje de colimacide,forma que la imagen de la
misma a través del anteojo es invertida. Como yiadieo, la lectura sobre el punto
donde la mira esta al revés se considera negatigfectos de determinar el desnivel
como la diferencia entre la lectura de espaldalgdiaura de frente.

Tanto en este método como en el anterior, no hagafale comprobar que el
desnivel esta bien calculado. Si alguna de lasiiastsobre la mira fuera erronea, el
desnivel calculado seria erroneo y no tendriamwsdale detectar una mala lectura.
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2.2.5. Nivelacién geomeétrica compuesta.

Se dice que la nivelacion geométrica es compuegtndo hemos de
determinar el desnivel entre varios puntos deéterde forma que, bien por no haber
visibilidad entre todos ellos o bien porque estamy ralejados unos de otros, es
necesario cambiar de posicion el nivel una o vareees, haciendo un recorrido por
el terreno.

Analisis de un tramo de nivelacion.

Vamos a analizar, con caracter genérico, un traongpaesto por dos ejes, de
un itinerario cualquiera.

Ls Ic

—

La situacion, en planta, es la siguiente:

Consideremos, también con caracter genérico, urideerde recorrido
A—B—C. En el primer eje, entre A y B, colocamos el higa la posicién 1,
definiendo un plano de comparacion. Desde esaiposilel nivel, se realizan tres

niveladas, hacia los puntos A, B '1- La nivelada efectuada sobre (La) se
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denomina Nivelada de ESPALDA, mientras que la aidalrealizada sobre () se

denomina Nivelada de FRENTE. Ambos puntos, A ydiistituyen los extremos del
eje. La denominacion espalda o frente se estalsiegén el sentido de avance del

recorrido. La nivelada efectuada so '1 3 punto no perteneciente a los extremos del
eje, se denomina nivelada INTERMEDIA.

Cambiamos el nivel a la posicion 2, para contirelaiecorrido del itinerario,
donde el plano de comparacion quedara, en gereuwala altura diferente a la de la
posicion 1. Sobre el segundo eje, cuyos extremososgpuntos B y C, se realiza una

nivelada de espalda sobre (Ls): una de frente sobre (Ic) y otra intermedia
sobre!z , punto éste no perteneciente a los extremos eeDégtinguimos con L e |

las lecturas de espalda y frente respectivameoiteglgjeto de poder distinguir ambos
tipos de lecturas.

Para poder relacionar las medidas (lecturas) tosnddade ambas posiciones
del nivel, es necesario enlazar los dos plano®dgaracion. Esto se consigue, tal y

como hemos hecho, tomando una nivelada de frebte &b punto Ellg) , desde la
posicion 1 y una nivelada de espalda sobre dicmmor('-s)’ desde la posiciéon 2,

puesto que el punto B es el punto comin de ambes &ste punto B, asi
considerado, se denomina Punto de ENLACE. Por taltpunto comin a cada
pareja de ejes consecutivos de un itinerario sendpse un punto de enlace.

Segun hemos visto, las niveladas intermedias qoneen a puntos que NO
forman parte de los extremos de los ejes de uerdrio. Por tanto, estos puntos no
sirven para enlazar los planos de comparacion,giedorman parte de la radiacion
hecha desde cada posicién del nivel. De esta manada eje de un itinerario
constara, siempre, de una nivelada de espaldajyivelada de frente y, en ocasiones,
de una o varias niveladas intermedias (puntosadad)a

De la descripcion realizada, vamos a extraer um de conclusiones.

Segun sabemos,

B
AZB=L,~1g
2.7)
AZS=L _—|
B~ —B C
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y por tanto la diferencia de nivel entre los purdgemos de un itinerario sera igual
a la suma de los desniveles parciales de cada eitascejes que lo componen. De
donde,

C_ 5B, ,5C
AZS=AZB+AZS=L , 1 +L =l o=(L s+ L g)—(15+1 )
(2.8)
Azi =Y (Lecturasde espaldla Y, ( Lecturas de frente

es decir, la diferencia de nivel (desnivel) entie puntos extremos de un itinerario es
igual a la suma de las niveladas de espalda marsasria de las niveladas de frente.

Conocida la cota de Ay los desniveles entre A BB, C, Ay C, podremos
calcular la cota de los puntos By C,

B

Zg=Z,+AZ,
(2.9)
C
Z=Zg+AZg
Y también,
Z =7, +AZS @)1
C A A

De estas expresiones, podemos deducir que la mhifarele nivel entre dos
puntos es igual a la diferencia de cotas entrsg,ello

C
AZg=Z.-Z, (2.11)

Bien entendido que el desnivel asi obtenido llevardlicito un signo (positivo o
negativo) que indicara la posicion vertical relat{desnivel) de los puntos medidos
en el sentido desde el subindice al superindice.
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2.2.6. Errores aleatorios en la nivelacion geoméba

Ademas de los errores sistematicos que aparecenrevelacion, tales como
el error de esfericidad, error de refraccion y redebido a la falta de horizontalidad
del eje de colimacion, existen diversas causadgmogue pueden aparecer errores
aleatorios, siendo las principales las debidas rmvielacion del instrumento y a la
lectura sobre la mira. El tamafio de estos erraesesafectado por la calidad de la
Optica del anteojo, la sensibilidad del nivel daboija y del compensador, y la
graduacion de la mira.

2.2.6.1. Error en la nivelacion del instrumento.

El error estimado en la nivelacion de un instruroente tiene un compensador
automatico, vienen dados por el fabricante en lasodd técnicos de dicho
instrumento. Los niveles con un compensador de greeision suelen presentar una
desviacién en torno +0.z°"°, pudiendo llegar hast+1C"" para niveles de poca
precision. Para los niveles utilizados, Leica NAy24eica Sprinter 200, la precision
del compensador es =0.£"" y =0.£"" respectivamente.

(@]

0.=+0.5"" Njvel automéatico Leica NA724

(2.12)
0.=+0.£"" Nijvel digital Leica Sprinter 200

Para una distancia D, entre el nivel y la mirag estor se cuantifica por
Oc/D:DOc 2:(3)

Si se aplica esta expresion al calculo del desmngk dos puntos del terreno
separados una distancia 2D, mediante el métodpuigb medio, el error de dicho
desnivel sera,

2 2 2 5.2 _AR2.2
OAz/c_OC/D_'_OC/D_ZOCID_ZD O¢ (2'14)
de donde,
Oa z/c:iDOc\/E (2.15)
2.2.6.2. Error en la lectura sobre la mira.
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El error estimado en la lectura de la mira se esgprermalmente como el error
estandar estimado en la lectura de la mira poraginie longitud de la visual. Para los
niveles Leica NA724 y Leica Sprinter 200, la premisen la lectura de la mira es de
+lzmm. y *+0.mm, respectivamente, a una distancia de 30 m. tal rjoco
establece la norma ISO 17123-2. Estos valoressmoyrglen a un error en la lectura
de la mira, por unidad de longitud, de

o,==+0.046mm/m. Njyve| automatico Leica NA724

(2.16)
0, =*0.02mm/m. Nivel digital Leica Sprinter 200
Para una distancia D entre el nivel y la miraredrede lectura sera
Oyp=DPoy 2.17)

Si se aplica esta expresion al calculo del desmngke dos puntos del terreno
separados una distancia 2D, mediante el métodpuigb medio, el error de dicho
desnivel sera,

2 2 2 2 2 2
Onz1t=Cyp Oy p=20,p=2D"0y (2.18)

de donde,
Opg=%DoV2 (2.19)

2.2.6.3. Error total.

Por tanto, el error aleatorio total del desnivdalenos puntos debido a ambas
causas, nivelacion del instrumento y lectura dejviene dado por

2 2 2
AZ_OAZ/C+O

o Az/L

2 2 2 2 2, 2 2
=2D"c +2D 0 =2D"(o +0y) (2.20)

de donde

o 5 ,=+\2D%(62+02)=+ Dy 2(c%+0?) (2.21)

Por ejemplo, si se utiliza un nivel Leica NA724 gpaleterminar el desnivel
entre dos puntos del terreno separados una diatdeci00 m. aplicando el método
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del punto medio, el error total de dicho desniesés

T2 2
[e] - 2 2\ __ & M -
Az iom—ﬂom'\/z( ” ) +2(1000mm') :

p

2
+2( 0.04

2
—— | ==+ —
1000) +0.00283 m:

05
= +
_50J2(206265
= +2.8:mm.

Para el caso del nivel digital Leica Sprinter 200,

,\2 2
Oy = 44220 52)— + \/ 0.8 0.02mm.\" _
az = =Dy2(og+0y)=£50my 2| ———| +2 1000mm.

p

2 2
0.8 0.02
= 15042 +2[ 9021 500144 m=

50\/ (206265) (1000) 0.00144m

= +1.44mm.

2.2.7. Redes de nivelacion

El desarrollo clasico de los métodos de nivelagéométrica compuesta y sus
procedimientos de compensacion de errores, mediamealizacion de itinerarios
altimétricos o lineas de nivelacién, se ven coodiados por la geometria de los
recorridos a realizar, dando lugar a los itinesagerrados y abiertos. El desarrollo de
los mismos es lineal, con un punto de inicio y gmto de finalizacién, sin
posibilidad de bifurcaciones. Se ha de establetcesentido de recorrido que implica
la necesidad de asignar un orden a los distingss Afemas, es necesario conocer al
menos la cota de un punto en los itinerarios cesad la cora de dos puntos en el
caso de los itinerarios encuadrados. En ellosp tahtélculo del llamado “error de
cierre” como el procedimiento de compensacion deres empleado, se establecen
en funcion de esa geometria, repartiendo el erparges iguales entre los distintos
ejes y empleando la libreta de nivelacion como aypata el calculo ordenado de los
resultados. Este tipo de itinerarios no nos perméalizar trabajos de cierta
envergadura o extension.
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Hoy dia, con los avances en la fabricacion de unsntos cada vez mas
precisos y el empleo de ordenadores, estos procesolan obsoletos y hemos de
dar paso a la generalizacion de estos metodos empliacion practica sobre el
terreno y a un tratamiento matematico riguroso ajeste de los errores que se
produzcan como consecuencia de la toma de medidas.

Todo ello nos conduce a la ampliacién o extens@rcdncepto de itinerario de
nivelacion al concepto de red de nivelacion. Estauede definir como un conjunto
de itinerarios conectados o enlazados entre sided@ueden existir otro tipo de
condicionamientos tales como uno 0 mas puntos tieamocida, e incluso uno o
varios desniveles conocidos previamente. Desderdbpde vista de calculo, en las
redes de nivelacidon no existe un punto inicial np gunto final, aunque fisicamente
si existan a la hora de la toma de datos en caiigmopoco es necesario definir un
sentido de recorrido, aunque sobre el terreno kEt®sdse tomen en un orden
determinado.

B
A

C

Para el célculo de este tipo de redes vamos a ampde metodologia
desarrollada en el capitulo anterior, aplicand@rékrio de compensacion de los
errores basado en el principio de los minimos @dmd, todo ello con las
herramientas de céalculo que nos proporcionan ebéglineal y la teoria de matrices.
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2.2.8. Ecuacion basica de observacion del desnivel.

Segun hemos estudiado anteriormente, considerao®puhtos del terreno,
. B . .
cuyo desnivel AZ, queremos determinar. Ese desnivel podemos exfmresar
funcion de las cotas de dichos puntos, que en gesenan desconocidas

A (2)2

Con ayuda de un nivel y una mira podemos deternesardesnivel, como
sabemos, aplicando el método del punto medio yesaprel desnivel en funcidon de
las lecturas de mira.

A Lg 3)2

o (2.24)

expresion que se denomina ECUACION BASICA DE OBSEBWN DE
DESNIVEL, que relaciona las cotas de los puntosteleéno, como incégnitas, con
las lecturas de mira, que son valores medidosrtamto, conocidos.

Sin embargo, como sabemos, en todo proceso deigredie cometen errores,
y por ello debemos admitir que las lecturas de mpuaden ir acompanadas de un
cierto error en su medicion, que conduce inevitablge a que las cotas calculadas, a
partir de esas lecturas, sean también erréneasstErsentido, es necesario definir la
ecuacion basica del desnivel (2.24), introducieraio el primer miembro un
componente denominado residuo, que compense lm®&ninherentes al proceso de
medicién que acompafan a las lecturas de mirapare@en en el segundo miembro
de la ecuacion.
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/B
B _____ 7
I'AB
B
ZA /// AZA
A ,/ ______________ a
De esta forma, la ecuacion basica del desnived,seri
B
AZ 41 g=Zg—Z +1g=L,—Lg (2.25)

En esta ecuacion podran ser incégnitas la cotandeouambos puntos y el
residuo.

2.2.9. Peso de las observaciones en la nivelaci@ométrica.

Como se ha visto en el apartado 1.2.4., el pesamdeobservacion se calcula
mediante la expresiéon

p=—2 (2.26)

: : : > : 2
Si consideramos que la varianza de la observa@qgredo unidad ¢o;=1, entonces
el peso se calcula como

p=— (2.27)

O
siendoo? la varianza de la observacion.

La varianza de la observacion de un desnivel seileainediante la expresion

2 2, 2 2
0%, =2D(o+0o)) (2.28)
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Como D es la distancia de cada visual entre el gil@ mira, y en cada eje se
realizan dos visuales iguales (espalda y frentdlareamos L a la distancia total de
las dos visuales tendremos que

L=2D (2.29)

y por tanto, en la expresion (2.28) podremos ceamardque D,O§ y 0|2 son
constantes, de donde la varianza del desnivel sera

022=2D2(0§+0|2)=LD(O(2:+O|2)=I<L (2.30)

siendo k una constante, segun las caracterisécascas del nivel utilizado en la
medicion.

Segun esta Ultima expresion, el peso de un desrewelra dado por

1
Paz™ 27 ki (2)3
Az

pero como los pesos son cantidades relativas, pmxlesimplificar la expresion
anterior y definir el peso de un desnivel como

1
Pr=T (2.32)

En resumen, podemos estableces que el peso desninales la inversa de la
distancia total de las dos visuales que se reaphasaa su determinacion. En este casi,
la distancia L se expresa normalmente en kilbmetros

Como se ha explicado en el apartado 2.2.3, niv@laodn 3 hilos, la toma de
lecturas superior, central e inferior sobre la Mm@ permite, entre otras cosas,
calcular la distancia de la visual entre el nivéaynira. Como en la determinacion
del desnivel entre dos puntos hay dos visuales,denaspalda y otra de frente,
calculando la distancia de ambas podremos callzutistancia total.

Es mas facil entender que cuanto menor es la diastantre el nivel y la mira,
la lectura sobre la misma se hace con mayor poecipuesto que, para un
determinado nimero de aumentos de la lente, laeémalg la mira a través del

anteojo se vera de mayor tamafio. Por tanto, el éerdecture ©i/p serd menor. Por
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ello, podriamos establecer que a menor distan¢ia ehnivel y la mira, mayor es la

precision con la que se calcula el desnivel, frantéro desnivel calculado a partir de
lecturas de mira tomadas con visuales de mayoitla@hgSi calculamos la distancia

total de las dos visuales que intervienen en laisaede un desnivel, esta cantidad
nos puede servir para calcular un parametro relaéilvpeso de la observacion, que
indique la mayor o menos precision con la que sedieulado ese desnivel con

respecto a otro, tal y como se ha indicado enda@én (2.32).

Con este parametro vamos a ponderar cada una @euasiones basicas de
observacion generadas en la red de nivelacionob@to de indicar el peso que cada
ecuacion tiene en el conjunto de la red, es decprecision que corresponde a cada
uno de los desniveles que se han medido. En pranaim desnivel con un peso
mayor se vera afectado de un ajuste menos en jeintore la red.

De esta manera, la ecuacion basica del desnivsid@ando el peso seria,
B
PaR(AZA+Tag)=Pag(Zg=Zp+Tpg)=Ppg(Ly—Lg) (2.33)

Como puede entenderse facilmente, la ecuacion moosiica al multiplicar
ambos miembro por el peso.
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3. Ajuste de redes de nivelacion.

3.1. Ajuste de redes de nivelacion.

Teniendo en consideracion el planteamiento estaloleen los apartados
anteriores, en una red de nivelacién e desniveles com puntos de cota
desconocida, podremos escribir una ecuacion bdsida forma indicada en (2.24),
por cada uno de los desniveles medidos. En estsiang por simplificar, hemos
considerado la no existencia de puntos intermezhdss ejes, con lo que Unicamente
es posible determinar un desnivel en cada ejeragpudta en una ecuacion basica.

En caso de existir puntos intermedios en algunes en cada uno de ellos se
podran plantear tantas ecuaciones basicas comiveles puedan establecerse entre
dos puntos cualesquiera de dicho eje.

En general, como ocurre siempre en Topografia,réemos una cantidad de
medidas (m) superiores a las necesarias para eeselvproblema (n). Por ello,
podemos concluir que en una red de nivelacidbnneatesniveles yn puntos de cota
desconocida, se generara un sistemandecuaciones lineales carrm incognitas,
con m>n. Para resolver este problema matematicoleangmmos las potentes
herramientas que nos proporciona el algebra maltrici

3.2. Redes de nivelacidén con restricciones.

Anteriormente hemos comentado que para calcularrethade nivelacion es
necesario conocer, como minimo, la cota de un poatmcido. En ocasiones se
puede presentar el caso de conocer previamentmaadie la cota de algun punto, el
desnivel existente entre una o varias parejas deogudel terreno. Esto puede ser
debido a la existencia de alguna medicidén previlaeona, mediante la cual se haya
determinado con gran precision el desnivel entgeirads puntos. Estos desniveles
fijos suponen un condicionamiento para el model@jdste de forma que, una vez
calculadas las cotas, se deben verificar esoswvidssifijos conocidos de antemano.
Por ello, cuando en una red de nivelacion se copomgamente el desnivel exacto
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entre una o0 varias parejas de puntos, decimos qué&rasa de una red con
restricciones. Tales restricciones se deben tenecuenta durante el proceso de
calculo y cumplir (verificar) tras el ajuste.

Para ello se aplicara la teoria desarrollada empestados 1.1.14, 1.1.15 y
1.1.16.
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4. Aplicacion a los métodos planimétricos.

4.1. Caracteristicas de instrumentos.

Para la realizacion de la parte practica del apartde planimetria y red
espacial de este proyecto, se ha usado la estat#mle la serie 300 de Leica, Leica
TCR 307.

4.1.1. Angulos que se consideran en topografia.

Los angulos pueden medirse de forma directa, median instrumento
topografico, o determinarse de forma indirectaamipde relaciones trigonométricas,
como cuando en un triAngulo se mide la longitudrege de sus lados. A través del
teorema del coseno se puede calcular la magnitadalquiera de sus tres angulos.

a2+ cz—bz)

B=arcco
\ 2ac (4.1)

4.1.2. Elementos basicos que definen la medida de angulo.

En la siguiente figurae muestran los elementos basicos necesarios gfara d
la medida de un angulo.

Estos elementos son: Direccién de
- Una direccion de referencia A referencia
origen de la mediacion. /
— El sentido de giro, positivo si /
considera en el sentido de 7 ] Sentido de
agujas del reloj. 7 giro
— La amplitud o valor numérico ¢ /
angulo.

/ / Amplitud
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Teniendo en cuenta estos elementos, se puedearaathia clasificacion de los
angulos de la manera siguiente:

HORIZONTALES:

Acimut: angulo horizontal medido respecto a la direcci@h rabrte
geografico.

Rumbo: angulo horizontal medido respecto a la direcci@h mbrte
magnético.

Orientacién:angulo horizontal medido respecto a la direcciéhnibrte
de la cuadricula

VERTICALES:

Altura de horizonteangulo vertical medido a partir de una direccion
horizontal. Estos angulos se denominan tambiénlésigie pendiente, y
pueden ser de elevacion (considerados positivbsg siden hacia una
direccién por encima de la direccion horizontal rééerencia, o de
depresion (considerados negativos) si se mideraham direccion por
debajo de la direccion horizontal de referencia

Distancia cenitalangulo vertical medido a partir de la direccionita.
Estos angulos se denominan también angulos cemitajgueden ser de
elevacion si son menores de 100° o de depresgonsnayores.

Linea de

i Areferencia
| vl
| Elevacion (<100°)
| inea de :\
| \ EleVaC]én (+) i‘eferefcia /\%/
> | Depresion (>100%)

Depresion (-)

Alturas de horizonte Distancias cenitales

En la préactica topografica, dada la dificultad natwue supone conocer con
precision la direccion horizontal que correspondeualquiera de los tres nortes
establecido sobre el terreno, no se utiliza ningdeaestas tres como origen de
medida de los angulos horizontales, sino que estoslefinen a partir de una
direccién horizontal arbitrariamente elegida poisaioos sobre la superficie del
terreno. De esta manera, definiremos la direcci@rientacion de una alineacion
recta sobre el terreno, como el angulo horizontdido a partir de una direccion de
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referencia arbitrariamente elegida por nosotrogdallor del horizonte, donde
habremos fijado previamente el origen de medideestes angulos. También es
comun, en la préactica topogréfica, designar atgsbede angulos horizontales con el
vocablo Acimut, entendiendo claramente que no seegoonde con el acimut
geografico, sino con un angulo horizontal mediqmagir de una direccion arbitraria
de referencia.

Los angulos verticales que habitualmente se emgl@atos cenitales.

4.1.3. Generalidades.

Con caracter genérico, designaremos con el nomlerega@hidmetro al
dispositivo o instrumento que permite la medidaiigulos.

En el ambito de la Topografia, denominamos goniteretimutal al que solo
mide angulos horizontales. Si el goniometro Unigamenide angulos verticales se
denomina eclimetro. Si el gonidometro permite meaitbos tipos de angulos se
denomina goniémetro completo. El instrumento topfigp que se corresponde con
los denominados goniémetros completos, se denoesipecificamente teodolito.

4.1.4. Tipos de distancias.

Entre dos puntos del terreno, A y B, se puedemidfes tipos de distancia,
segun se muestra a continuacion, natural, georaétrieducida.

r ‘ca -
D tancid & O“EK/ e
jt —
— -

Distancia reducida

La distancia natural es la que corresponde al Ipgde resulta de la
interseccion del plano vertical que contiene a ampontos y la superficie del

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg

91



Metodologia de calculo de redes topograficas

terreno. Es la que recorreriamos si fuésemos cahingor el terreno sin salirnos de
dicho plano vertical. Esta distancia se mide cooddmetro

La distancia geométrica es la longitud del vectog gne ambos puntos en el
espacio. Esta distancia se mide de manera indiramdiante instrumentos
topograficos.

La distancia reducida es la proyeccion de las @siarttias anteriores sobre un
plano horizontal. Esta se suele medir de maneeatdiio se puede deducir a partir de
la distancia geométrica. Es la distancia mas inaptet en Topografia, dado que el
terreno se representa en el sistema de planosiasota

4.1.5. Instrumentos que integran la medicion de amdps y distancias.

Al instrumento que integra conjuntamente la medi@é angulos y distancias
se le denomina taquimetro, de forma que podriamcs gue:

TAQUIMETRO = TEODOLITO + DISTANCIOMETRO

Los primeros distancidmetros electronicos, debidu damafio, se montaban
externamente sobre los teodolitos. Posteriormeoielos avances de la electrénica
se redujo su tamafio y se implementaron en el amtede los anteojos,
denominandose asi taquimetros electronicos.

Se les afadio la posibilidad de almacenar los datedidos en soporte
magnético, bien en un colector de datos o en #&arjele memoria, pasando a
denominarse estaciones totales.

Mas tarde los dispositivos de memoria redujeron tamafo y se
implementaron en el interior de las estacioneslag®tadisponiendo asi de una
memoria interna. Para extraer los datos de med&ddnonecta la estacion total al
puerto serie o USB del ordenador
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4.1.6. Estacion total.

Responden a wuna estructura béasica: base
nivelante con tornillos, limbo horizontal y aliadagr
anteojo y limbo vertical.

El anteojo lleva implementado un reticulo
permite hacer punteria, tanto en horizontal com
vertical, hacia los puntos a medir.

Para poder realizar medidas angulares cc
teodolito, desde un punto del terreno denominaahbc
de estacion, este a de ser colocado solidariamebte
un tripode y este ultimo apoyado sobre el ter
Cuando esta operacion haya finalizado, los nivdé
burbuja han de estar calados y la proyeccion a
principal del instrumento, materializado por
plomada, debe incidir sobre el punto de estacid
terreno desde el que se van a efectuar las medt
angulares, que a su vez estard materializado meuicu:
algun elemento de sefializacion (clavo, estacg, etc.

Colocaremos el teodolito centrado sobre la platadodel tripode, enroscando
el tornillo de fijacién del mismo a la parte infaride la base nivelante del teodolito,
quedando éste rigidamente unido al tripode y adrer

El centrado exacto sobre el punto de estacion akzaecon ayuda de la
plomada oOptica. Los modernos teodolitos electr@inoorporan un nivel esférico de
burbuja, de poca sensibilidad, para facilitar uivelacién previa aproximada, antes
de realizar la nivelacion final precisa con el hide burbuja torico de la aliada. En
estos instrumentos, los niveles téricos de la alswh electronicos, aparecen visibles
en la pantalla del teodolito y son mas sensibleslaginiveles esféricos.

Habiendo hecho coincidir la plomada con el puntestacion habra que calar
la burbuja del nivel esférico sin que la plomadalsg del punto de estacion.

Acortando o alargando la longitud de las patasoded que la burbuja tienda a
ir hacia el centro del nivel. La modificacion dddagitud de la pata debera finalizar
cuando observemos que la linea imaginaria entteutbuja y el centro del nivel
incide sobre alguna de las dos patas. La burbujpcsera alejandose de la pata que

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Caateg

93



Metodologia de calculo de redes topograficas

se acorte o acercandose hacia la pata que sealargu

Esta operaciéon se repetira hasta que la burbujaikdiquede en el interiate
la circunferencia impresa sobre el mismo, es desié calada.

A partir de ese momento, con la burbuja del nigéérco calada y la plomada
practicamente sobre el punto de estacion, nosarkdos del nivel esférico, dado
que tiene poca sensibilidad (del orden de 6°) yceantrado no garantiza la
verticalidad del eje principal. Ahora se procedeilar la burbuja de los dos niveles
téricos electrénicos que aparecen graficamenta @amtalla del teodolito, de mucha
mas intensidad (del orden de 207).

En primer lugar se calara la burbuja de uno desedts niveles, accionando
simultdneamente dos de los tornillos de la baselant¥e en sentido contrario
teniendo en cuenta, como ya sabemos, que la busbujesplazara hacia donde se
mueva el dedo pulgar de la mano izquierda. Unacaézdo este nivel, con el tercer
tornillo se calara el otro, colocado en direcciérpendicular al primero.

El calado de estas dos burbujas hace que se maifegdireccion del eje
principal, que al estar ahora en posicion verticgdlica que su proyeccion se haya
desplazado de la posicion del punto de estacionedste momento tenemos las
burbujas caladas, pero el eje principal (la plorhata incide sobre el punto de
estacion. Para conseguirlo, se aflojara ligerameinternillo de fijacion del teodolito
al tripode, y se desplazara sobre la plataformamilgino, sin girarlo, hasta que la
plomada incida nuevamente sobre el punto de estagi@cias a la holgura que
permite el hueco de dicha plataforma. Debido a @ésgplazamiento, es posible que
las burbujas de los niveles téricos se hayan désckn En este momento podemos
tener el eje principal (la plomada) sobre el pudéoestacion, pero las burbujas
ligeramente descentradas. El proceso anterior @etit@ hasta conseguir que las
burbujas estén caladas y la plomada incida exaat&msebre el punto de estacion.

Orientar el teodolito consiste en elegir una didtale referencia, alrededor
del horizonte, sobre el cual vamos a hacer coinkidiectura0?, es decir, vamos a
fijar el origen de la lectura de los angulos hantates

Esa direccion estara definida por algin elementcadécter permanente en el
entorno del terreno y que nos permita hacer ungeganprecisa con el reticulo del
anteojo. Apuntando con precision a ese elementediante el teclado del teodolito,
cambiaremos la direccién a la que estuviera apdotan ese momento la lectt ¢®
hacia esta nueva direccion a la que apunta el janfee esta forma, hemos cambiado
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la direccion de referencia u origen de la medidérangulos horizontales hacia una
direccion concreta, que nos permita volver a osierdl teodolito en la misma
direccidn si fuera necesario continuar las medesagn dias posteriores.

Leica TCR 307. Caracteristicas.

Taquimetro con el que el trabajo de posicionamigntoedicion en las obras se
puede hacer mas facil, rdpido y preciso.

Datos técnicos

Anteow Medlda de angulo: Plomada laser:
Totalmente basculable absoluta, continua * Situacion:  en el eje principal del
* Aumentos: 30x + Tiempo de repeticion 0.3 instrumento
+ Imagen: derecha segundos ] « Precision: Desviacion de la linea
. Diametro libre del objetive: 40 mm © midades elegibles de la plomada 15 mm
. B SN ) 3607 (sexag.), 400gon, (2s) a 1.5m de altura
Istancia minima de 9:1 ;}quea 510 ?[)}606 deC!mal 6400 mil, V%, £V del instrumento
A mi(5. + Desviacidn tipica ; - _— A
» il fno (segin DIN 18723 / 1SO 12857) @ del punio laser: 2 5mm/1.5m
: 3 S TC(R)303 3" (1 mgon
+ Campo visual: 1°36' (1.6gon) TCﬁR;BGS 5 (15 mgoni Compensador
+ Campo visual TC(R)307 7" (2 mgon) Compensador de dos ejes
a 100m 26m « Resolucién de pantalla » Amplitud de oscilacion libre
gon 0.0005 +4'(0.07 gon)
360d goops ° Precision de estabilizacion
360s 1" (TC(R)307) 2" (0.7 mgon)
mil 0.01 (TC(R)305) 1.5" (0.5 mgon)
(TC(R)303) 1" (0.3 mgon)
Sensibilidad de los niveles
» Nivel esférico: §/2 mm Teclado: )
« Nivel electrénica: 207 /2mm * Angulo de inclinacién® 70°
+ Supefrficie: 11075 mm
* pumero de teclas: 12 mas ON

y disparador de medicion
(en el lateral)
+ segundo teclado opcional

4.1.7. Taguimetria. Fundamento y formulas taquiméticas.

La palabra Taquimetria significa etimolégicamemedida rapida Es una
parte de la Topografia que tiene por objeto deteania posicion espacial de puntos
del terreno mediante observaciones simultaneasstindias, angulos horizontales y
angulos verticales.
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Sus principales aplicaciones son:

— levantamientos de pequefas zonas del terreno laggcandes.

— trabajos de replanteo, deslindes, etc.

— otras mediciones propias de la arquitectura y Igenreria que son
complementarias de los trabajos topogréficos.

Supongamos gue se estaciona una estacion total gsolpunto O del terreno,
de coordenadas absolutas conoc (X.:Yc:Zo). donde hay establecido un sistema de
referencia XYZ orientado, fijando en una direccinbitraria a la lectur:0® del
limbo horizontal. Un punt® del terreno quedara determinado, cuando se camozca
las coordenadas parciales o relativas de estectesp®.

Z

A

Para ello, dirigimos la visual O'M a un prisma eefbr situado sobre Q, y
anotaremos los siguientes datos:

I: altura del instrumento

— p: altura del prisma reflector

- 0: angulo horizontales

— V: angulo vertical cenital (distancia cenital)
D: distancia geométrica
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Con estos valores (i, p: medidos por el operadorirdgrumento;0, V, D:
medidos por el instrumento), podemos calcular lasrdenadas relativas de Q
respecto de O. En primer lugar, calculamos la nicséareducida a partir de la
distancia geométrica,

d =D sen\ (4.2)

y también el valor t, distancia desde el plano Zomtal que pasa por O° (eje
secundario del instrumento) hasta el prisma reftedenominado tangente,

t = D cosVv=d cotgV (4.3)

Las coordenadas parciales o relativas de Q resgedibseran

Axg =d se® Rl
Axg =d sem Red
i+t:p+A28 = A28:t+i—p (4.6)
y sus coordenadas absolutas,
Xg = xO+Ax8 = Xotd serd 4.7)
Yo = yO+Ay8 =Yo+d cod) (4.8)
zQ:zO+A28:zO+t+i—p (4.9)

Segun lo expuesto, desde la posicion O de la éstasial se pueden medir y
obtener coordenadas de todos los puntos del espaci@lrededor, siempre que haya
visibilidad y alcance el distanciometro.

Al método topografico que consiste en el levantatmidmedida) de puntos,
desde una Unica estacion por este procedimientole seenominamétodo de
radiacion
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4.1.8. Errores en la medida de direcciones y angugdorizontales.

Cuando se observa una direccion o un angulo hdakdons mayores errores
gue pueden aparecer son debidos al estacionanyignt@lacion del instrumento, a
la colocacion del prisma reflector y a la puntesdare el mismo. Aunque se ponga
mayor cuidado en hacer estas observaciones, tosims @rrores conducen a
resultados inexactos. Por tanto, debemos ser capcadentificar estos errores,
conocer sus efectos sobre las medidas y trataratdificarlos.

Estos errores aleatorios pueden ser de mayor oswamainio, dependiendo del
instrumento, la habilidad del operador y de lasdamanes ambientales en las cuales
se hace la medida.

Para la estacion total Leica TCR 307, la desviaegtdandar de la medida de
una direccién, segun la norma DIN 18723, es:

O

o =E7" =227 (4.10)

4.1.8.1. Error de lectura vy punteria sobre el pgism

Para la observacion de una uUnica direccion angwaizontal, el error de
lectura y punteria sobre el prisma viene dado por

(¢}

pd~ °DIN (4.11)

donde el subindicp indica punteria y el subindickindica direccion. Si se aplica la
Regla de Bessel para obtener un totahdecturas de la direccion angular, dicho
error se calcula como

SpIN
O pd= n 4.12)

que en el caso de que se aplique una sola vez, (a=Xpresion anterior sera

SpiN
Cpd= "% 4.13)

La medida simple de un angulo horizontal se obtieoe diferencia de las
lecturas de las dos direcciones que definen elldngn cuyo caso el error angular se
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calcula como
6. =62+ 05\ =Cnn V2 (4.14)
pa DIN DIN DIN '

donde el subindica indica angulo. Si se aplica la Regla de Bessal patener un
total de n valores de un angulo, dicho error seutalcomo

opn V2
o )
qgue en el caso de que se aplique una sola vez, (a=Xpresion anterior sera
®pa_ °DIN (4.16)

4.1.8.2. Error de centrado del prisma reflector.

Cuando se coloca el prisma reflector sobre un pw#oproducira un error
debido a la falta de centrado de su eje respegiardab. Puede atribuirse este error a
las condiciones ambientales, a la sensibilidad niletl de burbuja del jalon del
prisma, a la habilidad personal, etc. Se admitesyjed jalébn del prisma se sustenta
manualmente, aunque tengamos el maximo cuidadiesplazamiento que se puede
producir alrededor del punto esta en torno a

or:iSmm. 4_:(7)
donde el subindiceindica reflector.

Si analizamos la contribucion de este error a lalidae simple de una
direccién, el error angular debido al error de @d del prisma depende de la
posicion del eje del prisma respecto al punto.l firiema se desplaza en la misma
direccion que la visual desde la estacion al prigajael error de centrado del prisma
no contribuye al error angular. Sin embargo, gjeldel prisma se desplaza a ambos
lados de la visual anterior, el error angular aumefomo se indica en (b), el
maximo error angular se produce cuando el eje dginp se desplaza en direccion
perpendicular a la visual desde la estacion algount
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(@) : >
(b) Ol :::::::::::::::fiiiﬁi@
(C) [ ::::Z:::::::::jfi:::§: E(Gr

Si llamamos°r a la distancia desde la localizacién errénea demha hasta su
posicion exacta, el maximo error angular en la oeediimple de una direccion
debido al error de centrado del prisma sera

male]

o= (4.18)

siendo p los segundos centesimales que tiene un ra(p~63662(°) y D la
distancia horizontal desde la estacién al prisrhaukindiced indica direccion.

Como la medida de un angulo requiere dos direcsiol@econtribucion del
error de centrado del prisma al error total angssdaé

\/Gr 2 c 2 \/Di-l—Dg

r
pl| t|=p| == po
Dl D2 D1D2 '

(4.19)

=+
Gra -
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donde el subindica indica angulo.

Si admitimos que en ambos puntos se pueda proeluciaximo error angular
debido a la falta de centrado del prisma, este esano de los mas significativos en
las observaciones angulares.

4.1.8.3. Error de centrado del instrumento.

Cada vez que se estaciona un instrumento sobreuato,pexiste cierto
desplazamiento en su posicion respecto a la posex@cta del punto. Este error
depende del dispositivo de centrado (plomada 6mtitéser) y de la habilidad del
operador. Como se observa a continuacion, pareetida de un angulo, este error
puede compensarse parcialmente dependiendo dsi@jmodel instrumento o puede
ser maximo si el instrumento se estaciona sobrbidectriz del angulo. En las
especificaciones de la estacion total Leica TCRs&0ihdica que la observacién de la
linea de la plomada es de 1.5 mm. a 1.5 m. deaajtgue el diametro de la plomada
laser es de 2.5 mm. a 1.5 m. de altura. Por elonos a admitir como
desplazamiento maximo del eje del instrumento spa punto de estacion, debido
a una falta de centrado del instrumento, la cadtida

ciziZ.E mm. (4_20)

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg

101



Metodologia de calculo de redes topograficas

Segun esto, la medicién simple de una direcciérerr angular debido al
error de centrado del instrumento sera

O.

[

Para un angulo, puede deducirse que el error anggila

D
c._ == 3

O.
L

siendo P1 y P> las distancias desde los puntos 1 y 2 al puntesiacion del
instrumento, respectivamente Ps la distancia entre los puntos 1y 2.

Finalmente, los errores totales en la medida a@gedibnes y angulos, debidos a

los errores de punteria y lectura, y de centradlpriema reflector y del instrumento
son

_ 2 2 2
Gd—\/cpd+crd+cid (4.23)
c :\/(52 +62 4062 (4.24)
a pa ra ia :
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4.1.9. Errores en la medida de angulos verticales.

El error que se produce en la medida de un angeridat con una estacion
total se calcula mediante la expresion

Ov: v 202DINjLogv (4-25)

siendo “cv la precision del compensador vertical del instmitoe que para la
estacion total Leica TCR 307 o,,=2""~6.2°

En el caso de que se aplique la regla de Bessehgaios un total de n
medidas del valor angular, el error se calcula argdi

2 2
o = 200N T0gy (4.26)
v n

Si solo se aplica una vez la regla de Bessel (Ha&2)presion anterior sera

o, =VopN+og, (4.27)

4.1.10. Errores en la medida de distancias.

Las distancias medidas con estacion total se vettsalas del error
instrumental, que el fabricante expresa de fo +(a+bpp). En esta expresion, la
constantea es fija e independiente de la distancia mediaeyesvariar entre 1 y 10
mm., mientras que la variabte(expresada en partes por millon, o mm/km) depende
de la distancia medida y suele variar entre 1 pdrd. También afectan a la medicién
de la distancia los errores de centrado del insnio, i y de centrado del prisma

reflector, ©r, ya estudiados anteriormente.

Segun lo anterior, el error estimado en la medidaddtancias se calcula
mediante la expresion

o —\/02+02+a2+ _bD_J° (4.28)
D ! r 100000
Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg

103



Metodologia de calculo de redes topograficas

5. Ajuste de redes planimétricas, redes taquimeétras o redes
espaciales.

5.1. Trilateracion.

5.1.1. Ecuacion basica de la distancia horizontal.

El ajuste paramétrico, por minimos cuadrados, deo$acion planimétrica de
puntos del terreno por trilateracion, supone establuna ecuacion de observacion
gue relacione las magnitudes observadas (distangiasus errores aleatorios
inherentes, con el valor mas probable de las coadis X e Y (los parametros) de
los puntos objeto de levantamiento.

Supongamos dos punt ' (X;+¥;) y 3(x;.¥)) | cuya distancia horizont % se
ha medido con una estacién total y llamarer "js al error residual de dicha

observacion. Designemos p*i'Xj*Yi- ¥j a los valores mas probables de las
coordenadas de dichos puntos.

Y A

J (Xj,}’j)

I(x,y:)

Entre ambos puntos se puede establecer la siguamtacion basica de
observacion para la distancia medida.

\/(Xj—Xi)z—(yj _yi)2= dij—l-l’ij (51)
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El primer miembro de esta igualdad es una funcidrirmeal de las variables
Xi» ¥i» X5 ¥, . La ecuacion anterior podemos escribirla de lenégr

Flx X0y yy) =dy+ry (5.2)

Para poder aplicar el método de los minimos cuadrathl y como se ha
descrito en el apartado 1.1, es necesario lineasta funcion mediante el desarrollo
en serie de Taylor hasta la primera potencia, éesprdo los términos infinitésimos
de segundo orden y superiores,

F(Xi,Xj,yi,yj) = F(Xi 07Xj O’yi O’yj 0) +
(5.3)
oF

axi

oF

OX.
J

oF

ayj 0

oF
oy.

dxj+

+ dyj

dxi +
0

dy; +
0

i 0

siendo *i o' Yi o' Xjo’ Yjo los valores iniciales aproximados de las coordasate

los puntos |y J, datos que también nos propordeeatacion total si previamente se
han introducido en ella las coordenadas del puet@stacion y se ha fijado una
orientacion determinada para establecer el sistent@ordenadas del levantamiento.

En la ecuacion (5.3) los términos de la for

oF d
x| X corresponden a las
|

derivadas parciales de la funcion F respecto a cada de las coordenadas
planimétricas, evaluadas para los valores iniciales dichas coordenadas. Al
linealizar la funcion, las incégnitas pasan a sdrora los diferenciales

dx;, dy;, dx;, dy;  que una vez calculados resolviendo el sistemaalmciones

correspondiente, deberan sumarse a las aproxineacioiciales para obtener unos
valores de las incogniti*i: ¥i: Xj» ¥j mas precisos,

Xjq = X gt dX,
Yi1=Yiotd,
(5.4)
X.,.=X. +dX.
i1 io d J
o=y, +dy.
yJ 1 yJ 0 yJ
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Con estos nuevos valores de las coordenadas, reésqw que los iniciales, se
vuelve a linealizar la funcién F,

dy;+ IF dx. +
1 j

(5.5)
oF

axi 1

oF
oy

+ o+ oX.

it

oF
8yj L ]

calculando nuevamente los diferencia ;- ;. d%;. dy;  que deberan ser mas
pequefios que los obtenidos en el paso anterior,agse vez se sumaran a las
coordenadas obtenidas en el paso anterior paraeshiaas nuevas coordenadas mas
precisas que las anteriores,

Xj =X Hdx
Yip=VYit
(5.6)
X=X 1+dxj
Yi2= Y1ty

De esta forma, se va iterando el sistema de eqexidasta que los
diferenciales 9%;> 4Y;. d%;, dy; se anulen o sean inferiores a una cantidad esiah)e
por ejemplcs.1C* para las coordenadas.

Como en este caso la funcion F es,

2 271/2
F(xp, X0 ¥y v)) =] (=% 2+ (= y)?] (5.7)
la derivada
OF _ 00y Pty —y 2] 2 20x,- %) (-
S = 3l x Py =y ] 20 ) () .9
oF Xi X%, 59)
oxX. 1/2 .
! [(Xj_xi>2+(yj_yi)2]
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y evaluada para las aproximaciones iniciales dedasdenadas,

0
oF | _ Xio %jo _ TAX (5.10)
OX. 2 271/2 0 .
i 0 [(XJ O_Xi 0) +(yj0_yi0) ] dlj
De la misma forma, el resto de derivadas parcsdas
0
oF | _ TAYij
9Yi lo d?j
- - 0]
oF ] _ AX
L d ij
- - 0]
oF | _ AYij
0
_6yj _O di i
guedando la ecuacion basica de observacion detkndia,
0 0] 0 0
AX AY: . AX: AY:.
0o_"7ij _ i i ] i j _
dij d° dy i d0 dyijL d° dXJ”L d° dyj_dinij (5.12)
i i j i j i
donde si llamamos,
F(X; o Xio0'Yio' Yjo ) = dij = [(Xj 0~ %io) +(yj0_yi o) ] (5.13)
entonces,
k. =d —d° 8)1

i i ij

es la diferencia entre la distancia observada (@agdy la calculada por las
coordenadas aproximadas. La ecuacion (5.12) podrerpresarla finalmente como,
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0 0
—AX.. y AX; AY.
i | I ] _
) d,— iy d it iy d xitT—5 do d . kij+rij (5.15)
i (] (]
Para definir la posicion y orientacion del levantmo, es necesario conocer
al menos las coordenadas planimétricas de dossgunto

5.1.2. Fin de la iteracion.

Cuando se programa un ajuste no lineal por minimemrados, se debe
establecer algun criterio que determine el momeaptopiado para detener el proceso
de iteracion. Puesto que es posible tener algupogde datos que no admita
solucion, también es importante determinar cuangede ocurrir esta condicion.
Vamos a comentar tres métodos que podrian indicando detener el proceso de
iteracion.

a) Limitacion del nimero maximo de iteraciones.

El procedimiento mas sencillo para detener ladiéraes limitar el nUmero de
iteraciones a un valor maximo. El riesgo de estéodmees que si ese maximo es
bajo, no se alcanzara la solucion optima al fiaaled proceso, y si es demasiado alto,
se invierte tiempo de célculo en iteraciones insacas.

Puesto que este método puede no asegurar la cenegxghay que prever que
el ajuste no entre en un ciclo indefinido, que pdrcurrir si la solucion diverge.
Cuando las aproximaciones iniciales de los parametrcégnitas son buenas, suele
ser suficiente un limite inferior a 10 iteraciopasa obtener una solucién, puesto que
el método de minimos cuadrados converge cuadratitzm

b) Limitacidén de la correccibn maxima.

Este método supone controlar el valor de las coees. Cuando todas las
correcciones alcanzan un valor despreciable, alegm de iteracion se detiene. El
término despreciable es relativo. Generalmentantegpreta como una correccion
gue es menor que la mitad de la unidad mas pegleeépreciacion en la medida. Por
ejemplo, para distancias medidas con apreciacidnrdm, seria apropiado aceptar la
convergencia cuando el valor absoluto de las coores sea menor de 0.5 mm.
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c) Control de la varianza de referencia del ajuste.

El mejor método para determinar la convergenciaosdrolar el valor de la
varianza de referencia entre iteraciones. Como é@bdo de minimos cuadrados
converge cuadraticamente, el proceso de itera@berih detenerse si la varianza de
referencia se incrementa. Un incremento de la nasiade referencia indica una
solucion divergente, pudiendo ocurrir debido a dedas dos cosas siguientes:

1.- Existen errores groseros en los datos y n@sblp la solucién estable.
2.- El valor maximo de la correccién es menor guerécision de las medidas.

Controlando la varianza de referencia puede degectl convergencia o
divergencia. Se admite la convergencia cuandorebmaen la varianza de referencia
cae por debajo de algun limite establecido, pomgle menor del 1% entre
iteraciones consecutivas. Si el valor de la vanade referencia se incrementa, la
solucién es divergente y hay que detener el prodgestracion.

5.2. Ajuste de un levantamiento por trilateracion.

La geometria de una red topogréfica, levantaddripaieracion, puede resultar
de formas muy variadas. Todas son igualmente dalaptal ajuste por el método de
ecuaciones de observacion. Sin embargo, la coafighm geométrica de cada red da
lugar a un problema especifico de ajuste.

Consideramos, por ejemplo, el ajuste de una reglajm
Yy A

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg

109



Metodologia de calculo de redes topograficas

Los puntos A, B y C son puntos de control cuyasasmadas (X, y) son fijas y
conocidas. El punto P es aquel cuya posicion plémioa queremos determinar
midiendo las distancic 9pa’ 9pe ¥ dpc- Como es légico, con solo dos distancias al
punto P podriamos determinar unas coordenadaslescaproximada (Xpg Ypo)-

La tercera distancia es redundante y hace podildél@ilo y ajuste de los valores
mas probables de las coordene (Xps Vi)

Las ecuaciones de observacion se establecen gantin los valores
conocidos en al ecuacion basica (5.15). La ecuap#m la distanci:9pa+ por
ejemplo, resulta de sustituir el subindice i poy Bl subindice j por A. De forma
similar se obtienen las otras dos ecuaciones. Hemadservar que si algun punto es
de control, sus coordenadas son invariantes y grdo tdx=0 y dy=0, anulandose
dichos términos en la ecuaciéon basica. De ahiagé&és ecuaciones de observacion
gue podemos formar son:

X —X Yo -y
po_ XA po YA 0
£ dxp+ 0 dyp=(dpp—dpp)+Tpa
AP AP
X, —X Yo —y
po B po VB 0
40 dxp+ 4© dyp = (dpg—dpp)+Tpg (5.16)
BP BP
X o= X Yo=Y
co_ Xc po Yc 0
40 dxp+ T dyp = (dpc=dpc)+Tpc
cP cP

siendo,

dpa = \/(XA_XPO)2+(yA_yPO>2

dgE = \/(XB_XPQ)2+(yB_pr>2 (517)

dpc = \/(XC_XP0>2+(VC_VPC)2

las distancias horizontales calculadas a partir l@® coordenadas iniciales
aproximadas.

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg

110



Metodologia de calculo de redes topograficas

De acuerdo con (1.57) y (1.60), el sistema de ecnes anterior puede
escribirse en notacidon matricial de la forma,

Jx+r =k
(5.18)
k=t—¢°
y en el caso de considerar los pesos de las ologmmes,
P(Jx+r)=Pk
(5.19)
k=t—¢°
Xpo~*a  Ypo Ya
0 0
e e r dPA_dIgA
_| "o "B YPo YB|  (_[9%p| (= _ 0
) 40 e ;% dy ; T=1"es|; K=|dpg—ddg (5.20)
PB PB P r 0
PC dpc—dpc
XpoXc YpoYc
0 0
dpc dpc

siendo,

J: matriz de los coeficientes.
x: vector de las correcciones incogni 9%p: 4Yp-

k: vector de constantes, igual a la diferencia erdee distancias medidas y las
calculadas a partir de las aproximaciones inicidéelas coordenadas.

r: vector de los residuos de las distancias medidas.

P: matriz de pesos.

El valor mas probable de las correcciot (9%, dYp) y, por tanto, de las

coordenada: (X' Yp) se obtiene resolviendo la ecuacion matricial (pdg5.19),
resultando, como se indico en (1.59) y (1.61),

x=(J'3)7 13k (5)2
x=(J'PJ)" 13" Pk (5.22)
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segun se consideren todas las observaciones conselo pero 0 con sus pesos
correspondientes.

Una vez calculadas estas correcci0|(dxp’dyp)’ se deben sumar a las

aproximaciones iniciale (Xper Ypo) para obtener unos valores mas aproximados. Los
valores finales ajustados se obtienen iterandesnsa de ecuaciones hasta que las
correcciones obtenidas sean despreciz (<5.1¢C *m.).

5.3. Formulacion de la matriz de coeficientes genalizada.

En la red de trilateracion de la siguiente figuea lan medido todas las
distancias indicadas. En ella, los puntos Ay Caé®icontrol, cuyas coordenadas son
fijas y conocidas.

En esta red hay 10 observaciones y 8 incognitas@ardenadas x e y de los puntos
B,D,E,F). Los término 9%a- Y- 9% dY¢ son nulos al ser las coordenadas fijas, lo

cual hace que queden ajenos al ajuste. La matroelecientes de la red se forma a
partir de la ecuacion basica de la distancia careldmp términos que afectan a las
coordenadas a ajustar, como se indica en la tabtanéinuacion. En ella los
coeficientes apropiados de la ecuacion (5.15) sdican mediante sus

correspondientes términos incogr 9%;: dy;. dx;. dy;.
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Distancia lJ 9Xg  d¥g  dXg dy, dxg dyg dxo  dy.
AB dx;  dy, 0 0 0 0 0
BC dx, ady, 0 0 0 0 0 0
DE 0 0 dx; dy; dx, dy; 0 0
CF 0 0 0 0 0 0 dx; dy
AE 0 0 0 0  dx dy 0 0
BE dx;  dy, 0 0 dx,  dy; 0 0
BF dx,  dy 0 0 0 0  dx; dy
DF 0 o & dy 0 0 9 dy
BD dx, dy; dxy o dy; 0 0 0 0
CD 0 0  dx; dy 0 0 0 0
EF 0 0 0 0 4 dydxpdy

5.4. Trianqulacion.

Los levantamientos topograficos realizados por étooho de triangulacion
permiten obtener las coordenadas planimétricasudeog del terreno a partir de la
medida de angulos horizontales. En este caso,dadirar la posicion y orientacion
del levantamiento, es necesario conocer al mersosdardenadas planimétricas de
un punto y el acimut de una direccion a partir iba punto, o bien las coordenadas
planimétricas de dos puntos

En estos levantamientos se pueden realizar tres di@ medidas:

— La medida del acimut de una alineacion, que esgella horizontal medido
a partir de la direccion del eje Y del sistema derdenadas que se
establezca para el levantamiento.

— La medida de la direccién de una alineaciéon, quel @ngulo horizontal
medido a partir de una direccion arbitraria.

— La medida del angulo horizontal definido por domesciones, que se
puede obtener por diferencia de acimutes o deaiees.
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5.4.1. Ecuacion basica de observacion del acimut dea alineacion.

El acimut de una alineacion i-j sobre el terreno

Yy A
Tij ;
vy
e
Ay @/ //
=
i© >
AX X
se calcula a partir de la expresion,
" 29)
tgo. = 483
ij Ayij
de donde,
6 Axi. X=X £ 24
. =arct =arct ]
i g—LAyij @l—’—yj_yi (5.24)

Como sabemos, en esta expresion hemos de teneeeta @l signo d 2% y

el signo deY;; para definir el cuadrante en el que se encuehfrargo j respecto

del punto i, y asi calcular correctamente el aciittenemos en cuenta el error
cometido en la medicién, la ecuacion de observadgbacimut se define como

X.—X.
_ i
0,+T; —arctgyj__—y (5.25)
i i
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gue genéricamente se puede expresar de la forma,

0, +1;=F(x;, ¥ X, y)) (5.26)

De la misma manera que anteriormente, a partindeaproximacion inicial de
las coordenadas de los puntos i y j, podemos iragdh funcién F por desarrollo en
serie de Taylor hasta la primera potencia,

oF oF
P, Yis X Y1) =F(X 0 Yi 00 X0 Yj o) F| 5 dei+ a—y-]odyi +
| I
(5.27)
oF oF
— | dx.+| =—| dy.
+ 0X;lp ayjoyl

Teniendo en cuenta que la derivada de la funciéig &n) respecto de x es,

d 1 du
—arctg u)= —
3 arctdu) o7 dx (5.28)
las derivadas quedarian finalmente,
oF | _ 1 -1
oX. |g . PY. V.
i[O X X; 0 i0
14 jo 7o J
YioYio
(5.29)
. (_1)(yj0_yi 0) __(ij_yi O)
- 2 2 0 \2
(Xj O_Xi 0) +(yj O_yi 0) (di j)
gue podamos expresar de forma abreviada como
0
oF | _ —AYij
= (5.30)
y las demas como
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0 0 0

{aF _AX  Tar] _AYij [or] _TAX; (5.31)

ayi 0 (dIOJ)Z ' aXJ 0 (dIOJ>27 ayj 0 (d?J>2 .

De esta forma, la ecuaciéon de observacion del dajoedara asi

P AY dx. +p AX]) dy.+p AY dx. —p AX]) dy.=k. +r (5.32)

P02 02 i 02 7 P o2 i i e -

(di j) (di j) (di j) (di j)
siendo,
0 Xio %o
F(Xi o' Yio: Xj 0 yj 0):ei j:arctgm (533)
] |

el acimut calculado a partir de las coordenadasxapadas, teniendo en cuenta el
cuadrante. Entonces

0
Kij=9;;—9; 5.34)

es la diferencia entre el acimut medido y el caldala partir de las coordenadas
aproximadas. En general, este veKj es de pequefia magnitud, por lo que es mas
comodo expresarlo en segundos centesimales. Boyglara que la ecuacion (5.32)
sea consistente en las unidades de medida, elrpmmeenbro debe multiplicarse por

la constanttp=636619.77°¢ que corresponde a los segundos centesimalesense i
un radian.

5.4.2. Ecuacion basica de la direccidon horizontaleduna alineacion.

Si consideramos la medicLij de la direccién horizontal de una alineacién deéin
por los puntos i y j, con una estacion total oadaten una direccion arbitraria, que
forma un angul® (acimut de la lectur o) con la direccion de referencia (eje Y)
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Tij

.

7
1€ >
X
tendremos que
0=kt 5.35)
de donde la direccion angular horizontal sera
AXi. X.—Xi
L;i=9; —(9i—arctg—1-Ayij —0; —arctg—J—yj_yi -0, (5.36)

Si tenemos en cuenta el error en la observacida deeccion, esta ecuacion
gueda de la forma

X.—X.
J |
Lij+rij=F(xi, Yi X Yy 0.) (5.38)

gue igualmente podemos linealizar por desarrollsegie de Taylor, de la forma
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- dF dF
F(X;, Y xj,yj,ei)—F(xiO,yio,xjo,yjo,eio)Jr dx dei+ dy 0dyi+
(5.39)
oF oF oF
+|=—| dx;+| =—| dy.+| ==+ | dO.
axjo i ayj]O J GGiL !
cuyas derivadas son,
0 0 0
oF | _~AYij [or]_2%; [ar]_AYj
XiJo (dP " | Wi ()7 [0 (df
(5.40)

0
!aF] _TAX lﬁ] —_1
o v | 00,

ayj' 0 (dioj)2 i |0

guedando finalmente la ecuacion de observaciéa d&dccion horizontal como

M) d AX;) d M) d Ax) dy,—do. =k

—p X:+p y.+p X:—p y,—do. =k +r. (5_41)

N C ) N ) C

siendo,
F( 0 )—LO _ tgijLXio_e 5.42
Xio Yior Xjor Yjor Yio/=Lij=aC Y. —y. i0 (5.42)
j0 i0
Entonces,
0

kij =L;—L; 48)

es la diferencia entre la direccion medida y lzulada a partir de las coordenadas
aproximadas. En este caso, tenemos que

0_,0 .0
Li7=9—9; 48)
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y ademas
eiozeioj_l‘(i)j 45)
de donde
LY=L (5.46)
y, por tanto,
K =0 (5.47)

En el caso de existir mas direcciones medidas daselgtacion i, bastaria con
. 0 . .z
calcular el valor aproximad6;” para una de ellas mediante la ecuacion (5.45), en

cuyo casck j=0- Este valor se utilizaria para el resto de ecuasiate direccion
desde dicha estacion, con lo cual el v. ki 0 para dichas ecuaciones.

Al igual que dijimos anteriormente, los términod gamer miembro de la
ecuacion (5.41) deben multiplicarse por la const p=636619.77°¢ y expresa Ki |
en segundos centesimales.

Como vemos en este caso, en la ecuacion de obeerv@c4l) aparece la
incognita del acimut de la lectuo® en la estacion i, valor que es necesario calcular,
si bien no tiene una importancia fundamental ercagltexto del levantamiento.
Siempre que desde un mismo punto se hayan medids hrecciones a diferentes
puntos, existe una manera de eliminar el valorad@hut de la lecturio9, y es
calculando los dngulos horizontales entre paregaaideaciones, por diferencia entre
dichas direcciones, dando asi lugar al estudioadecluacion basica del angulo
horizontal.

5.4.3. Ecuacion basica del angulo horizontal defido por dos alineaciones.

En la siguiente figura se muestran los elementescgustituyen la observacion del
angulo horizontal delimitado por dos alineacionas se cortan en el punto |.
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La medida del &ngulo horizontal que forman lasealaiones i-j e i-k, en el punto i de
interseccion, puede obtenerse por diferencia dewdes o de direcciones entre
ambas alineaciones, de forma que

H. =L

ijk m_L

ijZ(eik_ei>_(eij_ei>:eik_eij (5.48)

donde se ha tenido en cuenta, segun (5.35), que

L =% =9,

(5.49)
L”:e”—q

Por tanto la ecuacién (5.48) carece del valor dehat de la lecture09, y puede
expresarse en funcion de las coordenadas de lésspeomo,

H A Xy ﬂ XX i 5.50
o =arctg—— —arct =arct —arct .
ik Ayik gAyij gyk_yi gyj'_yi ( )

Teniendo en cuenta el error en la observacion glditacciones angulares, podemos
definir la ecuacion de observacion del angulo loortiazl como
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H t Xk_xi tgﬂ (5 51)
T =arc —arc .
i =y Sy, Yi~Yi

Ho +r. =F(x.,y x.

ijk ijk i’ X yk> (552)

j 1)

gue puede linealizarse por desarrollo en serieagioil

dF
F(Xi’ yi Xj’ y]’ Xk’ yk):F(Xi 0’ yi 0’ on; yjo, Xk 0’ yk 0)+ &lodxi‘f‘
|
(5.53)
dF oF 0 oF 0
+ dy,+ dx+ dy+— dx, + dy
dyl X J]O ayJ]O ox ] ayk] “
siendo la derivada
{ oF | _ 1 -1 1 -1
| = 2 —v. 2y -y
ilo Lo Mo Xio | YKo Yio (X0 Xi0|" YioTYio  (5.54)
Yo VYio Yio™VYio
oF | _ ~(Y 0 Yio) ¥Y;0=Yio)
ox. |~ 2 2t 2 2 (5.55)
110 (Yo Yio) (X o=Xi o) (¥ oY o) +(Xj =% o)
gue podemos expresar de forma abreviada como,
0 0
oF Ay AY: K
| = o2 (5.56)
i |0 (di j) (di k)
De igual forma se obtienen el resto de derivadas,
0 0
OF AX. AX:.
ov. |~ olkz_ 0”2 (5.57)
Yi o (di k> (di j)
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0 0
oF _TAYij [oF] _AX;
O%jJiojoko (d))? " [ (d))*’
(5.58)
0 0
[oF] _AYik . {GF] _ A%k
) an 0 (d|ok)2 , ayk 0 (dlok)z

gue permiten expresar la ecuacion (5.51) de obsiérvdel angulo horizontal como,

0 0 0 0
AYij AV AXig  AX
Plo 2 70 2|t o 2 0 | Wi
(@ P () (@0 ()
0 0 0 0 (5:59)
N AX?. : AX;
J I ] i k i k .
—p——50dX.+p dy+p——dx,—p——dy, =k +r
o N C ) N C 0 C
siendo,
0 Xko %o Xio"%io
F(X o Vi o X0 Yjor Xk 0 Yk 0):Hijk =arctg————— —arctg—J—_ — (5.60)
Yo VYio Yio~Yio
teniendo siempre en cuenta el cuadrante.
Entonces,
0
Ki =Hie —Hi (5)61

es la diferencia entre el angulo horizontal medydel calculado a partir de las
coordenadas aproximadas.

Igualmente, el primer miembro de la ecuacién (5d&he multiplicarse por la
constante p=636619.77% y expresa Kix en segundos centesimales.
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5.5. Taguimetria.

Como se ha descrito en el tema 4, la taquimetréd egtodo topografico que
nos permite determinar las coordenadas espacialesiaquier punto del terreno a
partir de la medida simultdnea de angulos horizesitaangulos verticales y
distancias. Para el ajuste por minimos cuadradasdevantamiento taquimetrico,
hemos de tener en cuenta las ecuaciones basicabsdevacion estudiadas hasta
ahora (distancia horizontal, acimut, direccion gw@a horizontal). Para el calculo de
la coordenada Z intervienen ahora la medida dellangenital y la distancia
geomeétrica, cuyas ecuaciones basicas de obsenexigecesario establecer.

5.5.1. Ecuacion basica de observacion del anguladal.

Como sabemos, en taquimetria, el calculo del dek2Zj entre dos puntos
del terreno se realiza mediante la expresion

p+Azij=t+h &3)

siendo p, la altura del prisma; h, la altura dstruimento y t se calcula mediante la
expresion

P (5.63)

siendo djj- la distancia reducida entre los punto Vij: el angulo cenital medido
desde el punto i hacia el punto j, segun estadigur
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|
Y
Por tanto, la expresion (5.62) resulta,
d.
]
p+Az, thij+h (5.64)
Reagrupando términos,
d.
L +Az;—h 5.65
v, P (5.65)
podemos despeji 19V
V. MXWMH =i Pty ) (5.66)
' Azij+p—h Az ;TP h Zj=z;+p- h

La ecuacion de observacion del angulo cenitaleteto en cuenta el err jj
de dicha observacion, y llamando m=p-h, quedara asi

2 2
X —X)°+(y; -V,
v +r=arct \/( J )7+ ! ]

) q—;+m

(5.67)
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gue genéricamente se puede expresar como

Vij+rij=F(xi,yi, 2, X, Y, 2

) (5.68)
Si linealizamos la funcién F, por desarrollo enesde Taylor,
F(x,,y,,2, X, Y2

J=FXi 0 Yo Zio X0 Yo Zjo) T

(5.69)
dF dF oF oF oF oF
+ dx dei+ dy 0dyi+ o7 0dzi+ aXj]dej+ 5 | Odyj+ azj]odzj
Teniendo en cuenta que la derivada,
darct¢(u) 1 du
OX - 1+u2 dX (570)
podemos desarrollar las seis derivadas,
aF] B 1 _(on_xi N B
oX: o > 512 B .2 2
10 1+ \/(on_xi(:)) +(yjo_yio) (ZjO ZiO_'_m)\/(XjO XiO) +(yj0 Yi 0)
Zig=Zotm
(5.71)
B —(X; 97X 9)(Z;g=2 g+ M) 1
B 2 2 2 2 2
(X; 0= o) (¥ 0= Yi0) +(2jg=Z o +M) \/(Xj o= % o) (Y0 Yio)
gue expresamos de la forma,
0 0
{aF] :—Axij(Azij+m) 5.72)
siendo,
0
AXi =X 0% g
0
Az=2102
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(5.73)

(D7,2=(x; o=%; o +(¥; 0= ¥; o)+ (2 ¢=7 o+ m)?; dist. geom. al cuadrado

d?j:\/(xj 0% o) (Y 0=V o) ; distancia reducida

De la misma manera, el resto de derivadas queddeiéaforma,

oF :—Ayioj(Azioj+m) (5.74)
9Yi lo (Dioj)zdioj '
0
OF d7
= 575
[a,: :Axioj(Azionrm) 5.76)
0 0
oF :Ayij(Azij+m) (5.77)
Wi (D)),
0
oF] _ —di;
= (5)78
[azj o (D)

valores que, sustituidos en la ecuacion (5.69),lulgar a la ecuacion de observacion
del &ngulo cenital,

Ax?.(Az?.+m) Ay?.(AziO.er) dio.
520 NP 530 Yitp—g 50z +
(Di j) dij (Di j) dij (Di j)
(5.79)
0 0 0 0 0
(D0 )2d0 T (DO jEge i Ppo 2 i
J '] ] ] ]
siendo,
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\/(Xj O_Xi 0)2+(yj O_yi 0)2
Z. o=z otpP—h

_v0 _
F(Xi 0 Yio» Zior Xjor Yjor Zjo)=Vij= (5.80)

jo
Entonces,

k.=V.—VY .85)

es la diferencia entre el angulo cenital medidolycaculado a partir de las
coordenadas aproximadas de los puntos i y j. estadad,al ser pequefia, se expresa
normalmente en segundos centesimales.

Por otro lado, tal y como se indic6 en las ecuasate observacion angulares,

los sumandos del primer término de la ecuacion9f5dében multiplicarse por la
constante p=636619.77°.

5.5.2. Ecuacion basica de observacion de la dist@geomeétrica.

Segun la figura, la distancia geométrica medidawanestacion total entre los
puntos iy del terreno, es

Dijz\/AXizﬁAyizﬁ(AZi j+|0—h)2=\/(xj—xi)2+(yj—yi)2+(zj—zi+|c>—h)2 (5.82)
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Teniendo en cuenta el error en la medida de larmis&, y llamando m=p-h

Dy +1; :\/(xj—xi)2+(yj—yi)2+(zj—zi+ m)?2 (5.83)

ecuacion de la forma

Dy+r=F(x. ¥, 2, X, ¥, 2)) (5.84)

Si linealizamos la funcion F desarrollandola emesde Taylor hasta la primera
potencia, tendremos,

oF

axi 0

oF

0Z.

oF

+ dx; + dz+ o
j

0

oF
—— | dy.+
8yi]o yl

cuyas derivadas son,

[ 6F ] -1
g_fi 0:%((Xj o~ X 0>2+(yj o Yi 0>2—|—(2j 0~ Z; 0+m>2) 2 (_2)(Xj 0~ X O) (586)

-1

SR = 2% 0= % 0)2+(y; 0= ¥s 0 P+HZ, 0= 2 o+ MP| 2 (=2)(y; =v,)  (5:87)

-1

{S_Z]O:%((Xj 0= X 0)2+(yj 0 Yi 0)2+(zj 0~ Zi 0+m)2> 2 (_2)(2j 0o~ Zo+m) (5.88)

-1

;0% 022z g2 o+ MP| Z (2)(x;-%;0)  (5.89)

-1
;0% 0P+ 02 o+ M| 2 (2)(y 0-y; ) (5.90)
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-1

: Y, 0-Y1 0%+ (202 o+ mP) 2 (2)(2/g=2 o+ m)  (5.91)

025(()(1 0~ X o)2

oF
azj

gue podemos expresar de forma abreviada como,

0 0 0
oF | _7AXj [or]_~AYij [oF] _—A%;*tm
0X; lo D?j "19Yi o Dioj "10z; o D?j
(5.92)
0 0 0
laF :Axij_lﬁF _AYi _laF _Azj+m
. 0 . 0 . 0
aXJ 0 Di i ayj 0 DIJ aZJ 0 DIJ

guedando la ecuacion de observacion de la distgeométrica (5.83) como,

AxYAYY.  AZYAm o AXY AyY AZ+m
——g ¥ —— 2 dy;— ——dz +—L dx; +— L dy, +———dz.=k; +T;
D’ DY, D’ o> ! o’ ' o’ P
J ] 1] ] ] 1]
(5.93)
siendo,

F(X o' ¥i 0+ Z 0+ %00 Y00 % o):Dioj:\/(Xj 0~ % 0)2+<yj o Yi O)2+<Zj 02 o™ M)’
(5.94)

Entonces,
0
k. .=D..—D: . 5)9

es la diferencia entre la distancia geométrica dzegi la calculada a partir de las
coordenadas aproximadas.
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6. Elipses y elipsoides de error.

6.1. Elipses de error.

6.1.1. Caélculo de los semiejes y orientacién de kipse estandar de error,
mediante algebra matricial.

Dada |la matriz de covarian ZX

_ Gx ny
2= 2 (6.1)
Oxy Oy
su polinomio caracteristico es
]ZX —M‘:xz—)\tr(AHdet(A):O (6.2)

y sus autovalores vienen dados por,

tr(A)+Vtr2(A)—4det(A)

7x1= >
(6.3)
o _tr(A)=Vtr’(A)—4detA)
5=
2
A>A . _ 2, 2 . 22 2
172" siendo tr(A)=cl+o, la traza de la matriz ydet(A)=ocjo)—c,, el
determinante de la matriz, cumpliéndose ademas que:
A th,=tr(A)
kl-kzzdet(A) @
2
n—h,=Vtr2(A)—4det A)
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Para determinar la probabilidad asociada a unaeelie error, es conveniente
considerar las variables aleatorias independig¢ntesorrelacionadas) U y V.

y A U

ﬁ KA
kA2 v | Y

v

En este sistema de ejes, que contienen a los efespples de la elipse de
error, se verifica que= 0, teniendo:

=k* (6.5)

que representa una familia de elipses cuyos ejesipales sot ko, y Ko, .

Si consideramos ahora la nueva variable aleatoria
U==5+— (6.6)

esta se distribuye segun una distribucy?1con dos grados de libertad. Lafuncion
densidad de probabilidad de U se puede deducInféote de la funcién densidad de
probabilidad general de la distribuciy? , teniendo en cuenta que para dos grados de
libertad I'(n/2)=1, obteniendo asi

f(u)=%e_”/2 para u >0 (6.7)

La probabilidad de que la posicion dada por unajpate valores (u, v) caiga
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sobre o en el interior de la elipse de error es

2 2
\)
+L<k?

u
i
u

2
:P[USkz]zﬂg %e_U/zdu:l—e_kzlzzl—oc (6.8)

Sy

La probabilidad P(USKZ) representa el volumen bajo la superficie de la
funcidon densidad de la distribucion normal bivatgagientro de la region definida por
la elipse de error. En la siguiente tabla, se maedbs valores le(U<k2) para
distintos valores de k.

Probabilidad (1) k k?
0.393 1.000 1.000
0.500 1.177 1.385
0.632 1.414 1.999
0.865 2.000 4.000
0.900 2.146 4.605
0.950 2.448 5.991
0.989 3.000 9.000
0.990 3.035 9.211
0.998 3.500 12.250

Como la elipse estandar de error se define k?=1, podemos ver que la
probabilidad de que la posicién del punto quedeesoben el interior de la elipse
estandar de error es 0.394. Si se quiere calcutam@afio de una elipse de error de
una determinada probabilidad, se elige el nivedgtéficaciona, y a continuacion se
calcula el valor k..

Por ejemplo, para=0.05,

P[U<k2]=P[XS_05, ,<k?|=1-0.05-0.95 (6.9)

La funcion INV(xS_OS,Z) tiene un valor de 5.9915, por tanto,
k=v5.991!=2.4478. Es decir, la elipse de error que tiene asociade®®3# de
probabilidad tienen por semiejes los val¢(2:447®, y 24478, .
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6.1.2. Calculo de la elipse de error asociada a tigos niveles de probabilidad.

Como hemos mencionado anteriormente, cuando selewhpest global de
bondad del ajuste, definido en el apartado 1.latitmitimos que la varianza de

. .. . 2
referencia a priori es conocida y adoptamos eln o,=1.

Segun esta val(cé y teniendo en cuenta (1.226)

-1
(x—p) L (x—p) (6.10)
Op

En este caso, tal y como hemos venido analizandoseapartados anteriores,
., . . . . 2 .
la expresion anterior sigue una distribucy, ,, con dos grados de libertad

-1
(x—u)‘%—z(x—u#xi, ) (6.11)
0

gue también podemos expresar como,
t ~—1 2.2
(x=p) Q" (x—p)=051;, » (6.12)
Segun la expresion anterior, la elipse estandarrde se obtiene igualando

Yo, 2=1 (6.13)

gue corresponde a una probabilidad p= 0.394, cenmasndicado en la tabla.

Para valores de probabilidad distintos a p= 0.8®4endremos las elipses de
error asociadas a dichas probabilidades a parifosdeorrespondientes valores de Kk,
cuyos ejes se obtienen mediante las expresiones

o, =Ky
(6.14)
o, =kyh,
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En el caso que no se cumpla el test global de ldbdéh ajuste, hemos de
concluir que la varianza de referencia a priordesconocida y debemos adoptar el

valor estimado calculado mediante las expresiché$)y (1.68), a posteriori,
rtPr
(6.15)

En este caso, la expresion (6.12) debe escribirée fdrma,

tQ_l
(x—p)=~=(x—p) (6.16)
%
La expresion
2 2
S S
g— =(m-n)—~x2 (6.17)
%o %o
sigue una distribucio ¥> con (m-n) grados de libertad. El cociente
-1
(x—n)' S (x—p) 2
o5 2
52 1 ~ FQ,Z, m—n (618)
0
m-—n) —
=) 2 (o)

sigue una distribucién F con 2 y (m-n) grados tertad, que podemos expresar

como

t~—1
(x=p1)'Q (x—u)NFa,z,m_n (6.19)

2%

Por tanto, las elipses de error asociadas a distiptobabilidades deben

calcularse teniendo en cuenta que
(6.20)

(x=n) Q7 (x—p) = 2§ F, ,

Universidad Politécnica de Casteg

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia
134



Metodologia de calculo de redes topograficas

o bien,
(x—w)' T (x=m) =2 F, 5o, (6.21)
siendo en este caso,

2
kK*=2F, 5 n_n (6.22)
En la siguiente tabla se muestran los valores Fo 2m-n para una

probabilidad del 95%o0(= 0.05), del 99%d = 0.01) y distintos grados de libertad
(m-n).

a =0.05 a =0.01
M 2=F, ,. s k M 2=F, ,. 0 k
1 199.500 | 19.975 1 4999.500 | 99.995
2 19.000 6.164 2 99.000 14.071
3 9.552 4.371 3 30.817 7.851
4 6.944 3.727 4 18.000 6.000
5 5.786 3.402 5 13.274 5.152
6 5.143 3.207 6 10.925 4.674
7 4.737 3.078 7 9.547 4.370
8 4.459 2.986 8 8.648 4.159
9 4.256 2.918 9 8.022 4.005
10 4.103 2.865 10 7.559 3.888
20 3.493 2.643 20 5.849 3.420
30 3.316 2.575 30 5.390 3.283
40 3.232 2.542 40 5.179 3.218
50 3.183 2.523 50 5.057 3.180
100 3.087 2.485 100 4.824 3.106

A partir de los valores de k, se podran calculardemiejes de las elipses de
error asociadas a distintas probabilidades, seaglexdpresiones (6.14).
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La probabilidad que corresponde a la elipse estaddaerror se obtiene
igualando

2ch,2,m—n=1 (3)2
Yy, por tanto,
I:oc,2,m—n:O'E (6)2

Por ejemplo, si la red topogréfica tiene 3 gradediliertad, el valor de que
cumple la ecuacién (6.24) es

DISTR.F.CD (0.5;2;3) = 0.650 (6.25)

y la probabilidad correspondiente a la elipse ekstawle error sera (1-0.650)100 =
35%.

6.2. Elipsoides de error.

6.2.1. Elipsoides de error.

El error asociado al calculo de las coordenadascesps de un punto (X, y, 2)
tras el ajuste por minimos cuadrados, se detenmathante un elipsoide.
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U

Anteriormente hemos analizado el célculo de lospatros de las elipses de
error para el caso de un ajuste bidimensional dontvienen las coordenadas
planimétricas de los puntos, a través de dos meétdderentes. Este mismo andalisis
se puede aplicar para el caso de un ajuste tridimeal, siendo mas apropiado el
método de calculo basado en los autovalores y ectores de la parte
correspondiente a cada punto de la matriz de @vaai En el caso bidimensional
solo es necesario resolver una ecuacion cuadpreacalcular los autovalores. En el
caso tridimensional el polinomio caracteristico agtbico y tiene, por tanto, tres
raices, siendo su calculo un poco mas complejo.

Por otro lado, el célculo de la orientacion del isggnmayor, en el caso
bidimensional, requiere un solo parametro, el atin8in embargo, en el caso
tridimensional se requieren dos parametros paiaidetl orientacion: el acimut del
semieje mayor sobre el plano horizontal y la el@wadel mismo sobre dicho plano.

En el caso tridimensional, la parte relevante dené#driz de covarianza para
cada uno de los puntos, es de la forma
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Xy =|o, o © (6.26)

cuya ecuacion caracteristicas

2
o, — A Cyy .,
_ 2 _
‘ZX—M‘— 6y 0ok o, |=0 (6.27)
c c G2— )
Xz yz z

se utiliza para el célculo de los tres semiejes dliplsoide, a partir de los tres
autovalores*1: *2: »3 y para el célculo de la orientacion de dichos e@sj a partir
de los tres autovectores u, v, w.

Una vez calculadas las tres raices, es decirrdessautovalores de la matriz de

covarianza de un pun (*1> *,> *3). |os tres semieje (°u> 9> ) del elipsoide
estandar de error de dicho punto se calculan meedian

5 =k
o, =kyx, (6.28)
o, — Ky
siendo k=1.

La orientacion de estos tres semiejes viene dadalgpalireccion de los
autovectores de la matriz de covarianza, que seepuealcular a partir de la
ecuacion caracteristica,

(2., —*1)z=0 (6)29

que aplicada al autoval *1: permite obtener el autovector
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2
Gx_kl Oxy Oxz u, 0
2 _
Oy Oy A oy ||Yy 8 (6.30)
2_ u
Oz O, 9 }‘1 z

de donde

2 2 2
o) [(62-2y)(02 -0~

X y yz
= 2
Uy cxzcyz—cxy(cz—kl) (6.31)
2
Uz ny(cy_)‘l)_cxycyz

cuya direccién se puede definir, para mayor cldrida partir del acimut sobre el
plano horizontal %u- y la elevacion 9y sobre dicho plano

uX
6 ,=arctg q

(6.32)

U,

o =arcty ————
u 242
U +uy

teniendo en cuenta el signo del numerador y dedm@rador para el calculo correcto
de 9 vy el del numerador para el calculo correct(d,-

La direccion de los otros dos semiejes se calaila chisma manera.

Si se quiere determinar el elipsoide de error pasadeterminada probabilidad,
cuando se verifica el test global de bondad dett@jies dec 0§=1,

Q=(x—p)' X (x—n)~% (6.33)
se distribuye segun una distribucion chi-cuadramo3Xgrados de libertad.

Los valores de k y k? asociados a distintas prdblaldes se indican en la
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siguiente tabla.

Probabilidad (1x) k k?
0.199 1.000 1.000
0.500 1.538 2.366
0.739 2.000 4.000
0.900 2.500 6.251
0.950 2.795 7.815
0.971 3.000 9.000
0.990 3.368 11.345
0.999 4.000 16.000

Como el elipsoide estandar de error se define k?=1, podemos ver que la
probabilidad de que laposicidon del punto quedd entexior del elipsoide estandar de
error es 0.19875. Si se quiere calcular el tama#fiard elipsoide de error de una
determinada probabilidad, se elige el nivel de ii@ation o, y a continuacion se
calcula el valor k.

Por ejemplo, para=0.05

P[u<k2]=P[xg_05, ,<k?|=1-0.05=0.95 (6.34)

La funcion INV(XS_05,3) tiene un valor de 7.8147, por tanto,
k=+7.814"=2.7955. Es decir, el elipsoide de error que tiene asociail®5% de
probabilidad tienen por semiejes los val¢2-795® . 2.795%, y 2.795%,.

6.2.2. Calculo del elipsoide de error asociado agtintos niveles de probabilidad.

Al igual que en el caso bidimensional, la expreqi©:33) se utiliza para el
calculo del elipsoide estandar de error cuandais®le el test global de bondad del
ajuste. En caso contrario, y siguiendo el mismmmamiento, para el calculo del
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elipsoide de error asociado a distintos nivelepmdabilidad podemos indicar las
siguientes expresiones equivalentes a (6.20), X§.23.22).

(x=n)f Q (x—p) =3 F, 5, (6.35)
(x—w) X (x-1) =3 F, 5, (6.36)
K?=3F, 5 mn (6.37)

En la tabla a continuacién se muestran los valdee Fo,3m—n para una
probabilidad del 95%uE0.05), del 9% d¢=0.01) y distintos grados de libertad (m-n).

o =0.05 a =0.01
M K3 =F, 5y k M K3 =F, 500 k
1 215.707 25.439 1 5403.352 = 127.319
2 19.164 7.582 2 99.166 17.248
3 9.277 5.275 3 29.457 9.401
4 6.591 4.447 4 16.694 7.077
5 5.409 4.028 5 12.060 6.015
6 4.757 3.778 6 9.780 5.417
7 4.347 3.611 7 8.451 5.035
8 4.066 3.493 8 7.591 4.772
9 3.863 3.404 9 6.992 4.580
10 3.708 3.335 10 6.552 4.434
20 3.008 3.049 20 4.938 3.849
30 2.922 2.961 30 4.510 3.678
40 2.839 2.918 40 4.313 3.597
50 2.790 2.893 50 4.199 3.549
100 2.696 2.844 100 3.984 3.457
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A partir de los valores de k, se podran calcularsiemiejes de los elipsoides de
error asociados a distintas probabilidades, seagiaxXpresiones (6.28).

La probabilidad que corresponde al elipsoide estamid error se obtiene

igualando

3 I:oc,3,m—n=l (8)3

y, por tanto,

F =0.3333: (6.39)

o,3,m—n

Por ejemplo, si la red topogréfica tiene 4 gradediltertad, el valor de que
cumple la ecuacién (6.39) es

DISTR.F.CD (0.33333:3:4) = 0.803 (6.40)

y la probabilidad correspondiente al elipsoide refi& de error sera (1-0.803)100=
19.7%
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7. Ejemplos de célculo de redes topograficas.

7.1. Nivelacion 3 hilos.

7.1.1.Datos de campo.

Puntos de cota conocida: P23 Cota: 5.911 m.
Desniveles:
ESPALDA ((icrior  contial | inferior || PRENTE| urerior cenral | inferor
P3 1.482 1.272 1.062 P8 1548 1376 1204
P8 1.320 1.177 1.033 P22 1520 135C 1180
P22 1.495 1.422 1.350 P23 1440 1391 1342
P23 1.552 1.460 1.368 PC -1675 -1753 -1831
PC -1.675 -1.753 -1.831 P18 1434 1352 1270
P18 1.690 1.491 1.294 P34 1584 1392 1202
P34 1.414 1.192 0.970 P39 1466 1296 1125
P39 1.466 1.296 1.125 P23 1614 1400 1185
P39 1.572 1.413 1.254 P41 1596 1488 1378
P41 1.648 1.499 1.348 P44 1545 1445 1345
P44 2.004 1.700 1.398 P35 1411 1317 1223
P35 1.396 1.285 1.175 P34 1577 1543 1509
Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg
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NIVELACION 3 HILOS

Nivel Automatico Leica NA724

Puntos fijos Cota
P23 5.911
DESNIVELES
Espalda Lectura superior
P3 1.482
P8 1.320
P22 1.495
P23 1.552
PC -1.675
P18 1.690
P34 1.414
P39 1.466
P39 1.572
P41 1.648
P44 2.004
P35 1.396
A
3 8
-1 1
0 -1
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
2]
213368.960710 0
0 316798.325462
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
pt
0.0000046867 0
0  0.0000031566
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

Lectura central
1.272
1.177
1.422
1.460

-1.753
1.491
1.192
1.296
1.413
1.499
1.700
1.285

\ N
R Rk ON

OO O0OO0OO0OO0OOoOOoOo

0
0
2109140.017454

0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0.0000004741

0
0
0
0
0
0
0
0
0

compensador

0.5

Lectura inferior
1.062
1.033
1.350
1.368

-1.831
1.294
0.970
1.125
1.254
1.348
1.398
1.175

Bk ooon

O OO OO0 oo

0
0
0
1077358.208397

0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0.0000009282

0
0
0
0
0
0
0
0

“«

0.04 mm/m

Diferen. Intervalos Lectura definitiva Distancia ESPAL

0.000
-0.001
0.001
0.000
0.000
0.002
0.000
-0.001
0.000
-0.002
0.002
0.001

sk Ooooo

O O OO oo

o O O o

1216236.414948

0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0.0000008222

0
0
0
0
0
0
0

1.272
1.177
1.422
1.460
-1.753
1.492
1.192
1.296
1.413
1.498
1.701
1.285

Ahrooooo

» O O OO

O O O oo

205758.964206

0
0
0
0
0
0

O O o oo

0.0000048601

0
0
0
0
0
0

42.000
28.700
14.500
18.400
15.600
39.600
44.400
34.100
31.800
30.000
60.600
22.100

39

Whroooooo

o O o

[=lelNeleNeNo)

202105.738798

0
0
0
0
0

O OO ooo

0.0000049479

0
0
0
0
0

error en la lectura de la mira, por metro

Frente
P8
P22
P23
PC

P18
P34
P39
P23
P41
P44
P35
P34

41

0

0

0

0

0

0

0

0

1

-1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

210056.685597

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0.0000047606

0

0

0

0

206264.8062

Lectura superior
1.548
1.520
1.440

-1.675
1.434
1.584
1.466
1.614
1.596
1.545
1.411
1.577

IN
P OOO0OO0OO0OOOOoOOoOLAR

ok

(=}« eleNeNoNeNo)

433499.279108
0
0
0

OO O0OO0O0OoOoo

0.0000023068
0
0
0

Lectura central
1.376
1.350
1.391

-1.753
1.352
1.392
1.296
1.400
1.488
1.445
1.317
1.543

w
P oOO0OOOOOOOOO®M

O OO 0000 oo

498170.435563
0
0

O O O0OO0OO0OO0OOoO oo

0.0000020073
0
0

Lectura inferior Diferen. Intervalos Lectura definitiva

1.204
1.180
1.342
-1.831
1.270
1.202
1.125
1.185
1.378
1.345
1.223
1.509

OO O0OO00OO0O0OO0OOoOOo

197549.963661
0

[« eleNolNeNoNoNe oMol

0.0000050620
0

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.002
-0.001
-0.001
-0.002
0.000
0.000
0.000

O OO 00000 o0 oo

1491153.229615

O OO0 00000 o0 oo

0.0000006706

1.376
1.350
1.391
-1.753
1.352
1.393
1.296
1.400
1.487
1.445
1.317
1.543

Distancia FRENTE
34.400
34.000

9.800
15.600
16.400
38.200
34.100
42.900
21.800
20.000
18.800

6.800

DESNIVEL
-0.104
-0.173
0.031
3.213
-3.105
0.099
-0.104
-0.104
-0.074
0.053
0.384
-0.258
P3
P8
P22
PC
P18
P34
P39
P41
P44
P35

Dist. MEDIA
38.200
31.350
12.150
17.000
16.000
38.900
39.250
38.500
26.800
25.000
39.700
14.450

-5.911
5.911

-5.911

o O o

Sz
0.00000469
0.00000316
0.00000047
0.00000093
0.00000082
0.00000486
0.00000495
0.00000476
0.00000231
0.00000201
0.00000506
0.00000067

-0.104
-0.173
0.031
3.213
-3.105
0.099
-0.104
-0.104
-0.074
0.053
0.384
-0.258

Peso
213368.96071
316798.32546

2109140.01745
1077358.20840
1216236.41495
205758.96421
202105.73880
210056.68560
433499.27911
498170.43556
197549.96366
1491153.22961

-0.104
-0.173
-5.880
9.124
-3.105
0.099
-0.104
-6.015
-0.074
0.053
0.384
-0.258
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'
-

O OO 0000 o K

A'P
-213368.960710
213368.960710

0
0
0
0
0
0
0
0

N=APA
213368.960710
-213368.960710

0
0
0
0
0
0
0
0

(N)=(A'PA)*
0.0000083174
0.0000036307
0.0000004741

O OO oo oo

t=A'Pf
22190.371914
32615.738391
12346937.192326
13606230.361824
-3796784.205869
-343328.398949
1274550.913687
-58481.979739
-49456.152961
460576.719286

Q,
0.0000083174
0.0000036307
0.0000004741

O OO OO0 oo

B o

(=« eleNeNoNe

0
-316798.325462
316798.325462

O OO oo oo

-213368.960710
530167.286172
-316798.325462

[=lelelelNe NNl

0.0000036307
0.0000036307
0.0000004741

O OO oo oo

0.0000036307
0.0000036307
0.0000004741

[=lelelelNeNoNol

-2109140.017454
0
0
0
0
0
0
0
0

-316798.325462
2425938.342916

0
0
0
0
0
0
0
0.0000004741

0.0000004741
0.0000004741

Ooooooo

z=N"'A'Pf
6.157
6.053
5.880
9.124
6.019
6.119
6.015
5.940
5.993
6.377

0.0000004741
0.0000004741
0.0000004741

O O0Oo0Ooooo

OO0 O0OO0OO0OO0Okr OO0 Oo

0
0
0
1077358.208397

0
0
0
0
0
0

0

0

0
2293594.623344
-1216236.414948

0
0
0
0
0

0

0

0
0.0000008695
0.0000008176
0.0000005104
0.0000003009
0.0000003490
0.0000003909
0.0000004964

73
78
222
ZC
Z18
234
Z39
741
244
Z35

0

0

0
0.0000008695
0.0000008176
0.0000005104
0.0000003009
0.0000003490
0.0000003909
0.0000004964

o O o

'
Jay

O OO OO K

0

0

0
-1216236.414948
1216236.414948

0
0
0
0
0

0

0

0
-1216236.414948
1421995.379154
-205758.964206
0

0

0

0

0

0

0
0.0000008176
0.0000015418
0.0000009625
0.0000005674
0.0000006581
0.0000007371
0.0000009362

0

0

0
0.0000008176
0.0000015418
0.0000009625
0.0000005674
0.0000006581
0.0000007371
0.0000009362

s oooo

O O O O K

o O O o

-205758.964206
205758.964206
0

o o o

o O O o

-205758.964206
1899017.932619
-202105.738798
0

0
-1491153.229615

0

0

0
0.0000005104
0.0000009625
0.0000036350
0.0000021428
0.0000024854
0.0000027836
0.0000035354

Az
-0.1040000000
-0.1730000000
-5.8800000000

9.1240840566
-3.1049255415
0.0994401222
-0.1040297547
-6.0145688826
-0.0742227748
0.0528061453
0.3835111480
-0.2580647638

0

0

0
0.0000005104
0.0000009625
0.0000036350
0.0000021428
0.0000024854
0.0000027836
0.0000035354

s ooooo

O O O K-

O O o oo

-202105.738798
202105.738798
0

0

0

O OO oo

-202105.738798
845661.703503
-433499.279108
0

0

0

0

0
0.0000003009
0.0000005674
0.0000021428
0.0000032174
0.0000029707
0.0000027560
0.0000022145

r=f-Az
0.00000000
0.00000000
0.00000000
-0.00008406
-0.00007446
-0.00044012
0.00002975
-0.00043112
0.00022277
0.00019385
0.00048885
0.00006476

0

0

0
0.0000003009
0.0000005674
0.0000021428
0.0000032174
0.0000029707
0.0000027560
0.0000022145

O O OO0 oo

'
N

o o o

O OO ooo

-210056.685597
0
0
0

[=lelNeleNeNo)

-433499.279108
931669.714671
-498170.435563
0

0

0

0
0.0000003490
0.0000006581
0.0000024854
0.0000029707
0.0000046364
0.0000040786
0.0000026718

r=lr
-0.104
-0.173
0.031
3.213
-3.105
0.099
-0.104
-0.104
-0.074
0.053
0.384
-0.258

0

0

0
0.0000003490
0.0000006581
0.0000024854
0.0000029707
0.0000046364
0.0000040786
0.0000026718

[=lelNeleNeNo)

'
N

o O K

O OO ooo

-433499.279108
433499.279108
0

0

[=lelelelNe NNl

-498170.435563
695720.399224
-197549.963661

0

0

0
0.0000003909
0.0000007371
0.0000027836
0.0000027560
0.0000040786
0.0000052295
0.0000030697

redund. (g)

0

0

0
0.0000003909
0.0000007371
0.0000027836
0.0000027560
0.0000040786
0.0000052295
0.0000030697

O O0Oo0Ooooo

o

O OO oo oo

-498170.435563
498170.435563
0

O O o oo

-1491153.229615
0

0
-197549.963661
1688703.193276

0

0

0
0.0000004964
0.0000009362
0.0000035354
0.0000022145
0.0000026718
0.0000030697
0.0000040731

r'Pr
0.1871317917
2
Sl cumple xz
N2
0_0"2=1

0

0

0
0.0000004964
0.0000009362
0.0000035354
0.0000022145
0.0000026718
0.0000030697
0.0000040731

O OO0 000 OoOOo

\
[

O O o oo

0

0

0
-197549.9637
197549.9637

S%
0.0935658958

Fooorooooo

O O o oo

1491153.229615
0

0

0
-1491153.229615

So
0.3058854293

0.05

(x2)-(1-a/2,g9)  [x2]-(a/2,9)
0.0506356160 7.3777589082
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Tz

0.0000083174
0.0000036307
0.0000004741

Qr

O OO OO0 oo

0.0000046867

T

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0.0000046867

Q,

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

OO0 00000000 OoOOo

OO0 00000000 OoOOo

0.0000036307 0.0000004741
0.0000036307 0.0000004741
0.0000004741 0.0000004741
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0.0000031566 0
0 0.0000004741
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0.0000031566 0
0 0.0000004741
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

Matriz Cofactor de los Residuos

o

O OO0 000000 o Oo

OO0 0000000 O0OOoOOo

[l =lNelNeNeNeNeNoNoNeNeNo]

[« =lNelNeNeNeNeNoNeoNeNeNo]

0

0

0
0.0000008695
0.0000008176
0.0000005104
0.0000003009
0.0000003490
0.0000003909
0.0000004964

0

0

0
0.0000008695
-0.0000000520
-0.0000003072
-0.0000002095
-0.0000003009
0.0000000481
0.0000000419
0.0000001056
0.0000000140

0

0

0
0.0000008695
-0.0000000520
-0.0000003072
-0.0000002095
-0.0000003009
0.0000000481
0.0000000419
0.0000001056
0.0000000140

0

0

0
0.0000000587
0.0000000520
0.0000003072
0.0000002095
0.0000003009
-0.0000000481
-0.0000000419
-0.0000001056
-0.0000000140

0

0

0
0.0000000587
0.0000000520
0.0000003072
0.0000002095
0.0000003009
-0.0000000481
-0.0000000419
-0.0000001056
-0.0000000140

0

0

0
0.0000008176
0.0000015418
0.0000009625
0.0000005674
0.0000006581
0.0000007371
0.0000009362

0

0

0
-0.0000000520
0.0000007762
-0.0000002721
-0.0000001856
-0.0000002665
0.0000000426
0.0000000371
0.0000000935
0.0000000124

0

0

0
-0.0000000520
0.0000007762
-0.0000002721
-0.0000001856
-0.0000002665
0.0000000426
0.0000000371
0.0000000935
0.0000000124

0

0

0
0.0000000520
0.0000000460
0.0000002721
0.0000001856
0.0000002665
-0.0000000426
-0.0000000371
-0.0000000935
-0.0000000124

0

0

0
0.0000000520
0.0000000460
0.0000002721
0.0000001856
0.0000002665
-0.0000000426
-0.0000000371
-0.0000000935
-0.0000000124

0

0

0
0.0000005104
0.0000009625
0.0000036350
0.0000021428
0.0000024854
0.0000027836
0.0000035354

0

0

0
-0.0000003072
-0.0000002721
0.0000032517
-0.0000010971
-0.0000015754
0.0000002519
0.0000002192
0.0000005528
0.0000000732

0

0

0
-0.0000003072
-0.0000002721
0.0000032517
-0.0000010971
-0.0000015754
0.0000002519
0.0000002192
0.0000005528
0.0000000732

0

0

0
0.0000003072
0.0000002721
0.0000016083
0.0000010971
0.0000015754
-0.0000002519
-0.0000002192
-0.0000005528
-0.0000000732

0

0

0
0.0000003072
0.0000002721
0.0000016083
0.0000010971
0.0000015754
-0.0000002519
-0.0000002192
-0.0000005528
-0.0000000732

0

0

0
0.0000003009
0.0000005674
0.0000021428
0.0000032174
0.0000029707
0.0000027560
0.0000022145

0

0

0
-0.0000002095
-0.0000001856
-0.0000010971
0.0000025669
-0.0000010746
-0.0000005894
-0.0000005129
-0.0000012933
-0.0000001713

0

0

0
-0.0000002095
-0.0000001856
-0.0000010971
0.0000025669
-0.0000010746
-0.0000005894
-0.0000005129
-0.0000012933
-0.0000001713

0

0

0
0.0000002095
0.0000001856
0.0000010971
0.0000023811
0.0000010746
0.0000005894
0.0000005129
0.0000012933
0.0000001713

0

0

0
0.0000002095
0.0000001856
0.0000010971
0.0000023811
0.0000010746
0.0000005894
0.0000005129
0.0000012933
0.0000001713

0

0

0
0.0000003490
0.0000006581
0.0000024854
0.0000029707
0.0000046364
0.0000040786
0.0000026718

0

0

0
-0.0000003009
-0.0000002665
-0.0000015754
-0.0000010746
0.0000032174
0.0000002467
0.0000002147
0.0000005414
0.0000000717

0

0

0
-0.0000003009
-0.0000002665
-0.0000015754
-0.0000010746
0.0000032174
0.0000002467
0.0000002147
0.0000005414
0.0000000717

0

0

0
0.0000003009
0.0000002665
0.0000015754
0.0000010746
0.0000015432
-0.0000002467
-0.0000002147
-0.0000005414
-0.0000000717

0

0

0
0.0000003009
0.0000002665
0.0000015754
0.0000010746
0.0000015432
-0.0000002467
-0.0000002147
-0.0000005414
-0.0000000717

0

0

0
0.0000003909
0.0000007371
0.0000027836
0.0000027560
0.0000040786
0.0000052295
0.0000030697

0

0

0
0.0000000481
0.0000000426
0.0000002519
-0.0000005894
0.0000002467
0.0000019125
-0.0000003431
-0.0000008653
-0.0000001146

0

0

0
0.0000000481
0.0000000426
0.0000002519
-0.0000005894
0.0000002467
0.0000019125
-0.0000003431
-0.0000008653
-0.0000001146

0

0

0
-0.0000000481
-0.0000000426
-0.0000002519
0.0000005894
-0.0000002467
0.0000003943
0.0000003431
0.0000008653
0.0000001146

0

0

0
-0.0000000481
-0.0000000426
-0.0000002519
0.0000005894
-0.0000002467
0.0000003943
0.0000003431
0.0000008653
0.0000001146

0

0

0
0.0000004964
0.0000009362
0.0000035354
0.0000022145
0.0000026718
0.0000030697
0.0000040731

0

0

0
0.0000000419
0.0000000371
0.0000002192
-0.0000005129
0.0000002147
-0.0000003431
0.0000017087
-0.0000007530
-0.0000000998

0

0

0
0.0000000419
0.0000000371
0.0000002192
-0.0000005129
0.0000002147
-0.0000003431
0.0000017087
-0.0000007530
-0.0000000998

0

0

0
-0.0000000419
-0.0000000371
-0.0000002192
0.0000005129
-0.0000002147
0.0000003431
0.0000002986
0.0000007530
0.0000000998

0

0

0
-0.0000000419
-0.0000000371
-0.0000002192
0.0000005129
-0.0000002147
0.0000003431
0.0000002986
0.0000007530
0.0000000998

0

0

0
0.0000001056
0.0000000935
0.0000005528
-0.0000012933
0.0000005414
-0.0000008653
-0.0000007530
0.0000031632
-0.0000002516

0

0

0
0.0000001056
0.0000000935
0.0000005528
-0.0000012933
0.0000005414
-0.0000008653
-0.0000007530
0.0000031632
-0.0000002516

0

0

0
-0.0000001056
-0.0000000935
-0.0000005528
0.0000012933
-0.0000005414
0.0000008653
0.0000007530
0.0000018988
0.0000002516

0

0

0
-0.0000001056
-0.0000000935
-0.0000005528
0.0000012933
-0.0000005414
0.0000008653
0.0000007530
0.0000018988
0.0000002516

s,(m)
0.0028839949
0.0019054420
0.0006885687
0.0009324875
0.0012416846
0.0019065727
0.0017937240
0.0021532371
0.0022868018
0.0020181933

0

0

0
0.0000000140
0.0000000124
0.0000000732
-0.0000001713
0.0000000717
-0.0000001146
-0.0000000998
-0.0000002516
0.0000006373

0

0

0
0.0000000140
0.0000000124
0.0000000732
-0.0000001713
0.0000000717
-0.0000001146
-0.0000000998
-0.0000002516
0.0000006373

0

0

0
-0.0000000140
-0.0000000124
-0.0000000732
0.0000001713
-0.0000000717
0.0000001146
0.0000000998
0.0000002516
0.0000000333

0

0

0
-0.0000000140
-0.0000000124
-0.0000000732
0.0000001713
-0.0000000717
0.0000001146
0.0000000998
0.0000002516
0.0000000333

s, (mm.)

2.9
1.9
0.7
0.9
1.2
1.9
1.8
2.2
2.3
2.0

St

(m)
0.0021648827
0.0017766773
0.0006885687
0.0009324875
0.0008810093
0.0018032591
0.0016021394
0.0017937240
0.0013829218
0.0013071904
0.0017785289
0.0007983074

Sy (mm.)

1.8
0.7
0.9
0.9
1.8
1.6
1.8
14
13
1.8
0.8
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R
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
Test de POPE
o
0.001
Residuos
0
0
0

-0.0000840566
-0.0000744585
-0.0004401222
0.0000297547
-0.0004311174
0.0002227748
0.0001938547
0.0004888520
0.0000647638

Matriz de redundancia

0

O OO0 000000 o OoO

Prob. (%)
99.9

Raiz Cof. Resid.

0

0

0
0.0002422054
0.0002145487
0.0012681925
0.0015430665
0.0012422455
0.0006279620
0.0005464417
0.0013779860
0.0001825574

t_((1-a)_(0/2,) 9)

1.4142135502

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
o
0.0000833716
valor critico

Resid. Normaliz.

0

0

0
0.3470468605
0.3470468605
0.3470468605
0.0192828584
0.3470468605
0.3547583287
0.3547583287
0.3547583287
0.3547583287

Residuo critico
0.4325873189

0

0

0
0.0632015573
0.0559847705
0.3309246664
0.2257349976
0.3241540082
-0.0518302549
-0.0451017895
-0.1137351670
-0.0150677862

a/n
0.0000833333

N2 redundancia

0

0

0
0.0632015573
0.0559847705
0.3309246664
0.4812247282
0.3241540082
0.1709445031
0.1487529439
0.3751168438
0.0496959785

0

0

0
0.0632015573
0.0559847705
0.3309246664
0.2257349976
0.3241540082
-0.0518302549
-0.0451017895
-0.1137351670
-0.0150677862

/2

g=Tr(A)

0

0

0
0.0632015573
0.0559847705
0.3309246664
0.2257349976
0.3241540082
-0.0518302549
-0.0451017895
-0.1137351670
-0.0150677862

0

0

0
0.0423464899
0.0375110775
0.2217271002
0.4812247282
0.2171906042
0.1191142483
0.1036511544
0.2613816768
0.0346281923

t ([1-a)] (0/2,) g—-1)
0.0000416858 7635.9351834920

0

0

0
0.0632015573
0.0559847705
0.3309246664
0.2257349976
0.3241540082
-0.0518302549
-0.0451017895
-0.1137351670
-0.0150677862

0

0

0
-0.0208550675
-0.0184736930
-0.1091975662
0.2554897306
-0.1069634040
0.1709445031
0.1487529439
0.3751168438
0.0496959785

0

0

0
-0.0208550675
-0.0184736930
-0.1091975662
0.2554897306
-0.1069634040
0.1709445031
0.1487529439
0.3751168438
0.0496959785

0

0

0
-0.0208550675
-0.0184736930
-0.1091975662
0.2554897306
-0.1069634040
0.1709445031
0.1487529439
0.3751168438
0.0496959785

0

0

0
-0.0208550675
-0.0184736930
-0.1091975662
0.2554897306
-0.1069634040
0.1709445031
0.1487529439
0.3751168438
0.0496959785
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7.2. Nivelacion Digital.

7.2.1. Datos de campo.

Puntos de cota conocida: P20 Cota: 6.00 m.
Desniveles:

ESPALDA Lectura Distancia E FRENTE Lectura Distancia|F
P1 1.304 22.200 P3 2.555 23.100
P3 1.216 35.780 P8 1.321 39.230
P8 1.552 17.210 P11 1.305 27.960
P11 1.321 9.750 P14 1.374 11.910
P14 1.507 48.540 PB -2.703 25.310
PB -2.703 25.310 P18 1.735 14.170
P18 1.518 16.090 P20 1.536 5.220
P20 1.536 5.220 P23 1.625 19.190
P23 1.543 30.210 P7 1.692 30.470
P7 1.607 13.900 P8 1.317 13.180
P18 1.493 39.570 P34 1.392 38.820
P34 1.271 36.650 P39 1.376 44.220
P39 1.274 50.940 P23 1.377 26.430
P39 1.419 20.280 P41 1.488 33.040
P41 1.674 30.630 P44 1.622 19.390
P36 1.313 16.740 P34 1.445 2.400
P45 3.586 27.150 P36 1.416 2.510
P44 1.666 60.820 P36 1.416 2510
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NIVELACION DIGITAL compensador error en la lectura de la mira, por metro
Nivel Digital Leica Sprinter 200 0.8 “ 0.02 mm/m 206264.8062
Puntos fijos Cota
P20 6
DESNIVELES
Espalda Lectura Distancia ESPAL Frente Lectura Distancia FRENTE DESNIVEL Dist. MEDIA Peso d ¢ f
P1 1.304 22.200 P3 2.555 23.100 -1.251 22.650 0.00000043 2348230.20567 P1 0 856443.551 856443.551
P3 1.216 35.780 P8 1.321 39.230 -0.105 37.505 0.00000117 856443.55054 P3 0 2361766.146 2361766.146
P8 1.552 17.210 P11 1.305 27.960 0.247 22.585 0.00000042 2361766.14602 P8 0 10271175.965 10271175.965
P11 1.321 9.750 P14 1.374 11.910 -0.053 10.830 0.00000010 10271175.96541 P11 0 883560.058 883560.058
P14 1.507 48.540 PB -2.703 25.310 4.210 36.925 0.00000113 883560.05769 P14 0 3091596.352 3091596.352
PB -2.703 25.310 P18 1.735 14.170 -4.438 19.740 0.00000032 3091596.35209 PB 0 10611338.648 10611338.648
P18 1.518 16.090 P20 1.536 5.220 -0.018 10.655 0.00000009 10611338.64833 P18 -6 8087262.043 8087256.043
P20 1.536 5.220 P23 1.625 19.190 -0.089 12.205 0.00000012 8087262.04339 P23 6 1308717.561 1308723.561
P23 1.543 30.210 P7 1.692 30.470 -0.149 30.340 0.00000076 1308717.56078 P7 0 6571125.385 6571125.385
P7 1.607 13.900 P8 1.317 13.180 0.290 13.540 0.00000015 6571125.38531 P34 0 784179.970 784179.970
P18 1.493 39.570 P34 1.392 38.820 0.101 39.195 0.00000128 784179.97035 P39 0 736821.327 736821.327
P34 1.271 36.650 P39 1.376 44.220 -0.105 40.435 0.00000136 736821.32718 P41 0 804992.586 804992.586
P39 1.274 50.940 P23 1.377 26.430 -0.103 38.685 0.00000124 804992.58589 P44 0 1694949.615 1694949.615
P39 1.419 20.280 P41 1.488 33.040 -0.069 26.660 0.00000059 1694949.61516 P36 0 1925970.804 1925970.804
P41 1.674 30.630 P44 1.622 19.390 0.052 25.010 0.00000052 1925970.80430 P45 0 13153859.760 13153859.760
P36 1.313 16.740 P34 1.445 2.400 -0.132 9.570 0.00000008 13153859.75952 0 5477656.328 5477656.328
P45 3.586 27.150 P36 1.416 2.510 2.170 14.830 0.00000018 5477656.32752 0 1201484.294 1201484.294
P44 1.666 60.820 P36 1.416 2.510 0.250 31.665 0.00000083 1201484.29432 0 0.000 0.000
A
1 3 8 11 14 B 18 23 7 34 39 41 44 36 45
-1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0
]
2348230.20567 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0  856443.55054 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2361766.14602 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 10271175.96541 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 883560.05769 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 3091596.35209 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 10611338.64833 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 8087262.04339 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1308717.56078 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 6571125.38531 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 784179.97035 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 736821.32718 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 804992.58589 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1694949.61516 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1925970.80430 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13153859.75952 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5477656.32752 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1201484.29432
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pt

0.0000004259 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0000011676 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0  0.0000004234 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0.0000000974 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.0000011318 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0  0.0000003235 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0.0000000942 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0  0.0000001237 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0  0.0000007641 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0000001522 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0.0000012752 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0.0000013572 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0.0000012422 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0000005900 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0.0000005192 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0000000760 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0.0000001826 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0.0000008323

At
-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 -1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0
A'P

-2348230.20567 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2348230.20567  -856443.55054 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 856443.55054 -2361766.14602 0 0 0 0 0 0 6571125.38531 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2361766.14602 -10271175.96541 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 10271175.96541  -883560.05769 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 883560.05769 -3091596.35209 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 3091596.35209 -10611338.64833 0 0 0 -784179.97035 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 8087262.04339 -1308717.56078 0 0 0  804992.58589 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1308717.56078 -6571125.38531 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 784179.97035 -736821.32718 0 0 0 13153859.75952 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 736821.32718 -804992.58589  -1694949.61516 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  1694949.61516 -1925970.80430 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1925970.80430 0 0 -1201484.29432
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -13153859.75952 5477656.32752 1201484.29432
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -5477656.32752 0

N=APA

2348230.20567 -2348230.20567 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

-2348230.20567 3204673.75621 -856443.55054 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -856443.55054 9789335.08186 -2361766.14602 0 0 0 0 -6571125.38531 0 0 0 0 0 0
0 0 -2361766.14602 12632942.11142 -10271175.96541 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -10271175.96541 11154736.02310 -883560.05769 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0  -883560.05769 3975156.40979 -3091596.35209 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -3091596.35209 14487114.97077 0 0  -784179.97035 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 10200972.19006 -1308717.56078 0 -804992.58589 0 0 0 0
0 0 -6571125.38531 0 0 0 0 -1308717.56078 7879842.94609 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0  -784179.97035 0 0 14674861.05704 -736821.32718 0 0 -13153859.75952 0
0 0 0 0 0 0 0 -804992.58589 0  -736821.32718 3236763.52822 -1694949.61516 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1694949.61516 3620920.41946 -1925970.80430 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1925970.80430 3127455.09863 -1201484.29432 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -13153859.75952 0 0 -1201484.29432 19833000.38136 -5477656.32752
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -5477656.32752 5477656.32752
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(N)*=(A'PA)*
0.0000022850
0.0000018591
0.0000006915
0.0000005503
0.0000005179
0.0000001406
0.0000000328
0.0000000807
0.0000005900
0.0000000511
0.0000000628
0.0000000594
0.0000000564
0.0000000516
0.0000000516

t=A'Pf
2937635.98730
-2847709.41449
1232343.55087
1127728.56423
-4264160.16906
17440292.45349
50059329.19803
47915890.61870
-2100625.27830
-1579741.07190
122499.52044
-217102.00527
-200220.59176
13923194.79255
-11886514.23072

Az
-1.25100000
-0.10500000

0.24698649
-0.05300311
4.20996388
-4.43801032
-6.01796008
5.91105238
-0.14902438
0.28999514
0.10041912
-0.10376095
-0.10356587
-0.06819261
0.05271054
-0.13189596
2.17000000
0.25113899

Q,
0.0000022850
0.0000018591
0.0000006915
0.0000005503
0.0000005179
0.0000001406
0.0000000328
0.0000000807
0.0000005900
0.0000000511
0.0000000628
0.0000000594
0.0000000564
0.0000000516
0.0000000516

0.0000018591
0.0000018591
0.0000006915
0.0000005503
0.0000005179
0.0000001406
0.0000000328
0.0000000807
0.0000005900
0.0000000511
0.0000000628
0.0000000594
0.0000000564
0.0000000516
0.0000000516

r=f-Az
0.00000000
0.00000000
0.00001351
0.00000311
0.00003612
0.00001032
-0.00003992
-0.00005238
0.00002438
0.00000486
0.00058088
-0.00123905
0.00056587
-0.00080739
-0.00071054
-0.00010404
0.00000000
-0.00113899

0.0000018591
0.0000018591
0.0000006915
0.0000005503
0.0000005179
0.0000001406
0.0000000328
0.0000000807
0.0000005900
0.0000000511
0.0000000628
0.0000000594
0.0000000564
0.0000000516
0.0000000516

0.0000006915
0.0000006915
0.0000006915
0.0000005503
0.0000005179
0.0000001406
0.0000000328
0.0000000807
0.0000005900
0.0000000511
0.0000000628
0.0000000594
0.0000000564
0.0000000516
0.0000000516

z=N"A'f
7.408
6.157
6.052
6.299
6.246
10.456
6.018
5.911
5.762
6.118
6.015
5.946
5.999
6.250
4.080

I'=lr
-1.251
-0.105

0.247
-0.053
4.210
-4.438
-0.018
-0.089
-0.149
0.290
0.100
-0.104
-0.104
-0.068
0.053
-0.132
2.170
0.251

0.0000006915
0.0000006915
0.0000006915
0.0000005503
0.0000005179
0.0000001406
0.0000000328
0.0000000807
0.0000005900
0.0000000511
0.0000000628
0.0000000594
0.0000000564
0.0000000516
0.0000000516

0.0000005503
0.0000005503
0.0000005503
0.0000007747
0.0000007289
0.0000001969
0.0000000449
0.0000000648
0.0000004697
0.0000000525
0.0000000574
0.0000000559
0.0000000547
0.0000000527
0.0000000527

Z1
Z3
8
Z11
714
ZB
Z18
Z23
z7
34
Z39
41
744
236
Z45

redund. (g)

0.0000005503
0.0000005503
0.0000005503
0.0000007747
0.0000007289
0.0000001969
0.0000000449
0.0000000648
0.0000004697
0.0000000525
0.0000000574
0.0000000559
0.0000000547
0.0000000527
0.0000000527

0.0000005179
0.0000005179
0.0000005179
0.0000007289
0.0000007775
0.0000002099
0.0000000476
0.0000000611
0.0000004420
0.0000000528
0.0000000561
0.0000000551
0.0000000543
0.0000000529
0.0000000529

r'Pr
5.4739090739
N2
Sl cumple c2
N2
c_072=1

0.0000005179
0.0000005179
0.0000005179
0.0000007289
0.0000007775
0.0000002099
0.0000000476
0.0000000611
0.0000004420
0.0000000528
0.0000000561
0.0000000551
0.0000000543
0.0000000529
0.0000000529

0.0000001406
0.0000001406
0.0000001406
0.0000001969
0.0000002099
0.0000003604
0.0000000800
0.0000000187
0.0000001204
0.0000000565
0.0000000416
0.0000000459
0.0000000498
0.0000000559
0.0000000559

S%
1.8246363580

0.0000001406
0.0000001406
0.0000001406
0.0000001969
0.0000002099
0.0000003604
0.0000000800
0.0000000187
0.0000001204
0.0000000565
0.0000000416
0.0000000459
0.0000000498
0.0000000559
0.0000000559

0.0000000328
0.0000000328
0.0000000328
0.0000000449
0.0000000476
0.0000000800
0.0000000892
0.0000000066
0.0000000284
0.0000000576
0.0000000374
0.0000000433
0.0000000485
0.0000000568
0.0000000568

So
1.3507910119

0.0000000328
0.0000000328
0.0000000328
0.0000000449
0.0000000476
0.0000000800
0.0000000892
0.0000000066
0.0000000284
0.0000000576
0.0000000374
0.0000000433
0.0000000485
0.0000000568
0.0000000568

0.0000000807
0.0000000807
0.0000000807
0.0000000648
0.0000000611
0.0000000187
0.0000000066
0.0000001150
0.0000000864
0.0000000481
0.0000000745
0.0000000668
0.0000000600
0.0000000491
0.0000000491

0.05

0.0000000807
0.0000000807
0.0000000807
0.0000000648
0.0000000611
0.0000000187
0.0000000066
0.0000001150
0.0000000864
0.0000000481
0.0000000745
0.0000000668
0.0000000600
0.0000000491
0.0000000491

0.0000005900
0.0000005900
0.0000005900
0.0000004697
0.0000004420
0.0000001204
0.0000000284
0.0000000864
0.0000006333
0.0000000506
0.0000000647
0.0000000606
0.0000000570
0.0000000511
0.0000000511

x2)-(1-a/2,9)
0.2157952826

0.0000005900
0.0000005900
0.0000005900
0.0000004697
0.0000004420
0.0000001204
0.0000000284
0.0000000864
0.0000006333
0.0000000506
0.0000000647
0.0000000606
0.0000000570
0.0000000511
0.0000000511

0.0000000511
0.0000000511
0.0000000511
0.0000000525
0.0000000528
0.0000000565
0.0000000576
0.0000000481
0.0000000506
0.0000008407
0.0000005275
0.0000006191
0.0000006997
0.0000008289
0.0000008289

x2)-a/2,9)
9.3484036045

0.0000000511
0.0000000511
0.0000000511
0.0000000525
0.0000000528
0.0000000565
0.0000000576
0.0000000481
0.0000000506
0.0000008407
0.0000005275
0.0000006191
0.0000006997
0.0000008289
0.0000008289

0.0000000628
0.0000000628
0.0000000628
0.0000000574
0.0000000561
0.0000000416
0.0000000374
0.0000000745
0.0000000647
0.0000005275
0.0000008394
0.0000007482
0.0000006679
0.0000005393
0.0000005393

0.0000000628
0.0000000628
0.0000000628
0.0000000574
0.0000000561
0.0000000416
0.0000000374
0.0000000745
0.0000000647
0.0000005275
0.0000008394
0.0000007482
0.0000006679
0.0000005393
0.0000005393

0.0000000594
0.0000000594
0.0000000594
0.0000000559
0.0000000551
0.0000000459
0.0000000433
0.0000000668
0.0000000606
0.0000006191
0.0000007482
0.0000011279
0.0000009428
0.0000006462
0.0000006462

0.0000000594
0.0000000594
0.0000000594
0.0000000559
0.0000000551
0.0000000459
0.0000000433
0.0000000668
0.0000000606
0.0000006191
0.0000007482
0.0000011279
0.0000009428
0.0000006462
0.0000006462

0.0000000564
0.0000000564
0.0000000564
0.0000000547
0.0000000543
0.0000000498
0.0000000485
0.0000000600
0.0000000570
0.0000006997
0.0000006679
0.0000009428
0.0000011848
0.0000007403
0.0000007403

0.0000000564
0.0000000564
0.0000000564
0.0000000547
0.0000000543
0.0000000498
0.0000000485
0.0000000600
0.0000000570
0.0000006997
0.0000006679
0.0000009428
0.0000011848
0.0000007403
0.0000007403

0.0000000516
0.0000000516
0.0000000516
0.0000000527
0.0000000529
0.0000000559
0.0000000568
0.0000000491
0.0000000511
0.0000008289
0.0000005393
0.0000006462
0.0000007403
0.0000008911
0.0000008911

0.0000000516
0.0000000516
0.0000000516
0.0000000527
0.0000000529
0.0000000559
0.0000000568
0.0000000491
0.0000000511
0.0000008289
0.0000005393
0.0000006462
0.0000007403
0.0000008911
0.0000008911

0.0000000516
0.0000000516
0.0000000516
0.0000000527
0.0000000529
0.0000000559
0.0000000568
0.0000000491
0.0000000511
0.0000008289
0.0000005393
0.0000006462
0.0000007403
0.0000008911
0.0000010737

0.0000000516
0.0000000516
0.0000000516
0.0000000527
0.0000000529
0.0000000559
0.0000000568
0.0000000491
0.0000000511
0.0000008289
0.0000005393
0.0000006462
0.0000007403
0.0000008911
0.0000010737
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Xz
0.0000022850
0.0000018591
0.0000006915
0.0000005503
0.0000005179
0.0000001406
0.0000000328
0.0000000807
0.0000005900
0.0000000511
0.0000000628
0.0000000594
0.0000000564
0.0000000516
0.0000000516

Qr
4.25853E-07

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

T
4.25853E-07

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0.0000018591
0.0000018591
0.0000006915
0.0000005503
0.0000005179
0.0000001406
0.0000000328
0.0000000807
0.0000005900
0.0000000511
0.0000000628
0.0000000594
0.0000000564
0.0000000516
0.0000000516

0
1.16762E-06
1.05879E-22

-1.05879E-22
7.94093E-23
2.64698E-23

0

0

-1.05879E-22

[=leleleNeNeNe oMol

0
1.16762E-06
1.05879E-22

-1.05879E-22
7.94093E-23
2.64698E-23

0

0

-1.05879E-22

[=l«leleNeNoNe NNl

0.0000006915
0.0000006915
0.0000006915
0.0000005503
0.0000005179
0.0000001406
0.0000000328
0.0000000807
0.0000005900
0.0000000511
0.0000000628
0.0000000594
0.0000000564
0.0000000516
0.0000000516

0
-1.58819E-21
3.65521E-07
-1.33116E-08
-1.54744E-07
-4.42248E-08
-1.20933E-08
-1.58676E-08
-1.04473E-07
-2.0807E-08
-1.07113E-08
-6.81522E-09
-1.04344E-08
1.99298E-09
1.75392E-09
2.56806E-10
6.61744E-24
2.81152E-09

0
-1.58819E-21
3.65521E-07
-1.33116E-08
-1.54744E-07
-4.42248E-08
-1.20933E-08
-1.58676E-08
-1.04473E-07
-2.0807E-08
-1.07113E-08
-6.81522E-09
-1.04344E-08
1.99298E-09
1.75392E-09
2.56806E-10
6.61744E-24
2.81152E-09

0.0000005503
0.0000005503
0.0000005503
0.0000007747
0.0000007289
0.0000001969
0.0000000449
0.0000000648
0.0000004697
0.0000000525
0.0000000574
0.0000000559
0.0000000547
0.0000000527
0.0000000527

0
1.16467E-21
-1.33116E-08
9.4299E-08
-3.55819E-08
-1.01691E-08
-2.78074E-09
-3.64862E-09
-2.40226E-08
-4.78438E-09
-2.46297E-09
-1.5671E-09
-2.39929E-09
4.58267E-10
4.03298E-10
5.90504E-11
-6.61744E-24
6.46484E-10

0
1.16467E-21
-1.33116E-08
9.4299E-08
-3.55819E-08
-1.01691E-08
-2.78074E-09
-3.64862E-09
-2.40226E-08
-4.78438E-09
-2.46297E-09
-1.5671E-09
-2.39929E-09
4.58267E-10
4.03298E-10
5.90504E-11
-6.61744E-24
6.46484E-10

0.0000005179
0.0000005179
0.0000005179
0.0000007289
0.0000007775
0.0000002099
0.0000000476
0.0000000611
0.0000004420
0.0000000528
0.0000000561
0.0000000551
0.0000000543
0.0000000529
0.0000000529

0
-6.88214E-22
-1.54744E-07
-3.55819E-08

7.18153E-07
-1.18214E-07
-3.23254E-08
-4.24144E-08
-2.79257E-07
-5.56173E-08
-2.86315E-08
-1.82172E-08
-2.78912E-08
5.32725E-09
4.68824E-09
6.86447E-10
6.61744E-24
7.51522E-09

0
-6.88214E-22
-1.54744E-07
-3.55819E-08

7.18153E-07
-1.18214E-07
-3.23254E-08
-4.24144E-08
-2.79257E-07
-5.56173E-08
-2.86315E-08
-1.82172E-08
-2.78912E-08
5.32725E-09
4.68824E-09
6.86447E-10
6.61744E-24
7.51522E-09

0.0000001406
0.0000001406
0.0000001406
0.0000001969
0.0000002099
0.0000003604
0.0000000800
0.0000000187
0.0000001204
0.0000000565
0.0000000416
0.0000000459
0.0000000498
0.0000000559
0.0000000559

0
-1.32349E-22
-4.42248E-08
-1.01691E-08
-1.18214E-07

2.89673E-07
-9.23842E-09
-1.21218E-08
-7.981E-08
-1.58951E-08
-8.1827E-09
-5.20636E-09
-7.97114E-09
1.5225E-09
1.33987E-09
1.96182E-10

0

2.14781E-09

0
-1.32349E-22
-4.42248E-08
-1.01691E-08
-1.18214E-07

2.89673E-07
-9.23842E-09
-1.21218E-08
-7.981E-08
-1.58951E-08
-8.1827E-09
-5.20636E-09
-7.97114E-09
1.5225E-09
1.33987E-09
1.96182E-10

0

2.14781E-09

0.0000000328
0.0000000328
0.0000000328
0.0000000449
0.0000000476
0.0000000800
0.0000000892
0.0000000066
0.0000000284
0.0000000576
0.0000000374
0.0000000433
0.0000000485
0.0000000568
0.0000000568

0
-3.97047E-23
-1.20933E-08
-2.78074E-09
-3.23254E-08
-9.23842E-09

8.92086E-08
-6.60019E-09
-2.1824E-08
-4.34651E-09
3.16458E-08
2.01351E-08
3.08276E-08
-5.8881E-09
-5.18182E-09
-7.58715E-10

0

-8.30642E-09

0
-3.97047E-23
-1.20933E-08
-2.78074E-09
-3.23254E-08
-9.23842E-09

8.92086E-08
-6.60019E-09
-2.1824E-08
-4.34651E-09
3.16458E-08
2.01351E-08
3.08276E-08
-5.8881E-09
-5.18182E-09
-7.58715E-10

0

-8.30642E-09

0.0000000807
0.0000000807
0.0000000807
0.0000000648
0.0000000611
0.0000000187
0.0000000066
0.0000001150
0.0000000864
0.0000000481
0.0000000745
0.0000000668
0.0000000600
0.0000000491
0.0000000491

0
7.94093E-23
-1.58676E-08
-3.64862E-09
-4.24144E-08
-1.21218E-08
-6.60019E-09
1.14991E-07
-2.86354E-08
-5.70308E-09
4.15226E-08
2.64193E-08
4.0449E-08
-7.72581E-09
-6.79909E-09
-9.95514E-10
-6.61744E-24
-1.08989E-08

0
7.94093E-23
-1.58676E-08
-3.64862E-09
-4.24144E-08
-1.21218E-08
-6.60019E-09
1.14991E-07
-2.86354E-08
-5.70308E-09
4.15226E-08
2.64193E-08
4.0449E-08
-7.72581E-09
-6.79909E-09
-9.95514E-10
-6.61744E-24
-1.08989E-08

0.0000005900
0.0000005900
0.0000005900
0.0000004697
0.0000004420
0.0000001204
0.0000000284
0.0000000864
0.0000006333
0.0000000506
0.0000000647
0.0000000606
0.0000000570
0.0000000511
0.0000000511

0
8.47033E-22
-1.04473E-07
-2.40226E-08
-2.79257E-07
-7.981E-08
-2.1824E-08
-2.86354E-08
5.75571E-07
-3.75492E-08
-1.93301E-08
-1.2299E-08
-1.88303E-08
3.59661E-09
3.16519E-09
4.63444E-10
6.61744E-24
5.07378E-09

0
8.47033E-22
-1.04473E-07
-2.40226E-08
-2.79257E-07
-7.981E-08
-2.1824E-08
-2.86354E-08
5.75571E-07
-3.75492E-08
-1.93301E-08
-1.2299E-08
-1.88303E-08
3.59661E-09
3.16519E-09
4.63444E-10
6.61744E-24
5.07378E-09

0.0000000511
0.0000000511
0.0000000511
0.0000000525
0.0000000528
0.0000000565
0.0000000576
0.0000000481
0.0000000506
0.0000008407
0.0000005275
0.0000006191
0.0000006997
0.0000008289
0.0000008289

0
3.17637E-22
-2.0807E-08
-4.78438E-09
-5.56173E-08
-1.58951E-08
-4.34651E-09
-5.70308E-09
-3.75492E-08
1.44703E-07
-3.84981E-09
-2.4495E-09
-3.75028E-09
7.16307E-10
6.30386E-10
9.23003E-11
-6.61744E-24
1.0105E-09

0
3.17637E-22
-2.0807E-08
-4.78438E-09
-5.56173E-08
-1.58951E-08
-4.34651E-09
-5.70308E-09
-3.75492E-08
1.44703E-07
-3.84981E-09
-2.4495E-09
-3.75028E-09
7.16307E-10
6.30386E-10
9.23003E-11
-6.61744E-24
1.0105E-09

0.0000000628
0.0000000628
0.0000000628
0.0000000574
0.0000000561
0.0000000416
0.0000000374
0.0000000745
0.0000000647
0.0000005275
0.0000008394
0.0000007482
0.0000006679
0.0000005393
0.0000005393

0

5.9557E-23
-1.07113E-08
-2.46297E-09
-2.86315E-08
-8.1827E-09
3.16458E-08
4.15226E-08
-1.93301E-08
-3.84981E-09
8.14734E-07
-2.92989E-07
-4.48577E-07
8.56788E-08
7.54016E-08
1.10402E-08
0
1.20868E-07

0

5.9557E-23
-1.07113E-08
-2.46297E-09
-2.86315E-08
-8.1827E-09
3.16458E-08
4.15226E-08
-1.93301E-08
-3.84981E-09
8.14734E-07
-2.92989E-07
-4.48577E-07
8.56788E-08
7.54016E-08
1.10402E-08
0
1.20868E-07

0.0000000594
0.0000000594
0.0000000594
0.0000000559
0.0000000551
0.0000000459
0.0000000433
0.0000000668
0.0000000606
0.0000006191
0.0000007482
0.0000011279
0.0000009428
0.0000006462
0.0000006462

0
-4.63221E-23
-6.81522E-09

-1.5671E-09
-1.82172E-08
-5.20636E-09

2.01351E-08
2.64193E-08

-1.2299E-08

-2.4495E-09
-2.92989E-07

6.24957E-07
-2.85414E-07
-1.82756E-07
-1.60835E-07
-2.35492E-08

0
-2.57817E-07

0
-4.63221E-23
-6.81522E-09

-1.5671E-09
-1.82172E-08
-5.20636E-09

2.01351E-08
2.64193E-08

-1.2299E-08

-2.4495E-09
-2.92989E-07

6.24957E-07
-2.85414E-07
-1.82756E-07
-1.60835E-07
-2.35492E-08

0
-2.57817E-07

0.0000000564
0.0000000564
0.0000000564
0.0000000547
0.0000000543
0.0000000498
0.0000000485
0.0000000600
0.0000000570
0.0000006997
0.0000006679
0.0000009428
0.0000011848
0.0000007403
0.0000007403

0
2.64698E-23
-1.04344E-08
-2.39929E-09
-2.78912E-08
-7.97114E-09
3.08276E-08
4.0449E-08
-1.88303E-08
-3.75028E-09
-4.48577E-07
-2.85414E-07
8.05268E-07
8.34636E-08
7.34521E-08
1.07548E-08
0
1.17743E-07

0
2.64698E-23
-1.04344E-08
-2.39929E-09
-2.78912E-08
-7.97114E-09
3.08276E-08
4.0449E-08
-1.88303E-08
-3.75028E-09
-4.48577E-07
-2.85414E-07
8.05268E-07
8.34636E-08
7.34521E-08
1.07548E-08
0
1.17743E-07

0.0000000516
0.0000000516
0.0000000516
0.0000000527
0.0000000529
0.0000000559
0.0000000568
0.0000000491
0.0000000511
0.0000008289
0.0000005393
0.0000006462
0.0000007403
0.0000008911
0.0000008911

0
-3.30872E-23
1.99298E-09
4.58267E-10
5.32725E-09
1.5225E-09
-5.8881E-09
-7.72581E-09
3.59661E-09
7.16307E-10
8.56788E-08
-1.82756E-07
8.34636E-08
4.70901E-07
-1.04802E-07
-1.5345E-08
0
-1.67997E-07

0
-3.30872E-23
1.99298E-09
4.58267E-10
5.32725E-09
1.5225E-09
-5.8881E-09
-7.72581E-09
3.59661E-09
7.16307E-10
8.56788E-08
-1.82756E-07
8.34636E-08
4.70901E-07
-1.04802E-07
-1.5345E-08
0
-1.67997E-07

0.0000000516
0.0000000516
0.0000000516
0.0000000527
0.0000000529
0.0000000559
0.0000000568
0.0000000491
0.0000000511
0.0000008289
0.0000005393
0.0000006462
0.0000007403
0.0000008911
0.0000010737

0
-3.30872E-23
1.75392E-09
4.03298E-10
4.68824E-09
1.33987E-09
-5.18182E-09
-6.79909E-09
3.16519E-09
6.30386E-10
7.54016E-08
-1.60835E-07
7.34521E-08
-1.04802E-07
4.26987E-07
-1.35044E-08
0
-1.47846E-07

0
-3.30872E-23
1.75392E-09
4.03298E-10
4.68824E-09
1.33987E-09
-5.18182E-09
-6.79909E-09
3.16519E-09
6.30386E-10
7.54016E-08
-1.60835E-07
7.34521E-08
-1.04802E-07
4.26987E-07
-1.35044E-08
0
-1.47846E-07

0
-5.29396E-23
2.56806E-10
5.90504E-11
6.86447E-10
1.96182E-10
-7.58715E-10
-9.95514E-10
4.63444E-10
9.23003E-11
1.10402E-08
-2.35492E-08
1.07548E-08
-1.5345E-08
-1.35044E-08
7.4046E-08

0
-2.16474E-08

0
-5.29396E-23
2.56806E-10
5.90504E-11
6.86447E-10
1.96182E-10
-7.58715E-10
-9.95514E-10
4.63444E-10
9.23003E-11
1.10402E-08
-2.35492E-08
1.07548E-08
-1.5345E-08
-1.35044E-08
7.4046E-08

0
-2.16474E-08

s5,(m)
0.00151161
0.00136349
0.00083156
0.00088018
0.00088175
0.00060034
0.00029868
0.00033910
0.00079580
0.00091687
0.00091617
0.00106202
0.00108847
0.00094398
0.00103618

OO 00000000000 O0OOoOOo

1.8256E-07
0

OO 000000000000 OoOOo

1.8256E-07
0

s, (mm.)
1.5
1.4
0.8
0.9
0.9
0.6
0.3
0.3
0.8
0.9
0.9
1.1
1.1
0.9
1.0

0
1.65436E-22
2.81152E-09
6.46484E-10
7.51522E-09
2.14781E-09

-8.30642E-09
-1.08989E-08
5.07378E-09
1.0105E-09
1.20868E-07
-2.57817E-07
1.17743E-07
-1.67997E-07
-1.47846E-07
-2.16474E-08

0
5.95308E-07

0
1.65436E-22
2.81152E-09
6.46484E-10
7.51522E-09
2.14781E-09

-8.30642E-09
-1.08989E-08
5.07378E-09
1.0105E-09
1.20868E-07
-2.57817E-07
1.17743E-07
-1.67997E-07
-1.47846E-07
-2.16474E-08

0
5.95308E-07
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Si

(m.)
0.00065257
0.00108056
0.00060458
0.00030708
0.00084744
0.00053821
0.00029868
0.00033910
0.00075866
0.00038040
0.00090263
0.00079054
0.00089737
0.00068622
0.00065344
0.00027211
0.00042727
0.00077156

Q

OO 0000000000000 0o o

O 0O 0000000000000 0o o

Si (mm.)
0.7
1.1
0.6
0.3
0.8
0.5
0.3
0.3
0.8
0.4
0.9
0.8
0.9
0.7
0.7
0.3
0.4
0.8

Matriz Cofactor de los Residuos

0

0
-1.05879E-22
1.05879E-22
-7.94093E-23
-2.64698E-23
0

0
1.05879E-22

[=l«leleNeNeNe oMol

0

0
-1.05879E-22
1.05879E-22
-7.94093E-23
-2.64698E-23
0

0
1.05879E-22

O OO 0000 oo

0
1.58819E-21
5.78912E-08
1.33116E-08
1.54744€-07
4.42248E-08
1.20933E-08
1.58676E-08
1.04473E-07

2.0807E-08
1.07113E-08
6.81522E-09
1.04344E-08
-1.99298E-09
-1.75392E-09
-2.56806E-10
-6.61744E-24
-2.81152E-09

0
1.58819E-21
5.78912E-08
1.33116E-08
1.54744€E-07
4.42248E-08
1.20933E-08
1.58676E-08
1.04473E-07

2.0807E-08
1.07113E-08
6.81522E-09
1.04344E-08
-1.99298E-09
-1.75392E-09
-2.56806E-10
-6.61744E-24
-2.81152E-09

0
-1.16467E-21
1.33116E-08
3.06088E-09
3.55819E-08
1.01691E-08
2.78074E-09
3.64862E-09
2.40226E-08
4.78438E-09
2.46297E-09
1.5671E-09
2.39929E-09
-4.58267E-10
-4.03298E-10
-5.90504E-11
6.61744E-24
-6.46484E-10

0
-1.16467E-21
1.33116E-08
3.06088E-09
3.55819E-08
1.01691E-08
2.78074E-09
3.64862E-09
2.40226E-08
4.78438E-09
2.46297E-09
1.5671E-09
2.39929E-09
-4.58267E-10
-4.03298E-10
-5.90504E-11
6.61744E-24
-6.46484E-10

0
6.88214E-22
1.54744€E-07
3.55819E-08
4.13632E-07
1.18214E-07
3.23254E-08
4.24144E-08
2.79257E-07
5.56173E-08
2.86315E-08
1.82172E-08
2.78912E-08

-5.32725E-09
-4.68824E-09
-6.86447E-10
-6.61744E-24
-7.51522E-09

0
6.88214E-22
1.54744€E-07
3.55819E-08
4.13632E-07
1.18214E-07
3.23254E-08
4.24144E-08
2.79257E-07
5.56173E-08
2.86315E-08
1.82172E-08
2.78912E-08

-5.32725E-09
-4.68824E-09
-6.86447E-10
-6.61744E-24
-7.51522E-09

0
1.32349E-22
4.42248E-08
1.01691E-08
1.18214E-07
3.37847E-08
9.23842E-09
1.21218E-08

7.981E-08
1.58951E-08
8.1827E-09
5.20636E-09
7.97114E-09
-1.5225E-09
-1.33987E-09
-1.96182E-10
0
-2.14781E-09

0
1.32349E-22
4.42248E-08
1.01691E-08
1.18214E-07
3.37847E-08
9.23842E-09
1.21218E-08

7.981E-08
1.58951E-08
8.1827E-09
5.20636E-09
7.97114E-09
-1.5225E-09
-1.33987E-09
-1.96182E-10
0
-2.14781E-09

0
3.97047E-23
1.20933E-08
2.78074E-09
3.23254E-08
9.23842E-09
5.03023E-09
6.60019E-09

2.1824E-08
4.34651E-09
-3.16458E-08
-2.01351E-08
-3.08276E-08
5.8881E-09
5.18182E-09
7.58715E-10

0
8.30642E-09

0
3.97047E-23
1.20933E-08
2.78074E-09
3.23254E-08
9.23842E-09
5.03023E-09
6.60019E-09

2.1824E-08
4.34651E-09
-3.16458E-08
-2.01351E-08
-3.08276E-08
5.8881E-09
5.18182E-09
7.58715E-10

0
8.30642E-09

0
-7.94093E-23
1.58676E-08
3.64862E-09
4.24144E-08
1.21218E-08
6.60019E-09
8.66014E-09
2.86354E-08
5.70308E-09
-4.15226E-08
-2.64193E-08
-4.0449E-08
7.72581E-09
6.79909E-09
9.95514E-10
6.61744E-24
1.08989E-08

0
-7.94093E-23
1.58676E-08
3.64862E-09
4.24144E-08
1.21218E-08
6.60019E-09
8.66014E-09
2.86354E-08
5.70308E-09
-4.15226E-08
-2.64193E-08
-4.0449E-08
7.72581E-09
6.79909E-09
9.95514E-10
6.61744E-24
1.08989E-08

0
-8.47033E-22
1.04473E-07
2.40226E-08
2.79257E-07
7.981E-08
2.1824E-08
2.86354E-08
1.88536E-07
3.75492E-08
1.93301E-08
1.2299E-08
1.88303E-08
-3.59661E-09
-3.16519E-09
-4.63444E-10
-6.61744E-24
-5.07378E-09

0
-8.47033E-22
1.04473E-07
2.40226E-08
2.79257E-07
7.981E-08
2.1824E-08
2.86354E-08
1.88536E-07
3.75492E-08
1.93301E-08
1.2299E-08
1.88303E-08
-3.59661E-09
-3.16519E-09
-4.63444E-10
-6.61744E-24
-5.07378E-09

0
-3.17637E-22
2.0807E-08
4.78438E-09
5.56173E-08
1.58951E-08
4.34651E-09
5.70308E-09
3.75492E-08
7.47836E-09
3.84981E-09
2.4495E-09
3.75028E-09
-7.16307E-10
-6.30386E-10
-9.23003E-11
6.61744E-24
-1.0105E-09

0
-3.17637E-22
2.0807E-08
4.78438E-09
5.56173E-08
1.58951E-08
4.34651E-09
5.70308E-09
3.75492E-08
7.47836E-09
3.84981E-09
2.4495E-09
3.75028E-09
-7.16307E-10
-6.30386E-10
-9.23003E-11
6.61744E-24
-1.0105E-09

0
-5.9557E-23
1.07113E-08
2.46297E-09
2.86315E-08
8.1827E-09
-3.16458E-08
-4.15226E-08
1.93301E-08
3.84981E-09
4.60483E-07
2.92989E-07
4.48577E-07
-8.56788E-08
-7.54016E-08
-1.10402E-08
0
-1.20868E-07

0
-5.9557E-23
1.07113E-08
2.46297E-09
2.86315E-08
8.1827E-09
-3.16458E-08
-4.15226E-08
1.93301E-08
3.84981E-09
4.60483E-07
2.92989E-07
4.48577E-07
-8.56788E-08
-7.54016E-08
-1.10402E-08
0
-1.20868E-07

0
4.63221E-23
6.81522E-09

1.5671E-09
1.82172E-08
5.20636E-09
-2.01351E-08
-2.64193E-08
1.2299E-08
2.4495E-09
2.92989E-07
7.32224E-07
2.85414E-07
1.82756E-07
1.60835E-07
2.35492E-08

0
2.57817E-07

0
4.63221E-23
6.81522E-09

1.5671E-09
1.82172E-08
5.20636E-09
-2.01351E-08
-2.64193E-08
1.2299E-08
2.4495E-09
2.92989E-07
7.32224E-07
2.85414E-07
1.82756E-07
1.60835E-07
2.35492E-08

0
2.57817E-07

0
-2.64698E-23
1.04344E-08
2.39929E-09
2.78912E-08
7.97114E-09
-3.08276E-08
-4.0449E-08
1.88303E-08
3.75028E-09
4.48577E-07
2.85414E-07
4.3698E-07
-8.34636E-08
-7.34521E-08
-1.07548E-08
0
-1.17743E-07

0
-2.64698E-23
1.04344E-08
2.39929E-09
2.78912E-08
7.97114E-09
-3.08276E-08
-4.0449E-08
1.88303E-08
3.75028E-09
4.48577E-07
2.85414E-07
4.3698E-07
-8.34636E-08
-7.34521E-08
-1.07548E-08
0
-1.17743E-07

0
3.30872E-23
-1.99298E-09
-4.58267E-10
-5.32725E-09
-1.5225E-09
5.8881E-09
7.72581E-09
-3.59661E-09
-7.16307E-10
-8.56788E-08
1.82756E-07
-8.34636E-08
1.19087E-07
1.04802E-07
1.5345E-08

0
1.67997E-07

0
3.30872E-23
-1.99298E-09
-4.58267E-10
-5.32725E-09
-1.5225E-09
5.8881E-09
7.72581E-09
-3.59661E-09
-7.16307E-10
-8.56788E-08
1.82756E-07
-8.34636E-08
1.19087E-07
1.04802E-07
1.5345E-08

0
1.67997E-07

0
3.30872E-23
-1.75392E-09
-4.03298E-10
-4.68824E-09
-1.33987E-09
5.18182E-09
6.79909E-09
-3.16519E-09
-6.30386E-10
-7.54016E-08
1.60835E-07
-7.34521E-08
1.04802E-07
9.22313E-08
1.35044E-08
0
1.47846E-07

0
3.30872E-23
-1.75392E-09
-4.03298E-10
-4.68824E-09
-1.33987E-09
5.18182E-09
6.79909E-09
-3.16519E-09
-6.30386E-10
-7.54016E-08
1.60835E-07
-7.34521E-08
1.04802E-07
9.22313E-08
1.35044E-08
0
1.47846E-07

0
5.29396E-23
-2.56806E-10
-5.90504E-11
-6.86447E-10
-1.96182E-10
7.58715E-10
9.95514E-10
-4.63444E-10
-9.23003E-11
-1.10402E-08
2.35492E-08
-1.07548E-08
1.5345E-08
1.35044E-08
1.97729E-09
0
2.16474E-08

0
5.29396E-23
-2.56806E-10
-5.90504E-11
-6.86447E-10
-1.96182E-10
7.58715E-10
9.95514E-10
-4.63444E-10
-9.23003E-11
-1.10402E-08
2.35492E-08
-1.07548E-08
1.5345E-08
1.35044E-08
1.97729E-09
0
2.16474E-08

OO 0000000000000 O0OOoOOo

OO 0000000000000 O0OOoOOo

0
-1.65436E-22
-2.81152E-09
-6.46484E-10
-7.51522E-09
-2.14781E-09

8.30642E-09
1.08989E-08
-5.07378E-09
-1.0105E-09
-1.20868E-07
2.57817E-07
-1.17743E-07
1.67997E-07
1.47846E-07
2.16474E-08

0

2.36996E-07

0
-1.65436E-22
-2.81152E-09
-6.46484E-10
-7.51522E-09
-2.14781E-09

8.30642E-09
1.08989E-08
-5.07378E-09
-1.0105E-09
-1.20868E-07
2.57817E-07
-1.17743E-07
1.67997E-07
1.47846E-07
2.16474E-08

0

2.36996E-07
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0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
Test de POPE
o
0.001
Residuos

0.0000000000
0.0000000000
0.0000135120
0.0000031070
0.0000361177
0.0000103222
-0.0000399201
-0.0000523794
0.0000243843
0.0000048564
0.0005808848
-0.0012390508
0.0005658664
-0.0008073852
-0.0007105389
-0.0001040362
0.0000000000
-0.0011389889

0 0
0 3.75093E-15
-9.06795E-17 0.136725362
9.06795E-17 0.031438789
-6.80096E-17 0.365468457
-2.26699E-17 0.104448736
0 0.028561472
0 0.037475656
9.06795E-17 0.246740275
0 0.049141252
0 0.025297613
0 0.016095958
0 0.024643557
0 -0.004706946
0 -0.004142345
0 -0.000606517
0 -1.56289E-17
0 -0.00664015

Prob. (%) [oh
99.9  0.0000555818

valor critico

Raiz Cof. Resid. Resid. Normaliz.

0 0
0 0
0 0

0.0000553252  0.0561581764
0.0006431421  0.0561581763
0.0001838062  0.0561581763
0.0000709241  0.5628571940
0.0000930599  0.5628571940
0.0004342072  0.0561581763
0.0000864775  0.0561581763
0.0006785890  0.8560186719
0.0008557011  1.4479947853
0.0006610444  0.8560186719
0.0003450897  2.3396386631
0.0003036960  2.3396386631
0.0000444668  2.3396386631

0 0
0.0004868226  2.3396386631

T_([1-a)_(0/2,) g) Residuo critico

1.7319545371

2.3395086218

0
-1.19625E-14
0.136725362
0.031438789
0.365468457
0.104448736
0.028561472
0.037475656
0.246740275
0.049141252
0.025297613
0.016095958
0.024643557

-0.004706946
-0.004142345
-0.000606517
6.79689E-17
-0.00664015

a/n
0.0000555556

N2 redundancia

0

0
0.1367253620
0.0314387887
0.3654684575
0.1044487361
0.0533774459
0.0700368248
0.2467402754
0.0491412524
0.3611015284
0.5395185607
0.3517654583
0.2018463051
0.1776347369
0.0260090440

0
0.2847472237

0 0
6.08079E-16 4.09169E-16
0.136725362 0.136725362
0.031438789 0.031438789
0.365468457 0.365468457
0.104448736 0.104448736
0.028561472 0.028561472
0.037475656 0.037475656
0.246740275 0.246740275
0.049141252 0.049141252
0.025297613 0.025297613
0.016095958 0.016095958
0.024643557 0.024643557

-0.004706946 -0.004706946
-0.004142345 -0.004142345
-0.000606517 -0.000606517

0

4.2132E-16
0.128325766
0.029507376
0.343016242
0.098032025
0.053377446
0.070036825
0.231582015
0.046122305
-0.335803916
-0.213659913
-0.327121901
0.062480633
0.054986049
0.008050985

-5.84691E-18 0 0
-0.00664015  -0.00664015  0.088142246
a/2 t ([1-a]_(0/2,) g—1)

0.0000277909 134.1268001474

g=Tr(A)

0
-6.42204E-16
0.128325766
0.029507376
0.343016242
0.098032025
0.053377446
0.070036825
0.231582015
0.046122305

-0.335803916
-0.213659913
-0.327121901
0.062480633
0.054986049
0.008050985
5.3517E-17
0.088142246

0
-1.10853E-15
0.136725362
0.031438789
0.365468457
0.104448736
0.028561472
0.037475656
0.246740275
0.049141252
0.025297613
0.016095958
0.024643557
-0.004706946
-0.004142345
-0.000606517
-8.66037E-18

-0.00664015

0
-2.08723E-15
0.136725362
0.031438789
0.365468457
0.104448736
0.028561472
0.037475656
0.246740275
0.049141252
0.025297613
0.016095958
0.024643557

-0.004706946
-0.004142345
-0.000606517
4.34841E-17
-0.00664015

0
-4.67034E-17
0.008399596
0.001931413
0.022452216
0.006416711

-0.024815974
-0.032561169
0.01515826
0.003018947
0.361101528
0.22975587
0.351765458
-0.067187579
-0.059128394
-0.008657501
0
-0.094782396

0
3.41311E-17
0.0050216
0.001154673
0.013422794
0.003836156
-0.01483594
-0.019466314
0.009062188
0.001804842
0.215880323
0.539518561
0.210298863
0.134658726
0.118506343
0.017351542
0
0.189964827

0

-2.1308E-17
0.008399596
0.001931413
0.022452216
0.006416711
-0.024815974
-0.032561169
0.01515826
0.003018947
0.361101528
0.22975587
0.351765458
-0.067187579
-0.059128394
-0.008657501
0
-0.094782396

0
5.60812E-17
-0.003377996
-0.00077674
-0.009029421
-0.002580556
0.009980034
0.013094855
-0.006096072
-0.001214105
-0.145221205
0.30976269
-0.141466595
0.201846305
0.177634737
0.026009044
0
0.284747224

0

6.3725E-17
-0.003377996
-0.00077674
-0.009029421
-0.002580556
0.009980034
0.013094855
-0.006096072
-0.001214105
-0.145221205
0.30976269
-0.141466595
0.201846305
0.177634737
0.026009044
0
0.284747224

0

6.9636E-16
-0.003377996
-0.00077674
-0.009029421
-0.002580556
0.009980034
0.013094855
-0.006096072
-0.001214105
-0.145221205
0.30976269
-0.141466595
0.201846305
0.177634737
0.026009044
0
0.284747224

O 0O 0000000000000 o0 oo

0
-1.98769E-16
-0.003377996
-0.00077674
-0.009029421
-0.002580556
0.009980034
0.013094855
-0.006096072
-0.001214105
-0.145221205
0.30976269
-0.141466595
0.201846305
0.177634737
0.026009044
0
0.284747224
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Metodologia de calculo de redes topograficas

7.3. Planimetria.

7.3.1. Datos de campo.

Puntos de coordenadas conocidas: 21 (154.076; 53.082
31 (74.082; 71.333)

Puntos a ajustar: 26, 34, 46. Coordenadas aproximadas
26 (110.618; 40.167)
34 (71.498; 29.027)
46 (123.918; 67.588)

Direcciones medidas:

Estacion Pto. Visado Direccion (9)

21 371.224
26 71.443

46
34 102.290
31 147.460
21 212.805
46 159.970

26
31 76.184
34 13.513
31 357.130

34 46 12.849
26 35.570

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg

157



Metodologia de calculo de redes topograficas

Distancias medidas:

Estacion Pto. Visado Distancia
21 33.465
46 26 30.473
34 65.06
31 49.974
21 45.336
26 31 48.009
34 40.658
34 31 42.391

7.3.2. Calculos previos.

Tanto para el célculo de la red planimétrica comagpacial, es necesario
calcular unas coordenadas aproximadas para losgp@6t 34 y 46, célculos que se
desarrollan a continuacion.

PUNTO 26.
d3L= (X o = X )2 +(Y .~ Y )2 =82.050 031= tgixﬂ_xﬂ 400= 314.28
21— V(X5 =X )"+ (Y 5= Y ,,)" = 82. 21— arc y31_Y21+ = ol4.
21 | 31
a=L2- 13 136621
48.00¢ 82.05( . 48.00¢sero.
p= serp _ sem = [3—arcsen—82.050 = 32.670
26 .31 |
05,=05,—B=281.610 e
5200 |
Xgg=X g1+ 0y SeM0n = 110.618 B B o)

B 26 26
Y 5g=Y ,,+d5,c0S05-= 40.167

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg
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PUNTO 34.
31, ,21
a=400-L3;+L%,=78.046

42.39.  82.05( 42.39sera

p= semd  sem = [3=arcsen—82.o5o = 32.326
34_,31 ,_ 31
921—621 (=281.954 T,

| T 82050

_ 34 34_ 42.391
X 4= X 5+, s€M5, = 71.498 i

34 34
Yo=Y, +d5g cosh = 29.027

PUNTO 46.

21, 31
@ =400— L5 +L5,=176.236

49.97: 82.05( 49.97:sera
= =ar H———/————— = 14.262
P= ~Serp ~ sem  PTCSeM 55050 6
05.=03:+p=328.542
3l

_ 46 46__
X 46=X 5+ d, s€m, = 123.918

_ 46 46_
Y 46=Y »;1d,,c080,,= 67.588 B

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg
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- Calle  Carlos
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PLANIMETRIA

p 636619.7724
Puntos fijos X
21 154.076
31 74.082

53.082
71.333

Puntos a ajustar. Coordenadas aproximadas.

X
26 110.618
34 71.498
46 123.918
Direcciones medidas:
Estacion Pto. Visado
46 21
26
34
31
26 21
46
31
34
34 31
46
26
Distancias medidas:
Estacion Pto. Visado
46 21
26
34
31
26 21
31
34
34 31
Vector x (incégnitas)
dXye
dY,e
dXs,
dYs,
dXse
dYse
dO,g
dos,
dOyg
Matriz P (pesos)
0.00008492 0
0 0.00007096
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

40.167
29.027
67.588

Direccion (g)
371.224
71.443
102.290
147.460
212.805
159.970
76.184
13.513
357.130
12.849
35.570

Distancia
33.465
30.473
65.060
49.974
45.336
48.009
40.658
42.391

0
0
0.00028925

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Dist.
33.465
30.489
65.079
49.977
45.344
30.489
48.028
40.657
42.418
65.079
40.657

Desv. Estandar (m.)
0.00593755
0.00593748
0.00593860
0.00593801
0.00593786
0.00593795
0.00593773
0.00593778

0
0
0
0.00018058

OO0 00000000000 Oo0OOo

Opin
21.60493827

Desv. Estandar (cc.)
108.51570429
118.70792581

58.79797048
74.41502010
81.40458626
118.70792581
77.18466754
90.15900888
86.63671787
58.79797048
90.15900888

o O O o

0.00015090

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Pesos

28365.18963
28365.80532
28355.17482
28360.75709
28362.17937
28361.37655
28363.47383
28363.01070

O O o oo

0.00007096

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0.005

Pesos
0.00008492
0.00007096
0.00028925
0.00018058
0.00015090
0.00007096
0.00016786
0.00012302
0.00013323
0.00028925
0.00012302

O O oooo

0.00016786

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

a(mm.)

0.002
0

0

0

0

0

0

0
0.00012302
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

b (ppm)
2
0
0
0
0
0
0
0
0
0.00013323
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

OO O0OO0OO0Oo0OOoOOoo

0.00028925

0
0
0
0
0
0
0
0
0

OO O0OO0OO0OO0OO0OO0OOoOOo

0.00012302

0
0
0
0
0
0
0
0

O OO0 000000 oo

28365.18963

0
0
0
0
0
0
0

OO O0OO0OO0O0OO0OO0OO0OO0OOo0OOo

28365.80532

0
0
0
0
0
0

OO0 O0OO0OO0OO00OO0O0OO0OO0oOOoOOo

28355.17482

0
0
0
0
0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
28360.75709 0 0 0 0
0 28362.17937 0 0 0
0 0 28361.37655 0 0
0 0 0 28363.47383 0
0 0 0 0 28363.0107
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Vector | (Observaciones)
371.224
71.443
102.290
147.460
212.805
159.970
76.184
13.513
357.130
12.849
35.570
33.465
30.473
65.060
49.974
45.336
48.009
40.658
42.391

Direccion I-J
Punto |
46

26

34

Distancia I-J
Punto |
46

26

34

Puntos a ajustar. Coordenadas aproximadas.

26
34
46

Xi

Xi

X

123.918
123.918
123.918
123.918
110.618
110.618
110.618
110.618

71.498

71.498

71.498

123.918
123.918
123.918
123.918
110.618
110.618
110.618

71.498

110.618
71.498
123.918

Yi

67.588
67.588
67.588
67.588
40.167
40.167
40.167
40.167
29.027
29.027
29.027

67.588
67.588
67.588
67.588
40.167
40.167
40.167
29.027

40.167
29.027
67.588

PuntoJ

PuntoJ

21
26
34
31
21
46
31
34
31
46
26

21
26
34
31
21
31
34
31

268.805
46.754
157.318

Xj
154.076
110.618
71.498
74.082
154.076
123.918
74.082
71.498
74.082
123.918
110.618

Xj
154.076
110.618
71.498
74.082
154.076
74.082
71.498
74.082

Yj

Yj

AX;°
53.082
40.167
29.027
71.333
53.082
67.588
71.333
29.027
71.333
67.588
40.167

AX®
53.082
40.167
29.027
71.333
53.082
71333
29.027
71.333

Ay,

30.158
-13.300
-52.420
-49.836
43.458
13.300
-36.536
-39.120
2.584
52.420
39.120

Ay’

30.158

-13.300
-52.420
-49.836
43.458

-36.536
-39.120
2.584

-14.506
-27.421
-38.561
3.745
12.915
27.421
31.166
-11.140
42.306
38.561
11.140

-14.506
-27.421
-38.561
3.745
12,915
31.166
-11.14
42.306

L 0;’
33.465 371.224 128.542
30.476 71.443 228.750
65.075 102.290 259.624
49.977 147.460 304.775
45.336 212.805 81.610
30.476 159.970 28.750
48.023 76.184 344.961
40.675 13.513 282.339
42.385 357.130 3.884
65.075 12.849 59.624
40.675 35.570 82.339
A X ioj ‘. Ay ioj X ioj q
g e
di]O al

33.465 33.465 -0.901
30.473 30.476 0.436
65.060 65.075 0.806
49.974 49.977 0.997
45.336 45.336 -0.959
48.009 48.023 0.761
40.658 40.675 0.962
42.391 42.385 -0.061

a2

Ay ioj o
@giz
L’
157.318 371.224
71.432
102.306
147.457
268.805 212.805
159.945
76.156
13.534
46.754 357.130
12.870
35.585
0
Yij
y .0, Ldy =k +
a3
0.433 0
0.900 -0.436
0.593 -0.806
-0.075 0
-0.285 0
-0.649 0
0.274 -0.962
-0.998 0

al

a4

a2
8245886  17143.211
18794.926  -9116.098
5796.886  -7880.314
954,553 -12702.564
-4000.177  13460.295
-18794.926 9116.098
-8603.288  -10085.661
4286.525  -15052.860
-14992.049 915.696
-5796.886 7880.314
-4286.525  15052.860
kij=di; - df

k
0 -0.00034028
-0.900 -0.00324060
-0.593  -0.01539567

0 -0.00251369
0 -0.00046423
0 -0.01389925
-0.274 -0.01722588
0 0.00615964

a3

0

a5

Ax_ijd yi—d@; =k
(d%)2 ' '
a4

0 0
-18794.926 9116.098
-5796.886 7880.314
0 0

0 0
18794.926 -9116.098
0 0
-4286.525 15052.860
0 0
5796.886 -7880.314
4286.525 -15052.860

1
1
1

1
1
1

1
1

kij =Lij — L5
1% =00 -6
0 =6 —L;
k

0

109.92979009
-158.23593904
27.31696409

0
251.73597760
279.14173523
-208.78863477
0
-209.81161001
-152.17049325
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0 - Matriz J (Matriz Jacobiana)

Xa6
0
-18794.926
0
0
-4000.177
-18794.926
-8603.288
4286.525
0
0
4286.525
0
-0.436
0
0
-0.959
0.761
0.962

Y26

0

9116.098

0

0
13460.295
9116.098
-10085.661
-15052.860
0

0
-15052.860
0

-0.900

0

0

-0.285
-0.649
0.274

X34

0

0
-5796.886
0

0

0

0
-4286.525
-14992.049
-5796.886
-4286.525

0 - Vector |, (Observaciones aproximadas)

371.224
71.432
102.306
147.457
212.805
159.945
76.156
13.534
357.130
12.870
35.585
33.465
30.476
65.075
49.977
45.336
48.023
40.675
42.385

0 - Matriz N=J'PJ (Ecuaciones normales)

143571.87058390

-21397.42507634

-21397.42507634 151324.41376114

-30760.62286375
8417.99553706
-55498.63033763
13160.22656712
2.85225309
-0.52777604
1.33270991

0- MatrizN™
0.00001296
0.00000093
0.00000952

-0.00000359
0.00000490
0.00000063

-0.08454119

-0.07955954

-0.04136980

8417.99553706
-57924.69334402
13160.22656712
-34748.90635279
0.86899042
1.85337510
-0.64640392

0.00000093
0.00001001
0.00000066
0.00000525
-0.00000044
0.00000438
-0.01049717
-0.01690209
-0.00311573

-30760.62286375
8417.99553706
98604.56760968
-21408.29991132
-37837.19892686
12889.90699427
0.52777604
4.19886747
1.67661236

9.52496E-06
6.62903E-07
2.5357E-05
-6.25321E-06
5.10563E-06
2.61929E-06
-0.09284798
-0.23228604
-0.09722892

Y34

7880.314
0

0

0

0
15052.860
915.696
7880.314
15052.860

8417.99553706
-57924.69334402
-21408.29991132
132171.60961425

12889.90699427
-45877.77342209
-1.85337510
-4.25439002
-2.27919451

-3.59393E-06
5.25488E-06
-6.25321E-06
1.72339E-05
-3.1458E-07
3.124E-06
0.07506448
0.14722102
0.07205373

8245.886
18794.926
5796.886
-954.553
0
18794.926
0

0

0
5796.886
0

-0.901
0.436
0.806
0.997

0

0
0
0

0 - Vector k=I-l,

0

109.930
-158.236
27.317

0

251.736
279.142
-208.789

0

-209.812
-152.170
-0.00034028
-0.00324060
-0.01539567
-0.00251369
-0.00046423
-0.01389925
-0.01722588
0.00615964

-55498.63033763
13160.22656712
-37837.19892686
12889.90699427
150511.68310690
-25055.38822521
-1.33270991
-1.67661236
-3.53719385

4.89848E-06
-4.41395E-07
5.10563E-06
-3.1458E-07
1.051E-05
-1.178E-07
-0.00542768
-0.00271951
0.03441046

17143.211
-9116.098
-7880.314
-12702.564
0
-9116.098
0

0

0
-7880.314
0

0.433
0.900
0.593
-0.075

0

0
0
0

13160.22656712
-34748.90635279
12889.90699427
-45877.77342209
-25055.38822521
140210.99531080
0.64640392
2.27919451
3.76365805

6.30968E-07
4.38062E-06
2.61929E-06
3.124E-06
-1.178E-07
1.16584E-05
-0.01734267
-0.05915545
-0.06325622

O OO 00000 OO0 oo

2.85225309
0.86899042
0.52777604
-1.85337510
-1.33270991
0.64640392
0.00051272
0

0

-0.08454119
-0.01049717
-0.09284798
0.07506448
-0.00542768
-0.01734267
2813.15957361
1310.03130509
765.15876288

OO O0Oo0Oo0oooo

O OO O0OO0OOo0OoOo

-0.52777604
1.85337510
4.19886747

-4.25439002

-1.67661236
2.27919451

0
0.00054539
0

-0.07955954
-0.01690209
-0.23228604
0.14722102
-0.00271951
-0.05915545
1310.03130509
4989.63010817
1651.31096347

=]
N
>

OO0 00000000000 Oo0OOo

1.33270991
-0.64640392
1.67661236
-2.27919451
-3.53719385
3.76365805
0

0
0.00062564

-0.04136980
-0.00311573
-0.09722892
0.07205373
0.03441046
-0.06325622
765.15876288
1651.31096347
2781.39728794



0 - Vector JtPk 0 - Vector x

-1792.61923850 -0.009762
638.76526126 -0.000863
1618.48244230 0.011911
-1289.73377710 -0.010584
-593.94361783 -0.005528
202.17971327 -0.001807
-0.03899029 -82.888893
0.07941896 -44.599193
0.03303811 -18.146622
Direccion I-J
Punto | Xi Yi PuntoJ
46 123.912 67.586 21
123.912 67.586 26
123.912 67.586 34
123.912 67.586 31
26 110.608 40.166 21
110.608 40.166 46
110.608 40.166 31
110.608 40.166 34
34 71.510 29.016 31
71.510 29.016 46
71.510 29.016 26
Distancia I-J
Punto | Xi Yi PuntoJ
46 123.912 67.586 21
123.912 67.586 26
123.912 67.586 34
123.912 67.586 31
26 110.608 40.166 21
110.608 40.166 31
110.608 40.166 34
34 71.510 29.016 31

0 - Nuevas coordenadas aproximadas para la iteracion 1

X Y 0,
26 110.608 40.166 268.7966223
34 71.510 29.016 46.7491131
46 123.912 67.586 157.3159159

3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k ok 3k %k %k 3k sk ok ok ok %k %k ok ok ok ok ok ok Iteracién 1 3k 3k 3k 3k %k %k 3k 3k 3k % 3k 3k 3k %k %k ok 3k %k %k k ok sk k kokkkkk

1 - Matriz J (Matriz Jacobiana)

Xa6 Yas X34 Y3
0 0 0 0
-18793.048 9118.403 0 0
0 0 -5799.782 7879.834
0 0 0 0
-3998.750 13457.616 0 0
-18793.048 9118.403 0 0
-8605.987 -10085.850 0 0
4294.103 -15057.977 -4294.103 15057.977
0 0 -14988.839 911.053
0 0 -5799.782 7879.834
4294.103 -15057.977 -4294.103 15057.977
0 0 0 0
-0.437 -0.900 0 0
0 0 -0.805 -0.593
0 0 0 0
-0.959 -0.285 0 0
0.761 -0.649 0 0
0.962 0.274 -0.962 -0.274
0 0 -0.061 -0.998

Xj
154.076
110.608
71.510
74.082
154.076
123.912
74.082
71.510
74.082
123.912
110.608

Xj

154.076
110.6082382
71.50991081
74.082
154.076
74.082
71.50991081
74.082

8242.790
18793.048
5799.782
-955.219
0
18793.048
0

0

0
5799.782
0

-0.901
0.437
0.805
0.997

0

0
0
0

Yj
53.082
40.166
29.016
71.333
53.082
67.586
71.333
29.016
71.333
67.586
40.166

Yj
53.082

40.16613713
29.01641568

71.333
53.082
71.333

29.01641568

71.333

17142.052
-9118.403
-7879.834
-12703.888
0
-9118.403
0

0

0
-7879.834
0

0.433
0.900
0.593
-0.075

0

0
0
0

AY,°

ij

O OO 00000 Oo0OOoOOo

-14.504
-27.420
-38.570
3.747
12.916
27.420
31.167
-11.150
42.317
38.570
11.150

0

ij

-14.50419259
-27.42005546
-38.5697769
3.746807413
12.91586287
31.16686287
-11.14972145
42.31658432

OO0 oo oooo

O O O0OO0OOo0OOoOoo

33.470
30.477
65.067
49.971
45.346
30.477
48.016
40.657
42.395
65.067
40.657

0

128.534
228.759
259.607
304.778
81.613
28.759
344.970
282.315
3.865
59.607
82.315

D>
N
=

Axij d

0
dd

33.465
30.473
65.060
49.974
45.336
48.009
40.658
42.391

[=l«NeNeNeNeNeNoNoNoNeNeNeNe Ne

-0.901
0.437
0.805
0.997

-0.959
0.761
0.962

-0.061

Xi+ p

371.218
71.443
102.291
147.462
212.816
159.962
76.174
13.518
357.116
12.857
35.566

0

SN dy; +
@g)?

8242.790
18793.048
5799.782
-955.219
-3998.750

-18793.048

-8605.987
4294.103

-14988.839

-5799.782
-4294.103

a2

17142.052
-9118.403
-7879.834
-12703.888
13457.616
9118.403
-10085.850
-15057.977
911.053
7879.834
15057.977

0
kij=dij - df

0
-0.900
-0.593

-0.00453839
-0.00423887
-0.00655171

0.00286288
-0.01006743
-0.00703292

0.00095274
-0.00368069

dy;-do; =k

0
9118.403
7879.834

0

0

-9118.403
0
15057.977
0
-7879.834

-15057.977

0
kij =Lij —Lij
0 (0] 0
Lij =0 — 6
(0] (0]
00 =09 -
58.40861645
359378775
-6.10615734

-19.06786188
-110.3175868
80.65770513
103.55324921
-52.33472489
143.6165919
-84.13439935
42.57311573
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1 - Vector |, (Observaciones aproximadas)

371.218
71.443
102.291
147.462
212.816
159.962
76.174
13.518
357.116
12.857
35.566
33.470
30.477
65.067
49.971
45.346
48.016
40.657
42.395

1 - Matriz N=J'PJ (Ecuaciones normales)

143577.99628160
-21415.46532702
-30771.01407099
8442.43482150
-55491.70253642
13161.50838334
2.85142452
-0.52870909
1.33257670

1- MatrizN*
0.00001296
0.00000093
0.00000953

-0.00000359
0.00000490
0.00000063

-0.08454753

-0.07957020

-0.04138303

1 - Vector J'Pk
0.00226511
-0.28969498
0.11991674
0.56034995
-0.05184283
-0.21555671
-0.00001203
-0.00001405
-0.00000553

-21415.46532702
151364.02647937
8442.43482150
-57968.25651821
13161.50838334
-34751.78037688
0.86989283
1.85400515
-0.64656735

0.00000093
0.00001001
0.00000066
0.00000526
-0.00000044
0.00000438
-0.01050241
-0.01689712
-0.00311397

1 - Coordenadas definitivas

26
34
46

X
110.608
71.510
123.912

-30771.01407099
8442.43482150
98613.32246000
-21440.74514491
-37849.38318321
12899.24076103
0.52870909
4.20021102
1.67744988

9.52795E-06
6.61929E-07
2.53645E-05
-6.24903E-06
5.10727E-06
2.62055E-06
-0.09289468
-0.23234211
-0.09726872

40.166
29.016
67.586

8442.43482150
-57968.25651821
-21440.74514491
132217.92825213

12899.24076103
-45880.63938581
-1.85400515
-4.25426346
-2.27905572

-3.59332E-06
5.25657E-06
-6.24903E-06
1.72263E-05
-3.15346E-07
3.12499E-06
0.07503968
0.14711726
0.07200811

1- Vector x
0.000001
0.000000
0.000003
0.000003
0.000000
0.000000

-0.018703
-0.022827
-0.006456

0.
268.797
46.749
157.316

1 - Vector k=I-l,
58.4086
3.594
-6.106
-19.068
-110.318
80.658
103.553
-52.335
143.617
-84.134
42.573
-0.00453839
-0.00423887
-0.00655171
0.00286288
-0.01006743
-0.00703292
0.00095274
-0.00368069

-55491.70253642
13161.50838334
-37849.38318321
12899.24076103
150515.31126419
-25068.67937442
-1.33257670
-1.67744988
-3.53751498

4.89878E-06
-4.41829E-07
5.10727E-06
-3.15346E-07
1.05104E-05
-1.17395E-07
-0.00543635
-0.00272438
0.03440142

13161.50838334
-34751.78037688
12899.24076103
-45880.63938581
-25068.67937442
140216.96060835
0.64656735
2.27905572
3.76402027

6.31159E-07
4.38112E-06
2.62055E-06
3.12499E-06
-1.17395E-07
1.16589E-05
-0.01735317
-0.05916813
-0.06326634

2.85142452
0.86989283
0.52870909
-1.85400515
-1.33257670
0.64656735
0.00051272
0

0

-0.08454753
-0.01050241
-0.09289468
0.07503968
-0.00543635
-0.01735317
2813.30294223
1310.29245894
765.31003962

-0.52870909
1.85400515
4.20021102

-4.25426346

-1.67744988
2.27905572

0
0.00054539
0

-0.07957020
-0.01689712
-0.23234211
0.14711726
-0.00272438
-0.05916813
1310.29245894
4989.66550342
1651.44966211

1.33257670
-0.64656735
1.67744988
-2.27905572
-3.53751498
3.76402027
0

0
0.00062564

-0.04138303
-0.00311397
-0.09726872
0.07200811
0.03440142
-0.06326634
765.31003962
1651.44966211
2781.53643520
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Vector residuos

58.43368433
3.59989493
-6.12967308
-19.07531045
-110.33124309
80.64078488
103.50726990
-52.40945359
143.55432469
-84.19126209
42.48806745
-0.00453960
-0.00423929
-0.00655015
0.00286446
-0.01006927
-0.00703238
0.00095343
-0.00367841

Redundancias

10

Varianza utilizada

1

0.00001296
0.00000093
0.00000953
-0.00000359
0.00000490
0.00000063
-0.08454681
-0.07958044
-0.04138365

8490.14726753
1075.90072614
573.23837554
204.04972773
1740.68253059
-1399.00275503
-441.30219645
-726.06752624
-93.10844196
-320.70824232
854.88933706
0.06834003
0.15028260
0.05989819
0.03042797
-0.10998136
0.02202763
-0.06197859
0.00982754

0.05

Cofactor incégnitas x (Q,=Z,)

Covarianza incdgnitas x (Z,)

0.00000093
0.00001001
0.00000066
0.00000526
-0.00000044
0.00000438
-0.01048170
-0.01688915
-0.00311407

Cofactor de Observ. Ajustadas

Covarianza de Observ. Ajustadas X; »

1075.90072614
4524.54994619
1430.88269771
961.69649764
31.62400468
2931.57288249
-149.21912237
-1526.25217693
-114.79729616
444.16017345
-919.99763749
-0.06876895
0.03534831
0.04226046
0.06915451
0.09478636
-0.10033713
-0.09436989
-0.00876324

le—a/z,g
3.24697278

0.00000953
0.00000066
0.00002536
-0.00000625
0.00000511
0.00000262
-0.09286957
-0.23239992
-0.09727923

Q=%

573.23837554
1430.88269771
2183.39450299
1208.46168055
-346.25449614
9.42368996
-344.75842494
889.70099375
111.73806258
-74.23378374
53.53171478
-0.00443412
-0.01494750
0.01348584
-0.00312630
0.01693625
-0.01659377
0.04945617
-0.06792553

371.218
71.443
102.291
147.462
212.816
159.962
76.174
13.518
357.116
12.857
35.566
33.470
30.477
65.067
49.971
45.346
48.016
40.657
42.395

r'Pr
17.05145477
N2

Si cumple xz

-0.00000359
0.00000526
-0.00000625
0.00001723
-0.00000032
0.00000313
0.07501746
0.14711700
0.07201409

204.04972773
961.69649764
1208.46168055
3128.05776611
-276.38147238
-509.22898196
818.38386425
-483.87095383
-90.08007188
95.17743473
-126.22972004
0.00198924
-0.06062022
-0.06637582
-0.03647722
-0.01265655
0.05565021
-0.01298610
0.10762241

Vector [ 7=] -r (Observaciones ajustadas)

Xza/z,g
20.48317735

0.00000490
-0.00000044
0.00000511
-0.00000032
0.00001051
-0.00000012
-0.00543470
-0.00274706
0.03439443

1740.68253059
31.62400468
-346.25449614
-276.38147238
4339.42256413
2005.88926363
799.60198343
557.59638698
273.51907181
231.02108928
-839.39328654
0.05008886
-0.08944729
-0.02972143
-0.02557778
-0.08365102
-0.05744973
0.01828208
-0.01392064

Sy

1.70514548

0.00000063
0.00000438
0.00000262
0.00000313
-0.00000012
0.00001166
-0.01734908
-0.05916504
-0.06326242

-1399.00275503
2931.57288249
9.42368996
-509.22898196
2005.88926363
5402.46691257
1452.72375884
569.57751930
-393.10167036
697.19511255
-1213.54508819
-0.12456067
-0.01404342
0.05245308
0.11231409
0.05131257
-0.07228479
-0.04577679
-0.00549787

So
1.30581219

-0.08454681
-0.01048170
-0.09286957
0.07501746
-0.00543470
-0.01734908
2812.96908391
1309.89112875
765.25580802

-441.30219645
-149.21912237
-344.75842494
818.38386425
799.60198343
1452.72375884
3285.91015508
1826.37440264
303.04935610
-267.77747210
301.41247427
0.01509651
0.06137135
0.00905306
-0.02975490
0.06290669
0.03626950
-0.03940085
0.09666300

-0.07958044
-0.01688915
-0.23239992
0.14711700
-0.00274706
-0.05916504
1309.89112875
4989.76319480
1651.55499978

-726.06752624
-1526.25217693
889.70099375
-483.87095383
557.59638698
569.57751930
1826.37440264
4624.12553281
-522.24779928
-320.18739203
1318.40745080
-0.01018768
0.03408349
-0.00615190
0.00718613
-0.01282163
0.06268002
0.05774069
-0.11164423

-0.04138365
-0.00311407
-0.09727923
0.07201409
0.03439443
-0.06326242
765.25580802
1651.55499978
2781.41362590

-93.10844196
-114.79729616
111.73806258
-90.08007188
273.51907181
-393.10167036
303.04935610
-522.24779928
3637.54281690
1356.22125504
1000.53976738
0.07659232
0.00655604
0.09974968
-0.07555603
0.06037068
-0.05819491
0.09718585
0.04697047

-320.70824232
444.16017345
-74.23378374
95.17743473
231.02108928
697.19511255
-267.77747210
-320.18739203
1356.22125504
2136.20475066
1637.21620328
-0.03968252
-0.03148783
-0.02333328
0.03421787
-0.02360191
0.00352158
-0.01937809
-0.00115877

Desv. Estandar incognitas.

Sxz6 (M.)

Syz6 (M.)
Sxz4 (M.)

Syss (M)
S¥46 (M)
Sya6 (M.)
56260 (cc.)
59340 (cc.)
56460 (cc.)

854.88933706
-919.99763749
53.53171478
-126.22972004
-839.39328654
-1213.54508819
301.41247427
1318.40745080
1000.53976738
1637.21620328
3195.63938999
0.01035563
0.06693490
-0.05316365
0.00137072
-0.00988599
0.05474302
-0.05968666
-0.04814283

(m.)(cc.)
0.00360009
0.00316415
0.00503593
0.00415056
0.00324165
0.00341444

53.03743097
70.63825589
52.73910907

0.06834003
-0.06876895
-0.00443412

0.00198924

0.05008886
-0.12456067

0.01509651
-0.01018768

0.07659232
-0.03968252

0.01035563

0.00001082

0.00000023
-0.00000279
-0.00000988

0.00000332
-0.00000464
-0.00000047
-0.00000143

(mm.)
3.600
3.164
5.036
4.151
3.242
3.414

0.15028260
0.03534831
-0.01494750
-0.06062022
-0.08944729
-0.01404342
0.06137135
0.03408349
0.00655604
-0.03148783
0.06693490
0.00000023
0.00001354
0.00000632
0.00000227
0.00000524
0.00000080
-0.00000490
0.00000050

0.05989819
0.04226046
0.01348584
-0.06637582
-0.02972143
0.05245308
0.00905306
-0.00615190
0.09974968
-0.02333328
-0.05316365
-0.00000279
0.00000632
0.00001632
0.00000424
0.00000157
-0.00000002
0.00001005
0.00000424

0.03042797
0.06915451
-0.00312630
-0.03647722
-0.02557778
0.11231409
-0.02975490
0.00718613
-0.07555603
0.03421787
0.00137072
-0.00000988
0.00000227
0.00000424
0.00001053
-0.00000442
0.00000418
-0.00000011
0.00000025

-0.10998136
0.09478636
0.01693625

-0.01265655

-0.08365102
0.05131257
0.06290669

-0.01282163
0.06037068

-0.02360191

-0.00988599
0.00000332
0.00000524
0.00000157

-0.00000442
0.00001323

-0.00000722

-0.00000480

-0.00000138

0.02202763
-0.10033713
-0.01659377

0.05565021
-0.05744973
-0.07228479

0.03626950

0.06268002
-0.05819491

0.00352158

0.05474302
-0.00000464

0.00000080
-0.00000002

0.00000418
-0.00000722

0.00001080

0.00000244

0.00000572

-0.06197859
-0.09436989
0.04945617
-0.01298610
0.01828208
-0.04577679
-0.03940085
0.05774069
0.09718585
-0.01937809
-0.05968666
-0.00000047
-0.00000490
0.00001005
-0.00000011
-0.00000480
0.00000244
0.00001782
0.00000154

0.00982754
-0.00876324
-0.06792553

0.10762241
-0.01392064
-0.00549787

0.09666300
-0.11164423

0.04697047
-0.00115877
-0.04814283
-0.00000143

0.00000050

0.00000424

0.00000025
-0.00000138

0.00000572

0.00000154

0.00001650
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SLss 21 (cc.)
Slsg.6 (cC.)
SLyg.a4 (cc.)
Slsg.a1 (cc.)
Sloe 21 (cc.)
SLaas (cC.)
Sloe s (cc.)
Slag.34 (cC.)
Slsq (cc.)
SLsg6 (cC.)
Slaqg (cc.)
Sd4621 (m.)
Sdge™® (m.)
Sd4634 (m.)
Sdge™" (m.)
Sd2621 (m.)
Sdy™" (m.)
Sd2634 (m.)
Sd”" (m.)

3285.51080993
-1075.90072614
-573.23837554
-204.04972773
-1740.68253059
1399.00275503
441.30219645
726.06752624
93.10844196
320.70824232
-854.88933706
-0.06834003
-0.15028260
-0.05989819
-0.03042797
0.10998136
-0.02202763
0.06197859
-0.00982754

0.279009
-0.091367
-0.048680
-0.017328
-0.147820

0.118805

0.037476

0.061658

0.007907

0.027235
-0.072598
-0.000006
-0.000013
-0.000005
-0.000003

0.000009
-0.000002

0.000005
-0.000001

Desv. Estandar Observaciones Ajustadas

(m.)(cc.)
92.14199514
67.26477493
46.72680711
55.92904224
65.87429365
73.50147558
57.32285892
68.00092303
60.31204537
46.21909509
56.52998664

0.00328867
0.00368022
0.00403927
0.00324534
0.00363711
0.00328649
0.00422112
0.00406202

Cofactor residuos r (Qr=Sr)

Covarianza residuos r (Q,=X,)

-1075.90072614
9567.02170412
-1430.88269771
-961.69649764
-31.62400468
-2931.57288249
149.21912237
1526.25217693
114.79729616
-444.16017345
919.99763749
0.06876895
-0.03534831
-0.04226046
-0.06915451
-0.09478636
0.10033713
0.09436989
0.00876324

Matriz de redundancia R

-0.076351
0.678918
-0.101542
-0.068246
-0.002244
-0.208037
0.010589
0.108310
0.008147
-0.031520
0.065287
0.000005
-0.000003
-0.000003
-0.000005
-0.000007
0.000007
0.000007
0.000001

(mm.)

3.289
3.680
4.039
3.245
3.637
3.286
4.221
4.062

-573.23837554
-1430.88269771
1273.80682910
-1208.46168055
346.25449614
-9.42368996
344.75842494
-889.70099375
-111.73806258
74.23378374
-53.53171478
0.00443412
0.01494750
-0.01348584
0.00312630
-0.01693625
0.01659377
-0.04945617
0.06792553

-0.165810
-0.413885
0.368450
-0.349549
0.100155
-0.002726
0.099722
-0.257347
-0.032320
0.021472
-0.015484
0.000001
0.000004
-0.000004
0.000001
-0.000005
0.000005
-0.000014
0.000020

-204.04972773
-961.69649764
-1208.46168055
2409.53744985
276.38147238
509.22898196
-818.38386425
483.87095383
90.08007188
-95.17743473
126.22972004
-0.00198924
0.06062022
0.06637582
0.03647722
0.01265655
-0.05565021
0.01298610
-0.10762241

-0.036848
-0.173667
-0.218229
0.435123
0.049910
0.091959
-0.147787
0.087379
0.016267
-0.017188
0.022795
0.000000
0.000011
0.000012
0.000007
0.000002
-0.000010
0.000002
-0.000019

-1740.68253059
-31.62400468
346.25449614
276.38147238
2287.28409958
-2005.88926363
-799.60198343
-557.59638698
-273.51907181
-231.02108928
839.39328654
-0.05008886
0.08944729
0.02972143
0.02557778
0.08365102
0.05744973
-0.01828208
0.01392064

-0.262677
-0.004772
0.052251
0.041707
0.345162
-0.302698
-0.120664
-0.084144
-0.041275
-0.034862
0.126668
-0.000008
0.000013
0.000004
0.000004
0.000013
0.000009
-0.000003
0.000002

1399.00275503
-2931.57288249
-9.42368996
509.22898196
-2005.88926363
8689.10473774
-1452.72375884
-569.57751930
393.10167036
-697.19511255
1213.54508819
0.12456067
0.01404342
-0.05245308
-0.11231409
-0.05131257
0.07228479
0.04577679
0.00549787

0.099279
-0.208037
-0.000669

0.036137
-0.142347

0.616617
-0.103092
-0.040420

0.027896
-0.049476

0.086119

0.000009

0.000001
-0.000004
-0.000008
-0.000004

0.000005

0.000003

0.000000

441.30219645
149.21912237
344.75842494
-818.38386425
-799.60198343
-1452.72375884
2671.56274747
-1826.37440264
-303.04935610
267.77747210
-301.41247427
-0.01509651
-0.06137135
-0.00905306
0.02975490
-0.06290669
-0.03626950
0.03940085
-0.09666300

0.074075
0.025047
0.057870
-0.137371
-0.134218
-0.243849
0.448439
-0.306569
-0.050869
0.044948
-0.050594
-0.000003
-0.000010
-0.000002
0.000005
-0.000011
-0.000006
0.000007
-0.000016

726.06752624
1526.25217693
-889.70099375

483.87095383
-557.59638698
-569.57751930

-1826.37440264
3504.52135025
522.24779928
320.18739203
-1318.40745080
0.01018768
-0.03408349
0.00615190
-0.00718613
0.01282163
-0.06268002
-0.05774069
0.11164423

0.089322
0.187762
-0.109453
0.059527
-0.068596
-0.070070
-0.224684
0.431132
0.064248
0.039390
-0.162193
0.000001
-0.000004
0.000001
-0.000001
0.000002
-0.000008
-0.000007
0.000014

93.10844196
114.79729616
-111.73806258
90.08007188
-273.51907181
393.10167036
-303.04935610
522.24779928
3868.37806612
-1356.22125504
-1000.53976738
-0.07659232
-0.00655604
-0.09974968
0.07555603
-0.06037068
0.05819491
-0.09718585
-0.04697047

0.012405
0.015294
-0.014887
0.012001
-0.036440
0.052372
-0.040375
0.069578
0.515377
-0.180687
-0.133300
-0.000010
-0.000001
-0.000013
0.000010
-0.000008
0.000008
-0.000013
-0.000006

320.70824232
-444.16017345
74.23378374
-95.17743473
-231.02108928
-697.19511255
267.77747210
320.18739203
-1356.22125504
1320.99658143
-1637.21620328
0.03968252
0.03148783
0.02333328
-0.03421787
0.02360191
-0.00352158
0.01937809
0.00115877

0.092765
-0.128474
0.021472
-0.027530
-0.066823
-0.201665
0.077455
0.092615
-0.392289
0.382100
-0.473567
0.000011
0.000009
0.000007
-0.000010
0.000007
-0.000001
0.000006
0.000000

-854.88933706
919.99763749
-53.53171478
126.22972004
839.39328654
1213.54508819
-301.41247427
-1318.40745080
-1000.53976738
-1637.21620328
4933.00749307
-0.01035563
-0.06693490
0.05316365
-0.00137072
0.00988599
-0.05474302
0.05968666
0.04814283

-0.105170
0.113180
-0.006586
0.015529
0.103264
0.149292
-0.037080
-0.162193
-0.123088
-0.201413
0.606867
-0.000001
-0.000008
0.000007
0.000000
0.000001
-0.000007
0.000007
0.000006

-0.06834003
0.06876895
0.00443412

-0.00198924

-0.05008886
0.12456067

-0.01509651
0.01018768

-0.07659232
0.03968252

-0.01035563
0.00002444

-0.00000023
0.00000279
0.00000988

-0.00000332
0.00000464
0.00000047
0.00000143

-1938.477912
1950.644361
125.774760
-56.425085
-1420.779913
3533.187010
-428.215229
288.975582
-2172.555729
1125.602291
-293.739536
0.693221
-0.006391
0.079187
0.280269
-0.094049
0.131647
0.013335
0.040442

-0.15028260
-0.03534831
0.01494750
0.06062022
0.08944729
0.01404342
-0.06137135
-0.03408349
-0.00655604
0.03148783
-0.06693490
-0.00000023
0.00002171
-0.00000632
-0.00000227
-0.00000524
-0.00000080
0.00000490
-0.00000050

-4262.886962
-1002.683347
423.997789
1719.541255
2537.244334
398.352949
-1740.847690
-966.805682
-185.967408
893.177515
-1898.662252
-0.006391
0.615813
-0.179228
-0.064317
-0.148747
-0.022580
0.139041
-0.014043

-0.05989819
-0.04226046
-0.01348584
0.06637582
0.02972143
-0.05245308
-0.00905306
0.00615190
-0.09974968
0.02333328
0.05316365
0.00000279
-0.00000632
0.00001895
-0.00000424
-0.00000157
0.00000002
-0.00001005
-0.00000424

-1698.423623
-1198.302742
-382.393454
1882.097840
842.756379
-1487.316189
-256.701203
174.438340
-2828.419583
661.619351
1507.464593
0.079159
-0.179160
0.537365
-0.120317
-0.044594
0.000457
-0.284980
-0.120332

-0.03042797
-0.06915451
0.00312630
0.03647722
0.02557778
-0.11231409
0.02975490
-0.00718613
0.07555603
-0.03421787
-0.00137072
0.00000988
-0.00000227
-0.00000424
0.00002473
0.00000442
-0.00000418
0.00000011
-0.00000025

-862.960138
-1961.274341
88.664138
1034.521571
725.405165
-3185.312558
843.871425
-203.804154
2142.826206
-970.444570
-38.874646
0.280225
-0.064305
-0.120341
0.701299
0.125300
-0.118528
0.003256
-0.007131

0.10998136
-0.09478636
-0.01693625

0.01265655

0.08365102
-0.05131257
-0.06290669

0.01282163
-0.06037068

0.02360191

0.00988599
-0.00000332
-0.00000524
-0.00000157

0.00000442

0.00002203

0.00000722

0.00000480

0.00000138

3119.310974
-2688.347822
-480.348833
358.967404
2372.525368
-1455.336416
-1784.170781
363.649446
-1712.243946
669.401476
280.388350
-0.094039
-0.148728
-0.044605
0.125306
0.624808
0.204867
0.136134
0.039100

-0.02202763
0.10033713
0.01659377

-0.05565021
0.05744973
0.07228479

-0.03626950

-0.06268002
0.05819491

-0.00352158

-0.05474302
0.00000464

-0.00000080
0.00000002

-0.00000418
0.00000722
0.00002446

-0.00000244

-0.00000572

-624.733974
2845.699113
470.622032
-1578.316436
1629.353326
2050.096077
-1028.652833
-1777.691698
1650.487876
-99.876802
-1552.587495
0.131629
-0.022576
0.000457
-0.118530
0.204861
0.693668
-0.069288
-0.162221

0.06197859
0.09436989
-0.04945617
0.01298610
-0.01828208
0.04577679
0.03940085
-0.05774069
-0.09718585
0.01937809
0.05968666
0.00000047
0.00000490
-0.00001005
0.00000011
0.00000480
-0.00000244
0.00001744
-0.00000154

1757.928180
2676.657779
-1402.748849
368.330868
-518.543319
1298.388905
1117.544843
-1637.726670
-2756.528397
549.629918
1692.920970
0.013334
0.139029
-0.285064
0.003256
0.136140
-0.069293
0.494624
-0.043544

-0.00982754
0.00876324
0.06792553

-0.10762241
0.01392064
0.00549787

-0.09666300
0.11164423

-0.04697047
0.00115877
0.04814283
0.00000143

-0.00000050

-0.00000424

-0.00000025
0.00000138

-0.00000572

-0.00000154
0.00001876

-278.738551
248.551855
1926.572600
-3052.495444
394.831258
155.936193
-2741.653704
3166.566420
-1332.223833
32.866168
1365.475651
0.040439
-0.014042
-0.120365
-0.007131
0.039101
-0.162230
-0.043543
0.532009
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Residuos Raiz Cof. Resid.

58.43368433
3.59989493
-6.12967308
-19.07531045
-110.33124309
80.64078488
103.50726990
-52.40945359
143.55432469
-84.19126209
42.48806745
-0.00453960
-0.00423929
-0.00655015
0.00286446
-0.01006927
-0.00703238
0.00095343
-0.00367841

Test de POPE
o
0.001

Tl—ao/z,g
2.91706181

Elipse de error [26]:

Matriz de covarianza:
0.00001296
0.00000093

Autovalores:
Autovectores:

57.31937552
97.81115327
35.69043050
49.08703953
47.82555906
93.21536750
51.68716231
59.19899788
62.19628659
36.34551666
70.23537209
0.00494360
0.00465937
0.00435330
0.00497270
0.00469357
0.00494552
0.00417597
0.00433095

Prob. (%)
99.9

0.00000093
0.00001001

0.00001323
0.96075727
0.27739047

Resid. Norm.
1.01944035
0.03680454
0.17174556
0.38860177
2.30695146
0.86510183
2.00257211
0.88530981
2.30808514
2.31641396
0.60493831
0.91827894
0.90984248
1.50464030
0.57603596
2.14533248
1.42196860
0.22831205
0.84933041

o)
0.00005266

I normalizado critico

3.80913488

N2 redundancia

0.27900868
0.67891800
0.36845029
0.43512343
0.34516151
0.61661715
0.44843893
0.43113219
0.51537688
0.38209999
0.60686699
0.69322080
0.61581287
0.53736477
0.70129859
0.62480800
0.69366784
0.49462380
0.53200928

a/n
0.00005263

TrazaR
10

Olo/2 tl—ao/zrg—l
0.00002633 7.16744589

i Todos los residuos normalizados cumplen !

0.00000974
-0.27739047
0.96075727

Elipse estandar (p=0.394)
Semieje mayor

Elipse de error [34]:

Matriz de covarianza:
0.00002536
-0.00000625

Autovalores:
Autovectores:

0.00363714

-0.00000625
0.00001723

0.00002875
0.87901765
-0.47678922

Semieje menor

0.00312149

0.00001384
0.47678922
0.87901765

Elipse estandar (p=0.394)
Semieje mayor

Elipse de error [46]:

Matriz de covarianza:
0.00001051
-0.00000012

Autovalores:
Autovectores:

0.00536200

-0.00000012
0.00001166

0.00001167
-0.09983077
0.99500443

Semieje menor

0.00371978

0.00001050
0.99500443
0.09983077

Elipse estandar (p=0.394)
Semieje mayor

0.00341615

Semieje menor

0.00323985

Elipse 95% (p=0.95)
Semieje mayor Semieje menor
0.00890281 0.00764062

Elipse 95% (p=0.95)
Semieje mayor Semieje menor
0.01312481 0.00910507

Elipse 95% (p=0.95)
Semieje mayor Semieje menor
0.00836187 0.00793033

Acimut semieje mayor
82.106

Acimut semieje mayor
131.640

Acimut semieje mayor
393.634
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Metodologia de calculo de redes topograficas

7.4. Red Espacial.

7.4.2. Datos de campo.

Puntos de coordenadas conocidas: 21 (154.076; 5&038L5)
31 (74.082; 71.333; 5.868)

Puntos a ajustar: 26, 34, 46. Coordenadas aproximadas
26 (110.618; 40.167; 6.077)
34 (71.498; 29.027; 6.116)
46 (123.918; 67.588; 5.873)

Distancias geomeétricas medidas:

Estacién Alt. Instr, Pto. Visado Alt. Prisma Distancia

21 1.500 33.465

46 1578 26 1.500 30.473
34 1.500 65.060
31 2.600 49.984
21 1.500 45.336

26 1.513 31 1.500 48.010
34 1.500 40.658

34 1.556 31 1.500 42.392

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg
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Metodologia de calculo de redes topograficas

Angulos verticales medidos:

Estacion Alt. Instr, Pto. Visado Alt. Prisma Ang. Ceit

21 1.500 100.069

46 1578 26 1.500 99.742
34 1.500 99.836
31 2.600 98.699
21 1.500 100.246

26 1.513 31 1.500 100.291
34 1.500 99.956

34 1.556 31 1.500 100.457

Angulos medidos:

Estacion Pto. Ante¢. Pto. Consec. Angulo/(Q)
21 26 100.219
46 26 34 30.847
34 31 45.170
34 31 62.671
26 31 46 83.786
46 21 52.835
34 31 46 55.719
46 26 22.721

7.4.1. Calculos previos.

PUNTO 26.
21_ 21 1
AZ5e= D26cosV§6+ h—p,,=—0.162

26
Z =2y +A25:=6.077

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg
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Metodologia de calculo de redes topograficas

PUNTO 34.
31_ 31 1
AZ34=D34COSV§4+h—p31=—0.248
Z =2+ AZ3=6.116
34~ “31 31" 7
PUNTO 46.
21_ ~21 1
AZ46=D4ecos\/4216+h—p21=0.042

46
Z =2y +AZ5=5873

Proyecto Fin de Carrera - Arquitectura Técnica fiMAbellan Garcia Universidad Politécnica de Casteg
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RED ESPACIAL

p 636619.7724

Puntos fijos X Y z
21 154.076 53.082 5.915
31 74.082 71.333 5.868

Puntos a ajustar. Coordenadas aproximadas.

X Y z
26 110.618 40.167 6.077
34 71.498 29.027 6.116
46 123.918 67.588 5.873

Distancias geométricas medidas:

Estacion Alt. Instr. Pto. Visado Alt. Prisma
46 1.578 21 1.500
1.578 26 1.500
1.578 34 1.500
1.578 31 2.600
26 1.513 21 1.500
1.513 31 1.500
1.513 34 1.500
34 1.556 31 1.500

Angulos verticales medidos:

Estacion Alt. Instr. Pto. Visado Alt. Prisma
46 1.578 21 1.500
1.578 26 1.500
1.578 34 1.500
1.578 31 2.600
26 1.513 21 1.500
1.513 31 1.500
1.513 34 1.500
34 1.556 31 1.500

Angulos medidos:

Estacion Pto. Antec. Pto. Consec. Angulo (g)
46 21 26 100.219
26 34 30.847
34 31 45.170
26 34 31 62.671
31 46 83.786
46 21 52.835
34 31 46 55.719
46 26 22.721

Vector x (incdgnitas)
dx,e
dyye
dzy6
dX34
dyss
dzz,
dXgg
dyse
dz

Distancia
33.465
30.473
65.060
49.984
45.336
48.010
40.658
42.392

Ang. Cenital

100.069
99.742
99.836
98.699

100.246

100.291
99.956

100.457

D1
33.465
30.489
65.079
40.657
48.028
30.489
42.418
65.079

Opin
21.60493827

Desv. Est. (m.)
0.00593755
0.00593748
0.00593860
0.00593801
0.00593786
0.00593795
0.00593773
0.00593778

Desv. Est. (cc.)
31.17131154
31.17131154
31.17131154
31.17131154
31.17131154
31.17131154
31.17131154
31.17131154

D2
30.489
65.079
49.977
48.028
30.489
45.344
65.079
40.657

o
0.0025

Pesos
28365.18963
28365.80532
28355.17482
28360.75387
28362.17937
28361.37625
28363.47383
28363.01042

Pesos
0.0010292
0.0010292
0.0010292
0.0010292
0.0010292
0.0010292
0.0010292
0.0010292

D3
45.344
40.657
42.418
42.418
49.977
33.465
49.977
30.489

GI'
0.005

Desv. Est. (cc.)
152.9112147
121.4804650

87.1663316
109.7872907
133.0460139
132.3006909

96.8107869

98.0997142

a(mm.)
0.002

Pesos
0.0000428
0.0000678
0.0001316
0.0000830
0.0000565
0.0000571
0.0001067
0.0001039

b (ppm)

cCV
2 6.17283951

Pesos agrupados
28365.1896
28365.8053
28355.1748
28360.7539
28362.1794
28361.3762
28363.4738
28363.0104

0.0010292
0.0010292
0.0010292
0.0010292
0.0010292
0.0010292
0.0010292
0.0010292
0.0000428
0.0000678
0.0001316
0.0000830
0.0000565
0.0000571
0.0001067
0.0001039
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Matriz P (pesos)
28365.18963

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
28365.80532

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Vector | (Observaciones)

33.465
30.473
65.060
49.984
45.336
48.010
40.658
42.392
100.069
99.742
99.836
98.699
100.246
100.291
99.956
100.457
100.219
30.847
45.170
62.671
83.786
52.835
55.719
22.721

Distancia I-J
Punto |
46

26

Xi
123.918
123.918
123.918
123.918
110.618
110.618
110.618
71.498

0
0
28355.17482

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Yi
67.588
67.588
67.588
67.588
40.167
40.167
40.167
29.027

0
0
0

28360.75387

Zi

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

5.873
5.873
5.873
5.873
6.077
6.077
6.077
6.116

o O O o

28362.17937

PuntoJ

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

21
26
34
31
21
31

31

O O o oo

28361.37625

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Xj
154.076
110.618
71.498
74.082
154.076
74.082
71.498
74.082

O OO Oooo

28363.47383

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Yj
53.082
40.167
29.027
71.333
53.082
71.333
29.027
71.333

O OO oo oo

28363.01042

Zj

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

5.915
6.077
6.116
5.868
5.915
5.868
6.116
5.868

(el elelNe oo Neol

0.0010292

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Alt. Instr.
1.578
1.578
1.578
1.578
1.513
1.513
1.513
1.556

[l eleNoNeNoNoNeNol

0.0010292

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Alt.prisma
1.500
1.500
1.500
2.600
1.500
1.500
1.500
1.500

[« eleNoNeNoNoNeNoNo]

0.0010292

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

AX®
30.158
-13.3
-52.42
-49.836
43.458
-36.536
-39.12
2.584

[=l«lelNeNeNeNeNeNeoNe Nl

0.0010292

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Ay;°
-14.506
-27.421
-38.561
3.745
12.915
31.166
-11.14
42.306

OO0 0000000 O0OOoOOo

0.0010292

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

AZij°+m
-0.036
0.126
0.165
1.017
-0.175
-0.222
0.026
-0.304

[« «leNeNeNeNoNoNeolo oo Neo]

0.0010292

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

33.465
30.473

65.06
49.984
45.336

48.01
40.658
42.392

O 0O 0000000000 OoOOo

0.0010292

0
0
0
0
0
0
0
0
0

[« eNeNeNeNeNeNoNoNoNeNe e Ne Ne

0.0010292

0
0
0
0
0
0
0
0

-0.9012
0.4364
0.8055
0.9970

-0.9586
0.7608
0.9618

-0.0610

OO0 000000000000 OoOOo

4.27682E-05

a2

0
0
0
0
0
0
0

0.4335
0.8997
0.5926
-0.0749
-0.2849
-0.6490
0.2739
-0.9981

OO0 0000000000000 OO

6.77621E-05

a3

0
0
0
0
0
0

0.0011
-0.0041
-0.0025
-0.0203

0.0039

0.0046
-0.0006

0.0072

OO0 0O O0O0DO0O0D0O00OO00OO0O0OO0OOoOOoOOoO

0.0001316

a4

0
0
0
0
0

OO0 0000000000000 O0OO0OOoOOo

8.29652E-05

a5

0

0
0
0

5.64932E-05

a6

[eleleNelNeNeoNeoNeNoNeBoleNoNoNeo ol No e No)
OO0 0000000000000 O0O0OO0OOo0OOoOOo
(el eleNeNeNoNeNe o NeNoNe oo Neo oo NoNe oo N

0 5.713E-05
0 0 0.0001067
0 0 0 0.0001039

OO0 0000000000000 O0O0OO0O0OO0OOo0OOoOOo

k
0 -0.0003596
0.0041 -0.0035011
0.0025 -0.0156048
0 -0.0028604
0 -0.0008020
0 -0.0134124
0.0006 -0.0172342
0 0.0060695
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Vertical I-J

Punto | Xi Yi
46 123.918 67.588
123.918 67.588
123.918 67.588
123.918 67.588
26 110.618 40.167
110.618 40.167
110.618 40.167
34 71.498 29.027

al a2
18.4416 -8.8704
37.6887 77.7038
19.9806 14.6980
258.3846 -19.4167
51.9563 15.4406
-46.6229 39.7704
9.6219 2.7400
6.5674 107.5231
Angulo UK

Punto | Xi Yi
46 123.918 67.588
123.918 67.588
123.918 67.588
26 110.618 40.167
110.618 40.167
110.618 40.167
34 71.498 29.027
71.498 29.027

al a2
10549.0406  -26259.3088
-12998.0400 1235.7841
-6751.4392 -4822.2502
-12889.8126 4967.1989
-10191.6387 19201.7589
14794.7489 4344.1968
9195.1625 6964.6172
1510.3612 7172.5463
Puntos a ajustar. Coordenadas aproximadas.

X Y
26 110.618 40.167
34 71.498 29.027
46 123.918 67.588

Zi
5.873
5.873
5.873
5.873
6.077
6.077
6.077
6.116

a3

19023.2351
20888.6949

9782.7401
12733.1062
14041.9042
13256.3043
15651.2840
15019.2149

PuntoJ
21
26
34
34
31
46
31
46

a3
0
18794.9262
5796.8862
4286.5251
0
-18794.9262
0
-5796.8862

6.077
6.116
5.873

a4

a4

PuntoJ

-37.6887
-19.9806
0

0

0
-9.6219
0

Xj
154.076
110.618

71.498
71.498
74.082
123.918
74.082
123.918

0
-9116.0978
-7880.3137

-15052.8600

0

9116.0978
0
7880.3137

Xj
154.076
110.618
71.498
74.082
154.076
74.082
71.498
74.082

a5
0
-77.7038
-14.6980

Yj
53.082
40.167
29.027
29.027
71.333
67.588
71.333
67.588

a5
-18794.9262
-5796.8862
0
0
18794.9262
0
5796.8862
4286.5251

Yj
53.082
40.167
29.027
71.333
53.082
71.333
29.027
71.333

a6

0

-20888.6949
-9782.7401

0

0

0

-15651.2840
0

Punto K

a6
9116.0978
7880.3137
0
0
-9116.0978
0
-7880.3137
-15052.8600

Zj
5.915
6.077
6.116
5.868
5.915
5.868
6.116
5.868

k

5.1630082
52.0055465
-25.8409731
-56.8563481
2.6423578
-32.9414914
-33.0665050
4.0020949

Xk
110.618
71.498
74.082
74.082
123.918
154.076
123.918
110.618

109.9297901
-268.1657291
185.5529031
487.9303700
-27.4057576
-251.7359776
-209.8116100
57.6411168

Alt. Instr.
1.578
1.578
1.578
1.578
1.513
1.513
1.513
1.556

Yk
40.167
29.027
71.333
71.333
67.588
53.082
67.588
40.167

Alt.prisma

AX

1.500
1.500
1.500
2.600
1.500
1.500
1.500
1.500

0
ij
30.158
-13.300
-52.420
-39.120
-36.536
13.300
2.584
52.420

AY,

AX;®

30.158
-13.3
-52.42
-49.836
43.458
-36.536
-39.12
2.584

..o
ij
-14.506
-27.421
-38.561
-11.140
31.166
27.421
42.306
38.561

INA
-14.506
-27.421
-38.561
3.745
12.915
31.166
-11.14
42.306

A%,
-13.300
-52.420
-49.836
-36.536

13.300
43.458
52.420
39.120

AZ, +m
-0.036
0.126
0.165
1.017
-0.175
-0.222
0.026
-0.304

N
-27.421
-38.561

3.745
31.166
27.421
12.915
38.561
11.140

d

ij

D,
33.465
30.477
65.076
49.987
45.337
48.023
40.675
42.386

33.465
30.476
65.075
40.675
48.023
30.476
42.385
65.075

d;’
33.465
30.476
65.075
49.977
45.336
48.023
40.675
42.385

30.476
65.075
49.977
48.023
30.476
45.336
65.075
40.675

v,
100.069
99.742
99.836
98.699
100.246
100.291
99.956
100.457

v,°
100.068
99.737
99.839
98.705
100.246
100.294
99.959
100.457

128.542
228.750
259.624
282.339
344.961
28.750
3.884
59.624

228.750
259.624
304.775
344.961
28.750
81.610
59.624
82.339

0
Hijic

100.208
30.874
45.151
62.622
83.789
52.860
55.740
22.715
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0 - Matriz J (Matriz Jacobiana)

-37.6887

0

0

51.9563

-46.6229

9.6219

0

-18794.9262

18794.9262
0

-12889.8126

-10191.6387

14794.7489

0

4286.5251

-0.8997

-0.2849

-0.6490

0.2739

0

0

-77.7038

0

0

15.4406

39.7704

2.7400

0

9116.0978

-9116.0978
0

4967.1989

19201.7589

4344.1968

0

-15052.8600

-20888.6949
0

0
14041.9042
13256.3043
15651.2840

[« eleleNeNoNe oMol

0 - Vector |, (Observaciones aproximadas)

33.465
30.477
65.076
49.987
45.337
48.023
40.675
42.386
100.068
99.737
99.839
98.705
100.246
100.294
99.959
100.457
100.208
30.874
45.151
62.622
83.789
52.860
55.740
22.715

0 - Matriz N=J'PJ (Ecuaciones normales)

147205.1915
-25976.4043
1006.1871
-37526.9419
21860.3154
-137.5524
-59696.1337
27988.3281
-759.0582

-25976.4043
96025.4445
2253.6015
-4489.1245
-24423.8539
-39.1701
25779.7857
-53920.3030
-1564.9725

1006.1871
2253.6015
1084964.4474
-137.5524
-39.1701
-252109.8494
-759.0582
-1564.9725
-449068.8488

X34 Y34

0 0
0 0
-0.8055 -0.5926
0 0
0 0
0 0
-0.9618 -0.2739
-0.0610 -0.9981
0 0
0 0
-19.9806 -14.6980
0 0
0 0
0 0
-9.6219 -2.7400
6.5674 107.5231
0 0
-5796.8862 7880.3137
5796.8862 -7880.3137
4286.5251 -15052.8600
0 0
0 0
9195.1625 6964.6172
1510.3612 7172.5463

0 - Vector k=I-l,
-0.00035964
-0.00350106
-0.01560485
-0.00286037
-0.00080198
-0.01341237
-0.01723418
0.00606946
5.16300825

52.00554646
-25.84097312
-56.85634814

2.64235784
-32.94149143
-33.06650495

4.00209487
109.92979009

-268.16572913
185.55290312
487.93037000
-27.40575763
-251.73597760
-209.81161001
57.64111676

-37526.9419 21860.3154
-4489.1245 -24423.8539
-137.5524 -39.1701
62213.4953 16223.1671
16223.1671 82057.3620
369.9203 1603.5388
-13676.8856 -13488.0365
-24185.0110 -4268.7426
-143.2546 -105.3804

-9782.7401
0

0

0
-15651.2840
15019.2149

O OO 000 OoOOo

-137.5524
-39.1701
-252109.8494
369.9203
1603.5388
582764.0909
-143.2546
-105.3804
-98494.4319

18.4416
37.6887
19.9806
258.3846

0

0

0

0
10549.0406
-12998.0400
-6751.4392
0
18794.9262
-18794.9262
5796.8862
-5796.8862

-59696.1337
25779.7857
-759.0582
-13676.8856
-13488.0365
-143.2546
144481.8843
-26247.0450
4046.6316

-8.8704
77.7038
14.6980
-19.4167

0

0

0

0
-26259.3088
1235.7841
-4822.2502
0
-9116.0978
9116.0978
-7880.3137
7880.3137

27988.3281
-53920.3030
-1564.9725
-24185.0110
-4268.7426
-105.3804
-26247.0450
93568.9961
1298.6931

19023.2351
20888.6949

9782.7401
12733.1062

O OO0 0000000 OoOOo

-759.0582
-1564.9725
-449068.8488
-143.2546
-105.3804
-98494.4319
4046.6316
1298.6931
1086879.4408
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0-MatrizN™
0.00001242
0.00000245
-0.00000002
0.00001060
-0.00000364
0.00000000
0.00000570
0.00000187
-0.00000002

0 - Vector J'Pk

-1817.86784
430.46079
-2063.83764
1040.80930
-832.79796
854.46664
-287.58687
-502.10742
217.02628

Distancia I-J
Punto |
46

26

34

Vertical I-J
Punto |
46

26

34

0.00000245
0.00001946

-0.00000003

0.00000683
0.00000460

-0.00000003

al

0.00000093
0.00001271
0.00000000

Xi
123.912
123.912
123.912
123.912
110.608
110.608
110.608
71.510

Xi
123.912
123.912
123.912
123.912
110.608
110.608
110.608
71.510

18.1415
37.2762
20.1156
258.5947
51.3450
-46.2153
10.5619
6.5447

a2

-0.00000002
-0.00000003
0.00000133
-0.00000001
-0.00000002
0.00000068
-0.00000001
-0.00000001
0.00000061

Yi
67.587
67.587
67.587
67.587
40.168
40.168
40.168
29.016

Yi
67.587
67.587
67.587
67.587
40.168
40.168
40.168
29.016

-8.7235
76.8270
14.8061

-19.4416

15.2547

39.4328
3.0124
107.6608

0.00001060
0.00000683
-0.00000001
0.00002990
-0.00000495
-0.00000001
0.00000741
0.00001034
-0.00000003

Zi
5.872
5.872
5.872
5.872
6.075
6.075
6.075
6.117

Zi
5.872
5.872
5.872
5.872
6.075
6.075
6.075
6.117

a3

19020.3080
20888.7177

9784.0658
12734.6837
14038.9769
13258.5137
15658.0950
15015.6658

-0.00000364
0.00000460
-0.00000002
-0.00000495
0.00001553
-0.00000005
-0.00000081
0.00000294
-0.00000001

0 - Vector dx

a4

-0.010015
0.000585
-0.002013
0.011598
-0.010729
0.000518
-0.006374
-0.001338
-0.000566

PuntoJ
21
26
34
31
21
31
34
31

PuntoJ
21
26
34
31
21
31
34
31

0
-37.2762
-20.1156

0

0

0
-10.5619

0

0.00000000
-0.00000003
0.00000068
-0.00000001
-0.00000005
0.00000209
-0.00000001
-0.00000001
0.00000047

Xj
154.076
110.608
71.510
74.082
154.076
74.082
71.510
74.082

Xj
154.076
110.608
71.510
74.082
154.076
74.082
71.510
74.082

a5
0
-76.8270
-14.8061

0.00000570
0.00000093
-0.00000001
0.00000741
-0.00000081
-0.00000001
0.00001040
0.00000362
-0.00000004

0.00000187
0.00001271
-0.00000001
0.00001034
0.00000294
-0.00000001
0.00000362
0.00002128
-0.00000002

Continuar iterando

Yj
53.082
40.168
29.016
71.333
53.082
71.333
29.016
71.333

Yj
53.082
40.168
29.016
71.333
53.082
71.333
29.016
71.333

a6

0

-20888.7177
-9784.0658

0

0

0

-15658.0950

0

Zj
5.915
6.075
6.117
5.868
5.915
5.868
6.117
5.868

Zj
5.915
6.075
6.117
5.868
5.915
5.868
6.117
5.868

k

16.2401897
22.4750936
-14.8141715
-47.8986320
31.1020114
-7.0379660
6.5445422
-2.8449320

-0.00000002
0.00000000
0.00000061

-0.00000003

-0.00000001
0.00000047

-0.00000004

-0.00000002
0.00000122

Alt. Instr.
1.578
1.578
1.578
1.578
1.513
1.513
1.513
1.556

Alt. Instr.
1.578
1.578
1.578
1.578
1.513
1.513
1.513
1.556

Alt.prisma
1.500
1.500
1.500
2.600
1.500
1.500
1.500
1.500

Alt.prisma
1.500
1.500
1.500
2.600
1.500
1.500
1.500
1.500

AX®
30.164
-13.304
-52.402
-49.830
43.468
-36.526
-39.098
2572

ij
30.164
-13.304
-52.402
-49.830
43.468
-36.526
-39.098
2.572

INA
-14.505
-27.419
-38.570
3.746
12,914
31.165
-11.151
42317

ij

-14.505
-27.419
-38.570
3.746
12,914
31.165
-11.151
42.317

AZ, +m
-0.035
0.125
0.166
1.018
-0.173
-0.220
0.029
-0.305

AZij°+m
-0.035
0.125
0.166
1.018
-0.173
-0.220
0.029
-0.305

ij

33.465
30.473
65.060
49.984
45.336
48.010
40.658
42.392

D’
33.471
30.476
65.067
49.981
45.346
48.015
40.658
42.396

ij
33.470
30.476
65.067
49.970
45.346
48.015
40.658
42.395

-0.9012
0.4365
0.8054
0.9970

-0.9586
0.7607
0.9617

-0.0607

v;
100.069
99.742
99.836
98.699
100.246
100.291
99.956
100.457

a2

0.4334
0.8997
0.5928
-0.0750
-0.2848
-0.6491
0.2743
-0.9981

v,°
100.067
99.740
99.837
98.704
100.243
100.292
99.955
100.457

a3

0.0011
-0.0041
-0.0026
-0.0204

0.0038

0.0046
-0.0007

0.0072

a4

a5

a6

0
0.0041
0.0026

k

-0.0055103
-0.0034736
-0.0067840

0.0033461
-0.0102631
-0.0054187

0.0004606
-0.0039455
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Angulo UK
Punto |
46

26

Xi
123.912
123.912
123.912
110.608
110.608
110.608
71.510
71.510

al

10551.0869
-12993.8251
-6754.9977
-12900.5994
-10187.7040
14795.3642
9188.8916
1505.2812

Yi
67.587
67.587
67.587
40.168
40.168
40.168
29.016
29.016

a2

-26260.1832
1238.8915
-4824.3533
4971.3988
19204.8935
4339.1319
6968.5943
7177.8847

PuntoJ
21
26
34
34
31
46
31
46

a3 a4
0
18793.7048
5799.8798
4294.5985
0
-18793.7048
0
-5799.8798

0 - Nuevas coordenadas aproximadas para la iteracion 1

26
34
46

X

110.608
71.510

123.912

Y
40.168
29.016
67.587

z
6.075
6.117
5.872

Xj
154.076
110.608

71.510
71.510
74.082
123.912
74.082
123.912

0
-9118.6495
-7879.7580

-15057.6427

0

9118.6495
0
7879.7580

3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k ok %k %k %k 3k 3k ok ok ok %k %k ok k ok ok ok ok Iteracién 1 3k 3k 3k 3k %k %k 3k 3k 3k % 3k 3k 3k %k %k ok 3k %k %k kk k ok kkkkkk>

1 - Matriz J (Matriz Jacobiana)

-37.2762

0

0

51.3450

-46.2153

10.5619

0

-18793.7048

18793.7048
0

-12900.5994

-10187.7040

14795.3642

0

4294.5985

Y26

0
-0.8997

-0.2848

-0.6491

0.2743

0

0

-76.8270

0

0

15.2547

39.4328

3.0124

0

9118.6495

-9118.6495
0

4971.3988

19204.8935

4339.1319

0

-15057.6427

ZZG
0
0.0041

0.0038
0.0046
-0.0007

0

0
-20888.7177
0

0
14038.9769
13258.5137
15658.0950

[« eleNeNeNoNoNeNol

X34 Y34

-20.1156
0

0

0

-10.5619
6.5447

0
-5799.8798
5799.8798
4294.5985
0

0
9188.8916
1505.2812

-14.8061

0

0

0

-3.0124
107.6608

0
7879.7580
-7879.7580
-15057.6427
0

0
6968.5943
7177.8847

Yj
53.082
40.168
29.016
29.016
71.333
67.587
71.333
67.587

a5
-18793.7048
-5799.8798
0
0
18793.7048
0
5799.8798
4294.5985

-9784.0658
0

0

0
-15658.0950
15015.6658

(=l eleNeNeNoNeNeo)

Punto K

a6
9118.6495
7879.7580
0
0
-9118.6495
0
-7879.7580
-15057.6427

18.1415
37.2762
20.1156
258.5947

0

0

0

0
10551.0869
-12993.8251
-6754.9977
0
18793.7048
-18793.7048
5799.8798
-5799.8798

Xk
110.608
71.510
74.082
74.082
123.912
154.076
123.912
110.608

-50.5127071
-3.6285819
-15.1302739
144.5358287
-32.6646210
-212.8893363
-214.8235356
141.7573742

-8.7235
76.8270
14.8061
-19.4416

0

0

0

0
-26260.1832
1238.8915
-4824.3533
0
-9118.6495
9118.6495
-7879.7580
7879.7580

Yk
40.168
29.016
71.333
71.333
67.587
53.082
67.587
40.168

19020.3080
20888.7177

9784.0658
12734.6837

OO0 0000000 Oo0OOoOOo

AX;®

30.164
-13.304
-52.402
-39.098
-36.526
13.304
2.572
52.402

INA
-14.505
-27.419
-38.570
-11.151

31.165
27.419
42317
38.570

AX;°
-13.304
-52.402
-49.830
-36.526

13.304
43.468
52.402
39.098

AY,°
-27.419
-38.570

3.746
31.165
27.419
12.914
38.570
11.151

33.470
30.476
65.067
40.658
48.015
30.476
42.395
65.067

30.476
65.067
49.970
48.015
30.476
45.346
65.067
40.658

Hi
100.219
30.847
45.170
62.671
83.786
52.835
55.719
22.721

128.534
228.758
259.606
282.313
344.969
28.758
3.865
59.606

228.758
259.606
304.777
344.969
28.758
81.615
59.606
82.313

0
Hi]k

100.224
30.847
45.172
62.657
83.789
52.856
55.740
22.707
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1 - Vector |, (Observaciones aproximadas)

33.471
30.476
65.067
49.981
45.346
48.015
40.658
42.396
100.067
99.740
99.837
98.704
100.243
100.292
99.955
100.457
100.224
30.847
45.172
62.657
83.789
52.856
55.740
22.707

1 - Matriz N=J'PJ (Ecuaciones normales)

147248.4270
-26005.4067
1008.1939
-37540.8327
21873.2376
-151.0721
-59725.6396
28014.1844
-750.7529

1- MatrizN*
0.00001242
0.00000245

-0.00000002
0.00001060
-0.00000364
0.00000000
0.00000570
0.00000187
-0.00000002

1 - Vector J'Pk
2.27169985
5.46573489

-26.59078338
2.29186590
1.22830547

-1.54381835
-4.96408711
-6.52223741
22.93314086

-26005.4067
96063.8206
2233.7193
-4481.2476
-24444.1281
-43.0874
25806.5836
-53934.8028
-1547.3156

0.00000245
0.00001945
-0.00000003
0.00000682
0.00000461
-0.00000003
0.00000092
0.00001271
0.00000000

Coordenadas definitivas

26
34
46

X

110.608
71.510

123.912

1008.1939
2233.7193
1085160.5619
-151.0721
-43.0874
-252329.3226
-750.7529
-1547.3156
-449069.8194

-0.00000002
-0.00000003
0.00000133
-0.00000001
-0.00000002
0.00000068
-0.00000001
-0.00000001
0.00000061

Y
40.168
29.016
67.587

-37540.8327
-4481.2476
-151.0721
62207.4356
16214.7011
384.1088
-13662.1511
-24199.6981
-144.2584

0.00001060
0.00000682
-0.00000001
0.00002990
-0.00000494
-0.00000001
0.00000741
0.00001034
-0.00000003

6.075
6.117
5.872

1 - Vector k=I-l,
-0.00551031
-0.00347357
-0.00678398

0.00334615
-0.01026310
-0.00541874

0.00046060
-0.00394550
16.24018974
22.47509356

-14.81417150
-47.89863204
31.10201142
-7.03796605

6.54454221

-2.84493195
-50.51270710
-3.62858188
-15.13027387
144.53582867
-32.66462101
-212.88933627
-214.82353564
141.75737422

21873.2376
-24444.1281
-43.0874
16214.7011
82092.1017
1609.6837
-13483.2156
-4280.7800
-106.1811

-0.00000364
0.00000461
-0.00000002
-0.00000494
0.00001552
-0.00000005
-0.00000081
0.00000295
-0.00000001

1 - Vector dx
0.000021
0.000046

-0.000023
0.000019
0.000010

-0.000011

-0.000042

-0.000056
0.000011

-151.0721
-43.0874
-252329.3226
384.1088
1609.6837
582900.5633
-144.2584
-106.1811
-98521.1325

0.00000000
-0.00000003
0.00000068
-0.00000001
-0.00000005
0.00000209
-0.00000001
-0.00000001
0.00000047

-59725.6396
25806.5836
-750.7529
-13662.1511
-13483.2156
-144.2584
144520.1782
-26271.5486
4036.6208

0.00000570
0.00000092
-0.00000001
0.00000741
-0.00000081
-0.00000001
0.00001039
0.00000362
-0.00000004

No iterar mas

28014.1844
-53934.8028
-1547.3156
-24199.6981
-4280.7800
-106.1811
-26271.5486
93601.7551
1284.2148

0.00000187
0.00001271
-0.00000001
0.00001034
0.00000295
-0.00000001
0.00000362
0.00002127
-0.00000002

-750.7529
-1547.3156
-449069.8194
-144.2584
-106.1811
-98521.1325
4036.6208
1284.2148
1086833.8705

-0.00000002
0.00000000
0.00000061

-0.00000003

-0.00000001
0.00000047

-0.00000004

-0.00000002
0.00000122
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Vector residuos Vector [ A=] -r (Observaciones ajustadas)

-0.00552375 33.471
-0.00335380 30.476
-0.00669562 65.067
0.00338389 49.981
-0.01022965 45.346
-0.00540446 48.015
0.00044896 40.658
-0.00393448 42.396
16.02913121 100.067
21.78129892 99.740
-15.02440368 99.838
-48.03039178 98.704
31.41739602 100.243
-6.73928834 100.292
6.73215959 99.955
-2.68691800 100.457
-51.57130100 100.224
-4.03875269 30.847
-15.71832762 45.172
144.64007882 62.657
-33.06745815 83.789
-213.67727147 52.856
-215.26846126 55.741
142.46613201 22.707

Redundancias o X21—a/2,g r'Pr Xza/z,g
15 0.05 6.26213780 23.10433192 27.48839286

N2
Si cumple xz

Varianza utilizada
1

Cofactor incdgnitas x (Q,=X,)

Covarianza incdgnitas x (Z,)
0.00001242  0.00000245 -0.00000002 0.00001060 -0.00000364
0.00000245  0.00001945 -0.00000003 0.00000682 0.00000461
-0.00000002 -0.00000003 0.00000133 -0.00000001 -0.00000002
0.00001060 0.00000682  -0.00000001 0.00002990 -0.00000494
-0.00000364 0.00000461 -0.00000002 -0.00000494 0.00001552
0.00000000 -0.00000003 0.00000068 -0.00000001 -0.00000005
0.00000570  0.00000092 -0.00000001 0.00000741 -0.00000081
0.00000187 0.00001271 -0.00000001 0.00001034 0.00000295
-0.00000002  0.00000000 0.00000061 -0.00000003 -0.00000001

Sy’

1.54028879

0.00000000
-0.00000003
0.00000068
-0.00000001
-0.00000005
0.00000209
-0.00000001
-0.00000001
0.00000047

So
1.24108372

0.00000570
0.00000092
-0.00000001
0.00000741
-0.00000081
-0.00000001
0.00001039
0.00000362
-0.00000004

0.00000187
0.00001271
-0.00000001
0.00001034
0.00000295
-0.00000001
0.00000362
0.00002127
-0.00000002

-0.00000002
0.00000000
0.00000061

-0.00000003

-0.00000001
0.00000047

-0.00000004

-0.00000002
0.00000122

Desv. Estandar incégnitas.

Sx26 (m.)
Sx26 (m.)
Sx26 (m.)
Sx34 (m.)
Sy34 (m.)
Sx34 (m.)
Sx46 (m.)
Sx46 (m.)
Sx46 (m.)

(m.) (cc.)

0.0035247
0.0044103
0.0011547
0.0054684
0.0039397
0.0014457
0.0032240
0.0046124
0.0011028

(mm.)
35
4.4
1.2
5.5
3.9
1.4
3.2
4.6
11
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Cofactor de Observ. Ajustadas

Q=3%;

Covarianza de Observ. Ajustadas X, 1

0.000010
0.000000
-0.000002
-0.000008
0.000003
-0.000006
-0.000001
-0.000002
0.000408
0.000391
0.000210
-0.001730
0.000009
0.000536
0.000093
0.000270
-0.114681
0.013285
-0.004608
0.039407
-0.066966
0.157105
-0.098316
0.014274

0.000000
0.000017
0.000007
0.000004
0.000005
0.000002
-0.000007
0.000000
-0.000590
0.000292
-0.000184
0.000593
0.000066
0.000222
0.000215
0.000077
-0.171631
-0.063625
-0.058823
0.022631
-0.087133
-0.087279
-0.026276
0.128127

-0.000002
0.000007
0.000017
0.000005
0.000001

-0.000001
0.000009
0.000005

-0.000442

-0.000006

-0.000036
0.000870
0.000033
0.000097

-0.000161

-0.000180

-0.076728

-0.051916

-0.080289
0.032291
0.052802

-0.054758

-0.125703

-0.033176

Desv. Estandar Observaciones Ajustadas

SDis21 (M)
SD4ga6 (M.)
SDye34 (M.)
SDye31 (M.)
SD621 (M.)
SDa631 (M.)
SDa634 (M.)
SD343; (M.)
SVaex (cc.)
SV426 (cC.)
SVag3a (cC.)
SVe31 (cc.)
SVa621 (cC.)
SVy631 (cc.)
SVa634 (cC.)
SVe9e1s (CC.)
SHae.21.26 (CC.)
SHye.26.34 (cC.)
SHae.34.31 (cC.)
SHa6.34.31 (cC.)
SHa6.31.46 (CC.)
SHa6.46.21 (cC.)
SHa4.31.46 (CC.)

SH34.46.26 (cC.)

(m.) (cc)
0.003099694
0.004140528
0.004125615
0.003148322
0.003785521
0.003600993
0.004298861
0.003869825

21.0
24.0
15.0
14.1
16.2
15.3
22.5
21.7
1125
66.0
51.0
62.9
78.0
76.1
53.7
50.3

(mm.)
3.1
4.1
4.1
3.1
3.8
3.6
4.3
3.9

-0.000008
0.000004
0.000005
0.000010

-0.000005
0.000004

-0.000001
0.000001

-0.001107

-0.000513

-0.000343
0.001719

-0.000091

-0.000611

-0.000112

-0.000369

-0.050949

-0.070640

-0.031448

-0.027768
0.114195

-0.089411
0.096221

-0.015787

0.000003
0.000005
0.000001
-0.000005
0.000014
-0.000004
-0.000003
-0.000001
0.000310
0.000247
0.000093
-0.001130
-0.000363
0.000654
0.000237
0.000327
0.246607
-0.009928
-0.022609
0.038627
-0.081320
-0.162431
-0.086645
0.052621

-0.000006
0.000002
-0.000001
0.000004
-0.000004
0.000013
0.000003
0.000006
-0.000040
-0.000304
-0.000281
0.000987
0.000420
-0.000617
-0.000059
-0.000318
-0.027132
0.122430
0.074183
-0.052588
-0.154312
-0.062873
0.068740
0.084470

-0.000001
-0.000007
0.000009
-0.000001
-0.000003
0.000003
0.000018
0.000003
0.000198
-0.000239
0.000180
-0.000081
0.000070
-0.000261
-0.000132
-0.000077
0.065893
0.149210
-0.040893
-0.084466
-0.009547
0.022081
-0.116687
-0.055197

-0.000002
0.000000
0.000005
0.000001

-0.000001
0.000006
0.000003
0.000015
0.000259

-0.000206

-0.000392
0.000311
0.000388

-0.000042

-0.000620

-0.000660

-0.004368

-0.044965
0.152601
0.178644

-0.087420

-0.016802

-0.046991

-0.046259

0.000408
-0.000590
-0.000442
-0.001107

0.000310
-0.000040

0.000198

0.000259

439.9334

239.6905

138.6861

294.3892

163.5850

154.5100

42.2613
134.4344
9.8563
6.1097
5.9159
3.0691
-8.1114
3.8549
-4.9686
-1.0674

0.000391
0.000292
-0.000006
-0.000513
0.000247
-0.000304
-0.000239
-0.000206
239.6905
577.7304
166.2245
160.4189
-211.3543
-199.5748
-167.0223
-65.8548
-7.0210
-0.326220
-2.4860
0.804093
-4.8408
3.1996
-4.2331
4.3629

0.000210
-0.000184
-0.000036
-0.000343

0.000093
-0.000281

0.000180
-0.000392

138.6861

166.2245

226.3410

92.8069
-9.3628
-8.8206

237.6189

-237.8465
1.3415
1.9116

-3.6970
-2.8930
1.9222
2.7483
-3.1262
-0.940805

-0.001730 0.000009 0.000536
0.000593 0.000066 0.000222
0.000870 0.000033 0.000097
0.001719 -0.000091 -0.000611
-0.001130 -0.000363 0.000654
0.000987 0.000420 -0.000617
-0.000081 0.000070 -0.000261
0.000311 0.000388 -0.000042
294.3892 163.5850 154.5100
160.4189 -211.3543 -199.5748
92.8069 -9.3628 -8.8206
197.6067 109.5471 103.3406
109.5471 262.8154 248.1625
103.3406 248.1625 234.4386
28.2792 143.4476 135.489%4
89.9531 143.4787 135.5392
-8.1594  -12.7694 2.0636
-14.0511 1.8065 -6.2341
-4.2565 3.8040 -2.0580
-4.6153 1.5403 6.6036
23.2837 -4.3737 1.1306
-18.4910 6.7206 1.9500
20.3041 0.849792 -7.7566
-4.6172 1.0268 -1.5001

0.000093
0.000215
-0.000161
-0.000112
0.000237
-0.000059
-0.000132
-0.000620
42.2613
-167.0223
237.6189
28.2792
143.4476
135.4894
505.4911
-331.2644
0.214426
2.9452
-5.0580
-6.0023
-1.0881
-1.1554
0.231229
4.1453

0.000270
0.000077
-0.000180
-0.000369
0.000327
-0.000318
-0.000077
-0.000660
134.4344
-65.8548
-237.8465
89.9531
143.4787
135.5392
-331.2644
471.2446
1.4298
4.9607
-9.2664
-10.5418
1.0352
1.0354
-0.437374
4.5459

-0.114681
-0.171631
-0.076728
-0.050949
0.246607
-0.027132
0.065893
-0.004368
9.8563
-7.0210
1.3415
-8.1594
-12.7694
2.0636
0.214426
1.4298
12659.5903
655.4625
579.8611
-164.7792
765.6975
-6222.7618
109.9515
-1256.3808

0.013285
-0.063625
-0.051916
-0.070640
-0.009928

0.122430

0.149210
-0.044965

6.1097
-0.326220
1.9116
-14.0511
1.8065
-6.2341
2.9452
4.9607
655.4625
4355.9431
-136.3237
-2792.0441
-3281.4498

426.4052
-459.8183
1717.5508

-0.004608
-0.058823
-0.080289
-0.031448
-0.022609
0.074183
-0.040893
0.152601
5.9159
-2.4860
-3.6970
-4.2565
3.8040
-2.0580
-5.0580
-9.2664
579.8611
-136.3237
2605.3684
2017.6963
-1565.616
249.1391
409.6637
-315.7564

0.039407
0.022631
0.032291
-0.027768
0.038627
-0.052588
-0.084466
0.178644
3.0691
0.804093
-2.8930
-4.6153
1.5403
6.6036
-6.0023
-10.5418
-164.7792
-2792.0441
2017.6963
3956.5738
142.8399
227.3675
-823.3644
-1307.3696

-0.066966
-0.087133
0.052802
0.114195
-0.081320
-0.154312
-0.009547
-0.087420
-8.1114
-4.8408
1.9222
23.2837
-4.3737
1.1306
-1.0881
1.0352
765.6975
-3281.4498
-1565.6162
142.8399
6083.8789
-147.4364
1132.3873
-2945.2691

0.157105
-0.087279
-0.054758
-0.089411
-0.162431
-0.062873

0.022081
-0.016802

3.8549
3.1996
2.7483
-18.4910
6.7206
1.9500
-1.1554
1.0354
-6222.7618

426.4052

249.1391

227.3675
-147.4364

5787.8737
-715.4584
-506.3363

-0.098316
-0.026276
-0.125703
0.096221
-0.086645
0.068740
-0.116687
-0.046991
-4.9686
-4.2331
-3.1262
20.3041
0.849792
-7.7566
0.231229
-0.437374
109.9515
-459.8183
409.6637
-823.3644
1132.3873
-715.4584
2887.5442
150.7953

0.014274
0.128127
-0.033176
-0.015787
0.052621
0.084470
-0.055197
-0.046259
-1.0674
4.3629
-0.940805
-4.6172
1.0268
-1.5001
4.1453
4.5459
-1256.381
1717.5508
-315.7564
-1307.370
-2945.269
-506.3363
150.7953
2535.0878
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Cofactor residuos r (Q,=%,)

Covarianza residuos r (Q,=X,)

0.000026
0.000000
0.000002
0.000008
-0.000003
0.000006
0.000001
0.000002
-0.000408
-0.000391
-0.000210
0.001730
-0.000009
-0.000536
-0.000093
-0.000270
0.114681
-0.013285
0.004608
-0.039407
0.066966
-0.157105
0.098316
-0.014274

0.000000
0.000018
-0.000007
-0.000004
-0.000005
-0.000002
0.000007
0.000000
0.000590
-0.000292
0.000184
-0.000593
-0.000066
-0.000222
-0.000215
-0.000077
0.171631
0.063625
0.058823
-0.022631
0.087133
0.087279
0.026276
-0.128127

Matriz de redundancia R=Q,P

0.727464
0.010320
0.061651
0.233195
-0.079904
0.179463
0.037444
0.053087
-11.559627
-11.084095
-5.964752
49.068444
-0.260040
-15.190451
-2.629777
-7.665701
3252.935948
-376.826822
130.703810
-1117.796623
1899.512537
-4456.325873
2788.759555
-404.889091

0.010320
0.513697
-0.208553
-0.108644
-0.148432
-0.049291
0.193124
-0.004190
16.735856
-8.287291
5.220922
-16.830921
-1.882969
-6.292369
-6.103126
-2.178849
4868.443078
1804.781433
1668.553603
-641.960272
2471.596777
2475.743709
745.338913

-3634.417938

0.000002
-0.000007
0.000018
-0.000005
-0.000001
0.000001
-0.000009
-0.000005
0.000442
0.000006
0.000036
-0.000870
-0.000033
-0.000097
0.000161
0.000180
0.076728
0.051916
0.080289
-0.032291
-0.052802
0.054758
0.125703
0.033176

0.061629
-0.208475
0.517375
-0.130690
-0.018143
0.015649
-0.260756
-0.132342
12.535962
0.171607
1.014682
-24.670412
-0.939559
-2.755838
4.578670
5.092696
2175.649556
1472.098946
2276.618561
-915.607135
-1497.207586
1552.666650
3564.330464
940.715775

0.000008 -0.000003
-0.000004 -0.000005
-0.000005 -0.000001
0.000025 0.000005
0.000005 0.000021
-0.000004 0.000004
0.000001 0.000003
-0.000001 0.000001
0.001107 -0.000310
0.000513 -0.000247
0.000343 -0.000093
-0.001719 0.001130
0.000091 0.000363
0.000611 -0.000654
0.000112 -0.000237
0.000369 -0.000327
0.050949 -0.246607
0.070640 0.009928
0.031448 0.022609
0.027768 -0.038627
-0.114195 0.081320
0.089411 0.162431
-0.096221 0.086645
0.015787 -0.052621
0.233159 -0.079896
-0.108625 -0.148413
-0.130715 -0.018147
0.718890 0.150430
0.150422 0.593565
-0.120162 0.126813
0.021410 0.091969
-0.017752 0.040854
31.389182 -8.791059
14.537312 -7.015262
9.725077 -2.626973
-48.745344 32.052643
2.571580 10.291389
17.338062 -18.544859
3.173835 -6.709941
10.465136 -9.280717
1444.942125 -6994.310258
2003.410621
891.883412
787.514098

-3238.652991
2535.771896
-2728.913973
447.728272

0.000006
-0.000002
0.000001
-0.000004
0.000004
0.000022
-0.000003
-0.000006
0.000040
0.000304
0.000281
-0.000987
-0.000420
0.000617
0.000059
0.000318
0.027132
-0.122430
-0.074183
0.052588
0.154312
0.062873
-0.068740
-0.084470

0.179439
-0.049283
0.015653
-0.120165
0.126809
0.632234
-0.076397
-0.156822
1.125593
8.618787
7.967695
-27.994717
-11.916379
17.503539
1.671307
9.026929
769.497744

281.593340 -3472.284295
641.232276 -2103.941377
-1095.559030 1491.477259
2306.411244 4376.501880
4606.883604 1783.177379
2457.428272 -1949.551065
-1492.445554 -2395.694844

0.000001
0.000007
-0.000009
0.000001
0.000003
-0.000003
0.000017
-0.000003
-0.000198
0.000239
-0.000180
0.000081
-0.000070
0.000261
0.000132
0.000077
-0.065893
-0.149210
0.040893
0.084466
0.009547
-0.022081
0.116687
0.055197

0.037442
0.193108
-0.260832
0.021412
0.091973
-0.076402
0.475837
-0.075740
-5.609320
6.786998
-5.116218
2.301594
-1.989057
7.415691
3.754784
2.189409
-1868.944783
-4232.109210
1159.875768
2395.748914
270.773891
-626.303506
3309.640039
1565.586404

0.000002
0.000000
-0.000005
-0.000001
0.000001
-0.000006
-0.000003
0.000020
-0.000259
0.000206
0.000392
-0.000311
-0.000388
0.000042
0.000620
0.000660
0.004368
0.044965
-0.152601
-0.178644
0.087420
0.016802
0.046991
0.046259

0.053083
-0.004190
-0.132378
-0.017754

0.040856
-0.156831
-0.075739

0.575248
-7.360067

5.853579
11.113236
-8.819006

-11.006785

1.199625
17.588841
18.716602

123.879443
1275.352394
-4328.224883
-5066.893150
2479.501950
476.563023
1332.803329
1312.038806

-0.000408
0.000590
0.000442
0.001107

-0.000310
0.000040

-0.000198

-0.000259
531.7172

-239.6905

-138.6861

-294.3892

-163.5850

-154.5100

-42.2613
-134.4344
-9.8563
-6.1097
-5.9159
-3.0691
8.1114
-3.8549
4.9686
1.0674

0.000000
0.000001
0.000000
0.000001
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.547231
-0.246684
-0.142732
-0.302978
-0.168358
-0.159018
-0.043494
-0.138357
-0.010144
-0.006288
-0.006088
-0.003159
0.008348
-0.003967
0.005114
0.001099

-0.000391
-0.000292
0.000006
0.000513
-0.000247
0.000304
0.000239
0.000206
-239.6905
393.9203
-166.2245
-160.4189
211.3543
199.5748
167.0223
65.8548
7.0210
0.326220
2.4860
-0.804093
4.8408
-3.1996
4.2331
-4.3629

0.000000
0.000000
0.000000
0.000001
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
-0.246684
0.405413
-0.171074
-0.165099
0.217521
0.205398
0.171895
0.067776
0.007226
0.000336
0.002558
-0.000828
0.004982
-0.003293
0.004357
-0.004490

-0.000210
0.000184
0.000036
0.000343

-0.000093
0.000281

-0.000180
0.000392

-138.6861

-166.2245
745.3097

-92.8069
9.3628
8.8206

-237.6189

237.8465
-1.3415
-1.9116

3.6970
2.8930
-1.9222
-2.7483
3.1262
0.940805

0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
-0.142732
-0.171074
0.767055
-0.095515
0.009636
0.009078
-0.244552
0.244786
-0.001381
-0.001967
0.003805
0.002977
-0.001978
-0.002828
0.003217
0.000968

0.001730
-0.000593
-0.000870
-0.001719

0.001130
-0.000987

0.000081
-0.000311
-294.3892
-160.4189

-92.8069

774.0440
-109.5471
-103.3406

-28.2792
-89.9531
8.1594
14.0511
4.2565
4.6153
-23.2837
18.4910
-20.3041
4.6172

0.000002
-0.000001
-0.000001
-0.000002

0.000001
-0.000001

0.000000

0.000000
-0.302978
-0.165099
-0.095515

0.796628
-0.112743
-0.106356
-0.029104
-0.092578

0.008397

0.014461

0.004381

0.004750
-0.023963

0.019031
-0.020897

0.004752

-0.000009
-0.000066
-0.000033
0.000091
0.000363
-0.000420
-0.000070
-0.000388
-163.5850
211.3543
9.3628
-109.5471
708.8353
-248.1625
-143.4476
-143.4787
12.7694
-1.8065
-3.8040
-1.5403
4.3737
-6.7206
-0.849792
-1.0268

0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
-0.168358
0.217521
0.009636
-0.112743
0.729517
-0.255403
-0.147633
-0.147665
0.013142
-0.001859
-0.003915
-0.001585
0.004501
-0.006917
-0.000875
-0.001057

-0.000536
-0.000222
-0.000097
0.000611
-0.000654
0.000617
0.000261
0.000042
-154.5100
199.5748
8.8206
-103.3406
-248.1625
737.2121
-135.4894
-135.5392
-2.0636
6.2341
2.0580
-6.6036
-1.1306
-1.9500
7.7566
1.5001

-0.000001
0.000000
0.000000
0.000001

-0.000001
0.000001
0.000000
0.000000

-0.159018
0.205398
0.009078

-0.106356

-0.255403
0.758721

-0.139442

-0.139494

-0.002124
0.006416
0.002118

-0.006796

-0.001164

-0.002007
0.007983
0.001544

-0.000093
-0.000215
0.000161
0.000112
-0.000237
0.000059
0.000132
0.000620
-42.2613
167.0223
-237.6189
-28.2792
-143.4476
-135.4894
466.1596
331.2644
-0.214426
-2.9452
5.0580
6.0023
1.0881
1.1554
-0.231229
-4.1453

0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000001
-0.043494
0.171895
-0.244552
-0.029104
-0.147633
-0.139442
0.479760
0.340929
-0.000221
-0.003031
0.005206
0.006177
0.001120
0.001189
-0.000238
-0.004266

-0.000270
-0.000077
0.000180
0.000369
-0.000327
0.000318
0.000077
0.000660
-134.4344
65.8548
237.8465
-89.9531
-143.4787
-135.5392
331.2644
500.4060
-1.4298
-4.9607
9.2664
10.5418
-1.0352
-1.0354
0.437374
-4.5459

0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000001
-0.138357
0.067776
0.244786
-0.092578
-0.147665
-0.139494
0.340929
0.515006
-0.001472
-0.005105
0.009537
0.010849
-0.001065
-0.001066
0.000450
-0.004679

0.114681
0.171631
0.076728
0.050949
-0.246607
0.027132
-0.065893
0.004368
-9.8563
7.0210
-1.3415
8.1594
12.7694
-2.0636
-0.214426
-1.4298
10722.2492
-655.4625
-579.8611
164.7792
-765.6975
6222.7618
-109.9515
1256.3808

0.000005
0.000007
0.000003
0.000002
-0.000011
0.000001
-0.000003
0.000000
-0.000422
0.000300
-0.000057
0.000349
0.000546
-0.000088
-0.000009
-0.000061
0.458572
-0.028033
-0.024800
0.007047
-0.032748
0.266137
-0.004702
0.053733

-0.013285
0.063625
0.051916
0.070640
0.009928

-0.122430

-0.149210
0.044965

-6.1097
0.326220
-1.9116
14.0511
-1.8065
6.2341
-2.9452
-4.9607
-655.4625
10401.5603
136.3237

2792.0441

3281.4498

-426.4052
459.8183

-1717.5508

-0.000001
0.000004
0.000004
0.000005
0.000001

-0.000008

-0.000010
0.000003

-0.000414
0.000022

-0.000130
0.000952

-0.000122
0.000422

-0.000200

-0.000336

-0.044416
0.704832
0.009238
0.189195
0.222358

-0.028894
0.031158

-0.116385

0.004608
0.058823
0.080289
0.031448
0.022609
-0.074183
0.040893
-0.152601
-5.9159
2.4860
3.6970
4.2565
-3.8040
2.0580
5.0580
9.2664
-579.8611
136.3237
4992.6009
-2017.696
1565.6162
-249.1391
-409.6637
315.7564

0.000001
0.000008
0.000011
0.000004
0.000003
-0.000010
0.000005
-0.000020
-0.000779
0.000327
0.000487
0.000560
-0.000501
0.000271
0.000666
0.001220
-0.076318
0.017942
0.657097
-0.265557
0.206057
-0.032790
-0.053918
0.041558

-0.039407
-0.022631
-0.032291
0.027768
-0.038627
0.052588
0.084466
-0.178644
-3.0691
-0.804093
2.8930
4.6153
-1.5403
-6.6036
6.0023
10.5418
164.7792
2792.0441
-2017.6963
8096.6755
-142.8399
-227.3675
823.3644
1307.3696

-0.000003
-0.000002
-0.000003
0.000002
-0.000003
0.000004
0.000007
-0.000015
-0.000255
-0.000067
0.000240
0.000383
-0.000128
-0.000548
0.000498
0.000875
0.013671
0.231642
-0.167399
0.671742
-0.011851
-0.018864
0.068311
0.108466

0.066966
0.087133
-0.052802
-0.114195
0.081320
0.154312
0.009547
0.087420
8.1114
4.8408
-1.9222
-23.2837
4.3737
-1.1306
1.0881
-1.0352
-765.6975
3281.4498
1565.6162
-142.8399
11617.3629
147.4364
-1132.3873
2945.2691

0.000004
0.000005
-0.000003
-0.000006
0.000005
0.000009
0.000001
0.000005
0.000458
0.000273
-0.000109
-0.001315
0.000247
-0.000064
0.000061
-0.000058
-0.043257
0.185380
0.088447
-0.008069
0.656302
0.008329
-0.063972
0.166388

-0.157105
0.087279
0.054758
0.089411
0.162431
0.062873

-0.022081
0.016802

-3.8549
-3.1996
-2.7483
18.4910
-6.7206
-1.9500

1.1554
-1.0354

6222.7618

-426.4052

-249.1391

-227.3675
147.4364

11715.599
715.4584
506.3363

-0.000009
0.000005
0.000003
0.000005
0.000009
0.000004

-0.000001
0.000001

-0.000220

-0.000183

-0.000157
0.001056

-0.000384

-0.000111
0.000066

-0.000059
0.355516

-0.024361

-0.014234

-0.012990
0.008423
0.669330
0.040875
0.028928

0.098316
0.026276
0.125703
-0.096221
0.086645
-0.068740
0.116687
0.046991
4.9686
4.2331
3.1262
-20.3041
-0.849792
7.7566
-0.231229
0.437374
-109.9515
459.8183
-409.6637
823.3644
-1132.387
715.4584
6484.7842
-150.7953

0.000010
0.000003
0.000013
-0.000010
0.000009
-0.000007
0.000012
0.000005
0.000530
0.000452
0.000334
-0.002166
-0.000091
0.000828
-0.000025
0.000047
-0.011732
0.049061
-0.043710
0.087851
-0.120822
0.076337
0.691907
-0.016089

-0.014274
-0.128127
0.033176
0.015787
-0.052621
-0.084470
0.055197
0.046259
1.0674
-4.3629
0.940805
4.6172
-1.0268
1.5001
-4.1453
-4.5459
1256.3808
-1717.551
315.7564
1307.3696
2945.2691
506.3363
-150.7953
7088.4661

-0.000001
-0.000013
0.000003
0.000002
-0.000005
-0.000009
0.000006
0.000005
0.000111
-0.000453
0.000098
0.000480
-0.000107
0.000156
-0.000431
-0.000472
0.130553
-0.178474
0.032811
0.135851
0.306048
0.052614
-0.015669
0.736575
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Residuos
-0.0055238
-0.0033538
-0.0066956

0.0033839
-0.0102296
-0.0054045

0.0004490
-0.0039345
16.0291312

21.7812989
-15.0244037
-48.0303918
31.4173960
-6.7392883

6.7321596

-2.6869180
-51.5713010
-4.0387527
-15.7183276
144.6400788
-33.0674581
-213.6772715
-215.2684613
142.4661320

Test de POPE
o
0.001

Tl—ao/z,g
3.263810315

Raiz Cof.Resid.

0.0050642
0.0042556
0.0042716
0.0050347
0.0045747
0.0047214
0.0040959
0.0045035
23.0589949
19.8474247
27.3003601
27.8216458
26.6239607
27.1516495
21.5907287
22.3697569
103.5482942
101.9880401
70.6583394
89.9815284
107.7838711
108.2386209
80.5281581
84.1930289

Prob. (%)
99.9

Elipsoide de error punto 26
Matriz de covarianza

0.00001242
0.00000245
-0.00000002

Autovalores:
Autovectores:

0.00000245
0.00001945
-0.00000003

0.00002022
0.29954948
0.95407919
-0.00173277

Elipsoide de error punto 34
Matriz de covarianza

0.00002990
-0.00000494
-0.00000001

Autovalores:
Autovectores:

-0.00000494
0.00001552
-0.00000005

0.00003144
0.95501908
-0.29654428
0.00020173

Elipsoide de error punto 46
Matriz de covarianza

0.00001039
0.00000362
-0.00000004

Autovalores:
Autovectores:

0.00000362
0.00002127
-0.00000002

0.00002237
0.28952936
0.95716786
-0.00156273

Resid. Norm.
-1.0907404
-0.7880989
-1.5674878

0.6721163
-2.2361254
-1.1446606

0.1096118
-0.8736460

0.6951357

1.0974370
-0.5503372
-1.7263677

1.1800422
-0.2482092

0.3118079
-0.1201139
-0.4980410
-0.0396003
-0.2224554

1.6074419
-0.3067941
-1.9741315
-2.6732073

1.6921369

Qo
0.00004169

I normalizado critico

N2 redund.
0.7274643
0.5136974
0.5173750
0.7188901
0.5935652
0.6322337
0.4758372
0.5752484
0.5472309
0.4054135
0.7670552
0.7966278
0.7295166
0.7587213
0.4797605
0.5150061
0.4585717
0.7048320
0.6570967
0.6717421
0.6563021
0.6693300
0.6919075
0.7365747

a/n
0.00004167

Traza R
15
oo/2
0.00002084

tl—ao/zlg—l
5.85688941

4.05066184 i Todos los residuos normalizados cumplen !

-0.00000002
-0.00000003
0.00000133

0.00001166
0.95408010
-0.29955092
-0.00063689

-0.00000001
-0.00000005
0.00000209

0.00001399
0.29654260
0.95501089
-0.00408515

-0.00000004
-0.00000002
0.00000122

0.00000930
0.95715762
-0.28953350
-0.00443176

0.00000133
0.00112670
0.00146242
0.99999830

0.00000209
0.00101878
0.00396122
0.99999164

0.00000122
0.00469440
0.00021266
0.99998896

Elipsoide estandar (p=0.199) en metros
Semieje mayor Semieje media Semieje menor
0.00449661  0.00341400 0.00115472

Elipsoide 95% (p=0.95) en metros
Semieje mayor Semieje media Semieje menor

0.01257019  0.00954377 0.00322799
Acimut semieje mayor: 19.367
Elevacion semieje mayor: -0.110

Elipsoide estandar (p=0.199) en metros
Semieje mayor Semieje media Semieje menor
0.00560699  0.00373989 0.00144561

Elipsoide 95% (p=0.95) en metros
Semieje mayor Semieje media Semieje menor

0.01567426  0.01045480 0.00404117
Acimut semieje mayor: 119.167
Elevacion semieje mayor: 0.013

Elipsoide estandar (p=0.199) en metros
Semieje mayor Semieje media Semieje menor
0.00472974  0.00304938 0.00110268

Elipsoide 95% (p=0.95) en metros
Semieje mayor Semieje media Semieje menor

0.01322192  0.00852449 0.00308251
Acimut semieje mayor: 18.700
Elevacion semieje mayor: -0.099
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