£
¥ Universidad Politécnica de Cartagena Capitulo IV: Splines cubicos Suavizantes

Capitulo IV

Splines cubicos suavizantes

4.1 Planteamiento del problema de suavizacion.

Consideramos el reticulo

a=x1<x < <xXp_1 <Xy =D>b,

y la coleccién de nimeros

Y Y2 s Ym-1Ym-

Puede suceder que los valores y; en el arreglo

(xi'yl')' v i= 1, e, m,

contengan cierto error. Esto significa que para todoi = 0,1, ..., m existe un intervalo

(ci,d;) 6 bien (Y5, Yi+8),
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tal que cualquier numero perteneciente a él puede ser tomado como valor de y;. Los valores
y; pueden ser, por ejemplo, los resultados (que contienen un error aleatorio) de las
mediciones de cierta funcidn y(x) para los valores dados de la variable x. No es conveniente
utilizar interpolacién para construir la funcién y(x) a partir de estos valores “experimentales”,
por cuanto la funcién interpolante reproducird las oscilaciones condicionadas por la

componente aleatoria en el arreglo {z;}.

En este caso es mas apropiado el método de suavizacidén, uno de cuyos objetivos es
disminuir la aleatoriedad en el resultado de las mediciones. Habitualmente, en tales problemas
se pide hallar una funciédn cuyos valores para x =x;,i =1,2,...,m, pertenezcan a los
intervalos correspondientes y que tenga, ademas propiedades bastante buenas (por ejemplo,
derivadas primera y segunda continuas, su grafico no es muy encorvado, es decir no tiene

oscilaciones muy fuertes, etcétera).

Un problema similar tiene lugar también al construir, a partir de un arreglo (exacto)

(xi;yi); v i= 1, e, m,

una funcién que pase no por los puntos dados, sino cerca de ellos y que, ademas, varie de
manera suficientemente suave. En otras palabras, es como si la funcidon buscada suavizara el

arreglo sin interpolarlo.
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4.2 Spline Cubico Suavizante. Definicion.

Consideremos un reticulo

W a=x<x < <Xp1<xXy=0>b,

y dos colecciones de numeros

Y1, Y2, 5 Ym—-1,Ym-

Se denomina spline cubico suavizante en un reticulo w a una funcién S(x) que:
1) Entodo el intervalo
[xi, Xi+1], v i=1,...m-1,
es un polinomio de tercer grado
S(x) =Sj(x) = ab + al (x —x;) + ab (x —x)% + ab (x —x;)3. (4.1)
En todo el intervalo, el spline es un polinomio de tercer grado que se define mediante
cuatro coeficientes. En total hay (m — 1) intervalos, por lo que, para definir
completamente el Spline es necesario hallar 4(m — 1) numeros:
o O O O

a,’,a,’,a,’,a;°, vi=1,..,,m—1

2) Es dos veces diferenciable con continuidad en el intervalo [a,b], es decir, pertenece a la

clase C*[a,b].
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Esta condicidn significa continuidad de la funcién S(x) y de sus derivadas S'(x) y
S"(x) en todos los nodos internos del reticulo w. Como el nimero de nodos internos

esm — 2, entonces tenemos 3(m — 2) condiciones.

3) Enella alcanza su minimo el funcional
b, ., 1
JO) = [, (f"(x))?dx + TiZo, (FGx) — Y2, (4.2)
donde y; y pi> 0 son niumeros dados. A los nimeros p; se les denomina pesos.

4) Satisface condiciones de contorno de uno de los tres tipos siguientes, explicadas a

continuacion.

4.3 Condiciones de contorno.

Las condiciones de contorno se dan en forma de restricciones sobre los valores del spline y

de sus derivadas en todos los nodos fronterizos del reticulo w.

A. Condiciones de contorno de primer tipo.

Las derivadas primeras de S(x) son conocidas en los extremos del intervalo [a,b]:
S'(a) =21 S'(b) =z, (4.3)

B. Condiciones de contorno de segundo tipo.

Las derivadas segundas de S(x) son conocidas en los extremos del intervalo [a,b]:

$"() =z S"(b) =2z (4.4)
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C. Condiciones de contorno de tercer tipo.

S(a) = S(b), S'(a) =S'(b), S"(a) =S"(b). (4.5)

Estas condiciones se denominan periddicas.

Teorema: El Spline cubico S(x) que minimiza el funcional y satisface las condiciones de

contorno de uno de los tres tipos indicados estda definido univocamente.

Por ultimo el spline cubico que minimiza el funcional J(f) y satisfice las condiciones de

contorno de i-ésimo tipo se denomina spline suavizador de i-ésimo tipo.

4.4 Eleccion de las condiciones de contorno.

La eleccién de las condiciones de contorno es uno de los problemas principales en los
problemas de interpolacion y aproximacién mediante splines, y adquiere una importancia
especial cuando es necesario garantizar una precisién alta del spline S(x) en las proximidades
de los extremos del intervalo [a, b].

El efecto sobre la funcidn spline en funcién de las condiciones de contorno elegidas,
disminuird conforme estemos mas cerca de los puntos intermedios a interpolar, sin embargo
nuestra funcién dependerd en los extremos en gran medida de las condiciones elegidas. La
eleccién de las condiciones de contorno depende, a menudo, de la existencia de datos

adicionales sobre el comportamiento de la funcién spline.

Si se conocen los valores de la derivada primera f'(x) en los extremos del intervalo
[a, b], es decir, se conoce la direccidon de la tangente de la curva en los extremos; entonces es

Iégico utilizar condiciones de contorno de primer tipo.

Si por el contrario, lo que se conocen son los valores de la derivada segunda f"'(x);

entonces es légico utilizar condiciones de contorno de segundo tipo.
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Si existe la posibilidad de elegir entre condiciones de primer y segundo tipo, se dara

preferencia a las primeras.

Si la funcidén es periddica, se deben elegir condiciones de contorno de tercer tipo.

En caso de no existir informacién adicional sobre el comportamiento de la funcién, se

pueden utilizar las condiciones naturales de contorno:

S"(a)=0 ; S"(b)=0.

Con estas condiciones la precisiéon en la aproximacion puede disminuir bruscamente

cerca de los extremos del intervalo [a, b].

Otra opcidén es utilizar las condiciones de contorno de primer o de segundo tipo con
valores aproximados; esto quiere decir, que se tomardn sus aproximaciones en diferencias, en

vez de los valores exactos de sus derivadas.
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4.5 Eleccion de los coeficientes de peso.

La eleccién de los coeficientes de peso p; del funcional permite controlar, en cierta
medida, las propiedades de los splines suavizantes.

Para ilustrar cdmo influye este pardmetro de peso o también llamado de suavizado,
consideraremos una serie de puntos pertenecientes a un reticulo, los cuales seran ajustados

mediante 6 valores distintos de p.

Ajuste por Splines Clbicos Suavizantes

40 ®  Puntos de Control
Splines Cubicos

301

20

101

-10

-20

-30

-40 I3 I3 I3 r r r r r r r r

Figura 4.1: Spline cubico suavizante para p = o

Ajuste por Splines Clbicos Suavizantes
T T T T T T T T T T

2 L4 ®  Puntos de Control
Splines Cubicos

c c c c c r c c c c

Figura 4.2 Spline cubico suavizante para p = 10
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Ajuste por Splines Clbicos Suavizantes
8 T T ') p
. .

o
T

»

Puntos de Control

Splines Cubicos

Figura 4.3: Spline cubico suavizante para p = 1.5

Ajuste por Splines Cubicos Suavizantes
10 t t T T T + " " ®  Puntos de Control

Splines Cubicos

8 ® B

I )
T T
. .

L] \/—\
2 . B
4 4
6k .+ . . e .

Figura 4.4: Spline cubico suavizante para p = 0.1

Ajuste por Splines Clbicos Suavizantes

-4 Puntos de Control

Splines Cuabicos

Figura 4.5: Spline cubico suavizante para p = 0.01

73



24

Universidad Politécnica de Cartagena

Ajuste por Splines Clbicos Suavizantes

10

®  Puntos de Control
% Splines Cubicos

c : : : :

0 5 10 15 20

Figura 4.6: Spline cubico suavizante para p =0

Vemos en las figuras 4.1-4.6 como al disminuir el valor de los pesos (se ha tomado el
mismo valor del peso para todos los puntos), la funcidn spline se pega mas a los puntos de
control.

Como se puede apreciar en la figura 4.6 si se cumple que p; = 0 para todo i, entonces
z; = y;, y el spline suavizador resulta ser un spline interpolante. Esto se traduce en que cuanto
mayor es la precision con que estdn dadas las magnitudes y;, tanto menores deben ser los
coeficientes de peso respectivos. Si es necesario que el spline pase por el punto (x, Vi), €l
coeficiente de peso p; ,V i =1,...,m, correspondiente se deba hacer igual a cero. Sin
embargo si se cumple que p; = oo, el ajuste se convierte en una recta de regresién. Con esto

queda ilustrado como la bondad del ajuste depende del pardmetro p.

En los cdlculos practicos lo mas importante es la eleccidn de los nimeros p;. Notar que
los pesos pueden ser diferentes para puntos distintos. Asi por ejemplo en el caso practico
naval que expondremos exigiremos que p; = p,,, = 0, es decir, que los pesos en los extremos
sean cero y asi la curva pase por estos puntos, pero los pesos serdn distintos de cero en los

demas puntos de control.

Definimos 4;como el error de medicidn de la magnitud y;. Entonces es légico exigir que

1S(x;) — yil < 4
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El caso mas sencillo de eleccidn de los coeficientes de peso p; puede ser
pi = c4;

donde c es cierta constante suficientemente pequefia.

4.6 Construccion de la funcidon Spline Cubico Suavizante.

En cada intervalo [x;,x;41] ,V i=1,..,m—1, se busca un polinomio de grado 3 que

satisfaga:

Si(x;) =z, Si(xXi41) = Zi3q

Si"(x) =mi S (i) = Miga

Se requiere también una condiciéon de continuidad en la primera derivada, pero ésta sera

impuesta posteriormente. La expresién

S(x) =5;(x) = z;(1 — t) + 2341t —%izt(l —Ol2 -0+ A+ OO0l (4.6)
ofrece un polinomio de grado 3 que cumple con las condiciones dichas.
Como comprobacion, partimos de que la derivada segunda de un polinomio de grado 3 es un

polinomio de grado 1, y en este caso debe de satisfacer S;" (x;) =1;, S;"' (Xi+1) = Niz1,

como ya se ha citado anteriormente. Asi si consideramos que

t = X Y Xiy1 =X + hi,

la derivada segunda del polinomio es:

S{'(x) = (1 =) + tn4.
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Si integramos el polinomio anterior y realizando un cambio de variable:

(1-t)?% t?
——— +5Mi+1) +C,

fSi”(x)dx =f5i"(t)hidt = hi(—m; > 2

donde el cambio de variable ha sido,

x;ji =t > dx = hydt,

Si volvemos a integrar el polinomio:

h2
S;(x) = fS{(x)dx = fSi'(t)hidt = 7‘[(—171-(1 — )% + t?n;,1)dt) + hitC + D,

2
Si(2) = "I = )*n; + £3030] + Wyt C + D. (4.7)
Para las condiciones establecidas; debe ser

x =x; = S;(x;) =z ,cont=0,
x = xi41 = Si(Xi41) = Zi41 , cont=1,

h? h?

<mil+D=2z -> D=z-[nl

al sustituir el valor de D,

hZ 2 2

. n? n;
o Misal + €+ D =24y > hiCozppq — 2= [Miga] + 2z [0i),

y por ultimo C

Ziz1— 2 Ny
¢ :Hh—il+gl(77i — Mit1)-
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Sustituyendo los valores de las constantes de integracidon Cy D de la ecuacién 4.7,

h? h?
hitC + D = (zj41 — z)t + ?(m —Nir)t+ 2z — 5 M

Nuestro polinomio queda de la forma:

hi

h? h2
SiC0) = LA = °n + il + @iga — 20t + L = Mip)t + 20 =L (4.8)

La forma lineal la podemos reescribir como

hitC +D— [Zl'(l - t) + Zi+1t] + [Zi(l - t) + Zi+1t] =

B2 2 2
l l L
Ni+1 6 + 6771 6

ni + (1 — t)Zl' + t(Zi + 1)

Con las siguientes observaciones para los términos que acompafan a 7;

—t1-Q2-t)=—-Ct—-tHR-t) =—-Qt—2t* —t*+t3) = =2t + 3t - t3 (1)
(1—-t)3=—-t3+3t2-3t+1, n

y la diferencia de l y I,
(—2t+3t2—t3) — (—t3+3t2=3t+ 1) =—-t +1,
sustituyendo:
(—t+ Dy, (4.9)
Los términos que acompafian a 17;,1 son

—t(1-t)A+t)=—-t(1-t>)=-t+1t3 ()
t3 (),
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y la diferencia de | y Il
(—t+t3)—-t3 =t
y de nuevo incluyendo los coeficientes

hi
t < Mit1- (4.10)

Volviendo a la ecuacidn 4.8, y sustituyendo en ella las expresiones anteriores, 4.9 y 4.10, se

obtiene el spline suavizante de la forma

SG) =500 = 70 =0 + zat =Lt = OIQ2 — O + L+ Ol (411)

4.7 Obtencion de los coeficientes del Spline Cubico

Suavizante.

Vamos a trabajar en el intervalo
[, xip1] V i=1,..,m—1.
Si introducimos las notaciones
Sx)=2z, S'(x)=mn, V i=12,..,m,
donde z; y 17; son 2m + 2 valores desconocidos.

Como ya se demostré anteriormente el spline cubico suavizante se busca de la forma:

Sx) =585(x) =z,(1—1t) + zjyq1t — h;izt(l —t)[Q2 -t + (1 +Inip4],
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donde

hi = X431 —x;, t=

y los numeros z;, n;, i=0,1,...,m, son la solucién del sistema de ecuaciones algebraicas lineales

determinado por las condiciones impuestas.

La funcidn S;(x) es continua en todo el intervalo [a,b]: para los dos primeros nodos, t

tomara el valor t=0 y t=1 respectivamente, sustituyendo en la férmula 4.11, obtenemos:

Sl'(xl') =z

Si(xit1) = Zi1,

Asi los numeros z; y 1;, deben ser elegidos de acuerdo a que el spline tenga derivada
primera continua en el intervalo [a,b], para ello vamos a calcular la derivada primera de la

funcién del spline suavizante, S; (x)

En el en el intervalo [x;_q, x;]:

—zi 1tz hi_
§'(x) = Siq (1) = ———— = =2 [(2 = 6t + 3t)n;y + (1= 367y,
i—1

En el punto x; — 0 (para t=1), tendremos

—Zi—1+Z; + hi—1

$'(r = 0) = S{_y () = T 1

[Mi—1 + 21;]. (4.12)

Calculamos la derivada primera del spline el en el intervalo [x;, x;41]:

—Zit Zi4q

h.
- g [(2 — 6t + 3t + (1 — 3t2)n44]-
i

§'(0) = 5{(x) =
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En el punto x; + 0 (para t=0) tendremos

“ZitZit1

S'(x +0) = 5{(x) = 22

hi
=< @1 + 1340 (4.13)

Con la condicidn de continuidad para la primera derivada del spline en los puntos interiores del

reticulo w,
S'"(x;—0)=S"(x; +0), \ i=1,...m-—1,

obtendremos m-1 relaciones tal que

—zi1+tz; hi_4 —zit+ 2z Ny
lhi—l l l6 [Mi-1+ 2m;] = lh—ll - EL (2ni + Niv1),
—Zit Ziyq | Zi1— %

= Mt (Mi—1 + 21m;) + E(217- + Mig1)-
hl hl’_l 6 L L 6 L L

Simplificando

(4.14)

Zi_ 1 1 Z: 1
i1 (_ n —) 2+ 8 = 2 (hy_ym_y + 2(hig + B, + han, ),

hi  hi—4 h;
obteniendo m-1 ecuaciones.

De la condicion de continuidad de la primera derivada del spline en los puntos
interiores del reticulo w,
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Z4 1 1
a_(L,L
hy \hp  hy

1 1

Zm—1 T+
hm—l)ml

)Zz+

Pudiendo obtenerse la siguiente relaciéon matricial:

donde:

hi 2(hy + h2)
0 ha
A=
0 0
1 | 1
o TR TR
1
H:O Rz
0 0

Capitulo IV: Splines cubicos Suavizantes

Z3 1
h, =% [h1n1 + 2(hy + ha)nz + hansl,
Zit1 1
6 [hi—1mi—1 + 2(hi—y + RNy + Aimigql,
i
Zm 1
3 s = g [hm—zﬂm—z + Z(hm—z + hm—l)nm—l + hm—lnm]:
\4 i=2,.m—1
An = 6Hz, (4.15)
2(ha +hg)  h3
0
0 hm—2 g(hm—ﬁ +hm—1) hm—
L 0 0
| 1 |
(=r—r) m
0
1 1 1
t‘_Jr'ln'-_—Q - hm_] ] I"l-n'-_—'l n
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Quedando el sistema de ecuaciones incompleto, aun faltan ecuaciones.

Para la condicion de minimizacion del funcional J(S) = ff(s”(x))zdx + Zﬁoé(S(xi) - y)?,

calculamos el primer término

1

b
f(s”(x))zdx = f[(l - on, +tn,,,[*hdt

0

X — X;
t= W - dx = h;dt

i

Habiendo realizado el cambio de variable y desarrollando el binomio,
1

h; f(l —t)’n2 +t°n,,,% +2t(1 - Onn,,,dt,
0

e integrando la expresién anterior,

1

a-04 , 7. ,. [, 2t 1,01 1
hi = — R + 3| Min *t ~ 37| MM = h; [§77i +§77i+1 +§T’ini+1]'
0 0 0
Asi obtenemos el primer miembro de la expresion del funcional:

[7(8" G2 dx = hi[50.2 437,07 + 50050, ) (4.16)
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Vamos a desarrollar el funcional J(s) mediante la técnica de los multiplicadores de
Lagrange, la variable auxiliar 4, impondrd que se satisfaga la condicién de contorno en el
extremo izquierdo. La variable A,, por su parte impondra que se cumpla la condicién de
contorno del extremo derecho. Los valores 4; , i = 2,...,m — 1 impondran que se satisfagan

las condiciones debidas a la continuidad de la primera derivada.

dJa(s)

Derivando el funcional respecto de 4, , se obtiene el sistema de ecuaciones

An =6Hz +F, (4.17)

donde A, Hy F, dependeran de las condiciones de contorno elegidas.

Despejando 71 en la ecuacion 4.17:

n=A"1(6Hz+F). (4.18)

donde necesitamos que A sea invertible.

dJa(s)

Derivando el funcional auxiliar J, respecto de 7, , obtenemos m ecuaciones mas, que

expresadas matricialmente quedan:

Un=VA. (4.19)

Al despejar A en la ecuacion 4.18,

A=V"1tun, (4.20)

donde nuevamente pedimos que V sea invertible.
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Sustituyendo el valor anterior de 17 de la ecuacién 4.18 en la ecuacion 4.20,
A=VUA"Y(6 Hz + F). (4.21)
Al definir M = V-1UA™1, y sustituyendo:
A= 6MHz + MF. (4.22)
Derivando el funcional respeto de z, obtenemos
z=Y+pJA. (4.23)
Y al sustituir el valor de A de la ecuacion 4.22:
z=Y+%p](6MHz+MF)=Y+%K12+K2, (4.24)

donde K;, K,son dos matrices auxiliares, introducidas para simplificar la notacién del sistema

resultante,

K; = p JM6H,
K, = pJMF.

Y definiendo una tercera matriz auxiliar C
C = Id - _Kl’

el sistema resultante quedara

Cz=Y +K,. (4.25)
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Para poder resolver este sistema de ecuaciones es necesario definir las matrices
anteriores, que vendran dadas en funcidén de las condiciones de contorno elegidas, las cuales
ya se comentd que se elegirian en funcion de los datos adicionales que tengamos sobre el

comportamiento de la funcidn.

Notar que este sistema siempre tendra solucion uUnica para cualquier valor de p salvo
para un nimero finito de valores de p que tienen que ver con los valores propios de la matriz
C. En particular, para valores de p suficientemente pequefios (caso que nos es mas interesante

en la practica) siempre hay solucién Unica.

4.8 El sistema de ecuaciones final en funcion de las

condiciones de contorno.

A continuacion se va a detallar cuales serdn las dos ecuaciones que se podrdn obtener
en funcién de las condiciones de contorno, las cuales incluso podran ser distintas en cada

extremo.

En caso de conocer condiciones de primer tipo, es decir, los valores de la primera
derivada de S(x) en los extremos del intervalo [a, b]; se obtendrian las dos ecuaciones que

nos faltan para completar el sistema del siguiente modo:

- Obtenemos la derivada del trozo de Spline correspondiente al extremo.
- Evaluamos esta ecuacién en punto extremo.

-Y lo igualamos al valor conocido de la primera derivada.

1) Para el extremo izquierdo (a):

—Z1+ 2,
hy
—Z1+ 2,
hy

hy
S1(x1) = % (2ny +11) = f'(a),

hy
=f'(a) + E(ZW1 + 1)
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2) Para el extremo derecho (b):

~Zm-1 + Zm hm—l [
[ 6

~Zm-1 + Zm hm—l

= £/ -

1,71—1(xm) = Nm-1 + an] = f,(b):

3 [(Mm-1 + 20m]
m-—1

Si utilizaramos condiciones de segundo tipo, es decir, damos los valores de la segunda

derivada en los extremos del intervalo [a, b]; basicamente se han de dar los valores de 1, y

Nmt
f'@=n1, f"b)=nn
En caso de que la funcién a suavizar sea periddica, o de tercer tipo,de periodo

T = b — a, en particular, f(a) = f(b) y por tanto S;(a) = S,,,—1(b); se utilizardn condiciones

de tercer tipo, las cuales dardn las siguientes ecuaciones:

La primera ecuacion adicional seria S;(t;) = Sy,—1(t;n) , y sustituyendo:

—Z1 t 2, hl —Zm-1t Zm hm—l
— ——— (2 = _ 2 )
h ¢ (@ +m) - e [Mn-1+ 2]
—Z1+Z —Zm_1tZp hm—l hy
- = _ 2 —(2 .
hl hm—l 6 [nm 1 + nm] + 6 ( LR + 771)

La segunda ecuacion obtenida seria S;'(t;) = S;,_1(tm), €n nuestro caso de suavizacion

M —Nm =0.

No siempre conocemos los mismos datos en ambos extremos del intervalo [a, b], por
lo que podemos tener diferentes condiciones en cada extremo, excepto en las condiciones de

tercer tipo que exigen que la funcién sea periddica de periodo T=b-a y en particular

f(a) = f(b).
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Por ultimo antes de empezar a estudiar los diferentes casos en los que nos podremos
encontrar a la hora de aproximar mediante splines suavizantes, recordamos que las
condiciones de primer tipo tienen preferencia sobre las de segundo tipo, pudiendo aproximar

estos valores.

A partir de aqui estudiaremos los casos mds representativos, los cuales necesitan ser
estudiados individualmente para poder demostrar que el sistema de ecuaciones resultante
tiene solucidon y ademas es Unica, es decir vamos a demostrar que las matrices AyV son

invertibles en todos los casos.

Para estudiar la invertibilidad de dichas matrices vamos a hacer uso constantemente e

un resultado que asegura que una matriz estrictamente diagonal dominante es invertible.

4.9 Comprobacion del sistema compatible determinado.

Una vez construido un sistema de ecuaciones, es muy importante comprobar si el
sistema es compatible determinado, con Unica solucién, pudiendo obtenerse ésta y asi poder

obtener el spline correspondiente.

Si construimos el sistema completo Az = B para que éste tenga solucion compatible
determinada soélo habrd que demostrar que la matriz A es invertible, es decir, que el

determinante de A no es nulo.

En matematicas, en particular en dlgebra lineal, una matriz cuadrada A de orden n se
dice que es invertible, no singular, no degenerada o regular si existe otra matriz cuadrada de
orden n, llamada matriz inversa de A y representada como A™, tal que:

A-At=A"14=1,

donde I, es la matriz identidad de orden n y el producto utilizado es el producto de matrices

usual.
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Existe un resultado que asegura que todo matriz estrictamente diagonal dominante es

invertible.

Formalmente, se dice que la matriz A de orden n es estrictamente diagonal dominante

cuando se satisface:

n

|ai,i| > Z|ai,j| Vi= 1, ey, N

j=1
Jj#i

El resultado, conocido como lema de Hadamard, se prueba de la siguiente manera:

Si la matriz A no fuese invertible, la ecuaciéon Az = 0 admitiria una solucién no nula. Entonces

existe:

una solucién. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que

max |z;| = 1.
1<isn

Sea r un indice para el que es |z,| = 1. Tomando médulos en la ecuacién

ar1z1 + o+ Qppzp + o+ 2y = 0.

Se concluye que

@l < ) lapllzs] < ) lap

i#r i#r

Desigualdad que contradice la hipdtesis de que la matriz A es estrictamente diagonal
dominante. Esto permite dar por demostrado que una matriz estrictamente diagonal

dominante es invertible.
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4.10 El sistema de ecuaciones final y comprobacion de
que el sistema es compatible determinado para cada

caso particular.

En este ultimo apartado nos vamos a centrar en buscar el sistema de ecuaciones final
para los casos particulares mas representativos (los demas casos se deducen facilmente a
partir de éstos) y ademds demostraremos que cada uno de los sistemas que se forman,
incluidas las condiciones de contorno, son compatibles determinados lo cual nos garantizard

que la funcidn spline se pueda construir.
Para abreviar se utilizaran las siguientes denominaciones:

1: condiciones de primer tipo (se conoce el valor de la primera derivada en el extremo).
2: condiciones de segundo tipo (se conoce el valor de la segunda derivada en el extremo).
3: condiciones de tercer tipo (existe periocidad).

Cl: condicion de contorno en el extremo izquierdo.

CD: condicién de contorno en el extremo derecho.

4.10.1 Caso CI=1, CD=1.

Las condiciones en los extremos son de primer tipo, por lo que se conocen las primeras

derivadas y tenemos las dos siguientes ecuaciones adicionales:

—z1+z h
—== f'(a) + _1(2771 +132),
hy 6
—Z, 1+ 2z h,,_
— = f1(0) =~ [ + 2.
m—1
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Al desarrollar el funcional para las condiciones de contorno establecidas

Ja(S) = ha [50,2 430,24 50,1, | 4 oo+ Ry 370, 2+ 50,7 F 5T M|+ (= 90 4

1 —z1+z h ! z 1 1 z 1
E(Zm -+ A (%—é(zm +772) _f(a)>+/12 [(h—i— (h_2+h_1)>22 +h_z_g(h1771 +

2(hy + hn, + hz’lg)] +oe 2 [(Z‘—‘l — (242 )) 2+ 22— Z(hym,_ | +2(hiy + RN, +

hi—q hi ~ hi—1 hi 6

hmm)] + oot Ay [(Zm—z _( L | )) Zyq + 22 —%(hm_znm_z +2(hy,_, +

hm—2 hm-2  hm-1 hm-1

—‘m— m R '
hm—1)77m_1 + hm—lnm)] + )'m <% + Tl [nm—l + an] - f (b)>;

dja(s)

Operando el funcional se obtiene el sistema de ecuaciones inicial ampliado

An =60z +F,
donde las matrices,
L b 0 0 0
hy 2(h; + h3) hs 0
1o ha 9(ha+h3) ks - 0
A=
0 0
0 hm—2 2(hm—2+hm_1) hm_i
F [ -
_0 0 0 0 . e ‘_
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1 1
— i 0 0 0 0
1 1 L 1
o TE TR Rz 0
1 1 L 1
e 0 7y t_E — 53} T3 0
0 0
1 1 1 1
0 Fmcz Bmsz  Fmoa! Fmo
1 1
0 0 0 0 A1 f"?.":—]_
f'(a)
0
F=
0
f'(b)

Como se puede comprobar facilmente la matriz A es estrictamente diagonal

dominante y por tanto sera invertible.

. - ., . dja(s) . .
Realizando la siguiente operacién al funcional , obtenemos m ecuaciones mas,

§h1771 +?772 _?Al _KAZ =0,
3 +§(h1 + hy)n, +?n3 _gfh - §(h1 + h3)A; _g/13 =0,

hy 2 hy 1 i
/P §(hi—1 + h)n; + 3 Mivr — §(hi—1 +h)A — glzﬂ 0,

3
Rz 2 Ry 1 B3
":; m-3 + §(hm—3 + hm—z)nm_z + Trsl) [/ g (him-3 + him-2)An—2 — mTlm—z =0,
hm— 2 hm— 1 hom— R
T Mg + 5 (i + )y + 5 1 = 5 (e + i) Ay =~ Aoy + A = 0,
= T A — ——Amoq =0,

2
R S
A4 i=3..,m-—1.
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Que también puede ser escrito matricialmente como

Un=VA,
donde
2h h
B30 o0 0
h 2(h1tha) ko ..
E - MY : 0
0 0
U=
0
hm—2  2(hm—2+thm-1) hm-1
g : .
0 0 0 0 f:,j?371 2-‘1371
A1 h1
3 € 0 0
h1 (R1tho) ha
€ E € 0 0
ho
o o 0
\:
0
hm=2 2(hm—2+hm=1) hm—1
ot Somefmomoll ool
0 0 0 0 h n;::—1 o hnj_?—]

La matriz V se observa facilmente que es estrictamente diagonal dominante, y por lo

tanto es invertible.
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dJa(s)

7
Z

Derivando el funcional respecto de los z;,

5(21—}’1)—h—1+h—1= 0,
2 A /11 A
E(zz_y2)+__<h_1+h_2>/12

I The T

-y - L, 1)/1 +
Pi+1 ' hioy  hi/"

Capitulo IV: Splines cubicos Suavizantes

0’

( ) ( t ),1 pAms g
2z =y )= i =0,
pm—Z m-2 ym 2 hm—3 hm—z m-2 hm—3
2 Am ( 1 1 ) Ao
Zm-1— Ym-1) — — + Ap—q1 + =0,
pm—l( mt Ym 1) hm—l hm—z hm—l mt hm—z
2 Am Am—1
—(@Zm — + =0,
pm( " ym) hm—l hm—l
v i=3,..m-—1
Donde despejando z,
_ P_l( ﬁ]ﬁ)
A=t e\t TR/
Pz( Ay (1 1) /13>
= Z-=4 =+ =2, =2,
=Yt o Tt L TR T,
D, 1 1 A
zi=y+— <_+_) l_il'
2\\yy h;
P> ( 1 1 ) A3
Zm—2 = VYm—2 T+ + Ay — ,
m-—2 Ym-2 2 < hm—3 hm_2 m—2 hm—3
Pm-1 (lm ( 1 1 ) lm_z)
Zm-1 = 1+ + + A1 — )
mt E I T by g ) 7 B
pm( Am—l Am )
Zm = Y+ (- - :
m ym 2 hm—l hm—l
v i=3..m-1
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Matricialmente puede ser expresado como,

1
Z=Y+=-pJA
2
donde,
1 1
e —7 0 0 0
111 1
hi h1 ha ha
1 1 1
0 .’:mt_q 0
1 1 1 1
s Fms T Fmy  Pms
1 1
0 0 0 Fom—1 Fom—1

4.10.2 Caso CI=2, CD=2.

Las condiciones en los extremos son de segundo tipo, por lo que se conocen las

segundas derivadas y tenemos las dos siguientes ecuaciones adicionales:

f"(a) = N1,
f”(b) = NMm-
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Al desarrollar el funcional para las condiciones de contorno establecidas

1 1 1 1 1 1
Ja($) = by [512 + 3027 +5mma |+ + R [30mea® + 5 1m? + 3 1| +

! 1 " zi 1, 1
(a1 =yt o = Y)? + ( — f(@) o+ A [(hi_i -5+ hH)) 7 +

hm—2 hm-2  hm-3

i 1 m— 1 1
At 2 (i + 2(hey + hom + hmi+1)] oot Ay [( 2 (=—+ )) Zmey +

Zm

1 14
- g(hm—znm—z + Z(hm—z + hm—l)nm—l + hm—lnm)] + Am(nm - f (b))

hm-1

J (s

Operando el funcional se obtiene el sistema de ecuaciones ampliado

An = 6Hz + F,
donde
1 0 0 0 0
h[ 2(;’!{ -‘rhg} hg 0
. 0 ha 2(ha + ha) ha 0
A=
0 0
0 hmfi 2(’1‘”172 + hmfl) lhmfl
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
Eek-d & o
a|® m Cmmw) 0
0 0
0 k nlf_ (“Fm = hmtw A Iq
0 0 0 0 0 0
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f”(b]

Y como se puede observar con facilidad la matriz A estrictamente diagonal dominante,
y por lo tanto invertible.

. - ., . dja(s
Realizando la siguiente operacién al funcional

P obtenemos m ecuaciones mas,
n

2 1 hl
ghﬂ']l +?7]2 +11 —Elz =0,
hy 2 hy 1 hy
3 Wi ¥ 5 i Hhn + 51, — 3 (R + h)di — 2 A =0,
b, 2

hm—l 1 hm—z
3 Um_z + §(hm—2 + hm—1)77m_1 + 3 Tlm - §(hm—2 + hm—l)/lm—l - —lm—l =0,

2 [ -
ghm—lnm + Tré 17]m_1 + A _m_llm—l =0,

6

\4 i=2,...m—1.

Matricialmente puede ser expresado como

Un=VA,

donde
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B b 0 0 0
F 2(h1+ho) ho
i E 3 0 0
0 0
U=
0
hm—2  2(hm—2+hm-1) hm-1
5 T
Am— 2hpm—
0 0 0 0 TT T]
B
—1 T] 0 0 0
hi+ha) ho .,
S e : 0
hao
v 0 & 0
0
hm—2  2(hAm—2+hm—_1)
€ fﬂ 0
0 0 0 0 fmot —1

6

Siendo la matriz V invertible, ya que su determinante es distinto de cero, como se
comprueba facilmente de desarrollar dicho determinante por la primera columna y
posteriormente por la dltima. La matriz a la que se llega resulta ser estrictamente diagonal

dominante y por tanto invertible y por tanto con determinante distinto de cero.

dJa(s)

A

Derivando el funcional respecto de los z;,

2( )+/12 0
2z - Z=o,
P1 1mn hy

2 ) (g gz, 4 B
—(z; — y —_(—— —_ . =
Pi ' ' hi—1  hy ' h;

2 ( )—( + ! YA +’1’”‘2 0
—(Zy,_1 — _ — —_— _ =0V,
pm—l mot ym ! hm—z hm—l mot hm—z

2 Am—1
=z — ) + =0,
pm( m ym) hm_1

\4 i=2,...,m-—1.
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Despejando z,

Matricialmente,

1
Z=Y+=pJA
2
donde,
0 -+ 0 0 0
1
1 1 1
0 mta ™
h I B+ 0 0
0 — 0
1 1 1
Ron—2 hm—2 Rom—1 0
0 0 0 — 0
L im—1 J
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4.10.3Caso CI=3, CD=3

Para este caso las ecuaciones adicionales se obtienen considerando que la funcién a
suavizar es periddica de periodo T = b — a, de modo que aplicando las condiciones de tercer

tipo se obtendran las siguientes ecuaciones:

M —Mm =0,

6 (—21 +z, —Zp1+zZn

) = hy1(2ny +12) + hp—1[Mm—1 + 201
hy hm-1

Y necesitamos que los datos cumplan las condiciones de compatibilidad

P1=Pm,
V1= Ym-

Al desarrollar el funcional para las condiciones de contorno establecidas:

Ja(S) = ha [50,2 4 30,2 450,10, | 4 oo+ by 370, 2+ 50,7 51 M|+ o (=90 4

1 z 1 1 z 1
= (zm = ym)* + (1 = 71,)) + 2 [(h— -+ F)) 7+ =5 (am, + 2(hy + By, + hzng)] +
Aiv1 [(,Zl_t - (hi1+1 + h%)) Ziyg T }Zl:j _%(hini +2(h; + hiy )N, + hi+1ni+2)] ot Ay [(ﬁ -

—Z1+ZZ _

( o1 ))zm—z + h,zn"_ll _%(hm—an_z +2(hp—z + A, + hm_lnm)] + A ( "

hm-2  hm-3

—Zp_1+zm  h h
et = (2n, +ny) -

-1

21,y F 20]) + Ames (21— Zi)

dJa(s)

Operando el funcional se obtiene el sistema de ecuaciones:

An = 6Hz + F,
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donde

1 0 0 0 —1
h1 2(hy + ha2) ha 0
N 0 ha 2(hg +hs)  ha 0
A=
0 - 0

hmf? 2["[11)172 + hmflj hmfl

2h ki 0 - 2hm—1
- 0 0 0 0 0 0 -
R
. 0 = (-5 —m) 75 0
0 0
0 h ml_g (_.' ml_g - h7.l_1 ) h ml_]

La matriz A es invertible ya que su determinante es distinto de cero. Esto se
comprueba sumando a la uUltima columna la primera y desarrollando el determinante por la
primera fila, ya que se llega a una matriz estrictamente diagonal dominante que como se sabe

tiene determinante distinto de cero.
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. - ., . dJa(s) . .
Realizando la siguiente operacién al funcional P obtenemos m ecuaciones mas
n
2 hl hl hl
§h17]1 +?7]2 +ﬂ.1 —E/‘lz _Am? =0,
h’l 2 hz 1 h,z hl
3 + §(h1 + hy)1, +?773 - §(h1 + hy)4, _Els _lmg =0,
hi—l 2 hl hi—l 1 hl
=3 Miat3 (hi—1 + hn; + FMivs ~ g i1 T §(hi—1 + h)A; — 5 A =0,

Am— 2 Am— Am— 1 hp—
3 . Ny T g(hm—z +hm-n,,_, + 3 177m T 2 Am-2 = g(hm—z + )1 — Am 6 L=0,

hm—l hm—l hm—l

3 nm_l - T/‘lm—l - Am 3 = 0’

2
_Al + §hm_1nm +

\4 i=3..,m—2.

Matricialmente puede ser expresado como

Un=VA,
donde
Z% "—?] 0 0 0
,'_‘]L 2{.’:]?—h3] %2_ 0 0
0 0
U=
0
hm=2  2(hm—2thm-1)  hm-1
= a L
hm— 2hm—
I 0 0 0 0 sl T]_
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(h1+ha)

=
o
[==]

|

.J
)3
o

.
e

hm—
0O 0 0 =

2{hm—2+hm-1)
E]

Capitulo IV: Splines cubicos Suavizantes

La matriz V es invertible ya que su determinante es distinto de cero. Esto se

comprueba sumando a la ultima fila la primera y desarrollando el determinante por la primera

columna, ya que se llega a una matriz estrictamente diagonal dominante que como se sabe

tiene determinante distinto de cero.

Derivando el funcional, respecto de los z;,

2 1,
E(Z1 _}’1)+h_1_ Iy + Ams1 =0,

P2

4

Pm-1

2
; (zi —y)+4

(Zm—l - ym—l) - (

dja(s)

V4

Am

A3
h,

1

“Thig (hi—l h;

1
+—)Amq +
hm—z hm—l) mot

/1m— 1 /1m

A

2 PR PG B
(zz —y2) (h1 h2)2 hy

+ )+

Am—Z
=42
hm—Z

=0,

Aiv1

h;

2
(= Yn) A = 0,

Pm

hm—l hm—l
\4 i=3..,m—2.

m
hm—l

0;
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De la primera y la ultima ecuacién y de la condicién z; = z,,, se obtiene el sistema de ecuaciones

2 A Ay
E(Z1 - Y1) +h_1_h_1+/1m+1 =0,
2 /1m—1 /1m
— (2 — o A =0,
Pm (Zm ym) + hm—l hm—l m+1
Zl = Zm,

Restando a la primera ecuacidn la segunda, sustituyendo la tercera y teniendo en cuenta las condiciones

de compatibilidad se obtiene el valor de 1,4

/12 B /1m _ Am—l B Am
hy hm—l '
1 — Ay 11—y
At =T T2 Ry

2dms1 =

Sustituyendo este valor de A,,,,€n el sistema de ecuaciones obtenido derivando el funcional

respecto de los z;

2 3).2_)."[ 1)'711—1_)'111
E(Z1 -y + L 0,
2, NEVESE I Jha A
—I(Zz, — —_— \T _— — —_— ,
P2 272 hy * hy 2 hy,  hy
2( )+A ! (— + 1)/1 LA
—(z: — v; g — S =0,
p; i — i i-1 hi—l hi—l hi i hi
1 Am—Z 1
(Zm-1 = Ym-1) — ( +— )1 +—+ 1 =0,

Pm-1 hm—z hm—l hm—Z " hm—l
3Am_1_lm llz_lm

- _ - _ =0,
Pm (Zl ym) + 2 hm—1 2 hl

v i=3,...m-—2
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Despejando z,

. Pm (Elm—l - Am _ 112 - Am)
2 hy,, 2 hy /

v i=3,...m—2

Matricialmente puede expresarse como

1
Z=Y+=pJA
2
donde
1 1 1 1
0 —a 0 ok TR R TR
1 1 | 1
0 i + o s “h1
1 1 |
1
0 Fm—2
1 1 1 1
2 Ry —2 + f—1 T Rt
1 1 1 1
_0 7i 0 h:n—'l ﬁ + h:n—] i
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4.10.4 Otros casos.

Existen otras posibles combinaciones ademas de las ya estudiadas en este capitulo, sin
embargo, puesto que seran las mismas soélo que variando una de las dos ecuaciones frontera,
se desarrollardan de igual modo demostrando que son matrices estrictamente diagonales
dominantes y segun el enunciado del lema de Hadamard serdn por tanto, invertibles y su

sistema tendrd solucidn compatible determinada.
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