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Capítulo 1
Introduión y objetivos
1. Un poo de historiaEl primer uso que se onoe de una rueda dentada o engranaje data de los años 2600 A.C.Cuenta la leyenda que el Emperador Huang Di, que habría reinado en China entre el 2698y 2598 A.C, estaba en guerra on otro líder rival, llamado Chi You. En una de las batallasde esta guerra, Chi You mediante un onjuro hizo aer una espesa niebla sobre los hombresde Huang Di para onfundirlos. Sin embargo, estos ontaban on un arma sereta, un arroque tenía el poder de apuntar al sur. Siguiendo su rumbo no sólo fueron apaes de esaparde la niebla, sino que además onsiguieron la vitoria. Esta leyenda podría ser verdad, perola historia retrasa la invenión de este arro bastantes siglos después, en onreto al siglo IIIy habría sido obra de un ingeniero llamado Ma Jun. Este arro es una espeie de brújulameánia que transporta una direión a lo largo del amino por el que avanza. Su sereto esel diferenial en el sistema de engranajes que integra la diferente rotaión entre las ruedas,detetando de esta manera la rotaión en la base del arro. El meanismo ompensa estarotaión haiendo girar la �gura que hae de apuntador en direión ontraria.Por otro lado, esritos de Filón de Bizanio, esritor griego (280 A.C. - 220 A.C.), indianque las ruedas de oraión enontradas en templos griegos usaban trenes de engranajes ensu funionamiento por lo que paree probable que los Egipios y Babilonios usaron engra-1



1 Un poo de historia 2najes por los años 1000 A.C. Por el año 100 A.C., la fabriaión de engranajes ya se haíatanto en madera omo en metal, on dientes triangulares o pines omo dientes. Este tipo deengranajes se observa en el meanismo de Antikyithera, onvirtiéndose en el meanismo deengranajes más antiguo uyos restos se onservan. Se trata de una aluladora astronómiadatada entre el 150 y el 100 A.C. y ompuesta por al menos 30 engranajes de brone ondientes triangulares. Presenta araterístias tenológias avanzadas omo por ejemplo tre-nes de engranajes epiiloidales que, hasta el desubrimiento de este meanismo, se reíaninventados en el siglo XIX. Por itas de Cierón se sabe que el meanismo de Antikyitera nofue un ejemplo aislado sino que existieron al menos otros dos meanismos similares en esaépoa, onstruidos por Arquímedes y por Posidonio. Por otro lado, a Arquímedes se le sueleonsiderar uno de los inventores de los engranajes porque diseñó un tornillo sinfín.No está laro ómo se transmitió la tenología de los engranajes en los siglos siguientes.Es posible que el onoimiento de la époa del meanismo de Antikyitera sobreviviese yontribuyese al �oreimiento de la ienia y la tenología en el mundo islámio de los siglosIX al XIII. Por ejemplo, un manusrito andalusí del siglo XI meniona por vez primera eluso en relojes meánios tanto de engranajes epiílios omo de engranajes segmentados.Los trabajos islámios sobre astronomía y meánia pueden haber sido la base que permitióque volvieran a fabriarse aluladoras astronómias en la Edad Moderna. En los iniios delRenaimiento esta tenología se utilizó en Europa para el desarrollo de so�stiados relojes,en la mayoría de los asos destinados a edi�ios públios omo atedrales.Leonardo da Vini, muerto en Frania en 1519, dejó numerosos dibujos y esquemas dealgunos de los meanismos utilizados hoy diariamente, inluido varios tipos de engranajesde tipo helioidal. Los primeros datos que existen sobre la transmisión de rotaión onveloidad angular uniforme por medio de engranajes, orresponden al año 1674, uando elfamoso astrónomo danés Olaf Roemer (1644-1710) propuso la forma o per�l del diente enepiiloide.Robert Willis (1800-1875), onsiderado uno de los primeros ingenieros meánios, fue elque obtuvo la primera apliaión prátia de la epiiloide al emplearla en la onstruión de



1 Un poo de historia 3una serie de engranajes interambiables. De la misma manera, de los primeros matemátiosfue la idea del empleo de la evolvente de írulo en el per�l del diente, pero también se debena Willis las realizaiones prátias. A Willis se le debe la reaión del odontógrafo, aparatoque sirve para el trazado simpli�ado del per�l del diente de evolvente.Es muy posible que fuera el franés Phillipe de Lahire el primero en onebir el dien-te de per�l en evolvente en 1695, muy poo tiempo después de que Roemer onibiera elepiiloidal.La primera apliaión prátia del diente en evolvente fue debida al suizo Leonhard Euler(1707). En 1856, Christian Shiele desubrió el sistema de fresado de engranajes retos pormedio de la fresa madre, pero el proedimiento no se llevaría a la prátia hasta 1887.En 1874, el norteameriano William Gleason inventó la primera fresadora de engranajesónios y graias a la aión de sus hijos, espeialmente su hija Kate Gleason (1865-1933),onvirtió a su empresa Gleason Works, radiada en Rohester (Nueva York, EEUU) en unade los fabriantes de máquinas herramientas más importantes del mundo.En 1897, el inventor alemán Robert Hermann Pfauter (1885-1914), inventó y patentó unamáquina universal de tallar engranajes retos y helioidales por fresa madre. A raíz de esteinvento y otras muhos inventos y apliaiones que realizó sobre el meanizado de engranajes,fundó la empresa Pfauter Company que, on el paso del tiempo, se ha onvertido en unamultinaional fabriante de todo tipo de máquinas-herramientas, habiendo sido absorbidareientemente por Gleason Works.En 1906, el ingeniero y empresario alemán Friedrih Wilhelm Lorenz (1842-1924) seespeializó en rear maquinaria y equipos de meanizado de engranajes y en 1906 fabrióuna talladora de engranajes apaz de meanizar los dientes de una rueda de 6 m de diámetro,módulo 100 y una longitud del dentado de 1,5 m.A �nales del siglo XIX, oinidiendo on la époa dorada del desarrollo de los engranajes,el inventor y fundador de la empresa Fellows Gear Shaper Company, Edwin R. Fellows (1846-1945), inventó un método revoluionario para meanizar tornillos sinfín glóbios tales omolos que se montaban en las ajas de direión de los vehíulos antes de que fuesen hidráulias.



2 Introduión y estado del arte 4En 1905, M. Chambon, de Lyon (Frania), fue el reador de la máquina para el dentado deengranajes ónios por proedimiento de fresa madre. Aproximadamente por esas fehasAndré Citroën inventó los engranajes helioidales dobles.2. Introduión y estado del arteLas transmisiones de engranajes están formadas por dos ruedas dentadas o engranajes,de las uales la de mayor número de dientes se denomina rueda y la de menor número dedientes se denomina piñón. Una de las apliaiones más importantes de las transmisionesde engranajes es la transmisión del movimiento desde un eje hasta otro eje situado a iertadistania y que ha de realizar un trabajo, de manera que uno de los engranajes está montadoen un eje onetado a la fuente de energía siendo éste onoido omo engranaje ondutory el otro está montado en un eje que reibe el movimiento del engranaje ondutor y que sedenomina engranaje onduido.En las primeras transmisiones, la relaión de transmisión dada omo el oiente de losnúmeros de dientes de piñón y rueda se satisfaía sólo si se onsidera el oiente de lasveloidades angulares medias ω(1)
m del piñón y ω(2)

m de la rueda
ω
(1)
m

ω
(2)
m

=
N2

N1
(1.2.1)donde N1 y N2 son los números de dientes del piñón y de la rueda, respetivamente. Estarelaión se dedue de la ondiión de engrane onseutivo de las parejas de dientes. Hay quereordar, tal omo se menionaba en el apartado anterior que los primeros dientes utilizadoseran bastones o palos ortos que entran en ontato de forma onseutiva, satisfaiendo larelaión dada en (1.2.1).Sin embargo, la relaión de transmisión instantánea m12 dada por el oiente de lasveloidades angulares instantáneas ω(1) del piñón y ω(2) de la rueda, es deir,

m12 =
ω(1)

ω(2)
(1.2.2)



2 Introduión y estado del arte 5es en general distinta de la relaión dada por (1.2.1). Tales transmisiones estaban pensadaspara transmitir movimiento on potenias muy bajas. Desde entones hasta el siglo XIX sehan utilizado distintos tipos de dientes, on per�les triangulares, de írulo, et., pero entodas estas transmisiones la relaión de transmisión instantánea m12 es en general distintade la relaión dada por (1.2.1), por lo que la transmisión de potenia y movimiento no esuniforme y ontinua.Introduido el onepto de super�ies onjugadas, las transmisiones por engranajes po-dían satisfaer el requerimiento de m12 = N2/N1 en ada instante del ilo de engrane y onello mejorar onsiderablemente el funionamiento de la transmisión. La teoría moderna deengranajes establee ondiiones neesarias y su�ientes de existenia de super�ies onjuga-das. En realidad, la aión onjugada no signi�a que la relaión m12 sea onstante en adainstante, sino que puede venir dada por una funión de�nida por el diseñador. Un ejemplolo onstituyen los engranajes no ilíndrios.La variedad de tipos de super�ies onjugadas es tan amplia omo la imaginaión del serhumano. Sin embargo, ha sido la super�ie uya urva base es una evolvente de írulo laque ha tenido más aeptaión y uso generalizado en la industria por sus numerosas ventajas.En engranajes retos y helioidales on ejes paralelos, el ontato entre las super�iesonjugadas on per�l de evolvente es lineal omo se observa en las Figuras 1.2.1(a) y (b)para el aso de engranajes retos y helioidales, respetivamente. Las líneas de ontato enel aso del engranaje helioidal son retas tangentes al ilindro base de la evolvente mientrasque en el engranaje reto son paralelas al eje de diho ilindro.Si bien la aión onjugada representa unas ondiiones ideales de funionamiento, loierto es que las ondiiones teórias de�nidas en la generaión de las super�ies nuna se danen el funionamiento real de la transmisión. Los errores de alineaión de la transmisión, defabriaión de las super�ies, la propia deformaión elástia de las mismas omo onseueniade la arga apliada, o la de�exión de los ejes, son los responsables de que la aión entrelas super�ies deje, en la mayoría de los asos, de ser onjugada. La relaión m12 es entonesdistinta de (1.2.1).



2 Introduión y estado del arte 6

Figura 1.2.1: Tipos de ontato en engranajes: (a) retos on ejes paralelos y (b) helioidaleson ejes paralelos.Los errores de alineaión, fabriaión y la deformaión elástia de las super�ies y de losejes que soportan los engranajes son los responsables de que la posiión angular de la ruedarespeto al piñón di�era de la posiión teória que debería tener si existiera aión onjugada.A este error en la posiión angular se le denomina error de transmisión. Matemátiamente,el error en la posiión angular de la rueda viene dado omo
∆φ2(φ1) =

(

φ2(φ1)− φ2(φ
(0)
1 )
)

−
N1

N2

(

φ1 − φ
(0)
1

) (1.2.3)donde φ2 india la posiión angular de la rueda, φ1 la posiión angular del piñón, y φ(0)
1 unvalor iniial de referenia del ángulo de giro del piñón.Además de la apariión de los errores de transmisión, otra de las onseuenias de que laaión entre las super�ies de los dientes deje de ser onjugada es la distribuión no uniformede la arga sobre las super�ies de los dientes. Esta onseuenia es tenida en uenta porlas normas de diseño de engranajes a través de distintos fatores uyo propósito es estimarla apaidad de arga que puede tener una transmisión por engranajes. Sin embargo, latendenia atual es usar programas de ordenador para la generaión virtual de la geometríade los engranajes, el análisis del ontato y la obtenión de las tensiones de ontato y�exión por métodos numérios, omo el método de los elementos �nitos o el métodos de



3 Objetivos 7los elementos de ontorno. En esta línea trabaja el Grupo de Investigaión TransmisionesAvanzadas de Engranajes on el objetivo de aunar en un programa de ordenador llamadoIGD (Integrated Gear Design) la experienia de sus miembros en la apliaión de la teoríade engranajes moderna así omo de ténias avanzadas de diseño y análisis de transmisionesavanzadas de engranajes.3. ObjetivosLa revisión de la literatura sobre el empleo de engranajes asimétrios muestra dos pro-puestas aparentemente ontraditorias on respeto al lado del diente que debe atuar omolado ondutor para onseguir las distintas ventajas que el uso de transmisiones de engrana-jes ilíndrio-retos de per�l de evolvente pueden tener, y que se enumeran a ontinuaión:mayor apaidad de arga, mayor duraión, menor peso, menor nivel de ruido y menor ta-maño.Por un lado, en los trabajos [1℄ o reientemente [2℄ se propone que el lado ondutor debeser el lado on menor ángulo de presión, dejando el mayor ángulo de presión para el lado derespaldo. Por otro lado, gran antidad de trabajos omo [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10℄ proponen queel lado ondutor debe orresponder al lado de mayor ángulo de presión, por lo que el ladode respaldo, en este aso, orrespondería al lado de menor ángulo de presión.En este proyeto, se apliarán ténias avanzadas de diseño y análisis de transmisiones deengranajes para validar las ventajas de la apliaión de engranajes ilíndrio-retos y paradeterminar el lado de apliaión del mayor ángulo de presión. Se investigará la evoluión delas tensiones de ontato y �exión, así omo la presión de ontato para el ilo ompleto deengrane y se ompararán los resultados on los obtenidos en transmisiones de dentadura deper�l simétrio. Con objeto de llevar a abo la omparaión de las tensiones de ontato, seapliará un proedimiento de optimizaión del rebaje de abeza para minimizar las tensionesde ontato a lo largo de todo el ilo de engrane. Por último, se estudiarán y ompararánlos resultados obtenidos para distintos diseños de transmisiones de engranajes asimétrios y



4 Estrutura y planteamiento 8se formulará una propuesta sobre el lado más favorable de apliaión del mayor ángulo depresión.4. Estrutura y planteamientoEl presente proyeto �n de arrera se ha estruturado en los siguientes apítulos:Capítulo 1. Introduión y objetivos.Capítulo 2. Fundamentos teórios.Capítulo 3. Diseño y generaión de engranajes ilíndrios de per�l asimétrio.Capítulo 4. IGD (Integrated Gear Design).Capítulo 5. Resultados.Capítulo 6. Conlusiones.En el Capítulo 1 se ha heho una pequeña reseña história sobre el uso de las primerastransmisiones de engranajes, así omo una breve introduión al diseño y apliaión de lastransmisiones de engranajes asimétrios, para terminar on una formulaión de los prinipalesobjetivos de este proyeto �n de arrera y la desripión de su orrespondiente estrutura yplanteamiento.En el Capítulo 2 se muestran los fundamentos teórios de la teoría de engranajes moderna,relaionados on la generaión de super�ies, determinaión de singularidades, análisis delontato y apliaión del método de los elementos �nitos para el análisis de tensiones.En el apítulo 3 se desriben los proesos de generaión y diseño de engranajes ilíndrio-retos de per�l asimétrio.En el Capítulo 4 se presenta la herramienta omputaional utilizada para el desarrollode este proyeto, denominada IGD (Integrated Gear Design), y desarrollada en el seno delGrupo de Investigaión Transmisiones Avanzadas de Engranajes (GITAE) de la UniversidadPoliténia de Cartagena.



4 Estrutura y planteamiento 9En el Capítulo 5 se presentan y analizan los resultados obtenidos del análisis de tensionespor el método de los elementos �nitos de los distintos asos de diseño onsiderados para elestudio del omportamiento meánio de las transmisiones de engranajes ilíndrio-retosde per�l asimétrio on respeto a transmisiones equivalentes de per�l simétrio para losángulos de presión más omunes de 20 y 25 grados.Por último, en el Capítulo 6 se exponen las prinipales onlusiones del presente proyeto�n de arrera.



Capítulo 2
Fundamentos teórios
1. IntroduiónLa teoría de engranajes es una rama de la ienia relaionada on la geometría diferen-ial, el diseño y la fabriaión. A ontinuaión, se presentan los fundamentos teórios delpresente proyeto �n de arrera, los uales están relaionados on la generaión de super�-ies, determinaión de singularidades, análisis del ontato y apliaión del método de loselementos �nitos. Estos fundamentos vienen expliados ampliamente en [11, 12℄ y onstitu-yen los pilares sobre los que se fundamenta el desarrollo de la herramienta omputaionalIGD.2. Envolvente a una familia de super�iesEn el anterior apítulo se vió la importania de la aión onjugada en el ontato delas super�ies de los dientes de los engranajes. La generaión de super�ies onjugadas estábasada en el onepto de envolvente de una familia de super�ies. La determinaión de lasuper�ie generada Σ2 a partir de la super�ie generadora Σ1 requiere la utilizaión de lossistemas de oordenadas S1, S2 y Sf , rígidamente onetados a Σ1, Σ2 y a la arasa de latransmisión donde se enuentran montados los ejes de rotaión de Σ1 y Σ2, respetivamente.10



2 Envolvente a una familia de super�ies 11La determinaión de la super�ie Σ2 está basada en el siguiente proeso:(i) La super�ie generadora Σ1 se onsidera onoida y viene representada porr1(u, θ) ∈ C1,
∂r1
∂u

×
∂r1
∂θ

6= 0, (u, θ) ∈ E (2.2.1)donde(u, θ) son los parámetros de la super�ie, E es el dominio en el que están de�nidoslos parámetros, y C1 india que la funión vetorial tiene derivadas pariales ontinuashasta al menos el primer orden. La desigualdad en (2.2.1) india que Σ1 es una super�ieregular.(ii) La loalizaión y orientaión de los ejes de la transmisión y la funión ψ2(ψ1), donde
ψ1 y ψ2 son los ángulos de rotaión de las super�ies Σ1 y Σ2, se onsideran onoidos.(iii) La transformaión de oordenadas del sistema S1 al sistema S2 permite obtener lafamilia de super�ies de Σ1 en el sistema S2, omor2(u, θ, ψ) = M21(ψ)r1(u, θ) (2.2.2)donde ψ es el parámetro generalizado del movimiento. La matriz M21(ψ) se expresaomo M21(ψ) = M2f (ψ2)Mf1(ψ1). Normalmente, ψ = ψ1 y ψ2 = ψ2(ψ1) = ψ2(ψ).Para un valor dado de ψ, la euaión (2.2.2) representa la familia de super�ies Σ1 enel sistema S2.(iv) La super�ie Σ2 es la envolvente a la familia de super�ies Σ1 en S2 siendo tangentea ada una de las super�ies de�nida en (2.2.2). La determinaión de Σ2 requiere laonsideraión simultánea de la euaión vetorial (2.2.2) y la euaión

f(u, θ, ψ) = 0 (2.2.3)denominada euaión de engrane.Las matriesM utilizadas son de orden 4 x 4 ya que se utilizan oordenadas homogéneas.La utilizaión de oordenadas homogéneas fue propuesta para la transformaión de oorde-nadas en la teoría de meanismos por [13℄ y [14℄. En la teoría de engranajes se onsiderandos proedimientos para obtenión de la euaión de engrane (2.2.3).



2 Envolvente a una familia de super�ies 12Proedimiento 1. Se basa en las siguientes onsideraiones:(1) Consideremos que la euaión de engrane (2.2.3) se satisfae en el punto P (u(0), θ(0), ψ(0)).La funión f ∈ C1 es onoida y supongamos que una de sus tres derivadas paria-les (fu, fθ, fψ), por ejemplo fu, es distinta de ero en P . Entones, por el teoremade existenia de funiones implíitas [15℄, la Euaión (2.2.3) puede resolverse en lasproximidades de P (u(0), θ(0), ψ(0)) por la funión u(θ, ψ).(2) La super�ie Σ2 se puede representar entones omo r2(θ, ψ, u(θ, ψ)). Consideremosdos vetores tangentes a Σ2Rθ =
∂r2
∂θ

+
∂r2
∂u

·
∂u

∂θ
Rψ =

∂r2
∂ψ

+
∂r2
∂u

·
∂u

∂ψ
(2.2.4)(3) La normal N (1)

2 a la super�ie Σ1 en el sistema S2 viene dada omo
N

(1)
2 =

∂r2
∂u

×
∂r2
∂θ

(2.2.5)donde el subíndie “2” en N
(1)
2 india que la normal se representa en el sistema S2mientras que el superíndie “(1)” india que se esta onsiderando la normal a Σ1.(3) Si la envolvente Σ2 existe, ésta será tangente a Σ1. Por tanto Σ1 y Σ2 deben tener unplano tangente omún. El plano tangente ∏(2)

2 a Σ2 viene de�nido por la pareja devetores Rθ y Rψ . El plano tangente ∏(1)
2 a Σ1 viene determinado por la pareja devetores ∂r2/∂u y ∂r2/∂θ. El vetorRθ pertenee además al plano∏(1)

2 . Las super�ies
Σ1 y Σ2 tendrán un plano tangente omún si los vetores ∂r2/∂u, ∂r2/∂θ y ∂r2/∂ψperteneen al mismo plano por lo que la euaión

(

∂r2
∂u

×
∂r2
∂θ

)

·
∂r2
∂ψ

= 0 (2.2.6)representa la ondiión neesaria de existenia de la envolvente, y se la onoe omoeuaión de engrane.Proedimiento 2. Se basa en las siguientes onsideraiones:



2 Envolvente a una familia de super�ies 13(1) El produto vetorial en la euaión (2.2.6) representa en el sistema S2 la normal a Σ1(ver Euaión (2.2.5)).(2) El vetor ∂r2/∂ψ es olinear on el vetor veloidad v(12)
2 , el ual representa la veloidadrelativa de un punto de Σ1 on respeto al punto oinidente en Σ2. Por tanto, laEuaión (2.2.6) se puede expresar omoN(1)

2 · v(12)
2 = f(u, θ, ψ) = 0 (2.2.7)(3) El produto esalar en (2.2.7) es independiente del sistema de oordenadas utilizado,por lo que N(1)

i · v(12)
i = f(u, θ, ψ) = 0 (i = 1, f, 2) (2.2.8)La determinaión de la euaión de engrane (2.2.8) es más senilla si se onsidera el sistema

i = 1 ó i = f . La Euaión (2.2.8) fue propuesta asi simultáneamente por Dudley y Porisky,Dadidov, Litvin, Shishkov y Saari [16℄. Litvin ha demostrado que la Euaión (2.2.8) es laondiión neesaria de existenia de la envolvente a una familia de super�ies [17℄.En el aso de engranajes retos, la normal omún a los per�les en el punto de tangeniapasa por el entro instantáneo de rotaión [18℄.En el aso de transmisiones en donde los ejes se intersetan, omo es el aso de las trans-misiones on engranajes ónios espirales, la normal omún pasa a través del eje instantáneode rotaión, por lo que la euaión de engrane para este tipo de transmisiones on ejes quese intersetan viene dada por
Xi − xiN(1)

xi

=
Yi − yiN(1)

yi

=
Zi − ziN(1)

zi

(2.2.9)donde (Xi, Yi, Zi) son las oordenadas de un punto del eje instantáneo de rotaión, (xi, yi, zi)son las oordenadas de un punto de la super�ie generadora o ondutora y (N(1)
xi
,N(1)

yi
,N(1)

zi
)son las omponentes de la normal a la super�ie generadora Σ1.



3 Condiiones su�ientes de existenia de la envolvente a una familia de super�ies 143. Condiiones su�ientes de existenia de la envolventea una familia de super�iesLas ondiiones su�ientes de existenia de la envolvente a una familia de super�iesgarantizan que la envolvente existe, es una super�ie regular y es tangente a ada una de lassuper�ies de la familia a lo largo de una línea. Estas ondiiones fueron desritas en [19℄ enla teoría general de envolventes y adaptada en [11℄.(i) Se onsidera la familia de super�ies r(u, θ, ψ) ∈ C2.(ii) Se designa por M(u(0), θ(0), ψ(0)) el onjunto de parámetros donde se satisfaen lassiguientes euaiones:(1) La euaión de engrane:
f(u, θ, ψ) = (ru × rθ) · rψ (2.3.1)(2) Condiión de regularidad de la super�ie Σ1 generadora de la familia de super�iesru × rθ 6= 0 (2.3.2)(3) La desigualdad:

|fu|+ |fθ| 6= 0 (2.3.3)(4) La desigualdad:N = (rθ × rψ)fu + (rψ × ru)fθ + (ru × rθ)fψ 6= 0 (2.3.4)La veri�aión de las ondiiones de (1) a (4) permiten estableer en el entorno de Mque la envolvente Σ2 a la familia de super�ies r(u, θ, φ) existe omo una super�ie regular,ontata on la super�ie Σ1 a lo largo de una línea de tangenia y la normal a Σ2 es olinealon la normal a Σ1. La funión vetorial r(u, θ, φ) y la euaión de engrane f(u, θ, φ) = 0,onsideradas simultáneamente, representan en el entorno de M la super�ie envolvente Σ2 a



3 Condiiones su�ientes de existenia de la envolvente a una familia de super�ies 15través de tres parámetros relaionados. La existenia de diha envolvente en el dominio de va-lores de (u, θ, φ) requiere que las onsideraiones de (1) a (4) se veri�quen en todo el dominio.Como demostraión onsideremos que la desigualdad (2.3.3) se satisfae porque se veri�a
fu 6= 0. Entones, por el teorema de la existenia de funiones implíitas, la Euaión (2.3.1)se puede resolver por la funión u(θ, ψ) ∈ C1. Difereniando la E. (2.3.1), se obtiene

fuuθ + fθ = 0 fuuψ + fψ = 0 (2.3.5)
uθ = −

fθ
fu

uψ = −
fψ
fu

(2.3.6)A partir de las euaiones (2.3.6) y (2.3.4) se obtieneRθ = rθ − fθ
fu
ru Rψ = rψ −

fψ
fu
ru (2.3.7)El produto vetorial Rθ × Rψ orresponde a la normal a la envolvente de N, la ualveri�a la ondiión dada en (2.3.4). Por tanto la envolvente es una super�ie regular. Porotro lado, dado que se veri�a la ondiión dada en (2.3.1), el plano tangente a la super�ie

Σ1, de�nido por los vetores ru y rθ, oinide on el plano tangente a la envolvente de�nidopor los vetores Rθ y Rψ, por lo que la normal a la envolvente es olineal on la normal ala super�ie Σ1 en el punto M . La demostraión es similar si se veri�a fθ 6= 0 en lugar de
fu 6= 0.Representaión de la envolvente Σ2 en forma biparamétria. La representaión de
Σ2 en funión de dos parámetros está basada en las siguientes onsideraiones:(i) Supóngase que la desigualdad (2.3.3) se satisfae porque

fu 6= 0 (2.3.8)(ii) El teorema de existenia de funiones implíitas establee que, debido a la observaiónde la desigualdad (2.3.8), la euaión de engrane (2.3.1) se puede resolver en el entornodel punto M por la funión
u = u(θ, ψ) (2.3.9)



4 Relaiones inemátias básias 16(iii) Entones, la super�ie Σ2 se puede representar omoR2(θ, ψ) = r2(u(θ, ψ), θ, ψ) (2.3.10)(iv) La normal a Σ2 viene dada omoN(2)
2 =

∂R2

∂θ
×
∂R2

∂ψ
(2.3.11)Un proedimiento similar se puede apliar uando la igualdad (2.3.3) se satisfae porque

fθ 6= 0 en lugar de veri�arse (2.3.8). En este aso, la super�ie envolvente se obtiene medianteR2(u, ψ) = r2(u, θ(u, ψ), ψ) (2.3.12)y su normal será N(2)
2 =

∂R2

∂u
×
∂R2

∂ψ
(2.3.13)4. Relaiones inemátias básiasLas relaiones inemátias básias propuestas por Litvin en [11, 12℄ relaionan las ve-loidades del punto de ontato y del vértie de la normal unitaria de las super�ies enengrane. La veloidad del punto de ontato viene dada por dos omponentes: la de arrastreon la super�ie y la relativa respeto a la super�ie. Considerando la ondiión ontinua detangenia entre las super�ies en engrane, se tienev(2)

r = v(1)
r + v(12) (2.4.1)donde v(i)

r (i = 1, 2) es la veloidad relativa del punto de ontato sobre la super�ie Σi . Deforma similar, la relaión entre las veloidades del vértie de la normal unitaria viene dadapor ṅ(2)
r = ṅ(1)

r + (ω(12) × n) (2.4.2)



5 Determinaión de las elipses instantáneas de ontato 17donde n(i)
r (i = 1, 2) es la veloidad relativa del vértie de la normal en su movimiento sobrela super�ie y ω

(12) es la veloidad angular relativa del engranaje 1 respeto al engranaje 2.La ventaja de la utilizaión de las euaiones (2.4.1) y (2.4.2) es que permiten la determi-naión de v(2)
r y ṅ(2)

r sin tener que utilizar las euaiones, en general muy ompliadas, de laenvolvente Σ2. A partir de (2.4.1) y (2.4.2), es posible resolver los prinipales problemas quese presentan en la teoría de engranajes: (a) determinaión de singularidades en la super�iegenerada por Σ2, (b) determinaión de las urvaturas prinipales en Σ2 y () determinaiónde las dimensiones y orientaión de las elipses instantáneas de ontato.5. Determinaión de las elipses instantáneas de ontatoLitvin ha propuesto [11, 12℄ un método para la determinaión de las dimensiones yorientaión de las elipses instantáneas de ontato a partir de las urvaturas y direionesprinipales de las super�ies y de la deformaión elástia de las mismas. Debido a la elas-tiidad de las super�ies en ontato, el ontato puntual entre super�ies se extiende a lolargo de un área elíptia. El entro de simetría de la elipse instantánea de ontato oinideon el punto teório de tangenia. La huella de ontato esta formada por el onjunto deestas elipses instantáneas de ontato. El método propuesto viene desarrollado en [11, 12℄ ysupone onoido el parámetro de deformaión elástia δ de las super�ies, que depende de laarga apliada, la rigidez de los dientes en ontato y el módulo de elastiidad del materialde los engranajes. El parámetro δ se ha onsiderado igual a 0.006 mm, valor asoiado a en-granajes on poa arga. Aunque la dimensión de la elipse depende del valor del parámetro
δ, la orientaión y la relaión entre los ejes mayor y menor es independiente de δ y sólo de-pende de las urvaturas y direiones prinipales de las super�ies en ontato. La Fig. 2.5.1muestra la elipse instantánea de ontato. Se suponen onoidas las urvaturas prinipales,
k
(1)
I y k(1)II en el punto de ontato M y las direiones prinipales de urvatura, e(1)I y e(1)II ,de Σ1. Igualmente se onoen las urvaturas, k(2)I y k(2)II , y las direiones prinipales, e(2)Iy e(2)II , de Σ2. La dimensión de la elipse, dada por los semiejes a y b, y la orientaión de la
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Figura 2.5.1: Elipse instantánea y direiones prinipales.misma, dada por el ángulo α(1), vienen dados por
a =

∣

∣

∣

∣

δ

A

∣

∣

∣

∣

1/2

b =

∣

∣

∣

∣

δ

B

∣

∣

∣

∣

1/2 (2.5.1)
tg 2α(1) =

g2 sen 2σ
(12)

g1 − g2 cos 2σ(12)
(2.5.2)donde

A =
1

4
[k

(1)
Σ − k

(2)
Σ − (g21 − 2g1g2 cos 2σ

(12) + g22)
1/2] (2.5.3)

A =
1

4
[k

(1)
Σ − k

(2)
Σ + (g21 − 2g1g2 cos 2σ

(12) + g22)
1/2] (2.5.4)

k
(i)
Σ = k

(i)
I + k

(ii)
II , gi = k

(i)
I − k

(ii)
II i = 1, 2 (2.5.5)siendo σ(12) el ángulo entre las direiones prinipales e(1)I y e(2)I (Fig. 2.5.1).



6 Simulaión del engrane y análisis del ontato 196. Simulaión del engrane y análisis del ontatoLa simulaión del engrane de las super�ies de los dientes en ontato se realiza medianteel análisis de ontato o "TCA"(Tooth Contat Analysis). Este análisis permite:(i) Determinar la trayetoria de ontato en ada una de las super�ies.(ii) Determinar los errores de transmisión debidos a los errores de alineaión, fabriaióno montaje.(iii) Determinar la huella de ontato formada por el onjunto de las elipses instantáneasde ontato, que inluye la orientaión y dimensión de las mismas a lo largo del aminode ontato.Para la ejeuión de estos objetivos, las super�ies de los dientes se onsideran onoidas, asíomo la loalizaión y orientaión de los ejes de ambos engranajes onsiderando los erroresde alineaión. Las super�ies Σ1 y Σ2 vienen dadas en los sistemas oordenados S1 y S2,respetivamente, por las siguientes funionesri(ui, θi) ∈ C2,
∂ri
∂ui

×
∂ri
∂θi

6= 0, (ui, θi) ∈ Ei (i = 1, 2) (2.6.1)donde las normales unitarias vienen representadas porni = ∂ri
∂ui

× ∂ri
∂θi

∣

∣

∣

∂ri
∂ui

× ∂ri
∂θi

∣

∣

∣

(i = 1, 2) (2.6.2)Considerando que el engranaje 1 gira on la super�ie Σ1 alrededor de un eje �jo loalizadoen el sistema Sf , la familia de super�ies generada por Σ1 en Sf viene dada porr(1)f (u1, θ1, φ1) = Mf1(φ1)r(1)1 (u1, θ1) (2.6.3)y la normal unitaria a la super�ie Σ1 se representa en Sf omon(1)
f (u1, θ1, φ1) = Lf1(φ1)n(1)

1 (u1, θ1) (2.6.4)donde φ1 es el angulo de rotaión del engranaje 1.



6 Simulaión del engrane y análisis del ontato 20El engranaje 2 gira on la super�ie Σ2 alrededor de otro eje �jo, pero loalizado enel sistema Sq. La loalizaión y orientaión de Sq simula los errores de alineaión de latransmisión. La familia de super�ies que genera Σ2 en el sistema �jo Sf viene dada porr(2)f (u2, θ2, φ2) = MfqMq2(φ2)r(2)2 (u2, θ2) (2.6.5)y la normal unitaria orrespondiente porn(2)
f (u2, θ2, φ2) = LfqLq2(φ2)n(2)

2 (u2, θ2) (2.6.6)donde φ2 es el ángulo de rotaión del engranaje 2. Las matries L son de orden 3 × 3 yresultan de eliminar la última �la y la última olumna de las orrespondientes matries M.Las super�ies Σ1 y Σ2 deben ser tangentes a lo largo del amino de ontato y para ellose debe veri�ar la igualdad de los vetores de posiión y la olinealidad de las normalesunitarias a las super�ies en el punto instantáneo de ontato, omo se muestra en la Fig.2.6.1, por lo que se debe veri�arr(1)f (u1, θ1, φ1)− r(2)f (u2, θ2, φ2) = 0 (2.6.7)n(1)
f (u1, θ1, φ1)− n(2)

f (u2, θ2, φ2) = 0 (2.6.8)La E. (2.6.7) representa tres euaiones esalares, pero la E. (2.6.8) representa sólo doseuaiones esalares independientes al ser |n(1)
f | = |n(2)

f | = 1. Las Euaiones (2.6.7) y(2.6.8) representan por tanto, ino euaiones esalares independientes on seis inógnitas:
u1, θ1, φ1, u2, θ2, φ2. El sistema de euaiones se puede representar omo

fi(u1, θ1, φ1, u2, θ2, φ2) = 0, fi ∈ C1 (i = 1, 2, 3, 4, 5) (2.6.9)El objetivo del análisis es obtener del sistema de euaiones representado en (2.6.9) lasfuniones
u1(φ1), θ1(φ1), u2(φ1), θ2(φ1), φ2(φ1) ∈ C1 (2.6.10)De auerdo on el teorema de existenia de funiones implíitas [15℄, las funiones (2.6.10)existen en las proximidades del punto
P (0) = (u

(0)
1 , θ

(0)
1 , φ

(0)
1 , u

(0)
2 , θ

(0)
2 , φ

(0)
2 ) (2.6.11)
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Figura 2.6.1: Condiión de ontato puntual.si se veri�a: (i) las funiones [f1, f2, f3, f4, f5] ∈ C1 en un entorno de P (0), (ii) el sistema deeuaiones (2.6.9) se satisfae en P (0) y (iii) el Jaobiano del sistema (2.6.9) en P (0) di�erede ero
D(f1, f2, f3, f4, f5)

D(u1, θ1, u2, θ2φ2)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂f1
∂u1

∂f1
∂θ1

∂f1
∂u2

∂f1
∂θ2

∂f1
∂φ2... ... ... ... ...

∂f5
∂u1

∂f5
∂θ1

∂f5
∂u2

∂f5
∂θ2

∂f5
∂φ2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0 (2.6.12)Las funiones dadas en (2.6.10) proporionan toda la informaión sobre el engrane de lassuper�ies en ontato. La funión φ2(φ1) representa la relaión entre los ángulos de rotaiónde los engranajes. Las funiones u1(φ1) y θ1(φ1) determinan el amino de ontato sobrela super�ie Σ1 mediante la funión r1(u1, θ1), mientras que las funiones u2(φ1) y θ2(φ2)determinan el amino de ontato sobre la super�ie Σ2 mediante la funión r2(u2, θ2). Lalínea de aión viene dada por la funiónr(1)f (u1(φ1), θ1(φ1), φ1) (2.6.13)



7 Prediseño de una funión parabólia de errores de transmisión 22o bien por la funión r(2)f (u2(φ1), θ2(φ1), φ2(φ1)) (2.6.14)En determinados asos, la super�ie de uno de los engranajes puede venir dada omofunión de tres parámetros relaionados por una euaión adiional orrespondiente a laeuaión de engrane utilizada en la generaión. En este aso, el sistema de euaiones dadoen (2.6.9) presenta una euaión más y una inógnita más orrespondiente al parámetrogeneralizado del movimiento en el proeso de generaión.7. Prediseño de una funión parabólia de errores detransmisiónLos errores tanto de alineaión omo de fabriaión siempre, en mayor o menor medida,se van a presentar en ualquier transmisión. El prediseño de una funión parabólia deerrores de transmisión permitirá absorber funiones uasilineales y disontinuas de los mismosproduidas por defetos de alineaión o fabriaión y será un fator lave para la reduiónde ruido y vibraión en transmisiones de engranajes.El prediseño de esta funión parabólia de errores de transmisión se basa en las siguientesonsideraiones:(i) La funión de transmisión ideal de engrane es una funión lineal y viene dada por
φ2 =

N1

N2

φ1 (2.7.1)siendo Ni y φi (i = 1, 2), los números de dientes y el ángulo de rotaión del piñón
(i = 1) y rueda (i = 2), respetivamente.(ii) Debido a errores de alineaión, fabriaión o montaje (por ejemplo, ambio del ángulode rue entre ejes, ambio de la distania entre entros, desplazamiento axial de losengranajes, et.), la funión de transmisión se onvierte en una funión uasilineal y



7 Prediseño de una funión parabólia de errores de transmisión 23disontinua (Fig. 2.7.1(a)) on periodiidad igual al ilo de engrane de una pareja dedientes que viene dado por
φ =

2π

N
(2.7.2)siendo N el número de dientes del engranaje onsiderado. La funión de errores detransmisión orrespondiente se muestra en la Fig. 2.7.1(b). Este tipo de funión detransmisión se ha on�rmado mediante la simulaión del engrane y análisis del on-tato. Debido al salto de la veloidad angular en el iniio y �nal del ilo de engrane,la aeleraión tiene un valor muy alto que ausa grandes vibraiones y ruido en latransmisión.Está demostrado en [11℄, [16℄ y [12℄ que una funión parabólia de errores de transmisiónpuede absorber una funión lineal produida por los errores de alineaión y fabriaión.La Figura 2.7.2(a) muestra la interaión de la funión parabólia prediseñada de erroresde transmisión ∆φ

(1)
2 = −aφ2

1 on la funión lineal ∆φ(2)
2 = bφ1 provoada por los errores dealineaión y fabriaión. La funión resultante ∆ψ2(ψ1), obtenida mediante la suma de lasfuniones (∆φ(1)

2 +∆φ
(2)
2 ), es una funión parabólia ∆ψ2 = −aψ2

1 on el mismo oe�ientede parábola. Se puede deir, por tanto, que la funión prediseñada de errores de transmisión
∆φ

(1)
2 (φ1) ha absorbido la funión lineal ∆φ(2)

2 (φ1) provoada por la desalineaiones.La Figura 2.7.2(b) muestra la funión resultante de errores de transmisión ∆ψ2(ψ1) paravarios ilos de engrane. Es evidente que la relaión de transmisión ya no es una funiónlineal disontinua sino una funión ontinua en la que los saltos de veloidad angular en lospuntos de transferenia se han reduido notablemente.La Figura 2.7.2(a) muestra un ambio en el origen de la funión ∆ψ2(ψ1) on respeto alorigen de ∆φ
(1)
2 (φ1). Diho ambio de origen se determina mediante c = b/2a y d = b2/4a.Los parámetros c y d indian que los puntos iniiales de tangenia entre piñón y rueda sehan modi�ado ligeramente sobre la super�ie de ontato.El oe�iente b arateriza la sensibilidad de una transmisión por engranajes frente alos errores de transmisión. En el aso de un valor lo su�ientemente grande del oe�iente

b, la funión parabólia ∆ψ2(ψ1) puede ser disontinua en los puntos de transferenia del
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Figura 2.7.1: Relaión de trasmisión φ2(φ1) y funión ∆φ2(φ1) de errores de transmisión enuna transmisión onvenional desalineada.engrane. Para evitar esto, la funión prediseñada ∆φ
(1)
2 (φ1) debe ser proporionada en elintervalo dado por

φ1(A)− φ1(B) ≥
2π

N1
+
b

a
(2.7.3)donde A y B son los extremos de la funión ∆φ2(φ1) indiados en la �gura Fig 2.7.2(a). Losorrespondientes extremos A∗ y B∗ en la funión resultante ∆ψ2(ψ1) (Fig 2.7.2(b)) oupanposiiones asimétrias respeto al eje de la parábola. No obstante, el engrane onseutivode las parejas de dientes permite que la funión resultante de errores de transmisión estéonstituida por tramos simétrios omo onseuenia del solapamiento de la funión∆ψ2(ψ1),siempre y uando se umpla la ondiión dada por (2.7.3). En la prátia, uando el valor de



7 Prediseño de una funión parabólia de errores de transmisión 25

Figura 2.7.2: Interaión de una funión parabólia y una lineal de errores de transmisión.
b es grande, se debe inrementar el valor máximo |∆φ

(1)
2 (φ1)|max de la funión prediseñadade errores de transmisión (mediante el inremento del oe�iente a de la funión parabólia)para onseguir una funión ontinua ∆ψ2(ψ1).La relaión de transmisión de una transmisión por engranajes on una funión predi-señada de errores de transmisión se muestra en la Figura 2.7.3(a). La funión parabóliaprediseñada de errores de transmisión se muestra en la Fig 2.7.3(b). Esta funión debe sernegativa para que permita que la rueda gire on retraso on respeto al piñón. De este modo,
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Figura 2.7.3: Relaión de trasmisión φ2(φ1) y funión (∆φ2(φ1)) de errores de transmisiónen una transmisión on geometría modi�ada.las deformaiones elástias del elemento onduido respeto al elemento ondutor permiti-rán suavizar la transferenia del engrane entre las parejas de dientes e inrementar el gradode reubrimiento debido a deformaiones elástias.Obviamente, la existenia de una funión prediseñada parabólia de errores de transmi-sión indue tales errores en una transmisión sin errores de alineaión estando representadosmediante una funión parabólia ontinua y periódia de valor máximo limitado. Sin em-bargo, esta funión será apaz de absorber las funiones lineales de errores de transmisiónproduidas por los errores de alineaión uando éstos aparezan. Como regla prátia de di-seño se puede deir que los errores de transmisión produidos por desalineaiones se pueden



8 Apliaión del método de los elementos �nitos en el diseño de engranajes 27absorber por funiones prediseñadas parabólias de errores de transmisión on el siguientevalor máximo
|∆φ

(1)
2 (φ1)|max = a

(

π

N1

)2

= [6 ∼ 8] seg. ang. (2.7.4)8. Apliaión del método de los elementos �nitos en eldiseño de engranajesEn el ilo de diseño de una transmisión de engranajes, el análisis de tensiones onstituyeuna etapa muy importante. En el presente proyeto �n de arrera, el análisis tensional sebasa en el método de los elementos �nitos [20℄ y permite: (i) determinar las tensiones deontato y �exión, (ii) investigar la formaión del ontato y (iii) detetar áreas de ontatosevero durante el ilo de engrane.El primer paso en el análisis tensional es la onstruión del modelo de elementos �nitos,el ual requiere: (i) el mallado de los dientes, (ii) la de�niión de las super�ies de ontatoy (iii) el estableimiento de las ondiiones de ontorno. La fase de proeso o onstruióndel modelo de elementos �nitos se realiza de forma automátia y parametrizada, teniendo enuenta la geometría de las super�ies de los dientes. Una vez generado el modelo, se lleva aabo el análisis por elementos �nitos on un programa de propósito general [21, 22, 23, 24℄.La generaión del modelo de elementos �nitos se realiza siguiendo los siguientes pasos:Paso 1. Se determina el modelo geométrio del diente a partir de las euaiones de las super-�ies que lo onforman. La Figura 2.8.1(a) muestra el volumen a modelizar orrespondientea un diente de un engranaje helioidal.Paso 2. El volumen a modelizar de ada diente se divide en seis subvolúmenes utilizandolas super�ies auxiliares intermedias 1 a 6 según se observa en la Figura 2.8.1(b).Paso 3. Se determinan analítiamente las oordenadas de los nodos en funión del númerode elementos previamente de�nidos en las direiones longitudinal y del per�l del diente(Figura 2.8.1()).
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Figura 2.8.1: Esquema de: (a) volumen del diente a modelizar, (b) super�ies auxiliares, ()determinaión de nodos y (d) disretizaión del volumen por elementos �nitos.Paso 4. Se disretiza ada uno de los seis subvolúmenes en elementos �nitos utilizando losnodos determinados en el paso anterior (Figura 2.8.1(d)).Paso 5. Las ondiiones de ontorno (véase Figura 2.8.2 para el aso de un modelo de tresdientes) se establee onforme a las siguientes ideas:(i) Se �jan los nodos a ambos lados y en la parte inferior de la base de la rueda, es deir,se restringen sus seis grados de libertad.(ii) Se de�ne una super�ie rígida formada por los nodos de ambos lados y de la parteinferior de la base del piñón. Las super�ies rígidas son estruturas geométrias tridi-
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Figura 2.8.2: Esquema de: (a) ondiiones de ontorno en piñón y rueda, (b) super�iesrígidas para la apliaión de las ondiiones de ontorno en el piñón.mensionales que no pueden ser deformadas pero que pueden desplazarse o girar omosólido rígido [21, 22, 23, 24℄. Además, las super�ies rígidas disminuyen el tiempo deálulo dado que las traslaiones y rotaiones están asoiadas a las de un solo nodo,llamado nodo de referenia.



8 Apliaión del método de los elementos �nitos en el diseño de engranajes 30(iii) Se de�ne el nodo N en el eje del piñón omo nodo de referenia de la super�ie rígida.El nodo de referenia N y la super�ie onstituyen un uerpo rígido.(iv) Se establee omo únio grado de libertad del nodo N el giro en torno al eje del piñónestando los restantes ino grados de libertad restringidos a ero. La apliaión de unpar T según el grado de libertad libre del nodo N permite transmitir diho par almodelo del piñón a través de la super�ie rígida.Paso 6. El algoritmo de ontato del programa de análisis por elementos �nitos utilizadorequiere la de�niión de las super�ies de ontato. El proedimiento de onstruión delmodelo permite identi�ar automátiamente todos los elementos neesarios para la formaiónde dihas super�ies. Se deben de�nir dos tipos de super�ies [21, 22, 23, 24℄, la super�iemaestra y la super�ie eslava. Generalmente la super�ie maestra es aquella que perteneeal elemento más rígido o on el mallado menos denso, en aso de que los dos elementos enontato tengan rigidees similares.Las prinipales araterístias del modelo así onstruido son las siguientes:(a) El modelo de elementos �nitos se puede determinar automátiamente para ualquierposiión del piñón y de la rueda obtenida a través del TCA (análisis del ontato).La onvergenia está asegurada porque al menos existe un punto de ontato entre lassuper�ies.(b) La suposiión de la distribuión de arga sobre la super�ie del diente no es neesariadado que el algoritmo de ontato del programa de análisis por elementos �nitos [21,22, 23, 24℄ permite obtener el área de ontato y las tensiones de ontato y �exión apartir de la apliaión de un par torsor en el eje de giro del piñón mientras la rueda semantiene �ja. El modelo de elementos �mitos onsiderado tiene en uenta las super�iesreales de piñón y rueda en ontato en un determinado punto omo resultado de laapliaión del análisis del ontato (TCA).() Se pueden obtener modelos de elementos �nitos on ualquier número de dientes. Porejemplo la Figura 2.8.3 muestra el modelo de elementos �nitos de una transmisión
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Figura 2.8.3: Modelo de elementos �nitos de una transmisión de engranajes ónios espiralesompleta.ónia espiral ompleta. Modelos de tres o ino pares de dientes son más adeuadosdada la apaidad de los ordenadores utilizados para el análisis tensional. En la Figura2.8.4 se muestra el modelo de elementos �nitos de tres pares de dientes orrespondientesa una transmisión de engranajes ónios espirales. La Figura 2.8.5 muestra el modelo deelementos �nitos también de tres pares de dientes orrespondientes a una transmisiónde engranajes retos. La Figura 2.8.6 muestra un modelo de ino pares de dientesorrespondientes a una transmisión helioidal.El uso de modelos de elementos �nitos de varios pares de dientes tiene las siguientesventajas:(i) Las ondiiones de ontorno referente a restriiones en los movimientos están losu�ientemente alejadas de las zonas donde están apliadas las argas.
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Figura 2.8.4: Modelo de elementos �nitos de tres pares de dientes en una transmisión deengranajes ónios espirales.(ii) Debido a la elastiidad de las super�ies de los dientes de los engranajes puedenexistir varias parejas de dientes en ontato al mismo tiempo. Por tanto, es posibleestudiar el reparto de arga entre parejas de dientes en ontato simultáneo asíomo detetar ontatos en el borde y áreas de ontato severo.El método tradiional de la onstruión del método de elementos �nitos mediante laapliaión de programas CAD presenta, respeto al método propuesto en el presente proyeto,los siguientes inonvenientes.(1) La onstruión del modelo requiere en primer lugar la determinaión numéria del mo-delo alámbrio mediante urvas espaiales. El modelo alámbrio onsiste en seionesplanas de los dientes que son utilizadas para la obtenión del modelo sólido.(2) El mallado requiere la apliaión de programas de diseño asistido por ordenador.(3) A ontinuaión se deben de�nir las ondiiones de ontorno en el modelo.(4) El aumento de las seiones en el modelo alámbrio permite aumentar la preisión delmodelo sólido pero requiere más tiempo.



8 Apliaión del método de los elementos �nitos en el diseño de engranajes 33

Figura 2.8.5: Modelo de elementos �nitos de tres pares de dientes en una transmisión deengranajes retos.

1

2

3Figura 2.8.6: Modelo de elementos �nitos de ino pares de dientes en una transmisión deengranajes helioidales.(5) El desarrollo de ada uno de los puntos desritos anteriormente requiere una formaiónadeuada del usuario del programa CAD, tiempo de elaboraión, tienen que ser reali-zados para ada tipo de geometría propuesta en el diseño, para ada punto de ontato
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Capítulo 3
Diseño y generaión de engranajesilíndrios de per�l asimétrio
1. IntroduiónEn el presente apítulo se desribe el proedimiento de generaión de engranajes ilíndrio-retos de per�l de evolvente tanto de per�l simétrio omo de per�l asimétrio así omo lageometría y movimientos de las herramientas involuradas en el proeso. Para ello se deriva-rán las expresiones analítias de las super�ies de los dientes de los engranajes, presentandolos sistemas de oordenadas empleados y las matries de transformaión de oordenadas uti-lizadas. Este proedimiento onstituye la base fundamental sobre la que se ha desarrollado laherramienta omputaional IGD - Integrated Gear Design mediante la ual se han generadolos modelos de las transmisiones para el análisis tensional mediante elementos �nitos.2. Generaión de engranajes ilíndrio-retosEl tallado de engranajes ilíndrio-retos se basa en un proeso de generaión haiendouso de una fresa madre, que simula el movimiento de rodadura sin deslizamiento de una re-mallera generadora sobre el ilindro primitivo del elemento de la transmisión que se fabria.35



2 Generaión de engranajes ilíndrio-retos 36Por tanto, la super�ie de los dientes de los engranajes se obtiene omo la envolvente de lafamilia de super�ies de la remallera en las suesivas posiiones durante el proeso de gene-raión. Adiionalmente, durante el proeso de tallado, la remallera desribe un movimientoosilatorio lineal de avane a lo largo del eje del elemento dentado de la transmisión que estásiendo generado.El proedimiento de generaión de engranajes ilíndrio-retos desrito anteriormente semuestra representado esquemátiamente en la Figura 3.2.1. Tal omo se observa en diha�gura, durante el proeso de fabriaión el ilindro primitivo del engranaje que está siendotallado es tangente al plano primitivo de la remallera. Asimismo, el engranaje que estásiendo tallado gira on una veloidad angular ωGB, mientras que la remallera se desplazaon una veloidad vRC . En virtud de la ondiión de rodadura sin deslizamiento entre elplano primitivo de la remallera y el ilindro primitivo del engranaje, se establee que larelaión entre la veloidad angular ωGB y la veloidad de traslaión vRC , viene dada por
vRC = ωGBrp (3.2.1)

Figura 3.2.1: Esquema del proedimiento de fabriaión de engranajes ilíndrio-retos.



3 Seión transversal de la herramienta de tallado 373. Seión transversal de la herramienta de talladoEn este apartado se desribe la geometría de la seión transversal un diente de la re-mallera de generaión de un engranaje ilíndrio-reto. La itada seión transversal apareerepresentada en la Figura 3.3.1.

Figura 3.3.1: Seión transversal de la remallera generadora de un engranaje ilíndrio-reto.Los parámetros que de�nen la seión transversal de las uhillas de tallado son lossiguientes:Módulo de la transmisión de engranajes, mn.Altura de abeza o addendum, a.
a = mn

i (3.3.1)Altura de pie o dedendum, b.
b = 1,25mn

i (3.3.2)Ángulo de presión normal de referenia, αn.Radio de auerdo ρ.iCaso de transmisiones de engranajes estándar.



3 Seión transversal de la herramienta de tallado 38Para la de�niión analítia de las super�ies generadoras de las herramientas de tallado,se han estableido en la seión transversal de la misma un total de tres sistemas de refereniaauxiliares, los uales apareen representados en la Figura 3.3.1 y desritos a ontinuaión:
ST (xT , yT , zT ). Se trata de un sistema de referenia solidario a la seión transversaldel diente de la herramienta de tallado y uyo origen OT se loaliza en el punto deinterseión entre el eje de simetría de la seión transversal y el plano primitivo de laherramienta de tallado empleada. El eje de oordenadas yT se enuentra dirigido en ladireión de diho eje de simetría y orientado en el sentido del addendum.
SCC(xCC , yCC , zCC). Se trata de un sistema de referenia solidario al �lo de la super�ieizquierda de la herramienta de tallado, responsable de tallar el lado dereho del dientedel engranaje. Su origen OCC se loaliza en el punto de interseión entre el �lo detallado onsiderado y el plano primitivo de la herramienta de tallado empleada. El ejede oordenadas yCC se enuentra dirigido en la direión de diho �lo de tallado yorientado en el sentido del addendum.
SCV (xCV , yCV , zCV ). Se trata de un sistema de referenia solidario al �lo de la super�iedereha de la herramienta de tallado, responsable de tallar el lado izquierdo del dientedel engranaje. Al igual que en el aso anterior, su origen OCV se loaliza en el punto deinterseión entre el �lo de tallado onsiderado y el plano primitivo de la herramientade tallado empleada. El eje de oordenadas yCV se enuentra dirigido en la direiónde diho �lo de tallado y orientado en el sentido del addendum.Tal omo se apreia en la Figura 3.3.1, la super�ie de generaión de la herramienta detallado ΣT está ompuesta fundamentalmente por uatro regiones laramente difereniadas,las uales apareen desritas a ontinuaión:Super�ie izquierda generadora (ΣP )CC . Esta super�ie es la responsable del tallado delper�l ativo dereho de los dientes del engranaje. La seión transversal de la super�iede tallado onsiderada en el presente proyeto es un per�l reto, de modo que la seión



3 Seión transversal de la herramienta de tallado 39transversal de las super�ies ativas de los dientes generados será un per�l de evolvente.La oordenada super�ial paramétria de araterizaión de diho per�l a lo largo deéste es uCC , uyo origen es oinidente on el origen OCC y uyo sentido positivo esoinidente on el sentido positivo del eje de oordenadas yCC . El rango de variaiónde la oordenada paramétria super�ial uCC es el siguiente:
−

(

b− ρ (1− senαn)

cosαn

)

< uCC <
a

cosαn
. (3.3.3)Super�ie dereha generadora (ΣP )CV . Esta super�ie es la responsable del tallado delper�l ativo izquierdo de los dientes del engranaje. Al igual que en el aso anterior, laseión transversal de la super�ie de tallado onsiderada en el presente proyeto es unper�l reto y la seión transversal de las super�ies ativas de los dientes generadosserá un per�l de evolvente. La oordenada super�ial paramétria de araterizaiónde diho per�l a lo largo de éste es uCV , uyo origen es oinidente on el origen OCV yuyo sentido positivo es oinidente on el sentido positivo del eje de oordenadas yCV .Si el per�l es simétrio, el rango de variaión de la oordenada paramétria super�ial

uCV es oinidente on el rango de variaión de la oordenada paramétria super�ial
uCC , el ual aparee re�ejado en la Euaión (3.3.3). Si por el ontrario se onsideraun per�l asimétrio on distintos ángulos de presión para el lado izquierdo y derehodel diente, los rangos de variaión son distintos por lo que la Euaión (3.3.3) habráde ser partiularizada on el valor del ángulo de presión orrespondiente αn.Radio del borde de abeza del per�l izquierdo de la herramienta (ΣF )CC . Este radio deabeza es el responsable del tallado de la super�ie de entalle entre la super�ie depie y la super�ie ativa dereha de los dientes del engranaje. El entro del radio deabeza es (CF )CC y la oordenada paramétria de araterizaión del mismo a lo largode éste es λCC , siendo su origen la posiión horizontal y su sentido de giro antihorario.El rango de variaión de la oordenada paramétria super�ial λCC es el siguiente:

αn < λCC <
π

2
. (3.3.4)



3 Seión transversal de la herramienta de tallado 40Radio del borde de abeza del per�l dereho de tallado (ΣF )CV . Este radio de abezaes el responsable del tallado de la super�ie de entalle entre la super�ie de pie y lasuper�ie ativa izquierda de los dientes del engranaje. El entro del radio de auerdoes (CF )CV y la oordenada paramétria de araterizaión de diho radio de abezaa lo largo de éste es λCV , siendo su origen la posiión horizontal y su sentido de girohorario.Por último, se representarán los puntos perteneientes a ada una de las regiones queintegran la super�ie ΣT en el sistema de referenia ST . Para ello, y a efetos de simpli�-aión, se representarán úniamente las euaiones orrespondientes al per�l izquierdo de laherramienta de tallado. La derivaión del per�l dereho seguirá un proedimiento similar.3.1. Super�ies de tallado de los per�les ativos de los dientes ΣPEl vetor de posiión de un punto P perteneiente al per�l de una super�ie de talladorepresentado en un sistema de referenia solidario al mismo y expresado en oordenadas ho-mogéneas viene dado por la Euaión (3.3.5). En diha euaión, la oordenada paramétriasuper�ial u orresponde a la distania OCCPCC .
r
(PCC)
CC (u) =

















0

u

0

1

















(3.3.5)
Por otro lado, la matriz de transformaión de oordenadas que resulta preiso apliarpara la transformaión de oordenadas entre los sistemas de referenia SCC hasta el sistemade referenia ST es

MT,CC =

















cosαn − senαn 0 −π
4
mn

senαn cosαn 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

















(3.3.6)



3 Seión transversal de la herramienta de tallado 41De este modo, la euaión del per�l de la super�ie izquierda de tallado en el sistema dereferenia ST vienen dadas por
r
(PCC)
T (u) = MT,CCr

(PCC)
CC (u) (3.3.7)Finalmente, introduiendo, por un lado, las Euaiones (3.3.5) y (3.3.6) en la Euaión(3.3.7) es posible obtener la representaión de la super�ie ΣP en el sistema de referenia STtras el desarrollo de las operaiones matemátias pertinentes. La Euaión (3.3.8) se obtieneomo resultado de diho desarrollo matemátio.
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(3.3.8)
3.2. Borde de abeza del per�l de tallado ΣFEl vetor de posiión de un punto P perteneiente al borde de abeza representado en elsistema de referenia ST se obtiene a través de la siguiente expresión analítias de arátervetorial

r
(P )
T = r

(CF )CC

T + r
(P )
(CF )CC

(3.3.9)Por un lado, el vetor de posiión de un punto P perteneiente al borde de abezarepresentado en un sistema de referenia paralelo al sistema de referenia ST y uyo origensea oinidente on el entro del radio de auerdo CF viene dado por
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(3.3.10)
Por otro lado, el vetor de posiión del entro del aro irular orrespondiente al bordede abeza que posee la seión transversal de la herramienta de tallado onsiderada en el



4 Super�ie de la remallera generadora 42sistema de referenia ST viene dada por
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(3.3.11)
Finalmente, introduiendo, por un lado, las Euaiones (3.3.10) y (3.3.11) en la Euaión(3.3.9) es posible obtener la representaión de la super�ie ΣF en el sistema de referenia

ST tras el desarrollo de las operaiones matemátias pertinentes. La Euaión (3.3.12) seobtiene omo resultado de diho desarrollo matemátio.
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(3.3.12)
4. Super�ie de la remallera generadoraEn el presente apartado se representa la geometría de las super�ies de tallado de laremallera generadora en un sistema de referenia solidario a la misma, y que se denotaráde ahora en adelante omo SC(xC , yC, zC).El proeso de transformaión de oordenadas desde el sistema de referenia ST , solidarioa la seión transversal de las uhillas de tallado, hasta el sistema de referenia SC , enel que se desribe la geometría de ada herramienta, se representa mediante las siguienteseuaiones de transformaión de oordenadas

r
(P )
C (θ, u) = MCT (θ)r

(P )
T (u) (3.4.1)

r
(P )
C (θ, λ) = MCT (θ)r

(P )
T (λ) (3.4.2)Tal omo se puede apreiar en las Euaiones (3.4.1) y (3.4.2), en todos los asos analizadoslas oordenadas super�iales paramétrias que representan la super�ie de la herramienta



4 Super�ie de la remallera generadora 43de generaión de las transmisiones de engranajes son θ y u, en el aso de las super�ies detallado de las super�ies ativas de los dientes, y θ y λ, en el aso de las super�ies de talladode entalle entre la super�ie de pie y las super�ies ativas de los dientes.El proeso de transformaión de oordenadas que representa la matriz MCT se muestraen la Figura 3.4.1. Tal omo se apreia en diha �gura, el proeso de transformaión deoordenadas onsta de un únio movimiento de traslaión a lo largo del eje ZC de unadistania igual a θ.

Figura 3.4.1: Proeso de transformaión de oordenadas desde el sistema de referenia SThasta el sistema de referenia SC .A raíz de lo expuesto en el párrafo anterior resulta posible de�nir la matriz de transfor-maión de oordenadas MCT mediante
MCT (θ) =
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(3.4.3)



5 Planteamiento de la euaión de engrane 44Finalmente, introduiendo, por un lado, las Euaiones (3.3.8) y (3.4.3) en la Euaión(3.4.1), y, por otro lado, las Euaiones (3.3.12) y (3.4.3) en la Euaión (3.4.2), resulta posi-ble obtener las expresiones analítias de las super�ies de tallado en el sistema de referenia
SC , dadas por las Euaiones (3.4.4) y (3.4.5),
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(3.4.5)El rango de variaión de la oordenada paramétria super�ial θ viene dado por
−
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2
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(3.4.6)5. Planteamiento de la euaión de engraneEn el presente apartado se va a proeder a plantear una expresión analítia onoida enla Teoría de Engranajes omo euaión de engrane, la ual onstituye la ondiión neesariade existenia de las super�ies de los elementos dentados que integran una transmisión deengranajes. Según la itada ondiión, la super�ie de un engranaje existe si permaneetangente a la super�ie de su herramienta generadora [12℄.Las expresiones analítias orrespondientes a las euaiones de engrane desarrolladas ypropuestas en geometría diferenial apareen reogidas en las Euaiones (3.5.1) y (3.5.2)para la super�ie ativa y de la base del diente, respetivamente.
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∂φ
= 0 (3.5.2)Las euaiones de engrane presentadas anteriormente relaionan las oordenadas super�ialesparamétrias θ y u, en el aso de la Euaión (3.5.1), o θ y λ, en el aso de la Euaión (3.5.2),on el parámetro generalizado del movimiento φ.Para llevar a abo el planteamiento de las Euaiones de Engrane (3.5.1) y (3.5.2), resul-ta preiso determinar previamente la representaión paramétria de la familia de super�iesgenerada en el sistema de referenia solidario al engranaje por la super�ie de la herramientade tallado ΣC , para lo ual resulta preiso de�nir un proeso de transformaión de oorde-nadas desde el sistema de referenia SC hasta el sistema de referenia solidario al engranajeque está siendo generado, el ual se denominará de ahora en adelante S1(x1, y1, z1). Dihoproeso de transformaión de oordenadas aparee representado de forma esquemátia en laFigura 3.5.1, y se arateriza por una matriz de transformaión de oordenadas M1C , la ualviene dada por
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(3.5.3)
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(3.5.4)
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Figura 3.5.1: Representaión esquemátia del proeso de generaión de engranajes ilíndriosEn el aso de que las Euaiones (3.5.1) y (3.5.2) se satisfagan, entones la super�ie deenvolvente formada por la familia de posiiones adoptadas por la super�ie de la remalleratalladora en el sistema de referenia S1, la ual se denominará de ahora en adelante por Σφ,existe, y puede ser representada en diho sistema de referenia por medio de la onsideraiónsimultánea de las euaiones (3.5.6) y (3.5.7).
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(3.5.7)
Las euaiones (3.5.6) y (3.5.7) onstituyen el modelo matemátio de las super�ies de losdientes de un engranaje ilíndrio-reto.6. Geometría de los engranajes ilíndrio-retosEn virtud de lo todo lo expuesto anteriormente, resulta preiso distinguir dos asos dis-tintos, los uales apareen desritos en los siguientes apartados.6.1. Super�ies de los per�les ativos de los dientes.La representaión paramétria de la super�ie de envolvente Σφ orrespondiente a esteaso se obtiene por sustituión de las Euaiones (3.4.4) y (3.5.5) en la primera euaión delonjunto (3.5.6). Los resultados de diha sustituión apareen reogidos a ontinuaión:
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(3.6.1)Tomando omo punto de partida el onjunto de expresiones analítias designado por(3.6.1) resulta posible obtener analítiamente ada uno de los tres términos que omponen laEuaión de Engrane (3.5.1). La determinaión de diha terna de términos aparee reogida
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(3.6.4)Introduiendo las expresiones analítias (3.6.2), (3.6.3) y (3.6.4) en la Euaión (3.5.1),operando y reordenando términos, es posible obtener la formulaión �nal de la euaión deengrane, la ual aparee reogida en la Euaión (3.6.5).
f(u, θ, φ) = u+

π

4
mn senαn − rpφ senαn = 0 (3.6.5)Así pues, �nalmente las Euaiones (3.6.1) y (3.6.5) onstituyen onjuntamente el modelomatemátio de la super�ie de los per�les ativos de los dientes de un engranaje ilíndrio-reto.6.2. Super�ies de entalle entre la super�ie de pie y las super�iesativas de los dientes.La representaión paramétria de la super�ie de envolvente Σφ orrespondiente a esteaso se obtiene por sustituión de las Euaiones (3.4.5) y (3.5.5) en la primera euaión



6 Geometría de los engranajes ilíndrio-retos 49del onjunto designado por (3.5.7). Los resultados de diha sustituión apareen reogidos aontinuaión:
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Tomando omo punto de partida el onjunto de expresiones analítias designadas por(3.6.6), resulta posible obtener analítiamente ada uno de los tres términos que omponenla Euaión de Engrane (3.5.2). La determinaión de diha terna de términos aparee reogidaen las Euaiones (3.6.7), (3.6.8) y (3.6.9).
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6 Geometría de los engranajes ilíndrio-retos 50Introduiendo las expresiones analítias (3.6.7), (3.6.8) y (3.6.9) en la Euaión (3.5.2),operando y reordenando términos, es posible obtener la formulaión �nal de la euaión deengrane, la ual aparee reogida en la Euaión (3.6.10).
f(λ, θ, φ) =
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4
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ρ (1− senλ)− b

tg λ
rpφ = 0(3.6.10)Así pues, �nalmente las Euaiones (3.6.6) y (3.6.10) onstituyen onjuntamente el modelomatemátio de la super�ie de entalle entre la super�ie de pie y las super�ies ativas delos dientes de un engranaje ilíndrio-reto.



Capítulo 4
IGD (Integrated Gear Design)
1. IntroduiónEn el presente proyeto �n de arrera se ha utilizado para la generaión virtual de lageometría y los modelos de elementos �nitos la herramienta omputaional IGD - Integra-ted Gear Design, desarrollada por los miembros del Grupo de Investigaión TransmisionesAvanzadas de Engranajes (GITAE) adsrito al Departamento de Ingeniería Meánia de laUniversidad Politénia de Cartagena. En esta herramienta omputaional se ha volado laexperienia de más de diez años de desarrollo y apliaión de la teoría de engranajes mo-derna y su apliaión al diseño y análisis de transmisiones avanzadas de engranajes. En esteapítulo se hae una breve introduión al proedimiento de uso para el diseño y análisis detransmisiones de engranajes retos de per�l asimétrio así omo de sus ténias de simulaióndel engranaje, análisis de ontato y generaión automátia de modelos de elementos �nitos.Al ejeutar el programa IGD, y una vez superado el hequeo de lienia mediante laonexión on el servidor de lienias del grupo GITAE, apareerá la ventana prinipal (Figura4.1.1). Ésta está diseñada de manera que su uso es simple e intuitivo. En ella se puedenapreiar uatro regiones: el menú prinipal en la parte superior, las opiones de visualizaiónjusto debajo del menú prinipal, el árbol del proyeto en la parte izquierda y la ventana devisualizaión que ubre gran parte de la interfaz de usuario.51
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Figura 4.1.1: Ventana prinipal del programa IGD.2. De�niión de la geometría de los engranajesEl primer paso es la de�niión del tipo de transmisión a generar y analizar. Para ello,se seleiona File/New Projet en el menú prinipal, apareiendo una ventana que permiteseleionar el tipo de transmisión deseada. Solamente apareerán disponibles aquellas trans-misiones para las uales el usuario tiene lienia de uso, omo se observa en la Figura 4.2.1.Como se puede observar en la Figura 4.2.1, y para la transmisión objeto de análisis eneste proyeto, se seleiona la opión Spur Gear o transmisión de engranajes retos, dentro delgrupo de transmisiones de ejes paralelos y del subgrupo de engranajes de dentado externo.Una vez se ha seleionado la opión Spur Gear, y liqueado on el ratón en el botón Ok, serearán en el árbol de proyeto las ramas orrespondientes a una transmisión de engranajesretos, siendo éstas las referidas al piñón, a la rueda y a sus orrespondientes análisis.Se ontinuará on el diseño pinhando on el botón dereho sobre la rama GearSet: Ex-ternal Spur [Not de�ned℄ en el árbol de proyeto, tras lo ual apareerá el menú ontextualorrespondiente. En este menu se seleionará De�ne. A ontinuaión apareerá una ventanade introduión de datos de de�niión de la transmisión tales omo el módulo, el ángulo de
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Figura 4.2.1: Ventana de seleión del tipo de transmisión.presión del lado izquierdo del diente, el ángulo de presión del lado dereho del diente, y nosdará la posibilidad de seleionar el montaje de los engranajes a la distania entre entrosnominal o introduir una distania predeterminada. Para de�nir una de las transmisionesque se analizarán en este proyeto, se introduirán los datos orrespondientes tal omo seindia en la �gura 4.2.2.Una vez se ha ompletado la introduión de dihos datos, se ontinuará on la de�niióndel piñón y rueda de la transmisión. Se ha de proeder de manera similar a la de�niión de latransmisión, haiendo li on el botón dereho sobre la rama Pinion del árbol de proyeto yseleionando De�ne en el menú ontextual. En este aso se introduirán los datos referentesal número de dientes, oe�iente de adendo, oe�iente de dedendo, anho de ara del diente,oe�iente de desplazamiento y número de dientes del engranaje que mostrará mas adelanteen la ventana de visualizaión del modelo (Figura 4.2.3).
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Figura 4.2.2: Ventana de de�niión de un transmisión de engranajes ilíndrio-retos.

Figura 4.2.3: Ventana de de�niión de un engranaje reto.



2 De�niión de la geometría de los engranajes 55Al aeptar los datos introduidos para el piñón de la transmisión, éste quedará de�nido,pero para su generaión, se tendrá que de�nir igualmente el per�l de la remallera generadoraen la orrespondiente rama del árbol de proyeto. Se pulsará el botón dereho del ratón enBlade: Standard [Not de�ned℄, y se seleionará De�ne. Puesto que se trata de un per�lestándar, solamente habrá que de�nir el redondeo de abeza del per�l de la herramientaresponsable de tallar el per�l de base del engranaje (Figura 4.2.4).

Figura 4.2.4: Ventana de de�niión del per�l de la remallera de tallado.Después de los pasos anteriormente desritos, el programa tiene la informaión su�ientepara la generaión de los modelos tanto de la remallera omo del engranaje. Para ello, seseleionará on el botón dereho la rama Gen Tool: Rak-Cutter: Standard [Generated℄ en elárbol del proyeto para a ontinuaión seleionar Generate and show en el menú ontextual.En la ventana de visualizaión se podrá ver la geometría de la remallera de generaión, talomo se muestra en la Figura 4.2.5.
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Figura 4.2.5: Geometría de la remallera generadora del engranaje.El siguiente paso sería la generaión del piñón de la transmisión. Se hae li on el botóndereho en la rama Geometry P1: External Spur: Standard [De�ned℄ del árbol de proyeto,seleionando la opión Generate and show. En la ventana de visualizaión de IGD se mostraráel modelo 3D del engranaje orrespondiente omo se observa en la Figura 4.2.6.De manera similar a lo desrito anteriormente se generará la geometría de la rueda de latransmisión que se esta estudiando, en uyo aso se introduen los datos que se muestran enla Figura 4.2.7.La remallera generadora de la rueda será la misma que para el piñón (Figura 4.2.5). Lageometría de la rueda de 34 dientes se observa en la Figura 4.2.8.2.1. Generaión de engranajes de per�l asimétrioEn general, el proedimiento a utilizar para la generaión virtual de un engranaje ilíndrio-reto de per�l asimétrio es similar a lo expuesto anteriormente. El únio punto que ambiaes la introduión de distintos ángulos de presión para ada uno de los lados del diente delengranaje en la ventana de de�niión de la transmisión.
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Figura 4.2.6: Modelo 3D de un engranaje ilíndrio reto generado on IGD.

Figura 4.2.7: Ventana de de�niión de un engranaje reto.
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Figura 4.2.8: Modelo 3D de la rueda de una transmisión de engranajes ilíndrio-retosgenerado on IGD.Como ejemplo se va a onsiderar la generaión de un engranaje asimétrio on un ángulode presión en el lado izquierdo de 20◦ y un ángulo de presión en el lado dereho de 30◦. Aligual que para el aso de engranaje de per�l simétrio, el tipo de transmisión a seleionarserá Spur Gear en la ventana de de�niión de la transmisión (Figura 4.2.1). Para ontinuarse ha de haer li on el botón dereho en la rama del árbol de proyeto GearSet: ExternalSpur [Not de�ned℄ y seleionando De�ne en el menú ontextual. En la ventana de de�niiónde la transmisión, se tendrá que introduir un ángulo de 20◦ omo ángulo de presión para ellado izquierdo (Pressure angle for the left side) y un ángulo de 30◦ omo ángulo de presiónpara el lado dereho (Pressure angle for the right side) omo muestra la �gura 4.2.9.
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Figura 4.2.9: Ventana de de�niión de una transmisión de engranajes retos para un aso deper�l asimétrio.Al igual que para el aso de la transmisión on engranajes de per�l simétrio, se ontinuarála de�niión del piñón y rueda de la transmisión. Se ha de proeder de manera similar a omose de�nió la transmisión, haiendo li on el botón dereho sobre la rama Pinion del árbolde proyeto y seleionando De�ne en el menú ontextual. En este aso se introduirán losmismos datos que para el diseño on per�l simétrio ya que los datos básios de la transmisióny de de�niión de piñón y rueda son los mismos: número de dientes, oe�iente de adendo,oe�iente de dedendo, anho de ara del diente, oe�iente de desplazamiento del y númerode dientes (Figura 4.2.3).Para de�nir el per�l de la remallera generadora, se pulsará el botón dereho del ratón enla orrespondiente rama del árbol de proyeto Blade: Standard [Not de�ned℄, y se seleionaráDe�ne. Por defeto, si un engranaje dispone de una geometría estándar, ésta se reará pordefeto, siendo éste el aso de los engranajes ilíndrios para los que por defeto se generala geometría de per�l de evolvente. En la ventana de de�niión del per�l de la remallera sede�nirá el redondeo de abeza del per�l de la herramienta responsable de tallar el per�l de



2 De�niión de la geometría de los engranajes 60base del engranaje, ya que los ángulos de presión ya han sido asignados según los datos dede�niión de la transmisión (Figura 4.2.10).

Figura 4.2.10: Ventana de de�niión del per�l de la remallera de tallado para un aso deper�l asimétrio.A ontinuaión se podrá generar el modelo 3D de la remallera generadora. Se habrá dehaer li dereho on el ratón sobre la rama Gen Tool: Rak-Cutter: Standard [Generated℄ en elárbol del proyeto para a ontinuaión seleionar Generate and show en el menú ontextual.En la ventana de visualizaión se podrá ver la geometría de la remallera de generaión deper�l asimétrio, tal omo se muestra en la Figura 4.2.11.El siguiente paso es la generaión del piñón de la transmisión de per�l asimétrio. Se haeli on el botón dereho en la rama Geometry P1: External Spur: Standard [De�ned℄ del árbolde proyeto, seleionando la opión Generate and show. En la ventana de visualizaión deIGD se mostrará el modelo 3D del engranaje orrespondiente omo se observa en la Figura4.2.12.
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Figura 4.2.11: Geometría de la remallera generadora de per�l asimétrio.

Figura 4.2.12: Modelo 3D del piñón de la transmisión de engranajes ilíndrio-retos de per�lasimétrio generado on IGD.



3 De�niión de la geometría modi�ada y apliaión de un rebaje de abeza 623. De�niión de la geometría modi�ada y apliaión deun rebaje de abezaA la hora de modi�ar la geometría estándar de un engranaje, IGD permite añadirtantas nuevas geometrías omo el diseñador quiera. Estas geometrías modi�adas permitenonsiderar herramientas generadoras on per�les distintos al estándar (per�l reto) e inlusoapliar rebajes de abeza y de pie para eliminar zonas de altas tensiones de ontato.Para de�nir una geometría modi�ada, será neesario disponer en el árbol de proyetode una transmisión de�nida on un piñón y una rueda on su geometría estándar generada.A ontinuaión, se hará li on botón dereho en la rama del árbol Pinion: External Spur[De�ned℄ y se seleionará la opión Add new geometry del menú ontextual.

Figura 4.3.1: Ventana de de�niión de la geometría modi�ada.En la ventana de de�niión de una nueva geometría se elegirá la opión Modi�ed spur geargeometry, on lo que el programa añadirá una nueva rama en el árbol de proyeto de IGDon el nombre Geometry P2: External Spur: Modi�ed [Not de�ned℄. Se vuelve a haer li onbotón dereho en la nueva rama menionada anteriormente y se seleiona la opión De�nedel menú ontextual. La Figura 4.3.1 muestra la ventana de de�niión del tipo de geometríamodi�ada. A la hora de modi�ar la geometría estándar de un engranaje ilíndrio, se debe
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Figura 4.3.2: Ventana de de�niión de la geometría modi�ada.



3 De�niión de la geometría modi�ada y apliaión de un rebaje de abeza 64onsiderar la herramienta on la que se piensa apliar la modi�aión. En nuestro aso seseleionará la opión Modi�ed rak-utter.La Figura 4.3.2 muestra el árbol del proyeto tal omo se tiene on�gurado hasta elmomento. Una vez de�nida la geometría modi�ada mediante una remallera de per�l mo-di�ado, se hará li on el botón dereho en la rama del árbol Blade Modi�ed [Not de�ned℄,siendo éste el únio elemento del árbol que queda sin de�nir por el momento, y se seleionala opión De�ne en el menú ontextual. Para introduir un rebaje de abeza, se onsidera lade�niión del blade tal omo se muestra en la �gura 4.3.3. No hay que olvidar haer li enel botón Copy TO the other side para trasladar la misma de�niión de la geometría del per�lal otro lado de la uhilla.

Figura 4.3.3: Ventana de de�niión del per�l modi�ado de una remallera.Una vez de�nido el per�l modi�ado de la remallera, se podrán generar los modelos dela herramienta generadora y del engranaje de per�l asimétrio on rebaje de abeza.Para la rueda se habrá de añadir una nueva geometría modi�ada para apliar un iertorebaje de abeza para lo que se seguirá un proedimiento similar al expuesto anteriormente.La Figura 4.3.4 muestra el modelo 3D de la geometría de la rueda on per�l asimétrio y



4 Análisis del ontato y simulaión del engrane 65on rebaje de abeza.

Figura 4.3.4: Modelo 3D de la geometría de la rueda on per�l asimétrio y on rebaje deabeza.
4. Análisis del ontato y simulaión del engraneUna vez de�nidas las geometrías a onsiderar para el piñón y la rueda, llega el momentode omenzar on el análisis del ontato y la simulaión del engrane. Como resultados se



4 Análisis del ontato y simulaión del engrane 66obtendrá tanto el patrón de ontato sobre las super�ies omo la funión de errores detransmisión.Para de�nir un análisis, haer li on el botón dereho sobre la rama Analyses del árbolde proyeto. Se desplegará un menú ontextual en el que se seleionará Add new analysis,que a su vez despliega otro submenú donde se podrán elegir los distintos análisis disponiblespara la transmisión de engranajes. En este submenú se elegirá el tipo de análisis TCA - FEManalysis, ompuesto por el análisis del ontato (TCA) y la generaión de los modelos deelementos �nitos orrespondientes (FEM). Esta eleión generará un nuevo elemento en elárbol de proyeto denominado Analysis 1: TCA & FEM [not de�ned℄.Para de�nir el análisis hay que pinhar on el botón dereho en Analysis 1: TCA & FEM[not de�ned℄ y seleionar De�ne en el menú ontextual, on lo ual apareerá un uadro dediálogo on una serie de opiones omo muestra la Figura 4.4.1.

Figura 4.4.1: Ventana de de�niión de un análisis TCA & FEM.Básiamente, la de�niión de un análisis onsiste en la seleión de las geometrías de losengranajes on los que se va a realizar el análisis e introduir los errores de posiionado depiñón y rueda en aso de que estos existan. Esto permitirá analizar omo ambia el patrón de



4 Análisis del ontato y simulaión del engrane 67ontato on los distintos errores de alineaión, fabriaión y montaje, y la obtenión de lasorrespondientes funiones de errores de transmisión. Para realizar un análisis en ondiionesde perfeta alineaión, se introduirá ero en todos los uadros de texto.Una vez heho este paso, se ha de ontinuar de�niendo el análisis de ontato (TCA)entre los dientes del piñón y la rueda. Para ello, se hae li on el botón dereho sobre larama del árbol (TCA) Tooth Contat Analysis 1 [Not de�ned℄ y se seleiona la opión De�ne.La Figura 4.4.2 muestra la ventana de de�niión de un análisis de ontato (TCA).

Figura 4.4.2: Ventana de de�niión de un análisis de ontato (TCA).En la ventana de de�niión del análisis de ontato (TCA) se habrá de de�nir los siguien-tes parámetros:Número de posiiones de ontato: 21Número de parejas de dientes en ontato. IGD permite onsiderar 1 o 3 parejas dedientes en ontato. En los análisis de ontato utilizados en este proyeto se onside-rará una pareja de dientes en ontato.



4 Análisis del ontato y simulaión del engrane 68De�niión de una malla sobre la super�ie de piñón y rueda mediante la introduióndel número de puntos en direión longitudinal y en la direión del per�l. Por logeneral, la onsideraión de una malla 40 x 40 suele dar buenos resultados.Posiión para la representaión de la transmisión. Se elegirá uno de los 21 puntos deontato.Posiión iniial del piñón uando se onsidera una direión de giro antihoraria y unadireión de giro horaria. En esta posiión se estableerá el punto medio de ontatopara el TCA.Una vez de�nido el análisis, el árbol de proyeto tendrá una estrutura omo la que semuestra en la Figura 4.4.3.A la hora de realizar el análisis de ontato se ha de elegir el sentido de rotaión del piñónde la transmisión. Obsérvese en la Figura 4.4.3 que existen dos posibles objetos de análisisde ontato: Pinion CCW (Z+) rotation TCA y Pinion CW (Z+) rotation TCA. El primero deellos permite el análisis de ontato uando el piñón gira en el sentido ontrario a las agujasdel reloj (CCW) y el segundo uando gira en el sentido de las agujas del reloj (CW). Paraejeutar un análisis, se hará li on el botón dereho del ratón sobre el objeto de análisisorrespondiente y se seleionará la opión Compute en el menú ontextual. Transurridosunos minutos los resultados del análisis se mostrarán en la pantalla.La Figura 4.4.4 muestra un resumen de los resultados de un análisis de ontato uandoel piñón gira en sentido ontrario a las agujas del reloj. En la parte superior se observa elpatrón de ontato, que omo era de esperar, ubre toda la super�ie de los dientes del piñón.En la parte inferior se observa la funión de errores de transmisión que omo también era deesperar para una transmisión ompletamente alineada son ero a lo largo de todo el ilo deengrane.En la Figura 4.4.5 se muestra el patrón de ontato sobre las super�ies de los dientesdel piñón. De la misma manera, la Figura 4.4.6 muestra el patrón de ontato sobre lassuper�ies de los dientes de la rueda.
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Figura 4.4.3: Estrutura del árbol de proyeto una vez de�nido un análisis de ontato.En aso de onsiderar un error angular en el posiionado del piñón de 0.1◦, los patronesde ontato se desplazan haia uno de los bordes de las super�ies omo se observa en lasFiguras 4.4.7 y 4.4.8.
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Figura 4.4.4: Resumen de los resultados de un análisis de ontato.5. Generaión automátia del modelo de elementos �ni-tosUna vez analizado el ontato, es posible la generaión automátia del modelo de elemen-tos �nitos. Para ello, se hae li on el botón dereho sobre la rama del árbol de proyetoAnalysis 1: TCA & FEM [De�ned℄ y se seleiona del menu ontextual la opión Add new FEmodel. Un nuevo objeto se añade de esta forma a la rama de árbol. Para su de�niión se ha
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Figura 4.4.5: Patrón de ontato sobre las super�ies de los dientes del piñón.

Figura 4.4.6: Patrón de ontato sobre las super�ies de los dientes de la rueda.
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Figura 4.4.7: Patrón de ontato sobre las super�ies de los dientes del piñón en ondiionesde desalineaión.

Figura 4.4.8: Patrón de ontato sobre las super�ies de los dientes de la rueda en ondiionesde desalineaión.



5 Generaión automátia del modelo de elementos �nitos 73de haer li dereho en Finite Element Model 1.1 [Not de�ned℄ y esoger la opión De�ne. Aontinuaión apareerá la ventana de de�niión del modelo de elementos �nitos tal omo semuestra en la Figura 4.5.1. Dihos valores estarán supeditados a la eleión de:1. Par seleionado.2. Sentido de rotaión del engranaje.3. Número de pares de dientes de ontato.

Figura 4.5.1: Ventana de de�niión del modelo de elementos �nitos.En la Figura 4.5.1 se ha elegido un par de 150000 N·mm, un sentido de giro del piñón ensentido antihorario (Z+) y el análisis de tres parejas de dientes de ontato. Eligiendo estavez la opión Show después de generar el modelo y tras haer li dereho en Finite ElementModel 1.1 [Generated℄ se representará en la pantalla de visualizaión el modelo que se observaen la Figura 4.5.2.Otras posibilidades de generaión del modelo de elementos �nitos se muestran en lasFiguras 4.5.3 para una sola pareja de dientes en ontato, en la Figura 4.5.4 para inoparejas de dientes en ontato y el la Figura 4.5.5 para la transmisión ompleta.
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Figura 4.5.2: Representaión del modelo de elementos �nitos en IGD.

Figura 4.5.3: Representaión del modelo de elementos �nitos de una pareja de dientes enontato en IGD.
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Figura 4.5.4: Representaión del modelo de elementos �nitos de ino parejas de dientes enontato en IGD.

Figura 4.5.5: Representaión del modelo de elementos �nitos de la transmisión ompleta enIGD.



5 Generaión automátia del modelo de elementos �nitos 76Una vez se ha generado el modelo de elementos �nitos, se ha de exportar a ABAQUS oNASTRAN para proeder al álulo. Para ello, se hae li dereho sobre Finite Element Model1.1 [Generated℄, se seleiona la opión Export FEM y se seleiona ABAQUS o NASTRAN delsubmenú ontextual. En este proyeto �n de arrera se ha utilizado el programa de propósitogeneral ABAQUS para el análisis por elementos �nitos.



Capítulo 5
Resultados
1. De�niión de los asos a analizarLa validaión de las ventajas de la apliaión de engranajes ilíndrio-retos de per�lasimétrio y la determinaión del lado de apliaión del mayor ángulo de presión se realizarámediante el análisis de una transmisión de engranajes ilíndrio-retos de referenia uyosdatos básios de diseño se muestran en la Tabla 5.1.1.Piñón RuedaNumero de dientes 24 34Módulo (mm) 2Coe�iente de adendo 1.0Coe�iente de dedendo 1.25Anho de ara (mm) 20.0Par de entrada (Nm) 210.0Cuadro 5.1.1: Datos básios de la transmisión de engranajes ilíndrio-retos de referenia.Se onsiderará un par apliado al piñón de la transmisión de 210 N·m para todos losasos que se analizarán en este trabajo, que si bien se puede onsiderar elevado para la77



1 De�niión de los asos a analizar 78transmisión de referenia uyos datos apareen en la Tabla 5.1.1 permitirá detetar, en asode que existan, aquellas zonas de elevadas tensiones de ontato que provoarán el deterioroprematuro de la transmisión y obtener más laramente las posibles diferenias on respetoa transmisiones equivalentes de per�l asimétrio. Así mismo, mediante un proedimiento deoptimizaión del rebaje de abeza se minimizarán las tensiones de ontato a lo largo detodo el ilo de engrane. De esta forma, la omparaión de la evoluión de las tensiones deontato y �exión de los distintos asos de diseño onsiderados se realizará sobre la base deunos diseños en los que los efetos de los posibles ontatos en los bordes de las super�ieshan quedado minimizados en algunos asos o anulados en otros.Para la obtenión de datos numérios on los que obtener onlusiones preisas sobre lasventajas de apliaión de engranajes de per�l asimétrio se usará un proedimiento generalfundamentado en las siguientes etapas:1. Optimizaión de la transferenia de arga entre parejas suesivas de dientes en ontatopor medio de la apliaión de un proeso de rebaje de abeza del diente.2. Apliaión de algoritmos de simulaión del engrane y análisis del ontato.3. Análisis tensional de las transmisiones mediante elementos �nitos.En primer lugar se onsiderará un ángulo de presión para la transmisión de referenia de20 grados. Posteriormente, se analizará la misma transmisión de referenia para un ángulo depresión de 25 grados para ontrastar los resultados obtenidos y generalizar las onlusionesque se puedan extraer de ellos. Las tensiones de ontato y �exión se obtendrán a lo largode todo un ilo de engrane tanto para la transmisión de referenia omo para transmisionesde per�l asimétrio similares.



2 Análisis de la transmisión de engranajes ilíndrio-retos de referenia 792. Análisis de la transmisión de engranajes ilíndrio-retos de refereniaEn este apartado se va a realizar el análisis tensional de la transmisión de engranajesilíndrio-retos de referenia on per�l simétrio onsiderando en primer lugar un ángulo depresión de 20 grados para a ontinuaión haer lo mismo onsiderando un ángulo de presiónde 25 grados. El objetivo de este análisis es detetar posibles zonas de altas tensiones deontato a lo largo del ilo de engrane.2.1. Dentadura de per�l simétrio on ángulo de presión 20 gradosLa Figura 5.2.1(a) muestra la evoluión de la tensión de ontato sobre los dientes delpiñón para 21 posiiones de ontato a lo largo de un ilo de engrane. Se observa lara-mente que se obtienen elevadas tensiones de ontato para las posiiones de ontato 7 y 8orrespondientes al ontato de la abeza de los dientes del piñón on la base de los dientesde la rueda. Así mismo, la Figura 5.2.1(b) muestra la evoluión de la presión de ontato. Seapreian dos zonas de elevada presión de ontato orrespondientes tanto al ontato de laabeza de los dientes del piñón on la base de los dientes de la rueda (posiiones de ontato7 y 8) omo al ontato de la base de los dientes del piñón on la base de los dientes de larueda.La Figura 5.2.2 muestra la evoluión de la tensión de �exión en un diente del piñónpara 21 posiiones de ontato a lo largo de un ilo de engrane. En esta �gura se observalaramente el aumento de las tensiones de �exión para el intervalo de arga no ompartida.2.2. Dentadura de per�l simétrio on ángulo de presión 25 gradosLa Figura 5.2.3(a) muestra la evoluión de la tensión de ontato sobre los dientes delpiñón para 21 posiiones de ontato a lo largo de un ilo de engrane para la transmisión deengranajes de referenia on ángulo de presión de 25 grados. Al igual que para el aso on
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Figura 5.2.2: Evoluión de la tensión de �exión para 21 posiiones de ontato a lo largo deun ilo de engrane para la transmisión de engranajes de referenia on ángulo de presión20 grados.ángulo de presión de 20 grados, se observa que apareen elevadas tensiones de ontato paralas posiiones de ontato 6 y 7 orrespondientes al ontato de la abeza de los dientes delpiñón on la base de los dientes de la rueda. La Figura 5.2.3(b) muestra la evoluión de lapresión de ontato, apreiándose una zonas de elevada presión de ontato orrespondienteal ontato de la abeza de los dientes del piñón on la base de los dientes de la rueda
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3 Análisis del rebaje de abeza óptimo 823. Análisis del rebaje de abeza óptimoLa existenia de un grado óptimo de rebaje de abeza de los dientes de los elementos deuna transmisión de engranajes espeí�a para unas determinadas soliitaiones meániasde operaión se justi�a en base a las siguientes onsideraiones:Un grado de rebaje de abeza inferior al óptimo o inexistente dará lugar a unos exesivosinrementos de las tensiones y de las presiones de ontato en las posiiones angularesen las uales se establee ontato entre el borde de abeza de las super�ies de losdientes del piñón y la super�ie ativa de los dientes de la rueda o vieversa.Sin embargo, un grado de rebaje de abeza superior al óptimo también dará lugar aunos exesivos inrementos de las tensiones y de las presiones de ontato, debido aque el ontato al �nal del ilo de engrane entre una pareja de dientes, aún no siendoen borde, tendrá lugar en la región rebajada de la super�ie del �ano del diente delpiñón, zona en la ual el radio de urvatura de la super�ie omo onseuenia delrebaje es reduido y, en onseuenia, el valor de la presión de ontato será elevado.Además de la inidenia sobre la tensión y presión de ontato desrita en el párrafoanterior, un inremento del grado de rebaje de abeza de los dientes de los elementos deuna transmisión de engranajes da lugar a un inremento del valor promedio de la tensión de�exión en la base de los dientes de los engranajes a lo largo del ilo ompleto de engrane.Diho inremento se justi�a en base a la reduión del aro de onduión que oasiona elrebaje de la punta de abeza de los dientes, lo que a su vez onlleva la reduión del grado dereubrimiento de la transmisión de engranajes. A raíz de lo expuesto, queda justi�ado quela apliaión de un rebaje de abeza de los dientes de una transmisión de engranajes debeser ontrolada mediante ténias de simulaión avanzadas que inluyan la generaión virtualde las geometrías modi�adas de las super�ies así omo el análisis tensional por elementos�nitos on objeto de evitar un exesivo inremento de las tensiones de ontato. Para elloresulta fundamental la apliaión del programa IGD (Integrated Gear Design) desarrolladoen el seno del grupo de investigaión Transmisiones Avanzadas de Engranajes.



3 Análisis del rebaje de abeza óptimo 83Entre los distintos tipos de rebaje de abeza, en el presente proyeto se va a apliar unrebaje de abeza de tipo parabólio tangente al per�l de envolvente, on objeto de evitar laapariión de aristas o disontinuidades sobre las super�ies de los dientes. Para alanzar laoptimizaión del rebaje de abeza que permita lograr una evoluión lo más uniforme posiblede las tensiones y presiones de ontato sobre el ilo de engrane ompleto, se han llevado aabo simulaiones numérias del análisis tensional en ada uno de los asos de transmisionesde engranajes ilíndrios bajo estudio, en las que se ha ido inrementando gradualmente eloe�iente de parábola apf araterístio del rebaje de abeza en la herramienta de generaiónde la transmisión de engranajes onsiderada.3.1. Dentadura de per�l simétrio on ángulo de presión 20 gradosA la vista de las Figuras 5.2.1 y 5.2.3, se pone de mani�esto la neesidad de apliar unrebaje de abeza on el objetivo de eliminar esas zonas de altas presiones y tensiones deontato que se han detetado en los análisis desritos en el apartado anterior. Para ello seutilizará el per�l mostrado en la Figura 5.3.1 en el que el per�l reto generador del per�lde evolvente prinipal de la super�ie del diente se desvía en un ierto punto, situado a unadistania htr de la altura de adendo del per�l. Por otro lado, el per�l onsiderado es para-bólio estando araterizado por un oe�iente de parábola apf . Los parámetros geométriosaraterístios del proeso de rebaje de abeza apliado a la transmisiones de engranajesilíndrio-retos de referenia se muestran en Tabla 5.3.1.Caso 1 2 3 4 5
apf [1/mm℄ 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
htr [mm℄ 0.7Cuadro 5.3.1: Casos de diseño para la optimizaión del rebaje de abeza.Tal omo se apreia en la Tabla 5.3.1, en todos los asos analizados se ha empleado lamisma altura de rebaje de abeza htr. La justi�aión a diha eleión es introduir en todos



3 Análisis del rebaje de abeza óptimo 84los asos analizados modi�aiones de la super�ie de los dientes fuera del zona de arga noompartida y, de este modo, no induir errores de transmisión.

Figura 5.3.1: Per�l modi�ado de la remallera de generaión para la apliaión del rebajede abeza.La Figura 5.3.2 muestra el modelo virtual del proeso de generaión de la transmisión deengranajes ilíndrio-retos de referenia en el que la remallera generadora, situada en laparte superior del engranaje que está siendo generado, está provista del per�l mostrado enla Figura 5.3.1.La Figura 5.3.3(a) muestra la evoluión de la tensión de ontato y la Figura 5.3.3(b)) laevoluión de la presión de ontato sobre los dientes del piñón de la transmisión de refereniade ángulo de presión 20◦ para 21 posiiones de ontato a lo largo de un ilo de engraneen funión de ino grados de rebaje distintos. Se observa omo se onsigue una evoluiónsuave tanto de tensiones de ontato omo presiones de ontato a lo largo de todo el ilo deengrane on la apliaión de un rebaje de abeza araterizado por un oe�iente de parábolapara el per�l generador en la zona de abeza de 0.08 1/mm. Entre paréntesis en la leyenda delas Figuras 5.3.3(a) y 5.3.3(b) se muestra el máximo rebaje de abeza onseguido en miras.
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Figura 5.3.2: Modelo virtual del proeso de generaión de la transmisión de engranajesilíndrio-retos de referenia mediante remallera de per�l modi�ado.Las tensiones de ontato se han reduido en más del 50% mediante la apliaión del rebajede abeza. Se pone de mani�esto la gran in�uenia del rebaje de abeza sobre las tensionesde ontato sobre los dientes de los engranajes. La reduión de las tensiones de ontatoobtenidas ontribuye a un aumento onsiderable de la vida y resistenia de la transmisión.La Figura 5.3.4 muestra la evoluión de la tensión de �exión en un diente del piñón para21 posiiones de ontato a lo largo de un ilo de engrane. La apliaión del rebaje de abezaaumenta el intervalo de arga no ompartida y on ello eleva ligeramente el nivel máximo delas tensiones de �exión. No obstante, la reduión tan elevada de las tensiones de ontatohae aonsejable su apliaión al diseño de transmisiones de engranajes aunque on ello seeleven ligeramente las tensiones de �exión.
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Figura 5.3.3: Evoluión de (a) la tensión de ontato y (b) la presión de ontato para 21posiiones de ontato a lo largo de un ilo de engrane para distintos grados de rebaje deabeza.
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Figura 5.3.4: Evoluión de la tensión de �exión para 21 posiiones de ontato a lo largo deun ilo de engrane para distintos grados de rebaje de abeza.La Figura 5.3.5 muestra los per�les modi�ados del piñón y de la rueda para el diseñoóptimo del rebaje de abeza orrespondientes al aso apf = 0,08 1/mmmostrado en la Figura5.3.3. Al piñón se le aplia un rebaje de abeza máximo de 14.3 µm y para la rueda 9.1 µm.La Figura 5.3.6(a) muestra las tensiones de ontato para el piñón de la transmisión deengranajes de referenia sin la apliaión del rebaje de abeza en el punto de ontato número7 y la Figura 5.3.6(b) las tensiones de ontato para el piñón de la transmisión de engranajes
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Figura 5.3.5: Comparaión de los mejores relieves modi�ados para el diseño optimizado del(a) piñón y (b) de los miembros de la rueda del diseño de onjunto de engranajes.de referenia on apliaión del rebaje de abeza óptimo de 14.3 µm para el mismo punto deontato. En la Figura se apreia que las tensiones en las super�ies de los dientes del piñónse reduen notablemente permitiendo de este modo una transferenia de arga suave entrelas suesivas parejas de dientes en ontato.3.2. Dentadura de per�l simétrio on ángulo de presión 25 gradosLos parámetros geométrios araterístios del proeso de rebaje de abeza apliado a latransmisión de engranajes ilíndrio-reto de referenia on ángulo de presión 25◦ se muestranen Tabla 5.3.2.Al igual que para el aso anterior, en todos los asos analizados se ha empleado la mismaaltura de rebaje de abeza htr = 0,7 mm, al omprobar que diha eleión introdue modi-�aiones de la super�ie de los dientes fuera de la zona de arga no ompartida y, de este
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Figura 5.3.6: Tensiones de ontato en la super�ie de los dientes del piñón de la transmisiónde referenia para (a) el per�l sin modi�ar y (b) on per�l modi�ado mediante rebaje deabeza de 14.3 µm. Caso 1 2 3 4
apf [1/mm℄ 0.00 0.02 0.04 0.06
htr [mm℄ 0.7Cuadro 5.3.2: Casos de diseño para la optimizaión del rebaje de abeza de la transmisiónde referenia on ángulo de presión 25◦.modo, no indue errores de transmisión.La Figura 5.3.7(a) muestra la evoluión de la tensión de ontato y la Figura 5.3.3(b) laevoluión de la presión de ontato sobre los dientes del piñón de la transmisión de refereniaon ángulo de presión 25◦ para 21 posiiones de ontato a lo largo de un ilo de engraneen funión de uatro grados de rebaje distintos. Se observa la onseuión de una evoluiónsuave tanto de tensiones de ontato omo de presiones de ontato a lo largo de todo elilo de engrane on la apliaión de un rebaje de abeza araterizado por un oe�iente deparábola para el per�l generador en la zona de abeza de 0.06 1/mm. Entre paréntesis en laleyenda de las Figuras 5.3.7(a) y 5.3.7(b) se muestra el máximo rebaje de abeza onseguidoen miras. Las tensiones de ontato se han reduido asi el 50% mediante la apliaión



4 Transmisiones de engranajes ilíndrio-retos de per�l asimétrio 89del rebaje de abeza. Al igual que para la transmisión on ángulo de presión 20◦ el rebajede abeza tiene una gran in�uenia sobre las tensiones de ontato sobre los dientes de losengranajes.
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Figura 5.3.7: Evoluión de (a) la tensión de ontato y (b) la presión de ontato para 21posiiones de ontato a lo largo de un ilo de engrane para distintos grados de rebaje deabeza.La Figura 5.3.8 muestra la evoluión de la tensión de �exión en un diente del piñón dela transmisión de referenia on ángulo de presión 25◦ para 21 posiiones de ontato a lolargo de un ilo de engrane. La apliaión del rebaje de abeza, tal omo ourría en el asoanterior para ángulos de presión de 20◦, aumenta el intervalo de arga no ompartida y onello eleva ligeramente el nivel máximo de las tensiones de �exión.4. Transmisiones de engranajes ilíndrio-retos de per�lasimétrio4.1. Ángulo de presión de referenia de 20◦La Figura 5.4.1 muestra tres de los asos de diseño de transmisiones de engranajesilíndrio-retos de per�l asimétrio que se ompararán on la transmisión de engranajesde referenia on per�l simétrio y ángulo de presión de 20 grados. Para la determinaión
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Figura 5.3.8: Evoluión de la tensión de �exión para 21 posiiones de ontato a lo largo deun ilo de engrane para distintos grados de rebaje de abeza.del per�l ondutor, se onsiderará que el piñón gira en el sentido opuesto a las agujas delreloj y por tanto será el per�l izquierdo el lado ondutor en ada uno de los asos y elper�l dereho el lado de respaldo. En la Figura 5.4.1(a) se muestra un engranaje de per�lsimétrio on 20 grados de ángulo de presión tanto para el lado ondutor omo para el ladode respaldo (en adelante 20 x 20). En la Figura 5.4.1(b) se representa un engranaje de per�lasimétrio on un ángulo de presión de 30 grados para el lado ondutor y 20 grados para ellado de respaldo (en adelante 30 x 20), y �nalmente, en la Figura 5.4.1() se representa unengranaje de per�l asimétrio on un ángulo de presión de 20 grados para el lado ondutory 30 grados para el otro lado del diente (en adelante 20 x 30).In�uenia del aumento del ángulo de presión en el lado de respaldoEn este apartado se analizarán y ompararán las siguientes tres transmisiones, todasellas on la apliaión de un rebaje de abeza óptimo para la eliminaión de zonas de altastensiones de ontato:Transmisión 20 x 20: Per�l simétrio de referenia on ángulo de presión 20 grados.Transmisión 20 x 25: Per�l asimétrio on ángulo de presión 20 grados para el ladoondutor y 25 para el lado de respaldo.
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Figura 5.4.1: Comparaión de per�les simétrios y asimetrios: (a) transmisión 20 x 20; (b)transmisión 30 x 20; () transmisión 20 x 30.Transmisión 20 x 30: Per�l asimétrio on ángulo de presión 20 grados para el ladoondutor y 30 para el lado de respaldo.La Figura 5.4.2 muestra la evoluión de las tensiones de ontato (Figura 5.4.2(a)) yla presión de ontato (Figura 5.4.2(b)) para el piñón de las tres transmisiones desritasanteriormente. La leyenda de la Figura 5.4.2 es auto-expliativa. Como se muestra en laFigura 5.4.2(a), la máxima tensión de ontato en el piñón sólo depende del ángulo depresión del lado ondutor. De la misma manera, la Figura 5.4.2(b) muestra que la presiónde ontato máxima sólo depende del ángulo de presión del lado ondutor. A la vista deestos resultados se podría onluir que el aumento del ángulo de presión del lado de respaldono redue las tensiones de ontato ni la presión de ontato.La Figura 5.4.3 muestra la evoluión de las tensiones de �exión para el piñón de las trestransmisiones desritas anteriormente. En este aso, se podría onluir que el inrementodel ángulo de presión en el lado de respaldo ontribuye a onseguir una reduión de lastensiones de �exión. Estos resultados oiniden on lo expuesto en los trabajos [1℄ y [2℄.In�uenia del aumento del ángulo de presión en el lado ondutorEn este apartado se analizarán y ompararán las siguientes tres transmisiones, todasellas on la apliaión de un rebaje de abeza óptimo para la eliminaión de zonas de altas
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Figura 5.4.2: Evoluión de: (a) la tensión de ontato y (b) la presión de ontato para elpiñón para transmisiones on distinto ángulo de presión en el lado de respaldo.
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Figura 5.4.3: Evoluión de la tensión de �exión en el piñón para transmisiones on distintoángulo de presión en el lado de respaldo.tensiones de ontato:Transmisión 20 x 20: Per�l simétrio de referenia on ángulo de presión 20 grados.Transmisión 25 x 20: Per�l asimétrio on ángulo de presión 25 grados para el ladoondutor y 20 para el lado de respaldo.Transmisión 30 x 20: Per�l asimétrio on ángulo de presión 30 grados para el ladoondutor y 20 para el lado de respaldo.



4 Transmisiones de engranajes ilíndrio-retos de per�l asimétrio 93La Figura 5.4.4 muestra la evoluión de las tensiones de ontato (Figura 5.4.4(a)) yla presión de ontato (Figura 5.4.4(b)) para el piñón de las tres transmisiones desritasanteriormente. En este aso se observa que tanto las tensiones de ontato omo la presiónde ontato en las super�ies de los dientes del piñón depende del ángulo de presión en ellado ondutor. Como se muestra en la �gura, la tensión de ontato mínima se obtienepara el aso de diseño on ángulo de presión más alto en el lado ondutor. A la vista deestos resultados se podría onluir que el aumento del ángulo de presión del lado ondutorontribuye a reduir tanto las tensiones de ontato omo la presión de ontato.
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Figura 5.4.4: Evoluión de: (a) la tensión de ontato y (b) la presión de ontato para elpiñón para transmisiones on distinto ángulo de presión en el lado ondutor.La Figura 5.4.5 muestra la evoluión de las tensiones de �exión para el piñón de las trestransmisiones desritas anteriormente. En este aso también se observa que el inremento delángulo de presión en el lado ondutor ontribuye a onseguir una reduión de las tensionesde �exión. A la vista de las Figuras 5.4.4 y 5.4.5 se puede onluir que la apliaión delángulo de presión más alto en el lado ondutor no sólo se obtiene una reduión de lastensiones de �exión sino también se obtiene una reduión de las tensiones de ontato y dela presión de ontato, aumentando de esta manera la vida y resistenia de la transmisión.
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Figura 5.4.5: Evoluión de la tensión de �exión en el piñón para transmisiones on distintoángulo de presión en el lado de respaldo.Comparativa de distintas on�guraiones de un mismo per�l asimétrioA la vista de los resultados anteriores, paree que la apliaión del mayor ángulo de presiónen el lado ondutor no sólo redue las tensiones de �exión sino que también ontribuye a lareduión de las tensiones de ontato. Con objeto de tener una mejor visión de los resultadosanteriores, se ompararán en este apartado las siguientes tres transmisiones:Transmisión 20 x 20: Per�l simétrio de referenia on ángulo de presión 20 grados.Transmisión 30 x 20: Per�l asimétrio on ángulo de presión 30 grados para el ladoondutor y 20 para el lado de respaldo.Transmisión 20 x 30: Per�l asimétrio on ángulo de presión 20 grados para el ladoondutor y 30 para el lado de respaldo.La Figura 5.4.6 muestra la evoluión de las tensiones de ontato (Figura 5.4.6(a)) y lapresión de ontato (Figura 5.4.6(b)) para el piñón de las tres transmisiones desritas an-teriormente. La Figura 5.4.6(a) muestra que la reduión de las tensiones de ontato sólose onsigue para el diseño 30 x 20, diseño en el que se aplia un ángulo de presión más altoen el lado ondutor. En uanto a los esfuerzos de �exión, la Figura 5.4.7 muestra que lareduión se logra en valores asi similares para los dos diseños asimétrios onsiderados,
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Figura 5.4.6: Evoluión de: (a) la tensión de ontato y (b) la presión de ontato para elpiñón para distintas on�guraiones de una misma transmisión asimétria.
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Figura 5.4.7: Evoluión de la tensión de �exión en el piñón para distintas on�guraiones deuna misma transmisión asimétria.estando estos resultados de auerdo on los trabajos publiados anteriormente on a�rma-iones aparentemente ontraditorias en uando a la apliaión del mayor ángulo de presión.Las dos opiones son adeuadas si el objetivo es sólo reduir las tensiones de �exión. Sinembargo, la apliaión del mayor ángulo de presión al lado ondutor, no sólo ontribuye ala reduión de las tensiones de ontato sino también redue la máxima tensión de �exión.



4 Transmisiones de engranajes ilíndrio-retos de per�l asimétrio 964.2. Ángulo de presión de referenia de 25◦La Figura 5.4.8 muestra tres de los asos de diseño de transmisiones de engranajesilíndrio-retos de per�l asimétrio teniendo omo referenia una transmisión de engranajesilíndrio-retos on ángulo de presión de 25◦. Para la determinaión del per�l ondutor,se onsiderará que el piñón gira en el sentido opuesto a las agujas del reloj y por tanto seráel per�l izquierdo el lado ondutor en ada uno de los asos y el per�l dereho el lado derespaldo. En la Figura 5.4.8(a) se muestra un engranaje de per�l simétrio on 25 grados deángulo de presión tanto para el lado ondutor omo para el lado de respaldo (en adelante25 x 25). En la Figura 5.4.8(b) se representa un engranaje de per�l asimétrio on un ángulode presión de 28 grados para el lado ondutor y 25 grados para el lado de respaldo (enadelante 28 x 25), y �nalmente, en la Figura 5.4.8() se representa un engranaje de per�lasimétrio on un ángulo de presión de 25 grados para el lado ondutor y 28 grados para elotro lado del diente (en adelante 25 x 28). Cuando el engranaje de referenia tiene un ángulode presión de 25◦ en uno de los lados, el ángulo de presión del otro lado queda limitado por elapuntamiento del diente. Es por ello por lo que el máximo ángulo de presión utilizado para latransmisión de ángulo de presión de 25◦ es 28◦ ya que para 30◦ se produiría el apuntamientodel diente.

Figura 5.4.8: Comparaión de per�les simétrios y asimétrios: (a) transmisión 25 x 25; (b)transmisión 28 x 25; () transmisión 25 x 28.



4 Transmisiones de engranajes ilíndrio-retos de per�l asimétrio 97Sin embargo, para ompletar los asos de diseño anteriores, se tendrán en uenta ademáslos asos anteriormente analizados de transmisiones de per�l asimétrio 25 x 20 y 20 x 25 ala hora de analizar la in�uenia de aumentos del ángulo de presión en los lados ondutor yde respaldo.In�uenia del aumento del ángulo de presión en el lado de respaldoEn este apartado se analizarán y ompararán las siguientes tres transmisiones, todasellas on la apliaión de un rebaje de abeza óptimo para la eliminaión de zonas de altastensiones de ontato:Transmisión 25 x 20: Per�l asimétrio on ángulo de presión 25◦ para el lado ondutory 20◦ para el lado de respaldo.Transmisión 25 x 25: Per�l simétrio de referenia on ángulo de presión 25◦.Transmisión 25 x 28: Per�l asimétrio on ángulo de presión 25◦ para el lado ondutory 28◦ para el lado de respaldo.La Figura 5.4.9(a) muestra la evoluión de las tensiones de ontato y la Figura 5.4.9(b)la evoluión de la presión de ontato para el piñón de las tres transmisiones desritasanteriormente. Como se muestra en la Figura 5.4.9(a), la máxima tensión de ontato en elpiñón sólo depende del ángulo de presión del lado ondutor. De la misma manera, la Figura5.4.9(b) muestra que la presión de ontato máxima sólo depende del ángulo de presión dellado ondutor. A la vista de estos resultados y aquellos obtenidos onsiderando el ángulode presión de referenia de 20◦ se puede onluir que el aumento del ángulo de presión dellado de respaldo no redue las tensiones de ontato ni la presión de ontato.La Figura 5.4.10 muestra la evoluión de las tensiones de �exión para el piñón de lastres transmisiones desritas anteriormente. En este aso, también se puede onluir que elinremento del ángulo de presión en el lado de respaldo ontribuye a onseguir una reduiónde las tensiones de �exión.
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Figura 5.4.9: Evoluión de: (a) la tensión de ontato y (b) la presión de ontato para elpiñón para transmisiones on distinto ángulo de presión en el lado de respaldo.
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Figura 5.4.10: Evoluión de la tensión de �exión en el piñón para transmisiones on distintoángulo de presión en el lado de respaldo.In�uenia del aumento del ángulo de presión en el lado ondutorEn este apartado se analizarán y ompararán las siguientes tres transmisiones, todasellas on la apliaión de un rebaje de abeza óptimo para la eliminaión de zonas de altastensiones de ontato:Transmisión 20 x 25: Per�l asimétrio on ángulo de presión 20◦ para el lado ondutory 25◦ para el lado de respaldo.



4 Transmisiones de engranajes ilíndrio-retos de per�l asimétrio 99Transmisión 25 x 25: Per�l simétrio de referenia on ángulo de presión 20◦.Transmisión 28 x 25: Per�l asimétrio on ángulo de presión 30◦ para el lado ondutory 20◦ para el lado de respaldo.La Figura 5.4.11(a) muestra la evoluión de las tensiones de ontato y la Figura 5.4.11(b)la evoluión de la presión de ontato para el piñón de las tres transmisiones desritasanteriormente. En este aso, al igual que para los asos equivalentes on ángulo de presión 20◦,se observa que tanto las tensiones de ontato omo la presión de ontato en las super�ies delos dientes del piñón depende del ángulo de presión en el lado ondutor. Como se muestra enla �gura, la tensión de ontato mínima se obtiene para el aso de diseño on ángulo de presiónmás alto en el lado ondutor. A la vista de estos resultados y los obtenidos anteriormentese onluye que el aumento del ángulo de presión del lado ondutor ontribuye a reduirtanto las tensiones de ontato omo la presión de ontato.
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Figura 5.4.11: Evoluión de: (a) la tensión de ontato y (b) la presión de ontato para elpiñón para transmisiones on distinto ángulo de presión en el lado ondutor.La Figura 5.4.12 muestra la evoluión de las tensiones de �exión para el piñón de las trestransmisiones desritas anteriormente. En este aso también se observa que el inremento delángulo de presión en el lado ondutor ontribuye a onseguir una reduión de las tensionesde �exión. A la vista de las Figuras 5.4.11 y 5.4.12 y las orrespondientes al aso de refereniade 20◦ (Figuras 5.4.4 y 5.4.5), se onluye que on la apliaión del ángulo de presión más



4 Transmisiones de engranajes ilíndrio-retos de per�l asimétrio 100alto en el lado ondutor no sólo se obtiene una reduión de las tensiones de �exión sinotambién se obtiene una reduión de las tensiones de ontato y de la presión de ontato,aumentando de esta manera la vida y resistenia de la transmisión.
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Figura 5.4.14: Evoluión de la tensión de �exión en el piñón para distintas on�guraiones.La Figura 5.4.14 muestra la evoluión de las tensiones de �exión para el piñón de las treson�guraiones desritas anteriormente. Como se observa en la �gura, Las tres on�gura-iones arrojan valores máximos similares de la máxima tensión de �exión, si bien se puedenotar una muy ligera reduión para la transmisión 30 x 20 on respeto a la transmisión deper�l simétrio 25 x 25.



Capítulo 6
Conlusiones

En el presente proyeto se ha analizado el omportamiento meánio de las transmisionesde engranajes ilíndrio-retos de per�l asimétrio on respeto a transmisiones de refereniaon per�l simétrio.La motivaión de este proyeto se basó en a�rmaiones aparentemente ontraditoriason respeto al lado de las super�ies del diente al que hay que apliar el mayor ángulo depresión. Por un lado, en los trabajos [1℄ o reientemente [2℄ se propone que el lado ondutordebe ser el lado on menor ángulo de presión, dejando el mayor ángulo de presión para el ladode respaldo. Por otro lado, gran antidad de trabajos omo [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10℄ proponenque el lado ondutor debe orresponder al lado de mayor ángulo de presión, por lo que ellado de respaldo, en este aso, orrespondería al lado de menor ángulo de presión.En este proyeto, se han apliado ténias avanzadas de diseño y análisis de transmisionesde engranajes para la validaión de las ventajas de la apliaión de engranajes ilíndrio-retos de per�l asimétrio y para determinar el lado de apliaión del mayor ángulo depresión. Se han analizado por el método de los elementos �nitos distintas on�guraionesde transmisiones de per�l asimétrio teniendo omo base para la omparaión del ompor-tamiento meánio transmisiones de engranajes retos de per�l simétrio on ángulos depresión de 20 y 25 grados. Se ha obtenido la evoluión de las tensiones de ontato y �e-xión, así omo la presión de ontato para el ilo ompleto de engrane y se han omparado102



103los resultados on los obtenidos en transmisiones de dentadura de per�l simétrio. Esto hasupuesto una notable mejora on respeto a los trabajos publiados on anterioridad en losque por lo general se analiza la transmisión en un sólo punto de ontato, pudiéndose llegarde esa forma, en algunos asos, a onlusiones erróneas.Con objeto de llevar a abo la omparaión de las tensiones de ontato, se ha busadoel rebaje de abeza óptimo para ada transmisión de manera que se ha evitado la apariiónde zonas de altas tensiones de ontato, minimizando de este modo las máximas tensionesde ontato a lo largo de todo el ilo de engrane. Por último, se han estudiado y omparadolos resultados obtenidos para distintos diseños de transmisiones de engranajes asimétrios.Del análisis de los resultados obtenidos, se pueden formular las siguientes onlusiones:1. La utilizaión de transmisiones de engranajes ilíndrio-retos de per�l asimétrio,diseñadas siguiendo las reomendaiones de más abajo, permite de una manera efetivala reduión de las máximas tensiones de ontato y de �exión a lo largo de todo elilo de engrane on respeto a transmisiones equivalentes de per�l simétrio, y porlo tanto ontribuye al aumento de la resistenia y de la vida de funionamiento de lastransmisiones.2. Las máximas tensiones y presiones de ontato sobre los dientes del engranaje dependensólo del ángulo de presión del lado de ondutor del engranaje, no in�uyendo el ángulode presión utilizado para el lado de respaldo.3. Las máximas tensiones de �exión se reduen uando se aumenta el ángulo de presióndel diente, no sólo para el lado de respaldo omo se establee en [3, 4℄, sino tambiénpara el lado ondutor.4. El lado ondutor del engranaje debe tener el mayor ángulo de presión, uando elobjetivo es reduir las tensiones de ontato y las presiones de ontato, y no sóloreduir los esfuerzos de �exión.5. La optimizaión del oe�iente de parábola apf araterístio del rebaje de abezapermite reduir notablemente el nivel de las tensiones máximas de ontato a lo largo



104del ilo ompleto de engrane, aunque supone un leve inremento del nivel máximo delas tensiones de �exión en la base del diente. Sin embargo, dado que en la mayoría detransmisiones de engranajes la prinipal ausa de fallo es la piadura o fatiga super�ialproduida por las elevadas tensiones de ontato, la optimizaión de la geometría delos �anos lograda por medio del rebaje de abeza permite una aumento notable delfator de seguridad frente a piadura lográndose de esta forma inrementar la duraiónesperada de estas transmisiones, sin afetar de manera onsiderable el ligero desensodel fator de seguridad a rotura en la base del diente omo onseuenia del pequeñoaumento de las tensiones de �exión.
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