ANEXO V.

Método de Runge-Kutta para Ecuaciones Diferenciales.

Uno de los métodos més utilizados para resolver numéricamente problemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones iniciales es el método de
Runge- Kutta de cuarto orden, el cual proporciona un pequefio margen de error
con respecto a la solucion real del problema y es facilmente programable en un
software para realizar las iteraciones necesarias.

El método de Runge-Kutta se utiliza para resolver ecuaciones diferenciales de la
forma:
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Y es sumamente Gtil para casos en los que la solucién no puede hallarse por los
métodos convencionales (como separacion de variables). Hay variaciones en el
meétodo de Runge-Kutta de cuarto orden pero el méas utilizado es el método en el

cual se elige un tamafio de paso h y un nimero maximo de iteraciones n tal que

y se realiza la iteracion
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Parai=0,..., n-1. La solucién se da a lo largo del intervalo (to, to+ hn).
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El algoritmo para el método de Runge-Kutta de cuarto orden en seudo cédigo es
el siguiente:

INICIO

INPUT: NUmero de iteraciones n (o tamafio de paso h), punto inicial del
intervalo a (punto final del intervalo b), condicién inicial y (to) = yo.

n=h—alk
t=t,:

.I'. - ..I-I'I :

OUTPUT (t, )

PARA i=1...m
ky=h-fie. )
b=hefl e300 2]
ky=h-f|1 |¥ Ky |

y=y+(k + 2k, + 2k, + &, )

OUTPUT (t, )
FIN PARA
FIN
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Un software apropiado y muy atil ademas de facil de programar es Matlab, con
el cual resolveremos el siguiente ejemplo:
e Resolver numéricamente con 100 iteraciones en el intervalo [1, 100] la

ecuacion diferencial con condiciones iniciales dada a continuacion:

dvit) . _
[ = i), pil) =10
ot

Solucién: Es claro que la ecuacion diferencial dada no tiene una solucion
analitica exacta ya que al realizar separacion de variables nos encontramos con
una funcion que no posee antiderivada. Entonces tenemos que

sin(4t)

t
Un algoritmo en Matlab para realizar la iteracion es el siguiente:

fit,¥)=

functiocn [A]=RungeFuttad

1'.I.=l|:||:|.'
a=l.—
b=100;
t=l:

¥=0;
h=(k-aj/n;

¥il,1)=t;
}:':2.. 1) =%

for i=1 sTL;
kKl=h#*=inid+t) L;
kZ=h*sin(4*{t+h/2) )/ it+h/ 2} ;
ki=h*sin(4*{c+h/2) )/ (t+h/2};
kd=h*zin(d4*{t+h) )}/ (t+h);

v=y+ (kl+2*k2+2%k3+kd ) /6 ;

t=a+i#*h:
il,i+1l)=t;
Ei2,i+1)=v;
and
spline3 (¥} ;
Bi:,1)=Xil,:}
Bi:,2)=X(2,:)
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La grafica del resultado que entrega el programa es la siguiente:
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Resolver la ecuacion diferencial.

¥ =0.01-(70- ¥)(50 - y) con y(0)=10

con el método de Runge-Kutta de 4° orden con h = 0.5 en el intervalo [0, 20] y

comparar con la solucion exacta
yig) =350

Solucién: Para hallar la solucion numérica por el método de Runge-Kutta de
cuarto orden se elaboré un algoritmo en Matlab que grafica la solucién
numeérica en rojo marcando los puntos con asteriscos y uniéndolos por medio de
rectas y en la misma pantalla grafica la solucion exacta en azul. ElI programa
también entrega una tabla que tiene el valor de t en la primera columna, el valor
y* de la aproximacién hallada numéricamente en la segunda columna, el valor
de y exacto en la tercera columna, y el error absoluto | y-y*|. Todo lo anterior en
el intervalo [0, 20].

El algoritmo en lenguaje Matlab es el siguiente:
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functicn [A]=RungeFuttad 1

a;

'.Zl“‘f.lﬂrb‘ﬂ'
o e R 8

n=ib—aﬁfh;
¥il,1)=t;
Xi2,1)=y;

for i=1:1'.l.'
kl=h#*0.01% (70-v)*(50-v) ;
K2=h*0.01#% (70-(yv+k1/2) % (50-iyv+k1l/2));
K3=h#*0.01% (70-(yv+k2/2) % (50- (v+k2/2));
K4=h*0.01#% (70-(yv+k2) 1% (50-(v+k2) ) ;

Y=y+ (K1+2¥k2+2%K3+kd) J6;

t=a+1*h;
¥(1,1+1)=t;
L(2,1+1) =v;

and

n=lengthi{X{l,:3);
for i=1:1'.l-1.'
miil)={X{2,1+1)-Xi{2,1}) A (X{1,1+1)-X(1,1}));
B{i)=X(2,1);
¥x=K{1,1):0.01:X{1,1+1);
y=mi{i)*{x-K{1,1))+b{1);
hold on;
plot(x,v, 'v'});
and
for i=1:1'.|..'
hold on;
plot (X{1,1),.X(2,1),"'*"', 'MarkerEdgeColcr', 'r', 'LinaWidth', 1) ;
title({'Interpolacién de los puntos por "splines" de crden 1.')
and

tEolucidn exacta:

¥=0:0.5:20;
y=350% (l-exp(-0.2%x)) . #(T-5*axp(-0.2%x))."% (-1);
hold ong;

plotix,y, 'b");

Bi{:,1)=X(1,:};
Bi{:,2)=X(2,:);
Al:,3)=y;

}'LI::,-Q]:E.DE-I:FL(:,E:l';L'::,E]:'.'
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Se tiene entonces:
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Interpolacian da los puntos por "splines” de arden 1.
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Puede observarse en la grafica que la aproximacién realizada por el método de
Runge-Kutta es muy cercana al valor exacto de la solucion, lo cual puede
confirmarse con la vista de los errores absolutos, siendo el mayor error del
orden de 10-3 e igual a cero luego de t =13.5, es decir, la aproximacién numérica

es igual a la solucidn real en esos casos.
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