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RESUMEN Y PLANTEAMIENTO

Una de las causas de fallo que con mayor frecuencia se presentan en transmisiones por
engranajes es la conocida como fatiga superficial o picadura. Se caracteriza por una especie
de desmoronamiento en la zona de rodadura, en cuya superficie se produce desprendimiento
de material, en forma de conos, muy caracteristico de este fenbmeno. Pese a ser menos
temido que el fallo por rotura en la base, por lo general repentino y de naturaleza
catastrofica, la aparicion de la picadura, aunque progresiva, termina alterando las
caracteristicas de una buena transmision, introduciendo ruido, vibraciones y sobrecargas,
gue pueden llegar a alcanzar valores inaceptables. Asimismo, cuando se trabaja con aceros
endurecidos, el riesgo de aparicion de picaduras suele ser muy superior al de rotura, lo que
determina la necesidad de un buen modelo de comportamiento, del que se puedan extraer
predicciones fiables.

Hoy se admite que el fallo por picadura responde a un fendémeno de fatiga. La distribucion
de presiones en la superficie, en la regién préxima al punto de contacto, crea un estado
tensional en la subsuperficie del diente, que depende tanto de la geometria de los dientes
en contacto como de las caracteristicas de la lubricacion. La maxima tension de cortadura
producida por esta distribucién subsuperficial localiza el origen de la grieta, caso de
rebasarse el valor de la tension de fatiga admisible para los ciclos de carga establecidos.
Esta grieta incipiente se propaga hasta la superficie, favorecida eventualmente por la
inyeccion a presion de lubricante, hasta provocar el desprendimiento de material.

Para predecir el comportamiento del material frente a esta solicitacion, las normas
internacionales de disefio, en particular las dos mas extendidas, AGMA e ISO, formulan
un modelo basado en la distribucion de presiones de Hertz para el contacto entre solidos.
En funcion de los radios de curvatura de los perfiles de los dientes y los modulos de



elasticidad de los materiales, localizan el punto de maxima presion superficial y su valor,
para a partir de ellos determinar el valor critico de la tension de cortadura en la
subsuperficie y compararlo con la resistencia correspondiente. La carga normal se supone
uniformemente distribuida a lo largo de la linea de contacto, cuya longitud varia a lo largo
del engrane, y la resistencia se estima en funcion de la dureza del material y los ciclos de
carga previstos, si bien, para facilitar los calculos y a la vista de la proporcionalidad entre
la tensién de cortadura maxima y la presion superficial en el punto de contacto, dichos
valores de la resistencia se dan afectados de ese factor de proporcionalidad, para ser
comparados directamente con la presién de Hertz en el punto de contacto.

Sin embargo, este modelo no parece ser del todo preciso. Sorprende, en primer lugar, que
los puntos donde las dos normas anteriores localizan la presion de contacto critica no
coincidan. Mientras ISO considera como punto critico el punto de rodadura, AGMA toma,
para engranajes helicoidales, el llamado punto medio del pifién, que sélo coincide con el
de rodadura cuando la distancia entre centros de funcionamiento coincide con la nominal,
y para engranajes rectos el punto de contacto unico inferior del pifidn, que no coincide con
el de rodadura mas que en casos auténticamente singulares. Pero mas sorprendente aun
resulta el hecho de que ni uno ni otro coinciden con el punto tedrico de maxima presion
superficial que predice el modelo de Hertz. Como quiera que la practica, a pesar de ello,
parece corroborar los resultados asi obtenidos, en especial en la localizacion de la aparicion
de la picadura, cabe concluir que, si bien los ajustes efectuados parecen eficaces, el modelo
No es preciso.

En la presente Tesis Doctoral se ha realizado una exhaustiva revision del modelo de céalculo
a presion superficial de engranajes cilindricos, rectos y helicoidales. En primer lugar, se ha
estudiado la distribucion de la carga a lo largo de la linea de contacto, en cada punto de
la linea de engrane. En lugar de suponer reparto uniforme de la misma, se ha partido de
la hipétesis de minimo potencial de deformacién. A partir de la geometria de los dientes
se han obtenido los potenciales de deformacion, que se han minimizado mediante la
aplicacién de métodos variacionales, obteniéndose asi tanto la distribucion de la carga entre
las parejas de dientes simultaneamente en contacto, como entre las distintas secciones de
un mismo diente, en las que el reparto de carga no resulta uniforme si se trata de
dentaduras helicoidales. Todo ello, naturalmente, en todos los puntos de la linea de engrane,
en cada uno de los cuales varia tanto el médulo de rigidez del diente como la longitud de
la linea de contacto.

Aplicada esta distribucién de carga al calculo de la presion de contacto mediante la teoria
de Hertz, el punto critico se localiza ya en la zona de aparicion de la picadura que muestra
la experiencia, y los valores tedricos de las presiones maximas se asemejan mas a los que
predicen las normas, que aunque se localizan en puntos que siguen sin coincidir con el
critico teorico (si bien ahora estan mucho mas proximos), al emplear una distribucion de
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carga mas desfavorable, los efectos se compensan, y los valores se aproximan. Sin
embargo, todavia aparecen discrepancias para determinados casos, discrepancias tanto
mayores cuanto mayores son los desplazamientos o la relacién entre la distancia entre
centros de funcionamiento y la nominal. En efecto, la hipotesis de Hertz para la
distribucion de presiones en la zona de contacto es admisible en el caso de superficies
planas y lisas, pero la presencia de lubricante puede introducir notables distorsiones, que
arrojarian una distribucion de presiones en absoluto hertziana. En esta situacion, la presion
en el punto de contacto y la tension de cortadura critica en la subsuperficie dejan de ser
proporcionales.

A partir del modelo de distorsion de la distribucién de presiones en la zona de contacto de
Greenwood, se ha determinado el valor y la localizacion de la tensién de cortadura maxima
en la subsuperficie, obteniéndose un valor mayor y una localizacion mas cercana a la
superficie de lo que predice la teoria de Hertz, y se han establecido los limites de
aplicacion del modelo de Hertz. La tensiéon de cortadura critica asi obtenida se ha
relacionado con la presiéon de contacto de Hertz, lo que permite tener en cuenta las
anteriores consideraciones en el modelo de calculo tradicional mediante la simple inclusion
de un factor de distorsion por lubricacion, para el que se proponen unos valores en este
trabajo.

De modo analogo, tampoco es aplicable el modelo de Hertz al contacto no lubricado entre
superficies rugosas. Para el caso de engranajes no lubricados se ha empleado el modelo de
distribucion de presiones de Johnson, y como antes, se ha relacionado la presion de
contacto maxima con la de Hertz, lo que de nuevo permite adaptar el modelo tradicional
mediante la inclusion de un nuevo factor, que se ha llamado factor de contacto rugoso,
cuyos valores también se presentan en la presente Tesis.

En resumen, en este trabajo se propone un nuevo modelo de calculo a presion superficial
de engranajes cilindricos de perfil de evolvente, basado en la determinacion de la maxima
tension de cortadura en la subsuperficie del diente que produce una distribucion de
presiones en la zona de contacto, eventualmente distorsionada por efecto de la lubricaciéon
o de la rugosidad, producida a su vez por una distribuciéon de la carga a lo largo de la linea
de contacto no uniforme, que minimiza el potencial de deformacion, y todo ello estudiado
en todos los puntos de contacto, a lo largo de toda la linea de engrane. La formulacion del
modelo se ha llevado a cabo mediante la obtencion de las relaciones entre las tensiones de
cortadura criticas obtenidas y las que predice el modelo de Hertz, para posteriormente
expresar dichas relaciones en términos de la presion de contacto de Hertz. De este modo,
el modelo se formula exactamente igual que lo hace el modelo tradicional, recogido en las
normas AGMA e ISO, entre otras, con la Unica salvedad de que la tension de contacto de
célculo se ve afectada por la inclusidon de tres factores: el factor de intensidad de carga, el
factor de distorsion por lubricacién y el factor de contacto rugoso, que toman en
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consideracion todas las mejoras introducidas en este trabajo, y cuyos valores y métodos de
célculo se presentan en el mismo.

Asi pues, los objetivos perseguidos durante el desarrollo de la presente Tesis Doctoral se
pueden concretar en los siguientes:

- [Establecer las relaciones geométricas de los parametros que intervienen en el
modelo, como los radios de curvatura del perfil o las variaciones del espesor del
diente con el radio (necesarios para la determinacion de la presion de contacto y la
rigidez del diente, respectivamente), partiendo de la geometria de la herramienta de
tallado y de las condiciones de operacion.

- Revisar los modelos de calculo a presion superficial contemplados en las normas
internacionales de disefio, verificando sus hipoétesis de partida y acotando su rango
de validez.

- Desarrollar un modelo de distribucion de carga a lo largo de la linea de contacto
bajo la hipétesis de minimo potencial de deformacion.

- Aplicar los modelos de Greenwood y Johnson a la distribucion de presiones en la
zona de contacto, a los casos de engranajes lubricados y no lubricados con
superficies rugosas, respectivamente.

- Obtener el mapa tensional en la subsuperficie de los dientes, con las hipétesis de
reparto de carga y distribucion de presiones anteriores, y establecer un nuevo
modelo de calculo a presion superficial, basado en la localizacion y evaluacion de
la maxima tension de cortadura en la subsuperficie, que es la causa real del
fendmeno de picadura, a lo largo de toda la linea de contacto y de toda la linea de
engrane.

- Formular el modelo obtenido en términos de la presion de contacto de Hertz, de
manera que la tension de contacto de céalculo se pueda expresar con la ecuacion
comunmente utilizada, afectada por los factores de intensidad de carga, de distorsion

por lubricacion y de contacto rugoso.

- Presentar los métodos de célculo y los valores obtenidos para los factores citados.
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| ESTADO DEL ARTE

Entre los modos de fallo en engranajes recogidos en la literatura técnica [2] [38] [47] [57],
los mas frecuentes, con mucha diferencia respecto al resto, son: fallo por fatiga a flexion,
fatiga superficial, desgaste y gripado.

El fallo por fatiga superficial, es el fallo mas corriente en engranajes y tarde o temprano
acaba apareciendo. La mayoria de los modelos de fallo sitian el origen de la grieta en la
subsuperficie, en el punto de maxima tension tangencial, propagandose por repeticion de
ciclos de cargas hasta la superficie y originando un desconchado o picadura. Este fenomeno
se ha estudiado experimentalmente con bancos de ensayo dedicados a estudiar materiales
y condiciones de lubricacion [35] y se ha modelizado teéricamente la vida del engranaje
como suma del tiempo de inicio de grieta y el tiempo de su crecimiento hasta la produccién
de la picadura. Entre los modelos que suponen el origen de la grieta en la subsuperficie
estan los de Faure [35], Blake [12] y Abersek et al.[1]. Este dltimo establece incluso un
modelo de dislocaciones para determinar el tiempo de origen de grieta. Trabajos recientes
como el de Tallian [86], suponen en sus modelos que el fallo se origina en la superficie
debido a las deficiencias del acabado superficial y a que la alta calidad de los materiales
actuales hacen improbable el origen de grieta en la subsuperficie. Cheng et al. [21]
establece las condiciones de origen de grieta cuando existen entallas en la superficie. La
propagacion de grieta se estima haciendo uso de la mecanica de la fractura, en combinacion
con métodos probabilisticos [86] [1] [13]. La norma AGMA [2] propone, sin embargo, la
teoria del dafio acumulado de Miner para estimar la vida del diente antes del fallo por
fatiga. Las caracteristicas del lubricante también influyen en el fallo por fatiga superficial,
mostrando una vida mas larga cuando los lubricantes tienen aditivos tipo sulfuroso, como
muestra el trabajo de Townsend et al. [89].

El fallo por desgaste superficial adquiere importancia cuando hay contacto directo entre los
dos dientes de engranajes y la velocidad de deslizamiento es alta. Una consecuencia del
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desgaste es el aumento del error de transmision por cambio de geometria, lo cual origina
mayor carga dinamica, mas ruido y menor vida al acelerar el fallo por fatiga. EIl contacto
directo se produce cuando la pelicula de lubricante no separa totalmente las dos superficies,
o bien porque el espesor de pelicula es del orden de la rugosidad superficial, (cuya relacion
es utilizada por las normas al estudiar este tipo de fallo [2] [25]), 0 bien porque el contacto
entre dientes es seco por disefio afladiendo sobre las superficies una pelicula de lubricante
sélido que se usa solo en casos muy particulares [29]. Para evitar el desgaste en el disefio
de la transmisidén se debe aumentar el espesor de pelicula lo suficiente para que no exista
contacto directo entre asperezas. Esto se consigue aumentado la velocidad, disminuyendo
la fuerza tangencial, o limitando la velocidad de deslizamiento [70]. Las normas AGMA

[2] e ISO [25] tratan el fendmeno de desgaste como un problema probabilistico mientras
gue otros autores [80] estudian con mas profundidad el problema viendo cémo influyen
muchos factores importantes, como los fenOmenos quimicos que ocurren entre el lubricante
y la superficie. El desgaste tiene un efecto favorable, aunque un trabajo de Fan et al. [34]
ha estudiado el efecto desfavorable que puede tener cierto grado de desgaste para estabilizar
la longitud de grieta en la superficie.

El gripado o "scuffing” es un dafio localizado causado por la soldadura en fase sélida que
se produce entre dos superficies deslizantes sin fundicion local de la superficie. Cuando se
produce el "scuffing”, hay una brusca elevacion de la fuerza de friccion acompafnada de
ruidos y vibraciones. En la superficie afectada se observa un desgaste severo y
deformaciones plasticas. Hasta ahora, no existe acuerdo general en el detalle de este
mecanismo de fallo. Es un tipo de fallo que ocurre al principio de la vida del engranaje y
se puede evitar estableciendo un conveniente rodaje, elevando la viscosidad del lubricante,
y afiadiendo aditivos quimicos "antiscuff* al lubricante [29]. Respecto a modelos de
célculo, hay dos criterios mas usuales, el de la temperatura local critica [14], y el de la
intensidad critica de potencia de friccion [64]. Los dos modelos han sido comparados
recientemente en un trabajo desarrollado por Horn [51] observando que coinciden en lo
esencial. EI método de la intensidad de potencia critica es mas fiable bajo condiciones
limites de lubricacion, pero el mas usado en el disefio de engranajes es el de la temperatura
local critica. Este modelo considera que el fallo ocurre cuando el lubricante alcanza una
temperatura caracteristica propia del mismo lubricante en la que se rompe la pelicula y se
produce el contacto directo entre las dos superficies metalicas favoreciendo las
microsoldaduras de contacto. Esta temperatura no debe ser sobrepasada por la suma de: la
temperatura del lubricante antes del contacto, y la temperatura de "flash”, que es la
elevacion de temperatura debido al contacto. Para el calculo de la temperatura inicial de
un modo practico, un trabajo de Deng [24] propone una formula experimental en funcion
de las dimensiones y condiciones de funcionamiento. Para el calculo de la temperatura de
"flash”, la norma AGMA [2] usa la expresion de Blok [14], aunque se han desarrollado
diversos modelos en los ultimos afios basandose en una fuente de calor eliptica sobre una
superficie semiindefinida [15] o también en la difusidon de calor en el diente de engranaje

14



con una geometria determinada modelizado por el método de los elementos finitos (MEF)
[4]. Existen otros factores que influyen en la temperatura de “flash", como las
caracteristicas quimicas de la superficie, el contenido de oxigeno en el lubricante, y la
textura de la rugosidad [54].

Los modelos de fallo mas usados, son los aplicados por las normas ISO [25] y AGMA [2].

Para el estudio del calculo de tensiones y deformaciones en los dientes de engranajes es
mas sencillo el estudio del caso plano que el tridimensional. Las normas AGMA e ISO
modelizan el comportamiento elastico del diente del engranaje suponiendo deformacion
plana, asimilandolo a una viga de seccion variable y considerando valida la teoria de
Navier de la distribucion de presiones por flexion. Con la aparicién de las computadoras
se ha ampliado la capacidad de analisis, y los dientes se modelizan con su geometria
propia. El estudio del caso tridimensional también es factible con la facilidad para
implementar métodos numeéricos en el ordenador.

El método que consiste en asemejar el comportamiento elastico del diente a una viga en
voladizo es el mas usado por ser el mas intuitivo, posibilita una discretizacion sencilla, es
rapido en su célculo y proporciona soluciones bastante aproximadas a la real. Este método
ha sido utilizado recientemente por Yoon et al. [98] para hallar la deformacién de dientes
de forma no estandar, y por Atanasiu [8] para extrapolar la expresion de la norma ISO al
caso de numero pequefio de dientes. Este comportamiento lo suponen las normas para hallar
las tensiones en la seccidn critica del diente suponiendo distribucién de tensiones de
Navier. Aplicado al calculo de deformaciones, consiste en determinar la flecha de la linea
media del diente considerando la viga unidimensional con momento de inercia y seccion
distinta a cada altura de la misma.

Existen dos métodos de solucion exacta para la determinacion de la deformada del diente:
el método del potencial complejo (CPM) y el método de los elementos de contorno (BEM).
El primero consiste en solucionar el problema elastico en el campo complejo en donde a
través de las técnicas de transformacion conforme se convierte el perfil del diente en una
superficie semiindefinida. Entonces se pueden aplicar las ecuaciones de la elasticidad
clasica. Un modo practico de calcular las deformaciones del diente ha sido descrito por
Cardou et al. [20]. La transformacion conforme de la superficie semiindefinida no
desemboca en el perfil exacto tedrico del diente por lo que el método es aproximado. Por
otro lado, no tiene bien definidas las condiciones de contorno y tiene el inconveniente de
no tener la capacidad para resolver problemas tridimensionales.

El método de los elementos de contorno se basa en las formulas integrales de Green para

el campo elastico, y ha demostrado ser muy efectivo en el tratamiento de problemas de
contacto [44]. El método también se puede aplicar a los problemas tridimensionales. Ha
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sido aplicado a los engranajes por Hadgikov et al. [44].

Para el calculo dindmico de los dientes de engranajes, el método mas usado es el MEF, el
cual posee una gran robustez y flexibilidad. El método se ha aplicado por muchos autores
como Wilcox [96] modelizando los dos dientes en contacto, con elementos de contacto en
la superficie de los dos dientes. Para que este método sea fiable se requiere un mallado
muy fino, sobre todo en las proximidades del punto de contacto, en ambas piezas; al
introducir elementos de contacto en la superficie de los dientes, el proceso de resoluciéon
se alarga al convertirse en un problema no lineal que requiere iteraciones; el proceso se
complica aun mas al tratar el problema tridimensional. Como conclusion, el planteamiento

y resolucion requiere una gran inversion en tiempo de preproceso, capacidad de calculo,
y una inversion de tiempo en la resolucion e interpretacion de los resultados. Los
programas proporcionan datos ciegos que necesitan de una interpretacion para reconocer
si son fiables o no los resultados, para introducir mejoras y para optimizar el disefio. Por
todas estas razones las investigaciones han ido enfocadas hacia la resolucion de problemas
parciales facilmente interpretables, y hacia la eficiencia computacional en tiempo y en
equipo invertido.

El MEF aplicado al célculo de la deformacion del diente ha tenido la dificultad de tener
mal resuelto el problema de las cargas en puntos singulares, y en concreto, el problema de
la estrecha zona del contacto entre dos dientes. Esta dificultad se ha solventado, bien
discretizando con mayor nimero de elementos la zona de contacto, o bien, ideando métodos
derivados o similares al de los elementos finitos como el "Global Local Finite Element
Method" (GLFEM) aplicado por Moriwaki [65]. Esta variante trata de combinar las
soluciones para el problema del contacto con el método de elementos finitos en una
formulacién global. La principal dificultad en su aplicacion es su costosa programacion. La
discretizacion con mayor numero de elementos en la zona de contacto se puede hacer si
se elabora una rutina de mallado automatico para cada estado de carga combinado con la
distribucion de la carga en un area para evitar la singularidad de la carga puntual. Este es
el procedimiento llevado a cabo por Vijayarangan [93] el cual realizé un estudio de la
influencia de la friccion entre dientes en las tensiones subsuperficiales.

Entre los primeros trabajos realizados con el MEF, esta el temprano trabajo realizado por
Wilcox [96] en el que desarrolla un modelo complejo de engrane entre varios pares de
dientes, usando la técnica de subestruturacion para facilitar su resolucion, también en el
caso tridimensional, y esta implementado en el programa CAEG de Gleason que funciona
sobre estaciones de trabajo. También el trabajo de Rao [77] modeliza un diente helicoidal
y sus lineas de carga, aunque con la simplificacion de distribuir uniformemente la carga a
lo largo de las lineas de contacto. Su modelo esta enfocado al calculo de las tensiones en
la base del diente. Stegemiller [83] hizo uso del MEF con éxito para obtener correlaciones
gue indican la deformacion en la base del diente, elaborando un interesante modo de
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aumentar la eficiencia computacional. En su modelo Stegemiller aproximé la forma del
diente a la de una cremallera, obteniendo que los resultados son practicamente idénticos a
usar la forma geométrica exacta del diente. Von Eiff [94] realizé un estudio exhaustivo en
el caso plano con el método de elementos finitos con mallados muy finos. El estudio fue
enfocado hacia el calculo de la tension en la base del diente y la localizacién de la seccién
critica, sus resultados fueron comparados con las tensiones nominales proporcionadas por
las normas AGMA e ISO.

Desde los afios 70 se han desarrollado variantes del MEF algunas de las cuales se han
aplicado con éxito al problema de los engranajes, demostrando su eficacia. Moriwaki et al.
[65] aplico el GLFEM obteniendo una mejora en la precision de los resultados y en el
tiempo de resolucion. Baret et al. [10] confirmd que los elementos finitos jerarquicos
(version p-FEM) son realmente eficientes permitiendo afinar los resultados sin cambiar el
mallado.

Recientemente [60], se ha usado el MEF para hallar matrices de flexibilidad de varios
dientes en contacto con el objetivo de afadir la deformacion del diente bajo carga al error
de transmision. Completando de este modo el procedimiento de analisis del contacto entre
dientes (TCA) [40] desarrollado por los Ingenieros de Gleason. Este procedimiento sirve
para hallar el error de transmision, y las elipses de contacto durante el engrane para cargas
pequefias. La deformacion de los dientes la obtienen calculando previamente la distribucion
de la carga a lo largo de la linea de contacto, y aplicando la distribucién calculada en un
modelo de elementos finitos, obteniendo de este modo las tensiones subsuperficiales a lo
largo de la zona de contacto, las tensiones en la base del diente y las deformaciones del
diente bajo grandes cargas que se usaran para recalcular los errores de transmision.

La primera publicacién en la que se plantea esta técnica se debe a Litvin et al. [60] el cual
sigue un procedimiento que ha denominado LTCA (load tooth contact analysis) que consta
de las siguientes etapas:
- Determinacion de la fuerza de contacto en el punto actual de tangencia entre
superficies.
- Determinacion de la elipse de contacto para los engranajes cargados y distribucion
de la fuerza sobre el area de contacto
- Discretizacion de los dientes del pifion y de la rueda en elementos solidos para
aplicar el MEF.
-  Determinacion de la deformada del diente.
- Determinacion de los errores de transmisién causados por los desalineamientos y
deformadas de los dientes.
- Analisis del reparto de carga entre dientes y determinacion del area de contacto real.
- Analisis de tensiones.
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La distribucion de fuerza obtenida en el caso practico desarrollado en la publicacion la
obtuvo discretizando la fuerza total en siete fuerzas puntuales aplicados sobre los nodos del
modelo de elementos finitos. EI mallado de elementos finitos se hizo de modo que los
nodos estaban alineados y uniformemente distribuidos a lo largo de la linea de contacto.
La distribucion de carga obtenida dio un valor a la fuerza maxima de 1.5 veces el valor de
la media, localizada alrededor del punto medio de la linea de contacto.

Otro modo de proceder en el uso del MEF para el calculo de la distribucion de fuerzas
entre un par de dientes viene descrito en un trabajo realizado por Zhang et al. [99], el cual
uso6 el TCA como preprocesador. Se habla por primera vez de matriz de flexibilidad para
determinar la energia de deformacion, y aplicando una correccién del algoritmo simplex
desarrollada por Conry et al. [22], obtuvo el vector de fuerzas que hace minima la
deformacion. En el ejemplo desarrollado en el trabajo discretizé el diente en elementos de
20 nodos isoparamétricos, de tal forma que en la cara del diente habia en total 25 nodos.
Aplicando una carga puntual sobre cada uno de ellos se obtiene el vector de desplazamiento
compuesto por el desplazamiento del punto donde se aplica la carga y del resto de nodos
de los que estan en la cara del diente. De este modo se desarrollan los 25 estados de carga.
El desplazamiento en la linea de contacto se obtiene por interpolacion de los componentes
de toda la cara, obteniendo mediante reordenamiento de los datos obtenidos la matriz de
flexibilidad.

Otro método totalmente distinto para determinar la deformacion del diente es asemejarlo
a una placa en voladizo cargada en un punto. La solucidon a este problema fue hallada
numéricamente por Jaramillo [53] resolviendo las ecuaciones de la elasticidad mediante la
integral de Fourier. Timoshenko et al.[88] aportan otras soluciones al célculo de las placas
en voladizo. Estas soluciones tedricas han sido utilizadas para corroborar resultados
obtenidos con los métodos numéricos.

El método de Ritz es otro método aproximado que se basa en asumir que la solucién al
problema tiene una forma analitica con unos parametros ajustables. Estos parametros son
escogidos de forma que hagan la energia elastica minima, o dicho en otros términos, que
hagan el funcional estacionario. El funcional seria derivado respecto a cada parametro e
igualado a cero. Es un método variacional cuyos fundamentos tedricos son muy similares
a los del MEF. Su precision depende de que las funciones a ajustar sean las adecuadas. Yau
el al. [97] hicieron una modelizacion de la deformacion del diente de engranaje, tomando
como funciones a ajustar los modos de vibracion de una placa en voladizo, obteniendo un
modelo que llaman "Shear Plate Model". Este modelo tiene la ventaja de que es
tridimensional y obtiene mejores resultados que con el método de elementos finitos, a la
vez que el tiempo de ordenador también se reduce notablemente.

La norma ISO propone un modelo de rigidez del diente descrito por Henriot [47] el cual

18



tiene una expresion simple. Un borrador de la norma propone una mejora al modelo 1ISO
de rigidez del par de dientes en contacto que ha sido publicada recientemente por Cai [18].
Ambas tratan de establecer una funcion de rigidez del conjunto total de dos pares de
dientes conjugados, aunque la utilidad que se le ha dado ha sido principalmente en el
campo de estudio de vibraciones.

El espesor del anillo de la rueda también influira en la deformacion del diente. El estudio
de su influencia ha estado enfocado hacia su efecto sobre las tensiones en la base del
diente, asi von Eiff [94], después de numerosos analisis por elementos finitos establecio que
su efecto se podia despreciar cuando su valor superara cinco veces el modulo. Bibel et al.
[11] también le dedican un estudio exhaustivo.

Después de obtener el modelo de deformacion del diente se trata de saber utilizarlo para
la determinacion de la energia del sistema elastico continuo. Los sistemas multicuerpo se
resuelven recurriendo a la minimizacion de la funcién energia total, sujeta a condiciones
de contorno y otras especiales, como la impenetrabilidad, leyes de friccion, etc. La funcién
energia de desplazamiento no es lineal, por lo que no vale ninguno de los mdultiples
procedimientos de programacion lineal que existen en la literatura, con lo que se suele
recurrir a otros meétodos iterativos, o a linealizar el problema como lo hizo Vijayarangan
et al. [93]. Conry y Seireg [22] realizaron una modificacién del algoritmo para solucionar

el problema. Este es el método que se ha utilizado en el trabajo de Zhang [99] comentado
anteriormente. Todos estos algoritmos son iterativos, necesitan unos valores iniciales, y es
dificil asegurar la convergencia a la solucion correcta.

El procedimiento de minimizar la energia sirve tanto para determinar la porcion de carga
gue le corresponde a cada par de dientes que estan transmitiendo potencia, como para la
determinacién del perfil de fuerzas a lo largo de la linea de contacto entre un par de dientes
en un instante determinado.

Una vez obtenida la fuerza que actta en cada punto de los dientes durante el engrane, junto
con el diagrama de velocidades, se estaria preparado para afrontar el problema de la
lubricacion. La lubricacién es otro factor importante que influye de manera determinante
en el comportamiento del diente ante el fallo superficial. Ya se ha indicado anteriormente
la influencia de la composicion quimica del lubricante en los fallos de desgaste y picadura.
Por una parte el espesor de pelicula tiene que ser lo suficientemente grande para evitar el
contacto directo metal-metal de las asperezas, y por otra tampoco debe ser muy grande
pues iria en detrimento del rendimiento de la transmision.

La lubricacion puede seguir varios regimenes. Cuando la fuerza que soporta la pelicula es

muy baja, los dientes en contacto tienen una deformacion despreciable y el régimen se
denomina newtoniano. Si las cargas llegan a tomar un valor considerable, las superficies
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se deforman elasticamente y se dice que el régimen es viscoelastico, y cuando la carga es
tan alta que deforma plasticamente las superficies en contacto se dice que se ha entrado en
régimen viscoplastico. Una clase de régimen viscoelastico es el llamado
elastohidrodinamico que se produce cuando la viscosidad del lubricante crece
exponencialmente con la presion (regla de Barus) a una temperatura constante. Esta regla
es una aproximacion de un ajuste mas perfecto pero mas dificil de tratar matematicamente,
conocido como la relacion de Roelands [36].

Para la obtencién de la solucion del problema elastohidrodinamico se tienen que resolver
las ecuaciones del flujo de fluido y las de la elasticidad de los sdlidos. Dowson y
Higginson [26] proporcionaron una solucion numerica a las ecuaciones, y aunque se hayan
aportado posteriores mejoras al método como las de Paolo [68], sus correlaciones de
espesor de pelicula se contindan utilizando en la actualidad. Grubin resolvié analiticamente
las ecuaciones bajo la hipotesis de que las cargas altas las soportan superficies planas, y
obtuvo que el campo de presiones que se ejercia sobre las superficies coincidia con el dado
en el contacto seco, es decir, con el de Hertz. Greenwood [41] haciendo un cambio de
referencia en la resolucion de las ecuaciones realizo una extension del problema de Grubin
y obtuvo una solucion analitica mas perfecta cuyo campo de presiones ya tenia todas las
caracteristicas observadas en la solucibn numérica, como el pico en la presion ejercida
sobre la superficie. Pan y Hamrock [67] proporcionan unas correlaciones ampliando las de
Dowson para el pico de presiones y su localizacion. Ishii et al. [52] desarrollaron un
sistema experto para el control de la lubricacidon con estas expresiones.

Las soluciones elastohidrodinamicas para el caso plano se pueden aplicar al tridimensional
incluso cuando la profundidad de contacto es menor que el semiancho de contacto, como
sefalaron Evans y Snidle [33]. También sirven para condiciones no estacionarias, pues la
formacion del régimen es casi inmediata, como lo muestra el trabajo de Hooke [50]. Solo
en la estimacion de la fuerza de rozamiento se ha detectado un pequefio y despreciable lazo
de histéresis, en la representacion grafica de la fuerza en funcién de la velocidad, al
cambiar rapidamente el sentido del deslizamiento [49].

Otro factor que influye en el régimen de lubricacién y en la resistencia superficial del
diente es la rugosidad superficial. Las caracteristicas superficiales del diente vienen dadas
por las condiciones de fabricacion empleadas en el acabado de la superficie, especialmente
depende de la geometria de la herramienta y de las condiciones de corte.

Para estudiar la influencia de la rugosidad superficial en el régimen de lubricacion, el
parametro mas empleado es el espesor especifico de peNogylee se define como la
relacion entre el espesor de peliculay la desviacion tipica de la rugosidad de las superficies
[31][75].

20



Segun Evans y Johnson [31], cuanfices mayor que 6 veces la desviacion tipica de la
rugosidad la influencia de ésta es despreciable. CuAnekta entre 0,6 y 6, el régimen es
semielastohidrodinamico, es decir, el régimen elastohidrodinamico ocurre a pequefia escala
entre cada una de las asperezas, con lo que cambia el punto de vista y los parametros.
CuandoA es menor de 0,6 el factor predominante ya no es el lubricante sino el contacto
directo entre asperezas.

Ademas de la desviacion tipica de la rugosidad superficial, tiene mucha importancia la
orientacion o textura de las estrias de la rugosidad. Segun los experimentos de Johnson y
Spence [54] cuando la rugosidad superficial esta direccionada paralelamente a las lineas de
contacto (sentido longitudinal del diente), el coeficiente medio de rozamiento y desgaste
disminuye, mientras que si la textura es perpendicular a las lineas de contacto (sentido
radial) el rozamiento y desgaste se aceleran. La causa de este fendmeno se debe al efecto
de la lubricacion entre asperezas que entra en un régimen microelasto-hidrodinamico cuyo
espesor de pelicula aumenta al disminuir el radio.

Los modelos de friccion y desgaste considerados por las normas ISO [25] y AGMA [2]
suponen un régimen semi-elastohidrodinamico, con correlaciones semiempiricas. Policarpou
et al. [75] han desarrollado correlaciones con un buen ajuste afiadiendo en lubricacién, entre
los factores a tener en cuenta, el parametro de resistividad eléctrica entre superficies.

El rendimiento de la transmision esta en relacion directamente proporcional con el
coeficiente de rozamiento medio, tal como observaron Johnson y Spence [54]. En el mismo
trabajo se demostr6 una expresion del rendimiento compuesta por dos factores: el
rozamiento medio entre dientes y otro factor que depende Unicamente de la geometria de
la transmision.

Otros factores que pueden influir en el desarrollo del fallo superficial, es el rodaje realizado
antes de poner a funcionar el elemento a plena carga. El rodaje tiene un efecto beneficioso
pues prepara la superficie para una mayor resistencia a picadura y desgaste. Durante las
horas de rodaje, las asperezas se van suavizando de manera muy progresiva por desgaste,
de tal modo que se limitan tensiones residuales y deformaciones plasticas que podrian ser
facilmente origen de grieta. Este predominio de las deformaciones elasticas frente a las
plasticas es el efecto predominante del rodaje [58].

Los modelos de propagacion de grieta por fatiga superficial han sido elaborados a partir
del modelo de Hertz, [13] [86]. El calculo de las tensiones subsuperficiales en un contacto
plano entre cilindros esta muy tipificado desde el primer trabajo de Hertz [48] cuyas
férmulas se siguen utilizando en la actualidad, y sobre el que han seguido realizando
estudios, como Poritsky [76], que mediante el potencial complejo plano dedujo las
funciones de Airy del contacto entre dos cilindros, y Johnson [55], que generalizé su teoria
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para contactos hertzianos mediante la resolucion de integrales de Cauchy. En el caso plano,
el calculo de las deformaciones de contacto depende de la imposicidn de las condiciones
de contorno. Cuando se trabaja en el espacio tridimensional este problema no aparece,
pudiéndose determinar la flexibilidad del area de contacto, como realiz6 Szalwinsky [84].
El contacto hertziano es el utilizado en los modelos de fallo superficial de las normas ISO
y AGMA. Sin embargo, nada hay escrito sobre el contacto de superficies plenamente
lubricadas en la que el perfil de presiones puede llegar a ser muy diferente de la elipse
hertziana.

Hay otros factores que hacen que el perfil de presiones no sea totalmente hertziano, como
es el que las superficies en contacto no sean cilindros, o0 que la aproximacion parabdlica
en funcién unicamente de los radios de curvatura en el punto de contacto no sea suficiente,
al variar ésta en funcion del radio de base que define el perfil de evolvente.

También influye la rugosidad superficial, cuando el contacto es semi-elastohidrodinamico

0 seco, donde hay un area de contacto real y otra aparente. La real es la que se produce
entre las rugosidades. Para modelizar el contacto, Greenwood y Williamson [42]
parametrizaron la superficie a partir del perfil dado por el rugosimetro en funcion de la
densidad de picos, su curvatura, y su pendiente. La rugosidad afecta a la forma del perfil
de presiones hertziano en cuanto disminuye el valor maximo de presion y aumenta el ancho
de contacto, esta distribucion es funcion de la relacion entre el area real y el area aparente.

Realizando las operaciones convenientes y suponiendo superficies la distribucion de alturas
de rugosidad gaussiana, el area real de contacto es proporcional a la carga aplicada, lo que
justifica en cierto grado la ley de Amonton [55] sobre el coeficiente de friccion, aunque
luego, en la practica, intervienen otros muchos factores, como el comportamiento de las
capas de 6xido formadas en las superficies [66]. Para la deduccion de la ley de Amonton
se ha supuesto que la deformacién de las asperezas es elastica, lo que se ha de procurar
siempre para no estimular la iniciacién de grietas en la superficie.

El coeficiente de friccion influye también en el perfil de presiones, afiadiendo una
componente a las tensiones superficiales y subsuperficiales. Estas fuerzas de friccion
pueden proceder del contacto entre rugosidades, y de la viscosidad del lubricante. De los
modelos de friccion cuando existe lubricacidon plena, el mas admitido es el de Blok [14],
gue hace proporcional la fuerza de friccidn a la relacion entre espesor de pelicula y el
coeficiente piezoviscoso del lubricante. Esta relacion ha sido corroborada por el modelo
tedrico de Greenwood [41].

Otros factores que se podrian tener en cuenta son la velocidad de variacion de la carga que

debe ser menor que la velocidad de propagacion del sonido del material para que se
suponga un estado tensional estatico [55]. El factor de tamafio también es importante, ya

22



gue cuanto mas grande es la superficie, mayor es la probabilidad de encontrar defectos
donde iniciarse la grieta [56]. Fen6menos que suelen ocurrir en el contacto, como el de
adherencia-deslizamiento [66] o la adhesion entre superficies al actuar una fuerza tangencial
[84], no suelen ocurrir en la transmisién por engranajes debido a la lubricacion y a las altas
velocidades a las que se suelen trabajar.

El trabajo quedaria incompleto si no se tuvieran en cuenta los aspectos constructivos y de
montaje, ya que lo que se debe estudiar es el comportamiento de fallos superficial del
engranaje real, y no del tedrico que saldria de una fabricacion ideal.

Las diferencias entre el perfil tedrico y el real debidas a la fabricacion se deben
principalmente a las imprecisiones en los asientos de los amarres, en la geometria de la
herramienta, a la falta de rigidez de la maquina, y a los cambios geométricos inducidos por
los tratamientos térmicos a los que se somete la pieza para endurecerla superficialmente.
Estas causas mas los desajustes en el montaje hacen que la transmision no sea homogénea,
de forma que los errores de transmision aumentan y con ellos crecen la intensidad de las
vibraciones y el ruido, a la vez que disminuye la vida util de la transmisién.

Entre las herramientas disponibles para determinar con precision el error de transmision
destaca el TCA (tooth contact analysis) [40] desarrollada por los ingenieros de Gleason y
cuya metodologia constaria de los siguientes pasos:

- Localizacion de los puntos de contacto.

- Determinacion de los errores de transmision debidos a los desalineamientos.

- Predisefo de una funcién parabolica para la absorcion de los errores de transmision.

- Determinacion final de los errores de transmision.

- Determinacion de las trayectorias de contacto sobre las superficies del pifién y de
la rueda.

- Desarrollo del LTCA.

Junto con el desarrollo de técnicas computacionales (TCA), la tecnologia de engranajes ha
evolucionado por el lado de minimizar las desviaciones de la superficie real de la tedrica
introducida en el TCA. Con el objetivo de minimizar esta desviacion Litvin et al. [62] ha
desarrollado un método para modificar los asientos de los amarres, a partir de los datos del
perfil real obtenidos con la maquina de medicién de coordenadas tridimensional. Con estos
datos aplica un procedimiento de minimizacion por minimos cuadrados de las desviaciones,
obteniendo los nuevos parametros de los amarres que minimizan la desviacion real respecto
al tedrico.

El siguiente paso sera la obtencion de una funcion del error de transmision del error a partir
de las funciones de interpolacion de las desviaciones finales del perfil obtenido a su vez
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de los datos sacados de la maquina de medicion de coordenadas 3D del perfil.
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I F UNDAMENTOS TEORICOS

En este capitulo se van a establecer los fundamentos en los que se ha basado todo el
desarrollo de la tesis. No se va a demostrar ninguna expresion que ya esté publicada, se han
deducido aquellas expresiones que se pueden considerar como nuevas 0 que no se
encuentran bien especificadas en la bibliografia. Las expresiones expuestas han sido
necesarias para los programas de ordenador que se han tenido que desarrollar.

Se va a comenzar por establecer el modelo geométrico, para lo cual se ha supuesto que los
dientes se hayan generado a partir del tallado por cremallera lo que origina un perfil de
evolvente en la parte generada por el perfil recto de la talladora, y una trocoide en la parte
generada por el radio de acuerdo. La generacion con pifidn origina el mismo perfil de
evolvente, y la geometria de la huella se diferencia muy poco de la trocoide, por lo que se
puede considerar a efectos practicos que son iguales a los generados con cremallera.

A continuacion se estableceran el modelo geométrico de engrane, con la linea de contacto,
los parametros de disefio, etc. En este mismo apartado se impondran todas las condiciones
de validez, necesarias para el correcto funcionamiento de la transmision, como la ausencia
de penetracion, apuntamiento, interferencia, holgura minima, etc.

A continuacion se realizara el modelo cinematico, necesario especialmente para establecer
las condiciones de lubricacién. Se ha profundizado en el analisis de la mecanica del
contacto, como base del fallo superficial por fatiga, analizando la procedencia de las
expresiones con el fin de establecer su alcance y en su caso proponer alguna modificacion
para casos concretos. La lubricacion elastohidrodindmica también ha requerido un estudio
aparte analizando las propiedades del lubricante y comparando los diversos modelos
existentes, asi como su influencia en el perfil de presiones en el contacto, el coeficiente de
friccion y en el rendimiento de la transmision.
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.1 Geometria de la transmision por engranajes
cilindricos de perfil de evolvente

Al establecer el modelo geométrico, se ha supuesto que los dientes se han generado a partir
del tallado por cremallera lo que origina un perfil de evolvente en la parte generada por el
perfil recto de la talladora, y una trocoide en la parte generada por el radio de acuerdo. A
continuacion se establecera el modelo geométrico de engrane, con la linea de contacto los
parametros de disefo, etc. En este mismo apartado se impondran todas las condiciones de
validez, necesarias para el correcto funcionamiento de la transmision, como la no
penetracion, apuntamiento, interferencia, holgura minima, etc.

7 LY %

P,

[a——
| N
(0%]
[\

on

Figura 1 Cremallera de tallado

Geometria de la herramienta

La herramienta que se ha usado para el tallado teorico del diente es una cremallera cuyas
dimensiones se pueden observar en la Figura 1. Las caracteristicas principales que definen
a la cremallera son el médulo que es el paso divididorpal angulo de presion,, el

radio de acuerdo,ry el dedendd. Estas dimensiones tienen unos valores normalizados
aunque a lo largo del trabajo se han tomado rangos en lugar de los valores discretos usados
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en la industria. También se ha tomado como parametro de disefio el desplazamiento de la
herramienta en el tallado cuyo concepto viene representado en la Figura 2

—— Tm,/2 ——— P,

‘ Plano

primitivo

Figura 2 Desplazamiento de la herramienta en el tallado

Propiedades geométricas del perfil de evolvente

La evolvente de una circunferencia de radjse define como el lugar geomeétrico de los
puntos que verifican que la tangente por ellos a una circunferencia, llamada circunferencia
de base, define un punto de tangencia que dista del punto considerado una distancia igual
a la longitud del arco de la circunferencia de base limitado por el punto de tangencia y uno
dado de la circunferencia [38].

Sus ecuaciones vendrian dadas por:
p=r, 1 +0?
(1)
B=0-arctg O

Una caracteristica del perfil de evolvente es que la evoluta de dicha curva (el lugar
geométrico de las rectas normales) es la circunferencia de base.
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La longitud de curva entre dos puntos vendra dado por la siguiente expresion:

)
1=2”(6?—e§)=21r<p?—p§) 2)
b

El radio de curvatura de una curva de evolvente es igual a la distancia del mismo al punto
en que la normal por €l es tangente a la circunferencia de base:

®3)

_ _ .22
pc—rbﬁ— ro-ry

Espesor del diente recto

Recordando las expresiones deducidas en la tesis doctoral de Alfonso Fuentes [38], se parte
del espesor angulardel perfil de evolvente como base para hallar el espesor cartesiano

e del diente. Es espesor cartesiano sera necesario para asemejar el comportamiento elastico
del diente a una viga en voladizo, tal como se realizara en el apartado 1V.1.

2 2 |
y= T Pigp, 2000~ 2 | | 1o arerg | L )
S 4 Ty

e=2r sen% (5)

Esta expresion es valida desde el radio de entronque en el que comienza el perfil de
evolvente.

Para un radio menor, el espesor angular vendrd dado por las ecuaciones paramétricas de
la trocoide en la huella del diente.

r= J [ 7y-7(sene —send,)I* +tg%(p [r,-r,+r(seng -send,)]* (6)

28



r, Ty rsend, +QCOS(])h+ﬁ @, rtgd, _ T 7 (seng —send,) @)

tg
rtge r, T, tgolr, -r f(sen(p -send, )]

en donde el radio r y el angulp vienen dados en funcién del parametyoy r, que
proviene de la siguiente expresion:

r,=1,~ m b- m (rf—rf send,) +x m (8)

y el espesor cartesiano en esta zona sera:

e=2r sen( Ybljﬁ ) 9)

el radio de entronque en el que enlaza el perfil de evolvente y la trocoide se determina
sustituyendo en la ecuacion del radio de la trocdidgor @,.

Rueda generada

Figura 3 Tallado de engranajes helicoidales

Espesor de un diente helicoidal

Las expresiones del espesor de diente helicoidal tanto en la zona de perfil de evolvente
como en la zona de la trocoide son muy similares a las dadas para el caso de engranaje
recto, pero teniendo en cuenta el efecto del angulo de hélice de tadllati como se

29



muestra en Figura 3. La seccion frontal corresponde a un engranaje recto que se hubiese
tallado con un angulo de presigpy un médulom,

tg ¢,
® ¢/= cos y (10)
m=—"" (12)
7 cos Y

Con lo que quedan las siguientes expresiones del espesor angular y cartesiano del diente
en el perfil de evolvente:

2 2
Y= §+ %tg(b,ﬁ 2(tgd~dp- 2 Jr—zl arcth r—zfl (12)
o’ )

e=2r sen% (13)

y las siguientes expresiones de la geometria de la trocoide, desde el radio de entronque
hasta la circunferencia de pie:

2
r=J [ 7y-r(seng -send,)]*+ c052 ¥ [r,-7,+rfsen¢ -send,)]* (14)
g e ‘
cosyi(r_-r,—r Sen r, rtgd,
tg lIJ( p 0 fs ¢/7) + f COS(I)h"‘ﬁ"'(I)h— ogd)h _
rptgnp rpcosw g
(15)

s 1 (seng -send,)

) tgelr,-r(seng -send,)|

determinandose el espesor cartesiano en esta zona del mismo modo que en el engranaje
recto.
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La seccion del diente con un cilindro concéntrico al eje de la rueda forma una hélice. El
angulo de la hélice solo coincidird con el angulo de tallado a un radio igual en el radio
primitivo de tallado. A cualquier otro radio el angulo de hélice vendra dado por:

gy, ~——tg¥ (16)
p

en el radio de base el angulo de hélice sera:

tgl]Jr=cosd)f tgy (17)

Este angulo es importante pues es el que forma la linea de accion con la seccién frontal
en el engrane entre dos dientes helicoidales.

Holgura

La determinacion de la holgura es importante para tener una buena lubricacion, y para que
el engrane no tenga un ajuste demasiado prieto.

Se distinguen dos tipos de holgura,

- la que se produce entre la cabeza del diente y el fondo de la huella, es la holgura
radial h.
h =b-a (18)

r

- Laque existe entre un diente y el conjugado, es la holgura circunferencial o de paso
h

b

h,= 2C(gd-)-(1gd,~b)~" vgd, (19)
T

Engrane de ruedas con dentadura de perfil de evolvente

El engrane entre dos dientes de perfil de evolvente del mismo mddulo tiene las siguientes
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caracteristicas:

- El contacto se produce siempre en la tangente cruzada comudn a las dos
circunferencias de base.

- Larelacion de transmision se mantiene constante en todo momento, y es igual a la
relacion entre los numeros de dientes de una y otra.

En el punto de contacto entre los dos perfiles de dientes hay un movimiento relativo de
rodadura y otro de deslizamiento. Se llaman circunferencias de rodadura a las
circunferencias de ambas ruedas en cuyo punto de tangencia las superficies se mantienen
en rodadura sin deslizamiento. A la distancia nominal entre centros, el radio de rodadura
coincide con el radio primitivo, pero a otra distancia, ambos radios se relacionan mediante
la siguiente expresion:

r==—=C (20)

por esta razdn a las circunferencias de rodadura se las designa también como
circunferencias primitivas de funcionamiento.

Radios de inicio v finalizacion de engrane.

El radio de finalizacién de engrane del pifion es el menor radio del pifidbn que entra en
contacto con la rueda, mientras que el radio de inicio de engrane coincide con el radio de
cabeza y engrana con el radio de finalizacién de engrane de la rueda.

r ;n =r§2 +C*-2C (ry,cosd +send rj2 —riz) (21)

Radios de contacto Unico superior e inferior

Los puntos de contacto Unico determinan el intervalo en que un Unico diente de un
engranaje recto esta soportando toda la carga, lo que suele determinar la condicion mas
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(AF/F)

] - === — T -_

Diente 0 Diente 1

Figura 4 Longitud de contacto en un engranaje recto

restrictiva de resistencia. Si se observa la representacion grafica de la longitud de contacto
con el angulo de giro en la Figura 4, en un engranaje recto, los puntos donde la longitud
de contacto cambia bruscamente de 1 a 2 y viceversa son los radios de contacto Unico
superior e inferior respectivamente.

2

r. \2 22
rus =rb 2—TE + ﬂj -1} +1 ( )
YA r,
2
r \2 23
=" 22 e ) (23)
VA rb

Grado de recubrimiento

El grado de recubrimiento de un par de engranajes es el nimero medio de dientes en
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Figura 5 Longitud de contacto de un diente helicoidal

contacto. El grado de recubrimiento frontalsera:

2 2
efzi Z, J[Q’j -1+Z, J[sz -1-Z, tgb (24)
2n Tl T

En un engranaje recto, el grado de recubrimiento coincide con el grado de recubrimiento
frontal, pero no ocurre lo mismo en uno helicoidal, en el cual se tiene ademas el
recubrimiento en el salto que es el nimero medio de dientes en contacto a lo largo de una
linea perpendicular a la seccién frontal.

Aezbsﬂ (25)

™ m

El grado de recubrimiento total sera la suma de ambos

€=ef+A€ (26)

El grado de recubrimiento en el salto vendria dado graficamente en la Figura 5 a través del
estudio de la linea de contacto de un diente helicoidal.
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Eje del diente

Circulo de base

Figura 6 Aplicaciéon de la carga sobre la seccion frontal del diente

Aplicacion de la carga en la transmision

Para calcular la deformacion de un diente al aplicar la carga, se modeliza el diente
simétrico, se prolonga la linea de accidn de la carga hasta la linea media del diente, esta
linea de accion es tangente a la circunferencia de base del perfil de evolvente. La fuerza
F\ aplicada a un radio del centro de la rueda forma con la perpendicular a la linea que
une los centros de las ruedas un angdlg que se puede calcular a partir de las
propiedades del perfil de evolvente como:

N =

2
¢,,= arctg | —-1 - (27)

Ty

de donde al formar el radio de base, la linea media y la linea de accién un triangulo
rectangulo, se puede deducir que la coordenada vertical del punto de aplicacion de la fuerza
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sera:

2 (28)
cosd,

Condiciones de validez

Las condiciones de validez que cumplen todos lo ejemplos mostrados a lo largo de la tesis
son los siguientes:

- No apuntamiento de la herramienta

m m

-bt
b ted, (29)
rfs—cosd)h
: 1-send,
- Radio de acuerdo de la herramienta positivo.
mT b (30)
4 tgd,
- No penetracion en el tallado
r, 2T, coszq)f (31)
- No apuntamiento de la rueda
y(r=r)> 0.3 m (32)
- No interferencia de las ruedas
2
r —r
1+ C2-2C( ry,coshsendyra, 1y, )ro+ p ") (33)

tg’d,
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- Grado de recubrimiento mayor que la unidad

> 1 (34)

€r

- Holgura radial hmayor que 0.Im
- Holgura de paso jpositiva.

Lineas de contacto entre engranajes helicoidales: deduccidn de expresiones
y dibujo

A la hora de hacer analisis del contacto entre dientes de engranajes helicoidales es
interesante saber la longitud total de contacto para cualquier angulo de rotacion del pifidn.
También es importante tener una situacion exacta de los puntos en contacto y en qué radio
contactan para poder establecer mas adelante el estado energético del conjunto a cada
angulo de giro. Por todas estas razones se va a desarrollar un método para obtener la
geometria de las lineas de contacto en funcion de los parametros de disefio de la
transmision, y el angulo de giro.

y
b
A
a
Wy
— c F
!
X
<Z—>

Figura 7 Plano de accion.

Los engranajes helicoidales de perfil de evolvente tienen la propiedad de que el contacto

37



se produce a lo largo de la linea recta tangente a las dos circunferencias de base Figura 10
llamada linea de accién. Esto se traduce en que las lineas de contacto entre los dos dientes
estan situados siempre en un rectangulo plano cuya altura es el ancho de los engranajes
cilindricos, y la anchura es la distancia entre el radio de inicio y el radio de finalizacion

de engrane medido sobre la linea de accion. El angulo que forman las lineas de contacto
con la linea directriz de los cilindros es igual al angulo de hélice en la baseén la

Figura 7 se pueden apreciar todas estas caracteristicas y la nomenclatura que se usara en
las expresiones.

Para la obtencion de las expresiones de las lineas de contacto en funcion del angulo de
giro, se ha representado un rectangulo de medidas iguales a la zona de contacto que se
desplaza sobre un mapa en el que estan dibujadas una familia de curvas que forman un
anguloy, con el eje de ordenadas (Figura 7). La ecuacion de la familia de rectas sera:

1

y=— (- (X-k P

¥y

siendo k un parametrd?, el valor de paso en la circunferencia de baseX gera la
coordenada abscisa de la recta dentro de rectangulo mas cercana al origen. La distancia
minima ocurrira cuand¥ sea igual a O pues entonces el nimero de dientes en contacto sea
el menor y por lo tanto la longitud de contacto minima.

Los puntos limites de las lineas de contacto vendran dados por la interseccion de esta
familia de rectas con las lineas del rectangulo.

Se denomina, b, cy d a los lados del rectanguld,sera el lado que reposa sobre el eje

de abscisas. Las lineas tienen en comun que partenodey llegan a,b o ¢ pudiendo

haber combinaciones de todas clases. De forma que una linea de contacto vendra
determinada por un punto que cortarazea d y el segundo punto que se localizaralken

oc.

Las coordenadas del primer punto vendran dadas por:
SiX-Z< kP,

X =X-Z y1=tgl(x-z-kpb) (35)
b
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SiX-Z>k P,

x=kP, ;=0 (36)

Las coordenadas del segundo punto vendra dado por:
Si Itg@,)(X-k P,) <W

=X y2=tgL¢(X—kpb) (37)
b

Si 1tg@,)(X-k P,) <W
x,= Wigy,+ k P, ; v, =W (38)

Para determinar si para una k la recta intersecta con el rectangulo basta con que cumpla
estas dos condiciones:

y<w 5 »>0 (39)

Para cada k podemos determinar los dos puntos limites de la linea de contacto, y la
longitud de la linea en base a la siguiente férmula:

lz\/(xz —X1)2+(y2 _yl)z (40)

Longitud minima de contacto

En engranajes rectos la longitud de contacto es un multiplo entero del ancho del pifién. En
engranajes helicoidales esto no es asi, debido a que no todas las lineas de contacto
mostradas en la Figura 7 tienen la misma longitud a lo largo del periodo de engrane.

La norma AGMA supone que el fallo en engranajes helicoidales se produce siempre cuando
la longitud de contacto es minima. La expresion de esta longitud viene dada por las
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siguientes expresiones dependiendo de los casos:

nn
M = ea_ﬂ ] nr+nasl (41)
F €p

o 2

1- 1-
(—AF)—G‘, ——( ) n+n>1 (42)
e
p

en donde ny n, son las partes decimales de los grados de recubrimiento frontal y en el
salto respectivamente.

De aqui se obtienm, y la longitud minima de contactq,,;:

~ cosy,
my= M ( 43)
o
‘min = i (44)
Ny

Estas longitudes minimas de contacto coinciden con el tramo AB dado en la Figura 9 en
la que se representa la longitud de contacto total de un engranaje cilindrico helicoidal
conforme evoluciona el angulo de giro.

1.2 Estudio cinematico. Velocidad elastohidrodinamica
y velocidad de deslizamiento

En este apartado se va a realizar un estudio de la cinemética en el contacto entre dos
dientes de engranajes rectos, en el cual se puede distinguir una velocidad angular de
rodadura y una velocidad de deslizamiento de una superficie sobre la otra. Estos valores
son importantes en la estimacion de las condiciones de lubricacion, y la velocidad de
deslizamiento en particular para la determinacion del riesgo de fallo por desgaste.
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(AF/F)D

Figura 9 Variacion del ancho de contacto con el angulo de giro

En la Figura 10 se muestran las circunferencias de base con la linea de accién en la que
siempre esta el punto de contacto entre los dos dientes. Esta linea de accion es tangente a
las dos circunferencias de base en los puhtgd,. La nomenclatura usada para el estudio

de la cinemética en el punto de conta@aentre dos dientes de engranajes rectos, viene
mostrada en la Figura 10. El punto P es el punto de rodadura o también llamado punto
primitivo de funcionamiento definido por la interseccion de la linea de accion y la linea de
centros. Se van a suponer las velocidades angulares de las cjeglas constantes.

En la Figura 11 se representa una ampliacion del diagrama de velocidades en €D punto
donde se produce el contacto entre dos dientes. Los dos puntos en cont@ctoerel

puntol perteneciente a la rueda y del putperteneciente al pifidén, los cuales tienen una
velocidad distinta al pertenecer a dos cuerpos distintos, aunque estan ligadas por las
condiciones de impenetrabilidad y de continuidad en el contacto. De ahi que los dos puntos
tengan la misma velocidad en la direccion de la linea de accién, pero distinta en su normal
debido a que pertenecen a dos sélidos rigidos distintos, por lo que los dos puntos estaran
en contacto solo durante un instante.

Los valores absolutos de estas velocidades en los puntos 1 y 2 vienen dados por las
velocidades angulares de las ruedas y las distancia de los puntos a sus respectivos centros:

V.=wr
1947 (45)

Vy=w,r,

Al tener los dos puntos la misma velocidad en la direccion de la linea de accion, razon por
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Figura 10 Linea y punto de contacto de engrane.

la cual los dos perfiles de evolvente continGan en contacto, ésta se puede obtener por
relaciones angulares deducidas de la Figura 11.

Vo=V lcosa=IV lcosp (46)

Y por las condiciones cinematicas de engrane y caracteristicas geométricas del perfil de

evolvente se sabe que para que la relacién de transmision sea constante las velocidades
angulares de la rueda y el pifidn estan relacionadas por la ecuacion (47) que depende
unicamente de la geometria. La ecuacion (48) se obtiene a partir de las expresiones de (45).

Wl =W Ty, (47)

Con el fin de facilitar los desarrollos posteriores se facilitan las siguientes expresiones que
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o 22 (48)

se deducen de la Figura 10 y de la Figura 11.

r r
1 2
cosa=—2L c:osB:i

r r

1 2

(49)

)8 0) 5
cose=—— ; cosP=—=
T &)

Las velocidades de deslizamiento de los puritgs2 que seran iguales y con valdf,
vendran dadas por:
o1,

v =V sena=w rsenoe=w r,——=w 0l

i (50)

v,=- (1)2012

Figura 11 Diagrama de velocidades

Este resultado es muy util para realizar los estudios de lubricacion elastohidrodinamica pues
en las correlaciones para hallar el espesor de pelicula vienen dadas en funcion de la
variable:

U=v, +v, (51)

dondev, y v, son las velocidades de los puntos 1y 2 en la direccion perpendicular a la
linea de accion.
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La velocidad angular de rodadura vendra dada por:

W=0,-0, (52)

dadas las expresiones de la Ecuacion (50) instantdneamente se podria asemejar el conjunto
a dos cilindros rodando e@ y con centros respectivos ény |,.

La velocidad de deslizamiento en el pur@centre las dos superficies vendra dada por la
diferencia de velocidades angulares del pifidon y la rueda.

Av=v,-v =V senp -V seno=-w,0L+w Ol

(53)
=-w,(OP-PL)+w (OP-PI)=OP(»,-®,)
y que,
r r
0PI -w,PLL=w, bltb W, bzq)
sen sen
(54)
1
:Seml) (07, =@,74,)=0
En conclusion se obtiene la expresion:
Av=0P(®,-©,) (55)

por lo que queda demostrado que la velocidad de deslizamiento entre las dos superficies
es igual a la diferencia de velocidades angulares por la distancia del punto de c@ntacto
al punto de rodadurB.

Expresion para la velocidad elastohidrodinamica.

La velocidad en la direccion perpendicular a la linea de accion de uno de los puntos de
contacto sera:

V=W, OI] \/rz—ril (56)
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con lo que la velocidad utilizada en las correlaciones elastohidrodinamicas tendra la forma:

&
U=(Jol\/r12—r;1+r]\/lfzz—rlf2 (57)

t

Expresion para la velocidad de deslizamiento

La velocidad de deslizamiento se puede obtener a partir de las expresiones arriba indicadas,
pero restando en lugar de sumando las componentes de las velocidades en direccion
perpendicular a la linea de accion.

2 2 Wy 2o
O Ty ———\ 1 7Ty
r[

Av= (58)

Otra formulacién podria partir de las relaciones angulares. Se puede obtener una expresion
de la distanciaOP a partir de las variables de disefio. Para ello se considera el triangulo
formado porC,OP, en el cual se aplica el teorema del seno

T2

r _ COS(I) (59)

T senf3
sen (E d))

T B+ 60
a=——(B+¢) (60)

de donde aplicando ahora el teorema del coseno se obtiene la distdhgigor lo tanto
la velocidad de deslizamiento entre puntos en contacto

2
r r

b2 ) +r22 +2r, b2 cosa (61)
cosd cos

OP’= (
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1I.3 Mecanica del contacto. Contacto hertziano y
contacto elastohidrodinamico

La mecanica del contacto es una ciencia que tiene mucha influencia en la durabilidad de
los componentes mecanicos y en especial en los engranajes en donde grandes esfuerzos se
transmiten a través de superficies de contacto muy pequefas. Para el estudio de la mecanica
de contacto se van a estudiar la teoria del contacto en general, derivando de ella tanto la
teoria de Hertz, el contacto elastohidrodinamico de Greenwood, asi como los métodos
numeéricos utilizados para la determinacion del mapa tensional en la subsuperficie. Todos
los desarrollos se han realizado en el caso plano bidimensional.

(X,2)

z

Figura 12 Carga puntual sobre una superficie semiindefinida.

Fuerza concentrada sobre una superficie semiindefinida

El campo de tensiones creado por una carga puntual P segun el dibujo de la Figura 12 es:

_ 2Pcos 6
" n or (62)

°e=0
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El campo de deformaciones en funcion de las tensiones sera:

d _y2 2
_ Uy _1-v o - v o, _ 1y 2P cosb (63)
al” E 1—\7 E e r
d _y2 ,,
662& l ue:l % o,- v o |=-v 1+vg(,050 (64)
r r ae E l—V E T r
Yre=0 (65)

Sabiendo que las deformaciones en coordenadas polares tienen las siguientes expresiones:

L ) (66)

de aqui se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales en derivadas parciales:

2
u =—(1EV)2PCOSO logr+f(0) (67)

,
T
gue al integrar queda un término independiente funcion Unicamerfle de

ou /
6—66 =%((1 ~v?)coso 10gr+f(0)2£1£ +v(1+v)cosO (68)

Aplicando el resultado anterior a la ecuacionsgejueda:

Jug 2P 2 _ (69)
%_Ecosﬁ(v(l v) +(1-v)logr) -(0)
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cuya integracion da lugar a un término independiente funcién Unicamemte de

“f%sene(v (1+v)+(1-v?)logr) —ff(O)dO +F(r) (70)

La ecuacion de la deformada cortante da lugar a:

/
FOL 22109 =0 -

r

—(1 v) sene logr+=——=
(71)
2P sen0
EI

F(r)

(v(1+v)+(1-v?)logr)+ ff(e)de

cuya funcion se puede separar en dos grupos que son funcién Unicamente died
respectivamente, cada uno de estos grupos de ecuaciones deben ser iguales a una constante,
por lo que se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de una sola variable.

F(r)-rF'(r)=k
(72)
%(1 ~v)cosB +7(6) +/(8)=0

La solucion de estas ecuaciones pasa por resolver la ecuaciéon diferencial homogénea y
sumarle una solucién particular de la ecuacion diferencial no homogénea.

Después de hallar las funcion&8) y F(r) las constantes de integracion resultantes de la
resolucién de las ecuaciones diferenciales se anulan todas menos una debido a la simetria
deu, y a la antisimetria del,. La solucion final a los desplazamientos en el punto es la
gue se muestra a continuacion:

u,= —iE((l ~v?)2cosBlogr+(1+v)(1-2v)BsenBd)+AcosO
i (73)
— P 26enBv(1-v)+(1-v2)logr) ~(1 +v)(1-2v)(Bcosb -send)) ~Asend

e

I/le=

Los datos sobre desplazamientos que interesan son los de la superficie libre, ya que son los
desplazamientos de los puntos sobre los que se van a aplicar las presiones, y se obtienen
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sin mas que sustitu® por £172.

)=—2—1;(1 w)(1-2v)
(74)

— T 2P 2
U(0=+—")=x—"(1-v9)logr+C
ol 2) +nE( )log

Tanto las funciéru, comou, son simétricas respecto al eje vertical de contacto, dada la
simetria fisica del contacto, por lo qug es una funcion antisimétrica respectofa
teniendo el desplazamiento del punto de la superficie sentido hacia dentro del material
(penetrando), por lo que el signo dependera del lado en el que esté el punto de la superficie
libre respecto al punto de aplicacion de la fuerza.

Se puede observar que existe una constante de integracién la cual depende de la condicion
de contorno que se le va a exigir a los desplazamientos. También es obvia la singularidad
que existe en el origen: existe una asintotaigy una discontinuidad de salto en

El caso de la carga puntual en sentido paralelo a la superficie tiene un desarrollo similar,

pero debido al caso particular para el que se va a aplicar la mecénica de contacto sélo se
consideraran fuerzas normales.

Desplazamiento para una distribucion de carga dada

Traduciendo la solucién del apartado anterior a cartesianas es obvig esie, y queu,

esu, en la superficie libre de contacto. Para calcular el desplazamiento en un punto de la
superficie debido a una distribucién de cam®) que se aplica entre las abscisay +a

se obtienen los siguientes desplazamientos:

1

T , 75
u(x)=- E fap(s) In|x-s|ds (75)

T
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aunqgue suele resultar mas util la expresion de su derivada parcial:

auzziz 1-v? [@ds (76)
ox

esta derivada tiene el significado fisico de que es igual a la pendiente de la superficie
deformada en ese punto.

A partir de aqui se va a plantear la resolucién de la ecuacion (76) teniendo como dato la
derivada del desplazamiento, y por lo tanto, la incégnita que se va a intentar averiguar es
la distribucién de presiones. Los dos problemas de contacto que se van a acometer en este
apartado son el del contacto hertziano entre dos superficies curvas y el del contacto
elastohidrodinamico.

El problema matematico a resolver consiste en calcular la fukfgconocida una recta
g(x) tal que:

f Fs) ds=g(x) (77)
x-S

su solucion general es conocida [55] y tiene la forma:

Fx)- f G g(s)m C (78)
\/7 N

para una funcién dg(s) que sea una recta:

g(s)= A s+B (79)

se conoce la solucion analitica de la integral con lo que al final se obtiene:

Ax? B+ Aa

Flo- @ 2, ¢ (80)

ma’-x> n2/a’-x?
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Geometria del contacto entre dos cuerpos. Condicidon de impenetrabilidad.

Para la obtencién del desplazamiento de las superficies libres de los cuerpos en contacto,
se va a replantear el modelo de Hertz de obtencion de las tensiones de contacto,
estableciendo la validez de las simplificaciones realizadas en el modelo, y su comparacion
con modelos mas exactos.

El modelo escogido por Hertz para el contacto entre dos cilindros se basa en una
simplificacion de una geometria con el fin de ser tratada matematicamente con mayor
sencillez. En el siguiente apartado se establecera el rango de validez de estas
simplificaciones.

Modelo geométrico de Hertz

En la Figura 13 y en la Figura 14 se observan las magnitudes utilizadas en las ecuaciones.
Para una distancia totél entre centros, se va a aplicar una fuerza entre los dos cilindros
de forma que los puntos situados a una distaraie la recta que une los dos centros
pasan a estar en contacto después de la aplicacion de la fuerza entre los dos centros.

7 R, J)

i
><
—

~ v
| —

Y

C Z,

\4

Figura 13 Magnitudes geométricas del contacto entre dos cilindros sin presion

El acercamiento total,, es igual a la suma de deformacio®sy W, de los dos puntos
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gue van a estar en contacto al inicio antes de aplicar ninguna fuerza, como se puede
observar en la Figura 14. En los puntos de alrededor sera igual a la deformacion mas la
distancia que han tenido que recorrer antes de entrar en contacto, eZdecir,

Z=z,+z, (81)

o =z, +2,+ W + W, (82)

z, se puede poner en funcion del radio del cilindro 1 y de la coordexaamlagual quez,,
con solo aplicar el teorema de Pitagoras.

Z,=R, f\/Rffxz

2
ZZ=R?_7 R2 *X2

(83)

Estas expresiones son exactas aunque dificiles de tratar matematicamente, por lo que se
desarrollan en serie de Taylor en torna=4.

/!

0
2, (0)=2,(0) +2/(O)x - Zl; ) 2. (84)

Esta expresion se puede simplificar sabiendo zfwees una funcién nula y de pendiente
también nula al ser horizontal en el origen, a la vez que despreciando todo el resto de
sumandos por encima del tercer grado, se obtiene la siguiente pardbola aproximativa de la
funcion real:

2
- 85
7,(x) 2R (85)

Con lo que recomponiendo la expresion del acercamiento total entre cilindros se obtiene
la expresion.
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Figura 14 Magnitudes geométricas del contacto después de actuar la presiéon

Z=z, +12:;(; +I:2JX2
1
(86)

W, y W, son los desplazamientos calculados a partir de la teoria de elasticidad tratando la
superficie como una superficie semiinfinita.
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Este contacto entre dos cilindros se podria asemejar, a efectos de célculo de tensiones, al
contacto entre una superficie plana 8=y un cuerpo cuya superficie tiene la forma de una
parabola de coordenadadada por la expresion:

Z=i(i+i)x2 (87)
2\ R, R,

Concepto de cilindro equivalente.

Como se ha visto en la condicion de impenetrabilidad, la geometria del contacto entre dos
superficies curvas, se puede asemejar a la geometria del contacto entre una superficie plana
de radio de curvatur®=c y ademas rigida, y un cilindro cuyo radio de curvatura es la
suma de los radios de los cilindros en paralelo, y cuyo modulo de Young es la media
también en paralelo de los médulos elasticos planos.

Esta equivalencia entre problemas se va a utilizar tanto en el estudio del contacto hertziano,

como en el contacto elastohidrodinamico, de forma que las magnitudes deRrgdie
rigidez E estan referidas siempre al cilindro equivalente.

Contacto hertziano

En el contacto hertziano, como se ha visto en el apartado anterior, se conoce la suma de
los desplazamientos, de las superficies en contacto. Esta deformada es asemejada a
suponer que la superficie de contacto es una superficie recta. Se aproxima a una parédbola
la separacion entre las superficies con lo que se obtiene que

i +i,= & -2_1sz (88)

donde 6 es el acercamiento total de los cuerpos, y el término parabdlico es una
aproximacion de la separacion inicial de las superficies, referido al cilindro equivalente y
la superficie rigida cuando estdn en contacto en un solo punto en el origen de coordenadas.

54



Traduciendo la ecuacion (88) en términosgir) de la expresion (79) queda que

A-TE

= ,  B=0 (89)
2R

con lo que sustituyendo en (80) se tiene una funcién de distribucién de fuerza en funcién
de la constant€

nE 2_(1_2
2R (90)

n(a’-x?)

C-

p(x)=

para que la presion no se haga infinito cuamdeaa, el numerador de (90) tiene que ser
igual a0 en esos puntos, con lo que se obtiene la relacion.

c-TE (91)
4R

Por otra parte hay que tener en cuenta que la presion es siempre positiva y que la fuerza
total que actua entre las superficies es un dato conocido y que es igual a P con lo que al
integrarp(x) entre-a y +a se obtiene curiosamente que

P- [p(x)dx=:—1§a2 (92)

con lo queC=P, y sustituyendo en (90) se obtiene la distribucion de fuerzas en el contacto
hertziano de la ecuacion

p(x)=2—P2 a*-x* (93)

Ta

gue es la elipse tipica mostrada en la Figura 15 cuyo mawyse toma como criterio de
fallo en las normas de seguridad de fallo por fatiga superficial en engranajes y cojinetes.
Esta presion maxima esta localizadaxe®® como es facil de observar.

Esta solucion es idéntica a la obtenida por Hertz [48] y Poritsky [76].
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Figura 15 Distribucion de presiones en el contacto hertziano.

Contacto elastohidrodinamico

La teoria de Grubin de contacto elastohidrodinamico establece que para soportar altas
cargas se necesita que el espesor de pelicula de lubricante sea constante, de este modo
establecio que el cilindro equivalente se deforma de igual modo a como si el contacto fuera
seco, quedando la superficie del cilindro en el contacto paralela a la superficie rigida.
Asimismo determin6 en este caso el espesor de pelicula dentro y fuera de la zona de
contacto [43] a partir de la ecuacién de Reynolds.

f
f
.

A P70 %

Figura 16 Deformacion elastohidrodinamica del cilindro equivalente

Esta teoria tiene puntos comunes con la solucién numérica [26], ya que da un espesor de
pelicula muy parecido, pero la distribucion de presiones proporcionada por la solucion
numeérica indica que el cilindro equivalente no se deforma segun una superficie plana como
en el contacto hertziano, sino que en ciertas condiciones aparece un pico a la salida, que
se acentla cuando aumenta la velocidad y la carga.
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Un planteamiento desarrollado por Greenwood [41] es mantener la hipotesis de la teoria
de Grubin de que para soportar altas cargas se necesitan superficies planas, pero en lugar
de abarcar la superficie plana toda la superficie, solo abarca una porcion de la misma tal
como se observa en la Figura 16.

Para aplicar lo desarrollado con anterioridad al contacto elastohidrodinamico, Greenwood
[41] traslada el eje de referencia una distandjacon el objetivo de poder aplicar las
ecuaciones anteriormente desarrolladas en donde el origen de coordenadas se encuentra en
el centro de la zona de contacto, asi la nueva expresianp @adra la forma:

R (94)

derivando esta expresion y aplicando la condicibn geométrica de contacto (88) en la
expresion (77) queda:

f&dszn gXd (95)
Jox-s R

cuya solucién aplicando (80) da lugar a la siguiente distribucion de presiones:

p(x) _E

C a+d x-x* (96)
2R

a’-x?

El valor de la contant€ debe ser tal que dé lugar a presiones positivas en todo el intervalo
de contacto desda hastata. El valor que cumple esta condicione €-=d+a con lo que
gqueda:

E|d a+a*+d x-x*
_ (97)
) 2R a2 —x2 ]
p(x):£ d(a+x)+(a2+x2) (98)
R e
_£ a+x . 2 2 (99)
p(x)sz d Ja—x \/a X ]
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esta expresion ultima se puede poner en forma adimensional en fund@én/dey u=d/a,

tal como viene en la expresion (100). La representacion de la presion a lo largo de la zona
de contacto es muy parecida a la solucién numérica de Dowson y Higginson [26], pero con
la facilidad que implica la disposicion de una expresién analitica de la presion.

aE 5 1+ (100)
R 1— “+ _
PO= | V1-En 1_5]
5
| ‘\
u:
&4 | | p=0.5
(=¥
§ 3| |
E |
2 2 L /
g
E 1 B //;::‘/_ *ﬁf\\ij\ u=0.1
/ \NHertz
0 ‘ | |
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Distancia al centro de presiones, x/a

Figura 17 Distribucion de presiones en diferentes regimenes de lubricacion.

La integral de la presion expresada en funciorg @mtre -1 y +1 da lugar a la fuerza total
gue actua entre las dos superficies, que se diferencia de la fuerza total del contacto
hertziano en un factor funcion Unicamentede

2
P- T“ZRE (1+2p) (101)

Tanto el parametrp como el ancho de contacto depende de las condiciones de lubricacion,
y en concreto de las condiciones a la salida del lubricante. El procedimiento de calculo se
detallara mas adelante. Dependiendo del paranmete obtienen diferentes curvas en la
distribucion de presiones de la fuerza, seguin se muestra en la Figura 17.

La solucion de Dowson y la de Greenwood parten de la solucidn del problema elastico en
combinacion con la ecuacion de Reynolds, pero lo que es cierto matematicamente, presenta
una imposibilidad fisica por el principio de Boussinesq, el cual establece que el gradiente
de presiones en los bordes del contacto debe ser finito. La soluciéon de Greenwood presenta
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siempre un pico de valor infinito, aunque la porcion de area sea muy pequefia, mientras que
la numérica de Dowson no lo presenta pero debido a las limitaciones del propio método.
Experimentalmente se ha comprobado que realmente existe el pico de presiones, si bien,
de valor mucho méas pequefio que el obtenido por las soluciones numéricas.

11.4 Lubricacion elastohidrodinamica en el contacto.
Perfil de presiones

Una vez obtenida la fuerza por el método sefialado en el capitulo anterior, que actua en
cada punto de los dientes durante el engrane, junto con el diagrama de velocidades, se
tienen los datos para afrontar el problema de la lubricacién. La lubricacion es un factor
importante que influye de manera determinante en el comportamiento del diente ante el
fallo superficial. Por una parte el espesor de pelicula tiene que ser lo suficientemente
grande para evitar el contacto directo metal-metal de las asperezas, y por otra tampoco debe
ser muy grande pues iria en detrimento del rendimiento de la transmision.

La lubricacion puede seguir varios regimenes. Cuando la fuerza que soporta la pelicula es
muy baja, los dientes en contacto tienen una deformacion despreciable y el régimen se
denomina hidrodinamico o newtoniano. Si las cargas llegan a tomar un valor considerable,
las superficies se deforman elasticamente y se dice que el régimen es viscoelastico, y
cuando la carga es tan alta que deforma plasticamente las superficies en contacto se dice
gue se ha entrado en régimen viscoplastico, este régimen no es deseable para el
comportamiento del engranaje. Una clase de régimen viscoelastico es el llamado
elastohidrodinamico que se produce cuando la viscosidad del lubricante crece
exponencialmente con la presion a una temperatura constante. Esta regla es una
aproximacion de un ajuste mas perfecto pero mas dificil de tratar matematicamente como
la relacion de Roelands [36].

Para la obtencion de la solucién del problema elastohidrodinamico se tienen que resolver
las ecuaciones del flujo de fluido y las de la elasticidad de los sdlidos. Dowson y
Higginson [26] proporcionaron una solucion numerica a las ecuaciones, y aunque se hayan
aportado posteriores mejoras al método como las de Paolo [68], sus correlaciones del
espesor de pelicula se contindan utilizando en la actualidad. Grubin resolvié analiticamente
las ecuaciones bajo la hipotesis de que las cargas altas las soportan superficies planas, y
obtuvo que el campo de presiones que se ejercia sobre las superficies coincidia con el dado
en el contacto seco, es decir, con el de Hertz [55]. Greenwood [41] haciendo un cambio
de referencia en la resolucion de las ecuaciones extendid la hipotesis de Grubin, pero en
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lugar de suponer que la superficie plana afecta a todo el semiancho de Hertz, mediante una
traslacion de coordenadas obtuvo una solucion analitica mas perfecta cuyo campo de
presiones ya tenia todas las caracteristicas observadas en la solucion numeérica, como el
pico en la presion ejercida sobre la superficie. Pan y Hamrock [67] proporcionan unas
correlaciones ampliando las de Dowson para el pico de presiones y su localizacion. Ishii
et al. [52] desarrollaron un sistema experto para el control de la lubricacion con estas
expresiones. De la existencia de este pico no se duda, el mecanismo de formacion se
comprende si dadas las altas velocidades de las superficies lubricadas, la zona de entrada
y la de salida son independientes, la zona de entrada determina el espesor de la pelicula
gue se mantiene constante hasta que el equilibrio de fuerzas exige que se deje de ejercer
presion alguna entre las superficies, es entonces cuando se produce el pico de presion y la
constriccion en el pelicula tan caracteristicos del régimen elastohidrodinamico a la salida
del contacto.

Las soluciones elastohidrodinamicas para el caso plano se pueden aplicar al caso
tridimensional incluso cuando la profundidad de contacto es menor que el semiancho de
contacto, como sefialaron Evans y Snidle [33]. También sirven para condiciones no
estacionarias, pues la formacion del régimen es casi inmediata, como lo muestra el trabajo
de Hooke [50]. S6lo en la estimacidn de la fuerza de rozamiento por el perfil del diente se
ha detectado un pequefio y despreciable lazo al cambiar rapidamente el sentido del
deslizamiento [49].

Para estudiar la influencia de la rugosidad superficial en el régimen de lubricacion, el
parametro mas aceptado para estimarla es el espesor especifico de petjcalandica

la relacion entre el espesor de pelicula y la desviacion tipica de la rugosidad de las
superficies.

Segun Evans y Johnson [31], cuandoes mayor que 6, la influencia de ésta es
despreciable. Cuandbesta entre 0,6 y 6, el régimen es semielastohidrodinamico, es decir,

el régimen elastohidrodinamico ocurre a pequefa escala entre cada una de las asperezas,
con lo que cambian los parametros. Cuardes menor de 0,6 el factor predominante ya

no es el lubricante sino el contacto directo entre asperezas.

Los célculos de friccion y desgaste son desarrollados por las normas ISO y AGMA bajo
la hipdtesis de régimen semielastohidrodinamico, con correlaciones semiempiricas.
Policarpou et al. [75] han desarrollado correlaciones con un buen ajuste afiadiendo el
parametro de resistividad eléctrica entre superficies en lubricacion entre los factores a tener
en cuenta.

En este apartado se ha desarrollado un modelo fisico-matematico de las variables
elastohidrodinamicas de dos cilindros lubricados. El objetivo de todo lo desarrollado es la
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obtencion del mapa tensional en la subsuperficie y el coeficiente de rozamiento de los
engranajes cilindricos en cuya linea de contacto se simula el modelo desarrollado.

Propiedades de los lubricantes

La caracteristica principal de los lubricantes en los engranajes es la viscosidad la cual varia
con la temperatura y la presion. Los lubricantes mas usuales en los engranajes y que
permiten un amplio rango de viscosidades, son los aceites minerales, a los que
generalmente se afiaden aditivos para mejorar su comportamiento en servicio. En este
apartado se veran los modelos escogidos entre los muchos que existen en la bibliografia,
para la mejor representacion del comportamiento de los lubricantes en servicio. Los valores
de las constantes que aparecen en las correlaciones son facilmente obtenibles en las bases
de datos de aceites de las marcas comerciales, de forma que siempre se trabaja con un
aceite determinado cuyas caracteristicas se incluyen en la base de datos, y no con uno
genérico usando las denominaciones normalizadas.

Densidad

La densidad de los lubricantes viene usualmente indicada por el indice APl que esta
relacionada con la densidad a 60 F (15.6 °C) por la siguiente relacion:

API=1419 4315 (102)
p

Este indice facilita el manejo de la cifra de la densidad del aceite pues la diferencia entre
densidades de los distintos aceites esta en el orden de las centésimas y su influencia puede
ser importante en el valor de la viscosidad dinamica.

Variacion de la viscosidad con la temperatura

La correlacion usada para la determinacion de la variacion de la viscosidad con la
temperatura viene descrita por la norma ASTM D341/90.

IOgm(loglo(:)L +0,7 )) =A-B log,,T (103)

Esta correlacion es debida a Walther y es la usada en [2] para obtener las rectas de sus
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graficas. La viscosidad cinematigdp tiene unidades de centistokes, la temperatura T es
la absoluta efiK y la constantdB es la denominada "pendiente ASTM" del lubricante. Para
obtener las constantes, la norma indica que se debe medir la viscosidadka y1@0210

°F determinandose las constaniBy A a partir de estos dos valores. Esta correlacion se
considera valida cuando la viscosidad dindmica se encuentra entre 2" \¢8t10

Existe una denominacion muy utilizada en el estudio de lubricantes que indica su
comportamiento a diferentes temperaturas, es la denominacion SAE la cual tiene dos cifras;
una esta relacionada con la viscosidad & (@ la otra tiene que ver con la viscosidad a

210 °F.

Variacion de la viscosidad con la presion

La variacion de la viscosidad con la presion es de capital importancia para la determinacion
del régimen de lubricacion, y en su caso para la determinacion de los parametros del
régimen elastohidrodindmico como se vera en un apartado posterior. La regla mas aceptada
para modelizar la variacion de la viscosidad con la presion es la debida a Roelands:

Z
log nt’P+1200=<10g T],,0+1200)(1 +%) (104)

Esta correlacion estd recomendada para presiones mayores de 10 MPa, y el coeficiente de
RoelandsZ aparece en las bases de datos disponibles de los lubricantes para uso a grandes
presiones como es el caso de los lubricantes de engranajes.

En el régimen elastohidrodinamico de lubricacion en el que la variacion de la viscosidad
con la presion es influyente, el val@ de Roelands es dificil de manejar por lo que
normalmente se usa el coeficiente piezoviscoso o también llamado coeficiente de viscosidad
elastohidrodinamica que proviene de la relacion de Barus [55]:

Np = My e°f (105)

Una forma de obtenex es despejarla de la regla de Barus para los rangos de presiones P
de funcionamiento. Para el rango de funcionamiento normal del aceite en un sistema
concreto, este coeficiente varia muy poco por lo que la regla de Barus se considera una
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buena aproximacion a la regla de Roelands.

a=Lin( Mer (106)
P T]t,O

Cuando con el aceite se proporciona el valor deaugenérico, éste se ha obtenido
integrando a lo largo de todo el rango de presiones dec0 a

]

0

( Mo Jdp (107)
T]z,P

Cameron [19] proporciona una aproximacion al estimar que el valor elga relacionado
con la viscosidad dindmica, es la denominada expresién de Wooster:

«=(0.6+0.965log ,cP)x10 ® Pa’! (108)
donde cP es la viscosidad atmosférica del aceite en centiPoises.

Aditivos de los lubricantes

Los aceites tienen aditivos para conseguir mejorar su comportamiento en servicio. Es bueno
conocer los aditivos que llevan los aceites con el fin conocer las cualidades y los riesgos
gue se asumen cuando llevan un tipo determinado de aditivo. Asi se ha visto su influencia
en la aceleracién del crecimiento de la grieta cuando son del tipo sulfuroso [88], también
la falta de aditivos puede producir un tipo de fallo en la transmision por engranajes no
prevista en un principio como puede ser el enceramiento del aceite por bajar la temperatura
del aceite hasta un valor tipico (pour point), o la oxidacion de las superficies, la mayor
sensibilidad al desgaste severo por aumento de la temperatura, etc.

En el modelo de lubricacién desarrollado en la tesis se supone que los lubricantes llevan
los tipos de aditivos necesarios para evitar todo tipo de fallo indeseado.

Presupuestos

Respecto al régimen de lubricacion estudiado se presupone que la velocidad de los

engranajes es lo suficientemente alta y la rugosidad de su superficie lo bastante pequefa
para que siempre se puede suponer régimen de lubricacion elastohidrodinamica, de forma
gue se pueda despreciar la influencia de la rugosidad superficial en todas las expresiones.
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En el caso de que se tuviera que tener en cuenta la rugosidad superficial porque el espesor
de pelicula calculado asi lo aconseje, se tendria que hacer uso de la teoria
microelastohidrodinamica, pues el fallo no se produciria en la subsuperficie del engranaje
sino en la aspereza, en ese caso el tipo de fallo que se producira sera el desgaste por
adhesion o por delaminacion.

La temperatura de trabajo serd estacionaria y se tienen las caracteristicas viscosas del
aceite. Esta suposicion se debe a que la teoria elastohidrodinamica se ha desarrollado
suponiendo que el régimen es isotérmico. Esto no quiere decir que no aumente la
temperatura por la friccion y sino que los contactos son intermitentes, el incremento de
temperatura en cada contacto es muy pequefio, de forma que se alcanza una temperatura
tal que el calor producido en un contacto se disipa antes de volver a contactar de nuevo.
Ademas hay que tener en cuenta que el contacto entre dientes de engranajes no es de
rodadura pura salvo en un punto por lo que al existir deslizamiento se produce el efecto
cortante que se traduce en un mayor calentamiento de la pelicula.

Determinacion del perfil de presiones sobre la superficie de dos cilindros
lubricados v del espesor de la pelicula

La determinacion de la distribucion de presiones se basa en la solucion de la ecuacion de
Reynolds y la ecuacion de continuidad. Existen soluciones numéricas (Dowson vy
Higginson) y también se han hallado soluciones analiticas, a partir de la simplificacion de
las ecuaciones de partida. Estas soluciones analiticas concuerdan muy bien con las
soluciones numeéricas.

Solucion Dowson-Higginson

La solucién numérica mas aceptada es la obtenida por Dowson y Higginson [26], los cuales
determinaron numéricamente la solucion al sistema de ecuaciones formado por la ecuacion
de Reynolds, y la distancia entre los perfiles en funcion de las variables elasticas de los
cilindros que se han supuesto isétropos y perfectamente elasticos:

X2

h(x)—h0+(2—R)—% [ps)in“=las (109)
nE"’,

X-=S
S
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B _jon e v 1M (110)
dx h3

en donde las incégnitas stiix) y p(x).

La solucién a este sistema se ha puesto en funcion de unos parametros adimensionales que
se describen a continuacion:

1/2

A (111)
2nRURE"
__Ph” (112)
2nRU
R
k- “P (113)
21,R*U

donde P es la carga total que es soportada por el pelicula.

En funcion de estos tres parametros adimensionales se distinguen tres regimenes de

lubricacion:
a)J<03 y K<0.7
En este caso se puede despreciar la deformacién y la variacién de la
viscosidad con la presion. Régimen isovisco-rigido.

b)(K¥J*™ < 0.4
Los cambios de la viscosidad son despreciables comparados con la
elasticidad. Régimen isovisco-elastico.

c) K¥P)¥ <15
En este caso el régimen es claramente elastohidrodinamico en el que
intervienen tanto la variacion de viscosidad como la deformacion de los
cilindros. Se pueden aplicar las correlaciones proporcionadas por Dowson
y Higginson en la solucion numérica. Régimen visco-elastico o

elastohidrodindmico.

Existe también el régimen visco-rigido, pero no se considerara en lo que sigue. Siempre
se trabajara en las condiciones del caso c) en lo que a este modelo se refiere, ya que son
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las condiciones mas habituales.

La correlacion proporcionada por Dowson y Higginson para el caso c) es:

H = 1.4 K056 joos (114)

De esta forma se determina el espesor de la pelicula con bastante aproximacion. El perfil
de presiones dado numéricamente tiene la forma que se da en la grafica con un pico
caracteristico y un acortamiento en el semiancho de aplicacién de presiones.

4
35 |

D

3L
25 L
2 L
15 e‘

1L MB
f

|
0.5 | \ A
0 \

-05 ! | | |

p/p-

x/a

Figura 18 Perfil de presiones obtenidas en la solucion numérica.

La existencia de estas caracteristicas del perfil de presiones ha sido comprobada mediante
procedimientos experimentales pero no se ha podido establecer su valor con precision.
Correlaciones de Hamrock [45]

Hamrock utiliza la solucién numérica de Dowson y Higginson y aplica correlaciones, al
espesor minimo de pelicula, al pico y al valor de su altura, pero no determina el valor
exacto del perfil de presiones.

Solucién de la teoria generalizada de engranajes de Costopoulos [23]

Basado en la teoria generalizada de engranajes de Costopoulos y suponiendo un
comportamiento determinado del lubricante se ha determinado numéricamente con un
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método similar al utilizado por Dowson y Higginson el espesor de pelicula a lo largo de
la linea de engrane. Este modelo no da opcion para la determinacion del coeficiente de
rozamiento, aunque es interesante la determinacion de la viscosidad de la pelicula que
puede ser mas aproximada a la real en ciertos casos.

Solucién de Grubin [43]

La primera solucién analitica se debe a Grubin. Se descubre que para altas presiones con
ap,>5 la ecuacién de Reynolds exige que la pelicula deba ser casi paraldiatpron

lo que la deformacién de los rodillos es la misma que si se estuviera en el contacto seco.
La solucién del problema pasa por solucionar el problema de Hertz. El largo del semiancho
de banda coincide con el dado por la férmula de Hertz.

Grubin proporciona una expresion para la forma de la pelicula a la entrada del contacto
(115), que coincide con la deformacién de dos cilindros elasticos en contacto sebo mas
gue sera el espesor de la pelicula en principio desconoeid®ria el semiancho de
contacto proporcionado por Hertz.

h) k9 1((1)2_1)”2_1n i{(ﬁ)z_lJm (115)
2

R| a

Junto con la regla de variacion exponencial de la viscosidad con la presion (regla de Barus)
y sustituyendo en la ecuacion de Reynolds se obtiene la correlacion:

H = 0.89 K°7 J 0% (116)

siempre que

h* > 1.417(an U)*R"a 1 (117)

A partir de las condiciones a la entrada, Grubin ha obtenido un espesor de pelicula muy
parecido al obtenido por solucién numérica, de lo que se deduce que el espesor viene dado
por las condiciones a la entrada. El inconveniente de esta teoria es que no proporciona el
perfil de la distribucién de presiones salvo en la entrada, no dando explicacion del pico en
la salida ni del ancho de la zona de presion proporcionada por la solucion numérica, con
lo que supone un estado tensional hertziano en la subsuperficie.

Solucién de Greenwood
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Figura 19 Perfil de presiones de Greenwood.

En un articulo titulado "An extension of the Grubin Theory" Greenwood [41] haciendo una
traslacion del centro de presiones una distacen el contacto entre dos cilindros de
modo que forme una zona plana (necesaria para que el pelicula soporte cargas altas, que
es la misma suposicion de Grubin), junto con la ecuacion de Reynolds, y la regla de Barus,
obtuvo una distribucion de presiones que ya tiene las caracteristicas de la solucién numérica
a la salida del contacto, es decir, el pico y el estrechamiento del perfil de presiones.

Las ecuaciones correspondientes (118) dan unos perfiles de presione&=ehtyeé=1
muy parecidos a la soluciones numeéricas asimismo, proporciona el espesor de la pelicula

fuera de esta zona.

Basandose en a las condiciones a cumplir en la entrada y en la salida, Greenwood obtiene
numéricamente los valores dey con ello el espesor de la pelicula y todas las
caracteristicas del flujo.

ﬂ: 1 (1—5)1/2"'“( 1+6)1/2]
Py (1+2p)'? 1-¢
_d _X (118)
M P 3 b
b E*
bZ-b(1+p)- R, =
']'[;E* 2R

Una deduccion de estas expresiones se puede encontrar en el apartado 1.3 donde se estudia
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la mecanica del contacto.

La expresion para el espesor de la pelicula viene dado por la correlacion biparamétrica
siguiente:

h=2(aq)**(apy)®’ (119)
en donde
- * 32 120 +1/2
/ 2 0 1212
noUR : (T]OU)]/R x 2RV

1.5 Determinacion del coeficiente de friccidon

La determinacion del coeficiente de friccion entre dos cilindros lubricados tiene especial
importancia a la hora de disefiar piezas mecanicas que trabajan sometiendo sus superficies
a grandes fuerzas de contacto con movimiento relativo entre ellas. El coeficiente de
rozamiento influye en el rendimiento y en el analisis resistente del contacto.

Dada su importancia, se ha trabajado mucho este tema y esta siendo estudiado por muchos
equipos de investigacion. Los comités de las normas tecnoldgicas AGMA e ISO también
proporcionan estimaciones del coeficiente de friccidn en funcion de la aplicacion concreta.

Los modelos para la determinacion del coeficiente de friccion se pueden dividir en modelos
experimentales y modelos generales. Los modelos experimentales se han obtenido a base
de correlacionar los valores de friccion con las variables que influyen para un elemento
concreto (ej. AGMA proporciona formulas para la determinacion del coeficiente de friccion
para engranajes en la que entran multitud de factores).

Los modelos generales, tienen una base mas fundamentada en la teoria y se fijan solo en
el fendmeno de lubricacion plena, es decir, cuando el espesor especifico de gekésula
mayor de 6. Estos ultimos modelos dan resultados extrapolables a una amplia gama de
problemas.

Con el modelo utilizado por esta Tesis Doctoral, a partir de los datos que han servido para
hallar las caracteristicas hidrodinamicas, se podra determinar la fuerza de arrastre. Segun
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los presupuestos con los que se esta trabajando, el espesor de la pelicula es mucho mayor
gue la rugosidad superficial por lo que se despreciara la intervencion de ésta en el
problema.

Modelos experimentales

Modelo Polycarpou

Polycarpou y Soon [75] determinan experimentalmente la fuerza de friccion y la
correlacionan con el espesor de la pelicula (a partir de una correlacion triparamétrica de
Dowson y Higginson), las caracteristicas rugosas de las superficies, la resistencia 6hmica
del contacto, las velocidades reducidas y las caracteristicas viscosas del lubricante. Siempre
trabajando con la hipétesis de lubricacidn elastohidrodindmica parcial en donde el espesor
de la peliculah es menor del doble de la desviacion tipica de la rugosidad superficial.

Modelo de la norma AGMA

El apartado A7.3 de la norma AGMA [2] se basa en el trabajo de Kelley (1963) en el que
se trata de determinar el coeficiente de friccion en el contacto entre dos dientes.

Lo primero que hace es proporcionar un coeficiente medio de friccion que depende
Unicamente de la rugosidad superficial de las superficies, el que s6lo dependa de este factor
hace suponer que trabaja en régimen seco despreciando las caracteristicas del lubricante,
aparte de despreciar otros factores de los que también depende el rozamiento seco, y que
son mucho mas influyentes.

La expresion que proporciona la norma se muestra a continuacion, es una expresion debida
al mismo autor que proporciona un coeficiente de rozamiento para cada instante, que tiene
en cuenta otros factores como la viscosidad del aceite, las velocidades entre las superficies
y la carga total que actla en ese instante, pero apenas quedan reflejadas las caracteristicas
del flujo y de la geometria de contacto.

317 105X
pm=0,0127Sé);oslog10 L NE (121)

— 2
n oﬂvsve

La nomenclatura de los signos coincide con la proporcionada por la AGMA. Las unidades
vienen en el sistema internacional. S es la desviacion tipiqgamenX; es la fraccion de
carga totalw, es la fuerza normal entre dientes enves la velocidad de deslizamiento
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en el punto de contacto en mig,es la velocidad elastohidrodinamica en m/s) yes la
viscosidad dinamica en cP.

Los modelos proporcionado por las normas AGMA e ISO en sus apéndices no constituyen
criterio para determinar la resistencia superficial de calculo, por lo tanto no tiene en cuenta
la lubricacion a la hora de determinar la tension nominal de fallo por fatiga superficial. En
la presente tesis se considera crucial la lubricacion para la determinacion del fallo pues
puede provocar que el contacto no sea hertziano.

Modelo de la ISO [25]

El comité ISO TC-60 proporciona una formula para la determinacion del coeficiente medio
de friccion que es mas hidrodinamica, tiene en cuenta todos los factores del flujo, pero se
fija sélo en un punto de todo el recorrido: el punto primitivo; y su valor experimental es
limitado pues no tiene en cuenta la variaciéon de carga y viscosidad a lo largo de todo el
intervalo de contacto. Este coeficiente medio de friccion viene dado por

W \0,25 R
umzo’lz( t J [—a

0,25

(122)

n oﬂve prc

donde p,, es el radio de cilindro equivalente, es la fuerza tangencial transmitidaRy
es la rugosidad media.

Férmula de Buckingham [17]

Es una expresion muy utilizada, citada en un trabajo reciente [98], el cual pone el
coeficiente medio de friccion en funcion Unicamente de la velocidad de deslizamiento.
Aunque sea experimental y usada con frecuencia no tiene en cuenta toda la cantidad de
factores que suelen influir en el valor de friccibn media. Su expresion es

0,125v

k, =0,05¢ " 7"+0,002 fv_ (123)

Modelo elastohidrodinamico de friccion
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Crook [41] mostré que la fuerza de friccion debida al lubricante se corresponde con (124).
Segun la teoria de elastohidrodinAmitas constante en la zona de contacto con lo que

la fuerza de friccién se debe a las fuerzas cortantes producidas en el lubricante en las zonas
de entrada y salida de la zona de carga. De este modo Greenwood obtuvo expresiones
integrales que se resuelven numéricamente.

F.=[h dp (124)

Tanto las solucion numérica de Greenwood como las medidas experimentales de Crook
muestran que la fuerza de friccion es proporcional@. La discrepancia entre Greenwood

y Crook esta en la constante de proporcionalidad. En Greenwood varia desde 2.7 a 3.7
cuandoH (dado en funcion dd y K) varia de 100 a 0.001. Los valores experimentales
salen mucho menores debido al retraso en la formacion del pico de presion.

Como valor de la fuerza de friccibn en este modelo se tomard una constante de

proporcionalidad de 3.5 que representa el valor mas comun, siendo ligeramente conservador
en la mayoria de los casos.
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1 M ODELO DE CALCULO DE LAS
NORMAS AGMA E ISO

En este capitulo se van a revisar en detalle las normas tecnologicas mas usuales en el
célculo de engranajes cilindricos de perfil de evolvente a fallo superficial. En este analisis
exhaustivo se veran los puntos en los cuales va enmarcado el estudio realizado en la
presente tesis. Ya que se pretende disponer de un modelo de comportamiento que
complemente los calculos propuestos por las normas. En ningun caso se ha pretendido
sustituirlas pues la experiencia y saber hacer de los profesionales que intervinieron en su
elaboracion esta fuera de toda duda.

1.1 Modelo AGMA

El modelo AGMA de calculo de resistencia a picadura viene descrito por la normas [2] y
[5]. En este apartado se hara un extracto, adaptando la nomenclatura a la usada a lo largo
de la tesis para hacer mas facil la comparacion entre los diversos modelos que se van a
estudiar.

Las tensiones maximas admisibles han sido calculadas en base a las férmulas desarrolladas

por Hertz [48] para la presion de contacto entre dos superficies curvas, modificado por el
reparto de carga entre dientes adyacentes.
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La formula fundamental tiene la siguiente expresion [2] para la tension nominal superficial

g =C FNt Ca CS Cm Cf (125)
4 C,dFI

Esta formula se deduce de la teoria de contacto de Hertz, y representa la presion maxima
de contacto, la cual debe ser menor que la admisible corregida con unos factores

o,<o, i Cu (126)
CT CR
en dondeC; es la constante elastica de contacto
C,- ! - | E
T 127
Loy | (1w (2
El E2
7
F - 1,91 10’ H (128)
w, d

donde H es la potencia transmitida en ki) es la velocidad angular del pifion en rpm, y
d es el diametro de funcionamiento primitivo del pifion en mm.

Los coeficientes correctores de tienen en cuenta factores como las sobreca@aks
cargas dinamica€,, el tamafnoC,, la distribucién de carga por desalineamie@gq la
condicion de la superfici€,. mientras que los coeficientes referentes,aienen que ver
con las caracteristicas del material de trabajo: el factor de@jdal factor de fiabilidad
Ck, la relacion de durezas,, y el factor de temperatura de trabaje.

El factor| de (125) es el factor geométrico a picadura, y se obtiene de la norma [2]
I cosq)erz

1 (129)
Ed my

este factoll es el que determina qué punto del pifién es el mas desfavorable, asi como el
valor de la tension que debe ser menor que la admisible (126) que esta directamente
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relacionada con la obtenida a partir de la formula de Hertz [48].

Resumiendo todas las deducciones realizadas por la norma de estas formulas se puede
simplificar su planteamiento, a partir de un modelo de comportamiento que, si bien,
necesita emplear mas pasos para obtener la misma solucion final, es mucho mas intuitivo,
y no tiene el caracter de caja negra que presentan las férmulas proporcionadas por la
norma.

Para la determinacion del factben (125) la norma distingue entre los engranajes rectos

y los helicoidales, y dentro de los engranajes helicoidales se encuentran los que tienen
grado de recubrimiento en el saltpmenor que 1y los que lo tienen mayor de 1. Supone

el grado de recubrimiento fronta) entre 1y 2.

Engranajes rectos

En el caso de engranajes rectos el punto critico que toma la norma AGMA es el radio de
contacto Unico superior, es decir, el menor radio del tramo de carga no compartida del
pifion. La fuerza a aplicar F es la correspondiente a la potencia transmitida dividida por la
velocidad angular y por el coseno que forma la linea de accién con la perpendicular a la
linea que une los dos centros. Esta fuerza es la fuerza normal que actia entre las dos
superficies.

P H

W, cos Op

(130)

El punto que la norma toma como critico, el radio de contacto Gnico superior, es el punto
donde el radio de curvatura equivalente de cont&&s el menor en todo el tramo de
carga no compartida. Como se vio en el capitulo de fundamentos teoricos el radio de
curvatura de este punto es igual a

1 1
= (131)

2 2 2 2
Tuit 7 Tpr T2 Ty

1 1,1
R R R,

y como longitud efectiva de contacto la norma toma el ancho del diemees supone que

la carga se distribuye sobre esta longitud de modo uniforme, como es de suponer por la
simetria del problema. En el caso de que hubiera desalineamientos la norma aplica un
factor correctolC,, en (125). También evita que el nUmero minimo de dientes en contacto
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simultdneamente sea mayor que la unidad, pues ésta es una condicién impuesta en las
hipotesis de trabajo de la norma.

De esta norma ya se tienen todos los términos a incluir en la férmula de Hertz, que se
aplicara sucesivamente:

o= | FE (132)

Engranajes helicoidales cag>1

En el caso de engranajes helicoidales ggrl en el que el nimero de dientes en contacto

es mayor de 2 en todo momento, la norma introduce un nuevo concepto para el calculo de
engranajes que es el "radio medio del pifidp; que no es mas que el punto medio del

perfil que trabaja. Tomando la linea de accion, hay un segmerio el que un par de
dientes esta transmitiendo potencia, el punto medio de este segmento es donde engrana el

radio medio del pifidbn. Su expresion matematica viene dada por
1
! 133 , r,711=§(7a]+c—ra2)

en donder, es el radio de cabeza@ es la distancia entre centros de funcionamiento.

La norma sefiala como critico este punto en su modelo de calculo de la tensién superficial.
Para la determinacion del radio de cilindro equivalente, se tiene en cuenta que la directriz
del contacto no se produce en el plano frontal sino en el plano perpendicular a las lineas
de contacto, de forma que el radio de curvatura de Hertz siguiendo considerandolo plano,
por el teorema de Euler es la proyeccién del radio de curvatura frontal sobre le plano
normal.

R oo 134

2 2 /2 2
Pt =Yo1 \Tm2"Th2

En esta ecuacién la magnitugl, se corresponde con el radio de la rueda que engrana con
el radio medio del pifién.
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Para la determinacion de la longitud efectiva de conthgta norma ha elegido la longitud
minima de contacto cuya expresion viene demostrada en el capitulo de fundamentos
teoricos, en la cual se distinguen dos casos, segun la suma de las partes decirgales de

y EB-

Una vez se tiene el radio de cilindro equivalente y la longitud efectiva de contacto se aplica
la formula de Hertz (132) con lo que se obtiene el valor de la tensién nominal de contacto.

Engranajes helicoidales cap<l

Para engranajes helicoidales a1 el punto critico que escoge la norma es el radio de
contacto Unico inferior al igual que en el caso de engranajes rectos. La particularidad se
encuentra tanto en la determinacion del radio de cilindro equivalente, como en la
determinacién de la longitud minima de contacto.

Para la determinacién del radio del cilindro equivalente, al igual que en el caso anterior,
el radio de curvatura de Hertz es, por el teorema de Euler, la proyecciéon del radio de
curvatura frontal sobre le plano normal. De este modo queda

cosy,

1 1
- ] (135)

2 2 [2 2
rui] _rbl \e’ rusZ_rbZ

111
11, 1
R R R,

Para la determinacién de la longitud efectiva de conthgta norma no toma la longitud
minima sino que aplica un coeficientg Xl ancho del diente. En este coeficiente entran

a formar parte unas entidades matematicas como son el radio medio del pifién y de la rueda
definidos de igual modo a como se han definido para el casg>de

" R R 7

C$=1ep(1M (136)

R\RPy

dondeR; y R, son los radios de curvatura de los perfiles en el radio de contacto Unico
inferior, y R.; Y R, son los radios de curvatura en el radio medi@s la longitud de la
linea de accion, Y, es la longitud de paso sobre la sobre la seccion normal

P = m cos ¢, m (137)

N
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la longitud efectiva de contacto sera en este caso

I~ F C, (138)

con lo que aplicando la ecuacién (132) se obtiene la tension nominal de disefio que se
tomard como criterio de fallo.

1.2 Modelo ISO

El modelo de célculo a presion superficial recomendado por el comité ISO TC-60 aplica
al igual que la norma AGMA la teoria del contacto de Hertz. El criterio de céalculo que
aplica es el siguiente

On= Opo \/KAKVKHBKHa < Opp (139)

en dondeo, el valor de calculo de la tension que depende Unicamente de los valores
nominales de los pardmetros de disefo. Los factores correctores incluidos dentro de la raiz
cuadrada tienen en cuenta las cargas de choqgue @S vibraciones debidas al error de
transmision (K), la distribucion de carga longitudinal (), y la distribucion de carga
transversal (k). El factor de distribucion de carga longitudinal,jKesta influenciado
unicamente por los desajustes del montaje [57].

La tension nominal de disefio se obtiene mediante la siguiente expresion:

F, w1 (140)
Fd u

04o=Lylil L B

en la que los factores son los que tienen en cuenta los pardmetros geométricos de disefio.
Al igual que se ha hecho con el factbde la norma AGMA, en este apartado se van a
desglosar los factoreg de forma que se presentara el modelo a partir de la teoria de
contacto de Hertz, y la teoria generalizada de engranajes de igual modo a como se ha
realizado con la norma AGMA.

El valor de resistencia del materia),, tiene que ir ponderado por otros tantos factores
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Oup=Opum Ly Ly Ly Ly Ly Zy (141)

en donde se pondera le valor resistente del material teniendo en cuenta la duracion por
fatiga £,), la viscosidad del aceit&(), la velocidad Z,,) pues influye en la formacion del

film, la rugosidad superficial4;), la relacion de durezas entre las dos superficies en
contacto %), y el factor de tamanaZ). El factorZ; lo expone como relacionado con la
friccion, mientras que no intuye que esta formado por la distorsién que se produce sobre
la distribucion de presiones eliptica de Hertz.

La norma ISO distingue para su célculo entre engranajes rectos y engranajes helicoidales,
gue se expondran por separado.

Engranajes rectos

El Comité ISO considera el punto de rodadura como el punto mas desfavorable para la
determinacién de la presion superficial. El valor del radio de cilindro equivalente en este
punto se obtendria a partir del angulo de presion de funcionamgento

R cosd, (142)
TP osd

R oy S0 (143)
27TP2 o b

El radio de cilindro equivalente se obtiene de forma similar a como se obtuvo en la
ecuacion (131), pues el radio de curvatura en el punto de rodadura de uno de los perfiles
es igual a la distancia de dicho punto hasta el punto de tangencia de la linea de accion con
la circunferencia de base.

11,1 1 1
R R, R2\/ (144)

2 2 2 2
Fei= Vo1 \Tr27Th2

La longitud efectiva de contacto es proporcional al valor del ancho de~caependiendo
del grado de recubrimiento frontg). En cualquier caso es mayor gkelo que se traduce
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en unas tensiones criticas de contacto menores que las reales.

3
4-¢

a

l,~F (145)

Para el célculo de la tension nomirml, se vuelve a recurrir a la formula de Hertz (132).

Engranajes helicoidales

En el caso del estudio de engranajes helicoidales, el punto critico tomado por la norma ISO
es el punto de rodadura al igual que en el calculo de dientes rectos. Los radios de curvatura
son calculados en este punto pero en la seccion normal. EI cambio de seccion se hara
conforme a como lo hace la nhorma AGMA en la ecuaciéon (135), con lo que el radio de
cilindro equivalente quedara:

Ll cony, [ 1! 146

2 2 /2 2
Fri7Tor \Tr27 T2

Para determinar la longitud efectiva de contacto tal como lo hace la norma ISO, se tiene
en cuenta gue el contacto entre dos engranajes cilindricos helicoidales se realiza en un
plano, y sus lineas de contacto se describieron en el capitulo de fundamentos tedricos. La
longitud de contacto no es la minima salvo cuando el recubrimiento en el salto es un
namero entero y el engranaje es de baja relacion de aspee®).(

| =F—° (147)
cosy,

Una vez se dispone del radio de curvatura y de la longitud efectiva de contacto ya se puede
aplicar la formula de Hertz para determinar la tension critica de contacto a comparar con
la de referencia del material.

1.3 Consideraciones a las normas 1ISO y AGMA

Los modelos de célculo recogidos en estas normas internacionales, incorporan hipétesis y
métodos de calculo que, si bien permiten obtener resultados razonablemente validos en la
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mayoria de los casos de un modo relativamente sencillo, ni son del todo precisos
(especialmente en el caso de ruedas con dentadura desplazada o distancia entre centros no
nominal), ni aprovechan las posibilidades que ofrecen tanto la potencia de las modernas
computadoras personales, como la precision de los nuevos modelos elasticos y de calculo.

Los modelos de las normas no incorporan el desplazamiento de la herramienta en el tallado
en sus formulas, suponiendo que el perfil generado por la cremallera es el resultado de su
tallado a una distancia nominal, es decir, cuando el espesor del diente en el radio primitivo
es igual al espesor del hueco en el mismo radio. Esto supone una limitacion grande en el
disefio, al despreciar un aspecto que en su fabricacién tiene un costo nulo y sin embargo
de su buen uso en el disefio se pueden extraer grandes prestaciones.

Otra objecion que se puede poner a ambas normas es que la tension nominal de contacto
tomada es la presion maxima de Hertz, ya que suponen un perfil eliptico de tensiones en

el contacto de dos superficies curvas. Se sabe que la tension critica en el caso de que la
distribucion eliptica de presiones ocurre a una distancia de 0.7 el semiancho de contacto

y que el valor de su tensién cortante maxima es de 0.3 veces el valor de la presibn maxima

de Hertz, es decir, la tension de rotura equivalente en el ensayo de traccion es de 0.6 veces
el valor de la presibn maxima de Hertz. De aqui se deduce que la tension nominal no es

mas que un valor orientativo.

Por otra parte, la admision de la teoria de Hertz del contacto, es una generalizacién bastante
discutible en muchos casos. En el contacto seco las fuerzas de friccion son lo
suficientemente altas para no poder despreciar la componente tangencial a la hora de
calcular las tensiones de contacto. En el caso de superficies lubricadas, el coeficiente de
rozamiento baja lo suficiente como para poder despreciar la influencia de la componente
tangencial en las tensiones de contacto, pero el perfil de presiones puede dejar de ser
eliptico en ciertas condiciones de lubricacidon, como muestran las soluciones numéricas de
Dowson y Higginson [26], y corroboran ciertas medidas experimentales.

Otro capitulo a discutir seria la suposicion que hacen las normas al distribuir la carga por
igual a lo largo de la linea de contacto, de forma que la longitud efectiva de contacto es
casi siempre la minima, aunque en algunos casos no es asi, mas por simplificacion del
célculo que por razén de concepto. El hecho de que el diente deforme cuando se le aplica
una carga, y que la flecha dependa en gran medida del punto de aplicacién de la carga,
hace que en un sistema hiperestatico, como el formado por dos cuerpos cargados a
diferentes, alturas las cargas no se distribuyan uniformemente sino que adoptan un valor
gue depende del estado energético de los puntos de aplicacion de la carga. Este es un
problema complejo al ser la geometria del diente compleja, lo que exige un tratamiento
numerico cuyas soluciones son dificiles de encuadrar en formulas sencillas, que tengan en
cuenta la multiple variedad de casos.
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La localizacion del punto critico a lo largo de la linea de engrane, muchas veces mas
parece fuente de la experiencia que del modelo de calculo adoptado por las normas. Esta
falta de coherencia, que se tratara al discutir cada una de las normas por separado, hace
necesario un modelo de calculo a presion superficial, amplio, profundo, y bien
fundamentado que corrobore los resultados experimentales, y sean una buena base para el
célculo de engranajes. No se trata de anular las normas sino de complementarlas, pues no
se puede prescindir del valor que le han dado los afios y el prestigio. De este nuevo modelo
trata la presente Tesis Doctoral.

A continuacion se va a particularizar la critica hacia cada uno de los modelos en los puntos
gue se han observado como mas interesantes:

La norma AGMA:

- El valor de radio medio es a primera vista arbitrario, pues el punto critico desde el
punto de vista del modelo es el radio de contacto Unico inferior, pues es en ese
punto donde el radio de cilindro equivalente es menor y por lo tanto la presion
maxima de Hertz es mayor. El hecho de que la norma haya localizado en el radio
medio el punto de fallo, es seguramente fruto de la experiencia. Sin embargo, la
experiencia obedece a alguna ley fisica que se debe tratar de conocer. Esta ley
puede venir tanto de la mecanica de contacto, como de la teoria elastohidrodinamica
de lubricacion como del calculo de la distribucion de la fuerza a lo largo de la linea
de contacto.

- La longitud minima de contacto en engranajes helicoidales cuapdb es
imprecisa dando valores mayores de los reales. En el resto de casos coinciden los
valores dados con los reales.

La norma ISO:

- El factor de lubricacion y el de velocidad se incluyen entre los factores de
resistencia del material, cuando dependen en gran parte de los parametros de disefio.
Con los desarrollos que ha sufrido la teoria elastohidrodinamica, se puede afrontar
el problema tanto del calculo del perfil de presiones sobre las superficies de
contacto, como el calculo de los coeficientes de rozamiento.

- El punto critico en el calculo a presion superficial de engranajes rectos no es el del
punto de rodadura, sino el del contacto Unico superior, que es el que tiene menor
radio de cilindro equivalente. Este modelo tiene en cuenta las observaciones
experimentales [12] [35], en las cuales se observa que el dafio se produce en la
zona comprendida entre el punto de contacto Unico superior y el punto de rodadura.
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1.4

El razonamiento es el mismo que el realizado para el caso del radio medio de la
norma AGMA. El hecho de que los dos radios estén muy préximos en la mayoria
de los casos indica que existe cierta coherencia entre las dos normas para el caso
de engranajes helicoidales ceyrl.

El valor de la longitud minima de contacto pagz1 no es la real sino que es un
valor mayor que proviene de la relacion entre el ancho de cara real y el ancho de
cara efectivo, este ultimo valor la norma lo toma un valor aproximado, como sefial6
Trimtchev [90], este valor lo toma de suponer un caso particular y extrapolar a
todos los casos. El caso particular de que el grado de recubrimiento de paso es un
numero entero, y se trata al igual que en la norma AGMA de un engranaje de baja
relacion de contacto, es deci<2.

Recapitulacion

Dadas la incoherencias encontradas de una parte, en el calculo de las tensiones criticas y
su localizacion a lo largo de la linea de engrane, y de otra parte, en los modelos fisicos en
los que se basan; los instrumentos de los que se disponen actualmente facilitan que el
problema se estudie mas a fondo y se haga una revision en profundidad del modelo,
modificandolo y buscando otro mas coherente. Los aspectos que no tienen en cuenta las
normas, y que podrian justificar estas incoherencias son:

a)
b)
c)
d)

La distribucién de carga no uniforme a lo largo de la linea de contacto.
La teoria elastohidrodinamica de lubricacion.

La mecanica de contacto.

La rugosidad superficial.
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IV M ODELO DE REPARTO DE CARGA
ENTRE DIENTES DE ENGRANAJES

Uno de los problemas que se plantean en el disefio de engranajes es la distribucion de la
carga a lo largo de la linea de contacto. Este problema so6lo se estd acometiendo
altimamente gracias a la aparicion de los ordenadores.

En el caso de engranajes rectos, en el que la linea de contacto es paralela a los ejes de las
ruedas, y su longitud es un mdultiplo entero del ancho de cara, se puede admitir, por
simetria, que la carga que soporta un diente se distribuya uniformemente a lo largo de su
anchura, pero permanece planteada la incognita de como se reparte la carga entre las
distintas parejas de dientes simultaneamente en contacto.

En el caso de los engranajes helicoidales se suma la dificultad de que no hay simetria en
la linea de contacto entre una pareja de dientes, lo que cabe suponer es que al ser distinto
el estado de energético entre los distintos puntos de la linea, la carga no es uniforme a lo
largo de ella. La carga por el principio de minima energia se distribuiria de forma que
hiciera minima la energia potencial elastica.

A pesar de ello, no es excesiva la atencion que prestan a este aspecto las normas
internacionales de disefio. Tanto las recomendaciones AGMA como las del comité ISO/TC-
60 establecen modelos de célculo a flexién y a presion superficial partiendo de la hipotesis
de que la carga se distribuye uniformemente a lo largo de la linea de contacto, si bien la
longitud de dicha linea, y por consiguiente, la carga por unidad de longitud, es diferente
en ambos modelos [73].

En este capitulo se desarrolla un modelo para la determinacion de las fuerzas que actian
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en cada punto de la linea de contacto.

Siendo diferente el caso del engranaje recto y el del engranaje helicoidal se han
desarrollado los dos modelos por separado.

En el caso de engranaje recto debido a la simetria se estudiara el reparto de carga cuando
actuan dos parejas de dientes en contacto y se desarrollard un modelo sencillo, haciendo
uso de la técnica de los multiplicadores de Lagrange. El problema es bidimensional y los
datos a obtener seria la fraccion de carga que corresponderia a cada par de dientes.

Para el estudio de engranajes helicoidales se partir4 de principios mas generales de modo
gue las soluciones afecten tanto al reparto de carga entre pares de dientes como al calculo
de la distribucion de carga a lo largo de la linea de contacto en un mismo par de dientes
conjugados. Para ello se necesita afrontar el problema en el espacio tridimensional. Los
desplazamientos serian hallados por el MEF, y con los resultados se aplicara un método de
minimizacién de energia.

En un sistema multicuerpo como el que se esta tratando, el primer paso es tomar el modelo
de comportamiento elastico del diente, que es necesario para la determinacion de los
trabajos de deformacion. Se parte del modelo geométrico dado en el capitulo uno. Una vez
obtenida la energia elastica de deformacion, se tratara de hallar la distribucién de fuerza
gue haga minima la energia de deformacion.

V.1 Reparto de carga entre dos pares de dientes
rectos

Es interesante estudiar el reparto de carga entre los dos pares de dientes de carga
compartida para comprender mejor los dos tipos de fallo mas frecuentes, que son el de
rotura a flexion y el de fallo superficial. Para el calculo a flexion de dentaduras rectas, las
condiciones mas desfavorables se tienen en el llamado punto de contacto Unico superior -
limite superior del intervalo de carga no compartida-, en el que, efectivamente, el modo en
gue la carga se reparta es irrelevante, ya que en el punto considerado no esta repartida. Sin
embargo, este razonamiento no es aplicable ni a la flexion de engranajes helicoidales, ni
menos aun al célculo a presion superficial.

Las dos normas AGMA e ISO citadas parten, para el célculo a presion superficial, del
modelo de Hertz de contacto entre sélidos [48], aunque de nuevo difieren en la localizacion
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Figura 20 Distribucion de fuerza segun la norma ISO

del punto critico, de maxima presion de contacto. Mientras ISO/TC-60 [25] recomienda
calcular la presion en el punto de rodadura, AGMA [2] considera el punto de contacto
anico inferior del pifibn para engranajes rectos, y el punto medio para engranajes
helicoidales con recubrimiento en el salto mayor que 1, mientras que para ruedas de baja
relacion de contacto axial (con recubrimiento en el salto entre 0 y 1) considera un punto
intermedio entre los dos anteriores, tanto mas préximo a uno u otro cuanto mas se acerca
el recubrimiento en el salto a 0 6 a 1.

Sin embargo, si las ecuaciones de Hertz se aplican a las condiciones de engrane bajo la
hip6tesis de reparto uniforme de la carga, se obtiene que el punto tedrico de maxima
presion superficial no se localiza, por lo general, donde predicen las normas, sino en la
cabeza del pifién o la rueda, si se trata de engranajes helicoidales, o también en uno de los
limites del intervalo de contacto Unico, para ruedas rectas, segun los casos [70] [72].

Lo anterior pone de manifiesto la precariedad de la hipétesis de reparto uniforme de la
carga, pero posiblemente no invalida los métodos de calculo, a flexion y a presion
superficial, que la incorporan. Sin embargo, resulta del todo inadmisible para el
establecimiento del modelo de lubricacion. Asi, el apéndice A de AGMA [2] presenta un
factor de distribucidén de carga entre dientes de engranajes rectos, variable a lo largo de la
linea de engrane, que utiliza para la determinacién del espesor minimo de pelicula, la
temperatura de "flash" y el coeficiente de rozamiento.

Este factor de distribucion de carga, para el caso de dentaduras no modificadas, parte del
valor 1/3 al inicio del engrane, aumenta linealmente con la posicion del punto de contacto

en la linea de engrane, hasta el valor 2/3 en el punto de contacto Unico, aqui salta
bruscamente al valor 1, que se mantiene hasta el otro extremo del intervalo de contacto
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Figura 21 Fuerza gque actua sobre un diente a lo largo de la linea de engrane(AGMA)

anico, en donde salta hasta 2/3, para descender linealmente hasta 1/3 en el punto de
finalizacién del engrane, tal como se muestra en la Figura 21. Sin embargo, la norma no
presenta justificacion alguna acerca del origen de estos valores, ni, curiosamente, los toma
en consideracion en el calculo a presién superficial de los dientes.

En este apartado se presenta un modelo de distribucién de carga entre dientes, basado en
la aplicacion de métodos variacionales para la determinacion del reparto de cargas que hace
minimo el potencial eléstico de las dentaduras en contacto. El coeficiente de reparto asi
obtenido se ha comparado con el que se presenta en [2], y se ha utilizado en la
determinacion de la presion superficial.

Planteamiento del modelo bidimensional

Supuesto el diente del engranaje como una viga en voladizo de seccion rectangular de
espesor constante el ancho de cara del diente y anchura variable el espesor del diente
en cada punto del perfil , la rigidez en cada punto, entendida como el desplazamiento del
punto en la direccién de una carga unidad que actla sobre el mismo punto, sera también
variable. Del producto de la rigidez por el modulo de la fuerza, o lo que es lo mismo, del
producto escalar de la fuerza por el desplazamiento, se obtendra el doble de la energia de
deformacion, o potencial interno, del diente, admitida la hipotesis de aplicacion progresiva
de la carga.
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Si se considera la pareja de dientes en contacto, se puede definir la rigidez del par como
la rigidez de uno cuando la carga actia en uno de sus puntos mas la del otro cuando la
carga actua en el punto que engrana con el anterior. Puesto que en el proceso de engrane,
la accion de un diente sobre su conjugado es igual y de sentido contrario a la de éste sobre
el primero, el potencial interno del par de dientes, suma de los potenciales de cada diente,
sera igual a la mitad del producto de la carga por la rigidez del par. Naturalmente, la
rigidez de un par de dientes varia con el punto de contacto, y por tanto, a lo largo de la
linea de engrane.

Figura 22 Modelo elastico del diente

Finalmente, en el intervalo de carga compartida, se tendrdn dos parejas de dientes en
contacto, y la carga total repartida entre ambas. Puesto que los puntos de contacto
simultaneo en ambas parejas estan relacionados entre si en concreto, estan separados una
distancia igual al paso de base, medida sobre la linea de engrane , la rigidez de unay otra
parejas también estardn relacionadas, y el potencial interno total sera la suma del potencial
interno de cada pareja, que sera diferente en cada punto de la linea de engrane, al ser
variables tanto las rigideces como la fraccion de la carga total que actla sobre cada pareja.

El modelo que se propone consiste sencillamente en suponer que el reparto de carga se
realiza de forma tal que este potencial interno total se hace minimo, sujeto a la restriccion

de que la carga total es constante (supuestas constantes la potencia que transmiten los
engranajes, asi como sus velocidades de giro). Para obtener este minimo se aplicara el
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método variacional de los multiplicadores de Lagrange, para lo cual se habra de determinar
previamente la rigidez de cada pareja de dientes en cada punto de engrane.

Determinacion del potencial interno

Para la determinacién de las rigideces de los dientes, se partird del modelo que se
representa en la Figura 22, que se basa en las siguientes hipotesis:

- El diente se supondra empotrado en su base, y la carga aplicada en su eje,
gue coincide con la linea neutra.

- La seccion del empotramiento es la definida por los puntos de tangencia del
perfil del diente con la circunferencia de pie, a ambos lados del diente.

- La teoria de la viga elemental es aplicable pese a las pequefias dimensiones
del diente.

A partir de estas hipotesis, los desplazamientos de la se¥ggnbre la que actla la fuerza
Fy, debidos a la flexionf,, a la cortaduraf,, y a la compresiont,,, que produce la misma
fuerzaF,, seran

YP
f - f Ncosd)NP(YP—Y)dY
o EI

YP
Fo1a fFNC"S%'dy (148)
S GA

dondeE es el modulo de elasticidad del materi@lel modulo de elasticidad transversal,
A el area de la seccion leel momento de inercia geométrico de la misma, parametros,
estos ultimos, que vienen dados por las expresiones

A=Fh
(149)

- L Fw
12
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siendoF el ancho de cara de las ruedas gl espesor del diente en la seccion caracterizada
por Y. El principal inconveniente para evaluar las integrales anteriores estriba en la
complejidad para expresaren funcion deY, especialmente en la zona del pie del diente,
donde el perfil responde a la ecuacion de una trocoide. Una expresion de la relacion entre
h e Y, obtenida a partir de la geometria de la herramienta de tallado y de las condiciones
de corte, puede encontrarse en el capitulo uno y en [38]. A partir de esta relacion es posible
evaluar f,, f, y f, mediante procedimientos convencionales de calculo numérico.
Naturalmente, estos valores dependeranYdeque a su vez depende del punto de
aplicacion de la carga, y por tanto del punto de la linea de engrane en que se produce el
contacto. En otras palabras, los desplazamientos, o lo que es lo mismo, las deformaciones,
variaran a lo largo de la linea de engrane.

Por consiguiente, en cada punto de la linea de engrane, y teniendo en cuenta la direccion
de los desplazamiento§, f, y f,, se tendra un desplazamiento total:

&59) r-[52- (1.1

gue formara con el eje horizontal un angulo

o = arctg( .f” . ) (151)

En consecuencia, el potencial interno del diente vendra dado por

U, = %FNfcos(d)NP—oc) (152)

Las mismas ecuaciones pueden utilizarse para determinar el potencial interno de la rueda
con la que engrana el engranaje considerado, si bien se habra de tener en cuenta que, en
este casoy, es el correspondiente al punto que engrana con el punto considerado de la
rueda anterior@,, el angulo correspondiente a la normal por el mismo punto, y, por
supuestoh(Y) la relacion correspondiente a la nueva rueda. El punto del diente conjugado
gue engrana con el punto considerado de la primera rueda puede determinarse partiendo
de la condicion de que la suma de los radios de curvatura de los perfiles en puntos que
contactan en algun momento del engrane, es igual a la proyeccién del segmento que une
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los centros de las dos ruedas sobre la linea de engrane [69], y por tanto se tiene:
(153)

I I
2 2\2 (.2 22 _
(ﬁ"’bz) +(”2"’b2) = Csend

donder, y r, son los radios de ambos puntog, y r,, los radios de base&; la distancia
entre centros yp el angulo de presion de funcionamiento.

A partir de las consideraciones anteriores, y siguiendo el proceso descrito, se podra

determinar el potencial interno de la segunda rudgaa partir del cual se puede afirmar
gue el potencial interno de la pareja de dientes es:

U=U, ~U, (154)

que, al igual quaJ, y U,, varia a lo largo de la linea de engrane.

Desarrollo de método de calculo de distribucidon de carga

En el desarrollo del programa para el célculo de la distribuciéon de fuerzas, se ha
modelizado el diente en el caso plano.

Consta de las siguientes partes:

- Definicién del perfil del diente, y condiciones de engrane.

- Comprobaciéon de no-penetracion, apuntamiento, interferencia, holgura radial,
holgura de paso.

- Céalculo de desplazamientos del punto de aplicacion de la carga, de cada uno de los
dientes.

- Determinacion de la energia de deformacion en cada estado de carga.

- Obtencién de la funcion de energia de deformacién, a lo largo de la linea de
engrane, obtenida por interpolacién de los puntos discretos calculados.

- Céalculo del minimo de la energia de deformacion.

La geometria del diente, las condiciones de engrane, y las comprobaciones de
funcionamiento, han sido obtenidas del capitulo de fundamentos teoricos. Para el calculo
del desplazamiento del punto de aplicacién de la carga se ha supuesto que el diente
deforma como una viga en voladizo de seccion variable, de tal modo que la energia de
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deformacion sera el producto escalar de la fuerza aplicada por el vector desplazamiento de
la fibra media del diente.

El vector desplazamiento se obtiene resolviendo numéricamente las integrales de
deformacion por flexion, cortadura y compresion. La funcion de la energia de deformacion
ha sido obtenida por interpolacién polindmica de Lagrange, de forma que para un mismo
engrane se dispone de una funcion analitica continua a lo largo de la linea de engrane. Esta
funcidn resultard muy til para el calculo de la distribucion de fuerzas entre varios pares
de dientes rectos en contacto, y el calculo de la distribucion de fuerzas a lo largo de la
linea de contacto entre dientes helicoidales.

Funcion de energia

El mecanismo para obtener una funcion continua a partir de unos valores dados en puntos
discretos, se ha basado en la funcion polindmica de interpolacion unidimensional obtenida
a partir de la resolucion de ecuaciones lineales que se originan de establecer que la funcién
deba pasar por todos los puntos obtenidos.

La funcidén genérica de interpolacion normal sebig)

d)={1 x x2 .. x"{ (155)

n

los coeficientan; se calculan para hacerlos pasar por el veapdrde forma que se obtiene
el siguiente sistema

2 3 n
Q, 1 xy x5 x5 . Xg ||%
O _ % (156)
O 1 x, x x|,

de donde se pueden obtener los correspondientes a la funcion de energia. En la
resolucion de problemas se han obtenidodpsjue relacionan el doble de la energia de
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deformacion con el radio donde se produce el contacto.

Determinacién del minimo de la funcion de energia.

El célculo del minimo de la funcién de energia de deformacion tiene interés a la hora de
calcular la localizacion del maximo de la distribucion de fuerzas en engranajes helicoidales,
como ya se vera mas adelante. De momento no se calculara el maximo de este valor sino
solamente su localizacion.

Una vez se ha obtenido el vecton}{ la obtencién de la derivada analitica d&x) es
inmediata, y se puede elaborar facilmente un procedimiento para la obtencion de un cero
de esa funcién por el método de Newton-Raphson. Como puede tener varios ceros reales,
es bueno darle un valor inicial que se encuentre en el intervalo de contacto.

En los ejemplos realizados, el minimo en este intervalo es Unico y se encuentra cerca del
radio de rodadura, y méas cerca aun del radio medio definido por la norma AGMA para el
célculo de engranajes cilindricos helicoidales.

En el capitulo siguiente, en el que se tratara de la distribucion de carga entre dientes
helicoidales se mostraran tablas y gréaficas respecto a la variacion de este minimo de la
funcién de energia, el radio de rodadura de la norma ISO y el radio medio de la norma
AGMA.

Introduccién del gradiente en un intervalo

Para la discretizacion de las integrales a lo largo de la trocoide se ha tenido que
implementar un gradiente para determinar qué puntos del eje de abscisas van a ser usados
para la discretizacion. Las ecuaciones de la huella del diente se expresan en forma
paramétrica, en donde el radio y el espesor vienen expresados de forma paramétrica en
funcién del angulap que es el angulo en el que la huella de la herramienta talla la rueda.

Al dividir en intervalos iguales el angulp hace que las abscisas de la integracion salgan
muy concentradas en la base del diente. Para conseguir una mayor homogeneidad y por lo
tanto una mayor precision en la integracién con un minimo esfuerzo de calculo, se tendra
gue aplicar un contragradiente solpede forma que las ordenadas sean mucho mas
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homogéneas. Si se quisiera conseguir que los intervalos sean iguales y por lo tanto poder
aplicar el método de Simpson en la integracion, se tendria que aplicar el método de
Newton-Raphson, lo que agrandaria el problema innecesariamente.

La solucién del problema ha pasado por aplicar un contragradieptengo procedimiento
ha sido el siguiente:

- Division del intervalo dep en puntos equidistantes. Este intervalo recorre dastle

hasta el angulo de presion de la herramienta, y cada uno de estos valores se
multiplica por un factorf(i) en funcién de su alejamiento del punto de entronque.

h(i) =¢+(§—¢) +fD) (157)

f(i)=$(i NN (158)

siendoi una sucesion de numeros enteros desde O hasta
Otra opcion viene dada al determinar un gradiente lineal y obligar a que el intervalo del

final sea un k veces el primer intervalo. Este método se ha comprobado que es menos
eficiente que la primera solucion planteada.

Modelo de distribuciéon de carga del potencial minimo

En todo el intervalo de contacto Unico, la carga se soporta en una unica pareja de dientes,
cuyo potencial interno se podria calcular por el procedimiento anterior, a partir de un valor
paraFy

F, = (159)

donde H es la potencia transmitidawyla velocidad angular de la rueda. Por el contrario,
en el intervalo de carga compartida, esta misiase reparte entre las dos parejas
simultdneamente en contacto. El potencial interno de cada pareja también se puede calcular
por el mismo procedimiento, sin mas que tener en cuenta que los puntos de dos dientes
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consecutivos de la misma rueda simultaneamente en contacto, verifican que los radios de
curvatura por ellos a los correspondientes perfiles, se diferencian en el paso de base [38],
es decir

(160)

N | —

1
2 2\3 2 2 B
Fip = Tp )" ~\Fg-Tp)" =Tm cosd,

siendom el médulo y@, el &ngulo de presion de la herramienta de tallado. A partir de
estas consideraciones se pueden determinar los potenciales internos de ambas parejas de
dientes,U, y U, a expensas de determinar que fraccion de la carga soporta cada una de
las parejas. El modelo que se presenta supone que dicho reparto se realiza de forma tal, que
el potencial interno total +U, es minimo.

Para determinar este potencial minimo, sga&l potencial interno de la primera pareja
cuando transmite una carga unidad,uy el de la segunda, engranando en el punto
correspondiente, también cuando la carga que soporta es unitaria. Cuando, en condiciones
de operacion, la carga total transmitida sgase cumplira
Fy=Fy,+Fy,
(161)

2 2
= +
U=u,Fy,~u,Fy,

Para imponer la condicion de potencial minimo se aplica el método de los multiplicadores
de Lagrange, para lo que se define la funcion

2 2
K =, Fyy,+u, Fy,+A(Fy-F, -Fy) (162)
a la que se aplican las condiciones de estacionariedad, resultando
9K _ouF -0 (163)
aFNp p P
9K _ouF, -0 (164)
oFy, R
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S =Fy-F,-F, =0 (165)

sistema que, una vez resuelto, arroja el resultado

u

FNp= 5 FN
R (166)
u

FN— P FN

7 y +uy
p g

Se aprecia que, puesto qugy u, varian a lo largo de la linea de engrane, tambiéen el
reparto de carga varia con el punto de contacto.

1.2
/E: 1 Evolucién de presion de Hertz
<
= [
J 038
)
< 0.6
Q
<
;E 0.4
Q
8
= 0.2

0 |
0 5 10 15 20

Distancia en la linea de engrane, m

Figura 23 Evolucion de la distribucién de carga y de la presién de contacto a lo largo de
la linea de engrane.

Resultados

La Figura 23 muestra la evolucion de la fraccidén de la carga total que soporta una pareja
de dientes, a lo largo de la linea de engrane, para un ejemplo de transmisién definido por

96



los siguientes datos:

- Parametros de tallado: angulo de presiof, 28ctor de altura de cabeza 1,
factor de altura de pie 1.25, radio de acuerdo en la cabeza de la herramienta
0.3

- Pifidn: 20 dientes, desplazamiento O

- Rueda: 60 dientes, desplazamiento O

- Distancia entre centros 0.9963 veces la nominal, radios de cabeza calculados
para factor de holgura radial de 0.25

En el eje de abscisas se muestra la distancia del punto de contacto al punto de tangencia
de la linea de engrane con la circunferencia de base del pifidén, y en el de ordenadas la
fraccion de la carga soportada por la pareja de dientes considerada. Es de destacar la
similitud de esta grafica con la que se presenta en el apéndice de la norma AGMA [2].

En dicha referencia, el valor de la fraccion de carga que transmite el diente en el instante
en que comienza o termina su engrane es de 1/3, mientras que al principio y al final del
intervalo de contacto Unico, dicho valor asciende hasta 2/3. Estos valores son notablemente
similares a los que se obtienen mediante el modelo desarrollado para el caso que se
representa en la Figura 23. Para otros casos se obtienen valores ligeramente diferentes, que
oscilan entre 0.25 y 0.4 para el comienzo y finalizacion del contacto, y entre 0.6 y 0.75 en
los extremos del intervalo de contacto Unico.

La Figura 23 muestra también la distribucion de la presion superficial a lo largo de la linea
de engrane, obtenida por aplicacion del modelo de Hertz con la distribucion de carga
obtenida. Se observa que, en el caso estudiado, la presion de contacto critica se produce
fuera del intervalo de contacto Unico, concretamente en el limite inferior del intervalo de
engrane del pifidén, discrepando, por tanto, del criterio adoptado por las normas, que
localizan el punto critico en punto de contacto Unico inferior del pifion [2] o en el punto
de rodadura [25]. Sin embargo, se puede apreciar también que esta presion de contacto
critica es solo ligerisimamente superior a la que se produce en el punto de contacto Unico
inferior, como considera, sin justificar las razones, la norma AGMA. Esta diferencia es
mucho mayor si se aplica directamente el modelo de Hertz con la hipotesis de reparto
uniforme de la carga [72].

Evaluando la presion de contacto por este procedimiento de utilizar el modelo de Hertz con
el reparto de carga que aqui se propone, se ha estudiado la evolucion de la presion critica
frente a variaciones de los parametros de los que depende, y se han comparado los
resultados con las previsiones de las normas AGMA e ISO. Por razones de extension, no
procede presentar exhaustivamente los resultados de este analisis; se incluye tan sélo un
comentario de algunos de los mas relevantes.
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Figura 25 Efecto de la variacion del nimero de dientes en la rueda

La Figura 24 muestra la evolucion de la presion de contacto frente a variaciones de la
distancia entre centros, manteniendo constantes los radios de cabeza, como es el caso de
dos ruedas ya fabricadas. Se aprecia que las tensiones ISO y AGMA presentan una
tendencia muy similar, de muy ligero crecimiento. Sin embargo, la presién en el punto de
finalizacion de engrane del pifibn crece inversamente, cuando la distancia entre centros
disminuye, pudiendo llegar a ser critica, como sucedia en el ejemplo de la Figura 23.
Andlogamente, la Figura 25 muestra la influencia de la relacion de transmision, que se
estudia por medio de la variacién del nUmero de dientes de la rueda. Se observa de nuevo
una tendencia contraria en el punto de finalizacion de engrane del pifidn a los restantes,
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Figura 26 Efecto de la variacion del factor de desplazamiento

incluido el punto de contacto Unico superior.

Por dltimo, en la Figura 26 se presenta la influencia del desplazamiento en el pifion.
Destaca que, en este caso, la tendencia de la presion de contacto en el punto de finalizacién
de engrane no difiere en exceso de la que presentan las tensiones ISO y AGMA, al
contrario que en el punto de contacto Unico superior, que crece rdpidamente, llegando a
convertirse en el punto critico relativamente pronto, en el ejemplo, para factores de
desplazamiento superiores a 0.25.

Conclusiones

En este trabajo se presenta un método para evaluar el reparto de carga entre dientes en
cualquier punto del intervalo de carga compartida de un engranaje recto. El método esta
basado en el criterio de minimo potencial de deformacion, cuya obtencion se lleva a cabo
mediante la aplicacion del método de los multiplicadores de Lagrange a la funcion
potencial, calculada, en cada punto, a partir de la geometria de los dientes. La distribucion
de carga asi obtenida, en cada punto de la linea de engrane, resulta ser sensiblemente
parecida a la que la norma AGMA adopta, sin presentar justificacion alguna, para el estudio
de la lubricacion de perfiles no modificados.

Dicha distribucion de carga se ha aplicado al modelo de Hertz para evaluar la presion de
contacto en todo el intervalo de engrane, resultando que la prediccion de la presion critica
por este procedimiento es mucho mas parecida a la que hacen las normas internacionales
—especialmente AGMA que la que se obtendria de aplicar directamente el modelo de la
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propia norma, pero a todo el intervalo, no sélo al punto que ésta sugiere.

Finalmente, se ha realizado un analisis de variacion de la presion de contacto con diferentes
variables de disefio, encontrandose que, pese a que la prediccion de las normas y la que se
deriva del modelo desarrollado son coincidentes en la mayor parte de los casos, sigue
siendo posible encontrar situaciones en que la presion critica se presente en puntos
diferentes de los sugeridos por las normas, como es el punto de finalizacion de engrane del
pifion, cuando la distancia entre centros se acorta, o el punto de contacto Unico superior,
cuando el desplazamiento aumenta.

V.2 Reparto de carga a lo largo de la linea de
contacto de engranajes helicoidales

El reparto de carga entre dientes y a lo largo de la linea de contacto es de capital
importancia para poder determinar las condiciones superficiales a las que esta sometido el
perfil del diente de engranaje. En el caso de engranajes rectos con suficiente ancho de cara
se puede intuir facilmente que la carga se distribuye uniformemente a lo largo de todo su
ancho, pero el caso del engranaje helicoidal es mas complejo al ser la linea de contacto
paralela a la directriz de la transmision, esto hace que el contacto se produzca en distintos
puntos del perfil en los cuales las condiciones de contacto son muy distintas. Entre estas
condiciones de contacto se va a estudiar la variacion de los radios de curvatura a lo largo
de la linea de contacto, y después la variacion del estado energético a lo largo de la linea
de contacto.

En el primer caso se va a poner como hipotesis el acercamiento constante entre los centros
de curvatura de la linea de contacto, suponiendo que los dientes son muy rigidos y la

deformacion estructural de éstos es despreciable frente a la deformacion local por contacto.

En el segundo caso se estudiard el comportamiento estructural del diente obteniendo
conclusiones que son muy interesantes a la hora de explicar resultados experimentales.

Hipotesis de acercamiento constante entre centros de curvatura.

De acuerdo con los tres modelos de contacto estudiados en el apartado de condiciones de
impenetrabilidad del capitulo 1.2, se va a estudiar como varia la distribucion de fuerzas en
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Figura 27 Contacto entre dos conos de directrices paralelas.

la linea de contacto de un engranaje helicoidal en el cual, la suma de radios de curvatura
permanece constante y variando el valor de estos radios linealmente a lo largo de linea de
contacto. La hipotesis basica de este capitulo es que el acercamiento entre los centros de
curvatura de ambos cilindros, es decir la distahgiade la Figura 28 permanece constante

a lo largo de todo el contacto.

Geometria de Hertz

Se va a estudiar el acercamiento constantmtre los centros de curvatura de los puntos
de contacto en cada una de las superficies, de modo que el semiancho de @B&ECto

por Hertz constante a lo largo de la linea de contacto. Suponiendo valida la aproximacion
de Hertz de la distancid en el contacto, la distanckadel punto mas alejado en contacto
sera igual al semiancho de contaeto

L +1) (167)

de donde:

(168)
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Figura 28 Linea y punto de contacto con los centros de curvatura en las lineas de contacto
I, el,.

Por Hertz se sabe que:

_na’

8C,

L +ij (169)
R, R,

Combinando las dos ecuaciones obtenemos:

F=:—a =cte. (170)
P

Por lo tanto la fuerza de contacto se mantiene constante a lo largo de la linea de contacto.
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Figura 29 Magnitudes geométricas de la distancia a la misma coordenada x en el contacto
entre dos cilindros sin presion

Geometria de misma coordenada X
Si se supone ahora no la geometria de Hertz sino el valor exacto de la disfancia

despreciando la deformacion del cilindro fuera de la zona de contacto, el acercamiento
coincide con el valor dé&.

cL=zl+z2=Z=Rl—\/Rf—a2+R2—\/R22—a2 (171)

Despejando a se obtiene la expresion

R R;

R +R,-a

“a?+2a(R,-R)+(R,-R,)’- (172)

a=

N | =

Geometria del mismo arco

La expresion de acercamiento con el modelo de "igual arco" segun lo visto viene dado por
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B,

Figura 30 Contacto entre cilindros con suponiendo igual arco de contacto en las dos
superficies.

la expresion:

a a
a=Z=R (1 —cos;) +R,(1 _COSE) 173)

1

En esta expresion el ancho no se puede poner en forma explicita por lo que el semiancho
se calculara por el método de Newton-Raphson.

Comparacion de los 3 modelos

Se han desarrollado graficas en las cuales se observa como evoluciona la fuerza que actua
entre los dos conos cuando se suponen que sus directrices permanecen equidistantes y se
acercan una a la otra sin perder su paralelismo. Los tres modelos presentados son los
correspondientes a la geometria de Hertz denominado en los titulos de las graficas como
"Aproximacion”, el obtenido a partir de la geometria real aunque suponiendo que no hay
deformacion fuera de la zona de contacto, a este modelo se le ha denominado "lgual
coordenadX", y el ultimo modelo representado es el que parte de suponer igual arco en

el contacto.

Aplicando a la expresion (169) de fuerza de Hertz el ancho obtenido en los 3 modelos. Se
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Figura 31 Comparacion de evolucion de la fuerza.

han obtenido la fuerza en veinte puntos de la linea de contacto. Dando valor unidad a la
aproximacion constante y a R el valor 10. Como lo que interesa es la evolucion y no el
valor exacto de las fuerza y tensiones se parte de que

SR (174)

En la Figura 31 se representan la evolucion de la fuerza la lo largo de la linea de contacto.
En la Figura 32 lo representado es la presion maxima de Hertz a que da lugar esta fuerza
teniendo en cuenta la evolucion de los radios de curvatura.

1.15
=+ Jgual arco

L1 - -=- Aproximacion
1.05 —— Igual coordenada X

0.95

Tension, Pa

0.85 -

0.8

2 3 4 5 6 7 8 9
Directriz del contacto, m

Figura 32 Evolucién de la presién maxima de en la linea de contacto.
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Conclusiones

Como se ha podido observar en las graficas, el tomar un modelo u otro influye en la
distribucion de fuerzas a lo largo de la linea de contacto, aunque el maximo de la presion
de Hertz sigue situandose en los extremos de la linea de contacto donde los radios de
curvatura son mas diferentes. Tomando el modelo de "igual coordenada X" la diferencia
de tensiones a lo largo de la linea de engrane se suaviza, mientras que usando el modelo
de "igual arco" la diferencia es resaltada, aunque muy ligeramente.

Las normas de disefio de engranajes ISO y AGMA sitGan sin embargo como punto critico
la tension en el punto de rodadura o en el radio medio, que estdn muy préximos a donde
los radios de curvatura se parecen mas. Este punto es el que tiene el radio de cilindro
equivalente minimo. Las normas son mas conservadoras al establecer tension critica de
fallo la presion maxima de Hertz, mientras que la maxima tension equivalente dada por el
mapa tensional es 0.3 veces ese valor. Se tendra que recurrir a otros criterios para
modelizar el contacto con los que compensar estos efectos y por lo tanto estimar la tension
de fallo a lo largo de toda la linea de contacto.

Distribucion de fuerzas a lo largo de la linea de contacto en engranajes
helicoidales. Condiciones de Kuhn-Tucker y Multiplicadores de Lagrange

En este apartado se va a estudiar el sistema multicuerpo que forman los dos engranajes de
dientes helicoidales en contacto. En el capitulo anterior se ha estudiado el caso sencillo de
la resoluciéon en dos dimensiones del contacto entre dos pares de dientes rectos. El
comportamiento del contacto entre dos dientes helicoidales no es simétrico como en el caso
de dientes rectos. El problema se tiene que resolver en el espacio tridimensional, y deja de
ser un sistema discreto para pasar a ser continuo, al producirse el contacto en una linea con
infinitos puntos cada uno distinto de otro desde el punto de vista energético. El problema
requiere que los conceptos se estudien a fondo desde el principio, por lo que se ha
desarrollado la teoria desde su base dandole un enfoque distinto al que se le ha dado en el
capitulo anterior al tratar el reparto de carga en engranajes rectos.

El modelo de cuerpo elastico escogido para explicar los conceptos es el de la viga en
voladizo. Su asemejacion al comportamiento del diente recto se ha utilizado en otros
trabajos [100] y se puede suponer valida para desplazamientos pequefios. También se puede
suponer que el comportamiento elastico es lineal, es decir, las magnitudes de los
desplazamientos y las tensiones en cada punto son proporcionales a la carga aplicada. Esta
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nueva suposicion implica que el material es elastico y que las deformaciones son pequefias.

Rigidez de una viga empotrada en un extremo

Se define por rigideK, de la viga 1 en un punt® al desplazamiento vertical del punto

P donde se aplica la carga cuando el valor de ésta es uno. Si se representa graficamente
la rigidez respecto de la distancia Beal empotramiento, obtiene una curva creciekite

como la mostrada en la Figura 34. Al ser un material elastico y los desplazamientos
pequefos, el desplazamiento en un punto serd proporcional a la carga aplicada, pues se
trabaja dentro del &mbito lineal.

8 = F, k(x) (175)

La energia de deformacion de la viga sera igual al producto de la fuerza por el
desplazamiento en el punto de aplicacion de la carga, con lo que al sustituir la Ecuacion
(175) resulta que la energia de deformacion es funcion cuadratica de la fuerza aplicada.

U-1Fs - ; F, F, k(x) (176)

1
2 i

A
!

A
!

(k7

OONNONNN

ANNNNNN

Figura 33 Sistema de dos cuerpos elasticos con un punto de contacto
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Si dos vigas contactan en un punto y en ese punto actian la una contra la otra con una
fuerza unidad, los desplazamientos en ambas vigas vendran dados por la rigidez de cada
una. La suma de ambos desplazamientos dara como resultado la rigidez del par de vigas.
Al venir las rigideces en funcion de la distancia desde el punto de carga hasta el
empotramiento, en una de las vigas habra que hacer el cambio de coordenadas de forma
gue la nomenclatura usada en las expresiones coincida con las entidades de acotacion de
la Figura 33.

K,
K
I KK, "
. o - 2
I I [ ——
X b, h
b,

Figura 34 Evolucién de la rigidez conjunta en funcion de la localizacion del punto de
contacto.

La Figura 34 muestra como para una carga unidad evoluciona la energia de deformacion
total cuya forma coincide con la suma de las rigideces de ambos cuerpos cuando estan en
contacto por un solo punto. La energia total de deformacidn sera por lo tanto igual a la
suma de las energias de deformacion de los dos cuerpos, y es denominada normalmente
como rigidez de contacto.

U=%(Fi51 +F3,)) :%Fiz(kl(x) +ky(h-x)) (@77)

La forma de la curva de rigidez de contacto de la Figura 34 es importante para comprender
el sentido dado por la norma AGMA al establecer el radio medio como el punto critico de
fallo superficial en engranajes helicoidales con grado de recubrimiento frontal mayor que
uno. La norma ISO considera como punto critico el radio primitivo de funcionamiento,
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mientras que la norma AGMA lo sitia en el radio medio, que normalmente esta cerca del
radio primitivo. Estos radios se han establecido en base a que la experiencia la cual muestra
gue es en esa zona en donde comienzan a aparecer las picaduras, la deduccién dinamica
de este fendmeno debe deducirse del calculo de la distribucién de fuerza a lo largo de la
linea de contacto que alcanza su maximo en el minimo de la rigidez conjunta.

Energia de deformacion en el contacto entre dos cuerpos elasticos.

Cuando el contacto entre los cuerpos se produce en dos puntos, la energia ya no depende
de las rigideces unicamente, pues el desplazamientos del punto donde actda una fuerza
también depende del valor de la otra fuerza. &ga;) la flecha de la viga en el punto

cuando actua una fuerza unidad en el punto i, segun muestra la Figura 35. La curva
discontinua cuya distancia con la linea media original representa la fudfidt), se
denomina usualmente como elastica de la viga deformada.

P

Y

ANNNNA\N
/

N

X. N
' T 8(x,x)

Figura 35 Elastica de una viga en voladizo.

Cuando actuan dos fuerzas sobre una viganx, y F, enx,, el desplazamiento total en
X, Y enx, sera

8, = F8(x,x)+F,8(x,x,) (178)

Si el contacto se produce en dos puntos, a partir del valor de las fuerzas aplicadas, se podra
obtener la expresion de la energia total de deformacién de la viga

2U= F\(F\8,(x,%,)+F,8,(x,%,)) +Fy(F\8 (x,,x)+ F,8 (x,,%,)) (179)
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gue se puede expresar en forma mas sencilla usando la notaciéon matricial

0.(x,x,) 6.(x,,x,)| |F
2(_/1: {Fl Fz] 171271 1172 1 (180)

& (xx) 6,(x,,x) | |F,

Cuando los dos cuerpos estan en contacto en dos puntos, la energia total es igual a la
energia de una viga mas la de la otra. Teniendo en cuenta que:

- F,y F, son iguales para los dos cuerpos por el principio de Newton de accion-
reaccion.

- Si la ecuacién de la elastica de la segunda \WBga(, ;) viene expresada en
coordenadas localgs se realizara un cambio de coordenadas para expresarla en
las mismas coordenadas gdg que se tomaran como coordenadas globales, con
lo que ya se podra operar con las dos elasticas en el mismo sistema de referencia,
refiriendose a cada punto camgue es la coordenada global tomada.

La energia total de deformacion sera:

8, (x,%)) +8,(x,x)) 8, (x,%,) +8,(x,,x,) | |F) 181
2U,+2U,= |F, F, (181)
0, (xpX )70, (00X ) 8,(X,,%,) +3,(X,%, | |F,
lo que se suele expresar de forma mas simplificada
c, ¢, |F
U = l {Fl Fz] 11 12 1 (182)
2 € O |F,
y generalizando para muchos puntos en contacto
U - % [FI” [C] [F] (183)
en donde
Cyj = 8 l(xl.,xj) + 62(xi,xj) (184)
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Observaciones:

- Por el teorema de reciprocidad de Raleigh-Betti se puede deduct;ggede lo
gue se deduce que la matriz de coeficientes es simétrica.

- Cuando se admite que el desplazamiento de cada punto se produce Unicamente por
la fuerza que actta en dicho punto, la matriz [C] es diagonal, por lo que no hace
falta el conocimiento de la elastica para la elaboracion de [C], sino Unicamente de
su rigidez.

A la matriz [C] se la va a denominar de ahora en adelante matriz de los desplazamientos.

Principio de minima energia.

Por principios termodinamicos, la configuracion final de un sistema sera tal que su energia
interna alcance un valor minimo estacionario. Traducido a términos elasticos, un sistema
hiperestatico adquiere la configuracion final de fuerzas y deformaciones que haga minima
la energia de deformacion elastica.

En el caso del contacto entre dos cuerpos elasticos en varios puntos, el vector de fuerzas
se halla minimizando la funcién de energia U, sujeta a las restricciones de fuerza total igual

a un valor concreto dado, y la no existencia de adhesion entre las superficies, es decir,
todas las fuerzas deben ser positivas.

La forma matematica del problema tendria el siguiente enunciado.

Minimizar Y} fie.f,
J

i

YAE W (185)

La restriccion(1) de la ecuaciéon (185) se deduce de que la fuerza total con que actia un
cuerpo contra otro es un dato del problema. El problema como se vera mas adelante es
lineal, por lo que se podria resolver dando en un principio el valor unidad a F y después
multiplicar los resultados de fuerzayf desplazamientos por su propio valor.
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La restriccion(2) de la ecuacion (185) se basa en que en el contacto no hay fuerzas de
adhesion o traccion, ya que antes de que hubiera traccion dejaria de haber contacto.

Métodos de resolucion.

Para la resolucion matematica del problema planteado en la Ecuacion (185), existen varios
métodos. La funcién objetivo es cuadratica, Io que hace que no se puedan aplicar las
técnicas de programacion lineal que son las mas extendidas para resolver problemas de
optimizacioén. Las rutinas tipicas de programaciéon cuadratica tienen el inconveniente de ser
iterativas y laboriosas, en las que pueden surgir problemas de convergencia. También existe
la posibilidad de linearizar el problema como hizo Vijayarangan et al. [92] para solucionar
el contacto entre cuerpos. El método adoptado ha sido el de asemejar el problema al
problema tipificado de Kuhn-Tucker mucho mas general y que viene recogido en muchos
libros de optimizacion en ingenieria y economia como el Recklaitis [78].

Condiciones de Kuhn-Tucker

El problema sefialado anteriormente en un tipo concreto del problema mas general de
Kuhn-Tucker, cuya solucién consiste en sustituir el enunciado por otro equivalente mas
facil de solucionar, estableciendo las condiciones de necesidad y suficiencia para la
equivalencia del problema. El enunciado del problema de Kuhn-Tucker viene dado en la
ecuacion siguiente:

Minimizar fx)

sujeto a 8,(x) >0 j=1.J
(186)
h,(x)=0 k=1..k

x= 1 X %,y |

Este problema se reduce a encontrar los vectoreg4u} .,.» ¥ {V} ..« que cumplen las
condiciones de las ecuaciones (187) en donde ademas de las restricciones del problema se
afiaden las sefialadas en esas condiciones. La equivalencia entre estos dos problemas no se
demuestra en este lugar al estar ya muy tipificada como muestra Reklaitis [78], pero dada
su gran importancia para los ambiciosos objetivos que se van a tratar de cubrir con esta
técnica, se propondra la demostracion de las condiciones de necesidad y suficiencia en el
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apartado siguiente.

J K

Vi) -Y uVg,(x)-Y v, Vh(x)=0
i-1 k=1

! (187)
ujgj(x) =0

u.>0
J

La equivalencia de los dos enunciados se puede aclarar al hacer en el problema de Kuhn-
Tucker las siguientes sustituciones

f=U{f)

188
g=f,  J=N (189)

N
h ()= f-F K=1

j=1

con lo que haciendo las sustituciones en el problema equivalente y operando da como
resultado que lag, son nulas quedando el siguiente sistema de ecuaciones:

2f e Z Cijfj v=0
jr (189)

X /,F-0

detalles sobre las operaciones hasta llegar a este resultado, asi como la verificacién de las
condiciones de necesidad y suficiencia, pueden verse en el apartado siguiente. Al hacer la
equivalencia de Kuhn-Tucker han aparecido las variaflgsv aumentando el nimero de
ecuaciones pero también igualando su numero al nimero de incégnitas. Con lo que queda
un problema lineal que se puede resolver de forma matricial, una de cuyas formas de
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formularla es:

1t .. 1 1 0](f

20, € e Gy Gy /s

¢y 205, oy 1 fil= 0} (190)
| Cn 2y 1 |y 0

Lo usual en la solucion de la mayoria de los problemas de Kuhn-Tucker es que la
equivalencia no salga tan cuadrada, siendo los ejemplos dados por Recklaitis solucionados
por tanteo. Las condiciones de necesidad y suficiencia las cumple este caso como se vera
en el apartado siguiente, lo que significa que la solucién Unica que resuelve el problema
es la auténtica, es decir, que lagle la solucion indican la verdadera distribucion de
fuerzas que solucionan el problema entre dos cuerpos en contacto a lo largo de una linea.
En la modelizacion se ha sustituido la fuerza a lo largo de toda la linea por fuerzas
puntuales situadas en esa linea.

El tipo de fuerza puntual es singular al dar tensiones infinitas en el punto de aplicacion de
la carga, pero lo que interesan son las deformaciones estructurales y no las locales, por lo
gue el modelo se puede considerar valido.

Otra suposicién que se ha hecho, ha sido el despreciar el efecto de borde. Pues en una
semejanza completa de la fuerza en el borde debiera corresponder a la mitad de longitud
del resto de fuerzas. Esta distorsién disminuye a medida que aumenta el nUmero de puntos
considerados.

En el apartado siguiente viene otra version del problema planteado con la técnica de los
Multiplicadores de Lagrange. El resultado final es el mismo. El proceso es mas sencillo
pero menos fundamentado y menos riguroso que el problema general.

La forma matricial cuando hay independencia de los desplazamientos de las diferentes

lineas de contacto, pero no entre la fuerza total, hacen que la matriz [C] tenga muchos
ceros pues una fuerza en un punto no produce desplazamiento en el otro. Las ecuaciones
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matriciales podrian tener una forma como la que sigue:

11 1 o] (F)

[Cl, 0 .. 0 -1/ \{r}
0 [Cl, .. 0 -1]{  t={o} (191)
(Fly

0 . L Cy 1|y 0

El vector solucion de las ecuaciones (190) y (191) es la primera columna de la inversa de
la matriz de coeficientes multiplicado por F.

El método presentado es simple y econdmico pues:

- La restriccion sélo aumenta la matriz final en uno, y
- Solo se necesita el calculo de una columna de la matriz inversa. Esto evita una gran
cantidad de operaciones al ordenador.

En el método de diagonalizacion de Gauss-Jordan que es el algoritmo que usan muchos de
los programas comerciales, el aumento de la matriz complementaria seria s6lo en una
columna con el valor F en la primera fila y cero en el resto, en lugar de afiadir tantas como
filas hay en la matriz a original. Con lo que se ha estudiado que el niumero de operaciones
a ahorrar es de?n-1) siendo n el nimero de filas y columnas de la matriz original [6].

En el caso de que [C] sea diagonal, de las condici¢heg (2) de Kuhn Tucker (185) se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

= (192)
ECii
F
fi_ C.. 5C (193)

Como corolario se podria decir que en la linea de contacto entre dos cuerpos cuya
evolucion de la rigidez es convexa (como la linea discontinua de la Figura 34. La
distribucion de la fuerza serd coéncava, apareciendo la maxima fuerza donde estaba el
minimo de rigidez conjunta.
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Condiciones de necesidad y suficiencia.

La solucidn del sistema de ecuaciones cumple las condiciones de necesidad y suficiencia
de Kuhn-Tucker, para la resolucion del problema (185). La condicion de necesidad tiene
la siguiente expresion:

g h €
Vg, Vh independientes (194)

Jix}  solucion

entonces existe

= 3 Wy W ; [hivhiul] = solucion (195)

En el problema que nos ocupa, se trata un problema del continuo real por lo que al hacer
las equivalencias se observa que las funciones son continuas, como se puede observar en
las equivalencias descritas en (188); los gradientes independientes, dado que son constantes
e iguales a la unidad en todos sus componentes; y la incognita existe pues el problema es
real.

La condicién de suficiencia se expresa del siguiente modo:

flx) convexa

g,(x) concava
= {x} minimo de f(x) (196)
h(x) lineal

x} solucion

todas estas condiciones las cumple el problema de modo evidente al hacer las
transformadas (188) por lo que la solucién del problema (185) dado por el sistema de
ecuaciones matricial (190) es la 6ptima.

Método de los multiplicadores de Lagrange
En el calculo de la distribucién de carga por el método de los multiplicadores de Lagrange,

el sistema de ecuaciones finales es idéntico al que resulta de la formulacion por las
condiciones de Kuhn-Tucker. Pero con el inconveniente de que sus resultados no son tan
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matematicamente rigurosos, aunque intuitivamente se puedan comprender los resultados
como ya se explicara mas adelante.

Partiendo del problema mostrado en la Ecuacion (185) se puede reescribir la restriccion (2)
introduciendo valores, como incégnitas de la forma

f,-a;=0 (197)

con lo que se han introducido n variables y n restricciones eliminando las inecuaciones. La
funcion a minimizar tendra la forma siguiendo el método de los Multiplicadores de
Lagrange

U=% 3 fcf-A
i=1 j=1 J

 f, —FJ -ZA(f-a;) (198)
i=1 i=1

Siguiendo el método se hace estacionaria la funtion

U . |
W _gafe vsefna, 199
al fz ii e z;fz i ( )
W _9-"2).a, (200)
da,
U _o-f-a? (201)
o,
Y o-xf-F (202)
on

de (200) se deduce que todos }son nulos, con lo que de (199) y (202) se obtienen n+1
ecuaciones con n+1 incognitas. Este sistema de ecuaciones proporciona los valoyes de
de A. Este sistema de ecuaciones coincide con el proporcionado por las condiciones de
Kuhn-Tucker, obtenidas anteriormente, de igual modo se puede representar en forma
matricial pues las ecuaciones son lineales con lo que queda el sistema (188) con soélo
sustituirv por A.

Se puede intuir que ldssolucion del método de los multiplicadores de Lagrange son todas

positivas, pues antes de que una fuefzéuera negativa dejaria de haber contacto,
matematicamente podria ocurrir al suceder gueuera un numero complejo. Una
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demostracion intuitiva vendria de que para que la energia fuera minima y la fuerza total
tiene que ser constante, una fuerza negativa supondria que las fuerzas positivas tendrian que
aumentar, con lo que la energia aumentaria.

Al estar demostrado matematicamente que las condiciones de Kuhn-Tucker se cumplen, se

puede extender esta conclusion al método de los multiplicadores de Lagrange, pues los
resultados son los mismos.

Aplicacion del Método de los Elementos Finitos (FEM)

Al calcular la deformacién del engranaje cuando se aplica una carga tal como se ha estado
haciendo hasta ahora se cometen una serie de imprecisiones derivadas de la simplificacion
del problema al estimar que el diente de engranaje se comporta como una viga en voladizo.
Esta hipotesis es aceptable en el caso plano cuando la carga se reparte uniformemente, pero
en el caso tridimensional es mas discutible.

El modelo de la viga en voladizo tiene inconvenientes, al ser el diente de engranaje de
proporciones pequefias, pues el tamafio de su longitud es comparable al de su espesor, por
otra parte su deformacion principal no es por flexion sino por cortante, y ante un esfuerzo
cortante, la superficie sufre un alabeo que se compensa al aplicar el concepto de superficie
reducida, que en el caso de secciones rectangulares la superficie reducida es la superficie
real multiplicada por 1.2 . Estos inconvenientes que se pueden presentar en el caso plano
son subsanables ya que las tendencias se mantienen casi idénticas entre este modelo
matematico y el modelo real. Hay que tener en cuenta que no se esta trabajando con
valores absolutos de rigidez, sino con valores relativos en las que las hipétesis realizadas
son la base para hallar la distribucion de fuerzas.

El caso se complica al tratar el problema tridimensional del engranaje helicoidal, en el cual
no hay simetria ni en la geometria ni en la carga. La carga se produce en una linea que no
es perpendicular al plano frontal, como se ha visto en un apartado anterior. La geometria
tampoco es simple para poder utilizar un método analitico, por lo que se tendra que recurrir
a los métodos numéricos.

De entre todos los métodos descritos en el estado del arte para el calculo dindmico de los
dientes de engranajes, el método mas usado es el método de elementos finitos, el cual
posee una gran robustez y flexibilidad. Es el método con el que se va a comprobar el

modelo de deformacion del diente helicoidal.

El diente de engranaje se va a modelizar como una cremallera simple. Esta simplificacion

118



es muy usada en los modelados por el Método de los Elementos Finitos en el espacio
tridimensional para usos afines a los que se van a plantear, asi lo utilizaron Stegemiller
[83], Umezawa [91] y el programa para estacion de trabajo CAEG de Gleason, que han
sido referenciados en el estado del arte. La simplificacion también incluye la supresion de
la huella del diente con el fin de hallar mayor precision en el calculo que se perderia al
representar la curva de la huella con la gran cantidad de elementos que ésta requeriria, la
limitacion de memoria obligaria a un mallado mas basto, lo que haria que se perdiera
precision de calculo.

Un gran inconveniente en el Método de los Elementos Finitos es que trata mal las cargas
puntuales. Estas cargas puntuales son en realidad una singularidad que el Método de los
Elementos Finitos la incluye dentro de su interpolacién polinébmica. En realidad la carga
no se produce en un punto sino que se aplica sobre un area de contacto finita, aunque
pequefia, con lo que los dos efectos vienen compensados: el efecto de la suavizacion de la
singularidad al incorporarla al polinomio, y el que la singularidad no lo sea tanto al
aplicarse la fuerza no en un punto sino en una superficie. Otras opciones son usar variantes
del Método de los Elementos Finitos como son el Global Local Finite Element Method
(GLFEM) [65], o bien, usar elementos jerarquicos que permitan afinar la resolucion del
problema aumentando el grado del polinomio de interpolacién. Un método que ha dado
buenos resultados en el contacto es el Métodos de los Elementos de Contorno (BEM). El
problema de estos ultimos métodos es que no estan disponibles sino para los muy
habilidosos en la programacion, aparte de carecer de la robustez del Método de los
Elementos Finitos.

El desplazamiento producido por una carga puntual en el modelo Método de los Elementos
Finitos se puede descomponer entre el desplazamiento estructural que depende de la rigidez
de la estructura, y el de la flexibilidad del contacto que viene dado principalmente por las
caracteristicas de los materiales. En todos los casos se va a suponer que el desplazamiento
estructural es el predominante dado que la carga esta aplicada en puntos distantes a los
empotramientos. Por otra parte los desplazamientos por el contacto son muy similares entre
todos los puntos donde se van a aplicar las cargas con lo que, al tratar el problema
mediante magnitudes relativas como es el calculo de la distribucion de fuerzas, solo
influirdn las magnitudes estructurales.

Los resultados obtenidos por el Método de los Elementos Finitos de los desplazamientos
tienen una precision distinta segun se obtengan de la solucidon nodal, o de la solucion en
los elementos. ElI Método de los Elementos Finitos calcula los resultados discretizando un
dominio, y la solucion la obtiene integrando la matriz de rigidez en cada uno de los
elementos, obteniendo la precisibn mayor en los puntos que se han usado para la resolucion
de la integral por cuadratura. La ventaja de la solucion en los elementos es la mayor
precision en los puntos de cuadratura, pero tienen el inconveniente de que la dificultad que
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implica el colocar estos puntos donde interesa segun problema que se esta tratando, es
decir, en la linea de contacto. Los puntos de cuadratura nunca estan en la superficie del
elemento. Aunque se consiguiera colocar estos puntos cerca de la superficie y por lo tanto

cerca de la linea de contacto de forma que su valores fueran asimilables, surgiria la

dificultad de encontrarse con que estos puntos no estan uniformemente distribuidos, lo que

hace que la distribucion de fuerza fuera irregular.

La solucién nodal no es tan precisa, ya que es una derivacion de la solucion dada en los
elementos. El desplazamiento en los nodos se calcula hallando la media del desplazamiento
correspondiente a cada elemento al que corresponde dicho nodo. Aunque no sean de
precision 6ptima, son bastante aceptables, y permiten mucha flexibilidad en colocacion de
los nodos dentro del elemento con lo que facilita mucho la obtencién de los datos que
interesan y de la forma en que interesan, ademas de conseguir una continuidad entre
elementos contiguos.

L

Figura 36 Dibujo en proyeccion diédrica del diente de engranaje y su conjugado, incluida
sus lineas de contacto.

— [T  ——

Un problema que pudiera surgir en este trabajo es la eleccion del elemento apropiado para
la resolucién del problema. En concreto se han usado elementos cubicos de 8 nodos y de
24 grados de libertad. Las ventajas e inconvenientes del uso de cada uno de estos elementos
se comentard cuando se discutan los resultados.
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Figura 37 Mallado de las caras de los dientes en contacto, con sus dimensiones
caracteristicas.

Obtencion de la matriz de desplazamientos por el Método de los Elementos Finitos

Con el método de los elementos finitos se ha podido obtener la matriz de desplazamientos
a lo largo de la linea de contacto entre dos engranajes helicoidales. La cremallera en la que
se ha comprobado el modelo ha consistido en un diente cuya planta y alzado se muestran
en la Figura 36. El diente conjugado debe tener igual angulo de prgsydmismo angulo

de hélicey pero de signo contrario.

Al usar un método aproximado en el célculo, como es el método de los elementos finitos,
la matriz [C] de deformaciones no sera completamente simétrica pues el modo de calcular
c; se realizara por una ruta diferente a la usada para obtgnen buen estimador de la
precision del método sera la diferencia entre los dos valores mas extremos expresados en
porcentaje respecto al valor de uno de ellos.

El teorema de reciprocidad de Raleigh-Betti [79] no indica de por si una cuantificacion del
error absoluto, lo Unico que indica es que un modelo es mas perfecto que otro pero sin

121



referencia a la solucion verdadera.

La linea de contacto esta situada en la cara que forma un angulo obtuso con la seccién
frontal en el diente cuandg, es positivo, y en el conjugado en la cara que forma un
angulo agudo con la seccion frontal. Las lineas de contacto, el mallado de la cara, y las
cotas representativas, vienen mostrados en la Figura 36.

Para aplicar la técnica de las condiciones de Kuhn-Tucker, se ha planteado resolver el
problema de calcular NN cargas puntuales a largo de la linea de contacto cuando dos
dientes actian uno sobre otro en la direcciéon normal a la superficie de ambos. De aqui se
obtendra la matriz de desplazamientos de cada uno de los dientes que sumados dara lugar
a la matriz de desplazamientos del p@t. [

Para ello se ha realizado el mallado cuya cara viene representado Figura 37. El
procedimiento seguido por el programa de Método de los Elementos Finitos, ha consistido
en resolver NN estados de carga, tantos como nodos se encuentran en la linea de contacto
por cada uno de los modelos, el del diente y el de su conjugado. Se calculara el
desplazamiento de los puntos de aplicaciéon de la carga en la linea de contacto, al aplicar
una carga unidad en uno de los nodos.

En el Apéndice se muestra el listado del codigo introducido en ANSYS, pero en este
apartado sélo se realizara una descripcion por encima de los pasos a seguir hasta obtener
los datos que nos interesan en un fichero en formato ASCII, que sea tratable con un
programa de ordenador. El codigo comienza por definir la geometria de la cremallera, junto
con las propiedades del material, y el tipo de elemento que se va a utilizar. Para la
definicion de los elementos se han mallado las lineas y concatenado convenientemente para
gue en el mallado final todos los elementos sean del tipo y del tamafio deseado.

En la misma etapa de preproceso, se ha definido una componente que selecciona los nodos
colocados sobre la linea de accion. La definicién del componente se realiza, definiendo un
sistema de coordenadas local cartesiano, cuyo eje OX coincide con la linea de accion, y
el eje OZ es perpendicular a la cara de contacto. De esta forma se pueden seleccionar los
nodos por localizacion, quedando todos uniformemente distribuidos, y se define un vector
con la numeracion de estos nodos. Esta es una forma facil de incluir todos los estados de
carga en un bucle una vez estan dispuestos ordenadamente los nodos sobre los que se va
a aplicar la carga.

La orientacion del eje OZ del sistema de coordenadas local como perpendicular a la cara

de la linea de contacto, tiene gran utilidad pues en ese sentido irdn aplicadas las cargas, y
en ese sentido se calcularan los desplazamientos de los puntos que interesan, pues las
componentes de desplazamiento perpendiculares a la direccidén de la carga no colaboran en
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el aumento la energia del sistema.

En el estado de carga correspondiente a la aplicacion de una carga unidad en el nodo i, se
calcula el desplazamiento de todos los nodos en direddigrobteniendo un vector que

se corresponde con la columna i de la matriz de desplazamientos. Para obtener toda la
matriz de desplazamientos se requieren NN estados de carga, y por lo tanto NN soluciones
del sistema de ecuaciones formado, aunque la matriz de rigidez sélo se ha calculado una
vez.

Idéntica metodologia se realizara con el diente conjugado obteniendo su matriz de
desplazamientos que se combinara con la del diente para obtener la distribucion de fuerza
a lo largo de la linea de contacto siguiendo la metodologia antes sefalada.

Ejemplos.

Para apreciar la potencia de este método se van a presentar algunos ejemplos basados en
el contacto entre dos dientes helicoidales, que se ha asemejado al contacto entre dos
cremalleras oblicuas, segun la Figura 36.

El modelo de carga se ha implementado sustituyendo la carga distribuida por una sucesién
de cargas puntuales aplicadas solamente sobre los nodos que se encuentran en la linea de
contacto. La geometria de ambas cremalleras se ha implementado dando a los parametros
de la Figura 36 los siguientes valores: anchura F=2, espesor en la base B=1, altura H=1 ,
angulo frontal de la cremalle@=20° y angulo de hélic§§=30° que sera de signo negativo

en el diente conjugado. Los dientes y sus lineas de contacto se pueden observar en la
Figura 36.

Se han resuelto 4 problemas de contacto entre pares de dientes con distintos parametros,
en todos ellos la linea de contacto, tiene la forma sefialada en la Figura 37 con los valores
de DF=0.7, DH=0.7, DHBB=.2, H=HB=1 . La particularidad que se le ha dado a cada
modelo se muestra en la tabla I.

La modelizacion de los 3 primeros modelos se ha realizado sobre la base del elemento
SOLID20 de 20 nodos, el cual tiene un nodo en los vértices y en el medio de cada una de
las aristas. Esto permite un mallado de las caras como se observa en la Figura 37 en el que
la linea de contacto pasa por los vértices y por el medio de las aristas de los elementos.
Esta modelizacion lleva consigo el problema de que en las soluciones nodales el nimero
de elementos a los que pertenece un nodo influye en sus resultados obtenidos de ellos. Asi,
la grafica de distribucion de carga a lo largo de la linea de contacto tiene una forma zigzag
pues los distintos nodos estan puestos de forma alterna. Esto ha obligado a escoger o bien
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los nodos que pertenecen a 2 elementos o bien los que pertenecen a 4 elementos. En la
Figura 38 y en la Figura 39 vienen representadas los resultados después de discriminar las
cargas aplicadas en los vértices de los elementos. Con lo que sélo se han podido calcular
4 puntos a lo largo de la linea de engrane.

En graficas que se observan en la Figura 38 y en la Figura 39 se ha comparado los
resultados obtenidos por el modelo original y otro en el que se ha variado el ancho de cara
en uno, y el angulo de hélice en el otro. Se puede deducir a la vista de los resultados que
la distribucion de carga a lo largo del diente no es uniforme, como suponen las normas ISO
y AGMA, y que el valor de la diferencia entre la fuerza maxima y la fuerza media, que es
la que toman las normas, no es despreciable.
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Figura 38 Influencia del ancho del diente en la distribucion de fuerza

Respecto a la variacion de factores podemos observar que influyen tanto el valor del ancho
de cara como el &ngulo de hélice: a menor ancho de cara, més distorsionado sera el perfil.
Y cuando el angulo de hélice forma un &ngulo agudo entre la linea de contacto y la seccién
frontal, la fuerza se concentra mas en el centro.

Otra modelizacion por elementos finitos ha sido realizada cambiando el tipo de elemento,
sustituyendo el cubo de 20 nodos del elemento SOLID20 por el de 8 nodos SOLIDS8 lo
gue permite elevar el nUmero de elementos para representar el mismo modelo en la
implantacion del programa, y por lo tanto el nimero de discretizaciones de la carga. De
este modo se han conseguido hasta 7 puntos de discretizacién lo que ha dado lugar a una
grafica como la mostrada en la Figura 40.

Como se puede observar en la Figura 40 en la que vienen representados los 7 puntos y la

124



0.35

e
w

0.25

e
[

0.15

Fraccion de fuerza por nodo
f=4
=

0.05

p=—30°

B=30°

o

o @

0.2

0.4

0.6 0.8

&

1 1.2

Distancia a lo largo de la linea de accion

Figura 39 Influencia del angulo de hélice en la distribucion de fuerza

o 025
=
<
€ 02
[=]
g
= 0.1
2
2 01
-
[a]
E 0.05
o
Fy

0

0.2
Distancia a lo largo de la linea de acciéon, m

0.4

0.6

0.8 1 1.2

Figura 40 Distribucion de la carga tomando mayor nimero de elementos.

fuerza a que dio lugar el conjunto, la altura de la linea grafica sera la distribucion de
fuerzas y su area es la fuerza total que se le ha dado el valor de 1. Esta representacion
gréfica de la fuerza se puede observar que la fuerza maxima esta alrededor del punto
medio, y que su valor supera en un 50% el valor de la fuerza media. Resultados similares
fueron obtenidos por Litvin [60] y Zhang [99], siguiendo un método numérico mas

complejo y laborioso.

Conclusiones.

En secciones donde los desplazamientos deberian ser muy dependientes dado el poco ancho
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de cara escogido F=2, la diferencia en la distribucion de fuerza es grande, casi como Ssi
actuaran en realidad como secciones independientes.

El efecto que se produce en el borde en el que la fuerza no tiene la misma longitud que
las demas fuerzas sino la mitad, se puede despreciar a medida que el nUmero de puntos
tomados en consideracion aumenta, de modo que no afectan a las conclusiones alcanzadas
en este trabajo.

Hipotesis de secciones independientes

En lo que sigue se va a suponer que el diente helicoidal como una sucesion de secciones
frontales cada una de las cuales sigue una ley de deformacion plana segun la viga en
voladizo de seccion variable. Es decir, el diente helicoidal es una sucesion de dientes rectos
cuyo modelo de comportamiento vino descrito en el capitulo 3. Y se van a hacer las
mismas hipétesis de entonces, es decir:

- El diente se supondra empotrado en su base, y la carga aplicada en su eje,
gue coincide con la linea neutra.

- La seccion del empotramiento es la definida por los puntos de tangencia del
perfil del diente con la circunferencia de pie, a ambos lados del diente.

- La teoria de la viga elemental es aplicable pese a las pequefias dimensiones
del diente.

Se van a desarrollar dos métodos de calculo que son equivalentes. El primero consiste en
discretizar la linea de contacto total entre todos los dientes en secciones o rebanadas cuyo
comportamiento elastico es de deformacién plana. Para ello se van ha aprovechar las
rutinas de integracién que se utilizaron entonces, y con los resultados se calculara la

distribucion de la carga mediante la aplicacion de las condiciones de Kuhn-Tucker.

Para el segundo método se va a partir de la expresion de la deformada por flexion del
diente recto proveniente de la seccion frontal. Calculando la energia potencial y
discretizando la integral se llegara a una expresion equivalente a la que se ha llegado por
el primer método.

Finalmente, escogiendo el primer método se determinara la posicion del punto critico, el

valor de la fuerza maxima, asi como unas recomendaciones para el disefio de engranajes
helicoidales a presion superficial.
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Se parte de la hipétesis de que el desplazamiento de una seccion es independiente de la
contigua, es decir, no hay rigidez a torsion. Esta hipotesis permite realizar los célculos de
deformacion del diente segun la elasticidad plana, en secciones paralelas a la frontal del
diente.

La primera forma de calculo consistira en calcular la matriz de deformaciones que sera
diagonal, al no depender unas secciones de otras. El proceso de obtencion de la distribucion
de carga sera similar al utilizado cuando se ha obtenido por el método de los elementos
finitos. se formulara otra expresion totalmente analitica, si bien sélo valida para el contacto
entre un par de dientes.

Método de calculo por ordenador

Aprovechando el programa utilizado para el calculo de reparto de cargas en dientes
helicoidales, se ha implementado un programa para resolucién de la distribucion de carga
a lo largo de la linea de contacto entre engranajes helicoidales, suponiendo éstos como una
continua sucesion de secciones frontales.

La seccion frontal de un engranaje helicoidal se asemeja a un engranaje recto del cual se
puede obtener la funcién polindmica de energia en funcién del radio al cual engrana.
Utilizando esta funcion de energia se podra obtener la distribucion de fuerza entre los
multiples pares de dientes en contacto, generalizando el caso realizado para dos dientes
rectos en contacto, desarrollado en un capitulo anterior.

Expresion analitica

En el siguiente trabajo se va a suponer que los desplazamientos del diente se deben
Unicamente a la flexion, despreciando de esta manera las debidas al cortante y a la
compresion. La nomenclatura usada viene descrita en la Figura 41. De este modo la energia
de deformacion sera:

b2
e f’ldx (203)

b,
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Eje del diente

Circulo de base

Figura 41 Aplicacion de la fuerza sobre seccién frontal del engranaje
de la Figura 41 se deduce que:

r
Fx: Fn cos (bL:_bF}z (204)
ry

en donde Fes la proyeccion de la fuerzg Bobre la perpendicular al eje del diente.
El momento de flexion del diente sera:

MO)=F,0,-D =20 DF, (205)
L

Y el momento de inercia de la seccién rectangular en la base del diente sera:

1 3
I=—b(ry )’ (206)
B (ry,)

de donde se puede obtener lo necesario para desarrollar la funcion potencial.
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Expresiones para expresar los términos de la integral de forma mas usual se pueden obtener
de la Figura 41.

El radio de base se puede relacionar con los angulos de la siguiente manera:

(%q;) (207)

El angulo de presion de la fuerza viene dado por:

‘r
¢, —arccos[—bJ e (208)
: rl 2
El espesor del diente a un radicualquiera:
4
1h= 86,0208 &) (209)

por lo que para um, determinado se obtendra un espesor:

2 2
Y,=Yp~2 r_2_1 -arctg r_2_1 (210)
Ty Ty

El radio de aplicacion de la carga en el eje del diente seréa:

N (211)

Y la distancia de la interseccion de la linea de accidn con el eje del diente al centro de la
rueda sera:

r

cos ¢,

sustituyendo todas estas expresiones se puede obtener una expresion integral de la energia

129



de deformacion del diente.

rp (213)

Si se sacan fuera de la integral los términos independientes quede:

'y

t=6——" [ i 4 (214)
r, Eb;, r3yf

si f(b) es la funcidén continua de distribucion de carga a lo largo de la linea de contacto
entre los engranajes helicoidales en funcion de la distancia a la seccién frontal obtenemos
que:

dF = fib) db (215)

con lo que la funcién potencial entre dos dientegueda:

f=6ri7'f2(b> : 7) COD g g (216)
E b

r1(b) riy’

Ta r

1

la expresion queda mas simplificada si se realiza la siguiente sustitucion:

F [(b)

2
-1 [T, (217)
ri(b) v r3yf
de donde:
2 b
=20 [P0 o) ab (218)
bl

esto daria la energia potencial de deformacién de un diente, la energia potencial del
contacto sera igual a la suma de los dos dientes sibjita misma para ambos, con lo
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gue quedaria:

b?
TT=% f FA(b) [ril ¢1(b)+r§2 ¢,(b)] db (219)
b

1

El problema consistiria en hacer esta expresion minima sujetandola a las condiciones:

b,

f®>0 5 [fb) db - F (220)
bl

Resoluciéon analitica

Para la resolucion del problema se acude al método de los multiplicadores de Lagrange
para lo cual se define la funcion:

b, b,
§=[£(B) &,(b) db+i [AB) db-AF (221)
b, b,
%o 5 Eo (222)
of ax

de la primera derivada se obtiene:

-A
fib)= (223)
2 ¢, D)
y sustituyendo en la segunda restriccion del problema se obtiene:
- -2F
~ db (224)
5, 07(0)

con lo que ya se puede calculdb).
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r. se puede obtener en funcion deor la relacion:

sz—rz—\/rfrriﬂb g v, (225)

Aplicando estas expresiones para el calculo en engranajes rectos de la distribucién de la
fuerza, la fuerza que actla sobre el diente ya no es funcién del radio, pues la linea de
contacto esta toda a la misma distancia del eje del pifién por lo que si se operara, el hacer
la energia minima equivale a hacer minima la expresion:

b,

f’f(b)db (226)

by

gue junto con la misma restriccibn de fuerza total constante, resultaf(lue sera
constante, pues la integral a minimizar no es mas que la varianza de una funcion.

Resolucién discretizada

Otra posibilidad para resolver el problema es mediante haciendo uso de las condiciones de
Kuhn-Tucker aplicado en el capitulo anterior.

La Ecuacion (218) se puede reescribir de forma discretizada haciendo:

bZ
©=6 [f(b)’P(b)db=6Y_ f, P, Ab (227)
b i

1

Expresion que es resoluble de manera similar al caso resuelto anteriormente, so6lo que al
ser las secciones independientes entre si la matriz de coeficientes de desplazamientos es
diagonal por lo que su formacién es mucho mas sencilla.

Programa para la determinacion de fuerzas en secciones independientes
En las siguientes paginas se describira un programa de ordenador que implementa las
hipétesis que se han visto al aplicar las condiciones de Kuhn-Tucker suponiendo secciones

independientes.

Se han aprovechado las rutinas utilizadas para el célculo del reparto de carga entre dientes
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rectos, para calcular las rigideces de las secciones frontales de los dientes helicoidales. Los
resultados mostrados en este trabajo provienen de los siguientes pasos realizados por el
programa:

1. Una vez definido el problema con unos parametros de disefio dados, se dibujan las
lineas de contacto determinando los puntos inicial y final de cada una. El rectangulo
de contacto se podra trasladar, de forma que se pueda tomar como parametro de
analisis el angulo de giro no teniendo que coincidir éste con el de longitud minima
gue es el tomado por las normas AGMA e ISO.

2. Aprovechando las rutinas utilizadas en el célculo de la energia de deformacion de
los dientes rectos, se calcula la energia de deformacién de las secciones frontales
en funcion de la coordenadafrontal del plano de contacto.

3. Se discretiza la linea de accion frontal en 20 intervalos iguales, y se construye una
tabla con los pares: coordenada la energia de deformacion en cada uno de los
puntos de discretizacion.

4.  Se construye una matriz en la cual las columnas son cada uno de los pares de
dientes en contacto. Las filas son las alturax.eesultantes de la discretizacion.
El valor del elemento de la matriz seré la rigidez de deformacion a una altsira
esta dentro del plano de contacto.

5. Una vez construida la matriz se tienen los elementos para la matriz de inversion
Kuhn-Tucker. Se colocara el doble del valor de la energia de deformacién de forma
correlativa en la diagonal completando el resto de elementos con 0, 1 y -1 donde
corresponda.

6. Para la obtencion de resultados se representa en abscisas la longitud de contacto.
Las ordenadas se dividen en tramos en las discontinuidades correspondientes a los
distintos pares de dientes en contacto. El area debajo de la linea sera igual a 1 que
es la fuerza total aplicada en los casos estudiados.

Ejemplos:

Se representan a continuacion las graficas de las lineas de contacto y distribucién de
fuerzas para el caso del engrane entre dos engranajes cilindricos helicoidales. El primer
caso es de longitud minima de contacto la cual ocurre desde justo antes de que un par de
dientes entren en contacto hasta que el par de dientes mas alejado deja de estar en contacto.
A este caso corresponden la Figura 42 y la Figura 43. En el segundo caso muestra cuando
ya lleva avanzado a la entrada una fraccion de pasg=e25 en el cual empieza a no
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estar en la longitud minima de contacto. El reparto de carga en este caso viene representado
graficamente por la Figura 44.
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Figura 42 Distribucion de fuerza al lo largo de la linea de contacto cuaado

Figura 43 Lineas de contacto para el caso estudiado cuan@o

Se observa que la fuerza maxima entre los dientes es mayor en este caso que en el de
longitud minima de contacto, debido a que el estado energético de los dientes lo favorece.

Evolucion de la carga con el avance
Se ha realizado un estudio en el que se ha tratado de averiguar como evoluciona el maximo
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Figura 44 Distribucion de fuerzas para x=0.25

de la fuerza con el avance, con el objetivo de establecer un criterio de disefio a la hora de
determinar la fuerza méaxima superficial a la que puede estar sometida la zona de contacto
entre dos dientes. Para ello se han realizado los célculos para la determinacion de la
relacion entre la fuerza méaxima obtenida y la fuerza de disefio de la norma AGMA, se han
realizado para distintos avances de fracciones de paso, entre 0 y 1. Cuando el avance es
el paso entero, la situacion se vuelve a repetir por lo que el estudio de este intervalo marca
la evolucion completa de la fuerza maxima a lo largo de todo el engrane.

Para el caso de engrane entre dientes con los paradmetros que se muestran en la Tabla I, se
ha realizado un estudio de la evolucion de la longitud de contacto, la fuerza méaxima de
contacto sabiendo que la fuerza total a repartir es de F=1, y su relacion con la fuerza
media, y la fuerza que la norma AGMA proporciona para este caso.

Como se puede observar en la Figura 45 se puede ver que las relaciones de la fuerza
maxima con la fuerza media y con la fuerza de la norma AGMA coinciden en el primer
tramo de la gréafica. Esto es debido a que la fuerza proporcionada por el método de la
norma AGMA es la fuerza media cuando actua a lo largo del tramo de longitud minima
de contacto. Después se distancian las dos gréficas ya que la fuerza media disminuye al
disponer de mayor longitud de contacto.

El valor méximo de la fuerza se ha obtenido en el caso de un avance de 0.5 veces el paso,
se puede observar la causa de esta situacion en la forma de la representacion de la
distribucién de fuerza en la Figura 46. A la vista de la gréfica es facil deducir que el valor
alto de la fuerza méxima se produce al ser soportada la mayor parte de la carga por un sélo
diente, mientras que en el caso anterior habia dos dientes que soportaban la carga.
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Tabla | Parametros de disefio de la transmision en el analisis de tensiones independientes.

RUEDA A RUEDA B TALLADO
Z 40 || z 40 || paso 10,995
F, 40 || F, 40 |[ médulo 3,5
X, 0 | % 0 || @, (rad) 0,3490
Mg 84,32 || r,, 84,32 || adendo 1
dedendo 1,25
Il 0,3
Y (rad) 0,5235
1.75
1.7 F_F_ /,__.\_\.\.
1.65
1.6
1.55
1.5
1.45,
1.4
135 0 ‘0.2 ‘0.4 6.6 ‘0.8 ‘1 1.2

Porci6n de paso

Figura 45 Evolucion de la relacion entre la fuerza maxima que actia sobre la superficie
de contacto y la fuerza media y de la norma AGMA.

En la se puede observar que mientras en el diente central la linea de contacto recorre
desde el radio de contacto unico inferior hasta el radio de cabeza, en los otros dos dientes
el contacto se produce en zonas de baja energia.

Conclusiones
De acuerdo con los resultados vistos se puede deducir que la fuerza maxima superficial se

localiza en alrededor del radio medio de contacto de la norma AGMA y que no tiene
porqué ocurrir durante el tramo de longitud minima de contacto, sino mas bien en el tramo
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Figura 46 Distribucion de fuerza cuandg=0.5

Figura 47 Lineas de contacto en la zona de mayor fuerza superficial.

donde mayor numero de dientes trabajan efectivamente.

En los casos estudiados se puede establecer un valor de disefio a fallo superficial de
alrededor de 1.5 veces el valor dado por la AGMA.

Localizacion del radio donde actua la fuerza maxima.

Ya se ha determinado en el apartado anterior el método para la determinacion de la fuerza

maxima que actla sobre dos dientes en contacto, y se ha observado que ésta no se produce
en los extremos sino mas bien en un punto cercano al radio primitivo.
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En el estudio del reparto de carga entre dientes rectos se sefialé6 un método para calcular
la energia potencial unitaria en el contacto entre dos pares de dientes. Esta energia se

expresO mediante una funcion polinbmica a partir de unos valores discretos tomados a lo
largo de toda la linea de engrane.

Cuando se suponen secciones independientes en el reparto de carga, tal como se ha hecho
en esta investigacion, es facil deducir que el maximo de la fuerza aplicada se produce en
el punto donde la energia de contacto es maxima, de donde se pueda intuir el concepto de

radio medio que es el que toma la norma AGMA cuando el grado de recubrimiento total
entre engranajes es mayor de dos.

La funcion de energia se obtiene facilmente arreglando lo realizado para engranajes rectos
s6lo que tomando la seccién frontal de los engranajes helicoidales, la cual se obtiene a
partir del angulo de hélice de tallado.

Se ha calculado el valor del radio de maxima fuerza haciendo nula la derivada de la
funcién de energia por el método de Newton-Raphson. Se ha estudiado su valor conforme
evoluciona el numero de dientes, el desplazamiento, la distancia entre centros y el angulo
de hélice, y se ha comparado con el valor del radio medio de la norma AGMA vy el radio

de rodadura de la norma ISO, estableciendo de este modo el grado de exactitud de las
normas.

Los valores de disefio de partida vienen dados en la Tabla |, y los resultados de los analisis
vienen dados por las graficas de las figuras mostradas en las siguientes paginas.
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Figura 48 Variacion de la diferencia entre el radio de minima energia y el radio primitivo
relativa al moédulo, cuando varia el nUmero de dientes de la rueda.
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En la Figura 48 se puede observar que la diferencia entre el radio de minima energia y el
radio primitivo que coincide con el radio medio y el radio de rodadura, es muy pequefia.
Practicamente despreciable, de aqui se deduce que los picos son expresion de la
aleatoriedad de los calculos cuando el numero de dientes aumenta, manteniéndose, sin
embargo, dentro de los limites en los que se puede despreciar la diferencia.
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Figura 49 Variacion del radio de minima energia con el coeficiente de desplazamiento en
el tallado.

En la Figura 49 se muestra la diferencia entre el radio de energia minima y los radios de
rodadura (que coincide con el radio primitivo), y los radios medios. Se puede observar que

el valor del radio medio se aproxima al radio de energia minima, para desplazamientos
moderados y positivos, mientras que para desplazamientos negativos o muy altos pueden
ser incluso desaconsejable, en estos casos el radio de energia minima se encontraria entre
el radio medio y el radio de rodadura.

En el estudio de la variacion de la localizacion del radio de minima energia con la
variacion entre centros se observa que el radio medio y el radio de rodadura coinciden, y
su valor se aproxima al valor del radio de minima energia, como se puede observar en la
Figura 50. De aqui se puede deducir que el concepto de radio medio ha sido obtenido del
calculo del radio de rodadura cuando varia la distancia entre centros.

En cuanto a la influencia del angulo de hélice, es facil intuir que al suponer secciones
independientes, éste solo afectara a la geometria del perfil de forma que se puede asimilar
a la de un diente recto que se hubiera tallado con una cremallera con distinto angulo de
presion. Los resultados de este andlisis se pueden observar en la Figura 51.

En este caso vuelven a coincidir los valores del radio primitivo, el radio de rodadura y el
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Figura 50 Variacion del radio de minima energia con la distancia entre centros
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Figura 51 Variacion del radio de minima energia con el angulo de hélice en el tallado.
radio medio. Como se ha visto en el caso de la variacion del nimero de dientes de la
rueda, la diferencia en muy pequefia para angulos de hélice nulos, haciéndose mas grandes

con picos para angulos de hasta 45°. La aleatoriedad a partir de un angulo de hélice no esta
bien explicada pero se supone gue es debido al método numérico utilizado.

Tensiones de Hertz a lo largo de la linea de contacto

Se ha estudiado en el apartado anterior el punto critico de fallo sobre la base de la
distribucion de fuerza, toca ahora comprobar que la tension maxima subsuperficial
corresponde con el maximo de la fuerza. Para ello se representara sobre un ejemplo sencillo
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la diferencia entre tomar un punto en el que la fuerza aplicada es maxima y el punto donde
la tension tangencial subsuperficial es también maxima. Si los puntos son muy parecidos
se tomaran como validas las suposiciones anteriores.

Hay que tener en cuenta que la diferencia entre las dos magnitudes anteriores viene dada
unicamente por el radio de curvatura equivalente el cual determina junto con la fuerza por
unidad de longitud y las constantes elastica del material, el semiancho de contacto, el mapa
tensional subsuperficial y la tension maxima subsuperficial.

En el capitulo V.2 se evalla la influencia de los radios de curvatura en la distribucion de
fuerza final bajo diferentes hipétesis. Como se vera en la Figura 65, la influencia de los
radios equivalentes de curvatura es muy pequefia respecto a la variacion de distribucion de
fuerza aplicada, mientras en la zona central (zona de estudio) la variacion de la tension por
el radio de cilindro equivalente no llega al 10% mientras que el maximo de la fuerza
aplicada llega sobrepasa el 50% de la fuerza media.

El procedimiento que se va a seguir se va a realizar en torno a la funcion de interpolacion
de energia el cual determina la diferencia porcentual entre las fuerzas soportadas por dos
puntos de la linea de contacto.

Funcion de interpolacion de energia

Suponemos una transmision de piiion a rueda de modulo 3.5, n° de dientes 40 tanto para
el pinidbn como para la rueda.

La funcion de energia de deformacion viene dado por la gréfica de la Figura 52 en la que
se ha calculado el minimo que es el radio de energia minima de deformacion.

Se ha calculado igualmente la variacion porcentual del valor de la distribucion de fuerza

a lo largo de una linea de contacto y del valor de la raiz cuadrada de la inversa del radio
de curvatura equivalente que es de lo que depende a maxima tension subsuperficial en
cuanto al radio. Se puede ver gque la desviacion tipica de los valores de la fuerza es de
7.77% mientras que la desviacion de los valores de la tension maxima subsuperficial es
apenas 1.09%.

En la Figura 53 se puede observar que el radio de curvatura influye muy poco en la
distribucion de fuerza a lo largo de la linea de contacto. Disminuyendo el pico de tension
tangencial en apenas un 12%. Sin embargo, lo que no ha cambiado practicamente es la
localizacion del punto critico.
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Figura 53 Influencia del radio de curvatura en la distribucion de fuerza

Para la presentacion gréfica se han representado 50 puntos de la linea de contacto y el
méximo de la tension tangencial coincide con el maximo de la distribucion de fuerza.

El maximo radio de curvatura equivalente para el cual ocurre el minimo de esfuerzo
tangencial, ocurre en la mitad de la linea de accion en donde los radios de curvatura de
ambos perfiles son iguales. Y como se ha visto anteriormente el punto de maxima fuerza
aplicada se encuentra en un punto cercano al radio medio del pifion.

Como ambos puntos estan cercanos uno del otro, se puede establecer sin miedo a cometer
un error grave, que el punto critico a fallo superficial se encuentra en el punto de mayor
fuerza entre los puntos.
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A la hora de valorar el criterio de fallo, el despreciar el efecto que el radio de curvatura
tiene sobre la tension tangencial maxima, es ponerse del lado de la seguridad ademas de
simplificar los calculos considerablemente.

Conclusiones

Se pueden establecer unas curiosas conclusiones respecto a este ultimo estudio, entre las
gue cabe destacar las siguientes:

- El radio medio de la norma AGMA coincide con el radio de rodadura en los
disefios normales, y cuando varia la distancia entre centros, con lo que en estos caso
las normas 1ISO y AGMA coinciden en cuanto a la localizacién del punto critico de
disefio, aunque no asi respecto a su valor ya que difieren en el calculo de la
longitud minima de contacto.

- Elradio medio de contacto es un buen estimador del punto critico para condiciones
normales, variacion de la distancia entre centros, y para desplazamientos positivos
moderados.

- Se ha presentado un método para la determinacion del radio de minima energia de
contacto. En este punto se produce la maxima fuerza de contacto entre dientes
helicoidales suponiendo que las discretizaciones a lo largo del ancho se comportan
de modo independiente, tal como se dedujo en el capitulos de analisis por el
Método de los Elementos Finitos. Se ha comparado con los valores dados por las
normas ISO y AGMA.

- Se havalorado la influencia de la variacion del radio de curvatura equivalente sobre
la tensién tangencial maxima, observando que influye muy poco respecto a la
distribucion de fuerza. Valorandose de modo valido el tomar la distribucion de
fuerza para localizar el punto critico.

V.3 Recapitulacion

En el primer apartado se presenta un método para evaluar el reparto de carga entre dientes
en cualquier punto del intervalo de carga compartida de un engranaje recto. El método esta
basado en el criterio de minimo potencial de deformacién, cuya obtencion se lleva a cabo
mediante la aplicacion del método de los multiplicadores de Lagrange a la funcién
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potencial, calculada, en cada punto, a partir de la geometria de los dientes. La distribucion
de carga asi obtenida, en cada punto de la linea de engrane, resulta ser sensiblemente
parecida a la que la norma AGMA adopta, sin presentar justificacion alguna, para el estudio
de la lubricacion de perfiles no modificados.

Dicha distribucion de carga se ha aplicado al modelo de Hertz para evaluar la presion de
contacto en todo el intervalo de engrane, resultando que la prediccion de la presion critica
por este procedimiento es mucho mas parecida a la que hacen las normas internacionales
—especialmente AGMA que la que se obtendria de aplicar directamente el modelo de la
propia norma, pero a todo el intervalo, no sélo al punto que ésta sugiere.

Finalmente, se ha realizado un analisis de variacion de la presion de contacto con diferentes
variables de disefio, encontrandose que, pese a que la prediccion de las normas y la que se
deriva del modelo desarrollado son coincidentes en la mayor parte de los casos, sigue
siendo posible encontrar situaciones en que la presion critica se presente en puntos
diferentes de los sugeridos por las normas, como es el punto de finalizacion de engrane del
pifion, cuando la distancia entre centros se acorta, o el punto de contacto Unico superior,
cuando el desplazamiento aumenta.

En el segundo apartado se ha estudiado el reparto de carga entre dientes helicoidales. Se
ha comenzado por analizar el contacto entre los dientes, pues variando la geometria varian
las condiciones de contacto, estableciendo una primera aproximacion de acercamiento
constante entre los puntos alejados de la zona de contacto. A continuacion se ha realizado
el analisis desde el punto de vista estructural, desarrollando un método para el calculo de
la distribucion de fuerzas, basado en las condiciones de Kuhn Tucker y en los
multiplicadores de Lagrange. Este método necesita las rigideces especificas de los puntos
de contacto, para lo cual se ha utilizado el método de los elementos finitos (FEM). Y por
ultimo se ha simplificado la metodologia haciendo la hipétesis (fundada en los resultados
del FEM) de secciones independientes de contacto.

Respecto al analisis del contacto se han desarrollado tres modelos de distribucion de carga,
basados en distintas hipotesis de contacto. Como se ha podido observar en las graficas, el
tomar un modelo u otro influye en la distribucion de fuerzas a lo largo de la linea de
contacto, aunque el maximo de la presion de Hertz sigue situandose en los extremos de la
linea de contacto donde los radios de curvatura son mas diferentes. Tomando el modelo de
"igual coordenada X" la diferencia de tensiones a lo largo de la linea de engrane se suaviza,
mientras que usando el modelo de "igual arco” la diferencia es resaltada, aunque muy
ligeramente.

Las normas de disefio de engranajes ISO y AGMA toman, sin embargo, como punto critico
la tension en el punto de rodadura o en el radio medio, que estdn muy préximos a donde
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los radios de curvatura mas se parecen. Este punto es el que tiene el radio de cilindro
equivalente minimo. Las normas son mas conservadoras al establecer tension critica de
fallo la presion maxima de Hertz, mientras que la maxima tension equivalente dada por el
mapa tensional es 0.3 veces ese valor. Se tendra que recurrir a otros criterios para
modelizar el contacto con los que compensar estos efectos y por lo tanto estimar la tension
de fallo a lo largo de toda la linea de contacto.

Para encontrar la solucidn a estas incongruencias desde el punto de vista del contacto, se
ha desarrollado un método para calcular la distribucién de fuerza a lo largo de la linea de
contacto entre dos engranajes helicoidales. Este calculo se ha realizado minimizando la
energia elastica mediante las condiciones de Kuhn-Tucker y los multiplicadores de
Lagrange. Para el célculo de la energia de deformacién se necesita las matrices de
deformacion, las cuales se han obtenido mediante la técnica de los elementos finitos.

En las soluciones obtenidas por FEM se ha observado que la forma de la distribucion de
fuerzas es practicamente igual a si se supusiera el diente como una serie de rebanadas unas
independientes de otras. Este hecho permite establecer la hipotesis de secciones
independientes, lo cual facilita mucho el calculo de desplazamientos al tratar un problema
bidimensional y existir métodos alternativos al FEM para este fin. También se ha podido
establecer que los efectos de borde se pueden despreciar a partir de un nuamero
relativamente pequefio de puntos de discretizacion.

Como método alternativo al FEM se ha desarrollado un método cuyo desarrollo analitico
despreciando en este caso la deformacion por cortante. Este método es invalido ya que son
muchos los casos donde la deformacion por esfuerzo cortante no es despreciable, por lo que
al final se ha calculado de forma numérica la deformacion de cada una de las secciones
independientes.

De acuerdo con los resultados vistos bajo la suposicion de secciones independientes, se
puede deducir que la fuerza maxima superficial se localiza alrededor del radio medio de
contacto de la norma AGMA y que no tiene porqué ocurrir durante el tramo de longitud
minima de contacto, sino mas bien en el tramo donde mayor nimero de dientes trabajan
efectivamente.

En los casos estudiados se puede establecer un valor de disefio a fallo superficial de
alrededor de 1.5 veces el valor dado por la AGMA.

Por ultimo se ha realizado un estudio sobre la localizacion del maximo de fuerza, de donde
se pueden establecer unas curiosas conclusiones entre las que cabe destacar las siguientes:

- El radio medio de la norma AGMA coincide con el radio de rodadura en los

145



disefios normales, y cuando varia la distancia entre centros, con lo que en estos caso
las normas ISO y AGMA coinciden en cuanto a la localizacién del punto critico de
disefio, aunque no asi respecto a su valor ya que difieren en el calculo de la
longitud minima de contacto.

El radio medio de contacto es un buen estimador del punto critico para condiciones
normales, variacion de la distancia entre centros, y para desplazamientos positivos
moderados.

Se ha presentado un método para la determinacion del radio de minima energia de
contacto. En este punto se produce la maxima fuerza de contacto entre dientes
helicoidales suponiendo que las discretizaciones a lo largo del ancho se comportan
de modo independiente, tal como se dedujo en el capitulo 1V.2 de analisis por el
Método de los Elementos Finitos. Se ha comparado con los valores dados por las
normas ISO y AGMA.

Se ha valorado la influencia de la variacion del radio de curvatura equivalente sobre
la tensidn tangencial maxima, observando que influye muy poco respecto a la
distribucion de fuerza. Valorandose de modo valido el tomar la distribucion de
fuerza para localizar el punto critico.
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V L UBRICACION Y MECANICA DEL
CONTACTO

Después del estudio del reparto de carga, se va a desarrollar en este capitulo el modelo de
contacto. Para el estudio de un punto en particular del engrane se necesita de los datos
obtenidos en los capitulos anteriores de geometria (radios de curvatura de perfiles),
cinematica (velocidades de deslizamiento y elastohidrodinamica), y dinamica (fuerza que
actia entre las dos superficies).

Primeramente se va a modelizar el fenébmeno de la lubricacion, del cual se obtendra el

perfil de presiones que actla sobre las superficies de los dientes. Y a continuacion se
desarrollara el método para el calculo de las tensiones subsuperficiales que son las que
realmente producen el fallo.

V.1 Lubricacion elastohidrodinamica en el contacto
entre dientes de engranajes. Desplazamiento
especifico del perfil de presiones

En este capitulo se va a comentar todo lo desarrollado para estudiar el problema de la
lubricacion. Como se ha visto en el capitulo de fundamentos tedricos el perfil de presiones
gue actua sobre la superficie de contacto puede diferenciarse mucho del eliptico hertziano
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gue es el modelo que toman las normas AGMA e ISO. Un analisis con detalle del
fendmeno del fallo superficial requiere un estudio sobre el régimen de lubricacion y como
influye en el fallo por fatiga. En este capitulo se ha escogido el modelo de lubricacién de
Greenwood [41] entre los mencionados en el capitulo de fundamentos tedricos, mejorandolo
en el procedimiento de calculo, de forma que se ha clarificado el método para la obtencion
del perfil de presiones y el coeficiente de rozamiento.

Para los desarrollos de este capitulo se necesitan los datos que has sido objeto de capitulos
anteriores: geometria, cinematica, y el calculo estructural del reparto de cargas. Partiendo
de estos datos se obtendra el perfil de presiones que sera la Unica entrada en el calculo del
mapa tensional en la zona de contacto.

Modelo tomado para el estudio de la lubricacion de engranajes

El modelo de Greenwood se ha escogido como modelo elastohidrodinamico en todos los
desarrollos posteriores por las siguientes razones:

a) Greenwood obtiene valores de espesor de pelicula muy parecidos a los dados por
la solucién numérica de Dowson, mas parecidos que los proporcionados por Grubin;
y su correlaciébn es mucho mas precisa cuando se trabaja a bajas cargas, en el
régimen visco-rigido [41].

b) La pequefia discrepancia se produce por el lado de la seguridad, es decir,
proporciona los valores ligeramente mas pequefios de espesor de pelicula y los
perfiles de presion son mas distorsionados, lo cual se vuelve mas critico al aumentar
el valor de la maxima tensién cortante y acercar su localizacion a la superficie.

c) Es un modelo que viene expresado en férmulas matematicas mucho mas
computacionables. La discretizacion del perfil de presion es usada facilmente para
la determinacion del mapa tensional en la subsuperficie.

En el capitulo siguiente se desarrollara una variacion de este modelo adaptado a las
necesidades requeridas para el desarrollo de un modelo global de fallo superficial en
engranajes.

El modelo es demostrable en teoria como ya se hizo en el capitulo de fundamentos teéricos

con sus hipotesis de partida. En realidad intervienen factores por los que los picos no
pueden ser tan altos con los que da la solucion teérica.
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Seguidamente se desarrollara un procedimiento para la obtencion del desplazamiento
reducido del perfil elastohidrodinamigobasandose en las condiciones de salida de la zona
de contacto.

Céalculo numérico del factor de desplazamiento redugiddel perfil de
presiones elastohidrodinamico

Se va a presentar un método numeérico para la obtencion del desplazamiento reducido del
centro de presiones del perfil elastohidrodinamjica partir de la teoria de Grubin. Los
resultados obtenidos indican que este desplazamiento reducido disminuye cuando aumenta
la fuerza soportada por la pelicula de lubricante. Al aumenthys picos de presiones
tedricos son muy altos, lo cual no es observado por los procedimientos experimentales, por
lo que se puede dudar de la validez de estas soluciones en estos regimenes. Estas
situaciones se producen en la transicion hacia el régimen hidrodinamico sin deformacion
elastica de los cuerpos en contacto.

™ a —~=T a —=t R
’// —=] -c—d /

N Y

Figura 54 Desplazamiento del centro de presiodes

El método desarrollado es una modificacién del expuesto por Greenwood con el objetivo
de evitar tanteos que son poco practicos en el disefio mecanico, y menos aun cuando lo que
se pretende es transcribir el procedimiento a un programa de ordenador.

Procedimiento

En el apartado 11.3 se ha expuesto el modelo de contacto entre un cilindro y una superficie
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semiindefinida cuando la deformacion esta descentrada una camtidid su centro
geométrico. El perfil de presiones resultante es muy semejante al proporcionado por la
solucion numérica de la ecuacion de Reynolds junto con la deformacion de los sélidos en
contacto. Esto se explica considerando las zonas de entrada y de salida de la pelicula como
independientes: la zona de entrada determinaria es espesor de la feliguzona de

salida la distorsion del perfil de presiones, es decir, al formarse la pelicula de lubricante
en la entrada, el espesor de ésta se mantiene constante como requisito para aguantar la
carga, al cabo de una distancia, toda la carga que tiene que soportar, la ha soportado por
lo que se produce la constriccion en el espesor de lubricante. Cuanto menor es la carga,
mas estrecha sera la zona que soporta la carga, y mas distorsionado resultara el perfil.
Aunque el fendmeno no sea tan sencillo en la realidad, este modelo representa bastante
bien todas las caracteristicas perfil elastohidrodinamico de presiones. La discontinuidad en
la forma del perfil representado en la Figura 54 es artificial ya que en realidad es mucho
mas suave, aungue las soluciones de Dowson y Higginson [26] también muestran picos
muy altos.

Consecuencias de la ecuacion de Reynolds.

dp
=12n.e*” U
dx Mo

h-h ) (228)
h3

A partir de la ecuaciéon de Reynolds se puede deducir que debe haber una constriccion de
la pelicula de lubricante para que la presion vuelva a tener valores bajos después de
haberlos tenido muy altos en la zona de presiones de Hertz, es decir, para que haya
gradiente negativo, en algiin momettdiene que ser menor que.

La aparicion del pico de presion en la salida puede hacer que el méximo de la presion sea
mucho mayor que el proporcionado por la férmula de Hertz.

Grubin utilizé con esta intuicion el concepto de presion redugidefinida en la expresion
(229) para simplificar la ecuacion de Reynolds (228) que junto con la regla de Barus
reduce la formula de Reynolds a la Ecuacién (230).

@ ge1- e (229)
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ﬂ=127]0U

dx

h-h ] (230)
h3

de donde se deduce queogi es muy alto la presion reducida es constante con Idhehe
y ademas, el valor dg sera proximo a o, de donde

h=h~

xdq 1 h-h* 231
fmadx—;—mnoU [ dx (231)

3

h=-c

la expresion dé se puede obtener a partir de la deformada del cilindro una vez se le haya
aplicado la distribucion de presiones mostrada en el capitulo del contacto.

Dado que el espesor de pelicula proporcionado por Dowson y Higginson es un valor muy
admitido, en adelante se prestara especial atencion a la zona de salida que es la que va a
determinar el valor dg1 que es el que determina la forma del perfil de presiones, de
momento se ha establecido un procedimiento por el cual se obtiene un valor razonable.

En la salida del contacto se cumple qug=0 cuando la pelicula recobra su forma después

de la constriccion, esto indica que0. La forma de esta constriccion viene dada por la
teoria de la elasticidad mostrada en el capitulo de fundamentos teéricos por lo que se puede
obtener el valor del términb-h" de la ecuacion de Reynolds.

0-12n,u [ A7z (232)

en dondeg es el semiancho reducido de contacto que viene representado en la expresion
de distribucion de presiones. Mediante manipulaciones matematicas la ecuacion (232) se
gueda reducida a la siguiente expresion que se halla en [41]

3

0"
a 24 f B(6)senh(0) 40 (233)
8an,U R 4 (Hy-B(©))’
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en donde

€ =—cosh®

Hy= 2R (234)
2

B(0)=4p.(senh0+0)-(senh20-20)

8" es el valor deB que hace BY) = 0, es decir, cuando el espesor de pelicula retorna al
espesor inicial.

Esta es una ecuacion con una unica incognita pues suponemos que el espesor de pelicula
viene bien correlacionado por la expresion de Dowson y Higginson. Para la resolucion de
la ecuacion (233) se han requerido los siguientes pasos:

- Primera estimacion dg.

- Aplicacién de Newton-Raphson para la obtenciérfde

- Resolucién numérica de la integral mediante cuadratura de Lagrange.
- Nueva estimacion dg mediante la aplicacion del método de la secante.
- Comprobacion de la convergencia.

Para la obtencion de una primera estimaciornudee ha partido de la hipotesis de que el
espesor minimo de pelicula es 0,8 veces el espesor de pelicula en la zona de contacto, y
éste ocurre en un maximo @0) cuyo valor aproximado es de 75*? sabiendo ademas

que

H -B(O® )=08H. = B®_ )=02H (235)
0 0 0

max: max:

comoH,=(1 + 2)H se obtiene que la ecuacion a resolver para obtener el valor inicial de
i es

7.5p%2-(0.2+0.4p)H=0 (236)

La primera estimacion dg se obtiene por el método de Newton-Raphson resolviendo la
Ecuacion (236). Como primer valor se toma un valor excesivo para la mayoria de los casos
como puede ser 5. El método numeérico no ha dado problemas hasta 40 iteraciones en esta
resolucién de Newton Raphson, para los valores que se han usado en las pruebas.

Una vez obtenidqu se ha usado para la obtencion @lecon cuyo valor ya se puede
discretizar la integral para su resolucion numérica. El método seguido para la obtencién de
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0" ha pasado por calcular el valor 8g,, dado que la forma de la curva &) sugiere

que el valor de®,, es una porciébn de&®" como se muestra en la Figura 55, este
procedimiento también es conveniente para evitar que el valor inicidl e la iteracion

de Newton Raphson sea muy pequefio 0 muy grande ya que de ser muy pequefio, el
método convergeria en el origen, y de ser muy grande tendria una convergencia laboriosa,
0 bien no convergeria. El procedimiento usado se ha resuelto para que siempre haya
convergencia.

Funcion reducida B(0)

Qm{lx . e *

0 0.5 | 1.5 2
Parametro adimensional 0

Figura 55 Evolucién de B6).

El valor inicial de@,,,, se ha tomado del cosfl + p) el cual tiene facilidad de converger.
Una vez obtenido el valor d&,,, se toma el valor inicial d8 como 2/3 del valor dé,,,,
lo cual facilita también en mucho la convergencia.

Respecto al método de la secante usado, se ha partido de dos valores de la funcién, se haya
la interseccion de la recta secante con el eje de abscisas, se calcula la funcién en este

nuevo punto, sustituye a uno de los puntos originales: el que tiene la ordenada mas alejada

de la ordenada del nuevo punto. No se han encontrado problemas de convergencia con este
método. La precaucion que se ha de tomar es la de no prolongar demasiado las iteraciones
para que las ordenadas de los dos puntos no coincidan en valores proximos a 0, pues la

secante seria paralela al eje de abscisas y no habria interseccion.

Sustitucion del método numérico por una correlacion.

Con valores dados a partir del método descrito anteriormente se han correlacionado valores
dep en un rango lo suficientemente amplio para que sea valido en los casos practicos que
se tratan.
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Tabla Il Errores en la correlacioH-p

H K P> % error

0,09575 0,02216 0,020667 6,73
0,1869 0,03502 0,034331 1,97
0,4433 0,06391 0,066116 3,45
0,8327 0,10048 0,106674 6,16
1,521 0,15747 0,168496 7,00
3,1898 0,28375 0,295561 4,16
5,3126 0,44115 0,435265 1,33
8,4495 0,6835 0,635881 9,96
14,605 1,2117 1,235551 1,96
21,193 1,8593 1,941428 4,41
29,969 2,8368 2,956472 4,21
46,211 4,91 5,001004 1,85
63,527 17,3707 7,359026 0,15
87,135 10,976 10,7993 1,6
132,6 18,354 17,97767 2,05
182,79 26,854 26,54288 1,15

El valor dep se ha correlacionado Unicamente con el parametro adimensiomaies se

ha visto que varia muy poco respecto al resto de variables. Esta fuerte dependencia es facil
de intuir sabiendo que el espesor minimo de pelicula sela Q@ que ha servido para dar

una primera estimacién de cuyo valor es ya cercano al valor definitivo. Después de
calcularp para 16 casos diferentes que barren todos lo rangos, se ha observado que en la
representacion logaritmica mostrada en la Figura 56, se pueden distinguir claramente dos
zonas en las que las pendientes de las curvas permanecen practicamente constantes. La
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correlacion obtenida tiene las siguientes expresiones,

L=0.1257H%78 g H<85 (237)
L=00477H'2'® i H>85 (238)
1 ARh (239)

by

Los valores de partida, asi como los valores dados por la correlacion y los valores de los
porcentajes de error son proporcionados en la Tabla Il. Se puede observar que los errores
en el valor deu son practicamente despreciables, teniendo en cuenta que en lo Unico en
gue influyen es en la forma del perfil de presiones, y ésta se necesita para calcular el mapa
tensional subsuperficial, con lo que la influencia de la precision del método de calculo en
el mapa tensional es despreciable.

Se puede observar en la gréafica que los valores han sido escogidos a una distancia normal
y que se pueden detectar resultados fiables a partir de la correlacion.

100

—
[
T

Desplazamiento de presiones p
I

0.01 ‘ ‘ ‘ ‘
0.01 0.1 1 10 100 1000

Variable adimensional H
-+método numérico — correlacion

Figura 56 Evolucién del desplazamiento reducido del centro de presipnmespecto de
H y su correlacion.
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Figura 57 Evolucion del espesor de pelicutaa lo largo de la linea de accion.
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Figura 58 Evolucién del coeficiente de rozamiento a lo largo de la linea de accion.

Estudio de variables a lo largo de la linea de engrane

En la linea de engrane las condiciones de carga, velocidad, y geometria varian
constantemente. Estos valores, como se ha visto en capitulos anteriores, se han obtenido
por la teoria generalizada de engranajes, el reparto de carga entre dientes en los instantes
en que hay dos a la vez, se ha obtenido por el método de los multiplicadores de Lagrange,
segun el apartado IV.1 referido al calculo de factor de distribucion de la carga en

engranajes rectos.

Se produce una discontinuidad tedrica en la evolucion de la carga aplicada a lo largo de
intervalo estudiado, localizada en los radios de contacto Unico superior e inferior en la
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Figura 59 Variacion de la fuerza de rozamiento medio con el ancho de cara.

carga aplicada.

Tabla lll Variables iniciales en el analisis paramétrico

PINON RUEDA

z, 30 || z 100
F, (m) 0,05 | F, (m) 0,05
X 0 | % 0
roy (M) 0,068 | r., (M) 0,21675
HERRAMIENTA FUNCIONAMIENTO

p (M) 0,01335 | r, 3,33333
m (m) 0,00425 | C 0,27625
@ (rad) 0,34906 | o 0,34906
adendo 1,00 | &, 1,75301
dedendo 1,25

r 0,30

Las variables por defecto son las sefialadas por la Tabla Ill de donde se han obtenido la
Figura 57 y la Figura 58.
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Se puede observar en la Figura 57 que el espesor de pelicula de lubricante entre dientes de
engranajes viene dado principalmente por las condiciones cinematicas, por lo que apenas
cambia con el salto de fuerza que se produce en los radios de contacto Unico superior e

inferior.

Estudio paramétrico del coeficiente del rozamiento

El coeficiente de rozamiento medio en la linea de engrane se ha obtenido integrando la
grafica mostrada y dividiendo por la longitud de la abscisa. Se han hecho variar algunos

parametros, de donde se han obtenido las siguientes graficas. Se discutiran las gréaficas
obtenidas con la variacion de algun parametro de disefio. En concreto, el ancho de cara, la
velocidad angular, y el desplazamiento de la herramienta en el tallado.

0.2

0.15.

e
—_

0.05.

Coeficiente de rozamiento f

0 ‘ ‘ : : ‘
0 1 2 3 4 5 6

Ancho de cara F, m

Figura 60 Variacion del coeficiente de friccion medio con el ancho de cara.

Variacion con el ancho de cara

Al aumentar el ancho de cara, para la misma potencia y misma velocidad angular se ejerce
una menor fuerza por unidad de longitud en los flancos del diente con lo que el espesor
de pelicula crece y por lo tanto el coeficiente de rozamiento aumenta por la ley de Crook
(Figura 59). De aqui se puede concluir con el criterio de disefio de disminuir el ancho de
cara, no sélo por reducir peso, coste de fabricacion, etc. sino también porque aumenta el
rendimiento mecéanico reduciendo el ancho. Légicamente se estd suponiendo lubricacién
plena entre perfiles en todo instante. Muchas veces ocurre que al aumentar la carga entran
en contacto las asperezas de las superficies en contacto, y por lo tanto aumenta la fuerza
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de rozamiento.
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Figura 61 Variacion del coeficiente de friccion con el n° de dientes de la rueda.

Variaciéon con la velocidad anqular

Al aumentar la velocidad angular, para la misma potencia, disminuye la fuerza ejercida
sobre los flancos de los dientes, pues el producto F.V (la potencia) es constante. Por otra
parte el espesor de pelicula también aumenta al aumentar la velocidad por condiciones del
régimen de lubricacién. La curva no es lineal debido a la adicion de los dos factores
anteriores, pero sobre todo por la no-linearidad emtsea. Por estas dos razones se puede
pensar que el coeficiente de rozamiento crecera. (Figura 60)

Variaciéon con la relacion de transmision

Al aumentar el numero de dientes de la rueda se puede deducir que aumenta el radio
equivalente del cilindro siendo de especial importancia en este caso la geometria. A partir
de una relacion de transmision dada, el rozamiento no crece tanto, pues la aportacién de
la rueda al valor del radio de cilindro equivalente tiene cada vez menos importancia en el

célculo de la tension superficial (Figura 61). Por esta razon la curva se estabiliza para un
namero de dientes mayor de 200.

Variacién con el desplazamiento
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Figura 62 Variacion del coeficiente de friccion medio con el desplazamiento en tallado

Se ha variado el desplazamiento en el tallado del pifion y la rueda de forma que se
mantuviera la distancia nominal. Se observa que apenas influye en el rendimiento final. En
la Figura 62 el efecto estd amplificado, pero el coeficiente de rozamiento medio se dispersa
apenas de gm.

Conclusiones

Se ha desarrollado un modelo de contacto elastohidrodinamico, mediante el cual, partiendo
del espesor de pelicula dado por Dowson y Higginson, se calcula la expresion analitica del
perfil de presiones sobre las superficies de contacto.

La diferencia de forma del perfil de presiones con respecto al dado por la teoria de Hertz
se puede cuantificar en funciéon de un Unico pardmgtoolyo célculo se ha desarrollado
en este capitulo.

La validez de esta teoria viene limitada por valoresdiperiores a 0.5 en los cuales los
perfiles de presiones dan picos excesivamente altos que no se pueden presentar en la
realidad debido a limitaciones en el comportamiento del material. Para valorgs de
inferiores a 0.1 el contacto se puede asemejar al hertziano.

El espesor de pelicula de lubricante entre dientes de engranajes viene dado principalmente
por las condiciones cineméticas, por lo que apenas cambia con el salto de fuerza que se
produce en los radios de contacto Unico superior e inferior.

El coeficiente de friccidn es proporcional al espesor de la pelicula segun la teoria de Crook,
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con lo que se ha podido establecer una teoria del rendimiento en transmisiones de
engranajes rectos.

Todas las variaciones de disefio que lleven a disminuir el espesor de pelicula de lubricante
son buenas para la mejora del rendimiento mecéanico, aunque no se debe disminuir tanto
como para que entren en contacto las asperezas de las superficies.

V.2 Mecanica del contacto en engranajes.

En este apartado se va a desarrollar el modelo mecanico del contacto, como paso previo
al establecimiento de un criterio de fallo a presion superficial. Todo lo desarrollado
anteriormente ha tenido el objeto de ver a qué condiciones estan sometidas las superficies
de contacto. Se trata ahora de analizar el fenbmeno del contacto, para lo cual se ha
comenzado por hacer consideraciones a las simplificaciones de la geometria de Hertz y
analizar las posibles alternativas, después se ha realizado un estudio sobre las
peculiaridades del contacto entre dientes de perfil de evolvente y su diferencia respecto al
contacto entre cilindros, para acabar con el analisis numérico para la determinacion del
mapa tensional en la subsuperficie. A partir del perfil de presiones obtenido con el modelo
de lubricacion, se determina el estado tensional de la subsuperficie, de forma que se pueda
establecer la localizacion del punto critico donde existe mayor probabilidad de aparicion
de grieta.

Consideraciones a la geometria de Hertz.

Otra forma de tratar el contacto aparte de las vistas en el apartado 1.3 de fundamentos, es
tomando arcos iguales en lugar de tomar la igualdad de coordeneal@o criterio de

puntos en contacto. Es el modelo mostrado en la Figura 63 de donde se deducen las
siguientes expresiones:

X= ﬁlRl = ﬁZRQ
Z=R,(1-cosP ) +R,(1-cosP,) (240)

Z=-R 17cosi + 1fcosi
1 ( RI) R,( R2)

En dondeZ es la distancia inicial entre 2 puntos que van a estar en contacto.
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Si se desarrolla en serie de Taylor respecto al origen la expresién anteridy yle
eliminando los términos del desarrollo a partir del segundo grado, el resultado seria la
misma parabola que la que resulté tomando el primer criterio. Esto es lo mismo que decir
gue los dos modelos son equivalentes al hacer el mismo tipo de simplificacion.

R,
B,

B,

Figura 63 Contacto entre arcos de circunferencia.

Anédlisis comparativo

Para simular el contacto entre dos dientes helicoidales, a efectos de contacto, se ha
asemejado a dos conos iguales invertidos en contacto en su directriz, tal como se muestra
en la Figura 64. Las directrices de los conos son paralelas a una distancia igual a la
distancia entre los puntos de tangencia de la linea de accién con las circunferencias de
base. El angulo de apertura de los conos sera igual al angulo de hélice en la base. Una
caracteristica del contacto en la linea de engrane es que la suma de los radios de curvatura
es constante a lo largo de la linea de contacto, e igual a la longitud entre los puntos de
tangencia de la linea de engrane con las circunferencias de base (241). En el ejemplo del
gue se han realizado los célculos, la distancia entre los ejes es igual a 10 m, y el radio de
los conos en la base es de 10 m.

Se ha tratado de estudiar como para un mignfi, varia el semiancho de contacto y por
lo tanto la presion maxima a partir de la formula de Hertz. Se han estudiado tres modos
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de determinar este semiancho: Suponiendo que las superficies no se deforman y tienen el
mismo arco de contacto; segun la parabola de Hertz; y suponiendo que entran en contacto
puntos con igual coordenada cartesiana Xx.

R+R=10

10

A
v

Figura 64 Conos en contacto simulando dientes helicoidales

En la Figura 65 se muestra la comparacion entre los tres modelos: el aproximado por
parabola, el modelo de igual arco en contacto, y el de igual coordenaal contacto.

R R, 241)

Para la elaboracion de la grafica de la Figura 65 se ha torhadpy una fuerza lineal
constante apretando los dos conos de 1 N/m. Se ha podido comprobar que, a lo largo de
la linea de contacto, el modelo que mas se aproxima a la solucion real es el de suponer
igual arco en el contacto. Cuando el semiancho de contacto es mas pequefio, y cuando los
radios de los cilindros son mas parecidos, la aproximacion de Hertz es perfectamente
valida.

En todos los casos la presion critica se produce en los extremos de la linea de contacto.
Este resultado contradice a las normas ISO y AGMA que establecen como punto critico
el punto medio donde los radios de curvatura son mas parecidos. En la determinacion del
punto critico juega un papel mucho mas preponderante la distribucion de la carga por
efectos estructurales, que la variacion de la geometria a lo largo de la linea de contacto.

Los modelos reales y de igual arco de contacto son menos conservadores a la hora de hallar

el estado tensional. Ya que al ser las deformaciones menores el estado tensional sera menos
critico.
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Figura 65 Comparacion entre modelos y aproximacion

Analisis del contacto entre dos perfiles de evolvente

En este subapartado se va a analizar el contacto entre dos perfiles de evolvente, a partir de
sus ecuaciones analiticas. Se ha obtenido la funcion de separacion, y se ha realizado una
aproximacion al contacto entre dos cilindros mediante la descomposicién en polinomios de
Legendre o de minimos cuadrados. Las diferencias encontradas con la aproximacién al
contacto entre dos cilindros con radios iguales a los de curvatura en el punto, y por lo tanto
en las tensiones de Hertz, hacen pensar en la conveniencia de otro modelo del contacto
entre engranajes de perfil de evolvente.

Se ha comparado este modelo con la aproximacion tomada por las normas tecnolégicas de
aproximar los perfiles a dos cilindros con radios iguales a los radios de curvatura en dichos
puntos aplicando entonces el modelo de Hertz, despreciando las caracteristicas propias del
perfil de evolvente que pueden ser importantes en ciertos casos en los que deberia tenerse
en cuenta esta caracteristica.

Establecer los rangos de validez de las aproximaciones empleadas por las normas es el
objeto de este apartado asi como el ayudar a comprender el fenébmeno del contacto entre
dos perfiles.

Caracteristicas del perfil de evolvente

La longitud de arco en el perfil de evolvente viene dada por la siguiente expresién deducida
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Figura 66 Perfil de evolvente

en apartado II.1:

r r
1=3”(e§fef)=3b(efel)(ez+el) (242)

llamandoa a la diferencia entre los angulos generatrices del perfil:

(0,-6,)=a (243)

gueda que:

(62+01):2£ o (244)
s

con lo que la longitud tiene la nueva expresion en funcion del radio de base:

r
=2 o (2£+a) (245)
2 ry
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poniendo esta longitud en funcién del arcoqlieda la expresion:

dx=rboc

. (246)
1:2—(2R dx+dx?)

Ty

En esta ultima ecuacion se puede despefayalque es una ecuacion de segundo grado,
de forma que queda:

dx=fR+,/R2+2l T (247)

Contacto entre dos dientes de engranajes

Las caracteristicas del perfil de evolvente junto con la expresion (247) son de especial
importancia para comprender la diferencia entre el contacto entre cilindros y el de dos
perfiles de evolvente.

Para ilustrar el proceso de contacto se han representado en la Figura 67 un par de
engranajes rectos por sus circunferencias de base, la linea de accion y los dos perfiles de
los dientes en contacto.

Como se puede apreciar en las Figura 67 y Figura 68 cuando dos dientes entran en contacto
se obtiene una funcién de separadifh) que es distinta de la aproximacion de Hertz entre

dos cilindros, ésta es la expresion que va a ser objeto de este trabajo.

Logicamente cuandi0 el término correspondiente a la segunda rueda pasa a ser negativo
puesl es positivo para uno y negativo para el otro.

La longitudA de la Figura 68 se puede expresar de dos formas, segun se tome el camino
directo, a través de los radios de curvatura, o bien a través de las proyecciones de los

puntos.

La primera expresion seria:

A=-R,~|R}+21 r,,-R,+\[RZ-21 r,,+R, +R, (248)
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Figura 67 Contacto entre dos dientes engranando.

gue queda reducida a:

A=\R} <20 1, +\R; -2 r,, (249)

mientras por el otro camino se obtiene:

A=(R +r,,a )cosa, +(R,-r,,0,)cosa,+h (250)
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Se pueden obtener los angulnsy a, a través de las expresiones:

R R
PSS W o b
r r r
b1 b1 b1 (251)
R, |(RY |
o,=-—+ || — 22—
"o N\ T2 s

Tomando sélamente el término cuadratico del desarrollo de Taylor del coseno de estos
angulos queda:

cosccfl—il2

2
2R, (252)

cosa,~1 7%12
2R

La nueva expresion de la longituidsera:

{253) A=-h+|Ri-2lr,,

b
2

2R,

-2 |+ R <2t 1-— 12

2R

gue combinada con la otra expresion de esta longitud queda despgjando

JR} +2[rb1% RS +21rb212]12 (254)

p=l
2 2R; 2R;

Expresion que solo coincide con la de los cilindros con radios iguales a los radios de
curvatura de los perfiles en el punto de contacto si se cumple la condicién dada.

Si 2r<R® - h=t

(255)
2

1 1
- 4+
Rl R2

Esta ultima expresion es la que toma la teoria de Hertz para la funcién de separacion.

Aproximacion a cilindros
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La expresion (254) tiene entre sus factores no solo el radio de curvatura sino también los
radios de base de ambas ruedas que diferencian ésta geometria de contacto de la originada
con dos cilindros.

Figura 68 Ampliacién de la geometria del contacto.

Esto tiene el inconveniente de que no es tratable matematicamente para calcular el campo
de tensiones que origina y sus deformaciones que son los datos que interesan calcular.

Una forma de obtener de manera aproximada el campo de tensiones aprovechando los
resultados conocidos de Hertz, consiste en aproximar a una parabola la funcion de
separacion entre las dos superficies, de forma que se calcula su radio de cilindro
equivalente. La parabola que mejor aproximacién proporciona es la proveniente de la
descomposicién en polinomios de Legendre por la formula de Rodrigues [81] la cual da
lugar al polinomio de segundo grado mas aproximado por minimos cuadrados, en la zona
comprendida entrg=-a y x=+a.

La expresion obtenida al integrar la férmula de Rodrigues para obtener el término de
segundo grado del polinomio de Legendre, es la suma de las cuatro siguientes expresiones,
quitandole la constante que es igual a la componente de grado cero:

2ar +R2
@(150a5r;‘1 +a4r;LRl2 +a3r21Ri1 *5(12r§1R16 74arb1Rf +4R110> (256)

2310a°r; R,

De este modo se obtiene una funcién analitica de la parabola que mas se aproxima a la
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\ ~2ary, +R

—( 150a° rb1+a erR -a erR -5a* rbIR +dar, R, +4R110) (257)
2

2310a° rblR

\ ~2ar, IR2
—2( 150a°r,,-a%r,R; +a’rR; +5a%r,R; dar, R -4R,%)  (258)
2310a° rbzR

\/2ar,, +R2
——(—ISOa o] rbzR -a rbzR +5a® rbzR +dar, R 4R ) (259)

2

2310a° rbZR

funcion de segundo grado.

LlamandoB a la suma de los anteriores términos se obtiene:

h—%B 12 (260)

Que seré la parabola aproximada que servira de base cuando los radios de base influyan
en la modificacion del radio de base.

0.5
—~ Real

04 - -~ Radio equivalente
é - Parabola Legendre
5 03¢ -« Legendre total
g
§ 0.2 -
2

0.1 -

0 "

-0.1 -0.06 0 0.05 0.09

Distancia al punto de contacto, mm

Figura 69 Comparacion entre el perfil real, la aproximacion de normas y la de Legendre.

La componente impar se puede despreciar pues no se poseen datos tensionales de esta
funcién. Esta componente puede dar una orientacion respecto al momento de rodadura que
origina aunque practicamente es despreciable.
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Comparacion con el modelo usado en las normas

Como se puede observar en la figura existen casos en los que conviene tomar otro radio

de cilindro equivalente para simular el contacto entre dos perfiles de evolvente. El caso esta

tomado cuando los radios de base son muy grandes y parecidos respecto a los radios de
curvatura tomados. Esto ocurre cuando el niumero de dientes es grande, en cuyo caso las
lineas de engrane tienden a acortarse respecto de los radios de base.

También hay que tener en cuenta que a mayores relaciones de transmisién la funcion es
mas impar y la funcién de separacion se diferencia de la parabola de aproximacion, pero
la asimetria se ve compensada también con una mayor aproximacion de la parabola de
Legendre a la parabola de Hertz.

El valor del radio de cilindro equivalente de Hertz es mas conservador que el dado por
Legendre en cualquier caso a la hora de hallar la tension equivalente, lo que indica que las
normas proporcionan valores por el lado de la seguridad.

La tendencia de la evolucion del radio equivalente a lo largo de la linea de contacto es la
misma en ambos modelos cuando la suma de radios de curvatura es constante.

El modelo de Hertz es valido en la mayoria de los casos siendo el mas conservador que
los que tienen en cuenta las peculiaridades del perfil de evolvente. De todas formas la
nueva expresion muestra en qué casos se actla con mayor seguridad.

Métodos numeéricos para la determinacion del mapa tensional en la zona de
contacto entre dos cuerpos

En los apartados anteriores se han desarrollado las expresiones de la distribucion de
presiones sobre las superficies en contacto de dos cuerpos para dos casos concretos: el
contacto hertziano, y el contacto elastohidrodinamico. En este apartado se va a estudiar
como afecta esta distribucion de presiones al fallo superficial.

El fallo superficial, como se ha visto en el estado del arte, esta muy relacionado con el
estado tensional al que estd sometida la subsuperficie, sobretodo en el fallo por picadura
o fatiga superficial. Los otros tipos de fallo como el desgaste y el gripado dependen
principalmente del acabado superficial y pueden controlarse tomando las precauciones
debidas que se basan en un conocimiento que proviene principalmente de la experiencia.
El fallo por picadura es, sin embargo, fruto de un fenédmeno fisico que consta de dos
etapas, inicio de grieta y propagacion de la misma. El tiempo de inicio de grieta, viene
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determinado por la densidad de dislocaciones en la zona donde se va a producir el fallo,
gue esta localizada normalmente en la subsuperficie. Este tiempo se puede reducir
procurando que el punto de maxima tension tangencial en la subsuperficie sea inferior a
un determinado valor que depende del material, sus impurezas, su historia metallrgica, etc.
En el analisis del funcionamiento, el estudio del valor de las tensiones en la subsuperficie
se puede determinar numéricamente como se vera en este apartado, y por lo tanto el punto
critico y el valor de su tension tangencial maxima también es calculable. Por lo tanto, el
inicio de grieta es factor que principalmente se puede controlar en la fase de disefio.

El estudio del contacto entre dos cilindros, en el caso de tension plana, que es el que nos
ocupa, y mas en concreto el del contacto entre dos dientes de engranajes lubricados ha sido
estudiado por Poritsky [76] y otros investigadores. Sin embargo, la consideracion de una
distribucion distinta de la hertziana no ha sido analizada en toda su profundidad, sobre todo
a partir del desarrollo de la teoria elastohidrodinamica desarrollada principalmente por
Dowson y Higginson [26], y mas tarde por Greenwood [41].

Los regimenes de lubricacion pueden hacer que la distribucion de presiones sobre la zona
de contacto se desvie bastante de la prevista por Hertz para el contacto simple entre dos
cilindros. Estas nuevas distribuciones pueden tener consecuencias practicas en el disefio del
tratamiento a recibir por las superficies en contacto, o en la aplicacion de las condiciones
de lubricacion. Para considerar estos efectos se ha desarrollado un método numeérico que
determina, de una forma rapida y eficaz, del mapa tensional de la zona de contacto a partir
de una distribucion de presiones normales sobre una superficie semiindefinida, de esta
forma se puede disponer de una valiosa herramienta de analisis y disefio.

En este apartado, se determinara el método numérico a desarrollar, y se aplicara al estudio
de la influencia de las condiciones de lubricacion al contacto entre dos cilindros. En
concreto se estudiaran las condiciones creadas por tres regimenes de lubricacion, se
compararan con las producidas por el contacto simple, y se destacaran las consecuencias
gue se dirimen de cara al disefo.

Modelo desarrollado.

Cuando se tiene una distribucion de presiones sobre una superficie semiindefinida, donde
no se conocen las tensiones en la subsuperficie, la primera solucion mas intuitiva es su
discretizacion en cargas puntuales de las que se conoce el campo de tensiones producido
por cada una de ellas mediante las expresiones (62). Transformadas estas expresiones a
coordenadas cartesianas se obtienen las ecuaciones (261)-(263), y la tensién total en un
punto de la subsuperficie sera la suma de las tensiones producidas por cada una de las
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cargas puntuales (principio de superposicion).

2
__ 2P xz (261)
T (k2472
3
g2 T (262)
Fom (x24g2)?
2
¢ = 2P x| (263)

= T (x2+z2)2

La integracion de estas expresiones a lo largo de la linea de contacto tiene ciertas
dificultades. Las integrales que determinan el mapa tensional en la zona de contacto son
como se vio en el apartado 11.3:

s [ PE)x-s) 4 (264)
T2 ((x-8)*+27)?

o-- 273 7 P 4 (265)
T (-8 427

TXZ:_2Z2] p(s)(x-s) ds (266)
™ ((os) i)

El problema que tiene la discretizacion con cargas puntuales es que el campo de presiones
es discontinuo, al proporcionar unas tensiones y deformaciones altisimas en la proximidad

de los puntos de aplicacion de la carga, lo cual distorsiona notablemente el mapa tensional,
no pudiéndose determinar el campo de presiones en la proximidad de la superficie.

Una solucion a este inconveniente es discretizar la funcion de presiones en distribuciones
de presiones rectangulares en lugar de utilizar cargas puntuales. La solucién de las

integrales (264)-(266) para el caso de distribucion de presiones congiésitec(e se
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Figura 70 Distribucién de presiones rectangular sobre una superficie semiindefinida.

conoce y sus expresiones analiticas son:

o - -213(2(01 -8,)+(sen20, -sen20,)) (267)
T
o.- —zi(z(a1 -8,)-(sen2, -sen20,)) (268)
T
P
= (cos 20, -cos 28,) (269)
T

En dondef, y 6, estan relacionados con las coordenadas cartesianas por las expresiones
(270), segun la Figura 70

tg0, =x—il ; tg62=x—ia (270)

La solucién para este tipo de cargas da lugar a puntos singulares de tensiones y
deformaciones en los bordes de aplicacién de la carga, en estos puntos las tensiones son
altamente discontinuas, de forma que en una zona muy pequefia existe un altisimo gradiente
de tensiones, por tanto el problema de la distorsion sigue existiendo.
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Z

Figura 71 Representacion de distribucion triangular

Este problema se soluciona buscando una discretizacion basada en elementos que se anulen
en los bordes y cuya suma sea equivalente a la distribucién de presiones de partida, ademas
de que tengan solucion analitica para las integrales correspondientes. La condicién de que
en los bordes el valor de la distribucién sea nulo es necesaria ya que en caso contrario se
presentaria el mismo problema que en el de las cargas rectangulares. Esta condicién recibe
el nombre de condicion de Boussinesq [55], el cual lo enuncié de la siguiente manera: "La
distribucién de presion entre dos cuerpos elasticos cuyos perfiles son continuos a lo largo
del limite de la zona de contacto, cae continuamente a cero en el borde".

Estos problemas quedan resueltos con una distribucion de tipo triangular, como el mostrado
en la Figura 71 cuyas soluciones, para las integrales anteriores son:

r.r
o =20 (@B, +(x+@)0, 26027 In 2 (271)

Ta r2
Py (272)

o,=—((x-a@)8, +(x+a)0,-2xH)
na
o =P 10,-20) (273)
- Ta

La relacion entre los parametros en los que vienen expresadas la tensiones y las
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coordenadas cartesianas son los indicados en las siguientes expresiones:

r=J@-ay+z? 5 or =/’ risxter? (274)

tgﬂ]:x—fa ; tgh,=—— ; tgf== (275)

x+a X

Partiendo de estas ecuaciones se puede discretizar una distribucion de presiones, como
superposicion de distribuciones triangulares, del tipo de las indicadas en la Figura 72. Esta

discretizacion coincide con una discretizacion trapecial si se integraran numeéricamente las

integrales (264). Observando la Figura 72 esto es facil de ver sabiendo que la suma de las
funciones de las dos lineas superpuestas es otra linea que une un pico con el otro. Esto
también tiene una facil demostracion analitica.

P

K f\
£
X
distin A .

(X..2)

z (Xi :Z)

Figura 72 Sistema de referencia relativo y superposicién de distribuciones triangulares.

El algoritmo desarrollado para el célculo del mapa tensional consiste en hallar, para un
punto dado, la superposicién de todas las distribuciones triangulares.
Los pasos seguidos son los siguientes:

- Se discretiza a intervalos constantes la zona de carga.

Se traduce la distribucion de presiones a valores discretos, creando unP/egcter
corresponde al valor exacto de la presion en ese punto.
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- Se discretiza la zona en la que se va a hallar el mapa tensional, en puntos cuyas
coordenadas ex corresponden a los valores de discretizacion de presiones.

- Para cada puntax(? se determina un vector de coordenadas relativas respecto a
cadaP;, obteniendo X;,z).

- Para cada valorX,z) se obtiene la contribucion d@ al estado tensional de&,@),
y por lo tanto se calcula la tension cortante maxima tomando el criterio de Tresca
de fallo.

De este modo se obtiene una matriz de puntos que es el dato de partida para que mediante
una interpolacién se pueda obtener la representacion grafica del mapa tensional asi como
de los valores maximos de la tensién tangencial y su localizacion. La representacion grafica
de los mapas tensionales se ha realizado mediante el programa de ordenador Mathematica
2.2, a partir de una matriz de puntos.

Este método numérico para la determinacion de las tensiones de contacto se ha aplicado
al caso del contacto de dos cilindros lubricados.

Figura 73 Distribucion de presiones sobre la superficie

Modelo de lubricacién de Dowson y Higginson.

La superposicion del efecto de la lubricacion sobre la distribucion de tensiones producido
en el contacto seco ha sido ampliamente estudiado, en este caso cifiéndose a unas
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distribuciones calculadas por Dowsehal., para el caso de contacto elastohidrodinamico.
Estas soluciones vienen representadas en la Figura 73.

Estos modelos han sido muy discutidos pues para bajas presiones, el lubricante se desvia
de la teoria elastohidrodinamica del comportamiento exponencial de la viscosidad respecto
a la presion, con lo que la magnitud del pico que aparece en las soluciones del caso ideal
se trunca en la realidad. El pico se ha observado experimentalmente [55], aunque con
alturas mucho menores que las indicadas teGricamente.

Los datos numéricos que apareceran en los siguientes apartados son numeros
adimensionales. Las dimensiones y coordenadas son multiplos del semiancho de contacto
calculado por la formula de Hertz, y las presiones son multiplos de la presion maxima de
contacto segun el mismo modelo de Hertz.

Modelo de lubricaciéon de Greenwood.

La distribucion de presiones presentada por Greenwood tiene la ventaja de disponer de una
expresion analitica. De todas formas, para la obtencion del mapa tensional se ha recurrido
al método numérico de superposicion de distribuciones triangulares, como se ha hecho en
el caso de la distribucién de Dowson. Se han analizado casos segun el desplazamiento
especifico del centro del perfil de presionegjue se ha comentado en el capitulo anterior.

Los perfiles de presiones utilizados en el andlisis vienen dados en la Figura 74.

2 /
p=2
p=0.5
1.5 -
8
| =0.1

\

0.5 1 \ p=0.022
\
“ \Hertz

O _ | | |

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 74 Distribuciones de presiones de Greenwood segun el factor de distorsion de
presionequ.
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Andlisis y resultados

Se van a presentar en primer lugar los mapas tensionales obtenidos a partir de 3 soluciones
numéricas de Dowson y Higginson, cuyos perfiles se parecen poco unos de otros. A
continuacion se realizara un analisis similar para el caso de la distribucién de Greenwood,
para terminar proponiendo alguna modificacion a las soluciones anteriores, que sean mas
reales y concuerden mas con las observaciones experimentales.

La localizacion y el valor del cortante maximo de cada modelo vienen representados en la
Tabla IV, en la que la tension cortante maxima y su localizacion en la subsuperficie vienen
en coordenadas adimensionateg, xJ/ay z/a.

Tabla IV Valores criticos de cada régimen de lubricacion segin modelo de Dowson y
Higginson.

Modelo xJa zJa Trnad Po
A (Hertz) 0,00 0,78 0,30
B 0,03 0,78 0,30
C 0,59 0,015 0,65
D 0,11 0,065 0,85

El algoritmo del anterior apartado se ha traducido en un programa del cual se han sacado
los siguientes mapas tensionales.

La validez del programa ha sido comprobada al aplicar la distribucion de Hertz, y resultar
un mapa tensional exacto concordando con el modelo teorico.

179



-a |4 ,-'r

Figura 75 Mapa tensional de la distribucion correspondiente al modelo B.

En la Figura 75 se ve el mapa tensional resultante de superponer a la distribucion de Hertz
la presidén de entrada y el pico de salida debido a la lubricacion.

La distorsidn no ha sido la suficiente para variar el valor de la tension cortante critica, pero
cabe destacar la aproximacion a la superficie de una tension cortante alta (0.24). Esta va
a ser una caracteristica constante en los siguientes modelos. Lo cual marca la influencia del
material (su tamafio de grano, el recubrimiento superficial, etc.), en el modo de fallo de la
superficie, que puede ser por picadura o por desconchado.

0

=

Figura 76 Mapa tensional correspondiente al modelo C.

En el modelo C de lubricacion se observa que el punto critico ya no esta regido por la
distribucién de Hertz sino por la zona distorsionada por el pico. Esta provoca un
acercamiento a la superficie de la tensién cortante maxima, y un aumento del valor de ésta.
La influencia de la distorsion es predominante pues la carga est4 concentrada en gran parte.
Si se redujera el ancho de Hertz a un valor de la anchura del pico y a su altura, se veria
justificado el valor del cortante equivalente y su localizacion.

En la Figura 76 se observa el resultado de una lubricacién de tipo D en el que la carga esta
concentrada en una zona del pico y el perfil de presiones tiene una forma muy distinta de
la eliptica del contacto seco y estatico.
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Figura 77 Mapa tensional correspondiente al modelo D

Se puede destacar que el cortante maximo ya se aproxima a la unidad con lo que la
precaucion que aplican algunas normas internacionales (AGMA e ISO para engranajes) de
tomar la presibn maxima de la distribucion de Hertz como tensién critica con la que
comparar la tension resistente del material, tenga alguna justificacion por este lado.

También es de destacar que bajo ciertos regimenes de lubricacion el ancho en donde se
concentran la mayor parte de los esfuerzos disminuye, esto explica que la fatiga superficial
comience muchas veces por generar una mancha gris en la zona de fallo debido a micro-
desconchados a los que investigadores japoneses han dado el nombre de "grey staining"
[35].

0

&)

Figura 78 Mapa tensional parp=0.022

En cuanto a los resultados obtenidos con la distribucion de presiones dada por Greenwood
mostrados en las siguientes figuras, no se ha obtenido mucha diferencia en cuanto a la
forma del mapa tensional, a la vez que los valores maximos y la distancia de estos a la
superficie son muy similares por lo que se tiene que en cuanto al criterio de fallo el
pardmetro mas influyente el es desplazamiento reducido del centro de prasiausys
obtencion se ha visto al comienzo de este apartado.

Para un valor d@i=0.15 se observa que tiene dos maximos, uno en la superficie y otro en
un punto cercano al dado por la distribucion de Hertz. Ambos valores son muy parecidos
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Figura 79 Mapa tensional parp = 0.1

0

|\

Figura 80 Mapa tensional parpg = 0.15

por lo que habra dos modos de fallo en este régimen: el que tenga el origen de grieta en
la superficie, y el que lo tenga en la subsuperficie.

0

s R

=

-a|\,

Figura 81 Mapa tensional cuandoe = 0.5

Como se puede observar en la Tabla V se puede establecer como regla general que cuando
KU aumenta la tensién tangencial maxima también aumenta y se aproxima a la superficie,
siendo mas critico porque la grieta se originara antes, y porque al comenzar mas cerca de
la superficie, el desconchado se producira mucho antes. La vida del componente a fallo
superficial se reduce por la adicion de ambos efectos.

Respecto al valor dg conviene sefalar que éste disminuye al aumentar la fuerza aplicada
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Figura 82 Mapa tensional parp = 2

Tabla V Valores criticos de cada régimen de lubricacién segun el modelo de Greenwood.

M xJa zja Tmal Po
1=0.02 0.00 0.74 0.301
u=0.1 0.14 0.73 0.335
1=0.15 0.28 0.70 0.311
H=0.2 0.68 0.015| 1.568
n=0.3 0.56 0.016| 1.204
n=0.4 0.43 0.023| 0.750
n=0.5 -0.38 0.070| 0,956

u=2 -0.43 0.070|  2.042

con lo que en ese grado también disminuye la presion magjmepor lo tanto también
la tension tangencial maxima.

Por otra parte, al aumentgrel régimen es mas hidrodinamico con lo que dejan de tener
efecto las hipotesis impuestas en el calculo elastohidrodinamico. En concreto la
independencia entre la zona de entrada y la de salida del lubricante en la zona de contacto
tiene cada vez menos sentido, con lo que hay un limite para este valor.

Conforme aumenta la presion local en el pico se puede llegar a una situacion en donde la
maxima presion superficial se encuentre en la zona donde no hay materia al ser la
rugosidad superficial no despreciable, de forma que la distribucion de presiones a la salida

tenga un pico mas bajo y el gradiente de caida sea menor.

Otra causa que limita el pico de salida es la resistencia del material. Puede ocurrir que el
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valor tangencial maximo sobrepase el limite elastico del material, pero dada la estrechez
de la zona el efecto de plasticidad puede ser nulo en la superficie pues el material necesita
un tiempo para reaccionar, dependiendo de la velocidad de propagacion del sonido en el
material. Este aspecto conlleva efectos dinamicos que complican innecesariamente el
trabajo.

Conviene evitar que la existencia del pico distorsione los calculos de vida a presion
superficial, dada la complejidad del fenomeno. Pero cuando el pico es pequefio se puede
estimar la tension tangencial maxima subsuperficial, por lo que se puede hacer una
recomendacion dadas las pruebas realizadas y sus resultados.

Los métodos de calculo de las normas AGMA e ISO modifican una tension nominal tedrica
0, (dada por la teoria del contacto de Hertz) con factores que tienen en cuenta los defectos
en la manufactura, y otros fendmenos que no tienen en cuenta la teoria de Hertz. Entre esos
coeficientes no se encuentran los debidos a la distorsion del perfil de presiones que como
se ha mostrado anteriormente puede tener un efecto decisivo en la resistencia del diente a
presion superficial.

Se puede tener en cuenta la distorsion del perfil de presiones, viendo la tabla anterior
afadiendo a todos los recomendados por las normas un factuyl valor depende del
desplazamiento del centro de presiones de Greenwagccual se calcula a partir de las
variables elastohidrodinamicas del sistema. La Tabla VI se ofrecen unos valores
recomendados degKue pueden ser orientativos.

Tabla VI Valores recomendados dg K

H Ks Comentario
H<0.1 1 Teoria de Hertz valida
0.1 <u<0.15 1 Posibilidad de inicio de grieta en la
superficie
0.15<u <05 3 Inicio de grieta en la superficie
u>0.5 >3 Comprobar régimen e hipétesis de
partida.
Realizar mapa tensional
Comprobar rugosidad superficial

Conclusiones.
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En los mapas tensionales representados en este capitulo se puede observar la divergencia
gue existe entre los modelos desarrollados por la teoria de Hertz y la influencia que puede
tener la lubricacion en el mapa tensional y por lo tanto en el comportamiento del material.

La existencia del pico que puede no ser exacta pero que siempre existe, puede ser
determinante. Con un pequefio pico se observa cémo un valor alto de tension cortante se
acerca a la superficie.

También es destacable el crecimiento del valor de cortante maximo. En el modelo D se ve
gue se aproxima a la unidad, esto es interesante porque explica como algunas normas
sefialan esa tension como critica para el estudio de la picadura.

Con este algoritmo se dispone de una nueva herramienta muy adecuada para realizar
analisis sobre el comportamiento mecanico de las superficies de los materiales. Este estudio
es facilmente extrapolable a otros de importante significado como laminadores,
rodamientos, cojinetes, etc, en los que la distribucion de presiones se puede llegar a
conocer mediante otros procedimientos que establece la mecéanica del contacto.

Por dltimo se ha aplicado el método a una distribucion de presiones que siguiera las
hipotesis elastohidrodinamicas de Greenwood que tiene la ventaja de que proporciona una
expresion analitica de dicha distribucion, y su forma depende de un Unico pargneetro
funcidn de la cual se pueden dibujar los mapas tensionales correspondientes y a la vista de
los resultados se ha recomendado un método que tiene en cuenta la distorsion del perfil de
presiones para la modificacion de las tensiones tedricas de las normas AGMA e ISO.
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VI | NFLUENCIA DEL PROCESO DE
FABRICACION EN LA RESISTENCIA A
PRESION SUPERFICIAL

El objetivo de este capitulo consiste en introducir los principales factores de fabricacion que

intervienen en la durabilidad de los engranajes, para lo cual se van a revisar los principales
procedimientos de fabricacion, y se fijaran unos parametros que sirvan de base para definir
la calidad del engranaje como producto final.

Se comenzara comentando los distintos procesos convencionales que suelen utilizarse en
la fabricacion de engranajes, asicomo la caracterizacion del estado superficial y su
influencia en la vida del diente.

Concibiendo el proceso de fabricacion morfologicamente segun el modelo de L. Alting [3],
la forma geométrica de las ruedas dentadas se puede imprimir mediante procesos de flujo
directo (fundicion, pulvimetalurgia, deformacion plastica), o bien mediante procesos basicos
de flujo divergente (mecanizado).

Los procesos de conformado por fusion se usan para la fabricacion de engranajes grandes,
mas de 2 m de diametro (el factor tamafio juega un papel primordial en la rentabilidad del
proceso), los cuales son usados en transmisiones de muy alta potencia.

Otra tecnologia de fundicién mediante la cual se obtienen buenos resultados es la fundicion

a alta presion. Esta tecnologia se usa preferentemente en engranajes de aleaciones ligeras,
presentando una alta productividad y precision dimensional. Su principal limitacion radica

en los costes de produccion para series pequefias y en la limitacion del tamario.
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Los procesos de pulvimetalurgia estan adquiriendo cada vez mayor importancia presentando
las mismas dificultades que la fundicion a alta presion. En los procedimientos
pulvimetallrgicos los materiales tienen propiedades distintas a los metales, y el estado
superficial de estos componentes dependen fuertemente de la calidad del molde lo que su
estudio se aleja de los planteamientos del presente trabajo.

Los procesos de conformado por deformacion plastica son utilizados para la fabricacion de
engranajes de dimensiones muy pequefias. En estos casos, las distintas tecnologias de
conformado usadas llegan a ser competitivas frente a otros procesos alternativos.

La gran mayoria de los engranajes se obtienen por mecanizado, estos procesos son
predominantes desde reductores pequefos hasta la fabricacion de reductores de grandes
motores de 20.000 kw.

VI.1 Mecanizado de engranajes por generacion

El método mas usado para la fabricacion de engranajes es el de "generacion”, que se
distingue del "tallado diente por diente" en que una misma herramienta obtiene una gran
variedad de geometrias de dientes con gran precision, y para grandes series de fabricacion.
En la generacion, la informacion geométrica del diente se imprime en la rueda a partir de
la geometria de la herramienta y del patron de movimientos que consta como minimo de
dos movimientos relativos herramienta-pieza.

El procedimiento de generacion consiste en hacer engranar la preforma con la herramienta
gue tiene la forma del diente, de tal modo que la herramienta arranca la viruta del diente
hasta que la preforma adquiere la forma del diente conjugado. En el tallado, la herramienta
se puede quedar a una distancia distinta de la nominal de engrane, en tal caso se dice que
la rueda ha sido tallada con desplazamiento.

Para que dos dientes sean conjugados, basta que ambos sean tallados por la misma
herramienta, y que los puntos de contacto entre ellos coincidan con los tallados por el
mismo punto de la herramienta [28]. En el caso de la presente tesis se ha estudiado el caso
mas sencillo en el que la herramienta consiste en una cremallera de flancos planos. En el
caso de los engranajes de Novikov-Wildhaber la cremallera talladora tiene dientes circulares
lo cual es beneficioso pues maximiza el espesor de pelicula de lubricante. Estos son cada
vez mas utilizados pero su estudio iria mas alla de los objetivos planteados en la presente
tesis.
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La herramienta que talla las ruedas puede ser una cremallera (rueda de nimero de dientes
infinito) o un pifion tallador. En ambos casos la herramienta tiene un movimiento
perpendicular a la linea de contacto mientras talla la rueda. Este movimiento de arranque
de viruta hace que la textura superficial sea paralela a la linea de contacto lo cual beneficia
la formacion de la pelicula de lubricante en el funcionamiento de lubricante como
observaron Johnson y Spence [54].

La cremallera se puede sustituir por una fresa madre, este método facilita que el
movimiento de la herramienta sea continuo, sin que sea necesaria su traslacion. Este
procedimiento simplifica la construccién de la maquina talladora. Aunque la geometria
generada sea la misma, la textura de la rugosidad, ya no es paralela a la linea de contacto
tedrica, el corte es mas ruidoso, al ser tallada un mismo perfil por dientes diferentes, con
lo que se generan perfiles de peor calidad superficial y de menor precisibn geométrica.

El pifion tallador se usa de modo similar a la cremallera talladora mecanizando ruedas con
su movimiento paralelo a la velocidad angular de engrane. Se usa sobretodo para el tallado
de engranajes interiores. Tiene el inconveniente de que son mas caros que los de cremallera
o fresa madre, y que debido al desgaste la geometria del perfil tiene una degradacién no
uniforme lo que provoca desajustes en los calculos.

El desgaste de la herramienta da origen a que los errores de transmision crezcan sobre todo
en los puntos donde la velocidad de deslizamiento es mayor, es decir, al principio y al final
del engrane. El error de transmision tiene una importancia capital en las cargas dinamicas,
ya que hacen que la relacién de transmisién no sea uniforme a lo largo de la linea de
accion, y puede provocar cargas de impacto grandes.

En resumen, los métodos de generacion se pueden clasificar por la geometria de la
herramienta, y por el patron de movimientos.

Las herramientas de generacidon de engranajes cilindricos se pueden clasificar en
herramientas con un solo diente, y herramientas con varios dientes. Por la geometria, los
dientes generadores mas usados son:

- Trapeciales o de cremallera. Las caras que generan el perfil son planas, y los
perfiles generados son los de geometria evolvente.

- Circulares. Los dientes generadores son semicirculares y los perfiles generados son
los llamados engranajes de Wildhaber-Novikov y tienen la propiedad de que el
espesor de pelicula de lubricante es maximo [28].

- Parabdlicos. Son como los de cremallera pero con las caras que generan el perfil
parabdlica convexa. Fueron introducidos por Litvin [61] para equilibrar el error de
transmision.
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Respecto al patron de movimientos relativos entre la pieza y la herramienta, se puede intuir
gue dada la naturaleza cilindrica del engranaje el movimiento de rotacion estara siempre
presente. Como en todas las operaciones de corte de principio basico de conformado
bidimensional, siempre estaran presentes los movimientos primarios y de avance de la pieza
[3]. De acuerdo con esto se ha elaborado la Tabla VII.

Tabla VII Clasificacion de procesos segun el patron de movimientos.

Herramienta Pieza Denominacion de proceso

Prim. | Avan. | Prim. | Avan.
T T - R Tallado cremallera. Método Maag
R T - R Tallado con fresa madre
R R - R Tallado hipoidal. Método Gleason
T T - - Mortajadora
R T - - Fresa de modulos

VI.2 Acabado superficial

El acabado superficial tiene una importancia capital en la durabilidad de la superficie.
Frecuentemente no se le somete a la superficie un tratamiento posterior al del tallado con
herramienta, aunque las compafiias que poseen la tecnologia adecuada, suelen aplicar
diversos tratamientos de endurecimiento superficial.

El tallado se realiza en varias etapas: desbaste, mecanizado fino y rectificado. La etapa de
rectificado puede dividirse en varias etapas en el caso de engranajes: lapeado (lapping),
afeitado (shaving), y pulido. Todas estas etapas deben producir una textura superficial
paralela a las lineas de contacto para la mejora del régimen de lubricacién. La dltima etapa
del proceso suele consistir en hacer engranar a la rueda con un engranaje hecho de material
muy duro y de alta calidad superficial conocido por "honing".

Los tratamientos superficiales suelen ser: cementacibn o nitruracion superficial,
endurecimiento por deformacion plastica (shot peening), y recubrimiento con carbén de
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diamante o con metales de baja friccion (plata). A veces se pule la superficie hasta darle
un acabado espejo, pero normalmente no es necesario, ya que las ultimas pasadas de tallado
son lo suficientemente finas para que la rugosidad superficial alcanzada sea del orden de
um, normalmente menor del espesor de pelicula de lubricante, ademas de conseguir la
textura adecuada para producir un efecto beneficioso en el caso de que se alcance un
régimen microelastohidrodinamico.

VI.3 Caracterizacion de las superficies

Tanto la norma AGMA como la ISO establecen unos niveles de calidad en la construccion
de los engranajes. Para conseguir cada uno de esos niveles de calidad entre otras
especificaciones se requiere un acabado superficial determinado.

La norma ISO establece 12 niveles de calidad en los que tiene establecidos las tolerancias
para el paso circular, el error acumulado en su sector de pasos, tolerancias de redondez y
del error total de perfil, también para el error de distorsion y el error compuesto radial. La
norma AGMA establece 16 niveles que se basan practicamente en los mismos parametros
de medicion.

El parametro mas usado para estimar la calidad del acabado superficial es la desviacion
tipica o, de la rugosidad superficial dada por el perfil de alturas del rugosimetro (en la
literatura anglosajona "root mean square” rms). El parametro normalizado para estimar la
rugosidad superficial es la media de las alturas de los pigpgi® como los rugosimetros
actuales tienen salida digital, el célculo de la desviacion tipica no entrafia mucha dificultad,
y es un parametro mucho mas repetitivo que el de la mediaL® calidad de los
engranajes suele venir expresado en funcion de los valores de la desviacion tipica. De este
modo un engranaje de calidad AGMA 12 tiene una rms menor dgrn,8nientras que los

de clase 14 la tienen menor de 042%. En la mayoria de los casos son valores menores
gue el espesor de pelicula de lubricante.

El perfil dado por el rugosimetro se toma perpendicular a las lineas de contacto, pues es
la direccion en la que se va a analizar el contacto plano.

Para estimar la influencia de la rugosidad superficial en las tensiones superficiales cuando
dos dientes entran en contacto, se va a tomar el modelo de Greenwood y Williamson de
caracterizacion de superficies [42]. Este modelo supone que la distribucion de alturas de
la superficie es normal y toma los siguientes parametros:
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o, desviacion tipica de la altura de la rugosidad

K curvatura de los picos

Ns densidad de picos (n° de picos por unidad de area)
Para la obtencion de estos parametros en superficies reales se parte del perfil de la
superficie dado por el rugosimetro. Este perfil es bidimensional, es una curva tomada en
una longitud L que es la union de los datos de las alture@adas a intervalos de h. A

partir de las alturas, zlel rugosimetro se pueden calcular los siguientes datos en cada punto
registrado:

pendiente m- 4174

curvatura kI =

densidad de picos n,dados en la curva del rugosimetro por unidad de longitud.

\ [\ \ goms |\
‘ N

e \U/ >

Figura 83 Desviacion tipica de la rugosidad superficial

Las series de datos anteriores (&, k) tienen sus respectivas desviaciones tipwas,,
y 0,. Las dos ultimas parametros son muy sensibles al intervalo h cuando éste se toma del
orden de la distancia que hay entre picos.
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Las caracteristicas de la topografia de la superficie rugosa se pueden estimar a partir de los
datos del rugosimetro de la siguiente manera:

0=0
Ks=Oy

NNy

para esta ultima suposicion se ha tenido en cuenta que las estrias de la rugosidad superficial
tienen el sentido perpendicular al plano del rugosimetro por lo que el nUmero de picos en
ese sentido es despreciable frente a los aparecidos en la curva origen. En el caso en el que
la densidad de picos fuera igual en ambos sentidos el valon deeria estimado

mejor por el denpz. También se ha supuesto que la curva del rugosimetro detecte todos los
picos al ser h lo suficientemente pequefio.

V1.4 Contacto entre superficies curvas rugosas.

El contacto entre dos superficies rugosas, a efectos del estado de presiones y semiancho de
contacto, se puede asemejar al sistema formado por una superficie plana rigida y una
superficie con las siguientes caracteristicas elasticas, geométricas y superficiales:

E= 2
L-py 1-p;
E ' E
1 "2 (278)
Rl
1 1
_
R R,
0=\/02+0%2 ; K=; 5 MNg=Ng;tN
s sl N s i_{_i s sl s2 (279)
K K

En el andlisis de las tensiones de contacto se va a suponer que las asperezas no se
deforman plasticamente, y tienen una distribucion gaussiana de alturas.
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Se ha observado experimentalmente que la rugosidad superficial tiene dos efectos
principales sobre la distribucidn de presiones de Hertz [55] como se puede apreciar también
el la Figura 84

- Disminuye el pico de presiones
- Aumenta el ancho efectivo de contacto

Presion
Presion

Figura 84 Influencia de la rugosidad superficial en la distribucién de tensiones de Hertz.

La suma de estos dos efectos se traduce en que la tension tangencial maxima subsuperficial
disminuye y aumenta la profundidad a la que ocurre debido al aumento del ancho efectivo
de contacto a Ambos efectos son beneficiosos desde el punto de vista de resistencia a
fatiga cuando la grieta tiene comienzo en la subsuperficie.

Dos parametros adimensionales en funcion de los cuales se puede expresar tanto la
variacion de la presion méaxima de contacto, como el semiancho efectivo de contacto, han
sido definidos por K.L. Johnson [55]:

\ 1
a= o 16RE |3 (280)
9 p?
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|
e 8no [%Jz (281)

A partir de las representaciones graficas de estos parametros [55] se han obtenido las
siguientes correlaciones lineales:

PO) _0.924251-0.573770+0.004063 1 (282)
P,
@ 1.045843+0.4907130 -0.00292 1 (283)
a

Los errores obtenidos mediante estas correlaciones son menores del 5% para el caso de la
relacion de presiones, y del 1% para la relacién de semianchos de contacto. Se pueden
considerar validas para un rango de valores @atre 0.05y 1, y para un rango de valores
depentre 4y 17.

Se puede observar en la correlacion que el pardmetro mas influyente con diferemgia es
mientras que las caracteristicas topograficas.gen, tienen una influencia mucho menor.

El valor de la tension maxima subsuperficial y su profundidad se pueden obtener
suponiendo una distribucion de Hertz con la presion maxima y el ancho efectivo de
contacto correspondiente.

De las expresiones anteriores se deduce qu&®i05 se puede despreciar la influencia de
la rugosidad superficial en la distribucion de presiones sobre las superficies.

Con lo descrito en este capitulo se puede establecer un fajoe seria la relacion entre

la presion en el centro de presiones y la presion nominal de Hertz y con el que habria que
modificar el valor de la tension nominal, de forma que se tuviera en cuenta la rugosidad
superficial. Este factor tendria valor 1 cuana€0.05, y seguiria la correlacion (282) si
0=0.05. La profundidad a la que ocurre esta tensién tangencial maxima, influye en la
dindmica de crecimiento de la grieta al estar el origen de grieta mas cerca de la superficie.
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V1.5 Recapitulacion

Se ha proporcionado un criterio para estimar cuando tiene influencia la rugosidad
superficial sobre el estado tensional subsuperficial, estableciendo en su caso & fagéor

hay que multiplicar a la tension nominal para la obtencién de la tension tangencial maxima
y su localizacion.
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VI P ROPUESTA DE CRITERIO DE FALLO
POR FATIGA SUPERFICIAL EN
ENGRANAJES

Con todo lo anterior, se va a proceder a establecer el modelo calculo a presion superficial,
y el correspondiente criterio de fallo por fatiga superficial, que se propone en esta Tesis
Doctoral, y que toma en consideracion tanto la distribucion de carga a lo largo de la linea
de contacto obtenida bajo la hipotesis de minimo potencial de deformacion, como la
distorsion producida en el perfil de presiones en la zona de contacto por la lubricacién,
caso de engranajes lubricados, o por la rugosidad, caso de engranajes sin lubricar. Como
se ha indicado anteriormente, el modelo esta basado en la determinacion de la maxima
tension de cortadura en la subsuperficie del diente (que es la causante del inicio de la grieta
cuya propagacion da lugar a la picadura), a lo largo de toda la linea de contacto y de toda
la linea de engrane.

A partir de este modelo, el criterio de fallo por fatiga en la superficie se estableceria
afirmando que existe riesgo de picadura cuando esta tension de cortadura subsuperficial
rebase el valor de la tension de cortadura admisible del material para los ciclos de carga
considerados. Sin embargo, puesto que las publicaciones técnicas presentan los valores no
de las resistencias a la cortadura, sino los valores admisibles de la presién en el punto de
contacto, parece mas razonable formular el criterio de fallo en términos de la presion de
contacto, para poder comparar con los valores de las resistencias publicados. Asi pues, se
tratard de encontrar el valor de la presion de Hertz equivalente que produce una tension de
cortadura en la subsuperficie igual a la obtenida por la aplicaciéon del modelo que se
propone. La relacion entre esta presion equivalente y la presion de contacto que consideran
los modelos AGMA e ISO sera el factor por el que haya que multiplicar esta ultima presion
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de contacto para tener en cuenta todas estas consideraciones.

Recordando lo expuesto en capitulos anteriores, la tension de contacto, segun el modelo de
Hertz. que incorporan las dos normas internacionales citadas, viene dada por:

1
F 1|3
1, R

00:
T

E

donde F es la fuerza normal a las superficies en contaladongitud efectiva de contacto,

R el radio de curvatura relativo de los perfiles en el punto de conta&elymaodulo de
elasticidad reducido de los materiales de rueda y pifion. Ambas normas parten de esta
expresion, si bien difieren en la localizacion del punto critico y, por tanto, en la estimacion
de los radios de curvatura, y en el célculo de la longitud efectiva de contacto, para la que
mientras AGMA toma el valor real de la longitud de contacto en el punto de la linea de
engrane considerado, ISO adopta un valor aproximado, de expresiébn mas sencilla. Aunque
estas discrepancias pueden llegar a ser considerables, las posteriores correcciones,
especialmente por los factores de distribucidon de carga longitudinal y transversal, tienden
a equilibrarlos. En lo que sigue, se partira de esta expresion y se intentara adaptar a ella
las conclusiones obtenidas a lo largo del desarrollo del trabajo, mediante la inclusién de los
correspondientes factores de correccion.

VIl.1  Condiciones criticas de carga: factor de
intensidad de carga,K¢

Para el caso de engranajes rectos, se demostr6 en el capitulo IV.1 que el punto de contacto
critico podia ser el de comienzo del engrane, el de finalizacion, el limite superior del
intervalo de carga no compartida y el limite inferior del mismo intervalo. Se tratara, por
tanto de evaluar el radio de curvatura relativo en esos cuatro puntos, particularizar la
expresion anterior para cada caso y seleccionar el valor maximo de las cuatro presiones de
contacto obtenidas.

En los puntos de contacto Unico superior e inferior es evidente que toda la carga la soporta

la Unica pareja de dientes en contacto, y que la longitud efectiva de contacto es igual al
ancho de cara. Asi pues, la relacioh €3 en este caso igual aH-kiendo F la fuerza total
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en sentido normal a las superficies en contacto gl ancho de cara. No obstante, en los
puntos de inicio y finalizacién del engrane, la carga se reparte entre dos parejas de dientes,
y lo hace del modo que se dedujo en el capitulo IV.1. Por consiguiente, si se admite la
aproximacion presentada en el citado capitulo V.1, la relacibqu€ aparece en la
expresion anterior, deberia ser:

con lo cual, se puede afirmar que la presion de contacto critica vendra dada por

W | =

|
X | —

by | =

dondeK, el factor de intensidad de carga, vale 1 si el radio de curvatura relativo se calcula
en los puntos de contacto Unico superior o inferior, y ¢#/6aproximadamente, si se
calcula en los puntos de comienzo y finalizacion del engrane. Si no se deseara emplear la
aproximacion citada: se podria determinar en funcion de las rigideces de ambas parejas
de dientes, como se recoge en el capitulo IV.1

En el caso de engranajes helicoidales, segun se demostré en el capitulo IV.2, la maxima
presion superficial se localiza en un punto muy préximo al punto medio del pifion, lo que
coincide con la recomendacion de la norma AGMA, y en un punto de la linea de engrane
en el que la longitud de contacto es minima. También se demostré que en dicho punto
actua una fuerza por unidad de longitug K., superior a la obtenida bajo la hipétesis de
reparto uniforme K/, en aproximadamente un 50%. En consecuencia, para engranajes
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helicoidales, la presion de contacto se puede calcular mediante le expresion:

F o1
lminR
Op=| M| K
T

E

F

con K=(F, ,/F)"=(1.5}"? y R calculado en el punto medio del pifion.

Generalizando lo anterior, y teniendo en cuenta que la longitud minima de contacto en el
caso de engranajes rectos es igual al ancho de cara, se puede afirmar que la presion de
contacto critica viene dada, en todos los casos, por la expresion:
1
F 1 |3
[ R
min
Oy = K,

n
E

donde:

- Para engranajes rectos, en los puntos de contacto Unico superior o inferior

=1

- Para engranajes rectos, en los puntos de comienzo y finalizacion del engrane

1
ol
<u|+uz) 6

- Para engranajes helicoidales, siempre en el punto medio del pifion

F
K =Jr maxz\/l.s
F
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VI.2  Desplazamiento del perfil de presiones: factor
de distorsion por lubricacion, K

En los modelos descritos hasta ahora, la presion en el punto de contacto cuando sobre el
mismo actla una fuerza por unidad de longitud, venia determinada por la teoria de Hertz,
y por tanto se admitia una distribucion eliptica de presiones en la zona de contacto. Esta
hipotesis es perfectamente aceptable en el caso del contacto entre superficies lisas, pero,
como se explico en el capitulo 1.3, en determinadas condiciones, esta distribucion puede
verse notablemente distorsionada por efecto de la lubricacion. Esto significa, por un lado,
gue la fuerza por unidad de longitud IjFya no producird una presion en el punto de
contacto igual a la obtenida mediante la ecuacion de Hertz, y por otro lado, que la tension
de cortadura maxima en la subsuperficie ya no sera igual 0.3 veces la presion de contacto,
como en el caso de distribucion de Hertz.

En el capitulo V.1 se presentd un procedimiento para el calculo de la tension de cortadura
maxima en la subsuperficie, basado en el factor de distopsamGreenwood y el modelo

de lubricacion elastohidrodinamica de engranajes de Dowson. Si este valor de la tension
de cortadura maxima se relaciona con la presion superficial que, segun el modelo de Hertz,
produciria una fuerza por unidad de longitud en el punto de contacto igual a la considerada,
aparece el parametip

g ‘cmax

0O,Hertz

y teniendo en cuenta que la presién de Hertz es igual a la tension de cortadura maxima,
segun este modelo, dividido por 0.3, se tiene que la presion de Hertz equivalente seria:

09 = 90 Hertz 03

Por consiguiente, la presion en el punto de contacto debera ser:

F 1)
l. R
min KFKE

0'0=

n
E
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dondekK; es el factor de distorsion por lubricacion, y viene dado por:

El pardmetro€ puede calcularse mediante el procedimiento descrito en el capitulo V.2.
También se pueden tomar los valoreskgelirectamente de la tabla VIII, lo que constituye
una aproximacién muy razonable.

Tabla VIII Valores recomendados de& K

M Ke Comentario
H<0.1 1 Teoria de Hertz valida
0.1<u<0.15 1 Posibilidad de inicio de grieta en la
superficie
0.15<u <05 3 Inicio de grieta en la superficie
05<p >3 Comprobar régimen e hipotesis de
partida.
Realizar mapa tensional
Comprobar rugosidad superficial

ObviamenteK; es igual a 1 para engranajes sin lubricar.

VII.3  Engranajes no lubricados: factor de contacto
rugoso, K,

Anélogamente, en el caso de contacto rugoso sin lubricacién, la distribucién de presiones
en la zona de contacto tampoco es eliptica. En el capitulo VI se presenté un método para
el calculo de la presion de contacto en estas condiciones, basado en el modelo de Johnson
de contacto rugoso, y se obtuvo el valor de dicha presion de contacto. Si se define el factor
de contacto rugosi, como la relacién entre la presién de contacto obtenida y la que se
deriva del modelo de Hertz para una misma fuerza por unidad de longitud en el punto de
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contacto, se tendra:

0.0 = 0O,He,rtz Ka,

El calculo deK, se puede realizar por el procedimiento descrito en el capitulo VI, o bien,
de modo aproximado, a partir de los siguientes parametros adimensionales:

16RE |3
o= 0
"9 P?
1
8 2RJ2
p= SN0, | —
3 K

De cuya representacion grafica [55] se ha obtenido la siguiente correlacion lineal:

K, =0.924251-0.57377 & +0.004063 1

Para engranajes lubricadds, es igual a 1.

VIl.4  Formulacion del criterio de fallo por presion
superficial

Con todo lo que se acaba de exponer, el modelo de calculo a presion superficial se puede
formular de la siguiente manera:

1

F 1
lmin R

O, = K. K. K,

o
E

Esta expresion es del todo similar a la que consideran las normas AGMA e ISO, con la
unica salvedad de que el radio de curvatura relativo debe calcularse en los puntos
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anteriormente citados (radio medio del pifion, para engranajes helicoidales, y el mas
desfavorable de los dos extremos del intervalo de engrane y del intervalo de contacto Unico,
para engranajes rectos), y la inclusion de los tres fact§e; y K,, cuyos valores se
calculan como se acaba de exponer en los apartados anteriores.

De esta manera se ha determinado una presion de Hertz equivalente, que permite utilizar
los valores publicados de las resistencias a presion superficial de los materiales para
engranajes a la hora de evaluar la posibilidad de fallo. Por consiguiente, el criterio de fallo
por fatiga superficial se puede enunciar diciendo que es previsible la aparicion de picadura
si la tensidon de contacto obtenida mediante la férmula anterior supera el valor de la
resistencia a la presion superficial de los materiales de las ruedas, para el nimero de ciclos
establecido.

Dicho de otra forma, el factor de seguridad a presion superficial vendra dado, directamente,
por:

dondeS es la resistencia a la presion superficiadyse calcula por el procedimiento que
se acaba de presentar.
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VIIIT  C ONCLUSIONES Y DESARROLLOS
FUTUROS

En el presente trabajo se ha revisado y perfeccionado el modelo de calculo a presion
superficial de engranajes cilindricos de perfil de evolvente. Con relacion a los modelos que
consideran las normas internacionales de disefio AGMA e ISO fundamentalmente, en el
gue aqui se propone tomar en consideracion los siguientes aspectos:

- Ladistribucion de carga a lo largo de las lineas de contacto no es uniforme, como
tampoco lo es el reparto de la misma entre pares de dientes en contacto simultaneo.

- La presidon de contacto maxima, o critica, debe determinarse mediante un estudio
exhaustivo de la distribucién de presiones a lo largo de toda la linea de contacto,
y considerando todas las lineas de contacto a lo largo de toda la linea de engrane.
El hecho de que las dos normas citadas anteriormente establezcan las condiciones
criticas de presion en puntos diferentes, da una idea de la precariedad de la
hipotesis que aqui se rechaza.

- El perfil de presiones en los puntos de contacto se distorsiona en el caso de
regimenes de lubricacion mixta, no siendo admisible la hipo6tesis de distribucion
hertziana en la region proxima a la zona de transicion de lubricacion
elastohidrodinamica a lubricacion hidrodinamica. Este fendbmeno ha de tenerse en
cuenta no solo para el célculo de la lubricacion, sino también para la distribucion
de la presion superficial.

- El perfil de presiones también se ve afectado, especialmente en el caso de
engranajes no lubricados, por la rugosidad del material, pudiendo alejarse
considerablemente de la distribucion de Hertz para valores relativamente elevados
de la misma.

- Ambas distorsiones del perfil de presiones producen no solo variaciones
cuantitativas en la presion de contacto, sino que también afecta a la distribucion de
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tensiones en la subsuperficie, de modo que se altera la relacion de la tension de
cortadura maxima a la presion de contacto con respecto al valor de 0.3 que se
obtienen por las distribuciones de Hertz.

Para la determinacion de la distribucion de carga a lo largo de las lineas de contacto se
partio de la hipétesis de minimo potencial de deformacion, para cuya determinacion se
emplearon métodos variacionales. En el caso de engranajes rectos, y si se desprecia el
pequefio efecto de borde de los extremos del diente, es admisible la hipétesis de reparto
uniforme de carga a lo largo de la cara del diente, pero no es admisible el de reparto
uniforme entre pares de dientes en el intervalo de carga compartida. El estudio realizado
revelé un reparto de carga, dentro de dicho intervalo, que variaba a lo largo de la linea de
engrane, y por tanto con el punto de contacto, y que esta variacion se podia considerar, en
una primera aproximacion, lineal, variando entre un tercio y dos tercios de la carga total
transmitida.

En el caso de engranajes helicoidales, el planteamiento del problema variacional es similar,
aunque su resolucién es bastante mas compleja, teniendo que recurrir a técnicas de
optimizacién como las condiciones de Kuhn-Tucker y los multiplicadores de Lagrange. Los
resultados obtenidos, y presentados en capitulos anteriores, revelan que, en efecto, la
distribucion de carga no es en absoluto uniforme, y que dicha distribucion se ve
fuertemente influenciada por los parametros geométricos de la transmision.

Para ratificar estos resultados, se ha desarrollado un estudio paralelo mediante el empleo
del método de los elementos finitos, de la que, aparte de la validacion del modelo
desarrollado, se derivan también la importante conclusion de que la dependencia entre
secciones contiguas del diente no tiene influencia relevante en la distribucién de fuerza, lo
gue permite considerar el contacto entre dientes helicoidales como una sucesion de
contactos entre dientes rectos (definidos por las correspondientes secciones frontales)
girados unos respecto de los otros, que se comportan de modo independiente.

Con las distribuciones de carga anteriores se han evaluado los valores de la presion
superficial en todos los puntos de todas las lineas de contacto a lo largo del engrane. En
el caso de dentaduras rectas se ha encontrado que, aunque existen discrepancias en la
localizacion del punto de presion critica, el valor de dicha presion critica, calculada en el
punto critico con la distribucion de carga obtenida, se asemeja notablemente a la presion
critica que determinan las normas, en el punto en que ellas consideran pero con la hipotesis
de distribucion de carga uniforme. Ello viene a justificar el valor de la presiéon adoptado
por las normas, que sorprendentemente difiere mucho del valor maximo que se obtendria
mediante la aplicacion del modelo que ellas mismas proponen. A pesar de todo, se ha de
sefalar que todavia es posible encontrar discrepancias en la presion critica respecto de la
sugerida por las normas, para determinados casos, como es el acortamiento de la distancia
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entre centros o el aumento del desplazamiento.

En el caso de engranajes helicoidales sucede al contrario. La presion superficial derivada
de la aplicacion de la distribucibn de carga obtenida, se localiza en un punto
extremadamente cercano al sugerido por las normas, en especial AGMA. Sin embargo, la
fuerza en ese punto es notablemente superior a la que se obtendria bajo la hipdtesis de
distribucion uniforme, lo que viene a corroborar el resultado obtenido por Litvin [60],
citado anteriormente.

La distorsion del perfil de presiones por lubricacion es conocida por los trabajos de
Dowson y sobre todo de Greenwood, aunque no se habian aplicado al calculo de presion
superficial, seguramente porgue su influencia es muy pequefia en engranajes muy cargados.
Sin embargo, la importancia de esta distorsion es alta, pues produce una distribucién de
tensiones en la subsuperficie diferente de la que produce la distribucion hertziana. Se ha
encontrado que la tension de cortadura maxima en la subsuperficie, que es la que origina
el inicio del fallo por picadura, no guarda con la presion de contacto la misma relacion que
ambos parametros guardan en una distribucion de Hertz. Puesto que el método de calculo
relaciona la seguridad con la presion de contacto, se ha introducido un factor de correcciéon
de distorsién por lubricacion, para tener en cuenta este efecto en el modelo.

Finalmente, se ha comprobado que para valores de la rugosidad superficial por encima de
un determinado limite, se produce otro tipo de distorsion del perfil de presiones con
respecto al de Hertz, con especial incidencia en engranajes no lubricados. Al igual que en
el caso anterior, este fendmeno, que habia sido estudiado por Johnson [55], se ha aplicado
al contacto entre dientes, estudiando la divergencia, no ya de la presién de contacto, sino
de la tension de cortadura critica obtenida a partir del perfil de presiones distorsionado.
Como antes, el resultado ha sido la introduccién de un factor de contacto rugoso, que tiene
en cuenta este efecto, y para cuyo céalculo se ha presentado, ademas del desarrollo del
método, una férmula aproximada, obtenida por correlacién, de muy facil utilizacion.

Por ultimo, y a modo de resumen de todas las contribuciones anteriores, se ha presentado
un nuevo modelo de célculo a presion superficial, en el que para tener en cuenta lo
expuesto anteriormente, a la expresion utilizada por las normas para la tensién de calculo,
se han afadido tres factores: el factor de intensidad de carga, el factor de distorsién por
lubricacion y el factor de contacto rugoso. Para todos ellos se han desarrollado los métodos
de calculo correspondientes, aunque a efectos de disefio, sera por lo general suficiente:

206



Para engranajes rectos, en los puntos de contacto Unico superior o inferior

Para engranajes rectos, en los puntos de comienzo y finalizacion del engrane

KF _ Lll 5 . l
2(111 = Uy ) 6

Para engranajes helicoidales, siempre en el punto medio del pifion

F
K _\JV nl;ax z\/l—.S

Tomar K, de una tabla presentada en el capitulo IV en funcion del factor de
distorsion de Greenwood para engranajes lubricadd$,={ para engranajes sin
lubricar o altamente cargados.

Tomar K, de una correlacion, presentada en el capitulo V para engranajes sin
lubricar, yK,=1 para engranajes lubricados o con superficies de contacto muy lisas.

Como lineas de investigacion que podrian tomar partida de esta tesis cabria destacar las
siguientes:

El estudio realizado ha acometido el problema relativamente sencillo de los
engranajes cilindricos. Se han establecidos las bases tedricas y metodoldgicas para
su futura aplicacion en el disefio de engranajes conicos e hipoidales, que ofrecen
otras posibilidades en el desarrollo de mecanismos.

La metodologia y los desarrollos realizados son facilmente extensibles al estudio de
otros elementos mecanicos, como pueden ser tornillos de potencia, ejes, cilindros
de laminacion, etc.

Basandose en la distribucion de fuerzas y la teoria elastohidrodinamica desarrollada
se puede estimar el rendimiento mecanico en la transmision de engranajes
obteniendo un modelo avanzado que permitiria optimizar la transmisién desde el

punto de vista del rendimiento.
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Estudios de la mecanica de la fractura basandose en los mapas tensionales de la
subsuperficie, estableciendo la vida del componente de un modo mucho mas
preciso. El estudio de la vida del componente requiere un tratamiento probabilistico
ya que la propagacion de grieta suele seguir una distribucion de Weibull.

El tratamiento superficial es de vital importancia para alargar la vida del
componente, aunque muchas veces no se aplica al requerir una tecnologia que no
se posee en pequefios talleres. La elaboracion de modelos que incluyan una
gradacion de propiedades mecanicas con la distancia a la superficie puede ser una
herramienta muy util para el disefio de elementos mecanicos.

Los desajustes en el montaje, las rigideces de los ejes y acoplamientos, y su efecto
en la distribucion de la carga tienen facil solucion mediante el modelo descrito en
esta tesis. Se habria de tomar como condicion de contorno el desplazamiento de
cada una de las secciones helicoidales independientes.

La inclusion del efecto de la rugosidad superficial en el modelo de lubricacion sera
muy interesante al ampliar el campo de aplicacion de la tesis a regimenes de
lubricacion microelastohidrodinamica, asi como del rendimiento al que se estan
aplicando formulaciones demasiado experimentales con un muy estrecho campo de
aplicacion.
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APENDICES

|  Cddigo usado en la modelizacion por elementos
finitos del diente conjugado.

/PREP7
F=2.00
HB=1.00
BB=1.50
NF=10
DF=0.70
DHB=0.900
DHBB=0.20
NN=9
NHBB=2
NHB=7
NB=7

FN=1/(NN-1)

ALF=20
BET=-30

*AFUN,DEG

|*

K,1,BB/2,0,0,

I ancho del diente.Longitud de 9+19

I altura del diente. Longitud de 1+21+13
I longitud de la base
! n° de divisiones al mallar de F
I porcion de F que ocupa la linea de contacto
I altura a la que llega la linea de contacto
| altura de la que parte la linea de contacto
I n°® de nodos en la linea de contacto
I n° de div. al mallar de H sin contacto
I n° de divisiones al mallar de H
I n° de divisiones al mallar de B

I fraccién de longitud de contacto entre nodos

! pendiente de la cara frontal del diente en x
I angulo de hélice del diente
I angulos en grados sexagesimales

I definicion de KP

K,2,BB/2-HB*SIN(alf),HB*COS(alf),0, !
K,3,-BB/2+HB*SIN(alf), HB*COS(alf),0, !

K,4,-BB/2,0,0,

Al.234

|*

AGEN,2,1, , ,F*SIN(BET),0,F*COS(BET), ,1
I unién de los lados de las areas generando areas

ASKIN,4,8
ASKIN,2,6
ASKIN,1,5

I Definicion de area

|
I copia de éarea
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ASKIN,3,7
VA,1,2,3,4,5,6

!*

LDIV,1,DHB, ,0
LDIV,5,DHB, ,0
LDIV,12,DF, ,0
LDIV,9,DF, ,0

!*

LDIV,3,1-DHB, ,0
LDIV,7,1-DHB, ,0
LDIV,10,DF, ,0
LDIV,11,DF, ,0

|*

LDIV,1,DHBB/DHB, ,0
LDIV,5,DHBB/DHB, ,0
LDIV,17,1-DHBB/DHB,
LDIV,18,1-DHBB/DHB,

|*

LSEL,S, , ,1,13,12,
LSEL,A, , ,21,21,0,
LCCAT,ALL
LSEL,ALL

!*

LSEL,S, , ,5,14,9,
LSEL,A, , ,22,22,0,
LCCAT,ALL
LSEL,ALL

!*

LSEL,S, , ,3,17,14,
LSEL,A, , ,23,23,0,
LCCAT,ALL
LSEL,ALL

!*

LSEL,S, , ,7,18,11,
LSEL,A, , ,24,24,0,
LCCAT,ALL
LSEL,ALL

!*

LCCAT,9,16
LCCAT,12,15
LCCAT,11,20
LCCAT,10,19

|*

LAREA,12,11,5
LDIV,33,DHBB, ,0

|*

LAREA,21,9,5

|*

KEYW,PR_SET,1
KEYW,PR_STRUC,1
KEYW,PR_THERM,0
KEYW,PR_ELMAG,0
KEYW,PR_FLUID,0
KEYW,PR_MULTI,0
KEYW,PR_CFD,0

|*

UIMP,1EX, , .2,
UIMP,1,DENS, , , ,

! definicién del volumen

I se dividen las lineas

| se concatenan la lineas

!

| se define KP para la linea de contacto
!
|

| se define la linea de contacto
|

I Caracteristicas del problema

I definicion del material
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UIMP,1,ALPX, , , , !
UIMP,1,REFT, , , , !
UIMP,1,NUXY, , ,0.3, !
UIMP,1,GXY, , , , !
UIMP,1,MU, , , , !
UIMP,1,DAMP, , , , !
UIMP,1,KXX, , , , !
UIMP,1.C, , , , !
UIMP,1,ENTH, , , , !
UIMP,1,HF, , , , !
UIMP,1,EMIS, , 1, !
UIMP,1,QRATE, , , , !
UIMP,1,MURX, , , , !
UIMP,1,MGXX, , , , !
UIMP,1,RSVX, , , , !
UIMP,1,PERX, , , , !
UIMP,1,VISC, , , , !
UIMP,1,SONC, , , , !
I* !
/IPSF,DEFA, ,1 I forma de representar simbolos
/PBF,DEFA, ,1 !
/PSYMB,CS,0 !
/PSYMB,NDIR,0 !
/PSYMB,ESYS,0 !
/PSYMB,LDIR,1 !
/PSYMB,LAYR,0 !
|
|
|
|

|*

/PBC,ALL, ,1
!*
/PNUM,KP,0 !

/PNUM,LINE,1 ! forma de numeracion en las visualizaciones
/PNUM,AREA,0
/PNUM,VOLU,0
/PNUM,NODE,0

!
!
!
/PNUM,SVAL,0 !
!
!

/NUM,0

!*

IVIEW,,1,1,1 | vista en isométrico

I* !
ET,1,SOLID95 I definicibn de elemento

I* !
LSEL,S, , ,3,7.4, ! mallado de las lineas

LSEL,A, , ,13,14,1, !
LESIZE,ALL, , ,NHB-NHBB-(NN-1)/2,1,0 !
LSEL,ALL !
I* !
LSEL,S, , ,9,12,1, !
LESIZE,ALL, , ,(NN-1),1,0 !

LSEL,ALL !
I* !
LSEL,S, , ,15,16,1, !
LSEL,A, , ,19,20,1, !
LESIZE,ALL, , ,NF-(NN-1),1,0 !
LSEL,ALL !
I* !
LSEL,S, , ,1,5,4, !
LSEL,A, , ,23,24,1, !
LESIZE,ALL, , ,NHBB,1,0 !
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LSEL,ALL !

I* !
LSEL,S, , ,2,8,2, !
LESIZE,ALL, , ,NB,1,0 !
LSEL,ALL !

I* !
LSEL,S, , ,21,22,1, !
LSEL,A, , ,17,18,1, !
LESIZE,ALL, , ,(NN-1)/2,1,0 !
LSEL,ALL !

I* !
NUMMRG,ALL, , I simplificacién de la numeracion
NUMCMP,ALL !

I* |
VMESH, 1 I mallado del volumen
NUMMRG,ALL, , !
NUMCMP,ALL !

I* |
NSEL,S,LOC,Y,-0.001,0.001 ! restriccion de desplazamientos en la base
D,ALL, ,0, , , ,ALL !

NSEL,ALL !
I* !
CSKP,11,0,21,9,5,1,1, ! def. de coor. loc. eje x = linea de contacto
CSYS,11, !
NSEL,S,LOC,Z,-0.001,0.001 I selecciéon de los nodos de contacto

NSEL,S,LOC,Y,-0.001,0.001 !
CM,accion,NODE !

I* !
I* !
*DIM,AN, ,NN I definicién del vector con los nodos de contacto

I* !

AN(1)=NODE(0.001,0.001,0.001) !

*DO,1,2,NN,1 !
AN(1)=NODE(LX(35,(I-1)*FN),0.001,0.001) !

*ENDDO !

I* !

/SOLU !

F,AN(1),FZ,1 I aplica la fuerza

NSEL,ALL !

LSWRITE,1 | escribe estado de carga 1

*DO,I,2,NN,1 I bucle de definicion de los distintos estados de carga
FDELE,AN(I-1),ALL !

F,AN(),FZ,1 I

LSWRITE,I !

*ENDDO !

I* !

LSSOLVE,1,NN,1 ! resolver todos los estados de carga

I* |

/POST1 !

I* !

RSYS,11, | para resultados en el sistema de coordenadas local
SET,FIRST I usar los resultados del primer estado de carga
*DIM,CNX,,NN,NN ! define matriz de desplazamientos en X
*DIM,CNY,,NN,NN ! define matriz de desplazamientos en Y
*DIM,CNZ,,NN,NN I define matriz de desplazamientos en Z

CMSEL,S,ACCION !

I* !

*DO,I,1,NN,1 !

222



*GET,CNX(I,1),NODE,AN(I),U,X,0 !
*GET,CNY(I,1),NODE,AN(I),U,Y,0 !
*GET,CNZ(1,1),NODE,AN(1),U,Z,0 !
*ENDDO !

I* !

SET,NEXT I restablece siguiente estado de cargas

|*

*DO,YY,2,NN,1

!*

*DO,I,1,NN, 1

*GET,CNX(I,YY),NODE,AN(I),U,X,0 !

*GET,CNY(I,YY),NODE,AN(I),U,Y,0 !

*GET,CNZ(I,YY),NODE,AN(I),U,Z,0 !

*ENDDO !

SET,NEXT !
!
|

*ENDDO

|*

PARSAV,ALL,CREMCA, PAR, I salva todos los parametros definidos

Il Cddigo usado en la modelizacion por
elementos finitos del diente.

IPREP7

F=2.00

H=1.00

B=1.50

NF=10

DF=1

DH=0

NN=9

FN=1/(NN-1)

!*

NB=NINT(B/F*NF)
NH=(NN-1)/2+NINT(DH*H/F*NF)+1
ALF=20

BET=30

*AFUN,DEG

K,1,B/2,0,0,
K,2,B/2-H*SIN(alf),H*COS(alf),0,
K,3,-B/2+H*SIN(alf),H*COS(alf),0,
K,4,-B/2,0,0,

A1,2,3,4

AGEN,2,1, , ,F*SIN(BET),0,F*COS(BET), ,1
ASKIN,4,8

ASKIN,2,6

ASKIN,1,5

ASKIN,3,7

VA,1,2,3,4,5,6

I*SE DIVIDEN LAS LINEAS
LDIV,1,DH, ,0

LDIV,5,DH, ,0

LDIV,12,DF, ,0
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LDIV,9,DF, ,0

!*

LDIV,3,1-DH, ,0
LDIV,7,1-DH, ,0
LDIV,10,DF, ,0
LDIV,11,DF, ,0

!*

LCCAT, 1,13
LCCAT5,14
LCCAT,12,15
LCCAT,9,16
LCCAT, 3,17
LCCAT,7,18
LCCAT,11,20
LCCAT,10,19

|*

LAREA,11,9,5

I* PREPARACION PARA EL MALLADO
KEYW,PR_SET,1
KEYW,PR_STRUC,1
KEYW,PR_THERM,0
KEYW,PR_ELMAG,0
KEYW,PR_FLUID,0
KEYW,PR_MULTI,0
KEYW,PR_CFD,0

|*

|*

UIMP,1,EX, , .2,
UIMP,1,DENS, , , ,
UIMP,1ALPX, , , ,
UIMP,1,REFT, , , ,
UIMP,1,NUXY, , ,0.3,
UIMP,1,GXY, , , ,
UIMP,1,MU, , , |
UIMP,1,DAMP, , , ,
UIMP,1,KXX, , , ,
UiMP,1.C, , , ,
UIMP,1,ENTH, , , ,
UIMP,1,HF, , , ,
UIMP,1,EMIS, , .1,
UIMP,1,QRATE, , , ,
UIMP,1,MURX, , , ,
UIMP,1,MGXX, , , ,
UIMP,1,RSVX, , , ,
UIMP,1,PERX, , , ,
UIMP,1VISC, , , ,
UIMP,1,SONC, , , ,
|*

I* FORMA DE REPRESENTAR LOS SIMBOLOS Y NUM
/PSF,DEFA, ,1
/PBF,DEFA, ,1
/PSYMB,CS,0
/PSYMB,NDIR,0
/PSYMB,ESYS,0
/PSYMB,LDIR,1
/PSYMB,LAYR,0

|*

/PBC,ALL, ,1
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|*

/PNUM,KP,0
/PNUM,LINE,1
/PNUM,AREA,0
/PNUM,VOLU,0
/PNUM,NODE,0
/PNUM,SVAL,0
/NUM,0

|*

IVIEW,,1,1,1

|*

ET,1,SOLID95
I*

LSEL,S, , ,3,7.4,

LSEL,A, , ,13,14,1,
LESIZE,ALL, , ,(NN-1)/2,1,0
LSEL,ALL

!*

LSEL,S, , ,9,12,1,
LESIZE,ALL, , ,(NN-1),1,0
LSEL,ALL

!*

LSEL,S, , ,15,16,1,
LSEL,A, , ,19,20,1,
LESIZE,ALL, , ,NF-(NN-1),1,0
LSEL,ALL

!*

LSEL,S, , ,15,4,

LSEL,A, , ,17,181,
LESIZE,ALL, , ,NH-(NN-1)/2,1,0
LSEL,ALL

!*

LSEL,S, , .2,8,2,
LESIZE,ALL, , ,NB,1,0
LSEL,ALL

!*

NUMMRG,ALL, ,
NUMCMP,ALL

!*

VMESH, 1
NUMMRG,ALL, ,
NUMCMP,ALL

I*
NSEL,S,LOC,Y,-0.001,0.001
D!ALLl 10! [} IALL
NSEL,ALL

|*

|*

CSKP,11,0,11,9,12,1,1,
CSYS,11,
NSEL,S,LOC,Z,-0.001,0.001
NSEL,S,LOC,Y,-0.001,0.001
CM,accion,NODE

|*

*DIM,AN, ,NN
!*
AN(1)=NODE(0.001,0.001,0.001)
*DO,1,2,NN, 1
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AN(1)=NODE(LX(29,(I-1)*FN),0.001,0.001)
*ENDDO

!*

/SOLU
F,AN(1),FZ,1
NSEL,ALL
LSWRITE, 1
*DO,1,2,NN, 1
FDELE,AN(I-1),ALL
F,AN(I),FZ,1
LSWRITE, |
*ENDDO

|*

LSSOLVE,1,NN,1

|*

/POST1

!*

RSYS,11,

SET,FIRST

*DIM,CNX,,NN,NN
*DIM,CNY,,NN,NN
*DIM,CNZ,,NN,NN
CMSEL,S,ACCION

|*

*DO,I,1,NN, 1
*GET,CNX(I,1),NODE,AN(I),U,X,0
*GET,CNY(,1),NODE,AN(I),U,Y,0
*GET,CNZ(1,1),NODE,AN(1),U,Z,0
*ENDDO

|*

SET,NEXT

|*

*DO,YY,2,NN,1
|*

*DO,I,1,NN, 1
*GET,CNX(,YY),NODE,AN(I),U,X,0
*GET,CNY(I,YY),NODE,AN(I),U,Y,0
*GET,CNZ(l,YY),NODE,AN(I),U,Z,0
*ENDDO

SET,NEXT

*ENDDO

|*

PARSAV,ALL,CREMA,PAR,
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lll Listado de parametros en el fichero de uno

de los resultados

/NOPR
*SET,ALF
*DIM,AN
*SET,AN
*SET,AN
*SET,AN
*SET,AN
*SET,AN
*SET,AN
*SET,AN
*SET,AN
*SET,AN
*SET,B
*SET,BET
*DIM,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX

JARRAY,

OCoOo~NOOAPr~,WNPE

e N N N N R R R

PRRPRPRPRPRPR

Loy

20.00000000000

9,
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),

, 1.000000000000

, 30.00000000000
9;

JARRAY,

POONOUPRWNPOONOODODPRARWNPOONOODOPR,RWNPOONODARA,WDNPE

P N e R N R R e R N N N N N T T T T e N N N T T T e N N N e N N T e )

arprprbrbrrPrphrpPpPbPhPOOoOoOwOWwOWLOWOWWOWNNNNMNNMNNNNNNRRPRPRPRPRPRPRERRERRE

1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),
1),

1, 1
269.0000000000
499.0000000000
485.0000000000
469.0000000000
453.0000000000
439.0000000000
421.0000000000
409.0000000000
2.000000000000

9, 1
-1.971312670514
-.6804026180854
-.1593919363228

.3538744966461E-01
.9355597653253E-01
.8878328948034E-01
.6596399297054E-01
4432787985482E-01
.3084932299989E-01
-2.089657278788
-.9296534758938
-.2764371055980
-.2287227600054E-01
.7794413675835E-01
.9257559971151E-01
.7482133012745E-01
.5303118544338E-01
.3881990351861E-01
-1.228326795477
-1.480858432076
-.1227220703715
-.1381813881386
.3904876613092E-01
.9078791564982E-01
.8671948944785E-01
.6651770481074E-01
.5201911909324E-01
-.6404580665129
-.9166356627609
-1.055875602409
-.1756746470199
-.9417402275557E-02
.8300957403240E-01
.9733405726846E-01
.8510284295216E-01
.7316493526486E-01
-.2877632331515
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*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*SET,CNX
*DIM,CNY
*SET,CNY
*SET,CNY
*SET,CNY
*SET,CNY
*SET,CNY
*SET,CNY
*SET,CNY
*SET,CNY
*SET,CNY
*SET,CNY
*SET,CNY
*SET,CNY
*SET,CNY

OCO~NOOUPRA,WNRPFPOONOUPRA,WNRPOONODUPRAWNRPOONODUOOPRAWNPEPOONODOODMWNDN

O OO OWOWOWWOWWOWWOWOWMOMWMWOMWOWMWOKLWMOWAONNNNNNAINNINNOOODOODOOOOOO O OO U1 010101 010101 O1

e N N R N e N e N N L T R N R N N N e N N N s T T e T N T R e N N N e N N N e T e N T )

AP WONPOONOODOPMWNE

NNNNRPRRRRPRPRRPRRRPR

ANAN AN AN AN AN AN AN AN AN AN S

1), -.4902314523375
1), -.6590891519846
1), -.7446247150380
1), .3421773491569
1), .5842689753426E-01
1), .1055928636046
1), .1074562341137
1), .1079575825650
1), -.1016334909584
1), -.2227592868615
1), -.3655259938937
1), -.4631702463258
1), -.5397801834398
1), .1341819041422
1), .1224639590606
1), .1471888459794
1), .1631713470088
1), -.1706128966283E-01
1), -.7969778740827E-01
1), -.1696715872174
1), -.2659735147087
1), -.3215846024938
1), -.3907489510823
1), .5472867048558
1), .1948489144329
1), .2652441735290
1), .1379766341630E-01
1), -.1597284543657E-01
1), -.6674546182604E-01
1), -.1341762792435
1), -.1976986397280
1), -.2176797527598
1), -.2645697159014
1), .3672562659956
1), .5399430561947
1), .2241396813449E-01
1), .7774135653210E-02
1), -.2195813303154E-01
1), -.6705162385084E-01
1), -.1187411185942
1), -.1517599625776
1), -.1294180169730
1), -.9529728854772E-01
1), 3.194460025882
9, 9, 1
1), 2.743013883861
1), .8903821738179
1), .4006905781193
1), .1922756126811
1), .8654809304152E-01
1), .3500492645451E-01
1), .1515096134861E-01
1), .1240473638195E-01
1), .3437247122448E-01
1), .6006323971290
1), .9494644902425
1), .4872713571216
1), .2823247348368
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*SET,CNY ( 5, 2, 1), .1345094632720
*SET,CNY ( 6, 2, 1), .5850739721722E-01
*SET,CNY ( 7, 2, 1), .2543603819975E-01
*SET,CNY ( 8, 2, 1), .1704165856705E-01
*SET,CNY ( 9, 2, 1), .4126265122830E-01
*SET,CNY ( 1, 3, 1), .3009377556160
*SET,CNY ( 2, 3, 1), .5166734280922
*SET,CNY ( 3, 3, 1), .7208380876232
*SET,CNY ( 4, 3, 1), .4551949581089
*SET,CNY ( 5, 3, 1), .2102435303150
*SET,CNY ( 6, 3, 1), .9375278325097E-01
*SET,CNY ( 7, 3, 1), .4106489550620E-01
*SET,CNY ( 8, 3, 1), .2392367686340E-01
*SET,CNY ( 9, 3, 1), .5127309690603E-01
*SET,CNY ( 1, 4, 1), .1500538856245
*SET,CNY ( 2, 4, 1), .3014623556786
*SET,CNY ( 3, 4, 1), .3984065677613
*SET,CNY ( 4, 4, 1), .4480837403887
*SET,CNY ( 5, 4, 1), .3227987330772
*SET,CNY ( 6, 4, 1), .1517929457294
*SET,CNY ( 7, 4, 1), .6615338553003E-01
*SET,CNY ( 8, 4, 1), .3380712007444E-01
*SET,CNY ( 9, 4, 1), .6485955109675E-01
*SET,CNY ( 1, 5, 1), .8069977017901E-01
*SET,CNY ( 2, 5, 1), .1584006489499
*SET,CNY ( 3, 5, 1), .2779839117323
*SET,CNY ( 4, 5, 1), .3472436682914
*SET,CNY ( 5, 5, 1), .4472108130179
*SET,CNY ( 6, 5, 1), .2997229362984
*SET,CNY ( 7, 5, 1), .1189647212819
*SET,CNY ( 8, 5, 1), .5324946423024E-01
*SET,CNY ( 9, 5, 1), .8486715504544E-01
*SET,CNY ( 1, 6, 1), .4192208055951E-01
*SET,CNY ( 2, 6, 1), .8688592453772E-01
*SET,CNY ( 3, 6, 1), .1567455554416
*SET,CNY ( 4, 6, 1), .2408805097214
*SET,CNY ( 5, 6, 1), .2352086149947
*SET,CNY ( 6, 6, 1), .2769081624723
*SET,CNY ( 7, 6, 1), .2215516091105
*SET,CNY ( 8, 6, 1), .9331489845577E-01
*SET,CNY ( 9, 6, 1), .1204682453943
*SET,CNY ( 1, 7, 1), .2110249901642E-01
*SET,CNY ( 2, 7, 1), .4530703016539E-01
*SET,CNY ( 3, 7, 1), .8746731560598E-01
*SET,CNY ( 4, 7, 1), .1453387873262
*SET,CNY ( 5, 7, 1), .2082875178402
*SET,CNY ( 6, 7, 1), .2434115048288
*SET,CNY ( 7, 7, 1), .3302442218813
*SET,CNY ( 8, 7, 1), .2323038447863
*SET,CNY ( 9, 7, 1), .1954443826788
*SET,CNY ( 1, 8, 1), .1068595834014E-01
*SET,CNY ( 2, 8, 1), .2326256659397E-01
*SET,CNY ( 3, 8, 1), .4746038961051E-01
*SET,CNY ( 4, 8, 1), .8751127080765E-01
*SET,CNY ( 5, 8, 1), .1418301522339
*SET,CNY ( 6, 8, 1), .1946537857517
*SET,CNY ( 7, 8, 1), .1926739112708
*SET,CNY ( 8, 8, 1), .2341019369967
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*SET,CNY ( 9, 8, 1), .3826521629162
*SET,CNY ( 1, 9, 1), .6356643033664E-02
*SET,CNY ( 2, 9, 1), .1356518326331E-01
*SET,CNY ( 3, 9, 1), .2847858069627E-01
*SET,CNY ( 4, 9, 1), .5623922641318E-01
*SET,CNY ( 5, 9, 1), .1006406836817
*SET,CNY ( 6, 9, 1), .1564216602183
*SET,CNY ( 7, 9, 1), .2163030539606
*SET,CNY ( 8, 9, 1), .3251029822248
*SET,CNY ( 9, 9, 1), 1.072033133329

*DIM,CNZ ,ARRAY, 9, 9, 1

*SET,CNZ ( 1, 1, 1), 13.45729017598
*SET,CNZ ( 2, 1, 1), 2.920724074455
*SET,CNZ ( 3, 1, 1), 1.331338979053
*SET,CNZ ( 4, 1, 1), .6986528511711
*SET,CNZ ( 5, 1, 1), .3922126457382
*SET,CNZ ( 6, 1, 1), .2277458567183
*SET,CNZ ( 7, 1, 1), .1391604279005
*SET,CNZ ( 8, 1, 1), .9152050325117E-01
*SET,CNZ ( 9, 1, 1), .6907799840807E-01
*SET,CNZ ( 1, 2, 1), 2.920724074455
*SET,CNZ ( 2, 2, 1), 6.615941893102
*SET,CNZ ( 3, 2, 1), 1.934439876511
*SET,CNZ ( 4, 2, 1), .9235518226479
*SET,CNZ ( 5, 2, 1), .5060146755605
*SET,CNZ ( 6, 2, 1), .2867980820671
*SET,CNZ ( 7, 2, 1), .1716074850766
*SET,CNZ ( 8, 2, 1), .1111147660962
*SET,CNZ ( 9, 2, 1), .8300255829953E-01
*SET,CNZ ( 1, 3, 1), 1.331338979053
*SET,CNZ ( 2, 3, 1), 1.934439876511
*SET,CNZ ( 3, 3, 1), 7.627977618290
*SET,CNZ ( 4, 3, 1), 1.510825099768
*SET,CNZ ( 5, 3, 1), .7250710552030
*SET,CNZ ( 6, 3, 1), .3904970995609
*SET,CNZ ( 7, 3, 1), .2251881869512
*SET,CNZ ( 8, 3, 1), .1414463360543
*SET,CNZ ( 9, 3, 1), .1037017959146
*SET,CNZ ( 1, 4, 1), .6986528511711
*SET,CNZ ( 2, 4, 1), .9235518226479
*SET,CNZ ( 3, 4, 1), 1.510825099768
*SET,CNZ ( 4, 4, 1), 4.888063715935
*SET,CNZ ( 5, 4, 1), 1.260929888628
*SET,CNZ ( 6, 4, 1), .5665452624103
*SET,CNZ ( 7, 4, 1), .3148372687519
*SET,CNZ ( 8, 4, 1), .1890815347929
*SET,CNZ ( 9, 4, 1), .1343070416877
*SET,CNZ ( 1, 5, 1), .3922126457382
*SET,CNZ ( 2, 5, 1), .5060146755605
*SET,CNZ ( 3, 5, 1), .7250710552030
*SET,CNZ ( 4, 5, 1), 1.260929888628
*SET,CNZ ( 5, 5, 1), 6.427370603133
*SET,CNZ ( 6, 5, 1), 1.038472478056
*SET,CNZ ( 7, 5, 1), .4804579555809
*SET,CNZ ( 8, 5, 1), .2721720607328
*SET,CNZ ( 9, 5, 1), .1847621556496
*SET,CNZ ( 1, 6, 1), .2277458567183
*SET,CNZ ( 2, 6, 1), .2867980820671
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*SET,CNZ ( 3, 6 1),
*SET,CNZ ( 4, 6, 1),
*SET,CNZ ( 5 6, 1),
*SET,CNZ ( 6, 6, 1),
*SET,CNZ ( 7, 6, 1),
*SET,CNZ ( 8, 6, 1),
*SET,CNZ ( 9, 6 1),
*SET,CNZ ( 1, 7, 1),
*SET,CNZ ( 2, 7,1,
*SET,CNZ ( 3, 7,1,
*SET,CNZ ( 4, 7, 1),
*SET,CNZ ( 5 7, 1),
*SET,CNZ ( 6, 7,1),
*SET,CNZ ( 7, 7,1,
*SET,CNZ ( 8, 7, 1),
*SET,CNZ ( 9, 7,1,
*SET,CNZ ( 1, 8, 1),
*SET,CNZ ( 2, 8, 1),
*SET,CNZ ( 3, 8 1),
*SET,CNZ ( 4, 8, 1),
*SET,CNZ ( 5 8, 1),
*SET,CNZ ( 6, 8, 1),
*SET,CNZ ( 7, 8, 1),
*SET,CNZ ( 8, 8, 1),
*SET,CNZ ( 9, 8, 1),
*SET,CNZ ( 1, 9, 1),
*SET,CNZ ( 2, 9, 1),
*SET,CNZ ( 3, 9 1),
*SET,CNZ ( 4, 9, 1),
*SET,CNZ ( 5 9 1),
*SET,CNZ ( 6, 9 1),
*SET,CNZ ( 7, 9 1),
*SET,CNZ ( 8, 9 1),
*SET,CNZ ( 9, 9 1),
*DIM,COSDZ  ,ARRAY, 3,
*SET,COSDZ  ( 1, 1, 1),
*SET,COSDZ  ( 2, 1, 1),
*SET,COSDZ  ( 3, 1,1),
*SET,DF , 7000000000000
*SET,DH ., .3000000000000
*SET,F ., 3.000000000000
*SET,FN ., .1250000000000
*SET,H ., 1.000000000000
*SET,| ., 9.000000000000
*SET,NB ., 3.000000000000
*SET,NF ., 10.00000000000
*SET,NH ., 6.000000000000
*SET,NN ., 9.000000000000
*SET,YY ., 9.000000000000
*SET, 71 ., 1.000000000000
*SET, _Z2 ) :

IGO

.3904970995609
5665452624103
1.038472478056
4.198069227168
.9543988911845
4186274985011
.2745468711623
.1391604279005
.1716074850766
.2251881869512
.3148372687519
4804579555809
.9543988911845
5.783615181613
.8505962437963
4620727339968

.9152050325117E-01

1111147660962
.1414463360543
.1890815347929
.2721720607328
4186274985011
.8505962437964
3.905415386570
1.112709575652

.6907799840807E-01
.8300255829953E-01

.1037017959146
.1343070416877
.1847621556496
.2745468711623
4620727339968
1.112709575652
8.304611392929
1,
8.214813729657
61.19600928933

-155.5078094986

231



IV Parametros y resultados de los modelados por
FEM

Caso de F=2 y y=-30°

FICHERO A EXTRAER 9
FICHEROS DE PARAMETROS 1
cremv.par DATOS
CREMcv.PAR 0.265176
0.27888

PARAMETROS GEOMETRICOS 0.266977
SET,F 2 SET,F 2 0.188967
SET,H 1 SET,HB 1
SET,B 1 SET,BB 1
SET,NF 10 SET,NF 10
SET,DF 0.7 SET,DF 0.7
SET,DH 0.3 SET,DHB 0.9
SET,NN 9 SET,NN 9
SET,ALF 20 SET,ALF 20
SET,BET 30 SET,BET2 -30

coef 1.11552
INDICE DE SIMETRIA maxima 0.27888
23.64179 % media 0.25
LONGITUD CONTACTO
1.565248
Caso de F=2 y y=30°
FICHERO A EXTRAER 9
FICHEROS DE PARAMETROS 1
cremy.par DATOS
CREMcy.PAR 0.244106

0.323086

PARAMETROS GEOMETRICOS 0.303822
SET,F 2 SET,F 2 0.128987
SET,H 1 SET,H2
SET,B 1 SET,B2
SET,NF 10 SET,NF 10
SET,DF 0.7 SET,DF 0.7
SET,DH 0.3 SET,DH2
SET,NN 9 SET,NN 9
SET,ALF 20 SET,ALF 20
SET,BET 30 SET,BET2 -30

coef 1.292344
INDICE DE SIMETRIA maxima  0.323086
32.21688 % media 0.25

LONGITUD CONTACTO
1.565248
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Caso de F=3 y y=30°

FICHERO A EXTRAER
FICHEROS DE PARAMETROS
cremya3.par

CREMcy3.PAR

PARAMETROS GEOMETRICOS

SET,F 3 SET,F
SET,H 1 SET,H2
SET,B 1 SET,B2
SET,NF 10 SET,NF
SET,DF 0.7 SET,DF
SET,DH 0.3 SET,DH2
SET,NN 9 SET,NN
SET,ALF 20 SET,ALF
SET,BET 30 SET,BET2

INDICE DE SIMETRIA
21.62605 %

LONGITUD CONTACTO
2.213594

Caso de F=2 y y=30° con SOLID8

10
0.7

20
-30

maxima

FICHERO A EXTRAER
FICHEROS DE PARAMETROS
cremy2.par

CREMcy2.PAR

PARAMETROS GEOMETRICOS

SET,F 2 SET,F
SET,H 1 SET,HB
SET,B 1 SET,BB
SET,NF 10 SET,NF
SET,DF 0.7 SET,DF
SET,DH 0.3 SET,DHB
SET,NN 7 SET,NN
SET,ALF 20 SET,ALF
SET,BET 30 SET,BET2

INDICE DE SIMETRIA

61.90323 %

LONGITUD CONTACTO

1.565248

maxima

1
DATOS
0.236115
0.306606

0.307401
0.149878

1.229606
0.307401
0.25

1
DATOS
0.092083
0.171719

0.206085
0.216007
0.188467
0.106846
0.018792

1.512051
0.216007
0.142857
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