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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales de tipo potencial,
—X(t) € Vo(x(t))
tienen interés dado que
e Permiten obtener trayectorias de descenso del potenciasl ¢.
e Describen sistemas dindmicos de interés.

Sin embargo, tanto desde el punto de vista tedrico como de las aplicaciones,
surgen problemas en los que el potencial ¢ no es una funcién regular (derivable).
No obstante, cuando es convexa puede definirse el concepto de subgradiente de
¢ como una generalizacién del gradiente y plantear ecuaciones del tipo anterior.
El problema es que el subgradiente en cada punto no es necesariamente tnico,
en realidad esto solamente ocurre cuando el potencial se puede derivar, lo que
obliga a definir la subdiferencial como el conjunto de los subgradientes y a
plantear inclusiones diferenciales del tipo

—X(t) € 9p(x(t))

El objeto de este proyecto es estudiar la aproximacion numérica de ecua-
ciones diferenciales con términos multivaluados generados por subdiferenciales
de funciones (potenciales) convexas. La idea bésica es usar la regularizacién
de Yosida para obtener un “problema regularizado” que en cierta forma consti-
tuye una aproximacion del problema original y a continuacién utilizar métodos
numéricos de aproximacién para resolver el nuevo problema regularizado.

La idea de utilizar la regularizacién de Yosida como aproximaciéon de la
subdiferencial es clasica en el campo del Anélisis Convexo y se ha venido uti-
lizando desde los anos 70 del siglo pasado para obtener demostraciones tedricas
de existencia de solucién. Sin embargo, sorprendentemente, no se han explorado
convenientemente sus implicaciones numéricas.

En realidad la aproximacién numérica de las soluciones de este tipo de in-
clusiones diferenciales se ha basado fundamentalmente en dos ideas

e Métodos ad hoc para cada caso concreto que aproximan la funcién convexa
mediante una funcién regular que les permite resolver el problema aprox-
imado, pero que no proporcionan una metodologia general que pueda ser



usada de forma sistemética. Ademads suelen usarse en casos relativamente
sencillos en que la funcién convexa solamente depende de una variable
(por ejemplo, el valor absoluto).

e Obtener selecciones de la subdiferencial y aplicar métodos de discretizacién,
lo que requiere conocer, aunque sea de forma aproximada, el conjunto sub-
diferencial en cada punto, lo que no es en absoluto elemental, por ejemplo
cuando se tienen funciones convexas definidas mediante supremos de fa-
milias de funciones.

Frente a estas técnicas, la metodologia que proponemos en este proyecto
es valida para cualquier funcién potencial convexa, independientemente de su
numero de variables y no es necesario conocer en absoluto la estructura de la
subdiferencial.

Se trata adema&s de una técnica general, ya que se puede aplicar a multiples
problemas y flexible ya que el célculo de la regularizacién de Yosida puede com-
binarse con cualquier método numérico de aproximacion de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias.

Es también remarcable que puede probarse la convergencia de los esquemas
obtenidos usando la discretizacién de Euler y que los experimentos numéricos
realizados sugieren asimismo la convergencia de los esquemas de Runge-Kutta.
Ademaés su implementacion en MATLAB resulta relativamente cémoda y satis-
factoria, como hemos constatado a lo largo de multiples simulaciones.

Esta memoria comienza desarrollando los fundamentos tedéricos acerca del
andlisis convexo e inclusiones diferenciales asociadas a subdiferenciales. Hemos
decidido incluir un resumen de los principales conceptos y resultados dado que
se trata de un tépico que no estd incluido en los contenidos de Matematicas de
los estudios de Ingeniefa.

Una vez comentados los conceptos tedricos para la comprension de la memo-
ria, el siguiente capitulo denominado Algoritmos se ha descrito la estructura de
los algoritmos, utilizando los métodos numéricos de Euler y Runge-Kutta, y de
los codigos programados en MATLAB. A continuacion se describen diferentes
escenarios segun el tipo de problema que se nos pueda presentar. Se finaliza
cada escenario del capitulo ejemplificando lo explicado mediante simulaciones
numeéricas.

En el capitulo de Experimentos Numéricos se estudian problemas mas com-
plejos donde no se conozca explicitamente la expresion de ¢. Con ello se realizan
varios experimentos numéricos en cada uno de los escenarios ya descritos ante-
riormente que permiten observar la bondad de los métodos.

Una parte importante de la memoria la forma la parte asociada a las apli-
caciones de nuestros métodos, donde se estudian casos de andlisis de circuitos
eléctricos no lineales y también sistemas mecanicos que poseen friccién dry o de
Coulomb. En este capitulo se describe el modelo fisico y matemético de cada
una de las aplicaciones. Seguidamente se realiza una adaptacién de dicho prob-
lema a nuestros algoritmos implementados, y con ello se obtienen resultados
visibles y con aplicacién practica.



Por dltimo se presentan los cédigos programados en MATLAB en los Anexos
finales de la memoria, donde en ellos se pueden consultar cada uno de los algo-
ritmos comentados durante la memoria y algin otro més anadido.






Capitulo 1

Fundamentos tedricos

En este capitulo se recopilan las definiciones y las propiedades bésicas que se
manejardn a largo de la memoria. Los tres primeros apartados pueden englo-
barse bajo el epigrafe de Andlisis Convexo, mientras que en 1.4 se consideran
diversos casos de ecuaciones diferenciales multivaluadas o inclusiones diferen-
ciales asociadas a subdiferenciales.

La referencia béasica en el campo del Analisis Convexo es el libro de Rock-
afellar [16]. Son también remarcables los textos de Hiriart-Urruty y Lemaréchal
[9], que tiene un estilo més accesible, y Aubin [2], que constituye una buena
introduccién al tema. Una tratamiento mas avanzado, puede encontrarse en [6]

y [17].

En cuanto a las inclusiones diferenciales, el texto de referencia es el de Aubin
y Cellina [3], que dedica el tercer capitulo a las inclusiones de tipo subdiferencial.
Es obligado mencionar también el manual enciclopédico de Hu y Papageorgiou
[10] y la obra pionera de Brézis [4], aunque sea un texto dificil por su enfoque
abstracto.

Finalmente, cabe decir que en [10], [9], [16] y [17] pueden encontrarse miltiples
comentarios y referencias sobre el desarrollo histérico de los contenidos del pre-
sente capitulo.

1.1 Conjuntos convexos

El estudio sistematico de los conjuntos convexos y sus propiedades fue inicia-
do a principios del siglo pasado por Minkowski, motivado fundamentalmente
por cuestiones geométricas, aunque una cierta nociéon de convexidad aparece
en trabajos clasicos de disciplinas de caracter aplicado como la mecanica y la
termodinamica.



1.1.1 Algunas nociones basicas

Sobre el espacio vectorial IR™ se considera el producto escalar canénico, deno-
tado por

N
(x,y)= ijyj (1.1)

para cada x = (z1,...,2x), ¥ = (41,-.-,yn) en RY y la norma asociada
(conocida como norma euclidea)

x| =/(x,x), xeR" (1.2)

que permite definir la distancia entre dos puntos como la norma de su difer-
encia d(x,y) = |y — x|. También se definen una clase especial de conjuntos,
denominados bolas, mediante la relacion

Bs(x)={y e RV : [y — x| < 6} (1.3)

En particular, el conjunto anterior es la bola abierta de centro x y radio § > 0.
Cuando en lugar de una desigualdad estricta se tiene el simbolo < (es decir, se
incluyen en el conjunto los puntos que distan del centro exactamente el radio)
se habla de bola cerrada, que denotaremos Bs(x). Cuando x = 0, § = 1 se habla
de la bola unidad, denotada por B = B1(0).

Dado un conjunto no vacio, C C RY, se define la distancia de un punto
arbitrario x € RY a C como

do(x) =inf{|x —z|:z € C} (1.4)

Obviamente 0 < dc(x) < 400 con do(x) = 0 si y solamente si x pertenece a la
clausura, C, del conjunto C'. De la definicién de la funcién distancia es evidente
que para cada x € IRV existird una sucesién minimizante {zm} en C de forma
que |z, — x| = deo(x). Asi, dado y € RY se tiene que

do(y) < |zm —y| < |2m — x|+ [x -y
de donde tomando limite cuando m — oo se llega a la desigualdad

de(y) < do(x) + [y —x|. (1.5)

Obviamente también se verifica la desigualdad reciproca, por lo que podemos
escribir

|de(x) —do(y)] < [x -yl (1.6)

es decir, la funcion distancia a un conjunto es Lipschitz.

En el caso de dos conjuntos A, C C RY, se define su distancia en el sentido
de Hausdorff mediante la relacién

dly (A, C) := max (itelg de(x), :gg dA(z)> (1.7)



Obviamente 0 < dly (A, C) < 400, con dly (A, C) = 0 si y solamente si A = C.

En el caso de conjuntos acotados, la distancia de Hausdorff es siempre finita.
Si consideramos la familia C(IR™) de los subconjuntos compactos (cerrados y
acotados) de RY, se prueba que dly verifica las propiedades usuales de una
distancia:

1. 0 < dly(K,Q) < +oo, para cada K, Q € K(IRY), con dly(K,Q) =0siy
solamente si K = Q).

2. dy(K,Q) = diy(Q, K), para cada K,Q € IC(IRN).
3. Dados K, Q,C € K(IRY), se tiene diy (K, Q) < dy(K,C) + dy(Q,C).

Finalmente, si consideramos la suma de dos conjuntos, definida como,
A+C={x+z:x€ A, zcC} (1.8)

y, 810 < dly (A4, C) < 400, de la definicién de distancia de Hausdorff se deducen
las inclusiones

A C C+dy(A, B)B, C C A+dy (A, B)B,

1.1.2 Conjuntos convexos

Dados dos puntos x,y € IRY, se llama combinacién convexa a cualquier otro
punto de la forma
(I-=XNx+ Ay

donde 0 < A < 1. Geométricamente estos puntos corresponden al segmento
rectilineo que une los puntos x e y. Un conjunto D C RY se dice que es
convezxo si dados dos puntos en D cualquier combinacién convexa de los mismos
sigue perteneciendo al conjunto, es decir, si x,y € D, se tiene que, para cada
0<A<1 (1-Xx+ Ay € D. El significado geométrico de esta definicién es
que un conjunto convexo contiene todos los segmentos uniendo un par de puntos
arbitrarios (ver Figura 1.1).

Ejemplo 1.1 Veamos que la bola unidad B en IR™ es un conjunto convexo.
Tomemos para ello dos puntos x,y € By sea 0 < A < 1. Obviamente

[(I=Xx+Ay| < (1 =N)x|+Aly| <1
luego (1 — A\)x+ Ay € B.

Ejemplo 1.2 Dados n; € ]RN, aj € IR, j € I, con I un subconjunto arbitrario
de indices, se define el conjunto

D={xeR":(n;,x)<aqj, jeI}



Conjunto convexo Conjunto no convexo

Figura 1.1:

Veamos que es convexo, para lo que se toman dos puntos arbitrarios x,y € D, un
escalar 0 < A <1y para cada j € I se evalia el producto escalar

(my, (1= N)x+Ay) = (1 = N)n;,x) + Mn;,y) < (1= Naj +Aa; = q;

que nos indica que (1 — A\)x + Ay € Dy, por tanto, el conjunto es convexo.

Cuando el conjunto de indices es finito, es decir, I = {1,...,m} C NN, el
conjunto D se denomina poliedro o conjunto poliédrico. Cuando solamente se tiene
una restriccién de habla de un semiplano.

Los conjuntos convexos tienen importantes propiedades, entre ellas:

e Dada una familia arbitraria {A;},_; de conjuntos convexos, su interseccién

€S convexa.

i€l

e La imagen por una transformacién afin de un conjunto convexo es un
convexo, es decir, si C C RV es convexo, 4 € M/« ~(IR) es una matriz
yz€ IRM, se tiene que

z+AC ={z+ Ax:x e C} c RM
es un conjunto convexo.

e Si C es convexo, su interior y clausura también lo son.

1.1.3 Envolturas convexas

Dado un conjunto arbitrario C € RY, se define su envoltura conveza, co(C),
como el menor conjunto convexo que lo contiene. También suele considerarse la
envoltura convexa cerrada, T6(C') que es el menor conjunto convexo y cerrado
conteniendo a C.



Ejemplo 1.3 Si consideramos el conjunto de la derecha en la Figura 1.1, que
puede describirse como
<b< 97r}

0= {(rcos(@),rsen(@)) eR?*:0<r<1, T

|

es inmediato comprobar que su envoltura convexa es de Ia Iorn a
CO(O) =0uU (I'COS(G) r sen(9)) T /4 <6< 37(/4 0<r< \/_
— : -
) =~V = ) =1 =9 (9)

Es decir, debe anadirse al conjunto O el tridngulo de la parte superior para obtener
el menor convexo que lo contiene (Figura 1.2).

Conjunto no convexo O Envoltura convexa de O

Figura 1.2: Convexificacién

Ejemplo 1.4 El conjunto C' = {(z,y) € R*: 2% +y? <1} U{(~1,0)} es con-
vexo, luego co(C) = C (Figura 1.3). Sin embargo no es cerrado, por lo que

co(C) # co(C). Claramente la envoltura convexa cerrada de C es la bola unidad
cerrada, co(C) = B.

Dada una familia finita arbitraria de vectores x1, ..., X, € IR, una combi-
nacion lineal \1xy + -+ 4+ A\, X, se dice que es una

e Combinacion convexasi Ay + -+ Ay, =1, con 0 < \; < 1.
e Combinacion afin si A\ + -+ + Ay = 0.

Si un conjunto es convexo debe contener a todas las combinaciones convexas
de sus elementos. La prueba de esta afirmacion es un ejemplo de utilizacion
del principio de induccién. En efecto, si m = 2 es evidente de la definicién
de convexidad. Supongamos que C' es convexo y contiene las combinaciones
convexas de m — 1 elementos. Si tomamos una de m elementos

Z)\ixi = \1x1 + (1 — )\1) <Z (li\—g\l))q) (19)

i=1 =2

y
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co(é) =C co(C)=8

Figura 1.3: Envoltura convexa cerrada

teniendo en cuenta que Z;ZZ ﬁ = % = 1 y la hipétesis de induccién,

y € C, luego la combinacién anterior estard en C', ya que hemos conseguido
escribirla como combinacién convexa de dos elementos del conjunto.

La siguiente proposicién caracteriza la envoltura convexa en términos de
combinaciones convexas.

Proposicién 1.1 Dado un conjunto C C RY, se tiene que co(C) es la familia
de todas las combinaciones convexas de elementos de C'.

Una familia de vectores xg, X1, . . . , X;, se dice que es afinmente independiente
si la Unica combinacién afin que permite obtener el cero es la que tiene todos
los escalares nulos, es decir, si

AoXo + X1+ FAX, =0

con ZT:O Aj = 0, implica necesariamente que A; = 0, para cada 0 < j < m.
Se comprueba fécilmente que los vectores {x;};~, son afinmente independiente
si y solamente si los vectores {x; — x¢},~, son linealmente independientes, por
lo que en IRY las familias afinmente independientes tienen a lo sumo N + 1
elementos.

Se llama p-simplex a la envoltura convexa de una familia de p + 1 vectores
afinmente independientes, que sera de la forma

P P
CO(Xo,Xl,...,Xp) = Z)\ixi OS)\“ Z)\Zzl (110)
i=0 i=0
Los puntos {X¢,X1,...,X,} se denominan vértices del p-simplex.

Ejemplo 1.5 Dados tres vectores afinmente independientes {xg, X1, X2} en RY,
N > 2, el 2-simplex asociado es el tridngulo de vértices xg, X1 y x2. En particular,
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si tomamos los puntos {(0,0), (1,1), (2, —1)} en IR? se obtiene el 2-simplex de la
Figura 1.4. En el caso de dos y cuatro vectores los simplex correspondientes son
segmentos y tetraedros, respectivamente.

Figura 1.4: 2-simplex

Utilizando las nociones anteriores se obtiene una versién mejorada de la
Proposicién 1.1, en el sentido de que los elementos de la envoltura convexa de
. N . .
un conjunto de IR™ son combinaciones convexas de N + 1 elementos.

Teorema 1.1 (Carathéodory) Dado un conjunto no vacio C C RY, se tiene
que

N+1 N+1
CO(C): {ZAiXiZOS)\i,Z/\i:L XiGC} (1.11)
i=1 i=1

El teorema de Carathéodory es un resultado muy importante con multiples
consecuencias relevantes, entre ellas la propiedad de que la envoltura convexa
de un conjunto compacto (cerrado y acotado) de IRY es también un compacto.

Corolario 1.1 $i K ¢ R” es un conjunto compacto, se tiene que co(K) es
asimismo compacto.

1.1.4 Hiperplano soporte

La nocién de hiperplano soporte permite definir en la frontera de los conjuntos
convexos un objeto similar al plano tangente de la geometria diferencial. De
hecho, en los puntos en los que la frontera del conjunto convexo puede describirse
localmente como una variedad diferenciable, el hiperplano soporte no es mas que
el plano tangente a dicha variedad en el punto.

Empezaremos con la definicién formal de hiperplano. Dados u € RY \{0},
xo € RY, se llama hiperplano afin perpendicular a u conteniendo a x¢ al con-
junto

H= {XGIRN : {(u,x — xq) =0}
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El hiperplano H permite separar el espacio IR" en dos semiplanos
H_:{XGIRN:<u,x—x0>§O} H+:{XEIRN:<u,x—x0>20}
Es decir, HT NH- =Hy RN = HTUH".

El siguiente resultado de tipo topolégico resulta clave para poder definir
el hiperplano soporte, ya que permite obtener dos teoremas denominados de
separacion de un conjunto convexo y un punto no contenido en el mismo.

Teorema 1.2 (Lema de accesibilidad) Sea C' C RY un conjunto convexo
de interior no vacio. Dadosx € C, z € int(C), se tiene que para cada 0 < X < 1,

(1 -=XN)x+ Az € int(C)

es decir, el segmento uniendo un punto del interior de C con otro punto arbi-
trario de su clausura estd contenido en int(C).

Sean C' ¢ IRY un conjunto, x ¢ C' un punto y {2z} C C una sucesién de
aproximantes de la distancia do(x) (ver pagina 6). De la desigualdad triangular

|Zn| < |20 — x| + |x]

luego la sucesién estd acotada y, como consecuencia del teorema de Heine-Borel,
existe una subsucesiéon convergente que por simplicidad seguiremos denotando

{zZm}. Obviamente, si Z es el limite de la sucesién, se tiene que 2 € C' y
|z — x| = de(%).

Por otra parte, si C' es convexo y cerrado, para cada z € C, 0 < A < 1, se
tiene que (1 — A\)z + Az € C, luego

1Zz—x? < [(1-Nz+dz—x|> = (1-1)?|z2—x*+ 2 |z—x|* +2(1- M)\ (Z—x,z2—X)
Simplificando, se llega a la expresion

0<A=2)z—xPP+ Az —x[?+2(1 - \)(z —x,2 —x)
y tomando limite cuando A — 0,

0<—-2(Z—x,2—x)+2(Z —x,2—X) = 2(Z — X,2 — Z).

Hemos visto, pues, que si C C IR es un convexo cerrado, para cada x ¢ C,
existe z € C de forma que |Z — x| = d¢(x), verificindose ademads la desigualdad
variacional

(x—2,2—2)<0, VzeC. (1.12)
De (1.12) se deducen dos importantes consecuencias:

e Si z € C verifica la desigualdad variacional, entonces |Z — x| proporciona
la distancia de x a C. En efecto, dado z € C,

lz—x>=|z—2>+2z—-22Z—x)+|z2—2°>|z—2°+ |z — 2>

de donde

de(x) 2 inf vz — 22 + | — ] = 5~ x| = dc(x)



13

e El punto donde se alcanza la distancia es tinico, ya que si existieran dos
puntos distintos 21,22 € C, de (1.12)

(X—21,22—21) <0
<0

<X - 22, 71— 22)

y sumando ambas desigualdades de obtiene que |25 — 2;|? < 0, es decir,
71 = Za.
El elemento de C' donde se alcanza la distancia al conjunto del punto x se
denomina proyeccién ortogonal de x sobre C'y se denota por proj(x;C) (del
inglés projection).

Proposicién 1.2 Sea C ¢ RY un conjunto convezo cerrado no vacio. Si
x ¢ C, se tiene que proj(x;C) € 9CV) . Ademds, el campo vectorial proyeccion
ortogonal proj(-;C) : RN — C' es Lipschitz.

La existencia de proyeccién ortogonal sobre los conjuntos convexos cerra-
dos y su caracterizacién variacional permiten obtener teoremas de separacion
para conjuntos convexos y puntos exteriores asi como establecer la existencia de
hiperplano soporte.

Teorema 1.3 (Separacién de un convexo cerrado y un punto) Sean un
conjunto convezo y cerrado no vacio C C RN y un punto xo & C. Euistirdn
uy € RV \{0} y ¢ >0, de forma que para cada z € C,

(uo, z) < (uo, x9) — ¢, (1.13)

Nota 1.1 Si Hg es el hiperplano asociado a uy que pasa por Xg, lo que afirma
el teorema anterior es que C' C int H, . Este resultado no es cierto en general
si se elimina la convexidad del conjunto. Si consideramos el conjunto O del
Ejemplo 1.3, es inmediato ver que (0,0.5) € O vy, sin embargo, cualquier plano
pasando por dicho punto separa el conjunto en dos mitades.

Nota 1.2 Dividiendo por |ug| la desigualdad (1.13), es evidente que podemos
suponer que el vector normal al hiperplano es unitario.

Teorema 1.4 (Separacién de un convexo y un punto) Sea C C RY un
conjunto convero cuyo interior es no vacio. Para cada xo € C existe ug €
IR \{0} de forma que para cada z € C,

(ug, z) < (ug, Xo).

Dado un conjunto no vacio D C IR, se denomina funcidn soporte de D a
la aplicacién

op(u) = sup(u,x). (1.14)
xeD

(DEn otro caso proj(x; C) = x.
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Por convenio, si D = (J se toma op constante e igual a —co. En otro caso, es
evidente que —oo < op(u) < 400 para cada x € IRY. El dominio de la funcién
soporte,

b(D) ={ueR" :0p(u) € R}

se denomina cono barrera (barrier cone) de D.

Teorema 1.5 (Existencia de hiperplano soporte) Sea C C RY convezo
con interior no vacio. Para cada xo € dC existe ug € RN \{0} tal que

{ug, x0) = oc (o). (1.15)

El hiperplano Hy = {x € RY : (ug, x — x¢) = 0} se dice que soporta al
conjunto C' o que es el hiperplano soporte de C' en el punto xg € JC. Obviamente
dicho hiperplano contiene al punto x¢ y ademéds C' C H, . Por otra parte, si
Xo + pug, se tiene que

(ug, xg + pug) = (ug, xo) + plugl?

luego xg + pug & C, si u > 0, lo que indica que el vector ug apunta hacia fuera
de C. Ademds, para cada z € C, de (1.15),

(z — X0, X0 + pug — Xo) = p{z — Xo, ug) <0

lo que indica que proj(x¢ + pug; C') = xg, es decir, la direccién uy permite
acercarse a C' con velocidad de orden pu:

lim dc(xo + pug)
pn—0t 7

= |ug|.

Reciprocamente, si proj(xo+pu; C) = xo para ¢ > 0, de la caracterizacién varia-
cional de la proyeccién orotogonal (1.12), es inmediato deducir que el hiperplano
normal a u soporta al conjunto C' en xi. Resumiendo,

Proposicién 1.3 Sea C c RY con interior no vacio. Para cada xo € OC, se
tiene que el hiperplano asociado al vector u € RN \{0} soporta al conjunto en
xq st y solamente si proj(xg + pu; C) = xg, p > 0.

Ejemplo 1.6 La convexidad es esencial para garantizar la existencia de hiperplano
soporte. Asi, si consideramos el conjunto O del Ejemplo 1.3, es evidente que
(0,0) € 9Oy, sin embargo, no existe ningtin plano soportando al conjunto en dicho
punto, como se aprecia en la Figura 1.2.

Ejemplo 1.7 Consideremos el tridngulo T' de vértices (0,0), (1,0), (0,1), que
obviamente es de la forma

T:CO{(0,0), (Lo)v (071)} - {(x,y) EIRz 0<z,y<1, z+y< 1}
Claramente (0,0) € 9T y si tomamos el plano

Hiap) = {(z,y) € R? : az + by = 0}
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0.4

Figura 1.5: Hiperplanos soportando T’

con a,b < 0, se tiene que (0,0) € Hpy y T C 7-[(_(171)), lo que indica que se
trata de un plano soporte del conjunto 7" en el origen. En la Figura 1.5 se mues-
tran (en linea discontinua) los planos soporte al tridngulo T en el origen para los
vectores u = (—/2/4, —/2/4) y v = (—=1/4,—1/2). Este ejemplo muestra que el
hiperplano soporte de un convexo en un punto de la frontera no es necesariamente
(nico.

Ejemplo 1.8 Sea ¢ ¢ IR"™ un conjunto convexo con interior no vacio y sea
xgp € OC de forma que la frontera de C' es una (N — 1)-variedad diferenciable en
un entorno, es decir, existen U C IRY un abierto conteniendo a Xo y una funcién
¢ : U — IR de clase C* de forma que

(i) Vo(x)#0,VxeU

(i) UNoC ={xeU:px) =0}

(iii) UnC={xeU:p(x) <0}
Como consecuencia de (i) podemos suponer azfv (x0) # 0y del Teorema de la
funcién implicita existen abiertos V. ¢ RV ', I ¢ R, con xg € V x I C U.
También una funcién ¢ : V. — I de clase C! tal que p(x) = 0 si y solamente
xy =¥(x1,...,xNy_1) parax = (z1,...,xn_1,2N) € V x I. Tomemos ahora un

vector unitario u. Para g > 0 suficientemente pequeiio, xg + pu € V x I, por lo
que

d%(xp + pu) = inf |x + pu — (y,¥(y))|?
yeVv

f(y)
Es inmediato comprobar que, paracada 1 <j < N —1,
0 0
OF () = ~2((x0 + o, €5) — ) — 2 ({x0 + i, en) — ¥(y)) 2 (y), (1.16)
8yj ayj
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con {ey,...,en} la base canédnica de IRY. De la Proposicién 1.3, u generard un
hiperplano soporte de C' en xq si y solamente si proj(xg + pu; C') = xg, es decir, si
X minimiza f o, equivalentemente, si es un punto critico, lo que por las ecuaciones
(1.16) nos lleva a escribir las condiciones

0 0 .
—2uu; — ZMuNa—j(yo) =0 & u; = —uNa—;f_(yo), 1<j<N-1 (1.17)
j j

yo = (o1, ..., zon—1) € RNV ™1 Por otra parte, dado que ¢(y,9(y)) =0,y € V,
se tieneque paracada 1 <j < N —1

92 (v w9 + 22 (v, 5(9))

833j 6331\/

a

y)=0, yeV.
3yj()

En particular, paracada 1 <j < N —1

(x0) + ;ﬁv(x())gjj(yo) =0 (1.18)

i
8l‘j

Combinando (1.17) con (1.18) se llega a la relacién

0 0
uj = UNan(Xo) 789;1 (x0) (1.19)
J

que garantiza que el Unico vector unitario que genera un hiperplano soporte es
Vp(x0)/|Ve(x0)|, siendo la ecuacidn del hiperplano

H={xeR":(x—x0, Vp(x)) =0}

que es el hiperplano tangente de la geometria diferencial clasica. Resumiendo, la
nocién de hiperplano soporte de un convexo en un punto de la frontera extiende la
nocién de hiperplano tangente a puntos en los que la frontera no es una variedad
diferenciable (como ocurre en el ejemplo anterior). Ademds, en los puntos en los
que la frontera del conjunto si es una variedad diferenciable el hiperplano soporte
es Unico y coincide con el tangente.

1.2 Funciones convexas

Aunque ya habian sido consideradas anteriormente, el estudio sistemético de
las funciones convexas se inicia alrededor de los anos sesenta del siglo pasado
motivado fundamentalmente por problemas de optimizaciéon, R.T. Rockafellar,
y mecanica no regular (nonsmooth mechanics), J.J. Moreau.

Resulta crucial en este campo la caracterizacién de la convexidad de una
funcién en términos de su epigréafica, Proposicion 1.4, lo que permite conectar el
tratamiento analitico de las funciones con el estudio geométrico de los conjuntos
CONVEXOS.
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1.2.1 Conceptos basicos

Definicién 1.1 Dado un conjunto convezo D C IRY, se dice que una funcién
¢ : D — IR es convexa si dados X1,...,Xm,m € D, A; 20,1 <7 < m, con
AL+ -+ A =1, se tiene que
m m
A DIRER RPN (1.20)
j=1 j=1
La expresion anterior se denomina desigualdad de Jensen.
Razonando como en el caso de los conjuntos convexos (ver (1.9) en la pagina
9) es sencillo comprobar que una funcién ¢ : D C RY — R es convexa si y
solamente si para cada par de vectores x,y € D y cada 0 < A < 1, se tiene la
desigualdad
6((1 = Nx+Ay) < (1= No(x) + Ao(y)
Asociados a una funcién arbitraria f : D € RY — IR se definen los
siguientes subconjuntos de RV *1:

e Grdfica o grafo de f

gr(f) ={(x, f(x)) : x € D} (1.21)
e FEpigrdfica o epigrafo de f
epi(f) = {(x,@) e RN :x € D, f(x) <a} (1.22)

Claramente gr(f) C epi(f), ademéds es evidente que la epigrifica de una
funcién es el conjunto de los puntos de RV ™! que estdn “por encima’ de la
grafica.

Los conjuntos anteriores permiten dar una interpretaciéon geométrica de la
nocién de funcién convexa. En efecto, la convexidad de una funcién ¢ equivale a
que dados dos puntos arbitrarios en su gréfica, (x, ¢(x)), (y,#(y)), el segmento
que los une esté en epi(¢), es decir, que para cada 0 < A < 1,

(1=2)(x,0(x))+ Ay, ¢(y)) € epi(¢) < d((1-A)x+Ay) < (1-1)d(x)+Ao(y)

lo cual significa que el segmento uniendo dos puntos cualesquiera de la grafica
de una funcién convexa estd siempre por encima de la gréfica.

Ejemplo 1.9 Consideremos la funcién ¢(x) = 1[x|?, x € R". Esta funcién es
convexa, dado que, de la definiciéon de norma euclidea de un vector

S x 2y = (1= APl +201 = MAG y) + NIy )

IN

(1= 22x* +2(1 = MAIx] [y| + 2|y ]?)

(1= N)x| + Aly])? (1.23)

N = DN =
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usando adem3s la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Por otra parte, dados dos
numeros reales a,b > 0, de la férmula del cuadrado del binomio se tiene que
(a+b)?<a?+b?ysi0<A<I,

(1= Na+ Xb)> < (1 —XN)2a® + A%0% < (1 — Na® + \b? (1.24)
Combinando las desigualdades anteriores se obtiene

1 2 |x[? y?

S0 = Apx -y < (1= )2 a2
que proporciona la convexidad buscada. El dibujo de la izquierda de la Figura 1.6
corresponde a la epigrafica de la funcién anterior para N = 1. Se observa que el
segmento uniendo dos puntos cualesquiera de la gréfica de ¢ (en rojo) estd contenido
en epi(¢). Por el contrario, si tomamos la funcién ¢(z) = sen(x), © € [—m, 7], cuya
epigrafica se ha representado también en la Figura 1.6, se observa que tomando,
por ejemplo, los puntos (—7/2,—1), (7/2,1) € gr(e), el segmento que los une no
estd contenido en epi(¢p), por lo que esta funcién no es convexa.

1, 3

Figura 1.6: Epigraficas

Ejemplo 1.10 (Formas cuadréticas) Sea ) una matriz cuadrada de tamafio
N x N, simétrica (es decir, de forma que coincide con su traspuesta, Q = Q') y
semidefinida positiva, x!Qx > 0, para cada x € IR". Con estas hipGtesis se verifica
la desigualdad de Cauchy-Schwarz que establece que

Vx,y e RY |Xto|2 < (xth) (thy) (1.25)
Ademis, si definimos la funcién
p(x) =x'Qx = (x,Qx), xeRY (1.26)

se tiene que es convexa. En efecto, dados dos vectores x,y € IRY y una constante
0 < A <1, se tiene que

e(1=Nx+2Xy) = (1-2*X"Qx+A(1-)) (x'Qy +y'Qx) + \’y'Qy

= (1-X2*%"Qx+ 201 - Nx'Qy + \’y'Qy
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teniendo en cuenta que, por ser Q) simétrica, y'Qx = x'Q'y = x*Qy. Finalmente,
usando las desigualdades de Cauchy-Schwarz para formas cuadrdticas arbitrarias
(1.25) y (1.24), de la identidad anterior se obtiene la desigualdad de Jensen para ¢:
(1= Nx+Ay) < (1-2)%x'Qx+2)01- ) (x'Qx)"? (y'Qy)"* + A\2y'Qy
2
= (=N e+ A (xex)?)
(1-2) (x'Qx) + X (y'Qy) = (1 = Nep(x) + Ao(y)

Esta clase de funciones convexas se denominan formas cuadrdaticas.

IN

Ejemplo 1.11 (Funciones distancia) Dado un conjunto convexo C' C RY, la
funcién distancia a C, d¢(+), definida por la relacién (1.4) es convexa. En efecto,
dados x,y € IRY, para cada ¢ > 0 existirén x.,y. € C, de forma que

dC(X)+5>|X7Xs|7 dC(Y)+5>|y*y‘s|

Por otra parte, si 0 < A <1, al ser C convexo se tiene que (1 — \)x. + Ay € C,
de donde

do((1=Nx+Ay) < [(L=Nx+ Ay - (1- Nx. - Ay
S (1_)\)|X_X€‘+)\|y_y&‘|
< (1=X)(de(x)+e)+Alde(y) +¢)

(1 =XNde(x)+ Ade(y) +¢

Dado que la desigualdad anterior es valida para cada € > 0, se tiene que la funcién
distancia verifica la desigualdad de Jensen y, por tanto, es convexa. En la siguiente
figura se muestran las gréficas de las funciones distancia a los conjuntos I = [0, 1]
y J = [0,1] U {2} mientras que la Figura 1.8 corresponde a la gréfica de la funcién

2 1.2
1
1.5
0.8
1 0.6
0.4
0.5
0\2
-2 -1 1 2 3 -2 -1 1 2 3
Gréfica de dy(+) Gréfica de dj(+)

Figura 1.7: Funciones distancia

distancia al conjunto D = {(z,y) € R*: (x — 1)?+ (y — 1)?> < 1}. El reciproco
de la afirmacién anterior también es cierto si C' C IRY es un conjunto cerrado.
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Figura 1.8: Gréfica de dp(-)

En efecto, en ese caso sabemos que C' = {x € RY : do(x) = 0}, luego dados
x,y € C, si la funcién distancia es convexa, se tiene que

de((1=XN)x+Ay) < (1= Nde(x) + Mde(y) =0 & de((1—N)x+Ay) =0

para cada 0 < XA < 1, es decir, (1 — A\)x+ Ay € C.

La convexidad de una funcién puede caracterizarse en términos de la con-
vexidad de su epigréfica.

Proposicién 1.4 Sea D C RY un conjunto convezo. Se tiene que una funcién
¢ : D — TR es convexa si y solamente si epi(¢p) C RNt es un conjunto
CONVexo.

La Proposicién 1.4 proporciona una definicién alternativa de funcién con-
vexa. Asi podemos llamar convexas a aquellas funciones cuya epigrafica es un
conjunto convexo. Esto es especialmente ttil para evitar problemas que pueden
surgir en el término de la derecha de la desigualdad de Jensen, por ejemplo
cuando se manejan funciones que toman valores en IR U{+0o0}, lo que es habit-
ual, por ejemplo, al considerar problemas de optimizacién con restricciones (ver

pég. 22).

Consideraremos desde este momento funciones ¢ : IR — IR U{+oc} definidas
en todo RY y que pueden tomar el valor +o0o en algin punto y definimos su
dominio como el conjunto

dom(¢) = {x e RV : ¢(x) e R}. (1.27)
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La Proposicién 1.4 proporciona asi mismo un procedimiento sencillo y practico
para comprobar la convexidad de una funcién. En particular el siguiente coro-
lario, que de deduce de la identidad

epi <sup ¢>¢) = (") epi(¢s) (1.28)
el i€l

permite construir funciones convexas no necesariamente diferenciables a partir

de otras que si lo son.

Corolario 1.2 Sea ¢; : RY —» R U{+00} una familia de funciones convezas,
1 € 1. Se tiene que la funcion
¢(x) = sup ¢;(x)
iel
€S CONVExa.

Ejemplo 1.12 (Funciones soporte) Del corolario anterior es evidente que las
funciones soporte op, definidas en (1.14), son convexas independientemente del
conjunto D. Ademds, en el caso de conjuntos no acotados porporcionan ejemplos
de funciones que de forma natural toman el valor +0co en algunos puntos.

1.2.2 Funciones convexas y diferenciables

Sea ¢ : RY — IRU{40c0} una funcién, de forma que dom¢ C RY es un
abierto convexo. Si ¢ es diferenciable se dispone de diversas caracterizaciones
que resultan muy utiles para verificar si es 0 no convexa.

Proposicién 1.5 Sea ¢ : RY — RU{+o00} una funcién de clase C* en el
abierto convero dom ¢. Se tiene que ¢ es convexa si y solamente si para cada
X,y € D se verifica alguna de las siguientes desigualdades:

(Vo(x), y —x) < ¢(y) — o(x) (1.29)
(Vo(y) = Vo(x), y —x) 2 0 (1.30)

Cuando se verifica (1.30) se dice que el gradiente de ¢ es mondtono. En el
caso unidimensional esto significa que la funcién derivada ¢’ es creciente.

Proposicién 1.6 Sea ¢ : RY — IRU{+o00} una funcién de clase C? en el
abierto convero dom¢. Se tiene que ¢ es convera si y solamente si la ma-
triz Hessiana V2¢(x) es semidefinida positiva para cada x € D, es decir, si
y'V26(x)y >0,V yeR".

Al ser la matriz Hessiana simétrica, es diagonalizable, por lo que para cada

x € D, existen escalares u1(x),...,un(x) (los valores propios de la matriz) y
una matriz ortogonal T'(x) de forma que
(%) - 0
V2(x) = T(x) VO T(x)'
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por tanto, para verificar si es semidefinida positiva, es suficiente con determinar
si los valores propios son no negativos.

1.2.3 Propiedades de minimizacién

Dada una funcién f : RN — IR, el problema minimizar o calcular el minimo
de f en el conjunto K ¢ IRY, consiste en encontrar algiin punto X de forma que

) xeK

(if) f(%) = inf f(x) (1.31)

Definiendo la funcion indicatriz del conjunto

0, sixe K

Y (x) = { too, sixgK (1.32)

el problema (1.31) de minimizar f en K equivale al problema de minimizar la
funcién fx = f+1¢r : RY — IRU{+00} en todo el espacio R™. Por tanto, la
utilizacién de funciones tomando el valor 400 permite reescribir los problemas de
minimizacién con restricciones en forma de problemas de minimizacién global.

Entre las buenas propiedades de las funciones convexas destaca su buen
comportamiento frente al cidlculo de minimos. Se enuncian seguidamente alguna
de estas propiedades.

Proposicién 1.7 (Convexidad de la funcién marginal) Sea f: D x Q C
RY*M 5 R wuna funcién convexa inferiormente acotada. Si definimos la
funcion ¢ : D c RY — IR, de forma que

¢(x) = inf f(x,y)

YeEQ

se tiene que ¢ es convexa.

La convexidad de una funcién no es suficiente para garantizar la existencia de
minimo como muestra el Ejemplo 1.13. Sin embargo cuando existen minimos el
conjunto de todos ellos es convexo, lo que, en particular, impide que una funcién
convexa tenga varios minimos aislados.

Ejemplo 1.13 Consideremos la funcién ¢ : IR — IR U{+o00} definida como
1/x, x>0
p(x) =
400, <0

que claramente es convexa y propia, dom(¢) = ]0, +oo[. Ademas, el infimo de ¢
es igual a cero (basta tomar la sucesién n — +oo, que verifica ¢(n) = 1/n — 0),
pero ¢(z) > 0, para cada = € IR.
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Proposicién 1.8 Sea ¢ : RY — R U{+00} una funcién conveza y estricta
(dom(¢) # 0). Se tiene que el conjunto de sus puntos minimos,

argmin ¢ = {x eRY : ¢(x) = inf ¢(Y)}

yeRN

€8 CONVexo.

El conjunto argmin ¢ se reduce a un punto, cuando es no vacio, si la funcién
convexa ¢ es estrictamente conveza es decir, si dados x,y € dom(¢) dos puntos

distintos se tiene que
o (F4Y) < 2 00) 133)

2 2

En efecto, si m es el infimo de la funcién ¢, dados dos puntos distintos x,y en
argmin ¢, al ser este conjunto convexo (Proposicién 1.8) se tiene que (x+y)/2 €

argmin ¢, luego
mm o (X4Y) < 20 000)

=m

2 2
lo cual es absurdo. Cabe decir que en el caso de funciones diferenciables la
convexidad estricta, al igual que la convexidad, puede caracterizarse en términos
de las derivadas.

Proposicién 1.9 Sea ¢ : RY — RU{+o0} una funcién de clase C* en el
abierto convero D. Se tiene que ¢ es estrictamente convexa si y solamente si
la desigualdad (1.29) o (1.30) se verifica de forma estricta para cada x #'y.
Si ¢ es C? una condicién suficiente, aunque no necesaria, para la convezidad
estricta de ¢ es que su matriz Hessiana sea definida positiva, es decir, para cada

x e D, y'V2p(x)y >0, ¥V y € RV \{0}.

Como indica la proposicién anterior, la positividad de la matriz Hessiana es
una condicién suficiente para la convexidad estricta de una funcién dos veces
derivable, aunque no es necesaria. Si consideramos, por ejemplo, la funcién
g(z) = x*, se tiene que para cada z,y € R, = # v,

(9'(y) —g@) (y—2)=4(y* —2°) (y —2) = 4(y — 2)* (y* + 2y +2%) > 0

ya que, si  # 0, entonces y* + zy + 22 = 222 + (%ery)Z >0ysiz=0,
la expresién anterior queda reducida a 32 > 0. Asi, pues, g es una funcién
estrictamente convexa. Sin embargo ¢g”(z) = 1222 no es estrictamente positiva
ya que ¢g”(0) = 0.

Se dice que X es un minimo local de la funcién f : RY — R U{+o0} si
existe § > 0 de forma que, para cada x € Bs(X), se tiene f(X) < f(x).

Proposicién 1.10 Sea ¢ : RY — R U{+00} una funcion conveza y extricta,
dom(¢) # 0. Si X es un minimo local de ¢, se tiene que X € argmin ¢, es decir,
se trata de un minimo (global) de la funcion.
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1.2.4 Envoltura de Moreau I

Sea ¢ : RN — IRU{+oc} una funcién convexa propia. Para cada X\ > 0 se
considera el problema de minimizacion

or60 = int, (0 + g5ly —xP) (134

yeRN
La aplicacién ¢y < ¢, se denomina envoltura de Moreau (Moreau envelope).

Dado x € dom(¢), supongamos que X € IR™ es solucién de (1.34), es decir,
1 1
O() + 5%~ X2 < 6(y) + sy — X/ (1.35)

para cada y € IR". Tomando, en particular, el punto (1 — #)X + fy, con
0 < 0 < 1, en la desigualdad anterior se obtiene

IN

&((1 — )% + 0y) + % (1-60)%+ 0y —x/|?

BR) + g5 % — X7
S (L= 0)6(R) +09(y) + 55 (K~ X7 +26(% — x,y — %) + 6ly — %)

usando la convexidad de ¢ y las propiedades del producto escalar. Simplificando
esta expresién se llega a

1 0
0.2 6ly) = 6(%) + 1 (X —x, y = %) + 5|y — xP
de donde, haciendo tender § — 0% se obtiene la desigualdad variacional
o(%) —p(y) + y(x-%, y-%) <0, VyeR" (1.36)

que necesariamente debe verificar la solucién de (1.34). Reciprocamente, si
X € dom(¢) verifica (1.36), se tiene que, para cada y € dom(¢):
1

- - 1. 2
Oy) + 5 (K =%,y = %)+ 55I% — x|

IN

BR) + g5 % — X/

1 1 1 1
o(y) + ﬁ|y—x|2— ﬁ|y—x|2+X<i—x, y —X) +ﬁ\>_{—x|2
_ 1 o 1 =12
= o)+ oy ly —xI" = 55 ly — %]
de donde es inmediato que X es solucién de (1.34).

Una consecuencia inmediata de la caracterizacién variacional de la solucién
del problema (1.34) es su unicidad. Asi, si suponemos que X,z son soluciones,
de (1.36) se obtienen las desigualdades:

¢(i)—¢(i)+%(x—)‘(,i—i)<0, ¢(Z)—¢(i)+§<x—i,)‘(—z><0,
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que combinadas permiten escribir

1

0> (x—i,i—i>+x<x—2,x—z>: 1z — x|?

> =

Es decir, |Z —X| =0 < X = z. Esta unicidad puede deducirse también de la

|2
convexidad estricta de la funcién objetivo y ~ ¢(y) + %

Para establecer la existencia de solucién es necesario asumir una hipdtesis
adicional sobre ¢ de tipo topoldgico.

Definicién 1.2 Se dice que una funcion f : RN — IRU{+oo} es inferior-
mente semicontinua (isc) en un punto x si para cada B < f(x), existe § > 0
de forma que 5 < f(z) para cada z € Bs(x). La funcidn es inferiormente
semicontinua en un subconjunto D si lo es en cada uno de sus puntos.

Es sencillo comprobar que una funcién f es isc en un punto x si y solamente
si
f(x) <liminf f(z) =sup | inf f(z) (1.37)
Z—X e>0 \ZEB:(x)
Se verifica también un resultado andlogo para sucesiones, la denominada car-
acterizacion sucesional de la semicontinuidad inferior, que establece que una
funcién f es isc en un punto x si y solamente si para cada sucesion x,, — X se
tiene que

f(x) <liminf f(x,,) = sup ( inf f(xm)> (1.38)
m— 00 M>0 \m=M

En el caso de funciones inferiormente semicontinuas en todo el espacio RY,

se tiene que su epigrafica es un conjunto cerrado. En efecto, si tomamos una

sucesion (X, a,) € epi(f), convergente a un punto (x,«), de la anterior car-

acterizacién sucesional, se sigue que

f(x) <liminf f(x,,) < liminf o, = «
m— o0 m— o0
teniendo en cuenta que f(x,,) < @, para cada m. La desigualdad ante-
rior, f(x) < a, implica que (x,a) € epi(f), luego este conjunto es cerrado.
Reciprocamente, si epi(f) € IRV es cerrado, dado 8 < f(x), es decir, (x, 8) &
epi(f), debe existir n > 0 de forma que (z,3) & epi(f), es decir, 8 < f(z), si
z € B, (x), lo cual implica que f es isc en x. Por tanto,

fesisc < epi(f) C RV es cerrado. (1.39)

Combinando la caracterizacién anterior con la férmula (1.28) se deduce de
forma inmediata el siguiente corolario.
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Corolario 1.3 Sea ¢; : RY — R U{+00} una familia de funciones inferior-
mente semicontinuas, i € I. Se tiene que la funcion

$(x) = sup ¢i(x)

il
es inferiormente semicontinua.

Estamos ya en condiciones de enunciar un resultado de existencia y unicidad
de solucién para el problema (1.34).

Teorema 1.6 Sean ¢ : RY —» R U{+00} una funcién conveza propia e infe-
riormente semicontinua y A > 0 una constante. Para cada x € RY, el problema

, 1
argmin (¢(Y) + o5y - XI2> (1.40)
yeRN

tiene una Unica solucion que denotamos por Jx(x). Dicha solucidn queda de-
terminada por la desigualdad variacional

BN~ By) + 1 (= A0,y —AG) S0, Yy eRY  (1a1)

El campo vectorial Jy : RY — IRY se denomina resolvente o prozimal. De
la desigualdad variacional (1.41) se deduce que

|In(x) — Jx(2)] < |x — 2], Vx,zeRN (1.42)

es decir, .Jy es 1-Lipschitz. Es también relevante la aplicacién que a cada x € RY
le asocia el vector § (x — Jx(x)), denominada regularizacién de Yosida, que es
asimismo Lipschitz con constante igual a 1/A:

L= ()~ (2 Ta()| <y x (1.43)
—(x—JIh(x)—<(z—J\(z —|x—z .

) A ) A=
Los anteriores campos vectoriales verifican las desigualdades

X — X)— 2 VA 2
<i\(x—J,\(x))—/l\(z—J)\(z)),x—z>>| ) R +D@E (4

(Ia(x) = Ja(2), x = 2) > |Ja(x) = Jx(2)]* (1.45)

de donde se deduce que tanto la regularizacién de Yosida como la resolvente son
campos vectoriales mondtonos?).

Ejemplo 1.14 En general no es posible calcular explicitamente la envoltura de
Moreau de una funcién arbitraria. Sin embargo, en el caso particular del valor

(2)La monotonia es la generalizacién para campos vectoriales de la nocién de funcién cre-
ciente.
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absoluto, ¢(x) = |z|, = € IR. Para cada A > 0, un andlisis detallado permite
obtener la expresién explicita de la funcién (1.34) asociada

—x—%, < =X
2
oa(z) = = lz| < A
w—%, >\

y del campo resolvente
T+ A, <=\
Ia(z) = 0, lz] < A
T — A, > A

En este ejemplo sencillo se observan diversas propiedades que se probardan mas

A=01 A=0.05 A=0
Figura 1.9: Gréficas de ¢y para ¢(z) = |z|

adelante para el caso general. Asi, vemos que ¢ es convexa y de clase C!, con
@x — ¢ puntualmente cuando A — 0. Ademds Jy(x) — x para cada z € R.

Ejemplo 1.15 Un ejemplo cldsico de funcién convexa es la indicatriz de un con-
vexo C C IRY, definida en (1.32). Claramente su envoltura de Moreau es de la
forma

_ 1 2\ 1 g (x)
—x = —inf [ —Ix—v|?] = Z€
int, (vely) + g5 -vP) = e (rx-v) = %8
mientras que J)(x) serd, para cada A > 0, la proyeccién ortogonal proj(x; C) de x
sobre el convexo C' (pagina 13).

1.2.5 Funciones convexas y continuas

La convexidad de una funcién es una propiedad de naturaleza geométrica que,
no obstante, tiene importantes connotaciones topoldgicas que analizaremos en
este apartado. El resultado principal establece que las funciones convexas son
continuas en el interior de su dominio (si éste es no vacio).

Definicién 1.3 Se dice que una funcion ¢ : RN — IR U{+o0} es localmente
Lipschitz en el abierto D C RY si para cada x € D se tienen dos constantes
0, a(x) > 0 de forma que para cada y,z € Bs(x) C D,

9(y) — ¢(2)] < a(x)|y — 2|
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Teorema 1.7 Sea ¢ : RY — R U{+oc} estricta y conveza. Se tiene que ¢ es
localmente Lipschitz en el interior de su dominio.

Nota 1.3 La prueba del teorema anterior (ver [2], [6]) proporciona informacién
adicional sobre la constante de Lipschitz a(x). En efecto, si y(x) > 0 es una
cota de ¢ en un entorno de x, es decir, |¢p(y)| < v(x), para cada y € Bs(x), se
tiene que

2y(x)

6(y) —0()] < 3

ly — 2| (1.46)

siy,z € Bjs/o(x),

Nota 1.4 Aunque en el interior de su dominio una funcién convexa es local-
mente Lipschitz y, por tanto, continua, en los puntos de la frontera del dominio
puede fallar la continuidad como pone de manifiesto el siguiente ejemplo (ver
[16, pdg. 83-824] y [17, Example 2.38, pag. 61-62]). Sea el conjunto convexo

2
C—{(x,y)eIRz:x+y2§0}

y sea o¢ su funcién soporte, que sabemos que es convexa (ver Ejemplo 1.12).
Ademas, usando el método de los multiplicadores de Lagrange para el cédlculo
de extremos de funciones, se comprueba que

a?/(2y),  y>0
O'C(wvy) = 0, ($7y> = (070)

—+o00, en otro caso.

Evidentemente la funcién o¢ es continua en int (dom o) = {(x, y) € R?:y > 0}
(en realidad localmente Lipschitz), pero en el punto (0,0) € dom oc Nddomoc
presenta una discontinuidad. En efecto, si nos acercamos al origen de coorde-
nadas siguiendo pardbolas de la forma (¢, at?), se tiene que
t? 1

li tat?) =lim — = —

tl—rf(l)oc( » at”) 150202 2a
es decir, no existe el limite de la funcién cuando (z,y) — (0,0), con (z,y) €
domogc. No obstante o¢ es inferiormente semicontinua en dicho punto, dado
que

lim inf oc(x,y) = su inf oc(x, =0.
dom oc3(x,y)—(0,0) C( y) 5>18 ((z,y)EBE(O,O)ﬂdomoc C( y))

1.3 Subdiferenciabilidad

La diferenciabilidad de una funcién es una propiedad resenable ya que, entre
otras cosas, permite estudiar sus extremos. Las funciones convexas no son nece-
sariamente diferenciables, pero la especial geometria de su epigréafica permite
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definir hiperplanos soporte en los puntos de su frontera, a partir de los cuales se
introducen una especie de “gradientes generalizados”, que denominamos subgra-
dientes. El conjunto de estos subgradientes (que no son necesariamente tinicos
en cada punto) se llama subdiferencial y extiende la nocién habitual de diferen-
cial en el siguiente sentido: en los puntos de diferenciabilidad la subdiferencial se
reduce al gradiente, mientras que es posible asociar un conjunto subdiferencial
a puntos donde no existe la diferencial.

Cabe mencionar que la nocién de subdiferenciabilidad fue introducida en
1963 de forma independiente por R.T. Rockafellar en su tesis doctoral (a quien
se debe la notacién 9¢) y por J.J. Moreau en un articulo en los Comptes Rendus
de ’Académie des Sciences de Paris (donde se usa por primera vez el término
subgradiente, del francés sous-gradient).

1.3.1 El conjunto subdiferencial

Si ¢ es diferenciable en x € int (dom ¢), sabemos que (x,¢(x)) € O (epi¢).
Ademas la frontera de la epigrafica de ¢ es una N-variedad diferenciable descrita
por la funcién ¢(y, ) = é(y) — 8, y el plano soporte de epi¢ en dicho punto
serd de la forma (ver Ejemplo 1.8):

H={(y,8) e RN : (y —x,Vp(x)) — (8 — ¢(x)) = 0}

es decir, (V¢(x),—1) es el vector normal al hiperplano soporte de epi¢ en
(x, ¢(x)). Este hecho motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.4 Sea ¢ : RY — R U{+00} una funcion estricta y conveza. Se
dice que u € RN es un subgradiente de ¢ en x € dom ¢ si (u, —1) es normal a
un hiperplano soporte de la epigrifica en (x,$(x)), es decir, si

(u7x> - (j)(X) = sup ) (<ll, Z> - B) = Jcpi(ﬁ(ua _1) (147)
(z,B)€epi ¢

El conjunto de todos los subgradientes se denomina subdiferencial de ¢ en x y se
denota por O¢(x). Se dice que ¢ es subdiferenciable en x € dom ¢ si dp(x) # 0.

Ejemplo 1.16 Sea la funcién valor absoluto ¢(z) = |z|. Si u € 9¢(0) se tiene
que
0= sup (ux—fB)=sup (ux—|z|).
(x,B)€epi ¢ z€R

Siz > 0, se tiene que uz—|x| = z(u—1), luego el supremo anterior serd igual a cero
sobre IR si y solamente si u—1 < 0. Reciprocamente, si z < 0, ux—|z| = z(u+1)
y el supremo sobre IR_ serd nulo solamente si w +1 > 0. Combinando ambos
resultados, para que se verifique la identidad anterior, —1 < u < 1, luego

96(0) = [~1,1]

De este ejemplo sencillo se deducen dos importantes consecuencias:
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e Pueden asociarse subgradientes a funciones convexas en puntos donde no
son diferenciables.

e En general los gradientes no tienen porqué ser unicos, lo que da sentido a
la nocién de conjunto subdiferencial.

Ejemplo 1.17 Sea la funcién convexa y estricta
x2, lz] <1
o(x) =
—+00, |z] > 1
Se tiene que u € 9¢(1) si y solamente si

u—1= sup (uz—pB)= sup (uzx—z°) (1.48)
lz|<1, B2 lz[<1

Analizemos ahora la pardbola h(x) = ux — 2?2, que verifica h'(z) = u—2z, h''(x) =
—2 < 0. Obviamente h'(x) serd decreciente y para cada —1 < z < 1

() <h(x)<h(-1) & u—-2<h(z)<u+2
Continuando con el andlisis:

e Siu+2<0, h(x) <0, luego h(z) es decreciente y el maximo se alcanza en
x = —1. Sustituyendo en (1.48) se tiecne que u — 1 =h'(-1)=-u—-1 <
u =0, lo cual es absurdo.

e Siu+22>0, h(xz) >0,y la funcidn serd creciente, por lo que el méximo se
alcanza en 2 = 1. Sustituyendo en (1.48) vemos que la identidad se verifica
trivialmente, es decir, [2, +oo[ C 9¢(1).

e Si —2 < u < 2, el polinomio h(z) tiene un maximo en el punto z = u/2 €
] —1,1], luego

2
u—lzh(u/Q):uZ & 0=u?—dut+d=(u—2)>

lo cual es absurdo.
Recapitulando, 9¢(1) = [2, +o0].
Ejemplo 1.18 ([16], p. 215) Sea la funcién convexa
—(1-2?)1?, 2 <1
fz) =
+00, |z| > 1
Usando la definicién de subgradiente, u € df(1) si y solamente si

—1 = sup ux + (1 + 2%)/?
|| <1
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Pero, si u > 0, el supremo de la derecha serd obviamente positivo, luego 9f(1) C
] —00,0[. Sea la funcién h(z) = uz + (1 — 22)'/?, cuya derivada es de la forma

W(z)=u—=z(1l—2*)?<0

si u < 0, es decir, h(x) es decreciente y su maximo se alcanzard en © = —1. Por
tanto, siu € 9f(—1), =1 = h(—1) = —u, lo cual es absurdo. Asi, pues, df(1) = 0.
Ejemplo 1.19 La funcién indicatriz de un convexo, C' C ]RN, es convexa, ademas
u € Yo (x) si

(u,x) = sup ((u,z) — B) = sup(u,z) = o¢(u)
(z,8)€epivc zeC

es decir, la subdiferencial de ¢ en x € OC es el conjunto de los vectores normales
a los hiperplanos que soportan al conjunto en dicho punto. Por el contrario, si
x € intC, para cada u € RV \{0}, si t > 0 es lo suficientemente pequefio,
x 4+ tu € C, de donde

oc(u) > (u,x + tu) = (u,x) + tjul* > (u,x).
Es decir, 9Yc(x) = {0}, si x € int C.

Obviamente, si u,v € 9¢(x) y 0 < A < 1, se tiene que
(1= XNu+ Av,x) (1 =X {(u,x) + A\v,x)

= ¢(x) + (1 = Noepigp(u, —1) + Adepip(v, —1)

P(x) + Tepip((1 — A)u+ Av)

usando la convexidad de la funcién soporte. De aqui es evidente la inclusion
(I=X)u+ v € 9¢(x), es decir, el conjunto subdiferencial es convexo. Ademds,
si u,;, — u, con u,, € dp(x), de la definicién de subgradiente se tiene que para
cada (z, 3) € epi ¢,

Y

<um,x) - ¢(X) > <uﬂ%z> - ﬁ
y tomando limite cuando m — oo, podemos escribir la relacién (u,x) — ¢(x) >
(u,z)—f3, que equivale a u € d¢(x). Esto significa que el conjunto subdiferencial
es cerrado. Estas dos propiedades se recopilan en la siguiente proposicién.

Proposicién 1.11 Sea ¢ : RY — R U{+00} una funcion convexa y estricta.
Dado x € dom ¢, de forma que p(x) # 0, se tiene que el conjunto subdiferencial
es convexo y cerrado.

Concluimos la seccién estableciendo la subdiferenciablidad de las funciones
convexas en el interior de su dominio.

Teorema 1.8 (Subdiferenciabilidad) Sea ¢ : RY — R U{+00} una funcién
conveza. Para cada x € int (dom ¢), se tiene que dp(x) # .

Nota 1.5 Como pone de manifiesto el Ejemplo 1.18, el conjunto subdiferencial
puede ser vacio en puntos de la frontera del dominio de una funcién convexa.
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1.3.2 Derivadas direccionales

Dada una funcién ¢ : RY — IRU{cc}, se define su derivada direccional
(también llamada variacién de Gateaux) en el punto x € dom ¢ en la direccién
u € R \{0} como el valor del limite (cuando existe):

Lo+ u) — o)
h—0+ t

La denotaremos por d¢(x;u). Cuando ¢ es diferenciable en x € int (dom ¢) es
evidente que do(x;u) = (Vo(x),u).

En el caso de las funciones convexas siempre es posible calcular derivadas di-
reccionales en los puntos del interior del dominio en cualquier direccién. Ademas,
las derivadas direccionales permiten caracterizar la subdiferencial.

Lema 1.1 Sea ¢ : RN — IRU{+o0} conveza y estricta. Para cada x €
int (dom ¢) se tiene que

(i) Eziste §¢(x;u) para cada u € RN \{0}.

(i) La aplicacidn u~ dp(x;u) es
o Positivamente homogénea: 0¢(x; pu) = pdp(x;u), si p > 0.
o Subaditiva: dp(x;u+v) < dp(x;u) + 0o (x;v).

(i4i) La aplicacion anterior es continua.

Nota 1.6 De la homogeneidad de las variaciones de Gateaux se desprende que
el valor de las derivadas direccionales queda determinado por 9¢(x;u) para
|u] = 1. Por ejemplo, si ¢(z) = |z| es la funcién valor absoluto, se tiene que

0¢(0;1) = lim il =1, 9¢(0; —1) = lim |- -1

t—0+ t t—ot+ ¢

de donde es inmediato comprobar que d¢(x; u) = |u|. Este ejemplo pone ademds
de manifiesto que la aplicacién variacion de Gateaux no es lineal en general.

Proposicién 1.12 Sea ¢ : RY — R U{+0o0} una funcion conveza y estricta.
Dado x € dom ¢, se tiene que

9p(x) = {u e RY : (u,v) < dg(x;v), VveRV}. (1.49)

Corolario 1.4 Sea ¢ : RY — R U{+00} conveza y estricta. Para cada x €
dom ¢ se tiene que u € p(x) si y solamente si para cada 'y € RY,

(u,y —x) < ¢(y) — ¢(x)

Corolario 1.5 Sean ¢ : RY — RU{+00} conveza y estricta, x € dom ¢. Se
tiene que:
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(i) Si dp(x) # 0, entonces ¢ es inferiormente semicontinua en X.
(i) 0 € dp(x) & x es un minimo de ¢ (Regla de Fermat ).

Corolario 1.6 Sea ¢ : IRY — IR U{+o0} conveza y estricta. Six € int (dom ¢),
el conjunto 0¢(x) estd acotado. En concreto, sia(x) es la constante de Lipschitz
de ¢ en un entorno de X, se verifica:

sup |u| < a(x) (1.50)
u€dp(x)

Es importante resaltar que la cota de la subdiferencial tiene caracter local.
En efecto, si ¢ es a(x)-Lipschitz en B (x) C int (dom ¢), se tiene que

sup sup |u| | <a(x) & 0¢(z) C a(x)B, Vz e B.(x) (1.51)
zEB.(x) \u€dp(z)

Es més, si K C int (dom¢) es un conjunto compacto, existirdn Xi,...,X;, en
K, e;>0,1<i<m,deforma que B, (x;) C int (dom¢) y

m
K c | B.,j2(xi).
i=1
Por otra parte, al ser las bolas cerradas conjuntos compactos, de la continuidad
de ¢ se tiene y(x;) > 0 tal que |¢(x)| < v(x;), para cada x € B, (x;), de donde,
usando la Nota 1.3, (1.51) nos permite escribir, para cada x € B, /2(x;),

27(x)
0 C ——=B.
o0x) C 2
Finalmente, tomando v = maxi<i<m Y(X;), € = mini<;<m &; > 0 es evidente
que
sup [ sup |u|| < 2l (1.52)
x€K \uead(x) T €/2 .
La grafica o grafo de la subdiferencial se define como el conjunto
Gr(9¢) = {(x,u) € R* :u e d¢p(x)} . (1.53)

Si la funcién ¢ es inferiormente semicontinua, el conjunto anterior es cerrado.

Corolario 1.7 Sea ¢ : RY — RU{+oc} estricta, convera e inferiormente
semicontinua. Se tiene que la grdfica de la subdiferencial es un conjunto cerrado.
En particular, si (Xm, W) = (X, 1), con W, € 0¢(X,y,), se tiene que u € IP(x).

Para concluir el apartado veamos que, tal como se indicaba al inicio de la
seccién, la nocién de subdiferencial extiende el concepto clasico de gradiente. La
demostracion de esta afirmacion se basa en la caracterizacion de las variaciones
de Gateaux o derivadas direccionales, como la funcién soporte de la subdiferen-
cial.
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Lema 1.2 Sea ¢ : RY — RRU{+o0} estricta y convera. Six € int (dom ¢)
se verifica la identidad

0p(x;v) = 0pp(x)(V), VVE RY. (1.54)

Teorema 1.9 Sean ¢ : R — IR U{+00} estricta y conveza, x € int (dom ¢).
Se tiene que ¢ es diferenciable en x si y solamente si 0p(x) = {Vo(x)}.

1.3.3 Envoltura de Moreau II

Volvamos ahora a la envoltura de Moreau, a la que ya dedicamos el apartado
1.2.4. En primer lugar, de la desigualdad (1.41) y el Corolario 1.4 es evidente
que la regularizacion de Yosida estd contenida en el conjunto subdiferencial de
¢ en la resolvente, es decir,

% (x — Ja(x)) € 06(JA(x)). (1.55)

Teniendo en cuenta este hecho, si x € int (dom ¢), se considera el subgradiente
de menor norma, 9¢°(x) = proj(0; dp(x)), que verifica la férmula:

2 2

3 xR0 - 00°60)| < PP GOP | (x— 1) (1.56)
De aqui, usando (1.50), se llega a
Ix — JA(x)| < M0 (x)| < Aa(x) — 0 (1.57)

A—0t

es decir, la resolvente converge a la identidad puntualmente en el interior del
dominio de ¢. Es mds, si K C int (dom ¢) es un compacto, de (1.52), existird
a > 0 de forma que

sup |x — Jy(x)| < Asup [0¢°(x)| < A — 0 (1.58)
xeK xeK A—=0t

lo que significa que la convergencia de la resolvente hacia la identidad es uniforme
sobre los compactos.

Por otra parte, es inmediato comprobar que la envoltura de Moreau de una
funcién estricta, convexa e inferiormente semicontinua, definida por (1.34), es
una funcién convexa, cuya subdiferencial en cada punto contiene a la regular-
izacion de Yosida )

X(X—J,\(X)) € 09 (x). (1.59)

Es mas, ¢ es diferenciable con

Vor(x) = % (x — Ja(x)). (1.60)
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Veamos ahora hacia que converge la envoltura de Moreau. Claramente
oA (x) < ¢(x), luego
lim sup ¢ (x) < @(x). (1.61)
A—0+F
Ademés, de la definicién de resolvente, ¢x(x) = ¢(Jx(x)) + 55 |Jx(x) — x|?, por
lo que al ser ¢ inferiormente semicontinua podemos escribir

1
6(x) < lminfo(Jy(x)) < liminf (5 (x)) + 5[ Ja(x) — x|

= liminf ¢, (x) (1.62)

A—0t

teniendo en cuenta que 55 |J (x) —x[? < % = )@(27")2 — 0, cuando A — 0.
De las desigualdades (1.61)-(1.62) se tiene que existe el limite puntual de la

envoltura de Moreau y

lim 65 (x) = ¢(x) (1.63)

A—0t

También existe el limite puntual de la regularizacion de Yosida,

. .1
y(x) = lim —+(x— J(x)) (1.64)

para cada x € int (dom¢). Al ser el grafo de la subdiferencial un conjunto
cerrado, Corolario 1.7, de las relaciones (1.55), (1.57), (1.64) se tiene que

y(x) € 9¢(x),

con |y (x)| < |0¢°(x)|, como consecuencia de la desigualdad (1.56). Esto implica
y(x) = 9¢°(x) por unicidad del subgradiente de minima norma (que es la
proyeccién ortogonal sobre el convexo d¢(x) del vector nulo). En resumen, para
cada x € int (dom ¢), se tiene que

AE%* % (x — Jr(x)) = 0¢°(x). (1.65)

1.4 Inclusiones diferenciales de tipo subdiferen-
cial

Las inclusiones de tipo subdiferencial constituyen una extension de la nocién
usual de sistema de ecuaciones diferenciales de tipo gradiente

—x(t) = Vo(x(t)) (1.66)

que permiten manejar potenciales convexos e inferiormente semicontinuos no
necesariamente diferenciables.

El estudio de esta clase de problemas se inicié alrededor de la década de los
70 del pasado siglo, destacando las aportaciones de H. Brézis y J.J. Moreau.
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Para mas detalles acerca del origen y del desarrollo histérico de la teoria de las
inclusiones diferenciales (o ecuaciones de evolucién) de tipo subdiferencial nos
remitimos a [3] y, especialmente, [10].

A lo largo de la seccién ¢ : RN — IR U{+oo} serd una funcién estricta,
convexa e inferiormente semicontinua, que también puede depender de una vari-
able real ¢ (asociada al tiempo), ¢ : [0, T[ x R — R U{+00}, (0 < T < +00)
en un sentido que se precisara mas adelante.

1.4.1 Tipos de problemas

La clase mas simple de ecuaciones de tipo subdiferencial son las de la forma
—%(t) € 0p(x(t)). (1.67)

La referencia clésica es [4] donde se estudian en el marco general de los oper-
adores maximales mondtonos definidos en espacios de dimensién no necesari-
amente finita. Otro texto donde es trata ampliamente este problema es [3].

En el caso en que el potencial varia con el tiempo, se tienen las ecuaciones
—%(t) € 06(t,x(t)), (1.68)

donde 9¢(t,x) denota la subdiferencial respecto de la variable x para un valor
de t fijo. Esta clase de ecuaciones fue estudiada por primera vez por Moreau
con objeto de describir la evolucién de conjuntos a lo largo del tiempo. Consid-
eraremos también el caso en que existe un término fuente dado por un campo
vectorial F : [0, T x RY — RY , que adicionalmente puede depender también
del tiempo, lo que nos da la ecuacion

—%(t) € 9o(t,x(t)) — F(t,x(t)). (1.69)
Las inclusiones diferenciales asociadas a potenciales variables, con y sin término
fuente, se tratan con detalle en el segundo capitulo de [10].

Las denominadas ecuaciones bipotenciales son aquellas en las que aparecen
involucrados dos subdiferenciales. En esta memoria consideraremos la forma
general

—%(t) € 9¢(x(t)) + B(£)dp(x(t)) (1.70)

donde 8 : [0,T7[ — TR es una funcién. Cabe decir que bajo ciertas hipdtesis,
por ejemplo,

e Ambos potenciales son funciones estrictas, convexas e inferiormente semi-
continuas, de forma que

0 € int (dom ¢ — dom ). (1.71)

e (3 toma valores no negativos.
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se tiene la identidad

9¢(x) + B(t)0p(x) = 0 (¢ + B(t)) (%), (1.72)

con lo que (1.70) no es mas que un caso particular de (1.68), a pesar de lo cual
sigue teniendo interés (ver p.e. [1]). Sin embargo (1.72) no se da en general,
lo que obliga a tratar este problema de forma independiente. Tiene particular
interés el problema denominado de subdiferenciales opuestas o diferencia de
subdiferenciales en que 8 = —1, que se analiza detalladamente en el apartado
1.4 de [10].

1.4.2 Existencia de solucion

Definicién 1.5 Se denomina solucién en sentido fuerte (strong solution) o de
Brézis de (1.68) en un intervalo [0,T[, (0 <T < 400) a una funcién absoluta-
mente continua® x : 0, T — RY de forma que, para casi todo 0 <t < T':

(i) 06t x(t)) # 0.
(ii) —%(t) € do(t,x(t)).

Si el potencial no depende del tiempo, problema (1.67), la nocidn de solucidn es
andloga, mientras que para el caso perturbado (1.69), simplemente se sustituye
la condicion (ii) por

(ii)* —x(t) + F(t,x(t)) € 0¢(t,x(t)).

Finalmente, una funcion absolutamente continua x : [0, T[ — RY es solucion
de la ecuacidn bipotencial (1.70) si para casi todo 0 <t < T,

(3)Un conjunto A C IR se dice que tiene medida cero si dado € > 0 arbitrario, existen
sucesiones am, < by, m > 1, de forma que

o0
1) Ac U lam,bm]-
m=1
oo
@) > (b —am) <<
m=1

Los conjuntos finitos y las sucesiones son ejemplos de este tipo de conjuntos. Una cierta
propiedad se dice que se verifica casi por todas partes (abreviadamente c.t.p.) en un intervalo
I C IR si solamente deja de verificarse en un subconjunto de puntos de medida nula. Una
funcién f: I C IR — IRYN se dice que es absolutamente continua si

(1) Es derivable en todo el intervalo excepto a lo sumo en un subconjunto de medida nula,
es decir, se tiene A C [a,b] de medida nula, de forma que para cada t ¢ A existe el

limite
i L¢P Q)
h—0 h

=f'(t)

(2) La funcién f’, definida c.t.p. en el intervalo I es integrable y, para cada s,t € I, s < t,
se verifica la identidad

t
$0 =16 = [ 7'y
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(1) 9¢(x(t)) # 0, dp(x(t)) # 0

(ii)** Ezisten funciones f,g : [0,T[ — RY integrables de forma que, para casi
todo 0 <t <T, f(t) € 0p(x(t)), g(t) € Op(x(t)).

(iii)** Para casi todo 0 < t < T, —k(t) = f(t) + B(t)g(t).

El problema de Cauchy o de condicién inicial para las ecuaciones anteriores
esté bien puesto en el sentido de Hadamard, es decir, para cada condicién inicial
admisible xq existe una unica solucién de la ecuacién correspondiente, de forma
que

x(0) = xg. (1.73)

Ademais la solucién depende de forma continua de la condicién inicial.

» ECUACION (1.67): POTENCIAL INDEPENDIENTE DEL TIEMPO. Sea una funcién
¢ : IRY — IRU{+o00} estricta, convexa e inferiormente semicontinua.

Teorema 1.10 (Dependencia continua y unicidad) Six(-), y(-) son solu-
ciones de (1.67) para las condiciones iniciales Xo, yo, Tespectivamente, se tiene
que, para cada t > 0,

1x(t) —y(®)] < [x0 — yol (1.74)

Obviamente la estimacién (1.74) implica que las soluciones dependen de
forma continua de las condiciones iniciales y que no pueden haber dos soluciones
distintas de la misma ecuacién verificando la misma condicién inicial (unicidad).

Teorema 1.11 (Existencia) Para cada estado inicial admisible xo € dom ¢,
existe una unica solucion de (1.67)+(1.73), x(-), definida en [0, +oo[. Ademds:

(i) Para todot > 0, se tiene que

con oy X(t4h) —x(1)
S

y la funcidn t ~ %x(t) es continua por la derecha.

(ii) Para casi todo t > 0, —%(t) = 9¢°(x(t)).

(iii) La funcién t ~ |%(t)| es decreciente.

(iv) La funcion t ~ ¢(x(t)) es convexa y para casi todo t > 0 se verifica la
identidad

& (ox(t) + %) =0, (1.75)

de donde se deduce que las soluciones de (1.67) proporcionan trayectorias
de descenso de ¢.

(v) Si ¢ admite minimo, argmin ¢ # 0, se verifica:
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o Convergencia asintdtica:

t_l>1+moo x(t) € argmin ¢ (1.76)
o (Convergencia ergodica:
1 t
tiiinoo g/o x(s)ds € argmin ¢ (1.77)

De las propiedades de la envoltura o regularizaciéon de Moreau (Apartados
1.2.4, 1.3.3) y el Teorema de Picard-Lindel6f para ecuaciones diferenciales ordi-
narias, se tiene que, para cada A > 0 existe una tinica solucién del problema de

Cauchy
{ %\ (t) = Vo (xa (1)),

(0) = x5, (1.78)

definida en el intervalo [0, +o0o[, con 9¢p(x)) # 0 y x) — Xo. Ademds la familia
de las soluciones x,(-) converge hacia una funcién x(-) cuando A — 07, que es
la solucién de (1.67)+(1.73). Esta es esencialmente la prueba del Teorema 1.11,
para los detalles nos remitimos a [3] y [4].

» ECUACION (1.68): POTENCIAL VARIABLE. Sea ¢ : [0, T[xIR"Y — IR U{+00}
estricta de forma que

(¢1) Para cada 0 <t < T, ¢(t,-) es convexa e inferiomente semicontinua.

(¢2) Para cada r > 0 se tienen 3, > 0, g,, h, de clase C* de forma que para
cada 0 <t <T,x €dome(t,-) N B.(0),sit<s<T,existe X € RY con

o 0¢(s,X) £
o [R— x| <|g:(5) — 9-(1)] (6(t,%) + B,) "/
o 9(5,%) < G(t,%) + |he(s) — he(1)] (68, %) + By)

Si x(+), y(-) son soluciones de (1.68) para las condiciones iniciales xg, yo,
respectivamente, se verifica la desigualdad (1.74), lo que proporciona la de-
pendencia continua de las condiciones iniciales y la unicidad para el problema
de Cauchy (1.68)+(1.73). En cuanto a la existencia, las condiciones (¢1)-(¢2)
garantizan que la funcién Ve, (t,x) = + (x — Jx(t,x)) es continua respecto de

la variable t y Lipschitz respecto de x, por lo que los problemas

{ —x(t) = Vo (t,xA(1)),

(1.79)
X,\(O) =X\,

para xy — Xg € dom@(0,-), d¢(0,x,) # 0, tienen una unica solucién x,(-)

definida en [0,7. Ademds, cuando A — 0%, x,(-) = x(-) y se comprueba que

x(+) es la solucién del problema de Cauchy (1.68)+(1.73). Los detalles pueden

encontrarse en [10, Chapter IT].



40

Teorema 1.12 (Existencia) Para cada condicion inicial xo € dom ¢(0, ), se
tiene una unica solucion de (1.68)+(1.73) definida en [0,T]. Ademds:

(i) Para cada € > 0, la funcidn t ~ ¢(t,x(t)) es absolutamente continua en
cada intervalo compacto contenido en [e,T.

(ii) Las funciones x(t), \/tx(t) tienen cuadrado integrable en cada intervalo
compacto contenido en [e,T.

(iti) La funcion t ~ td(t,x(t)) es esencialmente acotada, es decir, existen
M >0y ACI0,T[ de medida cero, de forma que |to(t,x(t))| < M, para
cada 0 <t <T,tdA.

» ECUACION (1.69): CASO PERTURBADO. Supongamos que ¢ es un potencial
verificando las hipétesis de los apartados anteriores, dependiendo de si depende
o no del tiempo, y sea F : [0, T'[ X RY — RY de forma que

(F1) Para cada x € R fijo, la funcién F(-,x) es de cuadrado integrable.

(F2) Existe v : [0, T[ — IR de cuadrado integrable, con
[F(t,x) - F(t,y)| <

Teorema 1.13 (Dependencia continua y unicidad) Six(:), y(-) son solu-
ciones de (1.69) para las condiciones iniciales X, yo, respectivamente, se veri-
fica la estimacion

. 1/2
x(t) = y(0) < Ixo = yol (S 0O7) T o<t (180)

De (1.80) es inmediata la dependencia continua respecto de las condiciones
iniciales y la unicidad de las soluciones de (1.69) para una condicién inicial dada.
Es maés, puede estimarse la diferencia entre soluciones asociadas a diferentes
términos fuente.

Teorema 1.14 (Perturbacion) Sean x(-), y(-) soluciones de (1.69) para los
términos fuente ¥ y G, respectivamente, con Xg, yo las condiciones iniciales
respectivas. Se tiene entonces

t
x(t) — y(£)]> < |xo — yo|2eJo 1+7(s)ds —|—/ r(s)2elsHvdTgs (1.81)
0

donde r(t) = supycrn |F(t,x) — G(t,x)|.

En cuanto a la existencia, las condiciones impuestas sobre el potencial ¢ y
el término fuente F garantizan que el problema

{ —x\(t) = Vo (t, x2 (1)) + F(t, xx (1)),

.82
xx(0) = xy, (182)
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con x5 — xg9 € dom(0,-), 9¢(0,x5) # 0, tiene una tunica solucién xy(-)
definida en [0, T'[ que, como en los casos anteriores, convergerd hacia la solucién
de nuestro problema cuando A — 07 (detalles en [10, Chapter II}).

Teorema 1.15 (Existencia) Para cada xo € dom¢(0,-), existe una tnica
solucion de (1.69)+(1.73) definida en [0,T]

» ECUACION (1.70): PROBLEMA BIPOTENCIAL. Sean ¢, ¢ : RY — R U{+00}
dos potenciales estrictos, convexos e inferiormente semicontinuos, de forma que
dom¢@ Ndom¢p # (. Se asumen ademds las siguientes hipdtesis adicionales
relacionadas con el segundo potencial:

(pl) 9p(x) C dp(x), para todo x.

(p2) Existen 0 < k < 1, n : R — IRy creciente de forma que, para cada
x € dom ¢:
109" (x)] < k|0° (x)] + (g (x) + [x]) (1.83)

donde 9¢°(x) = proj (0; 9p(x)).

(¢3) Se tiene ¢ > 0 tal que
(%) < kb(x) + (1.84)

para cada x € dom ¢.

(p4) Para cada r > 0 existen una constante K, > 0 y una funcién creciente
pr : Ry — IRy de forma que si x,y € B,(0) son puntos de subsiferen-
ciabilidad de ¢, para cada u € dp(x), v € dp(y) se verifica la desigualdad

(v—uy —x) < pe(Ix| + |y]) (6(x) + 6(y) + K;) [x —y[*  (1.85)

Finalmente, la funcién 8 : [0, +oo] — IR es continua.

Usando (¢4) puede estimarse la distancia entre dos soluciones de (1.70), lo
que permite obtener la dependencia continua de la condicién inicial y la unicidad
del problema de Cauchy asociado.

Teorema 1.16 (Dependencia continua y unicidad) Six(:), y(-) son solu-
ciones de (1.70) para las condiciones iniciales Xg, yo, respectivamente, para cada
0 <7 <T, se tiene una constante M (1) > 0 de forma que

x(t) — y(£)| < M(7)|x0 — yolez Jo F@lds g < < 7. (1.86)

En cuanto a la existencia de solucién, dado xg € dom¢ N dom ¢, si x) — Xg
cuando A — 07, con dp(xy) # 0, p(xy) # 0, los problemas de Cauchy

{ —X)(t) = Vor(xa(t)) + B#)Ver(xa(t)),

87
xx(0) = xy, (187)
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tienen una tnica solucién x(+) definida en [0, +oc[. Ademds, las hipdtesis sobre
el segundo potencial, (¢1)-(¢4), garantizan la convergencia de x,(-) hacia una
funcién x(-) que es solucién de (1.70)+(1.73) (los detalles pueden encontrarse
en [1] y [10]).

Teorema 1.17 (Existencia) Para cada xo € dom ¢ Ndom , existe una dnica
solucion de (1.70)+(1.73) en el intervalo [0, +o0].

Finalmente, si 8 > 0y se verifican ciertas condiciones adicionales de caracter

técnico, se tienen resultados sobre el comportamiento asintético de las soluciones
de (1.70).

Teorema 1.18 (Theorem 3.1 en [1]) Supongamos que argmin @ # (),

a@mmmwmw¢—{xea@mmwzﬂxr—ﬁgggwwm}#ﬂ
y se verifican las condiciones
(H1) Siu € Oargmin(X), para algin x € argmin ¢,
+oo

B(t) [p*(u/B(t)) — Targmin o (0/B(t))] dt < 400

donde Yargmin o Y Targmin o SOT las funciones indicatriz y soporte, respecti-
camente, del conjunto argmin ¢ y ¢* es la conjugada de Fenchel-Moreau™®
del potencial .

(H2) B: Ry — Ry es de clase C*, B(t) — +oo cuando t — +00 y se tienen
a >0, tg >0 de forma que

0 < B(t) < aB(t), t>to.
Se tiene entonces que, si x(-) es solucion de (1.70):
(i) (Convergencia asintética) Eziste el limite lim;_, oo X(t) € argmin,, g iy o, ¢-

(i) (Trayectoria minimizante) Existen los limites
Jim p(x(t)) =0,

lim ¢(x(t)) = min ¢(z)

t—+o0 z€argmin

75_lg_kmOO |x(t) — 2|, para cada z € argmin ¢

(i) Jim_ A1) = 0. Jim [ B(s)olx(s)) ds < +o0

t——+oo

() La, conjugada de Fenchel-Moreau de una funcién convexa ¢ se define como

P (V)= sup ((v,%) — ().
RN

x€E



Capitulo 2

Algoritmos

El método de aproximacion considerado, que denominamos de Moreau- Yosida,
se basa en aproximar el término donde aparece la subdiferencial por su regular-
izacion de Yosida, que es un término univaluado que en este caso coincide con
el gradiente de la envoltura de Moreau del potencial. Con ello se obtiene una
ecuacion diferencial ordinaria cuya solucién a su vez podemos calcular de forma
aproximada por cualquiera de los multiples métodos disponibles.

Aqui vemos un diagrama del método:

Inclusion diferencial de tipo gradiente
¢ potencial convexo

g

Ecuacién diferencial de tipo gradiente

8¢%V¢)\=%([—J,\), )\>O)

4

‘Método numérico para EDOS‘ (APy)

Las soluciones obtenidas en (AP ) proporcionan aproximaciones a la solucién
del problema original (P), de forma que cuando se aumenta la precisién del
método numérico y el valor de A se aproxima a cero, mejora el nivel de aproxi-
macion.

En este capitulo se presentan diferentes algoritmos que utilizan el método
de Moreau-Yosida para aproximar la solucién de los problemas expuestos al
final del capitulo anterior. Los métodos numéricos utilizados para aproximar la
solucién de los problemas (Py) han sido los de Euler y Runge-Kutta de orden

43
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cuatro, abreviadamente RK4. Seguidamente pasaremos a comentar y describir
cada uno de los cédigos generados. Para ello, se comenzara realizando una breve
descripcién de cada caso seguida de un pseudocddigo y la explicacién del codigo
realizado para cada método. Al final de cada apartado de un caso concreto, se
expondran ejemplos para observar el funcionamiento del cédigo implementado
en MATLAB.

Cabe decir que los ficheros asociados a los cddigos programados en MATLAB
se encuentran en el capitulo denominado Anexos.

2.1 Meétodos para la resolucion de ecuaciones
diferenciales

Aunque se trata de contenidos estandar, comenzaremos comentado brevemente
los algoritmos de Euler y RK4 para resolver de forma aproximada ecuaciones y
sistemas de ecuaciones diferenciales. Para una informacién més detallada puede
consultarse cualquier texto de andlisis numérico, [11], [13], por ejemplo, o [§]
para su implementacién en MATLAB.

2.1.1 Algoritmo de Euler

El método de Euler es el mas elemental y consiste en sustituir la derivada de la
funcién incognita por un cociente incremental. Usaremos el denominado Euler
explicito,

y(ti+1) — ¥ (t))

V(t;) ~ Y

que porporciona la recurrencia y(t;41) = y(t;) + hm f(t;,y(t;)) para aproximar
las soluciones de

y(t) = f(t,y(t)) (2.1)

en los distintos nodos. Los ficheros donde se tiene implementado dicho algo-
ritmo se denominan euler.m para el caso de una variable y eulersist.m para dos
variables.

2.1.2 Algoritmo de RK4

Los métodos conocidos como Runge-Kutta fueron introducidos entre 1895 y 1901
por los mateméticos alemanes C.D. Runge, K. Heun y M.W. Kutta como una
mejora del método de Euler. Se trata de métodos de un paso (cada nodo depende
unicamente del anterior) que son, especialmente el de orden cuatro, ampliamente
utilizados por su precisiéon. La idea del RK4 para aproximar la solucién de un
problema genérico de la forma (2.1) consiste en usar la representacién integral
de la solucién

y(t) = y(0) + / F(sy(s)) ds
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y aproximar la integral del término de la derecha mediante un método de
cuadratura, de forma que proporcione una aproximacién del mayor orden posi-
ble. En el caso del método de Runge-Kutta de cuarto orden se tiene la féormula
de recursién

hom
Yi+1 =Y; + o (.ij + 2f2,j + 2.f3,j + f47j>

con

f1,j = f(t;y;)

R hm .
Y + fil,j) , 1=2,3

fi,j_f<tj+ 9

Foj=Ft;+hm,yj+hmfs;)

Los cédigos asociados se denominan rk4.m para una variable y rk/sistemas.m
para dos.

2.2 Algoritmo basico

Consideramos en primer lugar el problema bésico (1.67)+(1.73) de determinar
el flujo asociado al gradiente de un potencial convexo no necesariamente difer-
enciable a partir de una condicién inicial. En este caso (Py) es de la forma

(1) = £ (aat) — Ta(xa (1)) }
0

P
xx(0) =x (P2)

con Jy () el campo resolvente. Aplicamos a este problema los métodos de aprox-
imacién de Euler y RK4 para obtener (AP)).

2.2.1 Algoritmo de Euler

Usando el método de Euler para ecuaciones diferenciales se obtiene el siguiente
algoritmo de aproximacién para las soluciones de la ecuacién regularizada (Py)
en el intervalo [0, 7.

Algoritmo de Euler

e A>0, m>1
1. Inicializacién: x3"* = x°
hy =T /m

j=0



46

2. Célculo de la resolvente:

.y _ 1 2
yy/ = argmin <¢(Y) + B3\ ‘y - Xy ’j’ >
yeRYN

3. Definicién del nuevo nodo:

myj+1 _ _m,j hm m,j M,
X) =X\ N Y

4. Actualizacién: j=j+1

5. Si j <m ira 2., en otro caso Fin.

La principal peculiaridad del algoritmo de Euler a la hora de su imple-
mentacién es que en el segundo paso se evalda la resolvente de Moreau de la
funcién ¢ en cada nodo x}’, lo que exige calcular el minimo de la funcién
y ~ d(y) + 5xly — X;"’j|2. Al programar el algoritmo en MATLAB se usa la
subrutina fminserch para calcular este minimo. Dicha subrutina, que exige
conocer explicitamente la expresién de ¢ para poder evaluarla, se basa en el
algoritmo Nelder-Mead de btisqueda de extremos mediante un proceso de gen-
eracién de simplex y evaluaciéon de la funcién objetivo en sus vértices, que no
requiere diferenciabilidad. Ademds se trata de un procedimiento efectivo que,
aunque en general proporciona minimos locales, en el caso de funciones convexas
localiza el minimo global, pueden consultarse mas detalles en [8] y [13].

e Descripcién del cédigo (una variable). La funcién denominada eulerB.m
resuelve problemas de una variable con el método de Euler para el caso basico.
Tiene como argumentos los extremos derecho e izquierdo del intervalo, la condicién
inicial y el nimero de nodos. Cabe destacar que la funcién potencial se definird
dentro de un fichero .m denominado phi2.m sumada con la perturbacién cor-
respondiente al cilculo de la resolvente. Por tanto el fichero phi2.m posee la
funcién a la que debemos buscar su minimo y no serd necesario pasarla como ar-
gumento de entrada. Como argumento de salida se tiene la matriz denominada
E1l.

A la hora del acceso general a ciertos parametros del programa desde cualquier
fichero .m, se hace necesario el uso de la herramienta de MATLAB global. Con
la cual podremos definir variables que seran globales en todo nuestro algoritmo.
En este caso definimos como globales las variables 1lambda y cx. Donde lambda
es el pardmetro que indica el nivel de aproximacion del problema regularizado
y cx representa cada una de los valores que va tomando la coordenada de la
variable x.

Con relacién a la estructura del algoritmo, tenemos que inicialmente se define
el pardmetro h, el cual viene dado por el cociente de la diferencia de los extremos
derecho e izquierdo del intervalo y el nimero de pasos. A continuacion se crean
dos vectores de tamano M para la definicién del vector de tiempos y el relativo
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a la variable x denominado X. Con ello se define el vector de tiempo como un
vector que posee valores desde el extremo inferior del intervalo hasta el extremo
superior con paso h. A continuacién a la primera posicién del vector de la
variable x se le asigna la condicién inicial xy del problema.

Dentro de un bucle for se realiza un barrido con M iteraciones en total, donde
dentro de éste se ird actualizando el valor de la posicién siguiente del vector X.
Al comienzo del bucle for, se asigna a cx el valor que poseerd dependiendo de
la iteracién. Si se trata de la primera iteracion a cx se le asigna el valor de la
condicion inicial. Si por el contrario se trata de cualquier otra iteracion, a cx
se le asigna el valor que posea la posicién del vector X en dicha iteracién.

A continuacién, tal y como se explico anteriormente en la descripcién de la re-
solvente, se debe encontrar el minimo de la funcién definida en phi2.mmediante
la subrutina fminsearch.m, cuyos argumentos de entrada deben ser la funciéon
a la cual queremos buscar su minimo y el punto donde se comenzard a buscarlo,
en nuestro caso sera el valor que posea cx. Dicha funcién nos devolvera el punto
donde se encuentra el minimo y el valor de la funcién en dicho el punto. En
nuestro caso solo nos interesa el valor del punto donde se alcanza el minimo,
por tanto solo haremos uso de la variable denominada minimo. Una vez calcu-
lado dicho minimo para la iteracién j, lo guardaremos en nuestro vector creado
inicialmente Min.

Finalmente se realiza la actualizaciéon del vector X asignando al valor de
la posicién siguiente la diferencia entre el valor de la posiciéon anterior y una
expresion dependiente del cociente entre los pardmetros h y lambda por la difer-
encia del valor de la posicién anterior y el valor del minimo en esa misma
iteracién.

Una vez finalizado dicho barrido se obtendrd un vector X solucién. La
solucién del problema se presenta como el vector de tiempos y el de la vari-
able x traspuestos.

e Descripcién del cédigo (dos variables). La funcién EulerB2.m resuelve
problemas de dos variables con el método de Euler para el caso béasico. Tiene
como argumentos los extremos derecho e izquierdo del intervalo, las condiciones
iniciales para las dos variables y el niimero de pasos. Como argumentos de salida
se tienen las matrices E1 y E2.

En este programa se definirdn tres parametros como globales: lambda, cx
y cy, donde cy representa lo mismo que cx pero para el caso de la segunda
variable.

Las inicializaciones son las mismas que para el caso de una variable, con la
excepcion de la adicién de la creacién de un vector para la variable Y, al igual
que se debe asignar a la primera posicion del vector de la variable Y la segunda
coordenada de la condicién inicial yg.

Una vez dentro del bucle for, si se trata de la primera iteracion, se asigna a cx
y a cy los valores de la primera y segunda condicién inicial respectivamente. Si
no es asi, se le asigna el valor de los vectores X e Y que posea en dicha iteracion.
En la busqueda del minimo, cabe destacar que solo varia el punto donde se
comenzard a buscar, debido a que se trata de una funcién de dos variables. A
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la hora de pasarle el punto de comienzo a la funcién fminsearch.m, debemos
hacerlo como un vector por ello se hace uso de unos corchetes. Con esto se
obtendra un valor de un minimo con dos componentes, una relativa a la variable
x y la otra a la variable y. En este caso no se iran guardando en ningin vector,
sino que se iran utilizando para las actualizaciones de las variables y después se
machacara su valor por el nuevo.

Por 1ltimo se actualizan los valores de los vectores correspondientes a las dos
variables, de forma que el valor de la posicién siguiente sera la diferencia entre
el valor de la posiciéon anterior y una expresion dependiente del cociente entre
los pardmetros h y lambda por la diferencia del valor de la posicién anterior y
el valor del minimo en esa misma iteracion.

Las soluciones se presentan en dos matrices donde en cada una de ellas se
tienen dos vectores: el vector de tiempos y el de la variable correspondiente
traspuestos.

2.2.2 Algoritmo de RK4

Si usamos el método RK4 para aproximar numéricamente la solucién de (Py)
tenemos el siguiente pseudocddigo:

Algoritmo RK4

e A>0 m>1

1. Inicializacién: xf\"’o =x°
m=T/m
ji=0
2. Célculo de los coeficientes:
km1 = x/\ - J)\(X;\n’j)
hom hom

k)\2 = x4 71{7;1,13 Ia(x3 4 fkm’J)

hom hom
k;”:,f = x4 —km’J I+ —km’j)

Ky = X0+ Rk — A+ k)

donde )
@) = i (6(3) + 55y — ol

yeRN
3. Definicién del nuevo nodo:

S AR SR SEER S

6)
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4. Actualizacién: j=j7+1

5. Si j <m ira 2., en otro caso Fin.

e Descripcién del cédigo (una variable). La funcién rk4_B.m resuelve
problemas de una variable con el método de Runge-Kutta 4 para el caso basico.
Se hara uso de varios ficheros .m para la agilizaciéon y ahorro de cédigo. Por ello
comenzaremos describiendo y comentando la funcionalidad de cada uno de los
archivos utilizados y finalmente el principal rk4_B.m.

¢ FUNCION yo.m:

Hace referencia a la resolvente de Yosida para una variable. Dicha funcién
tiene como argumento de entrada un escalar y como argumento de salida
otro escalar. En ella se definen dos parametros como globales: lambda
y minimox. Se utiliza para el cdlculo de los pardmetros k;, por lo tanto
devuelve lo siguiente:

p = -(x(1)-minimox)/lambda

donde x(1) es el pardmetro de entrada proporcionado.

¢ FUNCION calculamin.m:

Calcula el minimo de la funcién potencial mas la perturbacién asociada
al célculo de la resolvente (phi2.m), pasédndole como argumento el punto
donde se comenzard a buscarlo. Para ello llama a la funcién fminsearch.m
de MATLAB. Este fichero solo se utiliza para evitar el exceso de lineas
repetidas.

& FUNCION rk4_B.m:

La funcién denominada rk4_B.m resuelve problemas de una variable con
el método RK4 para el caso basico. Los argumentos de entrada son los ex-
tremos derecho e izquierdo del intervalo,la condicién inicial zg y el nimero
de pasos M. Como argumento de salida se tiene la matriz denominada RK1.
Cabe destacar que en el Runge-Kutta se definen dos nuevas variables glob-
ales, minimox, donde se iran almacenando de forma temporal los valores
del minimo que vayamos calculando y puntox, necesario a la hora de cal-
cular los pardametros para la actualizacion del vector de la variable x, ya
que representa el punto en el cual debemos empezar a buscar el minimo
para cada parametro k;.

En este programa se inicializan los mismos parametros que en el caso del
Euler basico de una variable. Y dentro del bucle for sélo varia la parte
perteneciente a la actualizacién del vector de la variable x. Con relacién
a dicha parte, se ird asignando a la variable puntox el punto en el cual se
desea que comience la bisqueda del minimo con ayuda de la funcién ya
descrita calculamin.m. Inicialmente se le asigna a puntox el valor de cx,
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se calcula el minimo y con ello se halla el valor de k; evaluando la funcién
Yosida en el puntox y con el valor del minimo calculado. De esta forma se
van calculando cada uno de los valores de los k; modificando en cada caso
el valor de puntox. Para ks puntox tendrd un valor igual a cx + (hxky)/2,
para k3 puntox valdrd cx + (h x k2)/2 y finalmente para k4, puntox serd
cx + h* k3.

Para cada iteracién se ird obteniendo el valor correspondiente a la posicién
j para la construccién del vector X. Dicha actualizacién vendra dada por
la suma del valor de la posicién actual mas el sexto de la suma de ki,
2*/412, 2*k‘3 yk4.

Una vez finalizado dicho barrido se obtendra un vector X solucién. La
solucién del problema se presenta como el vector de tiempos y el de la
variable Y traspuestos.

e Descripcién del cédigo (dos variables). La funcién denominada rk4_B2.m
resuelve problemas de dos variables con del tipo (1.67) usando el método de
Runge-Kutta 4 para aproximar la solucién del problema regularizado. Aqui
también realizaremos un desglose explicando cada uno de los ficheros .m utiliza-
dos, finalizando con el principal.

¢ FUNCION yo2.m:

Define la resolvente de Yosida de dos variables. Dicha funcién tiene como
argumento de entrada un vector de tamano dos y como argumento de
salida otro vector de dimensién dos. En ella se define dos parametros como
globales: lambda y minimo, donde este ultimo tiene dos componentes.
Dicha funcién se utiliza para el calculo de los parametros k; usados en el
método Runge-Kutta. Donde cada componente del vector de salida tienen
la siguiente expresion:

yo_l = 1 * (z(1) — minimo(1));

A

1
yo2 = 3 * (2(2) — minimo(2));
p = [yo1,yoa;

donde x(1) y x(2) son las componentes relativas al vector utilizado como
parametro de entrada.

FUNCION calculamin2.m:

Es idéntica a calculamin.m en cuanto a funcionalidad y cédigo, con la
unica diferencia de que el argumento que indica a fminsearch.m el punto
donde comenzar a buscar el minimo es un vector de dos componentes.
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& FUNCION rk4_B2.m:

Esta funcién resuelve problemas de dos variables con el método de Runge-
Kutta 4 para el caso basico. Los argumentos de entrada son los mismos
que para el caso de una variable, con la salvedad de que se anade una
condicién inicial yo para la variable y. Como argumento de salida tiene
dos matrices, una para cada variable utilizada, denominadas RK1 y RK2.

Como parametros globales se definen: lambda, minimo, puntox y puntoy.
Donde minimo tiene la misma funcionalidad que minimox en rk4_B.m. Y
donde los pardmetros puntox y puntoy nos indican las coordenadas x e
y del punto en el cual debemos empezar a buscar el minimo para cada
parametro k;.

Se inicializan los mismos parametros que en el caso de una variable, pero
anadiendo un vector para la segunda variable denominado Y. Ademaés
se asigna a la primera posicién del vector Y la segunda condicién inicial
pasada como argumento de entrada.

Dentro del bucle for de M iteraciones, inicialmente al igual que en el Euler
de dos variables,se asigna a cx y a cy los valores de la primera y segunda
condicion inicial respectivamente si se trata de la primera iteracién. Si
no es asi, se le asigna el valor de los vectores X e Y que posea en dicha
iteracién. Seguidamente se van calculando los valores de los 4 coeficientes
denominados k;, donde ¢ = 1...4. Para ello, se ird asignando a las vari-
ables puntox y puntoy las coordenadas deseadas del punto en el cual se
desea que comience la bisqueda del minimo con ayuda de la funcién cal-
culamin2.m. El valor de cada k;, se ird obteniendo gracias a la evaluacion
de la funcién Yosida para dos variables. De esta forma se van calculando
cada uno de los valores de los k; modificando en cada caso el valor de
puntox, puntoy de la siguiente manera:

e Para ky = puntox = cx + (hxk; )/2

e Para ky = puntox= cx + (hxk1)/2

e Para ks = puntox= cx + (hxky)/2

e Para ky = puntox= cx + hx k3
Para cada iteracion se ird obteniendo un valor para cada k; y con ello
se podra obtener el valor correspondiente a la posicién j+1 para la con-

struccién de los vectores relativos a las dos variables x e y. La actualizacion
de las dos variables vendra dada por las siguientes expresiones:

XG+H) =Xy + %(kl(l) + 2ko(1) + 2k3(1) + kq(1))

Y(41) =Y () + o (ka(2) + 20(2) + 2k(2) + ha(2)
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Una vez finalizado el barrido del bucle for se obtendran dos vectores como
solucién. El primero de ellos hace referencia a la variable x y el segundo
a la variable y.

2.2.3 Ejemplos de aplicacion: caso basico

Mostramos a continuacion los resultados obtenidos aplicando los cédigos ante-
riormente descritos a diversos problemas concretos.

Desde el punto de vista computacional, a la hora de ejecutar los cédigos
se hace necesario la creacién de un fichero .m adicional para inicializar los
pardmetros necesarios, llamar a la funcién potencial del problema, segin el
método y nimero de variables y, finalmente, obtener las salidas (representa-
ciones graficas, ficheros de datos, etc.) que estimemos oportunas.

Se seguiran los siguientes pasos:
1. Inicializacién de los parametros de entrada de la funcién a utilizar.

2. Si se utilizaran varios valores de M, se realiza un barrido en el cual se
inicializa el parametro h y se llama a la funcién o funciones deseadas.

3. Definicién de las representaciones gréficas de la solucién proporcionada
segun el numero de variables. Para una variable se realizard solo una: la
de la variable respecto al tiempo. Para dos variables se realizardan tres:
las de cada variable con respecto al tiempo y la de la curva (z(t), y(t)).

Ejemplo 2.1 Se considera el sistema asociado al potencial ¢(z,y) = 22 +y? y se
calcula su solucién en el intervalo [0, 10] a partir del valor inicial (—1,2) mediante los
algoritmos de Euler y Runge-Kutta. En este caso la solucién exacta puede calcularse
de forma analitica, lo que nos permite valorar la exactitud de los algoritmos.

Parametro | Valor || Pardmetro | Valor |

a 0 lambda 0.001
b 10 x0 -1
M 100 yO 2

a(t) y(t) (x(t),y(t))

Figura 2.1: Euler bésico, ¢(z,y) = 22 + y?
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(1) y(t) (x(t),y(t))

Figura 2.2: Runge-Kutta basico, ¢(x,y) = 22 + 3>

z(t) = —e 2 y(t) = 272 (x(t),y(t))

Figura 2.3: Solucién exacta, ¢(x,y) = 22 + 3>

Como se puede observar en las imagenes generadas, los resultados obtenidos con
ambos métodos son pricticamente idénticos, y a su vez coinciden con los valores
exactos de la solucién.

Ejemplo 2.2 Se considera ahora como potencial la funcién distancia al circulo
C={(z,y) eR*: (z — 1)? + (y — 1)? < 1}, es decir,

0, si (z,y) € C
~1++/(x—1)24(y—1)2, en otro caso

Volvemos a comparar las soluciones obtenidas mediante los métodos de Euler y RK4
para los parametros indicados en la siguiente tabla.

¢(xay) = dC(xvy) - {

| Pardmetro | Valor [[ Pardmetro | Valor |

a 0 lambda 0.001
b 10 x0 -1
M 200 yO 2

En las graficas anteriores observamos que, de acuerdo con el Teorema 1.11, la
solucién de la inclusién diferencial sigue una direccién de descenso, en este caso se
acerca al conjunto C de la forma mas répida (siguiendo la direccién normal).
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x(t) y(t) (x(t), (1))
Figura 2.4: Algoritmo Euler bésico

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ © Runge Kutta bisico ()

a(t) y() (x(t),y(t))

Figura 2.5: Algoritmo Runge-Kutta basico

2.3 Potenciales variables

Puede considerarse el caso en que el potencial depende del tiempo, es decir, se
tiene la inclusién diferencial

—X%(t) € 8o (t, x(t))

con ¢ : [0,T[ x RN — TR convexa en la segunda variable (ver pagina 36 y
siguientes en el capitulo anterior para més detalles).

2.3.1 Algoritmo de Euler

La adaptacion del algoritmo de Euler es sencilla y solamente hay que modificar
el segundo paso que quedard de la forma:

Modificacién Euler (potencial variable)

2. Cilculo de la resolvente:

_ 1 2
yf\”ﬂ = argmin <¢(tm’j, y)+— ’y - XTJ‘ )
yEIRN 2)\

e Descripcién del cédigo (una variable). La funcién eulerC.m resuelve
problemas de una variable con el método de Euler para el caso de potenciales
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variables. Esta funcién posee los mismos argumentos que para el caso bésico:
los extremos derecho e izquierdo del intervalo,la condicién inicial y el nimero
de pasos. De nuevo se necesita un fichero m denominado phi2.m andlogo al del
caso anterior.

Tal y como se ha comentado anteriormente, el caso para potenciales variables
serd similar al basico con dos excepciones. La primera de ellas es que ahora se
tiene un parametro global adicional, denominado t. Serd necesario a la hora
de evaluar fuera de la funcién principal debido a que este problema va variando
dependiendo del tiempo. La segunda se da en el calculo del minimo, ya que
antes de calcularlo hay que asignar al parametro t el valor que posea el vector
T en la iteracién en la que se encuentre el bucle. Por tanto de este modo, siendo
t global, se podra evaluar en nuestra funcién phi2, la cual dependerad de la
variable x y del tiempo.

En cuanto a lo demds, el programa posee la misma funcionalidad. Final-
mente, se presentard la solucién en una matriz como en el caso basico.

e Descripcién del cédigo (dos variables). El fichero eulerC2.m resuelve
problemas de dos variables con el método de Euler para el caso de potenciales
variables. Se trata del mismo caso de una variable pero extendida para dos, es
decir, que posee la misma funcionalidad que en el caso béasico, anadiéndole un
nuevo parametro global llamado t y evaluando la funcién con dicho parametro
antes de calcular el minimo.

2.3.2 Algoritmo de RK4

En cuanto al algoritmo Runge-Kutta de orden cuatro, se adapta modificando
también el segundo paso en el que se calculan los coeficientes de la actualizacién,
teniendo en cuenta la dependencia temporal del potencial.

Modificacién RK4 (potencial variable)

2. Cilculo de los coeficientes:

m,j _ . m,j m,J m,j
1{)\71 =X, — Ja(t Xy )

m,j m,j hmm’ m,j hm m,j hmm’
ks =x\" + TkA,ij — (™ + o XA 7+ TkA,i])
P . hm . . hm . hm .
kT:}J — Xv}\m] + 71{7;?72] _ J)\(tm’] + 7’){3%] + Tk;rféj)

Ky = x4 b KN — T X 4 K
donde
. 1
I(t,2) = argin (6(t.y) + 55 Iy — ol

yeRN
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e Descripcién del cédigo (una variable). La funcién denominada rk4_C.m
resuelve problemas de una variable usando el método de Runge-Kutta 4 para el
caso de potenciales variables. En este caso también se hard uso de varios ficheros
.m, donde yo.m y calculamin.m son los mismos que para el caso basico.

En este caso ocurre lo mismo que en en de Euler, es decir, la estructura
del programa sera la misma que para el caso béasico, exceptuando la adicion
de un nuevo parametro global denominado t, ademéas de la evaluacién de la
funcién bajo estudio antes de buscar su minimo. Debido a que se realizan varias
buisquedas de minimo para ir calculando cada uno de los parametro k;, se debera
ir actualizando el valor del pardmetro t ademas del valor de puntox. De este
modo, dependiendo del parametro que estemos calculando, t tendra un valor u
otro, que a su vez poseera dependencia de la iteracion en la cual se encuentre el
bucle for.

Finalmente, la actualizacion de la variable x se realiza como en el método
bésico y se presenta el resultado en forma de matriz.

e Descripcién del cédigo (dos variables).

La funcién rk4_C2.m resuelve problemas de dos variables con el método de
Runge-Kutta 4 para el caso de potenciales variables. En este caso se usaran
varios ficheros .m, donde yo2.m y calculamin2.m son los mismos que para el
caso basico.

Posee la misma estructura que el programa béasico, pero con las carac-
teristicas para potenciales variables. Es por ello que también se le anade el
parametro global t, el cual se ird actualizando para su evaluacién en la funcién
para posteriormente realizar el cédlculo del minimo. Con ello se obtendran los
valores de los pardmetros k;, los cuales en este caso serdan vectores de tamano
dos. Debido a esto, a la hora de actualizar nuestros vectores X e Y, se deberd
seleccionar la primera coordenada de los parametros k; para la variable x y la
segunda para la variable y. Dicha actualizacion es la misma que hemos estado
utilizando hasta ahora. Finalmente la soluciéon se presenta en dos matrices,
donde cada una de ellas hace referencia a cada una de las dos variables.

2.3.3 Ejemplos de aplicaciéon: Potenciales variables

Se muestran a continuacién una serie de ejemplos en los que se has usado los
algoritmos anteriormente descritos para aproximar la solucién de problemas
asociados a potenciales convexos variables, (1.68).

Ejemplo 2.3 Dada una familia C(t), ¢ > 0, de conjuntos convexos que varian a
lo largo del tiempo, la funcién distancia, dc(y)(x), constituye un caso particular de
potencial convexo dependiendo del tiempo.

Consideramos el caso particular de la familia de circulos con centro y radio
variable

Ct) = {(x,y) e R?: (x— 1+ +y—1+1)*< (2—|—cost)2}
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y usamos los algoritmos de Euler y RK4 para aproximar la solucién de —x(t) €
Odc ) (x(t)) a partir de los puntos iniciales (2—,3) y (0,0):

| Pardmetro | Valor [[ Pardmetro | Valor |

a 0 lambda 0.001
b 10 x0 -2
M 100 yOo 3
(1) y(t) (x(t),y(t))

Figura 2.6: Algoritmo de Euler, potencial de (2, y)

777777777777

(t) y(t)
Figura 2.7: Algoritmo RK4, potencial d¢ s (x,y)

Parametro | Valor || Pardmetro | Valor |

a 0 lambda 0.001
b 10 x0 0
M 100 yO 0
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a(t) y() (x(t), y(1))

Figura 2.8: Algoritmo Euler, potencial d¢ 4)(x)

0

a(t) y(t) ((), y(t))
Figura 2.9: Algoritmo RK4, potencial d¢ 4 (x)

Ejemplo 2.4 Sea la funcién,
¢(t,z,y) = max (sin(10t)(z® + y?), cos(t)(2z — y + 5)) (2.3)

que representamos graficamente para diversos valores del tiempo en la Figura 2.10.
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Figura 2.10: Potencial variable ¢(¢,z,y)

En las Figuras 2.11 y 2.12 se muestran las graficas de las soluciones propor-
cionadas por los algoritmos de Euler y Runge-Kutta, respectivamente, para el prob-

lema (1.68) en el caso particular del potencial (2.3).

| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor |

a 0 lambda 0.001
b 5 x0 0
M 1000 yo 0
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x(t) y(t) (x(t), (1))
Figura 2.11: Algoritmo de Euler, A = 0.001

Runge Kuta 4 potenciles varables: () Runge Kutta 4 ptencials variabes: (0

x(t) y(t) (=(1),y(1))
Figura 2.12: Algoritmo de Runge-Kutta, A = 0.001

En este ejemplo se observa que la aproximacién porporcionada por el método
de Euler presenta mas oscilaciones que la obtenida aproximando el problema reg-
ularizado por el método de Runge-Kutta de cuarto orden. Este hecho se aprecia
con mas detalle si realizamos una amplicacién, asi en la Figura 2.13 se muestran
detalles de las aproximaciones de Euler (izquierda) y Runge-Kutta (derecha).
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Euler potenciales variables: y respecto a x Runge Kutta 4 potenciales variables: y respecto a x
0.765
0.765
0.76
0.76
ors
0.755
0.75
0.745
0.745
0.74
0.74
ors
0.735
0.73
0.725
Detalle curva (x(t), y(t))
Euler potenciales variables: x()
Runge Kutta 4 potenciales variables: x(t)
-1.2
-1.25
125
-13
-13
-1.35
-135 -14
s
06 0.65 0.7 0.75 08 0.85 09 095 055 06 065 07 075 08 08 09 095
Detalle grafica (z(t)
Euler potenciales variables: y(t) Runge Kutta 4 potenciales variables: y(t)
08
08
0.78
s
0.76
0.74
0.72
07
or
0.68
0.66
0.66
0.64
0.62
0s
0.55 06 0.65 07 0.75 08 0.85 09 0.95 06 0.65 07 0.75 08 0.85 09 0.95

Detalle grafica y(t)
Figura 2.13: Detalles Figuras 2.11, 2.12
Finalmente, modificamos el nivel de aproximacién del problema regularizado

tomando A = 0.01 en lugar de A = 0.001, y mantenemos el nimero de nodos en
las discretizaciones, con lo que parecen atenuarse las oscilaciones.
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Parametro \ Valor H Parametro \ Valor ‘

a 0 lambda 0.01
b 5 x0 0
M 1000 v0 0
x(t) y(t) (=(t),y(t))
Figura 2.14: Algoritmo de Euler, A = 0.01
x(t) y(t) (=(t),y(1))

Figura 2.15: Algoritmo de Runge-Kutta, A = 0.01
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Euler potenciales variables: y respecto a x

0.
or
v
on
0.7] 0.735
0.68 0.725
-138 -136 -134 -132 -13 -137 -1365 -136 -1355 -135 -1345 -134
Detalles curva (z(t), y(t))
Euler potenciales variables: x(t)
Runge Kutta 4 potenciales variables: x(t)
-12
125
-1.25
-13
-13
-135
-135 -14]
-15 -16
06 0.65 0.7 0.75 08 085 0.9 0.95 055 06 065 07 075 08 08 09 095
Detalles grafica x(t)
Euler potenciales variables: y(t) Runge Kutta 4 potenciales variables: y(t)
08
08
0.78
or
0.76
0.74
0.72
0.7
07
0.68
0.66
0.66
0.64
ose
0.62
os
0.55 06 0.65 0.7 0.75 08 0.85 0.9 0.95 0.6 0.65 07 0.75 08 0.85 09 0.95

Detalles grafica y(t)

Figura 2.16: Detalles Figuras 2.14, 2.15
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2.4 Problemas perturbados

La inclusién (1.67) puede perturbarse anadiendo un término fuente dado por un
campo vectorial F : [0, T[ x RY — R" continua y de clase C' en la segunda
variable. El problema queda entonces de la forma

—X(t) € 0o(x(t)) — F(t,x(t)) (2.4)

Para mas detalles de caracter tedrico sobre este problema remitimos al capitulo
anterior, pagina 36 y siguientes.

2.4.1 Algoritmo de Euler

En el algoritmo no habria que modificar la parte del cdlculo de la eresolvente,
solamente el tercer paso en que se obtiene el nuevo nodo.

Modificacién Euler (problema perturbado)

3. Definicién del nuevo nodo:

. . h i j j ]
A L Y O G 7 G R LR O

e Descripcion del cédigo (una variable). Para este caso se ha definido un
nuevo fichero .m denominado F.m, conteniendo el término fuente del problema.
El programa principal utilizado para problemas de una variable con un término
fuente mediante el método de Euler, se denomina eulerD.m. La estructura del
programa es la misma que para el caso basico, exceptuando la parte donde se
actualiza el vector de la variable x. En dicha actualizacién se le anade un nuevo
término dependiente del término fuente. Como siempre, una vez acabado el
bucle for, se presenta la solucién en forma de matriz.

e Descripcién del cédigo (dos variables). La funcién eulerD2.m resuelve
problemas de dos variables con el método de Euler para el caso de problemas
perturbados. De nuevo cabe comentar que se ha definido en otro fichero .m
una funcién denominada F2.m, el cual contendra la expresiéon de la funcion
perturbadora de dos variables. Es importante destacar que esta funcién de dos
variables, devolvera un vector de dos componentes.

La estructura del programa es la misma que para el caso basico ya comentado
para dos variables, exceptuando la parte donde se actualizan los vectores de las
dos variables. Después de calcular el minimo, se evalda la funcién perturbadora
utilizando los valores de x e y de la iteracién actual. El resultado se guarda en
F2aux, cuyo parametro serd un vector de dos elementos. Por tanto a la hora
de actualizar el vector de la variable x y el de la variable y, se debe anadir
un nuevo término relacionado con la evaluacion de F2, tal y como se ha visto
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anteriormente. Para ello se escoge la primera coordenada para el vector X y la
segunda para Y.

2.4.2 Algoritmo de RK4

Para adaptar el algoritmo RK4 al problema perturbado se anade un nuevo paso
en que se calculan los coeficientes asociados a la parte del término fuente y se
modifica el tercer paso.
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Modificacién RK4 (problema perturbado)

2’. Célculo de coeficientes asociados a F:

axy = F(E™,x})

. B Ch .

hom

. , R .
g = (1m0 B By

mj _ g+l mug m,j
Ard = F (tmj » Xy + th,\,g )
3. Definicién del nuevo nodo:
m.j _ 1m.d m,j mg | 1md
k= k)\,l + 21{,\,2 + 2k>\,3 + k/\,4
m,j __ _m,j m,j m,j m,j
q,” =dy,; +2a,5 +2aq,5 +q,

m,j+1 _ _m,j hm m,J m,J
o= G (8 - )

e Descripcién del cédigo (una variable). La funcién RK4_D.m se utiliza
para resolver problemas de una variable con término fuente mediante el método
de Runge-Kutta de orden cuatro. Se hara uso de los ficheros calculamin.m y
yo.m. Ademds también se define previamente en otro fichero .m, una funcién
denominada {F.m, donde se definira la funcién perturbaciéon como se hizo en
Euler.

Como se ha mostrado en el esquema anterior, se calculan unos nuevos coe-
ficientes ¢; que estaran asociados al término fuente. Cada uno de ellos se irdn
obteniendo con la evaluacién de la funcién F en cada punto correspondiente.

Por tanto la actualizacion del vector de la variable x tendrd sumado un nuevo
término dependiente de los nuevos coeficientes.

e Descripcién del cédigo (dos variables). Para el caso de dos variables
tenemos el fichero RK4_D2.m, en el cual se define una estructura idéntica al caso
de una variable. Simplemente hay que tener en cuenta a la hora de obtener los
coeficientes ¢;, ya que se deben pasar dos argumentos a feval. Ademds a la
hora de actualizar los dos vectores asociados a las variables del problema, habra
que tener en cuenta que los coeficientes obtenidos tienen dos componentes, la
primera asociada a la variable x y la segunda a la variable y.
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2.4.3 Ejemplos de aplicacién: Problemas perturbados

Ejemplo 2.5 En el primer ejemplo se estudiara el problema asociado a la funcién
distancia al conjunto C' € IR? del Ejemplo 2.2, junto con el término fuente dado
por el campo vectorial F(z,y) = (z + y,0).

’ Parametro \ Valor H Parametro \ Valor ‘

a 0 lambda | 0.001
b 2 x0 -1
M 100 y0 2

(t) y(t) (x(t),y(t))

Figura 2.17: Algoritmo Euler, Ejemplo 2.5

yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

x(t) y(t) (x(t),y(t))

Figura 2.18: Algoritmo RK4, Ejemplo 2.5

Ejemplo 2.6 Cambiamos ahora el término fuente manteniendo la misma funcién
potencial,

(x +y,0), x < —05
G(z,y) =
(z +y,cos(z)), x>-05
’ Parametro \ Valor H Parametro \ Valor ‘
a 0 lambda 0.001
b 5 x0 -1

M 100 y0 2
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x(t) y(t) (x(t), (1))
Figura 2.19: Algoritmo Euler, Ejemplo 2.6

s perurbados: () Runge Kutta 4 problemas perurbac
2

x(t) y(t) (=(t),y(1))
Figura 2.20: Algoritmo RK4, Ejemplo 2.6

Los resultados anteriores muestran la fuerte dependencia del término fuente
de las soluciones de problemas del tipo (1.69). En particular se observa que las
soluciones de los ejemplos 2.5 y 2.6 son completamente distintas (cabe decir que
todos los parametros son idénticos a excepcién del término fuente) y a su vez difieren
del caso homogéneo del Ejemplo 2.2.

Por otra parte, en este ejemplo se puede observar en los detalles que incluimos
a continuacién, que para el método de Runge-Kutta (derecha) las gréficas de la
solucién son menos abruptas, es decir, se suavizan los picos que se observan en las
imagenes obtenidas utilizando el método de Euler (izquierda).
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Euler problemas perturbados: y respecto a x Runge Kutta 4 problemas perturbados: y respecto ax

-2 -1 0 1 2 3 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Curva (z(t),y(t))

Euler problemas perturbados: y(t) Runge Kutta 4 problemas perturbados: y(t)

Gréfica y(t)

Figura 2.21: Detalles Figuras 2.19, 2.20

2.5 Potenciales variables y perturbados

Combinando los algoritmos descritos en los apartados anteriores es posible
obtener un codigo para resolver inclusiones diferenciales asociadas a potenciales
dependientes del tiempo que ademds presentan un término fuente (1.69).

Nos limitaremos a describir brevemente los cddigos generados en MATLAB y
a presentar ejemplos de aplicacién.

2.5.1 Algoritmo de Euler

e Descripcién del cédigo (una variable). En este nuevo caso, el fichero
F.m dependera de la variable x y ademéas del tiempo. Con relacién al cédigo
principal, denominado eulerCD.m, cabe destacar que posee una estructura flex-
ible para tratar casos con potenciales variables y problemas perturbados. Se
puede observar la definicién del parametro global t usado para evaluar en cada
iteracion el valor del tiempo, asi como la adicién del nuevo elemento en la actu-
alizacién del vector asociado a la variable x. Es importante anadir que el valor
de t se evaluara tanto en la funcién phi2.m tanto como en la perturbacién F.m.

e Descripcién del cédigo (dos variables). En este caso se hard uso de
la funcién F2.m ya comentada anteriormente, pero con la diferencia de que
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ésta posee una dependencia del tiempo. La estructura del programa principal,
eulerCD2.m es idéntica al programa utilizado para problemas perturbados de
dos variables, con la excepcién de que hay que anadir el pardmetro t como
global para las diferentes evaluaciones.

2.5.2 Algoritmo de RK4

e Descripcién del cédigo (una variable). En este caso se hace uso de los
ficheros calculamin.m, yo.m y de la funcién de perturbacién F.m. Con relaciéon
al programa principal, rk4_CD.m, éste posee la misma estructura que para el
caso de problemas perturbados, con la misma excepciéon que en el Euler, puesto
que se debe definir un pardmetro global para el tiempo e ir evaluando para
calcular los coeficientes k; y los ¢;. Lo tnico a tener en cuenta es que se debe
ir calculando los coeficientes k; y ¢; a la vez, puesto que el valor del parametro
t varia segun el subindice que posean los coeficientes, por tanto no se podran
calcular los ¢; al final. La actualizacion de la variable x es la misma que para el
caso de problemas perturbados.

e Descripcién del cédigo (dos variables). Se necesita utilizar los ficheros
calculamin?.m, yo2.m y F2.m. Simplemente comentar que se trata de la misma
estructura que el programa comentado en el punto anterior, con la salvedad de
que trabaja con dos variables, y por tanto habria que trabajar en algunas partes
del codigo con vectores.

2.5.3 Ejemplos de aplicaciéon: Problemas perturbados y
potenciales variables

Implementamos los coédigos descritos en dos ejemplos en los que el potencial
variable es el del Ejemplo 2.3 y variamos el término fuente.

Ejemplo 2.7 Consideramos en primer lugar el término fuente
F(t,2,y) = (cos(ty),0)

y mantenemos el resto de parametros del Ejemplo 2.3.

Parametro | Valor || Pardmetro | Valor

a 0 lambda 0.001
b 10 x0 -2
M 100 yOo 3

Comparando las graficas obtenidas con las del Ejemplo 2.3 se observa que son
similares, aunque en este caso aparecen oscilaciones debidas a la perturbacién provo-
cada por el término fuente. Ademads, dado que el segundo término del campo F es
idénticamente nulo, la segunda componente de la solucién no varia con respecto a
la del Ejemplo 2.3.
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ssssssss

x(t) y(t) (x(t), (1))
Figura 2.22: Algoritmo Euler, Ejemplo 2.7

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn © Runge Kutta potenciales variables y problemas perurbados: () Runge Kutta potenciales variables y problemas perturbacos: y respecto a x
7

ssssssssss

x(t) y(t) (x(t), (1))
Figura 2.23: Algoritmo RK4, Ejemplo 2.7

Ejemplo 2.8 En la segunda simulaciéon se usa como término fuente el campo

vectorial 0.0) .9)
0,0), si d x,y) > 0.1
G@ﬁuy%={ o

(y,x), en otro caso

con los siguientes pardmetros

| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor

a 0 lambda 0.001
b 10 x0 0
M 100 yOo 0

x(t) y(t) (=(t),y(t))
Figura 2.24: Algoritmo Euler
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Runge Kuta potenciaes variables  problemas pertrbados: x() Runge Kuta polenciales varables y problemas perurbados: ()

x(t) y(t) (2(t), y(t))
Figura 2.25: Algoritmo RK4

Para el mismo problema realizamos una nueva simulacién modificando la longi-
tud del intervalo y las condiciones iniciales.

’ Parametro \ Valor H Parametro \ Valor ‘

a 0 lambda 0.001
b 30 x0 1+sqrt (8)
M 100 O 0

Runge Kuta

Figura 2.27: Algoritmo RK4

De nuevo se observa la aparicién de oscilaciones, mas amortiguadas cuando se
utiliza el algoritmo de Runge-Kutta.
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2.6 Problemas bipotenciales

Otra clase de problemas asociados a gradientes son los denominados de tipo
bipotencial, descritos en el capitulo anterior, que tienen la forma general

—%(t) € 0p(x(t)) + B(t)dp(x(t))

donde ¢, ¢ : RY — IR son funciones convexas.

2.6.1 Algoritmo de Euler

En este caso, para obtener el problema regularizado, habra que anadir un nuevo
paso al algoritmo de Euler para calcular resolvente de Moreau asociada a la
otra funcién ¢. También se modificard la actualizacién de los nodos en la dis-
cretizacion.

Modificacién Euler (problemas bipotenciales)

2’. Cdlculo de la resolvente de Moreau:

z™J = argmin | o(z) + L
a zeRVN 2#

mj2
Z—X)\’H)

3. Definicidn del nuevo nodo:

, R . . A , ,
m,j _ ,m,j _ 'm m,J) I m,J m m,) _ m,j
Xan = Ep Y (XML YA ) ﬁ(t ) i (XML o )

En este algoritmo estamos suponiendo niveles de aproximacién distintos para
las regularizaciones de Yosida de las subdiferenciales de los potenciales, A > 0
para ¢ y u > 0 para ¢, de ahi el doble subnidice para indicar esta dependencia
(en la inicializacién se tomaria x;\'f;? = Xp).

Cabe mencionar asimismo que se ha considerado el caso en que 5 es un

funcién que depende exclusivamente del tiempo, dado que es el inico problema
de este tipo que ha sido tratado en la bibliografia, sin embargo, desde el punto
de vista computacional, seria factible considerar situaciones més complicadas
en las que 8 pueda depender también del estado x.
e Descripcién del c6digo (una variable). En este caso serd necesario definir
dos ficheros .m para las funciones que se van a utilizar. Dichos ficheros se
denominan f.m y g.m. En cada una de ellas se han definido como pardmetro
globales cx, cy, t y el nivel de aproximacién asociado a cada potencial: lambdal
para f y lambda2 para la funcién g.
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El programa principal de este apartado se denomina eulerE.m y sus argu-
mentos de entrada son los mismos que los vistos hasta ahora.

Dentro del bucle for, la primera parte relativa a la asignacién del valor a cx
no varia. Tras asignar al pardmetro t el valor que posee el vector T en la iteracion
en la que se encuentre el bucle, seguidamente se define la funcién denominada
en nuestro programa como epsilon, la cual dependerd del tiempo. Un cambio
significativo es que se produce dos cédlculos del minimo, uno para cada funcion,
siempre empezando la bisqueda en el mismo punto. Otra variacion importante
es la actualizacién del valor de la variable x, ya que ésta depende de los dos
valores de los niveles de aproximacion asi como de los dos minimos obtenidos y
de ¢(t), quedando de la siguiente manera en MATLAB:

X(j+1) = X(j) - (h/lambdal)*(X(j)-minimof)
- epsilonx*(h/lambda2)*(X(j)-minimog)

e Descripcién del cédigo (dos variables). El programa principal para este
apartado se denomina eulerE2.m y posee la misma estructura que eulerE.m
con la salvedad de que se trabaja con dos variables. Simplemente cabe destacar
que el punto para comenzar con el cilculo de los minimos debe ser un vector de
dos componentes, y que la actualizacion de cada una de las variables dependerd
de las primeras coordenadas de los minimos si se trata de la variable x y de las
segundas si se trata de la variable y.

2.6.2 Algoritmo de RK4

La modficacién del algoritmo RK4 es algo mas complicada, ya que aparte de
introducir un nuevo proceso de minimizaciéon para calcular la resolvente del
segundo potencial ¢ hay que calcular cuatro nuevos coeficientes que afectan a la
definicién de cada nodo a partir del anterior, asumiendo niveles de aproximacion
diferentes para la regularizacién de Yosida de cada subdiferencial.

Modificacién RK4 (problemas bipotenciales)

2. Célculo de los coeficientes asociados a ¢:

ki = x0 = I

m,] __ M] miy,m,y m,J my m,j
k>\,2 - X)\,;A + 9 k)\,l JA(XA,;L + 92 k)\,l)
K =g By g coma By gy

A3 T X 9 A2 MXN 9 A2

m,j _ . m,J m,J m,J m,J
k,\,4 =X, t hmkA,:s - J/\(XA,H + hmkA,s )
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donde )
(@) = argaiin (6(3) + 55y — of

yeRN

2’°, Cdlculo de los coeficientes asociados a ¢:
myj _ myj m,j
1 = X\ IN(XMA)

; h h
apd =X+ ey — LS+ rag)

hm m,]_I( ,]+hm m,]>

q,u,3_x)\7j+ 2 M,Q 2 ;1,2

ad =X\ b = LX)+ ')
donde )
. 2
I,(z) = argmin (w(.‘/) + % ly — 2| )

ycRN
3. Definicién del nuevo nodo:

k’;\nd km;] + 2km7] + ka’J —i—km’J

a’ = ap{ + 24,3 + 24y +

, R R g
J+L ) A ,
SRR g( B

e Descripcién del cédigo (una variable). El cédigo rk4_E.m resuelve
problemas de tipo bipotencial usando el método de Runge-Kutta de cuarto
orden para aproximar el problema regularizado. Con el fin de agilizar la im-
plementacion y ahorrar cédigo se usaran diversos ficheros .m. Comenzaremos
describiendo y comentando la funcionalidad de cada uno de los archivos utiliza-
dos y finalmente el principal denominado rk4_E.m.

¢ FUNCION yof .m:

Define la resolvente para la funcién f.m en el caso de una variable, ya que
posee un parametro global denominado minimof, el cual hace referencia
al minimo calculado en la funciéon £.

¢ FUNCION yog.m:

Define la resolvente una variable para la funciéon g.m ya que posee un
pardmetro global denominado minimog, el cual hace referencia al minimo
calculado en la funcién g.

Los ficheros yof.m y yog.m son idénticos en cuanto a estructura y fun-
cionalidad a yo.m.
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& FUNCION calculaminf.m:

Calcula el minimo de la funcién f .m, pasandole como argumento el punto
donde se comenzard a buscarlo.

¢ FUNCION calculaming.m:
Calcula el minimo de la funcién g.m.

Ocurre lo mismo para estas dos tultimas funciones, ya que son idénticas a
calculamin.m, con la diferencia de que se particulariza para cada funcion.

¢& FUNCION rk4_E.m:

Se han definido siete nuevos pardametros globales: los asociados a los dos
niveles de aproximacién (lambdal y lambda2), los asociados a los minimos
que se van calculando en el algoritmo (minimof y minimog), los relativos al
punto de comienzo de bisqueda del minimo en cada caso y evaluacion de
la resolvente para cada funcién f y g (puntoxf y puntoxg) y el pardmetro
t.

Al igual que el cédigo de Euler de una variable, se establecen las condi-
ciones iniciales segin una estructura de decisién if/else, se asigna a t el
valor de T(j) y se define epsilon. La parte donde existen cambios es
la relativa al calculo de los coeficientes k; y ¢;. Inicialmente se calculan
los k;, que son los referentes a la funcién f.m. Para ello se hace uso del
pardmetro puntoxf para ir definiendo el punto a evaluar y de las funciones
previamente definidas: calculaminf y yof. A continuacién se calculan
los ¢;, los cuales son los asociados a la funcién g.m. Finalmente se real-
iza la actualizacion del vector de la variable x, de forma que queda de la
siguiente manera:

X(j+1)= X(G) + (h/6)*(k1+2%¥k2+2xk3+k4)
- epsilon*(h/6)*(ql+2*q2+2*q3+q4)

e Descripcién del cédigo (dos variables). La funcién rk4_E2.m resuelve
problemas de tipo bipotencial con dos variables con el método de Runge-Kutta
de orden cuatro. Haremos uso de las funciones ya descritas anteriormente:
calculaminf.my calculaming.m. Ademds se definirdn nuevas funciones a uti-
lizar para evitar repeticiones de cédigo en el programa.

¢ FUNCION yo2f .m:

Define la resolvente de la funcién £ .m en el caso bidimensional. Es intere-
sante incluir su estructura debido a que se define sin incluir el producto
por —1/X tal y como se hacfa en yo2.m.

yo_1 = (x(1)-minimof (1)) ;
yo_2 (x(2)-minimof (2));
p = [yo_1,y0_2];
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FUNCION yo2g.m:

Anadlogo a la funcién anterior para g.m.

FUNCION rk4_E2.m:

Para dos variables, se definen ademaés de los definidos para una variable,
los siguientes parametros globales: los asociados a la segunda coordenada
del punto de comienzo de biisqueda del minimo en cada caso y evaluacién
de la resolvente para cada funcién f y g (puntoyf y puntoyg).

Con relacion al cdlculo de los coeficientes k; y ¢;, se realiza del mismo
modo que para una variable, pero teniendo en cuenta que ahora traba-
jamos con dos variables. Por lo tanto, tras indicar el valor que poseeran
puntoxf, puntoyf, puntoxg y puntoyg, se crearan vectores de dos com-
ponentes que constaran de sus respectivas coordenadas para cada funcion.
De esta manera se podra pasar como argumento y asi calcular los minimos
y finalmente los coeficientes k; y ¢;.

Una vez calculados todos los coeficientes, en cada iteracién se iran actu-
alizando los vectores asociados a las variables x e y. La expresion sera la
misma que la comentada para una variable, pero teniendo en cuenta que
los coeficientes constaran de dos componentes, por tanto, para cada vari-
able se seleccionaré la coordenada pertinente: para x la primera y para y
la segunda.

2.6.3 Ejemplos de aplicacion: Problemas bipotenciales

Como en todos los casos, utilizamos una serie de problemas concretos para
validar los cédigos.

Ejemplo 2.9 Sean I = [a1,b1], J = [a2,b2] C IR, dos intervalos compactos. Se
consideran los potenciales convexos

$(a,y) = di(x) + ds(y) + 2 (2.5)

o(z,y) = 3 (azz — bsy)® y la funcién B(t) = (1+1)2, que verifican las condiciones

del apartado 6.1 de [1].

Se ejecuta los cédigos MATLAB para aproximar la solucién del (1.70) para estas

funciones concretas y con los valores de los parametros indicados en la tabla.

| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor [| Pardmetro | Valor |

a 0 x0 2 b2 0
b 10 yO 2 a3 1
M 1000 al 0 b3 2
lambdal | 0.001 bl 1
lambda2 | 0.001 a2 -1
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a(t) y(t) (=(t),y(t))
Figura 2.28: Euler, A = ;1 = 0.001

Runge Kuta Difrencia de gradiente con dos lambdas: x{) Runge Kuta Dierencia de gradiente con dos lambias: y() Runge Kuta Dierencia de gradiente con dos lambas: y respecio ax

x(t) y(t) (x(t), (1))
Figura 2.29: Runge-Kutta, A = = 0.001

Del articulo de Attouch y Czarnecki [1] sabemos que la solucién de este problema,
independientemente del punto inicial, converge a (0,0) cuando ¢ — +oco. En
nuestras simulaciones, para ¢ = 10 se obtiene el valor (0.0236, —0.0016) para el
algoritmo de Euler y (0.0269, —0.0017) para el de Runge-Kutta.

Con objeto de valorar la sensibilidad de los algoritmos respecto del nivel de aprox-
imacién de las regularizaciones de Yosida de cada sundiferencial, repetimos las sim-
ulaciones anteriores manteniendo el valor de A (lambda1=0.001) y modificando el
de 11 (Lambda2=0.01). Se observa que aunque la forma de las gréficas es similar, el
valor final varfa notablemente respecto de la simulacién anterior: (0.0039, —0.0003)
para Euler y (0.0039, —0.0001) para Runge-Kutta.

x(t) y(t) (@(t), (1))
Figura 2.30: Euler, A = 0.001, p = 0.01
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x(t) y(t) (x(t), (1))
Figura 2.31: Runge-Kutta, A = 0.001, p = 0.01

Finalmente, tomando los valores A = 0.0014, p = 0.013, para t = 10 el algo-
ritmo de Euler proporciona el valor (0.0018,0) y el de Runge-Kutta (0.0019, 0).

x(t) y(t) (@(t),y(1))
Figura 2.32: Euler, A = 0.014, x4 = 0.013

x(t) y(t) (=(t),y(t))
Figura 2.33: Runge-Kutta, A = 0.014, = 0.013
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Ejemplo 2.10 Vamos a considerar ahora el mismo problema que en el ejemplo
anterior, cambiando los extremos de los intervalos I, .J. Los valores de los distintos
parametros se recopilan en la siguiente tabla.

Pardametro | Valor H Parametro \ Valor H Parametro \ Valor ‘

a 0 x0 0 a2 -1

b 5 yO 0 b2 -0.5

M 5000 al 0.5 a3 1
lambdal 0.001 bl 1 b3 2
lambda?2 0.001

01
2 3 0 T 2 3 0 005 01 o015 02 o0z 03 0%

x(t) y(t) (=(t),y(t))
Figura 2.34: Euler, Ejemplo 2.10, A = p = 0.001

x(t) y(t) (x(t), (1))
Figura 2.35: Runge-Kutta, Ejemplo 2.10, A = p = 0.001

De la referencia [1], Eq. (23), sabemos que cuando ¢ — +oo la solucién del
problema debe converger a (0.25,0.125). Nuestras simulaciones proporcionan para
t =5 los valores (0.2825,0.1317) (Euler) y (0.2825,0.1317) (Runge-Kutta).

Las siguientes graficas han sido generadas para los mismos datos cambiando el
nivel de aproximacién de la regularizacién de Yosida de la segunda subdiferencial,
w=0.01.



81

x(t) y(t) (x(t), (1))
Figura 2.36: Euler, Ejemplo 2.10, A = 0.001, ¢ = 0.01

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn o Runge Kutta Diferencia de radiente con dos lambdas: (1) Runge Kutta Diferencia de gadiente con dos lambdas: y respecto a x

4
H

x(t) y(t) (@(t), y(t))
Figura 2.37: Runge-Kutta, Ejemplo 2.10, A = 0.001, x = 0.01

En este caso para t = 5 se obtienen los siguientes valores para la solucién:
(0.2506, 0.1187) usando el método de Euler y (0.2600,0.1235) para Runge-Kutta.
Finalmente, si © = 0.011, los valores obtenidos en ¢ = 5 son (0.2509,0.118) para
Euler y (0.2509,0.118) para Runge-Kutta.

x(t) y(t) (@(t),y(1))
Figura 2.38: Euler, Ejemplo 2.10, A = 0.001, x = 0.011
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Runge Kuta Direncia de gradiente con dos lambdas: x{) Runge Kuta Dierencia de gradiente con dos lambas: y() Runge Kuta Dierencia de gradiente con dos lambas: y respecio a x

005 o1 015 02 o 03 03

x(t) y(t) (x(t), (1))
Figura 2.39: Runge-Kutta, Ejemplo 2.10, A = 0.001, = 0.011

Ejemplo 2.11 Para finalizar se consideran las mismas funciones ¢ y 8 que en
el Ejemplo 2.9 y se toma ¢ como la funcién distancia a la bola unidad B =

{(x,y) eR?: a2+ < 1}. El valor de los distintos parametros viene dado por
la tabla.

’ Parametro \ Valor H Parametro \ Valor ‘

a 0 %0 2
b 35 0 -2
M 10000 al 0.5
lambdal | 0.001 bl 1
lambda2 | 0.001 a2 -1
b2 0.5
a(t) y(t) (2(t),y(1))

Figura 2.40: Euler, Ejemplo 2.11
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x(t) y(t) (x(t), (1))
Figura 2.41: Runge-Kutta, Ejemplo 2.11

Y —
B
05f \
i . ".
-1.0 -05 05 10
—05f '
.l argming ¢

Figura 2.42: Conjunto argming ¢

Del Th. 3.1 en [1] (ver Teorema 1.18), se sigue que cuando t — +oo, la
solucién del problema converge a un punto en argming ¢ = BN[0.5,1] x [-1, —0.5]
(en rojo en la Figura 2.42). Las simulaciones estdn de acuerdo con este resul-
tado ya que para ¢t = 35, obtenemos los valores (0.4757,—0.8795) (Euler) y
(0.4758, —0.8789) (Runge-Kutta), que nos permiten conjeturar que la solucién con-
verge asintéticamente a al punto (0.5, —0.866025) € argming ¢.

Finalmente simulamos la solucién a partir del punto inicial (2,0), en lugar del
(0,0), tomando todos los pardmetros iguales a excepcién de p = 0.01.
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Runge Kuta Diferencia de gradiente con dos lambas: ()

Runge Kuta Diferencia de gradiente con dos lambas: y respecio a x

Figura 2.44: Runge-Kutta, Ejemplo 2.11, xy = 2

Respecto al comportamiento asintético, para t = 35 los algoritmos porporcionan
los valores (0.4975,—0.5003) (Euler) y (0.4975, —0.5008) (Runge-Kutta), lo que
nos permite conjeturar que la solucién tenderd hacia (0.5, —0.5) € argming ¢.



Capitulo 3

Experimentos numeéricos

En el presente capitulo se presentan diversos experimentos y simulaciones nu-
méricas que permiten por un lado comprobar el adecuado funcionamiento de los
algoritmos descritos en el Capitulo 2 y sus implementaciones en MATLAB y por
otro obtener informacién relevante sobre algunos problemas interesantes.

Se consideran fundamentalmente inclusiones de tipo subdiferencial cuyos
potenciales son funciones distancia a conjuntos convexos y problemas bipoten-
ciales. Los codigos asociados se encuentran en los Anexos SO.

3.1 Potenciales del tipo d¢(+)

Al considerar problemas del tipo,
—x(t) € dde(x(t)) (3.1)

donde C ¢ IR es un conjunto convexo con N > 2, que puede ser constante
o variable a lo largo del tiempo, se presenta una dificultad adicional a la hora
de implementar el algoritmo de Moreau-Yosida para aproximar la solucién, in-
dependiente del método numérico que se use para resolver los problemas regu-
larizados. En efecto, para calcular la resolvente es necesario resolver problemas
del tipo
argmin <dc(y) + i|y — X|2) (3.2)
yERN 2\
lo que exige conocer expicitamente el valor de la funcién distancia para poder
usar el comando fminsearch. Pero esto solamente es posible en algunos casos
concretos, por ejemplo si C' es un circulo (Ejemplo 2.2).

3.1.1 Algoritmos modificados

La dificultad se solventa modificando ligeramente el algoritmo para el calculo
de la resolvente, teniendo en cuenta el resultado siguiente.

85
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Lema 3.1 Sea C ¢ RY un conjunto convexo y cerrado no vacio. Si para cada
A>0,x e RY, Jy(x) es la solucidn de (3.2), se tiene que (Jx(x), proj(Jx(x); C))
es la 1inica solucion de

1
M@m1<W—A+|y—ﬂﬂ, (3.3)
yEIRN zeC 2\

donde proj(-; C) denota la proyeccidn ortogonal sobre C.

En efecto, la funcién (y,z) ~ |y — z| + 55|y — x|? es estrictamente convexa(®),
por lo que el problema (3.3) tendra a lo sumo una tdnica solucién (Proposicién
1.8). Pero, al ser Jj(x) solucién de (3.2), para cada y € RY

[3(%) — proj(a(x); ) + o |3 (%) — P

1 1
<d —ly—xI2< |y — v — x|2
< c(y)+2A|y x|" <y ZI+2A\y x|

para cada z € C por definicién de distancia, lo que nos da la identidad buscada.

Lo que nos dice el lema anterior es que es posible calcular la resolvente
asociada a una funcién distancia sin conocer su expresién explicita, basta con
calcular un miimo en IRY x IR™. En el caso del algoritmo de Euler se modifica
el segundo paso de la forma:

Algoritmo de Euler para la funcién distancia

2’. Calculo de la resolvente:

. 1 12
y/r\mj = proj argmin <|y —z|+ —= ’y — XT»J‘ ) ;IRN
yeRYN, zeC 2\

proj (-;IR™) selecciona las N primeras componentes.

Andlogamente, en el algoritmo de Runge-Kutta se hace la siguiente modifi-
cacién:

(D Obviamente es convexa. Ademds, la funcién gy (y) = %\y — x|? es de clase C1, con
Vaor(ly) = % (y — x). Teniendo en cuenta que (Vgx(y) — Vgar(z), y — z) = %|y —z|?, de la
Proposicién 1.9 se deduce que g), es estrictamente convexa, luego la funcién completa también
lo es.
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Algoritmo de RK4 para la funcién distancia

2°’. Cdlculo de los coeficientes:

ki\n,ij — xT’j _ JA(XT’j)

Aéjfx/\’JJr—k J J)\(XA’J+ 5 k,\ij)
R R,
k;’f’] =X md - K km’J Ja(xy Joy - K k ’])

km4 —X/\ ,]+h km,] J( TYL,] +h km,])

donde

Jr(w) = proj ( argmin (|yz toly - ) ;JRN>

yERYN zeC

3.1.2 Modificaciones en los codigos

Para calcular el nuevo minimo en el segundo paso se utiliza el codigo libre
SolvOpt, que permite determinar el minimo (con o sin restricciones) de una
funcién de varias variables (dos o mds), no necesariamente diferenciable medi-
ante el algoritmo de Shor (ver [12])

Para usar el cédigo SolvOpt, cuyo fichero principal del optimizador se de-
nomina solvopt.m, dado que buscamos un minimo con restricciones se deben
definir un fichero donde se encuentre la funcién objetivo, que en nuestro caso
viene dada por la expresion en 2’., y otro fichero donde se fijaran las restric-
ciones. A continuacién se presenta la cabecera de la funcién donde se definen
tanto los argumentos de entrada como los de salida:

function [x,f,options]=solvopt(x,fun,grad,options,func,gradc)}
donde los argumentos de entrada que utilizaremos son los siguientes:
e x: es el vector de tamano n con las coordenadas del punto de inicio.

e fun: es el nombre del fichero m donde se tendréd definida la funcién obje-
tivo.

e func: es el nombre del fichero .m donde se establecen las restricciones de
nuestro problema.

En relaciéon a los argumentos de salida que seran de nuestro interés, se tiene:
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e x: es el vector de los valores asociados al minimo encontrado.

Para més detalles remitimos a [12].

Para unificar notacién, en todos los casos llamaremos funobjetivo.m al
fichero que contiene la funcién objetivo, con la unica diferencia de un cambio
de nomenclatura enncada método utilizado, y funcMr.m al fichero donde se
describen las restricciones. En cuanto a los resultados, solo nos interesara el
valor obtenido del minimo, en realidad sus N primeras coordenadas (en nuestras
simulaciones N = 2).

En general se han sido necesarias inicamente dos modificaciones para adap-
tar el codigo:

e La definiciéon de dos nuevos pardmetros globales denominados de forma
general gl y g2, los cuales formardn parte del vector creado como argu-
mento de entrada x. Dicho vector de tamano n posee las coordenadas
del punto de inicio, de forma que las dos primeras seran las condiciones
iniciales de las variables x e y, y las dos restantes serdn los pardmetros
globales comentados, los cuales dependeran del tipo de restriccién que es-
tablezcamos.Por ejemplo, en el caso de un circulo dichos pardmetros hacen
referencia a las coordenadas del centro del mismo.

e Cambio de la linea donde se calcula el minimo, colocando en su lugar el
siguiente cédigo con SolvOpt:

vector=[X(1),Y(1),centrox,centroy] ;
[mini,f] = solvopt(vector,’funobjetivo’,[],[], ’funcMr’,[]);
minimo = [mini(:,1),mini(:,2)];

donde vector define el punto de inicio de biisqueda. Se puede observar
que a la hora de llamar a solvopt.m se usan como argumentos de entrada
el vector definido, el nombre del fichero de la funcién objetivo y el del
fichero donde se encuentran las restricciones, en los demés se han colocado
dos corchetes vacios. Esta linea nos devolvera los parametros mini y f,
donde sélo nos interesa el valor de mini, el cual se trata de un vector
de tamano 4. De dicho vector escogeremos las dos primeras coordenadas
que hacen referencia a las dos variables que estamos estudiando (x e y),
obteniendo asi el valor de las coordenadas del minimo que corresponde
con el pardmetro minimo utilizado en las versiones iniciales.

En el caso particular del método de Runge-Kutta en se deben tener en cuenta
ciertos aspectos:

e La estructura del fichero utilizado para el cdlculo del minimo (calcu-
laminS0O2.m) cambia de optimizador y también a la hora de devolver
su resultado, debido a que solo nos interesa las dos primeras coordenadas
del minimo obtenido con SolvOpt.
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e Se debe definir en cada parte del algoritmo donde se calculan los coe-
ficientes k; los valores de los parametros globales utilizados en vector.
Debido a que éstos pueden variar con el tiempo, se debe ir repitiendo
después de la asignacién del valor del pardametro t.

3.1.3 Simulaciones

Ejemplo 3.1 Consideremos la siguiente familia de conjuntos méviles
C(t) = {(z,y) € R*: (z — cos(t))® + (y — sen(t))* < 0.25}

representada en la Figura 3.1

Figura 3.1: Circulos centro mévil

Usando los cédigos modificados se resuelve el problema (3.1) de acuerdo con
los siguientes parametros. Los resultados se presentan en las Figuras 3.2 y 3.3.

| Pardmetro | Valor [| Pardmetro | Valor |

a 0 x0 0

b 10 O 0

M 1000 gl cos(t)
lambda 0.001 g2 sin(t)
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a(t) y() (x(t), y(1))

Figura 3.2: Circulos centro mévil (Euler)

&
&

a(t) y(t) (=(t),y(t))

Figura 3.3: Circulos centro mévil (RK4)

Ejemplo 3.2 Podemos asimismo considerar el caso en que también varian los
radios de los circulos, por ejemplo,

C(t)={(z,y) € R? : (x — cos(t))? + (y — sen(t))? < (0.5 + 0.25 cos(2t)) }

Figura 3.4: Circulos centro y radio méviles

Se observa que para los mismos valores de los pardmetros se obtienen resultados
similares (Figuras 3.5 y 3.6).
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Pardmetro | Valor H Parametro Valor ‘
a 0 x0 0
b 10 0 0
M 1000 gl cos(t)
lambda 0.001 g2 sen(t)
radio 0.5+0.25*cos (2*t)

Euler Potencials variables con SONOpE x() Eulr Potenciales variabls con SovOpt () Eulr Potenciales variabies con SoNOpL y respecta ax

Figura 3.6: Circulos centro y radio méviles (RK4)

Realizamos ahora diferentes simulaciones cambiando las condiciones iniciales
para ver cémo varian las soluciones. Dado que practicamente no se aprecian difer-
encias, presentamos tnicamente los resultados obtenidos mediante el cédigo Runge-
Kutta.
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a(t) y(t) (x(t),y(t))

o
o
|
o
-
o
xzo=—1,y0=2
. .
-
)
! )
y
.
4
-
.
,

x0:2,y0:72

Figura 3.7: Circulos centro y radio variables

Ejemplo 3.3 Simulamos ahora la solucién de la inclusién subdiferencial cuyo po-
tencial es la distancia a la familia de elipses méviles (Figura 3.8)

(x — sen(t))?

D(t) = {(%y) €R*: (2 + cos(t))?

+(y(1+t))2§1}

Los parametros usados en el cédigo:

’ Parametro \ Valor H Parametro \ Valor ‘
a 0 x0 0
b 10 0 0
M 1000 gl sin(t)
lambda 0.001 g2 1+t
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-2 -1 1 2 3 4

Figura 3.8: Elipses méviles

Euler Potenciales variables con SoNOpL () Euler Potenciales variabies con SavOpt () Euler Potenciales variables con SoOpt y respecio a x

x(t) y(1) (x(t),y(t))

Figura 3.9: Elipses méviles (Euler)

3.1.4 Simulaciones con término fuente

En relacién con la estructura de los programas para problemas del tipo (3.1) per-
turbados con un término fuente (cuyas funciones principales son eulerS0CD2.m
y rk4_S0CD2.m) solamente se tienen las diferencias generales comentadas al ini-
cio de este capitulo sobre el uso del optimizador SolvOpt. Debido a que debemos
ir evaluando el término fuente, que puede depender del tiempo, para ir calcu-
lando los coeficientes ¢;, éstos y los k; se deberan calcular a la vez.

Ejemplo 3.4 Consideremos el problema
—X(t) € Odc 1) (x(t)) — F(t,x(1)) (34)

para el caso particular en que C(t) es la familia de conjuntos mdviles del Ejemplo
31y F(t,x,y) = (cos(ty), 0), con los pardmetros

| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor |

a 0 x0 0

b 10 yo 0

M 1000 gl cos(t)
lambda | 0.001 g2 sin(t)
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¥ Problemas pertubados: ()

Figura 3.10: Circulos centro variable y término fuente (Euler)

Runge Kuta 4 Potenciales varables y Problemas perurbados: ()

Runge Kutia 4 Potenciales varables  Problemas perturbados:y()

Runge Kutta 4 Potenciales varables y Problemas perturbados:y especto a x

02| 02
04 04
08 08
08 08
"

o 2 a 0 0 10 s os 04 02z 0 02 04 08 o8 1

(z(t),y(t))

Figura 3.11: Circulos centro variable y término fuente (RK)

Se observan sustanciales diferencias respecto del caso homogéneo. Ademads, am-
pliando algunas zonas de las graficas se aprecian diferencias entre las aproximaciones
porporcionadas por los cédigos.

-0.41

-0.42

-0.43

-0.44

-0.45

-0.46

-047

Euler Potenciales variables y Problemas perturbados: x(t)

-04

-0.41

-0.42

-0.43

-0.44]

-0.45

-0.46

-0.47

-0.48

-0.49

Runge Kutta 4 Potenciales variables y Problemas perturbados: x(t)

Figura 3.12: Detalle grafica z(t)
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Euler Potenciales variables y Problemas perturbados: y(t) Runge Kutta 4 Potenciales variables y Problemas perturbados: y(t)

38 39 4 41 42 43 44 45 46 47 38 4 42 44 46 48

Figura 3.13: Detalle grafica y(t)

Finalmente, cambiamos el término fuente por

(Oa 0)7 si ($7y) € C(t) Y dC(t)(Iay) > 0.1

(—z + cos(t), —y + sen(t)), en otro caso

G(t,x,y) = {

y ejecutamos el cédigo para los pardmetros:

’ Parametro \ Valor H Parametro \ Valor ‘

a 0 x0 2

b 10 v0 4

M 1000 gl cos(t)
lambda | 0.001 g2 sin(t)
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a(t) y() (x(t), y(1))

Figura 3.14: Circulos centro variable y término fuente II (Euler)

Runge Kuta 4 Potenciales varables y Problemas perturbados: () Runge Kutta 4 Potenciales varables  Problemas perturbados:y() Runge Kutta 4 Potenciales varables  Problemas perturbados:y especto a x

a(t) y(1) (x(t),y(t))

Figura 3.15: Circulos centro variable y término fuente IT (RK)

3.2 Problemas bipotenciales

En el caso de problemas bipotenciales del tipo (1.70), resulta interesante con-
siderar potenciales del tipo distancia a un convexo, lo que obliga a modificar los
algoritmos y cédigos de forma similar a como se ha comentado en el apartado
anterior.

Pero, debido a la existencia de dos potenciales, en este caso, deberemos
incluir tanto para Euler como Runge-Kutta modificaciones adicionales:

v" Un fichero donde se definird la funcién objetivo del segundo potencial.

v Un fichero donde se realizara la definicién de las restricciones del segundo
potencial.

v' Dos nuevos pardmetros denominados £f1 y £2 asociados al primer poten-
cial. Los pardmetros denominados g1 y g2 ya definidos seran los asociados
al segundo potencial. Estos pardmetros formaran parte de los vectores de
inicio de busqueda del minimo del optimizador SolvOpt.

En cuanto al programa principal del método de Euler, éste poseera la sigu-
iente modificacidon con respecto al de problemas bipotenciales presentado en el
capitulo anterior:
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v Se realizard la bisqueda del minimo para ambos potenciales pero mod-
ificando dichas lineas por las correspondientes a el nuevo optimizador
SolvoOpt.(Ver apartado de potenciales variables).

Para el método de Runge Kutta se han realizado las siguientes modifica-
ciones:

v Los dos ficheros asociados al célculo del minimo de los dos potenciales se
han modificado de forma que haga uso del optimizador SolvOpty devuelva
el valor deseado.

v Solo en el caso donde los parametros £1,£2,g1 6 g2 variaran con el tiempo,
se deberia definir en cada parte del algoritmo donde se calculan los coefi-
cientes k; y ¢; los valores de los parametros globales utilizados en puntof
y puntog. Debido a que éstos varian con el tiempo, se debe ir repitiendo
después de la asignacién inicial del valor del pardmetro t inicamente.

3.2.1 Simulaciones

Ejemplo 3.5 Se considera el problema bipotencial (1.70) con

¢(xay) = d5($,y), §0($,y) = dc(fﬂ,y), B(t) = (1 + t)z

donde B = {(z,y) € R*: 22 + y?> < 1} es la bola unidad y C' = [-3/2,-1/2] x
[1/2,3/2] un cuadrado.
Al ejecutar el cédigo se utilizan los siguiente valores para los pardmetros.

’ Parametro \ Valor H Para’metro\ Valor ‘

a 0 x0 0

b 20 yOo 0

M 1000 f1 0

lambdal 0.001 f2 0
lambda2 | 0.001

Problemas Bipotencales con SolvOL x() Eulr Problemas Bipotenciles con SO0 y() Euler Problemas Bipotenciales con SONOPL: y especto a x

a(t) y(t) (x(t),y(t))

Figura 3.16: Bipotencial (Euler)
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x(t) y(t) (=(t),y(t))
Figura 3.17: Bipotencial (RK)

Del Th. 3.1 en [1] (nuestro ejemplo verifica las hipétesis del mismo) sabemos
que cuando t — +00, la solucién debe convergen a (0.5, —0.5). Nuestra simulacién
estd de acuerdo con esto ya que pata ¢ = 20 encontramos el valor (0.5202, —0.5213)
con el método de Euler y (0.5253, —0.5248) con Runge-Kutta.

A continuacién simulamos el problema cambiando las condiciones iniciales. Pre-
sentamos solamente las graficas obtenidas mediante el cédigo Runge-Kutta, indi-
cando el valor final obtenido y el valor al que converge asintéticamente la solucién.
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z0 = 3/2, yo = —3/2, £(20) = 0.7012 ~ 0.707107, (20) = —0.6963 ~ —0.707107

Runge Kuta Problemas Bipotencials con SokOpt () Runge Kuta Problemas Bipotenciales con SoOpE y() Runge Kulta Problemas Bipotenciales con SONOpE y respecta ax

x0 =0, yo = 5, £(20) = 0.5203 ~ 0.5, y(20) = —0.6140 =~ —0.5

Figura 3.18: Bipotencial (Runge-Kutta)

Ejemplo 3.6 Nos planteamos ahora un problema de tipo bipotencial en el que uno
de los potenciales varia con el tiempo. Cabe decir que esta clase de problemas ha sido
menos tratada en la bibliografia que el caso del potencial constante en tiempo. De
echo no existen, que nosotros sepamos, resultados tedéricos sobre comportamiento
asintético similares a los de [1].

Consideraremos, pues, el problema con

¢(t,x7y) = dC(t)(xagD
donde C(t) = {(z,y) e R* : 2® + y2 < r(t)?}, y

1

r(t) =1+ 1+ 102

El potencial ¢ y la funcién S son las del ejemplo anterior.
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Parametro | Valor H Parémetro\ Valor ‘

a 0 x0 1
b 20 yO -3/2
M 1000 f1 0
lambdal | 0.001 £2 0
lambda?2 0.001

a(t) y() (x(t),y(t))

Figura 3.19: Bipotencial dependiendo de ¢ (Euler)

(t) y(t) (@(t), y(t))
Figura 3.20: Bipotencial dependiendo de ¢ (RK)

Cambiamos ahora el radio, 7(t) = 1 + sen(¢)/2 y simulamos para los valores de
la tabla.

| Pardmetro | Valor | Pardmetro | Valor |

a 0 x0 1
b 10 yO -3/2
M 1000 f1 0
lambdal 0.001 £2 0
lambda2 | 0.001
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x(t) y(t)

Figura 3.21: Bipotencial dependiendo de ¢ (Euler)

() y(t) (x(t),y(t))
Figura 3.22: Bipotencial dependiendo de ¢t (RK)
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Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo aplicaremos nuestros cédigos a diferentes problemas de interés
en ingenieria. En particular se consideraran dos clases de circuitos eléctricos y
un sistema fisico con friccién de Coulomb (también llamada dry).

4.1 Analisis de circuitos I

En primer lugar se analizard un circuito RLC no lineal tomado de [15], el cual
consta de una resistencia, una bobina, un condensador y un par de diodos zener
en serie. Dicho andlisis se realizard aplicando conceptos de andlisis convexo.

Inicialmente presentaremos su modelo fisico, seguidamente desarrollaremos
matematicamente las ecuaciones obtenidas del circuito y finalmente las adaptare-
mos a nuestros algoritmos para obtener resultados.

4.1.1 Modelo fisico

Las ecuaciones que describen al circuito (Figura (4.1)) son:

Et)=VL+Vr+Vz+ Ve,

_dac
dt

donde

e E(t) = voltaje aplicado

e gco = carga del condensador

o (Vi,I1) = (voltaje,corriente) en la bobina

e (Vg,Ir) = (voltaje,corriente) en la resistencia

103
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e (Vz,1z) = (voltaje,corriente) en la celda que representa a la pareja de
diodos zener.
e (Vo,Ic) = (voltaje,corriente) en el condensador

Adema&s debemos tener en cuenta las leyes que regulan el comportamiento
de un circuito eléctrico:

Vi(t) = Ld;itt), Ley de Lenz
Vi(t) = RI(t), Ley de Ohm
qo(t) = CVe(t), Carga del condensador
I;(t) = F(Vz(t)), Corriente en el Zener

donde F es la funcién caracteristica de un diodo Zener (ver Figura (4.1)).

1z

E (t) Z 0 +Z

Figura 4.1: Circuito RLC con Zener, Funcién Caracteristica del Zener

La gréafica F es mondtona, y se puede ser invertida, obteniendo asi la siguiente
expresion y grafica:

+7Z sily; >0
Vz=FYz)=<{[-2Z,4Z] silz;=0
—Z silz; <0

En realidad, la obtencion de este tipo de respuestas de un elemento no lineal,
lleva asociado el uso de un amplificador operacional adecuado que posea una
alta ganancia y una impedancia de salida baja, junto con los dos diodos.

Vz
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Vz

+Z

Figura 4.2: Funcién Caracteristica inversa del Zener

ENTRADA

SALIDA

Figura 4.3: Amplificador operacional con diodos Zener

En adicién, hay que indicar las condiciones iniciales para completar el estado
del circuito. Dichas condiciones son las siguientes:

dgc(t)
0 =1I(t), t>0

LS 4RI+ Sacl) + FHI(0) = B(), >0 (4.1)

QC(O) = 07
1(0) = 0.
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4.1.2 Modelo matematico

Para la interpretacién de (4.1) se tiene el siguiente modelo matemdtico. Con-
siderando una funcién convexa:

flx) =Z|z|,x € R, (4.2)
Entonces tenemos:
of(x) = F~'(z),z € R, (4.3)
y la siguiente formulacién de (4.1):
dI 1
[E — LE — RI — aqc](t) eaf(I(t)), t>0 (4.4)

Teniendo en cuenta el Corolario 1.4 en el Capitulo 1, una alternativa para
(4.4) es:

(L5 + BRI+ Sacl®l) - 0] + £G) = 710) > BOL - 1), >0, (4.5)

Esta alternativa es la que habitualmente se utiliza, tanto para anélisis tedricos
como para experimentos numéricos (ver [15]).

4.1.3 Algoritmos Numéricos

Una vez establecido el modelo matemético se realizard una adaptacién de nue-
stros modelos para realizar una simulacién numérica. Cabe destacar que nue-
stros algoritmos permiten resolver de forma directa el problema sin necesidad
de utilizar una formulacién con desigualdades o técnicas ad hoc.

A continuacién se presenta la adaptacién del problema a nuestros algoritmos
realizando diversas aproximaciones.

dI(t I
B — 14 gy L / I(s)ds € ZOo(I(1)) (4.6)
dt C Jo
Siguiendo el esquema planteado al inicio del Capitulo 2, sustituimos la sub-

diferencial por su regularizacién de Yosida.

BE(t) - L%ﬂ — RI(t) - %/0 I(s)ds = %(I(t) — ) (4.7)

Aproximando la integral aplicando la regla del trapecio y reorganizando se
llega a la siguiente ecuacion:

(~B(1) + RI() + 5 1(0) + 5 (1) = 1) = 5 (1) = Jy)) (4.9

di(t) -1
d L
Con ello, se puede establecer el siguiente criterio de actualizacién del valor

de la corriente en la iteracién actual utilizando Euler del siguiente modo:
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. ) Z hy, . .
Im,J+1 — I Z S\ (Im,J _ ym,J)
1 , R o pmed )

donde el término fuente es la expresién siguiente:

R ) tm,j .

- — —— ™ 4.10

L 2LC ( )
A la hora de realizar el estudio del circuito RLC, nos interesa conocer su

corriente pero también es interesante conocer la carga existente en el conden-

sador. Para encontrar una expresién de la carga adecuada a nuestros algoritmos

se parte de:

1 .
—_F th —

q(t):/O I(s)ds (4.11)

luego

. ‘ gt m,j+1 m.j
q(tm,]-i—l) _ q(tm,]) _ / I(s)ds ~ (I(t )2+ I(t )) hm (412)

tmsd

volviendo a usar la regla del trapecio para aproximar la integral. Por lo tanto
el valor de la carga en el condensador queda como:

q(thJrl) — q(tm’j) 4 %([(tm’j+1) + ](tm’J)) (413)

4.1.4 Simulaciones

En esta subseccion se presentan los resultados obtenidos con nuestros algoritmos
implementados. Se trata de un caso con término fuente y de una variable,
por tanto se hara uso de los cédigos programados para el caso de problemas
perturbados con una variable.

Ejemplo 4.1 Se considera el potencial ¢(x) = Z|z| y se calcula su solucién en
el intervalo [0,0.5] a partir del valor inicial 0 mediante el algorimo de Euler. Los
parametros relativos al circuito que hemos utilizado son los siguientes:

| Parametro [ Valor || Pardmetro | Valor |
L 0.1 C 10
Z 0.4 R 1
H 0.1
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Se tiene una onda cuadrada de amplitud 2 y frecuencia 50 Hz para la tensién
del circuito.

B(t) = 2 site[jH,(j+1)H], jpar
0 site[jH,(j+1)H]|, jimpar

| Parametro | Valor || Pardmetro | Valor

a 0 lambda 0.001
b 0.5 x0 0
M 1000
Corriente en el condensador ©10° Carga del condensador
0.25 45
.
0.2
35
0.15
3
01 25
0.05 2
15
0
1
-0.05
05
0.1 0
0 0.1 0.2 03 0.4 05 1] 0.1 0.2 03 0.4 0.5
I(t) qc(t)

Figura 4.4: Corriente y carga en el condensador

Se observa como la carga del condensador presenta una forma de onda de tipo
exponencial creciente caracteristica de la carga de un condensador.

Ejemplo 4.2 Considerando el mismo potencial que en el ejemplo anterior y cal-
culando la solucién en el intervalo [0,0.5] a partir del valor inicial 0 mediante el
algorimo de Euler.

Los valores de los elementos del circuito no se han modificado, es decir, cor-
responden con los valores utilizados en el ejemplo anterior. Como tensién en el
generador se tiene en este ejemplo una sefial senoidal de amplitud 2 y frecuencia 50
Hz.

E(t) = 2sin(2750t)

Parametro | Valor || Pardmetro | Valor
a 0 lambda 0.001
b 0.5 x0 0
M 1000
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Corriente en el condensador x10° Carga del condensador

-0. 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 4.5: Corriente y carga en el condensador

4.2 Analisis de circuitos I1

4.2.1 Modelo fisico

En [14] se plantea el estudio de un circuito RCL de cardcter no lineal, donde la
no linealidad estd asociado a un fenémeno de rotura del dieléctrico.

El circuito bajo estudio (Figura (4.6)) consta de una resistencia R, una in-
ductancia L y un condensador C en paralelo con un arco eléctrico de voltaje
critico igual a V.

— W

R i(t)
oLl /

\
Va

al

N

Figura 4.6: Circuito RLC con arco eléctrico

La notacién se resume en las siguientes tablas:
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’ Constantes ‘ ’ Funciones
R Resistencia E(t) Voltaje aplicado
L Inductancia q(t) Carga total
C Capacitancia i(t) Intensidad
V. | Voltaje critico del arco qc(t) Carga del condensador
Ve(t) | Voltaje en el condensador
i(Ve) Corriente del arco

El subcircuito formado por el condensador y el arco eléctrico simula el
dieléctrico del condensador cerca de la rotura del dieléctrico. Para ver si se
estd en anterior situacién, hay que comprobar que el voltaje del condensador
satisfaga la siguiente condicion:

Vo <Vet)<V,, t>0, (4.14)

El arco eléctrico presente en el circuito posee la funcién caracteristica j =
j(Ve) mostrada en la figura (4.2.1). Esta funcién se puede lograr con un par de
diodos Zener, por ejemplo y si queremos realizar una descripcién mas detallada
necesitamos saber mas aparte de los conceptos bésicos de la funcién.

Figura 4.7: Funcién Caracteristica del arco eléctrico

En términos analiticos, sabiendo que V¢ es funcién del tiempo, tenemos:

0 Si‘Vc|<Va

0 siVe=V,y%e<o0
J(Ve)=30  siVe=-Voy %2 >0

R* siVe=V,y %c =

- — Ve _
R™ siVe=-V,y 5F =
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Dentro de los limites definidos en (4.14), la funcién caracteristica del con-
densador posee la relacion lineal que tiene habitualmente:

qc(t) = CVe(t)

Finalmente las relaciones existentes en el circuito vendran dadas por las
Leyes de Kirchoff:

E(t) - L%(t) — Ri(t) = Vo(t) =0,t > 0

i)~ 0% (1) — (Vo) = 0,1 > 0

(4.15)

qc

Va 0 +a Ve

Figura 4.8: Carga del condensandor frente a la tension

La aplicacién que estamos estudiando se basa en la compatibilizacién de las
ecuaciones (4.14)-(4.15), mas unas condiciones iniciales.

En el siguiente apartado se presenta de forma breve el modelo matematico
planteado y seguidamente la adaptacién de nuestros algoritmos a este problema.

4.2.2 Modelo matematico

Se denota por I, = [-V,, V,] C R y se tiene que j(V¢) = 0J1, (Ve), donde

I (@) 0, rel,
xT) =
e +00, 1,

es la funcién indicatriz del intervalo I, (que nosotros hemos denotado en el
Capitulo 1 por ¥y, ).
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Aplicando las leyes de Kirchoff (4.15) a las dos mallas del circuito, se llega
al sistema de ecuaciones:
di

B(t) = L2 () = Ri(t) = Vo (t) = 0

i) — C%(t) € 01, (Vo (b))

(4.16)

para t > 0, con las condiciones iniciales i(0) = Vo (0) = 0.

4.2.3 Algoritmos Numéricos

Definiendo las nuevas variables x(t) = i(t), y(t) = Vo (t), el potencial convexo

o(z,y) = J1,(y)
y el término fuente

—ZT

F(t,z.y) = - (i (Rz+y— B(1)), c)

las ecuaciones (4.16) del circuito pueden reescribirse como una inclusién subd-
iferencial con término fuente en la forma estdndar que hemos manejado en la
memoria,

— (1), 9(t)) € 9¢(x(t), y(t)) — F(t, x(t), y(t))

A la hora de resolver el problema numéricamente, serviria el cédigo de dos
variables, teniendo en cuenta que la resolvente de Moreau seria de la forma

1

In(zy) = (aufg)lgiéha (W) + o5 (w=2)"+ (v —y)*)
= argmin 1 ((u —2)? + (v — y)Q) = (x,proj(y; 1))

uelR,vel,

La proyeccién ortogonal sobre un intervalo es facil de calcular, por lo que ten-
emos la siguiente expresién expicita para la resolvente
(l‘,y), —Voe<y<V,
Ny)=4q @Va), y>Va
(z,—Va), y< -V,
Dicha resolvente estara definida de forma que no serd necesario el uso de
ninguin algoritmo de busqueda de minimos.

En relacién a la aproximacién para el cdlculo de la carga en el circuito,
deberemos tener en cuenta (4.13).
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4.2.4 Simulaciones

Una vez establecido el tipo de problema mateméticamente y adecuado a nuestros
algoritmos podremos representar algiin caso practico. Teniendo en cuenta el tipo
de problema, haremos uso de los algoritmos asociados a problemas perturbados
para dos variables con Runge Kutta 4. En cuanto a resultados, nuestro interés
es la de obtener el valor de la corriente en el circuito, el voltaje en el condensador
y la carga en el circuito. A continuacién se presentan varios casos de nuestro
problema.

Ejemplo 4.3 Los parametros relativos al circuito que hemos utilizado son los sigu-
ientes:

| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor |

L 1 C 1
R 1 Va 2.5

Como tensidn se tiene una exponencial creciente, cuya expresion es la siguiente:

E(t) = 5e'

’ Parametro \ Valor H Parametro \ Valor ‘

a 0 lambda 0.001
b 3 x0 0
M 1000 yO 0
50 T T T T T
I(t)
Py ve(t) [H
a(t)
40t A
/]

35-

30f

251

20

151

10

Figura 4.9: Corriente y carga en el condensador

Ejemplo 4.4 Los pardmetros relativos a este ejemplo, tenemos:
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Parametro \ Valor H Parametro \ Valor ‘

L 1 C 1
R 1 Va 1

En este caso se excita el circuito con una seial senoidal de amplitud 20 y
pulsacién 10.

E(t) = 205sin(10¢)

’ Parametro \ Valor H Parametro \ Valor ‘

a 0 lambda 0.001
b 3 x0 0
M 1000 yO 0

It

Figura 4.10: Corriente y carga en el condensador

Ejemplo 4.5 Se excita de nuevo con una sefal tipo seno pero aumentando su
amplitud hasta un valor de 100.

E(t) = 100sin(10¢)

| Pardmetro | Valor || Pardmetro [ Valor |

L 1 C 1
R 1 Va 1

’ Parametro \ Valor H Parametro \ Valor ‘
a 0 lambda 0.001
b 3 x0 0
M 1000 yO 0
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20

)

Figura 4.11: Corriente y carga en el condensador

Ejemplo 4.6 Como tensién del circuito se aplica una onda cuadrada de la siguiente
forma:

100 site[j,j+1], jpar
E(t) =
—100 sit € [j,j+ 1], j impar

| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor |

L 1 C 1
R 1 Va 1

| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor |
a 0 lambda 0.001
b 6 x0 0
M 1000 yO 0
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Figura 4.12: Corriente y carga en el condensador

Ejemplo 4.7 Como tensién del circuito se aplicard una onda cuadrada con las
mismas caracteristicas que en el ejemplo anterior hasta t = 3 segundos, donde a
partir de ahi no se excitara el circuito con ninguna sefal.

if (£<3)

Et =(100*square (2*pi*0.5%t));
else

Et = 0;
end

’ Parametro \ Valor H Parametro \ Valor ‘

L 1 C 1
R 1 Va 1

| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor |

a 0 lambda 0.001
b 6 x0 0
M 1000 yO 0

En el instante t = 3 segundos se observa que la corriente comienza a disminuir
de forma exponencial y en cambio la carga aumenta hasta llegar a un valor fijo.
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Figura 4.13: Corriente y carga en el condensador

4.3 Sistema mecanico con friccién de Coulomb

4.3.1 Modelo fisico

Consideremos un sistema mecanico formado por una masa m suspendida de un
muelle eldstico de forma que oscila en el interior de un cilindro lleno de un fluido.
En la Figura 4.14 se observa un dispositivo de esa naturaleza.

\u(t)

Figura 4.14: Dispositivo con friccién de Coulomb
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Sea z(t) la posicién vertical de la masa a lo largo del tiempo. De la Ley
fundamental de la dindmica sabemos que

mi(t) =F (4.17)
donde F es la resultante de todas las fuerzas que actian en el sistema. Suponiendo

que el muelle es elastico, con k > 0 su constante de elasticidad, la ley de Hooke
nos dice que su aportaciéon al movimiento serd de la forma

—ka(t) (4.18)
Por su parte, el rozamiento con el fluido genera un término de viscosidad
—ri(t) (4.19)

mientras que la friccién del sélido con las paredes del cilindro produce un roza-
miento de Coulomb (o friccién dry) que se describe mediante el término multi-
valuado

—cSgn(z(t)) (4.20)
donde
1, z>0
Sen(z)=<¢ [-1,1], =z2=0
-1, 2 <0

Finalmente se tendria la fuerza exterior p(t), lo que nos da una resultante de
fuerzas

F = p(t) — kx(t) — ci(t) — cSgn(i(t)) (4.21)
que junto con (4.17) nos la inclusién de segundo orden
ma(t) + kx(t) + ri(t) — p(t) € —cSgn(x(t)) (4.22)

Evidentemente, si ¢(z) = |z|, sabemos que Sgn = 9¢, luego tenemos la forma
subdiferencial de la ecuacién que rige el estado de un sistema de este tipo

—mi(t) — kx(t) — ra(t) + p(t) € cOp(i(t)) (4.23)

4.3.2 Modelo matematico

Obviamente (4.23) puede escribirse como un sistema de la forma

z(t) = y(t
{ 1) = ) | C .
y(t) € 57 (=ka(t) — ri(t) + p(t) — 7 00(y(t))
y, si definimos el término fuente
—k - 1
F(t,l‘,y) - <ya —T+—y+ p(t))
m m m
y el potencial convexo ®(z,y) = |y|, tenemos escrita la ecuacién del sistema

en la forma estdndar de una inclusién diferencial de dos variables con término
fuente:

—(&(t),5(t)) € 0 (x(t),y(t)) — F(t, x(t), y(t)) (4.25)
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4.3.3 Algoritmos Numéricos

Podemos, pues, usar los algoritmos que hemos expuesto en el segundo capitulo
para simular el comportamiento de un sistema fisico del tipo descrito. Cabe decir
que en este caso el calculo de la resolvente se simplifica, teniendo en cuenta que,
para cada (z,y) € R%:

. 1
argmin ®(z1, z2) + o ((z1 — 2)% + (22 — y)2) =
(21,22)€R?

. 1
argmin |zs| + oY (21— 2)° + (22 —y)?) =
(z1,22)€R?

. 1 )
(v avgminiza| + 5 22 - 977

22€
4.3.4 Simulaciones
Se presentan seguidamente diversas simulaciones.

Ejemplo 4.8 Los pardmetros relativos al problema de friccién de Coulomb (toma-
dos de [7]) son los siguientes:

Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor |

KHooke 1 masa 1
Kroz 0.2 Kdry 4

donde dichos parametros poseen la siguiente correspondencia con los utilizados en
el apartado de simulacién numérica:

e KHooke = k
e Kroz = (8
e masa =m
e Kdry = v

La fuerza exterior que actta sobre el muelle tiene la siguiente expresion:

p(t) = 2sin(mwt)

| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor |
a 0 lambda 0.001
b 8 x0 3
M 1000 yO 4
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0 o R

x(t) y(t) (x(t), (1))
Figura 4.15: Posicién, velocidad y trayectoria del muelle
Ejemplo 4.9 Los pardmetros relativos al problema de dry friction son los mismos

que en el ejemplo anterior con la salvedad de que en este caso la fuerza exterior
tendra un valor constante.

p(t) = 4;
Parametro \ Valor H Parametro | Valor
a 0 lambda 0.001
b 8 x0 3
M 1000 0 4

0 o 0y

a(t) y(t) (=(t),y(t))

Figura 4.16: Posicién, velocidad y trayectoria del muelle para fuerza constante

Ejemplo 4.10 Los pardmetros relativos al problema de dry friction son los sigu-
ientes:

Parametro | Valor || Pardmetro | Valor |

KHooke 1 masa 1
Kroz 0 Kdry 4

En este ejemplo no existe rozamiento de la masa del muelle en el medio donde
se encuentre.
La fuerza exterior que actia sobre el muelle tiene la siguiente expresion:

p(t) = 2sin(mt)



Parametro \ Valor H Parametro

Valor

a 0 lambda | 0.001
b 8 x0 3
M 1000 0 4

a(t) y(t) (2(t),y(1))

Figura 4.17: Posicién, velocidad y trayectoria del muelle sin rozamiento

Obtenemos curvas muy similares al primer ejemplo estudiado en esta aplicacién.
Esto es debido a que el valor de Kroz utilizado en ambos ejemplos poseen poca
diferencia entre si.

Ejemplo 4.11 Los parametros relativos al problema de dry friction son los sigu-
ientes:

| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor |

KHooke 1
Kroz 0.2

masa 1
Kdry 10

Se ha aumentado el pardmetro asociado al rozamiento seco.
La fuerza exterior que actta sobre el muelle tiene la siguiente expresidn:

p(t) = 2sin(mt)

Parametro | Valor || Pardmetro | Valor

a 0 lambda 0.001
b 8 x0 3
M 1000 yOo 4

En la grafica relativa a la posicién del muelle, se puede apreciar que éste apenas
se mueve a lo largo del tiempo. Ademas la velocidad disminuye de forma favorable
haciéndose casi nula en un corto periodo de tiempo. Esto es debido a que el
rozamiento debido al fendmeno de dry friction es alto.
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0 o R

54 s s 7 T2 s 4 5 & 7 31 82 33 a4 55 36 37 38

x(t) y(t) (x(t), (1))
Figura 4.18: Posicién, velocidad y trayectoria del muelle con un rozamientro

dry mayor

Ejemplo 4.12 Los parametros relativos al problema de dry friction son los sigu-
ientes:

| Pardmetro | Valor || Pardmetro [ Valor |

KHooke 1 masa 1
Kroz 0.2 Kdry 1

En este ejemplo se ha disminuido el valor de Kdry.
La fuerza exterior que actia sobre el muelle tiene la siguiente expresion:

p(t) = 2sin(mt)

Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor

a 0 lambda 0.001
b 8 x0 3
M 1000 yOo 4

0 o 6wy

a(t) y(t) (x(t),y(t))

Figura 4.19: Posicién, velocidad y trayectoria del muellecon un rozamientro dry
menor

Con un valor tan pequefio de Kdry, se tienen mas oscilaciones en la trayectoria
del muelle.



Capitulo 5

Conclusiones y Expectativas

En el presente trabajo se han propuesto e implementado en MATLAB algorit-
mos para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales asociados a potenciales
convexos no necesariamente diferenciables mediante la combinaciéon de la reg-
ularizacién de Yosida con un método numérico para ecuaciones diferenciales
ordinarias. Dichos algoritmos son véalidos incluso en el caso de potenciales vari-
ables a lo largo del tiempo o cuando existen términos fuente perturbando la
subdiferencial. También para problemas m&s complicados, como los llamados
bipotenciales.

Cabe comentar que la labor de programacién ha sido especialmente labo-
riosa, ya que se han realizado multiples modificaciones a partir del cédigo orig-
inal de forma gradual. Cada uno de los cédigos presentados en la memoria ha
sido ampliamente testado con diferentes problemas.

Aparte de los ejemplos usados més o menos académicos hemos usado con
éxito nuestra aproximacién con diversas aplicaciones practicas, en particular con
dos modelos de circuitos RLC no lineales y un sistema mecénico con friccion de
Coulomb.

En cuanto a expectativas y futuros desarrollos del tema cabe resenar los
siguientes puntos:

e Aunque en nuestros algoritmos solamente se haya hecho uso de dos métodos
numéricos (Euler y Runge-Kutta), la metodologia que planteamos admite
la utilizacién de cualquier método numeérico para ecuaciones diferenciales
ordinarias combinado con la regularizaciéon de Yosida, por lo que seria
interesante proseguir las investigaciones en este aspecto.

e Asimismo, aunque nos hemos restringido al caso bidimensional, los es-
quemas han sido planteados para un ntimero arbitrario de dimensiones,
con lo que las unicas dificultades para abordar problemas de mas de dos
dimensiones son de cardcter computacional.

e Los cédigos programados se pueden utilizar de forma fiable ya que han
sido ampliamente testados, lo que abre expectativas para adaptarlos al
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tratamiento de problemas complicados que usualmente se formulan de
forma simplificada. Asi pensamos que podria ser tutil, por ejemplo, para
simular de forma sistemdtica el comportamiento de circuitos que con-
tengan diodos, circuitos con diodos zener, en definitiva circuitos que posean
algin elemento no lineal.

Aunque la metodologia que proponemos solamente es valida para poten-
ciales convexos, en otros casos (por ejemplo potenciales localmente Lips-
chitz) permitirfa resolver el problema convexificado o relajado, que puede
aportar informacién sobre el original.



Capitulo 6

Anexos

6.1 Algoritmos originales

6.1.1 EULER para una variable

function E = euler(f,a,b,ya,M) \vspace{-0.1lcm} % espacio entre lineas
% Datos
% — f es la funcion, almacenada como una cadena de caracteres ’f’
% - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo

% - ya es la condicion inicial y(a)

% - M es el numero de pasos

% Resultado

% - E = [T> X’] siendo T el vector de las abscisas e X el vector de las ordenadas
h =(b-a)/M;

T = zeros(1,M+1);

X = zeros(1,M+1);

T = a:h:b;

X(1D=ya;

for j=1:M

X(j+1) = X(j) + h*feval(f,T(j),X(i));
end
E = [T X°];

6.1.2 EULER para dos variables

function [E,F] = eulersist(f,g,a,b,ya,ya2,M) \\

% Datos

% - f es la funcion, almacenada como una cadena de caracteres ’f’

% - g es la otra funcion del sistema, almacenada como una cadena de caracteres ’g’
% - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo

% - ya es la condicion inicial y(a) de la funcion f
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% - ya2 es la condicion inicial y(a) de la funcion g

% - M es el numero de pasos

% Resultado

% - Solucion de f: E = [T’ X’];

% siendo T el vector de las abscisas e X el vector de las ordenadas
% - Solucion de g: F = [T’ Y’];

% siendo T el vector de las abscisas e Y el vector de las ordenadas
h =(b-a)/M;

T = zeros(1,M+1);

X = zeros(1,M+1);

Y = zeros(1,M+1);

T = a:h:b;

X(1)=ya;

Y(1)= ya2;

for j=1:M
\hspace*{0.2cm} X(j+1)
\hspace*{0.2cm} Y(j+1)

X(j) + hxfeval(£,T(§),X(G),Y(G));
Y(j) + hxfeval(g,T(j),X(j),Y(G));

end
E = [T’ X’];
F=1[T Y],

6.1.3 RUNGE KUTTA 4 para una variable

function R= rk4(f,a,b,ya,M)

% Datos

% - £ es la funcion, almacenada como una cadena de caracteres ’f’

% - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo

% - ya es la condicion inicial y(a)

% — M es el numero de pasos

% Resultado

% - R = [T’ Y’] siendo T el vector de las abscisas e Y el vector de las ordenadas

h =(b-a)/M;

T = zeros(1,M+1);

Y = zeros(1,M+1);

T = a:h:b;

Y(1)=ya;

f = T-Y;

for j=1:M
k1 = h.*fevalC£’,T(j),Y(§));
k2 = h.xfeval (’f’,T(j)+h/2,Y(j)+k1/2);
k3 = h.*xfeval(’£f’,T(j)+h/2,Y(j)+k2/2);
k4 = h.*feval(’£’,T(j)+h,Y(j)+k3);

Y(j+1)= Y(§) + (k1+2%k2+2*k3+k4)/6;
end
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R=[T’ Y’];

6.1.4 RUNGE KUTTA 4 para dos variables

% Runge - kutta 4 para sistemas:
function [R,S]= rké4sistemas(f,g,a,b,ya,ya2,M)

% Datos

% - f es una funcion, almacenada como una cadena de caracteres ’f’
% - g es la otra funcion del sistema, almacenada como una cadena de caracteres ’g’
% - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo

% — ya es la condicion inicial y(a) de la funcion f

% - ya2 es la condicion inicial y(a) de la funcion g

% — M es el numero de pasos

% Resultado

% - Solucion de f: R = [T’ X’];

% siendo T el vector de las abscisas e Y el vector de las ordenadas
% - Solucion de g: S = [T’ Y’];

% siendo X el vector de las abscisas y Z el vector de las ordenadas

h = (b-a)/M;

T = zeros(1,M+1);
% funcion f
X = zeros(1,M+1);
% funcion g
Y = zeros(1,M+1);

T=a:h:b;
X(1D=ya;
Y(1)=ya2;

for j=1:M
f1 = feval(f,T(j),X(j),Y(j));
gl = feval(g,T(j),X(§),Y(G));
£2 = feval(f,T(§)+(h/2),X(§)+(/2)*£1,Y(§)+(h/2)*gl);
g2 = feval(g,T(§)+(/2),X(§)+h/2)*£1,Y()+h/2)*gl);
£3 = feval(f,T(§)+n/2),X(§)+h/2)*£2,Y()+(/2)*g2);
g3 = feval(g,T(j)+(h/2),X(§)+(h/2)*£2,Y(§)+(h/2)*g2);
f4 = feval(f, T(j)+(h/2) X(j)+(h/2)*f3 Y(j)+(h/2)*g3)-
g4 = feval(g,T(j)+(M/2),X(§)+(/2)*£3,Y(j)+(h/2)*g3);
X(G+1)= X(G) + (b/6)*(£1+2+f2+2*%f3+f4);
Y(§+1)= Y(3) + (h/6)*(gl+2%g2+2*g3+g4l) ;

end
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% resultados

R=[T’> X’];
s=[T> v’1;

6.2 Algoritmos basicos

6.2.1 EULER para una variable

function E1 = eulerB(a,b,x0,M)
% Metodo de Euler (algoritmo bico) para una variable

global cx lambda

% Datos

) - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo

% - x0 es la condicion inicial y(a)

yA - M es el numero de pasos

% Resultado

% - E1 = [T’ X’] siendo T el vector de las abscisas e X el vector
% de las ordenadas

h =(b-a)/M;

lambda = 0.001;

T = zeros(1,M+1);

X = zeros(1,M+1);
Min = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;

X(1)=x0;

for j=1:M
if j==
cx=x0;
else
cx = X(j);
end
[minimo,fval] = fminsearch(@phi2,cx);
Min(j) = minimo;
X(j+1) = X(j) - (h/lambda)*(X(j)-Min(j));
end

El = [T’ X°1;



129

6.2.2 EULER para dos variables

function [E1,E2] = eulerB2(a,b,x0,y0,M)
% Metodo de Euler (algoritmo bico) para dos variables.

global cx cy lambda

% Datos

yA - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo

yA - x0 es la condicion inicial para la variable x

yA - y0 es la condicion inicial para la variable y

yA - M es el numero de pasos

% Resultado

% - E1 = [T’ X’] siendo T el vector de las abscisas e X el vector
% de las ordenadas

% - E2 = [T’ Y’] siendo T el vector de las abscisas e Y el vector
h de las ordenadas.

h =(b-a)/M;

lambda = 0.001;
T = zeros(1,M+1);

X = zeros(1,M+1);
Y = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;
X(1) = x0;
Y(1) = yO0;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
cy = yo0;
else
cx = X(j);
cy = Y(3);
end
% Calculo del minimo de la funcion phi2
[minimo,fval] = fminsearch(@phi2, [cx,cy]);
% Actualizaci de X y Y : obtencion de las soluciones
X(j+1) = X(§) - (h/lambda)*(X(j)-minimo(1));
Y(j+1) = Y(j) - (h/lambda)*(Y(j)-minimo(2));
end

% Creacion de las matrices solucion E1 y E2
El = [T’ X’];
E2 = [T’ Y’];
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6.2.3 RUNGE KUTTA 4 para una variable

% Metodo de Runge kutta 4 (algoritmo bico) para una variable.
function [RK1]= rk4_B(a,b,x0,M)

global lambda minimox puntox

h = (b-a)/M;
lambda = 0.001;

T = zeros(1,M+1);

T = a:h:b;

X = zeros(1,M+1);

X(1) = x0;

for j=1:M
if j==

cx = x0;
else
cx = X(j);

end
puntox = cXx;
minimox = calculamin(puntox) ;
k1l = feval(’yo’,puntox);
puntox = cx + ((h*kl)/2);
minimox = calculamin(puntox);
k2 = feval(’yo’,puntox);
puntox = cx + ((h*k2)/2);
minimox = calculamin(puntox) ;
k3 = feval(’yo’,puntox);
puntox = cx + hxk3;
minimox = calculamin(puntox);
k4 = feval(’yo’,puntox);
X(G+1)= X(j) + (h/6)*(k1+2xk2+2%k3+k4) ;

end

RK1=[T’ X’];

6.2.4 Funcion Yoshida para una variable

function p = yo(x)

% Funcion Yoshida para una variable.
global lambda minimox

p = -(1/lambda)* (x(1)-minimox) ;
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6.2.5 Funcion calculamin para una variable

function minimo = calculamin(k)
[min,fval]l] = fminsearch(@phi2,k);
minimo = min;

6.2.6 RUNGE KUTTA 4 para dos variables

% Metodo de Runge kutta 4 (algoritmo bico) para dos variables.
function [RK1,RK2]= rk4_B2(a,b,x0,y0,M)

global cx cy lambda minimo puntox puntoy

h = (b-a)/M;
lambda = 0.001;

T = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;
X = zeros(1,M+1);
Y = zeros(1,M+1);
X(1) = x0;
Y(1) = yO0;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
cy = yo;
else
cx = X(j);
cy = Y(3);
end

puntox = cX;

puntoy= cy;

punto = [puntox,puntoyl];
minimo = calculamin2(punto);
k1l = feval(’yo2’,punto);
puntox = cx + ((h*k1(1))/2);
puntoy = cy + ((h*k1(2))/2);
punto = [puntox,puntoy];
minimo = calculamin2(punto);
k2 = feval(’yo2’,punto);
puntox = cx + ((h*k2(1))/2);
puntoy = cy + ((h*k2(2))/2);
punto = [puntox,puntoy];
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minimo = calculamin2(punto);

k3 = feval(’yo2’,punto);

puntox = cx + hxk3(1);

puntoy = cy + h*k3(2);

punto = [puntox,puntoy];

minimo = calculamin2(punto);

k4 = feval(’yo2’,punto);

X(G+1)= X(G) + (h/6)*(k1(1)+2%k2(1)+2xk3(1)+k4(1));

Y(G+D= Y(§) + (h/6)*(k1(2)+2xk2(2)+2xk3(2)+k4(2));
end

RK1 = [T’ X’];
RK2 = [T’ Y’];

6.2.7 Funcién Yoshida para dos variables

function p = yo2(x)

% Funcion Yoshida para dos variables.
global lambda minimo

yo_1 = -(1/lambda)*(x(1)-minimo(1));
yo_2= -(1/lambda)*(x(2)-minimo(2));
p = [yo_1,y0_2];

6.2.8 Funcion calculamin2 para dos variables

function [mini] = calculamin2(k)
[min,fval] = fminsearch(@phi2,k);
mini = min;

6.3 Algoritmos para potenciales variables

6.3.1 EULER para una variable

function E1 = eulerC(a,b,x0,M)
% Metodo de Euler (Potenciales variables)para una variable
global lambda cx t

% Datos

A - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo

% - x0 es la condicion inicial y(a)

% - M es el numero de pasos

% Resultado

% - E1 = [T’ X’] siendo T el vector de las abscisas e X el vector
A de las ordenadas

h =(b-a)/M;

lambda = 0.001;
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T = zeros(1,M+1);
X = zeros(1,M+1);
T =a:h:b
X(1)=x0;
for j=1:M
if j==
cx=x0;
else
cx = X(j);
end
t= T(j);
[minimo,fval] = fminsearch(@phi2,cx);
Min(j) = minimo;
X(j+1) = X(j) - (h/lambda)*(X(j)-Min(j));
end
E1 = [T’ X°];

6.3.2 EULER para dos variables

function [E1,E2] = eulerC2(a,b,x0,y0,M)
% Metodo de Euler (Potenciales variables) para dos variables.

global cx cy lambda t

% Datos

yA - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo

yA - x0 es la condicion inicial para la variable x

h - y0 es la condicion inicial para la variable y

% - M es el numero de pasos

% Resultado

% - E1 = [T’ X’] siendo T el vector de las abscisas e X el vector
h de las ordenadas

h - E2 = [T’ Y’] siendo T el vector de las abscisas e Y el vector
yA de las ordenadas.

h =(b-a)/M;

lambda = 0.01;

T = zeros(1,M+1);
X = zeros(1,M+1);
Y = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;

X(1) = x0;

Y(1) = yO0;

for j=1:M
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if j==
cx = x0;
cy = yO;
else
cx = X(J);
cy = Y(3);
end
t = T(j);

[minimo,fval] = fminsearch(@phi2, [cx,cy]l);
X(j+1) = X(j) - (h/lambda)*(X(j)-minimo(1));

Y(j+1) = Y(3) - (h/lambda)*(Y(j)-minimo(2));
end
E1 = [T’ X’];
E2 = [T’ Y’];

6.3.3 RUNGE KUTTA 4 para una variable

% Metodo Runge kutta 4 potenciales variables para una variable.
function [RK1]l= rk4_C(a,b,x0,M)
global cx lambda minimox puntox t

h = (b-a)/M;
lambda = 0.001;

T = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;
X = zeros(1,M+1);
X(1) = x0;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
else
cx = X(j);
end
t= T(j);

puntox = cXx;

minimox = calculamin(puntox) ;
k1l = feval(’yo’,puntox);

t= T(jH+/2);

puntox = cx + ((h*k1)/2);
minimox = calculamin(puntox) ;
k2 = feval(’yo’,puntox);

t= T(j)+/2);

puntox = cx + ((h*k2)/2);
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minimox = calculamin(puntox);

k3 = feval(’yo’,puntox);

t=T(j);

puntox = cx + hxk3;

minimox = calculamin(puntox);

k4 = feval(’yo’,puntox);

X(j+1)= X(j) + (h/6)*(k1+2xk2+2%k3+k4) ;

end

RK1=[T’> X’];

6.3.4 RUNGE KUTTA 4 para dos variables

% Metodo Runge kutta 4 potenciales variables para dos variables.
function [RK1,RK2]= rk4_C2(a,b,x0,y0,M)

global cx cy lambda minimo puntox puntoy t

h = (b-a)/M;
lambda = 0.01;

T = zeros(1,M+1);
T = a:h:b

X = zeros(1,M+1);
Y = zeros(1,M+1);
X(1) = x0;
Y(1) = yO;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
cy = yo;
else
cx = X(j);
cy = Y(J);
end
t = T();
puntox = cXx;
puntoy= cy;

punto = [puntox,puntoy];
minimo = calculamin2(punto);
k1l = feval(’yo2’,punto);

t= T(G)+/2);
puntox = cx + ((h*xk1(1))/2);
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puntoy = cy + ((h*k1(2))/2);
punto = [puntox,puntoy];
minimo = calculamin2(punto);
k2 = feval(’yo2’,punto);

t= T(j)+/2);

puntox = cx + ((h*k2(1))/2);
puntoy = cy + ((h*k2(2))/2);
punto = [puntox,puntoyl];
minimo = calculamin2(punto);
k3 = feval(’yo2’,punto);

t= T(j)+ h;

puntox = cx + hxk3(1);
puntoy = cy + h*k3(2);

punto = [puntox,puntoy];
minimo = calculamin2(punto);
k4 = feval(’yo2’,punto);

X(3+1)= X(3) + (b/6)*(k1(1)+2%k2(1)+2¥k3(1)+k4 (1)) ;
Y(G+1)= Y(G) + (h/6)*(k1(2)+2*¥k2(2)+2xk3(2)+k4(2));
end

RK1 = [T’ X’1;
RK2 = [T’ Y’1;

6.4 Algoritmos para problemas perturbados

6.4.1 EULER para una variable

function E1 = eulerD(a,b,x0,M)
% Metodo de Euler (problemas perturbados) para una variable
global lambda cx

% Datos

% - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo

yA - x0 es la condicion inicial y(a)

A - M es el numero de pasos

% Resultado

% - E1 = [T’ X’] siendo T el vector de las abscisas e X el vector
yA de las ordenadas

h =(b-a)/M;

lambda = 0.001;
T = zeros(1,M+1);
X = zeros(1,M+1);
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Min = zeros(1,M+1);

T = a:h:b;
X(1)=x0;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
else
cx = X(j);
end

[minimo,fval] = fminsearch(@phi2,cx);
Min(j) = minimo;
X(j+1) = X(j) - (h/lambda)*(X(j)-Min(j))+ h*feval ’F’,X(j));

end
El1 = [T’ X’1;

6.4.2 EULER para dos variables

function [E1,E2] = eulerD2(a,b,x0,y0,M)
% Metodo de Euler (problemas perturbados) para dos variables.

global cx cy lambda

% Datos

% - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo

yA - x0 es la condicion inicial para la variable x

1) - y0 es la condicion inicial para la variable y

yA - M es el numero de pasos

% Resultado

% - E1 = [T’ X’] siendo T el vector de las abscisas e X el vector
h de las ordenadas

% - E2 = [T’ Y’] siendo T el vector de las abscisas e Y el vector
h de las ordenadas.

h =(b-a)/M;

lambda = 0.001;

T = zeros(1,M+1);
X = zeros(1,M+1);
Y = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;

X(1) = x0;

Y(1) = yO;

for j=1:M
if j==
cx = x0;
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cy = y0;
else

cx = X(3);

cy = Y(J);

end

[minimo,fval] = fminsearch(@phi2, [cx,cy]);

F2aux = F2([X(3),Y(G)1);

X(j+1) = X(j) - (h/lambda)*(X(j)-minimo(1))+ h*xF2aux(1);
Y(j+1) = Y(j) - (h/lambda)*(Y(j)-minimo(2))+ h*F2aux(2);

end
El1 = [T’ X’];
E2 = [T’ Y’];

6.4.3 RUNGE KUTTA 4 para una variable

% Metodo de Runge kutta 4 para problemas perturbados de una variable
function [RK1]= rk4_D(a,b,x0,M)

global cx lambda minimox puntox

h = (b-a)/M;
lambda = 0.001;

T = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;
X = zeros(1,M+1);
X(1) = x0;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
else
cx = X(j);
end

puntox = cX;

minimox = calculamin(puntox)
k1l = feval(’yo’,puntox)
puntox = cx + ((h*k1)/2)
minimox = calculamin(puntox)
k2 = feval(’yo’,puntox)
puntox = cx + ((h*k2)/2)
minimox = calculamin(puntox)
k3 = feval(’yo’,puntox)
puntox = cx + h*k3

minimox = calculamin(puntox)
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k4 = feval(’yo’,puntox)
% calculo de los coeficientes del termino Fuente F.
ql = feval(°F’,cx);

g2 = feval(CF’,cx + (h*ql)/2);
g3 = feval(CF’,cx + (h*q2)/2);
q4 = feval(’F’,cx + hx*q3);

% nueva actualizacion con un termino fuente.
X(G+1)= X(3) + (b/6)*(k1+2xk2+2xk3+k4)+ (h/6)*(ql + 2%q2 +2*q3 +q4);

end

RK1=[T’> X’];

6.4.4 RUNGE KUTTA 4 para dos variables

% Metodo de Runge - kutta 4 para problemas perturbados de dos variables
function [RK1,RK2]= rk4_D2(a,b,x0,y0,M)
global cx cy lambda minimo puntox puntoy

h = (b-a)/M;
lambda = 0.001;

T = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;
X = zeros(1,M+1);
Y = zeros(1,M+1);
X(1) = x0;
Y(1) = yO0;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
cy = yo0;
else
cx = X(j);
cy = Y(3);
end
puntox = cx;
puntoy = cy;

punto = [puntox,puntoy];
minimo = calculamin2(punto);
k1l = feval(’yo2’,punto);
puntox = cx + ((h*k1(1))/2);
puntoy = cy + ((h*k1(2))/2);



140

punto = [puntox,puntoy];
minimo = calculamin2(punto);
k2 = feval(’yo2’,punto);
puntox = cx + ((h*k2(1))/2);
puntoy = cy + ((h*xk2(2))/2);
punto = [puntox,puntoy];
minimo = calculamin2(punto);
k3 = feval(’yo2’,punto);
puntox = cx + hxk3(1);
puntoy = cy + hxk3(2);

punto = [puntox,puntoy];
minimo = calculamin2(punto);
k4 = feval(’yo2’,punto);

% Cculo de los coeficientes del termino Fuente F.

ql = feval(°F2’, [cx,cyl);

g2 = feval(°F2’,[cx + (b/2)*q1(1),cy + (b/2)*q1(2)]1);
g3 = feval (°F27, [cx + (b/2)*q2(1),cy+ (h/2)*q2(2)]);
q4 = feval(’F2’,[cx + h*q3(1),cy + h*q3(2)1);

% Nueva actualizacion con un termino fuente.

X(G+1)= X(3) + (b/6)*(k1(1)+2xk2(1)+2%k3(1)+k4(1))
+(h/6)*(q1(1) + 2xq2(1) +2%q3(1) +q4(1));

Y(i+1)= Y(G) + (h/6)*(k1(2)+2*k2(2)+2%k3(2)+k4(2))
+(h/6)*(q1(2) + 2xq2(2) +2xq3(2) +q4(2));

end

RK1=[T’ X’];
RK2=[T’ Y’];
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6.5 Algoritmos para potenciales variables y prob-
lemas perturbados

6.5.1 EULER para una variable

function E1 = eulerCD(a,b,x0,M)
% Metodo de Euler (potenciales variables) + (problemas perturbados) para una variable
global lambda cx t

% Datos

% - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo

h - x0 es la condicion inicial y(a)

yA - M es el numero de pasos

% Resultado

% - E1 = [T’ X’] siendo T el vector de las abscisas e X el vector
yA de las ordenadas

h =(b-a)/M;

lambda = 0.001;

T = zeros(1,M+1);
X = zeros(1,M+1);
Min = zeros(1,M+1);

T = a:h:b;
X(1)=x0;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
else
cx = X(j);
end
t = T(j);

[minimo,fval] = fminsearch(@phi2,cx);
Min(j) = minimo;
X(j+1) = X(§) - (h/lambda)*(X(j)-Min(j))+ h*feval CF’,X(j));

end

El = [T’ X’];

6.5.2 EULER para dos variables

function [E1,E2] = eulerCD2(a,b,x0,y0,M)
% Metodo de Euler (potenciales variables) +(problemas perturbados) para dos variables.

global cx cy lambda t
% Datos
h - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo
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% - x0 es la condicion inicial y(a) para la variable x

) - yO es la condicion inicial para la variable y

% - M es el numero de pasos

% Resultado

% - E1 = [T’ X’] siendo T el vector de las abscisas e X el vector
% de las ordenadas

% - E2 = [T’ Y’] siendo T el vector de las abscisas e Y el vector
% de las ordenadas.

h =(b-a)/M;

lambda = 0.001;
T = zeros(1,M+1);

X = zeros(1,M+1);
Y = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;
X(1) = x0;
Y(1) = yO0;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
cy = yo;
else
cx = X(j);
cy = Y(J);
end
t = T();
[minimo,fval] = fminsearch(@phi2, [cx,cy]l);
F2aux = F2([X(3),Y(G)1);
X(G+1) = X(j) - (h/lambda)*(X(j)-minimo(1))+ h*F2aux(1);
Y(j+1) = Y(j) - (h/lambda)*(Y(j)-minimo(2))+ h*F2aux(2);
end
E1 = [T’ X°];
E2 = [T’ Y°];

6.5.3 RUNGE KUTTA 4 para una variable

% Metodo de Runge kutta 4
%(potenciales variables y problemas perturbados) para una variable
function [RK1]= rk4_CD(a,b,x0,M)

global cx lambda minimox puntox t

h = (b-a)/M;
lambda = 0.001;
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T = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;
X = zeros(1,M+1);
X(1) = x0;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
else
cx = X(j);
end
t= T(j);
puntox = cX;
minimox = calculamin(puntox);
k1l = feval(’yo’,puntox);
ql = feval(’F’,cx);
t= T(j)+(h/2);
puntox = cx + ((h*k1)/2);
minimox = calculamin(puntox);
k2 = feval(’yo’,puntox);
g2 = feval(’F’,cx + (h/2)*ql);
t= T(j+/2);
puntox = cx + ((h*k2)/2);
minimox = calculamin(puntox);
k3 = feval(’yo’,puntox);
g3 = feval (’F’,cx + (h/2)*q2);
t= T(j);
puntox = cx + hxk3;
minimox = calculamin(puntox);
k4 = feval(’yo’,puntox);
g4 = feval(’F’,cx + h*q3);
X(G+1)= X(§) + (0/6)*(k1+2%k2+2%k3+k4)+ (h/6)*(ql + 2%q2 +2%q3 +qd);
end
RK1=[T’> X’];

6.5.4 RUNGE KUTTA 4 para dos variables

% Metodo de Runge kutta 4 potenciales variables y problemas perturbados para dos variables
function [RK1,RK2]= rk4_CD2(a,b,x0,y0,M)

global cx cy lambda minimo puntox puntoy t
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h = (b-a)/M;
lambda = 0.001;

T = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;

X = zeros(1,M+1);
Y = zeros(1,M+1);
X(1) = x0;
Y(1) = yO;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
cy = y0;
else
cx = X(3);
cy = Y(j);
end
t = T(j);
puntox = cXx;
puntoy= cy;

punto = [puntox,puntoy];
minimo = calculamin2(punto);
k1l = feval(’yo2’,punto);
ql = feval(’F2’, [cx,cy]);

t= T(§)+/2);

puntox = cx + ((h*k1(1))/2);

puntoy = cy + ((h*k1(2))/2);

punto = [puntox,puntoyl];

minimo = calculamin?(punto);

k2 = feval(’yo2’,punto);

g2 = feval(CF2’,[cx + (h/2)*q1(1),cy + (b/2)*q1(2)1);

t= T(j)+(/2);

puntox = cx + ((h*xk2(1))/2);

puntoy = cy + ((h*xk2(2))/2);

punto = [puntox,puntoy];

minimo = calculamin2(punto);

k3 = feval(’yo2’,punto);

g3 = feval(’F2’,[cx + (h/2)*q2(1),cy + (h/2)%q2(2)]1);

t= T(j)+ h;

puntox = cx + hxk3(1);
puntoy = cy + h*xk3(2);
punto = [puntox,puntoyl];
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minimo = calculamin2(punto);
k4 = feval(’yo2’,punto);
q4 = feval(’F2’,[cx + h*q3(1),cy + h*q3(2)1);

XG+1)= X(G) + (b/6)*(k1(1)+2*k2(1)+2%k3(1)+k4 (1))
+(h/6)*x(ql(1) + 2xq2(1) +2xq3(1) +q4(1));

Y3+ = Y(G) + (h/6)*(k1(2)+2xk2(2)+2*k3(2)+k4(2))
+(/6)*(ql(2) + 2xq2(2) +2xq3(2) +q4(2));

end

RK1=[T’> X’];
RK2=[T’ Y’];
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6.6 Algoritmos para problemas bipotenciales

6.6.1 EULER para una variable

% Metodo de Euler problemas bipotenciales para una variable.
function E1 = eulerE(a,b,x0,M)

global cx lambdal lambda2 t

% Datos

A - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo

% - X0 es la condicion inicial de la variable X

% - M es el numero de pasos

% Resultado

% - E1 = [T’ X’] siendo T el vector de las abscisas e X el vector
% de las ordenadas

h =(b-a)/M;

lambdal = 0.001;
lambda2 = 0.001;
T = zeros(1,M+1);
X = zeros(1,M+1);

T = a:h:b;
X(1) = x0;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
else
cx = X(3);
end
t = T(j);

beta = (1+t)°2;

% Calculo de los minimos de las funciones f y g

[minimof,fvalf] = fminsearch(@f,cx);

[minimog,fvalg] = fminsearch(@g,cx);

X(j+1) = X(j) - (h/lambdal)*(X(j)-minimof)- beta*(h/lambda2)*(X(j)-minimog) ;
end

El = [T’ X°1;

6.6.2 EULER para dos variables

% Metodo de Euler problemas bipotenciales para dos variables.
function [E1,E2] = eulerE2(a,b,x0,y0,M)

global cx cy lambdal lambda2 t

% Datos
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yA - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo

% - X0 es la condicion inicial de la variable X

yA - yO es la condicion inicial de la variable Y

% - M es el numero de pasos

% Resultado

% - E1 = [T’ X’] siendo T el vector de las abscisas e X el vector
% de las ordenadas

% - E2 = [T’ Y’] siendo T el vector de las abscisas e Y el vector
% de las ordenadas

h =(b-a)/M;

lambdal = 0.001;
lambda2 = 0.01;
T = zeros(1,M+1);
X = zeros(1,M+1);

Y = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;
X(1) = x0;
Y(1) = yO0;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
cy = yO0;
else
cx = X(j);
cy = Y(J);
end
t = T(j);
beta= (1+t)"2;
% Calculo de los minimos de las funciones f y g
[minimof,fvalf] = fminsearch(@f, [cx,cyl);
[minimog,fvalg] = fminsearch(@g, [cx,cyl);
% Actualizaci de X e Y : obtencion de las soluciones
X(G+1) = X(j) - (h/lambdal)*(X(j)-minimof (1))- betax(h/lambda2)*(X(j)-minimog(1));
Y(3+1) = Y(j) - (h/lambdal)*(Y(j)-minimof (2))- beta*(h/lambda2)*(Y(j)-minimog(2));
end
E1 = [T’ X’];
E2 = [T’ Y'];

6.6.3 RUNGE KUTTA 4 para una variable

% Metodo de Runge kutta 4 Problemas Bipotenciales para una variable.
function [RK1]= rk4_E(a,b,x0,M)
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global cx lambdal lambda2 minimof minimog puntoxf puntoxg t

h = (b-a)/M;
lambdal = 0.001;
lambda2 =0.001;

T = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;
X = zeros(1,M+1);
X(1) = x0;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
else
cx = X(3);
end
t = T(j);

beta= (1+t)"2;

puntoxf = cx;

minimof = calculaminf (puntoxf);
k1l = feval(’yof’ ,puntoxf);
puntoxf = cx + ((h*k1)/2);
minimof = calculaminf (puntoxf);
k2 = feval(’yof’,puntoxf);
puntoxf = cx + ((b*k2)/2);
minimof = calculaminf (puntoxf);
k3 = feval(’yof’ ,puntoxf);
puntoxf = cx + h*k3;

minimof = calculaminf (puntoxf) ;
k4 = feval(’yof’,puntoxf);

puntoxg = cX;

minimog = calculaming(puntoxg);
ql = feval(’yog’,puntoxg);
puntoxg = cx + ((h*ql)/2);
minimog = calculaming(puntoxg) ;
g2 = feval(’yog’,puntoxg);
puntoxg = cx + ((h*q2)/2);
minimog = calculaming(puntoxg) ;
g3 = feval(’yog’,puntoxg);
puntoxg = cx + hxq3;

minimog = calculaming(puntoxg) ;
g4 = feval(’yog’,puntoxg);

X(G+1)= X(§) + (h/6)*(k1+2¥k2+2%k3+k4) -beta* (h/6)*x(ql + 2xq2 + 2%q3 + q4) ;
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end

RK1=[T’ X’1;

6.6.4 Funcién yof.m

function p = yof (x)

% Funcion Yoshida para la funcion f y para una variable
global lambdal minimof

p = -(1/lambdal)*(x-minimof) ;

6.6.5 Funcién yog.m

function p = yog(x)

global lambda2 minimog

% Funcion Yoshida para la funcion g para una variable
p = (1/lambda2)*(x-minimog) ;

6.6.6 Funcion calculaminf.m

function minimo = calculaminf (z)
[min,fval]l] = fminsearch(@f,z);
minimo = min;

6.6.7 Funcién calculaming.m

function minimo = calculaming(z)
[min,fval] = fminsearch(Qg,z);
minimo = min;

6.6.8 RUNGE KUTTA 4 para dos variables

% Metodo de Runge kutta 4 Problemas Bipotenciales para dos variables.
function [RK1,RK2]= rk4_E2(a,b,x0,y0,M)

global cx cy lambdal lambda2 minimof minimog puntoxf puntoyf puntoxg puntoyg t
h = (b-a)/M;

lambdal = 0.001;
lambda2 = 0.01;

T = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;

X = zeros(1,M+1);
Y = zeros(1,M+1);

X(1) = x0;
Y(1) = yO0;
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for j=1:M
if j==
cx = x0;
cy = yo;
else
cx = X(j);
cy = Y(3);
end
t = T(j);

beta = (1+t)"2;
puntoxf = cx;

puntoyf = cy;
puntoxg = cX;
puntoyg = cy;

puntof = [puntoxf,puntoyf];
puntog = [puntoxg,puntoyg];
minimof = calculaminf (puntof) ;

minimog = calculaming(puntog) ;
k1l = feval(’yo2f’,puntof);

ql = feval(’yo2g’,puntog);

puntoxf = cx + ((h*k1(1))/2);
puntoyf = cy + ((h*k1(2))/2);
puntoxg = cx + ((h*q1(1))/2);
puntoyg = cy + ((h*ql(2))/2);

puntof = [puntoxf,puntoyf];
puntog = [puntoxg,puntoyg];
minimof = calculaminf (puntof);
minimog = calculaming(puntog) ;

k2 = feval(’yo2f’,puntof);
g2 = feval(’yo2g’,puntog);
puntoxf = cx + ((h*k2(1))/2);
puntoyf = cy + ((h*k2(2))/2);
puntoxg = cx + ((h*q2(1))/2);
puntoyg = cy + ((h*q2(2))/2);

puntof = [puntoxf,puntoyf];
puntog = [puntoxg,puntoyg];
minimof = calculaminf (puntof);
minimog = calculaming(puntog) ;

k3
q3

feval(’yo2f’ ,puntof);
feval(’yo2g’,puntog) ;
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puntoxf = cx + h*k3(1);
puntoyf = cy + h*k3(2);
puntoxg = cx + h*q3(1);
puntoyg = cy + h*q3(2);

puntof = [puntoxf,puntoyf];
puntog = [puntoxg,puntoyg];
minimof = calculaminf (puntof);
minimog = calculaming(puntog) ;

k4 = feval(’yo2f’,puntof);
g4 = feval(’yo2g’,puntog);

X(G+1)= X(j) - (h/(6xlambdal))* (k1 (1)+2%k2(1)+2xk3(1)+k4(1))
-betax*(h/(6xlambda2))*(ql(1) + 2*%q2(1) + 2xq3(1) + qg4(1));

Y(j+1)= Y(j) - (h/(6xlambdal))*(k1(2)+2%k2(2)+2xk3(2)+k4(2))
-betax*(h/(6xlambda2))*(q1(2) + 2*%q2(2) + 2xq3(2) + q4(2));

end

RK1 = [T’ X’1;
RK2 = [T’ Y’];

6.6.9 Funcién yo2f.m

function p = yo2f(x)

global minimof

% Funcion Yoshida para la funcion f para dos variables.
yo_1 = x(1)-minimof (1);

yo_2 = x(2)-minimof (2);

p = [yo_1,y0_2];

6.6.10 Funcion yo2g.m

function p = yo2g(x)

global minimog

% Funcion Yoshida para la funcion g para dos variables
yo_1 = x(1)-minimog(1);

yo_2 = x(2)-minimog(2);

p = [yo_1,y0_2];

Nota: Cabe destacar que para el caso de la definicién de los ficheros de las
funciones phi2.m, en Euler se hace uso de los pardmetros cx y cy, uno para
cada variable; y en cambio para Runge Kutta se hace uso de puntox y puntoy
(en algunos casos se hace uso de los pardmetros puntoxf,puntoyf, puntoxg,
puntoyg) segin el tipo de problema que estemos tratando.
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Capitulo 7

Anexos SolvOpt

7.1 Algoritmos para potenciales variables con
SolvOpt
7.1.1 EULER

function [E1,E2] = eulerS02(a,b,x0,y0,M)
% Metodo de Euler (Potenciales variables) para dos variables utilizando
% SolvOpt

global cx cy lambda t gl g2

% Datos

yA - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo

h - x0 es la condicion inicial para la variable x

yA - y0 es la condicion inicial para la variable y

h - M es el numero de pasos

% Resultado

yA - E1 = [T’ X’] siendo T el vector de las abscisas e X el vector
yA de las ordenadas

% - E2 = [T’ Y’] siendo T el vector de las abscisas e Y el vector
% de las ordenadas.

h =(b-a)/VM;

lambda = 0.001;

T = zeros(1,M+1);
X = zeros(1,M+1);
Y = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;

X(1) = x0;

Y(1) yO;
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for j=1:M
if j==
cx = x0;
cy = yo0;
else
cx = X(j);
cy = Y(3);

end
t = T(j);
% Ejemplo 1

% gl = cos(t);

% g2 = sin(t);
% Ejemplo 2
gl = cos(t);
g2 = sin(t);
vector=[X(1),Y(1),gl,g2];
[mini,f] = solvopt(vector,’funobjetivo’,[1,[],’funcMr’,[1);
minimo = [mini(:,1),mini(:,2)];

X(j+1) = X(j) - (h/lambda)*(X(j)-minimo(1));
Y(j+1) = Y(j) - (h/lambda)*(Y(j)-minimo(2));
end
El = [T’ X’];
E2 = [T’ Y’];

7.1.2 Funcién objetivo para Euler

function n = funobjetivo(z)
global lambda cx cy
n = sqrt(((z(1)-z(3))"2 + (2(2)-z(4))"2))
+ (1/(2x1lambda)) *((z(1)-cx) "2 + (z(2)-cy)~2);

7.1.3 RUNGE KUTTA

% Runge kutta 4 para dos variables.Potenciales Variables
function [RK1,RK2]= rk4_S02(a,b,x0,y0,M)

global cx cy lambda minimo puntox puntoy t gl g2

h = (b-a)/M;
lambda = 0.001;

T = zeros(1,M+1);
= a:h:b;
zeros(1,M+1);
zeros(1,M+1);

T
X
Y



X1
Y(1)

= x0;
yO0;

for j=1:M

if j==
cx = x0;
cy = yo0;

else
cxX

cy

X(3);
Y(5);

end

t = T(j);
% Ejemplo 1
gl = cos(t);
g2 = sin(t);
% Ejemplo 2
gl = cos(t);
g2 = 1+4t;
puntox = cX;
puntoy= cy;
punto = [puntox,puntoy];
vector=[x0,y0,gl,g2];
minimo = calculaminS02(vector);
k1l = feval(’yoS02’,punto) ;

t= T(j)+(/2);

puntox = cx + ((h*k1(1))/2);
puntoy = cy + ((h*k1(2))/2);
punto = [puntox,puntoyl];
vector=[x0,y0,gl,g2];

minimo = calculaminS02(vector);
k2 = feval(’yoS02’,punto);

t= T(§)+/2);

puntox = cx + ((h*xk2(1))/2);
puntoy = cy + ((h*xk2(2))/2);
punto = [puntox,puntoy];
vector=[x0,y0,gl,g2];

minimo = calculaminS02(vector);
k3 = feval(’yoS02’,punto) ;

t= T(j)+ h;

puntox = cx + hxk3(1);
puntoy = cy + hxk3(2);
punto = [puntox,puntoyl];
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vector=[x0,y0,gl,g2];
minimo = calculaminS02(vector);
k4 = feval(’yoS02’,punto);

X(G+1)= X(G) + (b/6)*(k1(1)+2¥k2(1)+2xk3(1)+k4(1));
Y(G+1)= Y(G) + (h/6)*(k1(2)+2*¥k2(2)+2xk3(2)+k4(2));
end

RK1 = [T’ X’1;
RK2 = [T’ Y’];
7.1.4 Funcién objetivo para Runge Kutta

function n = funobjetivo(z)
global lambda puntox puntoy
n = sqre(((z(1)-z(3))72 + (z2(2)-z(4))"2))
+ (1/(2x1lambda))*((z(1)-puntox) "2 + (z(2)-puntoy)~2);

7.1.5 Funcién calculaminSO2.m

function [mini] = calculaminS02(k)
[mini,f] = solvopt(k,’funobjetivo’,[],[],’funcMr’,[]1);
minimo = [mini(:,1),mini(:,2)];

7.2 Algoritmos para problemas perturbados con
SolvOpt

7.2.1 EULER

function [E1,E2] = eulerS0D2(a,b,x0,y0,M)
% Metodo de Euler (problemas perturbados) para dos variables utilizando SolvOpt.

global cx cy lambda gl g2

% Datos

% - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo

% - x0 es la condicion inicial y(a) para la variable x

b - yO es la condicion inicial para la variable y

yA - M es el numero de pasos

% Resultado

% - E1 = [T’ X’] siendo T el vector de las abscisas e X el vector
yA de las ordenadas

h - E2 = [T’ Y’] siendo T el vector de las abscisas e Y el vector
h de las ordenadas.

h =(b-a)/M;
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lambda = 0.001;
T = zeros(1,M+1);
X = zeros(1,M+1);

Y = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;
X(1) = x0;
Y(1) = yO0;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
cy = yo0;
else
cx = X(j);
cy = Y(§);
end
% Ejemplo 1
gl = 3;
g2 = 1;
% Ejemplo 2
h gl =1;
h g2 = 2;
vector=[X(1),Y(1),g1,g2];
[mini,f] = solvopt(vector,’funobjetivo’,[],[],’funcMr’, [])
minimo = [mini(:,1),mini(:,2)];
F2aux = FSOD2([X(j),Y({H1D)
X(j+1) = X(j) - (h/lambda)*(X(j)-minimo(1))+ h*F2aux(1);
Y(j+1) = Y(j) - (h/lambda)*(Y(j)-minimo(2))+ h*F2aux(2);
end
El1 = [T’ X°];

E2 = [T’ Y’];

7.2.2 RUNGE KUTTA

% Metodo Runge kutta 4 (Problemas perturbados) para dos variables utilizando SolvOpt
function [RK1,RK2]= rk4_sS0D2(a,b,x0,y0,M)

global cx cy lambda minimo puntox puntoy gl g2
h = (b-a)/M;

lambda = 0.001;

T = zeros(1,M+1);

T = a:h:b;

X = zeros(1,M+1);
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Y = zeros(1,M+1);

X(1) = x0;
Y(1) = yO;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
cy = yO;
else
cx = X(J);
cy = Y(3);
end
gl = 3;
g2 =1;

puntox = cx;

puntoy Ccy;

punto = [puntox,puntoyl];
vector=[x0,y0,gl,g2];

minimo = calculaminSO0D2(vector);
k1l = feval(’yoS0OD2’,punto);
puntox = cx + ((h*k1(1))/2);
puntoy = cy + ((hxk1(2))/2);
punto = [puntox,puntoyl];
vector=[x0,y0,gl,g2];

minimo = calculaminS0D2(vector);
k2 = feval(’yoS0OD2’,punto) ;
puntox = cx + ((h*k2(1))/2);
puntoy = cy + ((h*k2(2))/2);
punto = [puntox,puntoyl];
vector=[x0,y0,gl,g2];

minimo = calculaminS0D2(vector);
k3 = feval(’yoS0D2’,punto) ;
puntox = cx + hxk3(1);

puntoy = cy + hxk3(2);

punto = [puntox,puntoy];
vector=[x0,y0,gl,g2];

minimo = calculaminS0D2(vector);
k4 = feval(’yoS0D2’,punto);

ql = feval (’FSOD2’, [cx,cy]);

g2 = feval (’FSOD2’, [cx + (W/2)*ql(1),cy + (h/2)*q1(2)]1);
g3 = feval (’FSOD2’, [cx + (b/2)*q2(1) ,cy+ (h/2)*q2(2)]1);
g4 = feval (’FSOD2’, [cx + h*q3(1),cy + hxq3(2)1);

% nueva actualizacion con un termino fuente.
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X(j+1)= X(j) + (h/6)*(k1(1)+2xk2(1)+2*k3(1)+k4 (1))
+(/6)*(ql(1) + 2xq2(1) +2xq3(1) +q4(1));

Y(Gi+1)= Y(G) + (h/6)*(k1(2)+2*k2(2)+2%k3(2)+k4(2))
+(h/6)*(q1(2) + 2%q2(2) +2%q3(2) +q4(2));

end
RK1=[T’ X’];

RK2=[T’ Y’1;

7.3 Algoritmos para potenciales variables y prob-
lemas perturbados con SolvOpt

7.3.1 EULER

function [E1,E2] = eulerS0CD2(a,b,x0,y0,M)
% Metodo de Euler (potenciales variables) +(problemas perturbados) para dos
% variables utilizando SolvOpt.

global cx cy lambda t gl g2

% Datos

yA - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo

% - x0 es la condicion inicial y(a) para la variable x

% - y0 es la condicion inicial para la variable y

yA - M es el numero de pasos

% Resultado

yA - E1 = [T’ X’] siendo T el vector de las abscisas e X el vector
yA de las ordenadas

% - E2 = [T’ Y’] siendo T el vector de las abscisas e Y el vector
h de las ordenadas.

h =(b-a)/M;

lambda = 0.001;

T = zeros(1,M+1);
X = zeros(1,M+1);
Y = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;

X(1) = x0;

Y(1) = yO0;

for j=1:M
if j==
cx = x0;
cy = y0;
else
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cx = X(j);
cy = Y(3);
end
t = T(j);
% Ejemplo 1 (circulo)
% gl = cos(t);
% g2 = sin(t);

% Ejemplo 1 (elipse)

gl = 2+ cos(t);

g2 = 1;

vector=[X(1),Y(1),gl,g2];

[mini,f] = solvopt(vector,’funobjetivo’,[1,[],’funcMr’,[1);
minimo = [mini(:,1),mini(:,2)];

F2aux = FSOCD2([X(j),Y(3)1);

X(G+1) = X(j) - (h/lambda)*(X(j)-minimo(1))+ h*F2aux(1);
Y(j+1) = Y(j) - (h/lambda)*(Y(j)-minimo(2))+ hxF2aux(2);
end
El = [T X’];
E2 = [T Y’];

7.3.2 RUNGE KUTTA

% Metodo Runge kutta 4 (potenciales variables) +(problemas perturbados) para dos
% variables utilizando SolvOpt.
function [RK1,RK2]= rk4_S0CD2(a,b,x0,y0,M)

global cx cy lambda minimo puntox puntoy t gl g2

h = (b-a)/M;
lambda = 0.001;

T = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;

X = zeros(1,M+1);
Y = zeros(1,M+1);
X(1) = x0;
Y(1) = yO;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
cy = yo;
else
cx = X(j);
cy = Y(3);

end
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t = T(@);
% Ejemplo 1 (circulo)
gl cos(t);
g2 = sin(t);
% Ejemplo 1 (elipse)
gl = 2+ cos(t);

g2 = 1;
puntox = cX;
puntoy= cy;

punto = [puntox,puntoy];
vector=[x0,y0,gl,g2];

minimo = calculaminSOCD2(vector);
k1l = feval(’yoS0CD2’,punto) ;

ql = feval (°’FSOCD2’, [cx,cyl);

t= T(j+/2);

puntox = cx + ((h*k1(1))/2);

puntoy = cy + ((h*k1(2))/2);

punto = [puntox,puntoyl];

vector=[x0,y0,gl,g2];

minimo = calculaminSO0CD2(vector);

k2 = feval(’yoS0OCD2’,punto) ;

g2 = feval (’FSOCD2’, [cx + (h/2)*q1(1),cy + (h/2)*q1(2)]);

t= T(j)+/2);

puntox = cx + ((h*k2(1))/2);
puntoy = cy + ((h*k2(2))/2);
punto = [puntox,puntoy];
vector=[x0,y0,g1,g2];

minimo = calculaminSOCD2(vector);
k3 = feval(’yoS0OCD2’,punto) ;

g3 = feval (’FSOCD2’, [cx + (h/2)*q2(1),cy + (/2)*q2(2)]1);
t= T(j)+ h;
puntox = cx + hxk3(1);

puntoy = cy + hxk3(2);

punto = [puntox,puntoy];

vector=[x0,y0,gl,g2];

minimo = calculaminSOCD2(vector) ;

k4 = feval(’yoS0CD2’,punto) ;

g4 = feval (’FSOCD2’, [cx + h*q3(1),cy + h*q3(2)]);

X(G+1)= X(G) + (m/6)*(k1(1)+2%k2(1)+2*¥k3(1)+k4 (1)
+(h/6)*(ql(1) + 2%xq2(1) +2xq3(1) +q4(1));
Y(3+1)= Y(j) + (h/6)*(k1(2)+2%k2(2)+2xk3(2)+k4(2))
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+(h/6)*(ql(2) + 2xq2(2) +2xq3(2) +q4(2));
end
RK1=[T’ X’];

RK2=[T’> Y’];

7.4 Algoritmos para problemas bipotenciales con
SolvOpt

7.4.1 EULER

function [E1,E2] = eulerES02(a,b,x0,y0,M)
% Metodo de Euler Problemas Bipotenciales para dos variables utilizando
% SolvOpt

global cx cy lambdal lambda2 t gl g2 f1 f2

%Datos

% - ay b son los extremos derecho e izquierdo del intervalo

yA - x0 es la condicion inicial para la variable x

) - yO es la condicion inicial para la variable y

yA - M es el numero de pasos

% Resultado

% - E1 = [T’ X’] siendo T el vector de las abscisas e X el vector
yA de las ordenadas

h - E2 = [T’ Y’] siendo T el vector de las abscisas e Y el vector
h de las ordenadas.

h =(b-a)/M;

lambdal = 0.001;
lambda2 = 0.001;
T = zeros(1,M+1);

X = zeros(1,M+1);
Y = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;
X(1) = x0;
Y(1) = yO;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
cy = yo;
else
cx = X(j);
cy = Y(3);
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end
t = T(j);
beta= (1+t)"2;
f1 = 0;
f2 = 0;
gl= 3;
g2 = 0;
A f1 = 1;
% £f2 = 2;
yA gl = sin(t);
% g2 = 1+t;

vector=[X(1),Y(1),£1,£2];

[minif,fn] = solvopt(vector,’funobjetivoF’,[],[],’funcMrF’,[]);
minimof = [minif(:,1),minif(:,2)];

vectorb=[X(1),Y(1),gl,g2];

[minig,gn] = solvopt(vectorb,’funobjetivoG’,[],[],’funcMrG’,[]1);
minimog = [minig(:,1),minig(:,2)];

X(G+1) = X(j) - (h/lambdal)*(X(j)-minimof (1))- betax(h/lambda2)*(X(j)-minimog(1));
Y(3+1) = Y(j) - (h/lambdal)*(Y(j)-minimof (2))- beta*(h/lambda2)*(Y(j)-minimog(2));
end
E1 = [T’ X°]1;
E2 = [T’ Y’1;

7.4.2 Funcién objetivo primer potencial para Euler

function n = funobjetivoF(z)
global lambdal cx cy
n = sqrt(((z(1)-z(3))"2 + (z(2)-z(4))"2)) + (1/(2*lambdal))*((z(1)-cx)"2 + (z(2)-cy)"2);

7.4.3 Funcion objetivo segundo potencial para Euler

function n = funobjetivoG(z)
global lambda2 cx cy
n = sqrt(((z(1)-z(3))72 + (z2(2)-z2(4))"2)) + (1/(2*lambda2))*((z(1)-cx)"2 + (z(2)-cy)~2);

7.4.4 RUNGE KUTTA

% Modo de Runge kutta 4 Problemas Bipotenciales para dos variables

% utilizando SolvOpt

function [RK1,RK2]= rk4_E2(a,b,x0,y0,M)

global cx cy lambdal lambda2 minimof minimog puntoxf puntoyf puntoxg puntoyg t f1 f2 gl g2

h = (b-a)/M;
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lambdal = 0.001;
lambda2 =0.001;
T = zeros(1,M+1);
T = a:h:b;
X = zeros(1,M+1);
Y = zeros(1,M+1);
X(1) = x0;
Y(1) = yO;
for j=1:M
if j==
cx = x0;
cy = y0;
else
cx = X(3);
cy = Y(3);
end
t = T(j);
beta = (1+t)"2;
f1 = 0;
f2 = 0;
gl= 3;
g2 = 0;

puntoxf = cx;

puntoyf = cy;

puntoxg = cX;

puntoyg = cy;

puntof [puntoxf,puntoyf,f1,£2];
puntog = [puntoxg,puntoyg,gl,g2];
minimof = calculaminf (puntof);
minimog = calculaming(puntog) ;

k1l = feval(’yo2f’,puntof);
ql = feval(’yo2g’,puntog);
puntoxf = cx + ((h*k1(1))/2);
puntoyf = cy + ((h*k1(2))/2);
puntoxg = cx + ((h*ql(1))/2);
puntoyg = cy + ((h*ql1(2))/2);

puntof = [puntoxf,puntoyf,fl,f2];
puntog = [puntoxg,puntoyg,gl,g2];
minimof = calculaminf (puntof);
minimog = calculaming(puntog) ;

k2 = feval(’yo2f’,puntof);
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g2 = feval(’yo2g’,puntog);

puntoxf = cx + ((h*k2(1))/2);
puntoyf = cy + ((h*k2(2))/2);
puntoxg = cx + ((h*q2(1))/2);
puntoyg = cy + ((h*q2(2))/2);

puntof = [puntoxf,puntoyf,f1,f2];
puntog = [puntoxg,puntoyg,gl,g2];
minimof = calculaminf (puntof);
minimog = calculaming(puntog) ;

k3 = feval(’yo2f’ ,puntof);

g3 = feval(’yo2g’,puntog) ;
puntoxf = cx + h*k3(1);

puntoyf = cy + h*k3(2);

puntoxg = cx + h*q3(1);

puntoyg = cy + h*q3(2);

puntof = [puntoxf,puntoyf,fl,f2];

puntog = [puntoxg,puntoyg,gl,g2];
minimof = calculaminf (puntof);
minimog = calculaming(puntog) ;

k4
q4é

feval(’yo2f’ ,puntof);
feval(’yo2g’,puntog);

X(j+1)= X(j) - (h/(6*lambdal))* (k1 (1)+2%k2(1)+2*k3(1)+k4(1))
-betax*(h/(6xlambda2))*(q1(1) + 2*%q2(1) + 2xq3(1) + g4(1));

Y(j+1)= Y(j) - (h/(6xlambdal))=(k1(2)+2%k2(2)+2%k3(2)+k4(2))
-betax*(h/ (6*lambda2) )*(q1(2) + 2%q2(2) + 2%q3(2) + q4(2));

end

RK1 = [T’ X’];
RK2 = [T’ Y’];
7.4.5 Funcion objetivo primer potencial para Runge Kutta

function n = funobjF(z)

global lambdal puntoxf puntoyf

n = sqrt(((z(1)-z(3))"2 + (z(2)-z(4))"2)) +
(1/(2*lambdal))*((z(1)-puntoxf) "2 + (z(2)-puntoyf)~2);

7.4.6 Funcién objetivo segundo potencial para Runge Kutta

function n = funobjG(z)
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global lambda2 puntoxg puntoyg
n = sqrt(((z(1)-z(3))72 + (z(2)-z(4))"2)) +
(1/(2x1lambda2) ) * ((z(1) -puntoxg) "2 + (z(2)-puntoyg) "2);

7.4.7 Funcién calculaminf.m

function minimof = calculaminf (z)
[minif,fn] = solvopt(z,’funobjF’,[],[],’funcMrF’,[]1);
minimof = [minif(:,1),minif(:,2)];

7.4.8 Funcién calculaming.m

function minimog = calculaming(z)
[minig,gn] = solvopt(z,’funobjG’,[],[], funcMrG’,[]);
minimog = [minig(:,1),minig(:,2)];
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