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Resumen

En este art́ıculo se muestra una breve introducción sobre la estad́ıstica
espacial y sus aplicaciones en algunos campos como es el caso de la
epidemioloǵıa y el medio ambiente.
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1. Introducción

Existen numerosas situaciones donde los datos objetivo de análisis presentan
una estructura espacial (y/o temporal). La figura 1 ilustra alguna de estas
situaciones. Un mapa de la costa NE de USA en los puntos en que se midió el
número de capturas pesqueras, un mapa donde se establece mediante diferentes
niveles de color el número de casos de muerte súbita infantil (SID) en Estados
Unidos de 1974 a 1978 y la distribución de dos especies de árboles en un area
de bosque (ver [5] y [19] ).

En estudios epidemiológicos también es frecuentemente que los datos objeto
de estudio sean observados en distintas localizaciones espaciales a lo largo de
un determinado periodo temporal. En este contexto surge la necesidad de
un análisis espacial a la vez que temporal para entender la evolución de las
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Figura 1: Algunos ejemplos.

interdependencias espaciales a lo largo del tiempo. En la figura 2 se muestra
la serie temporal de la mortalidad por meningitis en España de 1950 a 1990 y
los valores recogidos en las provincias de Álava y Guipúzcoa respectivamente
(ver [6]). Los datos están agregados a nivel provincial, se pretende estudiar la
evolución espacio-temporal de la enfermedad y y la influencia de los movimientos
migratorios en la aparición de los brotes epidémicos.

En este trabajo introducimos brevemente el modelo espacial general para
centrarnos posteriormente en datos observados en ret́ıculos, en ese contexto
estudiamos los campos aleatorios markovianos y posteriormente analizamos los
modelos jerárquicos y su aplicación a la epidemioloǵıa y el medio ambiente.
Terminamos con algunos ejemplos de extensión al caso espacio-temporal.
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Figura 2: mortalidad por meningitis en España 1950-1991.

1.1. El modelo Espacial General

El modelo espacial general se puede establecer en los siguientes términos,
consideremos s ∈ Rd una localización en el espacio euclideo d-dimensional y
Z(s) una cantidad aleatoria observada en s. Al variar s sobre un conjunto
de ı́ndices D ⊂ Rd, tenemos el proceso aleatorio {Z(s) : s ∈ D ⊂ Rd} y
{z(s) : s ∈ D ⊂ Rd} una realización de dicho proceso. Según sea el conjunto
de ı́ndices D, los datos objetivo de análisis se pueden considerar de tres tipos,
datos Geoestad́ısticos, si D es un “continuo”(fijo), Datos es Ret́ıculo, si D es un
conjunto numerable (fijo) y procesos puntuales si D es aleatorio. En este art́ıculo
nos centraremos en el caso de análisis de datos en ret́ıculo y su aplicación dentro
del ámbito de la epidemioloǵıa y el medio ambiente (Para un estudio del resto
de casos y otras posibles aplicaciones ver ([5])). También cabe comentar que
todas estas técnicas de análisis espacial han tenido un gran desarrollo gracias
también a la ayuda de programas informáticos tales como el R ([19]).

2. Campos aleatorios Markovianos.

Consideramos una colección numerable de localizaciones espaciales (regular
o irregular), de forma que D ≡ {(xi, yi) ≡ i : i = 1, . . . , N} ≡ N . Para este
ret́ıculo se establece un sistema de vecindades δ, δi = {j : j vecino de i} i =
1, . . . , N basado en algún criterio tal como en distancias entre localizaciones,
contigüidad, etc... de forma que {N, δ} se puede considerar equivalente a un
Grafo no dirigido (UDG) (ver [6], [3] y [7]).

Una forma de abordar el estudio de datos espaciales en ret́ıculos es a través
de distribuciones de Gibbs (ver [5]) y en particular de los llamados automodelos
de Besag (1974) (ver [1]). Las distribuciones de Gibbs (equivalentemente
campos aleatorios Markovianos) definen la distribución conjunta a partir de
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las distribuciones condicionales:

p(zi|z−i) (1)

donde z−i es el subvector de observaciones en todas las localizaciones salvo la
i-ésima y p es la función de densidad con respecto a la medida considerada
(de conteo o de Lebesgue) . A partir de estas distribuciones condicionales se
considera la relación de vecindad:

i ∼ j ⇔ (1) involucra a zj

Si δi es el conjunto de localizaciones vecinas de la localización i. Un
conglomerado se define como un conjunto de localizaciones formado por una
sola localización i o por un conjunto de localizaciones que son todas vecinas
entre śı. Denotaremos por C el conjunto de conglomerados para un conjunto
de localizaciones L. Suponiendo que el conjunto soporte de la distribución
de y coincide con el producto de los conjuntos soportes de cada una de las
distribuciones de zi i ∈ L (condición de positividad):

p(z) ∝ exp(Q(z)) (2)

Q(.) recibe el nombre de función negpotencial y por el teorema de
Hammersley-Clifford (ver [8])):

exp(Q(z)) =
∑

C∈C
VC(zC)

∏

i∈C

zi (3)

siendo VC(zC) una función que depende de z únicamente a través de los valores
en el subvector zC y que llamaremos función de interacción. Los automodelos
de Besag ([1]) son un caso particular de distribuciones de Gibbs caracterizados
por el hecho de que las distribuciones condicionales (1) pertenecen a la llamada
familia exponencial (que engloban la distribución binomial, Poisson y Normal
o Gaussiana como casos particulares) y VC(.) es nula ∀ C con |C| > 2. En este
caso:

p(zi|z−i) ∝ exp{(αi +
∑

j∈δi

βijzj) + hi(zi)} (4)

en la expresión (4) βij son parámetros de interacción espacial y αi es un
parámetro espećıfico de cada localización, en el que puede recogerse la posible
influencia de un vector de covariables xi ∈ R observadas, mediante:

αi = xt
i~αi (5)

con lo cuál tendŕıamos un modelo lineal generalizado espacial (ver por ejemplo
[11], y [12]). Si consideramos dentro de la familia exponencial la distribución de
Poisson, el modelo auto-Poisson quedaŕıa:
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p(zi|z−i) = exp(−λi(z−i))λi(z−i)zi/zi!

log(λi(z−i)) = αi +
∑

j∈δi

βijzj

Q(z) =
∑

i

(αi +
∑

j∈δi

βijzj)zi −
∑

i

log(zi!)

En este caso, hay que suponer βij < 0 (modelos de inhibición) para garantizar
sumabilidad o considerar una ’Poisson truncada’ para interacciones positivas
(ver [11]). En [11] se analiza un modelo de Poisson aplicado al análisis de
mortalidad por cáncer en Valencia.

Cuando usamos la distribución Gaussiana para modelizar las distribuciones
condicionales tenemos el modelo auto-Gaussiano condicionalmente especificado
(CAR):

zi|z−i ∼ Gau(µi +
∑

j∈δi

βij(zj − µj), σ2
i )

con βijσ
2
j = βjiσ

2
i , βii = 0 y βij = 0 si j 6∈ δi .

Z ∼ Gau(µ, (I −B)−1diag(σ2
i ))

La matriz B tiene ceros en su diagonal y el resto son los coeficientes βij .
diag(σ2

i ) es una matriz diagonal con elementos σ2
i . Para el caso en que se quieran

introducir covariables, hablaŕıamos de modelos de Regresión Condicionalmente
Gaussianos (CARX) (ver [5] y [17]):

zi|z−i ∼ N(xt
i~αi +

∑

j∈δi

βij(zj − xt
j~αj), σ2

i ) (6)

de donde se deduce la distribución conjunta:

z ∼ N(Xα, (I −B)−1diag(σ2
i )) (7)

Las columnas de la matriz X corresponden a las covariables incluidas en el
modelo y α = (~αt

1, . . . , ~α
t
N )t.

Para estimar estos modelos, una estimación basada en la función de
verosimilitud

p(z|θ) =
exp Q(z|θ)∫
exp Q(z|θ)dz = K(θ) expQ(z|θ)

(donde θ denota los parametros a estimar) plantea el problema de que la
constante K(θ) no tiene expresión cerrada y es complicado en general (ver por
ejemplo [9]). Una alternativa es la estimación basada en la pseudo-verosimilitud

p(z|θ) =
N∏

i=1

p(zi|z−i, θ)
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.
En el caso de los modelos gaussianos la estimación por el método de máxima

verosimilitud se puede realizar de forma iterativa de la siguiente forma, si
consideramos el logaritmo de la verosimilitud:

L(α, σ2, B) = (N/2)log(2πσ2)− (1/2)log(|I −B|)) +

(1/2)(z −Xβ)′(I −B)(z −Xβ)/σ2

para B fijo, resolviendo el problema de mı́nimos cuadrados generalizados

α̂ = (X ′(I −B)X)−1X ′(I −B)z

para B fijo, optimizando respecto de σ2

σ̂2 =
1
N

(z−Xα̂)′(I − C)(z−Xα̂)

finalmente, maximizando la log-verosimilitud perfil de C

B̂ = argmaxL(α̂, B, σ̂2)

3. Modelos jerárquicos

Una alternativa a los modelos antes considerados consiste en introducir la
estructura espacial en un segundo nivel de jerarqúıa, es decir,

zi|θ Independientes

θ ∼ estructura espacial

Estos modelos han tenido un desarrollo notable, especialmente en la elaboración
de mapas de riesgo, gracias a la disponibilidad de métodos de estimación MCMC
(Monte Carlo Markov Chain) y programas para su implementación tales como
el WinBUGS ([10], [18]). Para el caso en que los datos sigan una distribución
de Poisson,

zi|θ ∼ Poiss(exp(θ)) Independientes

θ ∼ estructura espacial+ covariables.

La estructura espacial de θ se suele modelizar a través de estructuras gaussianas,
como el modelo CAR [4] o el conocido como Modelo Auto-regresivo Intŕınseco
([2]),

θi = ui + vi + covariables
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u ∼ Gau(0, σ2I)

v ∼ Gau(0, τ2W−1)

wii = −
∑

i6=j

wij

Como ya avanzabamos este tipo de modelos se usan frecuentemente en la
elaboración de mapas de riesgo cuando se representan datos de mortalidad/
morbilidad en epidemioloǵıa (ver [14]). Partimos de un ret́ıculo irregular en el
que cada localización se identifica con una de las areas de estudio (municipios,
provincias...), Zi representa el número de casos (o muertes) en la localización
i-esima, Ei número esperado de casos en esa región suponiendo un riesgo común
(estandarizadas por grupos de edad), ri riesgo relativo espećıfico de cada area.

Zi|ri ∼ Pois(Eiri)

La estimación Máximo verośımil para la tasa de mortalidad estandarizada
(SMR)

SMR = r̂i = zi/Ei , sri =
√

zi/Ei

suele mostrar resultados muy crudos que no tienen en cuenta el tamaño
de la población que vaŕıa de un area a otra. Para este caso el uso de
modelos jerárquicos permiten una suavización de los resultados que mejora
considerablemente las estimaciones, combinando la información de cada area
(verosimilitud), (Zi|ri ∼ Pois(Eiri)) con información adicional sobre la
variabilidad de ri (p(r|γ))(distribución a priori) lo que coloca estos modelos
dentro de la metodoloǵıa bayesiana, siendo la distribución ”final”:

p(r|z, γ) ∝ p(r|γ)
∏

i

Pois(zi|Eiri)

tomando como estimador r̂ la media o moda de esta distribución.

4. Algunos ejemplos de extensión al caso espacio-
temporal

Una vez que hemos considerado la dependencia espacial, el siguiente paso
seŕıa estudiar la posible dependencia temporal de los datos e incorporarla a
nuestro modelo. La estructura de vecindad espacio-temporal podŕıa entenderse
como un grafo cadena (Chain Graph) (ver [6]). Para la modelización directa
de la dependencia espacio-temporal en [13] se propone la concatenación
temporal de modelos auto-regresivos espaciales gaussianos condicionalmente
especificados para abordar el análisis de mortalidad por meningitis en España,
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en el periodo 1950-1990, con datos agregados a nivel provincial. Se estudia
también la influencia de los movimientos migratorios en la aparición de los
brotes epidémicos, que alteraŕıa considerablemente la estacionalidad natural de
fenómeno. Los datos considerados corresponden a las 50 provincias españolas
salvo Ceuta y Melilla que no se incluyeron en el estudio por su heterogéneo
tratamiento en las estad́ısticas oficiales a lo largo del periodo. Junto con las
tasas de mortalidad, se recogieron los datos de inmigración anual provincial. El
modelo planteado es una extensión de (4 y 6):

p(zi(t)|z(t)−i, z(t)∗, z(t),x(t)∗) ∝ exp{(αi(t)+
∑

j∈δi

βij(t)zj(t))+hi(zi(t))} (8)

en la expresión (8) z(t)∗ y x(t)∗ recogen el pasado de z(t) e x(t)
respectivamente. La influencia de las covariables asi como la influencia del propio
pasado y del pasado de las covariables queda nuevamente recogido el parámetro
αi(t) = αi((z(t)∗, x(t)), x(t)∗) particularizando al caso Gaussiano:

z(t) | x(t), z(t)∗,x(t)∗ ∼ N(µ(t), (I −B(t))−1diag(σ2
i (t))) (9)

µ(t) = µ(x(t), z∗(t),x∗(t))

en el caso de los modelos jerárquicos podemos citar como un ejemplo de
su extensión al análisis espacio-temporal [15] que presentan un modelo de
suavización espacio-temporal auto-regresiva. Este modelo extiende el modelo
Gaussiano Auto-regresivo intŕınseco al caso espacio-temporal considerando un
proceso auto-regresivo de primer orden (AR(1)) para introducir la dependencia
temporal de las observaciones, en el segundo nivel de jerarqúıa. Para la
estimación del modelo se usan técnicas MCMC. Este modelo ha sido aplicado
recientemente para estudiar la evolución espacio-temporal de varias causas de
mortalidad para el periodo 1987-2006, en la comunidad Valenciana (ver [20]).
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