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Abstract

We consider the problem of motion of a triaxial gyrostat with a fixed point in a
Newtonian force field when the potential function is approximated by U®). First, we
give sufficient and necessary conditions for the existence of two equilibrium solutions.
Then, by means of the Energy-Casimir method, we obtain sufficient conditions for
the stability of the above equilibria. The obtained results generalize other previous
results for rigid bodies or gyrostats in [9], [10], [1] , [2] and [7]. This method presents
the advantage of being easy to use; in other way the problem is very difficult because

of the complicated expression of the potential function.

1 Introduccién

Buena parte de la literatura concerniente a problemas de movimiento esta dedicada al
estudio de integrales primeras, posiciones de equilibrio y su estabilidad para un girdstato
con un punto fijo o bien en érbita, asi como también al estudio de soluciones periédicas,
bifurcaciones, caos, etc., ( ver por ejemplo [1], [3], [4], [5] v [6]).

Rumiantsev, haciendo uso del segundo método de Lyapunov, investiga ciertos movi-
mientos de un giréstato triaxial pesado (el potencial del que derivan las fuerzas es aproxi-
mado por UM) con un punto fijo O, asi como de un giréstato de revolucién. Obteniendo,en

el caso triaxial, para la estabilidad de la solucién de equilibrio:
w =0,wy =0,w3 =wy, by =0,ky =0,z =1
como condicién suficiente de estabilidad que se verifiquen las siguientes desigualdades:
(I3 — L) (w9)? + wil — mozo > 0; (I3 — I1)(w§)? + wil — mozg > 0

donde I I, I3, son los momentos principales de inercia del giréstato S (considerado como

un sélido rigido), (0,0,1) es el momento angular relativo o momento girostatico (en el
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sistema moévil que suponemos solidario con la parte rigida del giréstato y coincidente con
el de ejes principales de inercia con origen en O), (2o, %o, 20) son las coordenadas del centro
de masas en dicho sistema, my = mg con m la masa total del giréstato, g la aceleracion
de la gravedad a la distancia r del centro de atracciéon. Mds recientemente, en [1] y [2] se
aplica el mismo método para estudiar soluciones de equilibrio del problema para el caso
simétrico, cuando el potencial es aproximado por U y en [1] para el caso triaxial, bajo
el potencial U®, generalizando el anterior resultado, se obtiene como condicién suficiente

de estabilidad de dicha solucién que se verifiquen las siguientes desigualdades:

([3 — IQ)(wg)Q +wgl — Mp2y — ml(Ig — IQ) >0
(I3 — I)(w9)% + Wil — mozo — my(Is — I1) > 0

donde m; = 3g/r.

El problema que vamos a considerar en este trabajo es el estudio de la existencia y
estabilidad de dos soluciones de equilibrio de un giréstato triaxial con un punto fijo bajo
un potencial newtoniano, aproximado este tltimo por U®).

La aplicacién del método de Lyapunov a este tltimo problema es précticamente inabor-
dable al tener el potencial U®) una expresién muy complicada. Por ello, vamos a utilizar
como herramienta de estudio de la estabilidad el método de la Energfa-Casimir (verlo en

[7] v [8], o sucintamente en [11] ).

2 Ecuaciones de Lie-Poisson y equilibrios.

Los corchetes de Lie-Poisson para un girdostato con punto fijo, asi como la matriz que
define el correspondiente tensor de Poisson B(w, k), vienen dados en la proposicién 2.1
de [11]. Y las ecuaciones de Lie-Poisson, asociadas al hamiltoniano h correspondiente,

estdn dadas por las siguientes férmulas:
w=—-Vshx(mw+1l)—Vihxk
k= —V.hxk

Ademds, el problema posee las dos funciones de Casimir:
b1 ((77+l)'k>§ b2 (H k HQ)

siendo @1, 2, sendas funciones diferenciables. Asi, junto con el hamiltoniano, dicho
sistema posee en general dos integrales del movimiento en involucién. Pues es fdacil probar

que

Vb (1 +1) k), Vimpyin (| k |12) € ker B(m, k)

Es decir dan campos vectoriales hamiltonianos nulos.



Estabilidad de dos soluciones de equilibrio de un girdstato triaxial 169

2.1 Determinacion de algunas soluciones de equilibrio.

De las ecuaciones del movimiento correspondientes se deduce, facilmente, que para
todo equilibrio del campo hamiltoniano X, se verifica que w = A k, siendo w = (%, %2, %)
la velocidad angular del giréstato S y A real. En particular, cuando el momento girostatico
sea constante y esté sobre el tercer eje principal de inercia, I = (0,0, 1), de dichas ecuaciones
se deduce el siguiente resultado:

Para que los puntos E; = (0,0,79,0,0,1) y Ey = (0,0,79,0,0,—1) de R?® x S? sean

soluciones de equilibrio es condicion necesaria y suficiente que se verifiquen las ecuaciones

stquientes:
ou oU
8—kl(El) = a—kZ(Eﬂ =0,
oU ou
%(Ez) %(EQ) =0

La demostracién es inmediata en virtud de las ecuaciones de Lie-Poisson anteriores. En
nuestro caso particular, correspondiente a una aproximacion de tercer orden del potencial

newtoniano, tenemos que:
U(klﬂkig, kg) = U<3> = mg(l'()/ﬁ + yoks + Zok‘g)
3
+2—f(zlk§ + Lk + Lk2)

39

_27'2 ((‘]zyy + JIZZ + Jzzz)kl + (Jyyy + Jyzz + Jyzm)k’g

+(Jzzz + Jzzz + Jzyy)k3>

5

3 ks + 3 yyekdhy + 3]k ks

+BT.cakfhy + Bz k3hy + 3Ty kikoks)

donde los J;jj, son los productos triples de inercia (ver [5]).

Por tanto, para que Fy y Fy sean soluciones de equilibrio se han de verificar:

3 159Jy
mgio — 2_1«92(‘]m + oy + Jzzz) + grQ =0
3g ].5g<] 22

Y si tomamos el centro de masas sobre el tercer eje de inercia (0,0, zy) tenemos:

5szz - (Jzzz + Jzyy + szz) = 07

5Jyer — (Jyyy + Jyow + Jyzz) = 0,
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que son las condiciones geométricas que debe verificar el sistema para que F; y FEo sean

soluciones de equilibrio. Entonces el potencial se reduce a:

Ul(ky ko, k3) = mgzoks
39
r
39

r2

+22(1E? + LE2 + I3k2)

(SJzzzkl + 5Jyzzk2 + (Jzzz + Jzzz + Jzyy)k5>

5
+277.192 <Jzzzk? + Jyyykg + Jzzzkg + gl]zzyk'%k'g
+3J22$k§k1 + 3Jzzyk§k2 + 3mezk1k2k3)

sujeto a las condiciones anteriores en los productos de inercia.

3 Estabilidad de los equilibrios E; y E,.

3.1 FEstabilidad de E;

Esta solucién corresponde fisicamente al movimiento del giréstato alrededor de la
vertical en sentido ascendente. Para aplicar el método de la Energia-Casimir, descrito en
[11], sea la funcidn:

2

2 2
Fo <E+E+E> + Uk, ko, ks) + 61 ((m+1) - k) + 62 (I K |?)

o\ 'L T L

donde ¢1 y ¢ son sendas funciones reales, al menos dos veces derivables, a determinar y
U = U® es el potencial anterior.
Imponiendo la condicién de que d(f)(E;) = 0, realizando los cdlculos pertinentes(con

ayuda de Maple) y denotando por x = ¢} (75 + 1), y = 2¢5(1), tenemos que se han de

verificar
0
K+l =r=-7
I3
2mgzor?ls + 69131 — 39(Jpws + Jyye — 4222) I3 — 2(7)r? (7 + 1)

205(1) =y =
(1) =y 02,

En tanto que
W =kerds, ((m+1) - k) (Ey)(kerdes (|| k |2) (E1)
resulta ser

W = span < (1,0,0,0,0,0), (0,1,0,0,0,0), (0,0,0,1,0,0), (0,0,0,0,1,0) >
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La matriz d2(f)(E1)‘wa viene dada por:
1
— 0 0
A !
1
d*(f)(Er) = ?
x 3gl 159J522 159J 4y
WxW 0 911 i 92 ty 92 y
T T T
159J5y. 391 159Jy,.
0 92 Y 912 + ggyy Ty
T r r

Estudiando el signo de sus menores principales, obtenemos condiciones suficientes
para que dicha matriz sea definida positiva, condiciones que resumimos en el siguiente
resultado.

Una condicion suficiente para que la solucion de equilibrio Ey sea estable, en sentido

de Lyapunov, es que se verifiquen las desigualdades:
O, >0, &0 > (15974.)%

siendo:

gI2(2mzor? + 6(I3 — )1 — 3Jyy. — 33Jpes + 12J..2)
2r2 ’

B (2mzgr® + 6(Is — L)r — 3J,y. — 330 + 12J...)
2r2

(1)1 = (13 - [1)(7Tg)2 + lﬂ'g -

‘Ijl = (13 — IQ)(T['Q)2 + lﬂ'g - g

En particular, cuando J,,. = 0, la condicion suficiente para la estabilidad anterior se

reduce a:

(I)h‘ljl > 0.

Y una funcién de Lyapunov viene dada por la formula siguiente:

1(x? =2 x2 9
ST T2 TS g (ky ke k) — 2 1) k)—
2 (Il + 12 + ]3 + ( 1, 2, 3) ]3 ((ﬂ'-‘r ) )
2mgzor?ls + 69151 — 39(Jpws + Jyye — 4T.22) I3 — 2(m3)r? (7 + 1)

Ik

27’213
3.2  FEstabilidad de E,

Procediendo de un modo similar al del parrafo anterior, obtenemos el siguiente resul-
tado:
Una condicion suficiente para que la solucion de equilibrio Ey sea estable, en sentido

de Lyapunov, es que se verifiquen las relaciones:

(I)z > 0; @2\1/2 > (15ngyz)27
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siendo:

gI2(2mzor? + 6(L — I3)r — 3Jyy. — 334 + 12.J,.)
272 ’

gI2(2mzor?® + 6(1y — I3)r — 3Jyy. — 334 + 12J..)
212

@2 = ([‘{ — Il)(ﬂ'g)2 + lﬂ'g +

\112 = (13 — ]2)(7’(’«?)2 + lﬂ'g +

4 Conclusiones

Hemos dado condiciones necesarias y suficientes para la existencia de dos soluciones de
equilibrio del problema planteado. Asimismo, utilizando el teorema de la Energia-Casimir,
hemos obtenido condiciones suficientes para su estabilidad. Derivar dichas condiciones de
la manera tradicional, (véase [5]) hubiese sido muy complicado si no imposible. Por
otro lado, los resultados obtenidos constituyen una generalizacién de otros debidos a [9],
[10], [1] , [2] ¥ [7]. Basta para ello anular los coeficientes J;;; del potencial de tercer
orden U = U® obteniéndose resultados vélidos para el segundo orden U = U® para
las soluciones de equilibrio £y y E». Se constata aqui una de las diferencias que ocurren
al aumentar la aproximacién del potencial newtoniano a U®) es decir, la posibilidad de
inestabilidad de la solucién FEs.

Queda abierto para un trabajo posterior el estudio de condiciones necesarias de esta-
bilidad, mediante la linealizacion de las ecuaciones de Lie-Poisson en torno a los equilibrios

anteriores.
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