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Resumen

En la actualidad, existen problemas tecnolégicos que impiden incrementar la eficiencia de los
procesadores, entre los que cabe destacar las limitaciones en la frecuencia a la que pueden
operar por problemas de disipacion térmica. Debido a esta problematica, los fabricantes optan
por utilizar arquitecturas multinicleo para seguir incrementando las prestaciones
computacionales. Las ventajas que este cambio de paradigma ofrece son obvias, reduciendo
considerablemente el tiempo de computacién en problemas complejos que serian inabordables
desde el punto de vista de la computacidn serializada. Si bien, es cierto que, utilizar los recursos
computacionales de forma adecuada es un aspecto clave, también lo es el método de
resolucién utilizado. Por ello, se presenta una evaluacién de la implementacién en paralelo de
los métodos de resolucion multigrid, ya que estas técnicas son las mas eficientes para resolver
problemas de cierta complejidad en ingenieria, sin ningin competidor existente. En este
proyecto, se estudian los métodos multigrid algebraicos y geométricos como
precondicionadores de solvers iterativos, asi como las técnicas existentes para su
paralelizacién, enfocandose en las ventajas y desventajas que estos métodos ofrecen vy
realizando simulaciones enfocadas al analisis estructural y la optimizacion topoldgica.

Abstract

Currently, there are technological problems that do not allow increase the processors’
efficiency and we can highlight the limitations on the frequency they can operate heat
dissipation problems. Due of this issue, manufacturers decide to use multicore architectures to
keep increasing computing performance. The advantages of this paradigm shift are obvious, the
computational time in complex problems that would be intractable from the serialized
computing perspective could be considerably reduced. Even though using computing resources
properly is a key aspect, the resolution method we use is also important. Thereupon, we
present an evaluation of the parallel implementation of multigrid resolution methods, since
these techniques are the most efficients to solve complex problems in engineering and do not
have competitors. In this project, algebraic and geometric multigrid methods are studied as
preconditioners of iterative solvers. We also study the existent techniques for its parallelization,
focusing in the advantages and desadvantages that these methods offer and doing structural
analysis and topological optimization simulations.
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1 Introduccion

Realizar simulaciones de forma eficiente es un aspecto clave en ingenieria. El aumento
de la complejidad de dichas simulaciones requiere el uso de técnicas computacionales que
respondan a la necesidad de aumento de eficiencia exigida.

En 1965 Gordon Moore realiz6 una prediccién en la que exponia que el nimero de
transistores utilizados en un microprocesador se duplicaria cada afio. En 1975 corrigid esta
prediccion, enunciando como el niumero de transistores se duplicaria cada dos afos. Esta
prediccion estd asociada a un crecimiento exponencial de la velocidad de procesamiento
obtenida y sugiriere una disminucidn de los costos. Dicha prediccion es la llamada Ley de
Moore.

La prediccidn se ha asemejado con bastante fidelidad al aumento de las prestaciones
obtenidas. Esta fue enunciada para dos décadas, pero sigue presente hoy en dia y ha marcado
el progreso tecnoldgico seguido en la actualidad. Sin embargo, el propio Moore afirma en una
entrevista en 2005 que su propia ley tiene un limite, ya que, existe una limitacidon natural. El
tamafio de los transistores dificilmente se puede seguir reduciendo, ya que, se esta alcanzando
el tamano del atomo, dificultando el crecimiento exponencial al que estamos acostumbrados.
La Ley de Moore esta llegando a su fin. Se necesita un cambio en el paradigma de computacion
para seguir aumentando las prestaciones en un presente y futuro préoximo.

Ademads, existe cierta problematica que impide a los procesadores seguir aumentando la
velocidad de procesamiento con la que estos operan, explicando la tendencia de los fabricantes
a elaborar infraestructuras de calculo de altas prestaciones basadas en arquitecturas
multinucleo. La imposibilidad de seguir aumentando el rendimiento de los procesadores se
debe a una limitacidn conocida como Power Wall. En la que, por motivos de disipacion térmica,
la frecuencia a la que traban los microprocesadores queda limitada. Dicha limitacidén se alcanzé
en el siglo xxi, produciendo la incapacidad de seguir incrementando de forma exponencial la
velocidad de operacion de los procesadores, como habia estado sucediendo hasta dicho
momento. Limitacidn que se alcanza en torno a los 5 GHz [1]. Ademas, existe otra limitacién
denominada memory Wall [2]. Esta se alcanzé en el siglo XX, implicando que las mejoras de los
procesadores alcanzadas, quedan inutilizadas, ya que, estas sobrepasan las velocidades de
acceso a memoria. Quedando los procesadores a la espera de acceder a los datos y haciendo
inutiles toda mejora de las prestaciones alcanzada.

La computacién en paralelo se presenta como una solucién a la problematica planteada.
Planteandose un cambio en el paradigma de computacién, en el que, los fabricantes optan por
utilizar arquitecturas multindcleo para seguir aumentando las prestaciones en lugar de mejorar
las caracteristicas de los procesadores individualmente. La computaciéon en paralelo permite
dividir un problema complejo entre los distintos procesadores. Otorgando de esta forma un
aumento de eficiencia y permitiendo resolver en ingenieria problemas que serian inabordables
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utilizando computacion tradicional, como es el caso de resolver problemas de optimizacidon
topoldgica.

Si bien, utilizar un método de computacion que responda de manera eficiente es un
aspecto sin duda importante, también lo es el método de resolucidn utilizado. Los métodos
multigrid son los métodos de resolucién mas eficientes y se presentan como los métodos
Optimos para resolver problemas complejos en ingenieria, sin ninglin competidor existente. En
este proyecto se estudiardn los métodos multigrid algebraicos y geométricos, estudiando su
eficiencia tanto en sdlidos 2D como 3D, y las técnicas existentes para su paralelizacién,
realizando simulaciones enfocadas a la optimizacion topoldgica.
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2 Andlisis y optimizacion topoldgica en mecanica de
solidos.

2.1 Introduccion

Optimizar la disposicion geométrica de un cuerpo para que minimice o maximice cierta
funcién objetivo es un problema muy comun en ingenieria [3]. A diferencia de otros métodos
de optimizacion, como son el de tamafio y el de forma, en la optimizacién topoldgica se realizan
disefios conceptuales sin ninguna configuracién estructural previa. Esto hace que la
optimizacion topoldgica sea utilizada para alcanzar prototipos de alto rendimiento en las fases
iniciales de disefio. [11]

La optimizacién topoldgica tiene como objetivo modificar la geometria de un sélido
dentro de unas restricciones, realizando un aligeramiento masivo de su estructura,
conservando en su totalidad sus propiedades mecanicas. Produciendo que el material se
presente sélo donde se necesite segin su funcionamiento y sus propiedades. Consiguiendo de
esta forma un aumento muy significativo del nivel de eficiencia de material y presentandose
como una tecnologia clave en cualquier dambito relacionado con ingenieria aeroespacial,
automocion y optimizacién estructural.

Estos métodos se pueden clasificar en tres grandes categorias:

e Meétodos Eulerianos. Se obtiene el disefio mediante la definicion implicita de su
frontera.

e Meétodos Larangianos. La creacién de la malla se realiza a partir de un programa CAD. En
estos métodos se realiza una representacion explicita de la frontera.

e Métodos basados en densidades. Consisten en la minimizaciéon de una funcion objetivo.
Discretizando el dominio a partir de una malla fija, por el método de elementos finitos,
cuyo objetivo es encontrar el material éptimo (lleno/vacio) Existen distintos métodos
basados en densidades entre los que se pueden destacar el método de homogenizacién
y el método SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization). Este uUltimo es el que se va
a implementar en este proyecto, debido a que es el mds usado en los programas
comerciales, probablemente por su simplicidad frente a otros métodos de optimizacion
topoldgica [11].

En la optimizacion topoldgica se dan como variables conocidas el volumen final de la
estructura, las condiciones de apoyo, las cargas aplicadas y restricciones adicionales, como
zonas donde no se precisa que exista material. La forma o conexién de la estructura no son
conocidas [4].

Un tipico problema de optimizacidn topoldgica es el que se presenta a continuacion:

10
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¢Cudl es la distribucion de material en el dominio (Q) que proporciona la mdxima rigidez
(o minima flexibilidad) para el estado de carga impuesto y la restriccion de volumen de
determinados? [5]

En la figura 2.1 se puede ver un ejemplo de optimizacién topoldgica, con un volumen
reducido en un 60 por ciento.

-
~

S S
NN

Figura 2.1: Ejemplo de optimizacion topoldgica [5]

En esta, se ha resuelto el problema de optimizacion topolégica en un dominio
determinado, sometido a un estado de carga dado (F) y unas restricciones, que en este caso
serian los apoyos. Los problemas de optimizacion topoldgica dan soluciones numeéricas
implementando algoritmos iterativos que maximizan o minimizan una determinada funcion
objetivo sujeta a una serie de restricciones.

Los procedimientos a nivel conceptual empleados para implementar un problema de
optimizacidn topoldgica son los siguientes:

e Definir un dominio inicial donde se presenta el estado de cargas y las condiciones de los
apoyos.

e Se realiza una discretizacién del dominio por medio del método de elementos finitos

e Implementacion del algoritmo iterativo, calculando en cada iteracion los
desplazamientos por medio del método de elementos finitos y afiadiendo o eliminando
material como resultado de la maximizacion o la minimizacion de la funcidn objetivo
implementando un algoritmo de optimizacién.

e Verificacién del resultado por medio de MEF.[5]

Como la solucién a estos problemas se basa es un proceso iterativo donde en cada
iteracion se resuelven uno o mas problemas de elementos finitos, el coste computacional se

11
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vuelve un aspecto especialmente relevante. Ademas, se tiene que utilizar una malla que aporte
una precision aceptable para que el error obtenido al minimizar la funcién objetivo sea de una
gran fidelidad, y que permita obtener sélidos de un alto nivel de eficiencia. Claramente el
aumento de precision que se obtiene utilizando una malla fina que proporcione un gran
numero de elementos, y la resolucién de problemas basados en MEF en cada iteracién, tiene
como consecuencia un gran aumento del coste computacional necesario. Es bien conocido que,
en optimizacién topoldgica la resolucién de los sistemas de ecuaciones que se crean es el
principal cuello de botella, requiriendo por estas razones, un problema de optimizacion un
coste computacional especialmente alto. Aqui es dénde la computacién en paralelo cobra una
gran relevancia. Permitiendo solucionar problemas de optimizacién con una alta fidelidad, con
una malla que otorgue una discretizacién de una gran precisién. Permitiendo dar esta solucién
de una manera eficiente, aumentando la velocidad de procesamiento obtenida y consiguiendo
resolver problemas de gran escala.

2.2 Analisis en mecanica de sdlidos

Se define el problema de elasticidad particularizado para hacerlo mas sencillo al caso
bidimensional (figura 2.2).

Figura 2.2 Problema de elasticidad lineal

En un problema bidimensional de teoria de elasticidad lineal se tiene una geometria no
definida, es decir, una geometria que puede tener cualquier tipo de forma. En esta, estadn
caracterizadas dos tipos de fuerzas que tienen que cumplir la ecuacidn de equilibrio. La
primera, b, representa el conjunto de fuerzas volumétricas y las segundas, t, se aplican en la

12
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superficie del sdlido deformable. El dominio estd definido como Q, Au representa las
condiciones de frontera de tipo desplazamiento y At representa las condiciones de frontera de
tipo cargas.

oXx
Usando notacién matricial, la tensidn se define como: ¢ = \ ay (2.1)
oxy
a
™ 0
)
Siendo V el operador de la matriz: V= 0 P (2.2)
A
dy 0x

La ecuacion de equilibrio se define con la ecuacion diferencial de la elasticidad
expresada de forma compacta, se obtiene operando con las ecuaciones 2.1y 2.2:

Vi(h*o)+b=6 en Q (2.3)

En la frontera At, debe de haber un equilibrio entre las fuerzas internas representadas
por o y las fuerzas externas sobre la frontera denominada por t. Esto debe ser formulado

introduciendo la matriz: N = [nex ngy Zi] (2.4)
Ddénde n=(nx,ny) es el vector unitario de At.
La condiciéon de frontera se define como:
N(h+* o)=t en A (2.5)
Esta ecuacidn expresada en componentes, es de la forma:
tx=(l* ox) * nx + (h * oxy)*ny (2.6)
ty=(h* ox) * nx + (h * oxy)*ny (2.7)

ux
El vector de desplazamientos se expresa como: u = [uy] En Au el cuerpo esta fijado, por

lo tanto, el vector de desplazamientos es cero. Por lo que, la condicidn de frontera en cuanto
desplazamientos o condicion esencial es: u = 0.

Ademas de las ecuaciones anteriores se necesita una ecuacion constitutiva para la
elasticidad lineal se puede escribir en funcién de la tensién cémo:

£="Vu (2.8)
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La ley de ecuacidn constitutiva, usualmente se conoce como la ley de Hooke que se
denomina como: o = D x € (2.9), siendo D la matriz constitutiva. Esta matriz se denomina

como:
1 v 0
E v 1 0
—1_v2*0 L 1-v (2.10)
2
Usando esas ecuaciones se obtiene la formulacién en derivadas parciales. Dicha PDE es
la siguiente:

Vi(h*a)+b=60 enQ
PDE: N(h+ o) =t en At (2.11)

u=20 en Au

La solucién que se busca solamente depende de los desplazamientos. Por lo que, se
puede decir que, desde un punto de vista matematico se ha encontrado la solucién al problema
formalmente cuando se han resuelto los desplazamientos de este. La obtencién de las
tensiones se considera simplemente un postprocesamiento.

Se puede aplicar el principio de los trabajos virtuales considerando el campo de
desplazamientos contino. Aplicando el principio de las fuerzas virtuales y usando el teorema de
Green se obtiene el problema de elasticidad en formulacién débil:

f(Vu)T*h*D*Vu*dA=f uT*t*ds+f uT xbxdA  (2.12)
Q At 0

Finalmente, se consideramos la energia de deformacién como:

B(u)=%>l<fQ (Vu)T*h*D*Vu*dA—f)\t ul s txds— [ u' xbxdA(2.13)

Se considera la minimizacion de la energia de deformacion sobre el campo de desplazamientos
admisible, como:
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Min B(u) 0.1

st u=0 en Au

2.3 Optimizacion topoldgica basada en densidades (SIMP: Solid
Isotropic with Material Penalization)

La optimizacién topoldgica tiene como objetivo optimizar la distribucién de un material,
sujeto a una seria de restricciones, en un determinado dominio. Idealmente tiene impuesta una
condicién binaria, en la que la solucién estd formada por todo unos o todo cero. Esta soluciéon
trae con sigo dificultades de implementacién, al no poder ser aplicada sobre una variable de
disefio binaria algoritmos basados en gradientes. Usualmente se “relaja” el problema
incluyendo densidades intermedias entre 0 y 1, con el objetivo de poder aplicar gradientes a la
variable de disefio (densidad). Esto evidentemente trae consigo la formacién de estructuras con
densidades intermedias, siendo este aspecto no deseable, desde el punto de vista constructivo.
Por esta razéon se implementan métodos como el método SIMP capaz de penalizar la variable
de disefio para evitar las densidades intermedias.

A continuacion, se va a introducir al método SIMP y a la formulacién del problema de
optimizacidn topoldgica.

El problema se formula de la siguiente forma:

Encontrar [p] minimizando la funcién:

Min  f(pe, w)
st: K(pJu=f (2.15)
V(pe) <V*

0<p.<1lp.€D

Doénde:
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La funcién objetivo se denomina como f, u son los desplazamientos, siendo estos la
solucién del sistema de ecuaciones, K es la matriz de rigidez y f es un vector de fuerzas. El
dominio se denomina como D, perteneciendo el vector de densidades a dicho dominio. Se
establece ademas la restriccién de que el volumen del material sea menor que un volumen
V*[11].

Como el concepto principal de la optimizacidén topolégica es la distribuciéon del material
en cierto dominio, maximizando la rigidez, se necesita de un método que otorgue la posibilidad
de modelar la presencia de material. Para la realizacion de este proyecto se ha utilizado el
modelo de un material sélido isotrépico con penalizacién del material (SIMP).

En este modelo los elementos discretizados tienen asociada una variable p. Dicha variable se
asemeja a la densidad del material.

Como se ha dicho anteriormente, dicha variable es continua para poder realizar sobre
esta, algoritmos basados en gradientes. Se encuentra en un rango entre el cero y uno. Dénde,
el cero representa la ausencia completa de material y el uno representa la existencia de este:

0<p=<1

Si bien es cierto que, en computacion, se suele establecer un pmin Un poco mayor de
cero, para que, al implementar el algoritmo de resolucion, no se establezcan problemas de
singularidad en las matrices. El disefio final tiene densidades 0 o 1 en todos los elementos
(aproximadamente), formando disefios en “blanco y negro”. Para problemas donde existen
limitaciones por restriccion, la experiencia demuestra que la solucién de los problemas de
optimizacién da lugar a este tipo de disefios si se utilizan factores de penalizacién grandes,
normalmente se requiere un factor de penalizacién de p=3. Por lo que, para obtener
verdaderos “disefios 0” y “disefios 1” se requiere de un factor de penalizacién con un valor
minimo de 3. [6]

Esto se muestra en la siguiente grafica:

1 -
- _
0E
E(p,) —
e p=1
'E[J 04 ___.‘#.-
af"‘d—r.-—';
0.z — -
/ T SIMP: p=3
i a— . : . . : . . , .
0 0z 04 06 ne 1
Pe)
Figura 2.3Penalizacion[7].
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Dénde:
E; = E;(x)) = Epin + %7 (Eo — Epin), (2.16)
xi € [0,1],

Siendo E el mddulo elastico y p el factor de penalizacién. El factor de penalizacién p
disminuye la contribucion de elementos con densidades intermedias (elementos grises) a la
rigidez total y dirige la solucidon de optimizacién a elementos en color negro p=1 o en color
blanco p= pmin. La explicacidn esta en que el factor de penalizacion modifica las pendientes de
la curva, penalizando de esta forma las pendientes intermedias mediante un algoritmo de
optimizacidon. Dicha penalizacion permite evitar que en la solucién del problema de
optimizacidn aparezcan soluciones matematicamente déptimas, ya que, cumplirian con los
requisitos establecidos, pero que muy dificilmente podrian fabricarse. El método SIMP permite
calcular la matriz de rigidez de cada elemento siguiendo la siguiente ecuacién de interpolacion:

K, = Kpin + pg (KO - Kmin): (2.17)
Ddénde:

Ko es la matriz de rigidez del elemento lleno, Kmin €s la matriz del elemento vacio (mayor
que cero para evitar problemas de singularidad), pe es el vector de densidad y p es el factor de
penalizacion.

En este estudio se define la funcion objetivo como minimizacién de la funcién “compilance”, o
lo que es lo mismo maximizando la rigidez, de la siguiente forma:

c(%¥) = FTU(®), (2.18)

Dénde:
F es el vector de fuerzas aplicadas sobre los nudos y u es el resultado de la aplicaciéon
del método de elementos finitos siguiendo la siguiente ecuacion:

KEUF) = F (2.19)

Cuando se aplica un método de optimizacién es necesario realizar un analisis de la
sensibilidad. Un andlisis de sensibilidad estudia el grado de cambio de las respuestas
estructurales respecto a los parametros de disefio. Por lo que, en este caso, dicho anlisis
evalla como va a afectar un cambio en la densidad de cada elemento finito (lleno o vacio) a la
respuesta que se tiene en la estructura (cambio en la rigidez), teniendo en cuanta que el
objetivo buscado es minimizar compilance o lo que es lo mismo, maximizar la rigidez.
Comuinmente, los algoritmos de optimizacién utilizan los gradientes durante el proceso de
optimizacidn para encontrar posibles minimos locales, es decir, realizan un andlisis de la
sensibilidad [13]. Existen ademds métodos de optimizacidn que no estan basados en
gradientes. Estos normalmente necesitan un mayor nimero de iteraciones para conseguir una
convergencia del problema, al no disponer informacién sobre cudl es la direccion mas dptima
para avanzar. Por esta razon, este estudio se centra en los métodos que utilizan el gradiente
como punto inicial para realizar la optimizacién. La figura 2.4 muestra un ejemplo grafico de
como actuaria un método de optimizacidn basado en gradientes.
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Funcion
objetivo

f(p) df

p

Figura 2.4Minimizacion mediante gradiente

En la figura se ha representado la funcion objetivo en funcién de la variable de disefio.
La representacion que se muestra no corresponde a una funcién real, es simplemente, una
simplificacion para explicar conceptualmente el funcionamiento de los métodos basados en
gradiente. El objetivo es minimizar la funcién objetivo, para ello, se tiene que realizar un célculo
de la sensibilidad, calculando el gradiente de la funciéon, para obtener la direccidon en la que se
puede “descender”. El algoritmo de optimizacién, cambiara los valores de densidades, usando
como base el gradiente calculado, reduciendo el valor de la funcidn objetivo. Este proceso se
repite iterativamente hasta encontrar el minimo de la funcién o lo que es mas comun cumplir
un criterio de parada. Obteniéndose como resultado un sdlido optimizado, ya que, se ha
encontrado una solucidn, en la que, la funcidén objetivo tiene el valor mas bajo posible y esta ha
sido masivamente aligerada, al tener, uno o varios elementos huecos.

La expresién de la sensibilidad mas sencilla es la siguiente [11]:

af «7 OK % -1
2. U Ta—peu = —uTpp] " (Ko — Kmin)t, (2.20)
Donde u* es el resultado de:
a
ku =L (2.21)

ou

d
Como d—li::f, entonces u*=u.
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Las expresiones de la sensibilidad cambian segun el filtro utilizado, lo que se ha expresado es la
expresion usando un filtro de sensibilidad. Posteriormente se explicardn que son los filtros y
para qué son utilizados. En el siguiente capitulo se explicaradn las herramientas existentes para
abordar el problema de optimizacién topoldgica de forma paralela, asi como se introducira al
uso de filtros y los algoritmos de optimizacién.

19



Estudio de sistemas de resolucion paralelos multigrid geométricos y algebraicos en problemas de
analisis estructural y optimizacion topoldgica

3 Paralelizacion

3.1 Introduccion

En la optimizacién topoldgica hay que resolver el problema de la elasticidad por el
método de los elementos finitos. Las ecuaciones que proporciona el método de elementos
finitos presentan una gran dificultad de célculo si se plantean de manera analitica. Para resolver
dichas ecuaciones se requieren métodos de computacién. La resolucién de un problema de
optimizacidn topoldgica se basa en un método iterativo, en el que se resuelven las ecuaciones
del MEF en cada iteracién. Esto tiene como consecuencia un coste computacional
elevadamente alto. Para problemas complejos es inabordable utilizar métodos de computacién
tradicionales para obtener una solucién al problema de optimizacién. Para dar una solucion
eficiente, es necesario utilizar métodos de computacidn paralela de manera que se permita
distribuir el trabajo de calculo entre los procesadores disponibles, aumentando de esta manera
la velocidad de procesamiento obtenida.

En este capitulo se exponen las herramientas existentes para abordar el problema de
optimizacién de forma paralela, en el que, se va a explicar el método de particién de grafos
para distribuir el dominio entre los distintos procesadores, la herramienta ParCSR para el
sistema ensamblado, los filtros y el algoritmo de optimizacién utilizado.

3.2 Particionamiento de grafos (Metis)

Para realizar simulaciones de forma paralela es necesario realizar un particionamiento
de la malla con la que se discretiza un determinado dominio. Conseguir que esa particion se
realice de forma eficiente es un aspecto clave, al utilizar dicho proceso altos recursos
computacionales. El objetivo de esa particidn es que se realice una distribucién de ese dominio
entre los distintos procesadores disponibles, para poder aumentar la eficiencia de célculo. Esa
distribucién tiene que cumplir las siguientes premisas:

- Correcto balance. Es necesario equilibrar los célculos entre los distintos procesadores. Si
esta premisa no se cumple no se obtendrd un aumento de eficiencia, ya que los
procesadores con menor trabajo de calculo quedardn a la espera de los que han
recibido una mayor distribucion. Por esta razén es un aspecto fundamental realizar una
particién equitativa.

- Reducir los elementos adyacentes. Una reduccidon de estos elementos supondra una
reduccion de las comunicaciones necesarias entre los distintos procesadores. Hay que
tener en cuenta que, a mayor comunicacidon necesaria para resolver un problema,
mayor sera el tempo requerido para dar una solucién a este.

Para realizar la particion de grafos se realiza un primer mallado, discretizando el dominio
existente en elementos finitos iguales, para posteriormente proceder a su particion. Metis es la
herramienta que se va a utilizar en este proyecto para proceder a la particion de los grafos.
“METIS es una herramienta basada en algoritmos de grafos utilizada para realizar la particion de
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las mallas del método de elementos finitos, desarrollada por la Universidad de Minnesota y

basada

en el paradigma de particion de grafos multinivel por el cual permite realizar una

particion y reduccion de gran calidad. METIS proporciona distintos comandos para realizar las
particiones y realizar la reduccion de rellenos ademds de proporcionar una interfaz de
programacion que soporta C/ C++ o Fortan para invocar diversos algoritmos” [8].

Como cita el autor mencionado, Metis se basa en una particion de grafos multinivel en tres
fases: reduccidn, particidén y proyeccion.

Coarsening Phase

Multilevel Partitioning

e

aseld Buiuasieooun

G, ) (@

Initial Partitioning Phase

Figura 3.1Particién de grafos (Metis).[8]

Reduccion. Como se muestra en la figura 3.1 se parte de un grafo de gran tamaino GO.
Este se reduce progresivamente mediante la unidon de vértices adyacentes
(representando cada vértice un elemento). Esta reduccién termina en el grafo G4,
cuando se ha conseguido que este sea de un tamafio mucho menor que el original, con
s6lo unos pocos vértices.

Particion. Cuando se ha alcanzado un grafo muy reducido se procede a su particién,
siendo este proceso mucho mas sencillo en comparacién con haber realizado Ia
reduccion sobre el grafo original que es de gran tamaiio.

Proyeccion. Una vez que se ha realizado de forma correcta la particion del grafo se
procede a su proyeccion. En esta fase se recorre el camino inverso, en el que se produce
la descombinacion de los vértices de forma que al grafo va aumentando
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progresivamente de tamafo. Al final de la proyeccién se obtiene un grado de tamafio
equivalente al original pero ya particionado.

Cabe destacar que Metis es una herramienta capaz de realizar particiones de una
gran calidad, centrdndose en los bordes de los elementos y permitiendo una rdpida
particidn de grafos.

3.3 Formato ParCSR

Para realizar la distribucién de los datos entre los distintos procesadores hace falta de
hacer uso del formato ParCSR con el objetivo de poder distribuir las matrices que se forman en
el cdlculo entre los distintos procesadores. Este formato pertenece a la libreria Hypre.

La libreria de HYPRE permite dar soluciones detalladas a simulaciones de forma mas
eficiente que los métodos de computacion tradicionales. Este ofrece un conjunto de solvers
escalables utilizados en computacién cientifica a gran escala, proporcionando herramientas
como métodos multigrid paralelos. Es una biblioteca portable y que soporta varios lenguajes
[10]

La herramienta ParCSR permite almacenar matrices de grandes dimensiones de forma

distribuida, asegurando de esta forma la eficiencia de la computacién en paralelo. Por lo que,
esta herramienta consigue distribuir las matrices resultantes del sistema de ecuaciones lineales
gue proporciona el MEF, entre los distintos procesadores disponibles.
Una caracteristica del sistema de ecuaciones que se forma, es que, la matriz principal del
sistema, que es la que relacionan las fuerzas con los desplazamientos, es una matriz muy
dispersa. En esta se concentran la mayoria de los coeficientes en la diagonal principal, siendo
nulos la mayoria de los coeficientes fuera de esa diagonal. El formato de datos CSR
(Compressed Sparse Row) permite definir y distribuir de manera eficiente, optimizando el uso
de memoria, matrices dispersas de grandes dimensiones como es el caso de la matriz de
coeficientes. Para definir una matriz se utilizan los siguientes tres vectores.

e “Data”. En este vector se almacenan todos los elementos no nulos de la matriz,
ordenados por filas.

e “Column_index”. En este vector se almacenan el nimero de columna en la que se
almacena cada coeficiente.

e “Row_index”. En este vector se almacenan el nimero de columna en la que se
almacena cada coeficiente.

Con estos tres vectores se puede definir completamente la matriz de coeficientes, ya
que, quedan completamente definidos los valores no nulos y la posicidn que cada uno ocupa
dentro de la matriz.

Una matriz “A” en formato ParCSR estd dividida en “p” partes formando unas submatrices
denominada A1,A2,A2.An.., para que estas submatrices puedan repartirse entre los
procesadores de forma distribuida. A su vez, cada submatriz de A se divide en las matrices Dy

0 (figura 3.2) [9]
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Figura 3.2Distribucion de la matriz en tres procesadores.[9]

En esta figura se puede observar como una matriz dispersa “A” se divide en Pk partes,
siendo k en niumero de procesadores. A su vez, las submatrices que se han formado se dividen
en una matriz Dk y una matriz Ok. La matriz Dk esta formada por los elementos préximos a la
diagonal de la matriz A, dentro de Pk. En la matriz Ok se incluyen los elementos dispersos de la
matriz original, que no se habian incluido anteriormente. Se tiene que incluir un vector que
contenga los numeros de las columnas de los coeficientes de Ok. Dicho vector se denomina
“COL_MAP_Oy”. En este caso COL_MAP_0O1= (5,6,8), COL_MAP_02= (1,2,4,9) y COL_MAP_03=
(3,4,5,8).

En esta estructura de datos hay que diferenciarla entre la “local” y la “distribuida”. En la
estructura local los datos necesarios se encuentran dentro del propio procesador. En la
distribuida se requiere de un mecanismo de comunicacidon. En este proyecto se utiliza el
mecanismo de comunicaciones basado en el estdandar MPIl. En este estandar se realiza el
intercambio de datos directamente entre los procesadores mediante tareas de recepcion y
envio. Se reduce de esta forma el costo computacional, ya que, el nimero de vecinos y la
cantidad de informacién a transmitir es independiente del nUmero de procesadores. [11]

3.4 Paralelizacion de filtros

En optimizacién topoldgica, la funcién objetivo que se quiere minimizar no es una funcion
regular. Eso dificulta el uso de métodos basados en gradientes para obtener una solucién del
problema (figura 3.3).
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Funcion
objetivo

of

Figura 3.3Necesidad del uso de flitros

En la figura 3.3 se ha representado la funcidn objetivo frente a la variable de disefio de forma
conceptual. En esta funcién objetivo, los métodos basados en gradientes no son Utiles ya que
pueden dar como solucidn un minimo local que no es el buscado, otorgando de esta forma una
solucién poco optimizada. Ademads, existe un problema comuUnmente llamado como la
inestabilidad del tablero de ajedrez. La inestabilidad del tablero de ajedrez es una solucion del
problema de optimizacién dénde el cuerpo no es continuo y este es claramente inestable [12].
Los elementos de color negro p=1 (lleno) se intercalan con los elementos de color blanco vacio
(figura_). Esta solucién cumple con el criterio de convergencia y con las restricciones impuestas,
a pesar que la solucién al problema sea inestable.

WMRNRNRRRRRRN)
M

E

Figura 3.4Inestablilidad tablero de ajedrez[12]
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La solucion a estos problemas es utilizar una regularizacion, también denominada como
filtrado del campo de variables de disefio. El uso de filtros produce un efecto de suavizamiento
sobre la funcién objetivo, permitiendo obtener la convergencia deseada, mediante métodos
basados en gradientes. Existe una alta variedad de filtros y son de uso casi obligatorio en la
resolucidn de cualquier problema de optimizacién. Destacando los filtros basados en distancias
y el filtro de Helmholtz.

Los filtros de distancias trabajan sobre la funcidn objetivo cambiando cada valor, por el
promedio de las que se encuentra en un circulo de radio r min. Como se observa en la figura 3.5
al ir aumentando el valor de rmin, desaparecen las inestabilidades y se obtienen estructuras mas
simples.

53252

-

Figura 3.5 Filtro basado en distancias[12]

El filtro de Helmholtz en vez de considerar un radio minimo resuelve una EDP.

Dicha EDP es la siguiente:

-2V +G=g gEeEQ (3.1)
a9
—=0 g € dQ
on g

Ddénde: g es la variable de disefio sin filtrar, g” es la variable de disefio filtrada, y r es un
pardmetro de longitud que juega un papel similar al del radio de la integral de convolucién para
calcular el filtro de sensibilidad. [11]. Siendo:

of
g=nr, %, (3.2)
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Para resolver esta PDE se produce un ensamblaje de forma distribuida formando un
sistema de ecuaciones similar al obtenido al resolver la PDE de la elasticidad lineal. Esta
ecuacion tiene la siguiente forma:

Kxg=g (3.3)

La solucion de la ecuacidon 3.3 es el campo de densidades filtrado, destaca que la matriz
ensamblada K estd en formato ParCSR.

Desde el punto de vista de la computacién en serie, este filtro no trae ninguna ventaja,
ya que, es mas sencillo utilizar un filtro basado en distancias y hacer el promedio de los valores
incluidos en ese circulo, que resolver una EDP, con el coste computacional que conlleva. Pero,
en la computacion paralela hay que tener en cuenta las comunicaciones que se tienen que
realizar. Al estar el dominio repartido entre los distintos procesadores, hacer el promedio en un
radio que incluya a dos o mas subdominios incrementa el coste computacional del problema. La
razoén estd en todas las comunicaciones que se tendrian que realizar entre estos procesadores,
teniéndose de esta forma una pérdida de eficiencia (figura 3.6).

—

Figura 3.6 Problemas de los filtros de conicos en computacion paralela.

El filtro de Helmholtz necesita ser ensamblado y ser resuelto mediante un método
iterativo, ademas, al realizar el ensamblaje también se necesitan realizar comunicaciones entre
los procesadores existentes. El filtro dptimo depende en gran medida de la naturaleza del
problema a optimizar. Siendo de manera general mas 6ptimo el filtro de Helmholtz, si se
compara con el de distancias, cuando la rmin tiene un valor muy grande. Si se utiliza un valor de
rmin Pequeno, es mds optimo, por regla general un filtro de distancias. Lo mas usual al realizar
simulaciones de una alta precisién, con una malla que genere un numero pequefio de
elementos, es utilizar un valor bajo de rmin, ya que, no tiene sentido dividir un problema en un
gran numero de elementos para luego hacer el promedio de este. Por esta razén en este
estudio se utilizara un filtro conico (filtro de distancias).

3.5 Algoritmo de optimizacion (Optimality criteria / MMA)

Se necesita un algoritmo que permita actualizar las variables de disefio. De forma que
sea posible encontrar la distribucién éptima del material, minimizando en cada iteracion la
funcién objetivo. Este estudio se centra en los métodos que utilizan el gradiente como punto
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inicial para realizar la optimizacién. Se va a introducir al criterio de optimalidad (0C) y el método
de las asintotas moviles (MMA).

«»+ Criterio de optimalidad de Benso. Este es el enfoque clasico utilizado en un problema de
optimizacién debido a su simplicidad numérica y eficiencia [23]. Se basa un método
iterativo cuyo algoritmo es el siguiente:

max (0, x; —m), if x; Bj* <max(0, x; — m)

34
new _ | max (1, x; + m), if x; Bl* =min(1, x; — m) (34)

(x;B{")4, otherrwise

Dénde: m es un limite de movimiento que presenta un valor positivo, n representa el
coeficiente de amortiguamiento (elegir valores de m=0.2 y n=0.5 es recomendable para
problemas de cumplimientos minimos [23]), q es un factor de penalizacién (tipicamente q = 2).
Be sigue la siguiente expresion:

o <\ —1
Be _ _ dc(x) (/1 av(x)) (3.5)

0xe 0xe

Las condiciones KKT se cumplen cuando Be=1. Siendo A el multiplicador de Larange
asociado a la variable v(X). El Unico valor a determinar en el algoritmo presentado es el
multiplicador de Larange(A), que cumple con la siguiente expresion:

v (f(x”ew(i))) =0 (3.6)

Dicha ecuacion se resuelve mediante un método de busca de raices, como es el método
de la biseccion. Este es un método iterativo que permite encontrar soluciones a ecuaciones no
lineales.

Este algoritmo de desarrolla de forma iterativa, actualizando el valor de la variable de
disefio en cada iteracion. Finalmente este converge al cumplir con el criterio de parada. Este
criterio se cumple si el valor absoluto de la variable de disefio actualizada menos la variable de
disefio sin actualizar es menor que la tolerancia elegida, o si se han superado un numero
maximo de iteraciones.

Método de las asintotas moviles (MMA). Método iterativo de programacion lineal que se
caracteriza por generar un problema convexo que es resuelto en cada iteracion y actualizar las
asintotas del problema de manera que se acelere la convergencia del mismo [15].

El proceso que sigue este algoritmo de forma conceptual es el siguiente:

1) Se elige un punto inicial x¥, siendo x la variable de disefio y k=0.
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2) Se calcula la funcién objetivo f;(x*) y el gradiente V f;(x*).

3) Se genera un subproblema convexo P) mediante funciones de aproximacién actualizando
las asintotas de este.

4) Se resuelve el subproblema, encontrando un valor de x mas proximo al buscado que el
inicial, se actualiza la variable volviendo al paso 2 con k=1.

El procedimiento se repite de forma iterativa hasta que se cumple con el criterio de parada.

En las figuras 3.7 se muestran un ejemplo de cdmo es el funcionamiento del algoritmo. Se
muestra una primera iteracién, en la que se ha representado en negro la funcidn que se quiere
minimizar (funcién objetivo), en rojo el subproblema generado por aproximacién convexa, y el
azul el problema antes de la aproximacién. Se empezaria con la curva convexa azul, con
asintotas L; y U; y a partir de este, mediante métodos de aproximacion se genera el
subproblema convexo (color rojo). Se soluciona este subproblema encontrando su minimo,
descendiendo en la curva convexa a través del cdlculo del gradiente. Posteriormente, se
actualiza la variable de disefio y se produce el movimiento de las asintotas. Se comprueba el
criterio de parada. Si este cumple el proceso ha llegado a su fin. Si no cumple, se repite el
proceso, siendo ahora la curva roja la anterior curva inicial y generando a través de esta un
nuevo subproblema convexo, volviendo a mover las asintotas, y acercando de forma iterativa la
variable de disefio al minimo de la funcién objetivo
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Funcion
objetivo

Punto
inicial

Primera
iteracion

Figura 3.7.MMA primera iteracion

El MMA serd el algoritmo usado en este proyecto por su rapida convergencia y porque este,
tiene la ventaja de tener que utilizar el filtro solo una vez por iteracion. El algoritmo OC tiene
que aplicar el filtro por cada iteracion del método de la biseccién, lo que da lugar a que se tenga
gue resolver mas de un filtro por cada iteracidn principal. Pudiendo esto suponer que se tarde
mas tiempo en utilizar el filtro y pudiendo crear un posible cuello de botella.

3.6 Enfoque paralelizado de optimizacién topolodgica.

En este apartado se resumen las estrategias de paralelizacidn utilizadas en este proyecto
para resolver problemas de optimizacidon topoldgica. Hay que destacar, como ya se ha
mencionado anteriormente, que un problema de optimizacién topoldgica destaca por sus
grandes necesidades computacionales. Por esa razdn, este estudio tiene un enfoque paralelo.

El siguiente diagrama resume el proceso de optimizacion del método SIMP [11]:
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Figura 3.8 Enfoque paralelizado de optimizacion topoldgica [11]

En un inicio, se introducen los parametros de disefio y las condiciones de contorno
(cargas, apoyos, el volumen maximo del material etc.). Posteriormente se realiza una particion
del dominio en los diferentes subdominios, atribuyendo cada subdominio a un procesador. La
particion se realiza mediante la herramienta de particion de grafos METIS. Una vez formado los
distintos subdominios comienza el proceso iterativo. Se resuelve el problema de forma paralela
ensamblando la matriz de rigidez y resolviendo el sistema de ecuaciones formado. A
continuacion, se calcula la funcidn objetivo y el gradiente para poder aplicar algoritmos de
optimizacidon basados en gradiente. Se aplica de forma distribuida el filtro de Helmholtz, que
consiste en la resolucion de una PDE o el filtro cénico. Posteriormente, se realiza la
actualizacion del vector de densidades mediante un algoritmo de optimizacién basado en
gradientes. La definicion de las condiciones iniciales y la particidon se producen sélo una vez, el
resto del ciclo se repite hasta que se cumple con el criterio de parada.

El resultado es la obtencidon de un sélido lleno-vacio, en la que se ha minimizado la
funcién compilance, o lo que es lo mismo se ha maximizado la rigidez, bajo unas restricciones
de partida. Obteniéndose de esta forma estructuras de alto nivel de eficiencia.

En el siguiente capitulo se va a introducir a las herramientas disponibles para resolver el
método de elementos finitos de forma paralela, en el que se utilizard el método iterativo del
gradiente conjugado, precondicionado con un método multigrid. Se utilizard la misma
estrategia para resolver la EDP de Helmholtz, asi como se discutira la utilizacion de métodos
multigrid algebraicos y geométricos.[17]
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4 Métodos multigrid

4.1 Introduccion

En este capitulo se va a introducir el método de resolucién utilizado para resolver las
ecuaciones que se presentan en el problema de optimizacién topolégica y se realizard un
estudio de los métodos multigrid algebraico y geométrico. Es bien sabido que los sistemas de
ecuaciones que se forman en optimizacion topolégica presentan el principal cuello de botella
de este. Utilizar métodos altamente escalables y eficientes es un aspecto clave para lograr
disefios de alta calidad con costes computacionales razonables.

Si bien es cierto que, utilizar los recursos computacionales disponibles de manera
dptima es un aspecto muy relevante, también lo es el método de resolucidn que se utiliza para
resolver las distintas ecuaciones que se plantean. Siendo los métodos multigrid los mas
eficientes, sin ningin competidor existente. Para resolver los sistemas de ecuaciones en las
simulaciones se utilizard el método del gradiente conjugado de forma distribuida. El gradiente
conjugado es un método iterativo que ofrece una gran ventaja frente al uso de solvers directos,
al reducir de forma exponencial el coste computacional requerido.

Los métodos multigrid se pueden utilizar como solvers, pero en este estudio se utilizardn como
precondicionadores del gradiente conjugado (CG) distribuido, consiguiendo de esta forma una
aceleracién en la convergencia del método. Por lo que, en este estudio se ha utilizado un CG con
un precondicionamiento en cada iteracion.

A continuacién, se va a realizar una breve introduccién sobre métodos multigrid.

El objetivo de los métodos multigrid en este estudio es facilitar la convergencia de un
método iterativo. Como se ha comentado anteriormente estos pueden ser utilizados como
solvers, pero su potencia se explota en mayor medida al ser utilizados como
precondicionadores. Este método opera sobre distintos niveles de malla, realizando un ciclo en
V (figura 4.1).
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prolongation
(interpolation)

Error appfdxfmared on |i'|
a smaller coarse grid

Figura 4.1 Ciclo en V [19]

El procedimiento que utiliza un método multigrid se introduce a continuacién.

Se parte de un mallado muy fino, por lo que, los sistemas de ecuaciones que se forman
son de un gran tamafo, lo que hace inviable su resolucion mediante métodos directos por la
cantidad de memoria, necesitando  usar métodos numeéricos basados en iteraciones. El
objetivo es reducir el error del método iterativo. En un primer lugar se requiere de un
suavizamiento o relajacidn. Este permite obtener el residuo en la malla fina y dar una primera
solucion con la que comenzard el método iterativo. Seguidamente mediante operadores de
restriccion se proyectara ese residuo a una malla mas gruesa. En la figura 4.1 se ha presentado
el caso mas simple, en el que solo hay dos niveles de malla. Las operaciones de restriccion se
realizan en los distintos niveles de malla, mallas progresivamente mas gruesas, hasta aproximar
el error de la malla fina en una malla lo suficientemente gruesa como para resolver
directamente los sistemas de ecuaciones que se forman. Se resuelven los sistemas de
ecuaciones de la malla gruesa obteniéndose la correccién de malla gruesa. A continuacién, se
recorre el camino inverso, mediante operadores de prolongacidn, pasando la correccién de la
malla gruesa a la malla fina. Finalmente se actualiza la primera solucidn obtenida sumandole
esa correccién. Obteniendo de esta forma una solucién mds préxima a la solucion real.
Usualmente se denomina al ciclo descrito como ciclo en V, ya que esa es la trayectoria seguida
entre la malla fina y la gruesa [19].

Existen dos filosofias en cuanto a la utilizacion del método multigrid, una algebraica y
otra geométrica. En los siguientes apartados se presentard con mas detalle cémo se realiza el
precondicionamiento del CG. Ademads, se realizara un estudio y discusion del
precondicionamiento multigrid algebraico y el geométrico.

4.2 Método del gradiente conjugado distribuido.

El método del gradiente conjugado distribuido es un método iterativo utilizado en este
estudio para resolver los sistemas de ecuaciones que se plantean. Este se utiliza de forma
paralela en cada subdominio formado por la herramienta de particién de grafos Metis. Esto
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permite que los cdlculos se realicen de forma paralela aumentando la velocidad de
procesamiento. El gradiente conjugado es una modificacién del método del gradiente
descendiente que se muestra a continuacion.

ermor

0.
Figura 4.2 Método del gradiente descendiente

En la figura 4.1 se ha representado la funcidn de coste de las variables 81 y 82. Lo que se
ha representado es el error del método iterativo en funcion de estas dos variables.
El objetivo es encontrar la solucién de un sistema de ecuaciones de la forma:

Axx=b (4.1)

siendo esta la ecuacién resultante de aplicar el MEF. Siendo A, la matriz de coeficientes,
X, corresponde a un vector desconocido, y b, corresponde a un vector conocido. En este estudio
x se corresponderia con el vector de desplazamientos y b con el vector de fuerzas.

Claramente, este método iterativo puede ser aplicado a un conjunto de variables mayor,
pero para hacer la explicacion mas visual se han utilizado Unicamente dos variables. El objetico
es reducir el error que se comete por lo que hay que llegar al valor minimo de la funcién
representada. La expresion de la funcién a minimizar seria la siguiente:

flo) = %xTAx —xTh (4.2)

Se empieza en un punto inicial que se denomina xo, una vez situado en este punto, el
método analiza cual es la pendiente descendente mdxima en ese punto, para poder encontrar
el camino que permite descender de una forma mas rapida. Matemdaticamente la pendiente de
una variable la calculamos a partir de la derivada, pero, al estar trabajando con un ndmero
mayor de variables se calcula el gradiente de la funcidn de coste.
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Vf(x) =V (%xtAx - be) =Ax—b (4.3)

Igualamos a cero para minimizar de forma que:

Por lo que la ecuaciéon 4.1 es un minimo de la funcidn f(x) pudiendo ser utilizada para
encontrar los minimos.

Este es el procedimiento que habria que resolver hasta que la funcidn de error sea
menor que la tolerancia exigida, alcanzando de esta forma la convergencia del método.

El método del gradiente conjugado es una modificacién del método de gradiente
descendiente que permite calcular de forma mas eficiente las direcciones de busqueda. Su
algoritmo es el siguiente:

1 ff;u:j. =T = b— A-!'[[]]
2 for number of iterations do
’"'!:.1;"”:

3 o=
d(:]'m:n
4 ‘El:i—l:=J‘|j:j|—H[|:'1|j:1
5 Tri+1) = T(i) — ':.-.tl:ll:-'-a-'-ﬂ‘:i:l
. -
{'i -'i:!'_l:z (a1} (a1}

r‘l:!::ll'l'!'l
diir1y = Travny) + Brienydp

% end for

En este algoritmo b corresponde a las fuerzas externas, A es la matriz de coeficientes, x
la variable en la que se busca iterativamente encontrar la solucion, a es un factor llamado tasa
de aprendizaje que permite avanzar en una direccion de descenso, d es la direccion de
descenso y r es el vector de residuos que se quiere minimizar.

Por lo que, para obtener el minimo como hemos visto en el proceso iterativo se define:
Xi+1=Xi+aixd; (4.4)

siendo ai (tasa de aprendizaje) un valor que minimiza la funcién. Este tiende a ser mayor
en las iteraciones iniciales cuando se esta lejos de la solucién y mas pequefio cuando el residuo
es menor para aumentar la precisién cuando el algoritmo se esta acercando a la solucidon. Se
obtiene a partir de:

—nin
L™ 4T
L' dfAd;

(4.5)

Siendo el residuo de cada iteracion:
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ri=b—Ax*x (4.6)

En las dos ultimas lineas del algoritmo, se calcula la nueva direccion mediante el

conjugado

di = wi + Yo Bac x d(k) (4.7)
Si ui=ri

d(i+1)=r 4 +Bii+1) @) (4.8)
Siendo:

T
T+ G+

Bi+1) = (4.9)

T
UHOUO!

Este método se repite hasta que el residuo obtenido sea menor que la tolerancia
pudiendo admitir que el proceso ha logrado su convergencia.

Este método cumple dos condiciones:

-La direccién calculada en el método del gradiente es conjugada respecto a la matriz A, y todas
las direcciones de descenso calculadas anteriormente:

(di)TAd;j =0 0<j<i (4.10)
-Los residuos son ortogonales a las direcciones de descenso de la iteracién anterior.
ri*dj=0 OS]SL (4.112)

[22]

4.3 Precondicionador multigrid geométrico.

Para acelerar la convergencia del gradiente conjugado distribuido, este, se
precondiciona con un método multigrid. Realizando un ciclo en V al final de cada iteraciéon del
gradiente conjugado, como vya se habia mencionado con anterioridad. Dicho
precondicionamiento se puede realizar utilizando un multigrid geométrico o un multigrid
algebraico. En este apartado, se enfoca sobre el multigrid geométrico y como este
precondiciona al CG.

La principal caracteristica de un multigrid geométrico es que este trabaja con mallas
jerarquicas, teniendo que realizar distintas dicretizaciones para obtener las mallas mas gruesas
o utilizando alguna funcidn o algoritmo para generar las mallas. Necesitando este método la
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informacién de cada nivel de malla que se vaya a utilizar. En cambio, el método AMG requiere
solo de la informacién de la malla fina para realizar todas las operaciones.

En la figura 4.3 se muestra resumido como el método multigrid precondiciona al
gradiente conjugado. Se considera el caso mas sencillo en el que sdlo hay dos niveles de malla.

CG

Suavizamiento .

kM syl = fh Correcion
h=rh h. h uh=uh+eh
==k

Restriccion el

r2h Prolongacion
Jo2h 4 g2h—p2h . p2h

Solver directo

Figura 4.3 Precondicionamiento del CG

Las fases se han introducido en el comienzo del apartado. Ahora se va a entrar en
detalle para el caso de un precondicionamiento multigrid geométrico. Las fases son las
siguientes:

1) Relajacion (suavizamiento). Se calcula el residuo del siguiente sistema de ecuaciones
para el nivel inicial (malla fina):

Kt syl = fh (4.12)
Entonces el residuo es:

rh=fh — ghyh (4.13)
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El superindice hace referencia al primer nivel, que es la malla fina y el 2h al segundo nivel, que
es la malla gruesa. k" es la matriz de coeficientes que se obtiene mediante el ensamblado, a partir de

la discretizacion de malla fina y fh representa el vector de fuerzas. Mediante el suavizamiento se

obtiene una solucién aproximada u”. Una vez obtenida esta solucidn es posible calcular el residuo 7"

mediante la ecuacién 4.3.

2) Restriccion. Esta fase tiene como objetico traspasar el residuo obtenido de la malla
fina a la malla gruesa. Para ello se utiliza la matriz de restriccion R. Operando de la siguiente
forma

r2h =R sl (4.14)

Ddénde R es obtenido a partir de funciones de interpolacién entre la malla fina y la malla gruesa.
3) Calculo del error. El error se calcula a partir de la siguiente ecuacién:

k2 « g2h=y2h (4.15)

dénde k2" es la matriz de coeficientes obtenida a partir de la dicretizacién de la malla gruesa.
Estos sistemas de ecuaciones destacan por ser mucho mas reducidos que los utilizados en la

malla fina. Por lo tanto, a nivel de eficiencia computacional es viable utilizar un solver directo

para resolverlo. El resultado es el vector de error en la malla gruesa e?".

4) Prolongacién. El vector de error el se proyecta de la malla fina a la malla gruesa
siguiendo la siguiente operacion.

et =P xe?h (4.16)
Donde la matriz P es usualmente la transpuesta de R.
5) Correccion. El vector de desplazamientos u” se corrige de la siguiente forma:
ulh = uh 4+ eh (4.17)
El nuevo vector u” otorga una mejor aproximacion al resultado real que el vector original.

[20]

De esta forma se realiza un precondicionamiento utilizando un multigrid geométrico,
realizdndose al final de la fase de correccidén una iteracién del CG y repitiendo todo el proceso
hasta que el residuo sea menor que la tolerancia exigida.

4.4 Precondicionador multigrid algebraico.

El método algebraico es un método alternativo al geométrico. Este sigue las mismas
fases que el método geométrico, pero para realizarlas sélo requiere la informaciéon de una
malla, la malla fina que proporciona el sistema de ecuaciones del primer nivel.
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Este método trabaja Unicamente con la matriz de coeficientes k™. El vector de
prolongacion se obtiene a partir de operaciones de interpolacion a partir de la matriz de
coeficientes, siendo:

R =PpT (4.18)

La matriz de coeficientes del nivel grueso se obtiene obtener a partir de la siguiente
ecuacion:

Ac=R*A*P=PTxAxP (4.19)

Esto implica que las operaciones de restriccion, de prolongacion y la matriz de
coeficientes correspondiente a una malla gruesa ficticia y se pueden realizar completamente
con la informacidn correspondiente a la malla fina, no necesitando realizar discretizaciones a
distintos niveles [21].

4.5 Discusion

La principal ventaja que ofrece el multigrid algebraico frente al geométrico es su
flexibilidad. Al trabajar Unicamente con la informacién que otorga una matriz de coeficientes,
este es facilmente adaptable a distintas aplicaciones. Pudiendo utilizarse como un algoritmo
que funciona como una caja negra, sin requerir informacion sobre la geometria excepto en la
malla fina.[16]. Otra gran ventaja es que este método puede aplicarse directamente a mallas
estructuradas o desestructuradas [20].

Las desventajas de un GMG son su falta de flexibilidad al tener que utilizar la
informacién de las mallas de cada nivel. Este se presenta como un método muy eficiente, pero
con poca robustez y con un campo de aplicacién mas limitado.

Si bien es cierto que, se sabe a ciencia cierta que el AMG se conoce por ser un método
mas flexible, la eficiencia de un método, frente al otro, es un asunto a discutir. No siendo, en
todos los casos mas eficiente el geométrico, ni el algebraico. Al depender la eficiencia de estos
de la naturaleza del problema a analizar. Ademas, las investigaciones que comparen estos
métodos en sdlidos 3D son escasas o inexistentes. Este estudio tiene como objetivo comparar
el comportamiento del AMG con el GMG. Para ello, en el siguiente capitulo se van a realizar
simulaciones de optimizacion topoldgica de sdlidos de distinta complejidad, tanto 2D como 3D,
resolviendo cada caso con un AMG y con un GMG, con la finalidad de determinar en qué casos
uno es mas eficiente que el otro.
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5 Simulaciones

Este capitulo es el principal del estudio, en este se van a realizar simulaciones de

distintos problemas de optimizacién topoldgica, resueltos mediante las herramientas vy
estrategias descritas anteriormente. Se van a realizar simulaciones sobre 5 modelos distintos,
tanto 2D como 3D. Estos estaran discretizados con distintos tipos de malla, tanto estructuradas
como desestructuradas. Dichas simulaciones se van a realizar utilizando en primer lugar un
precondicionamiento mediante AMG, y posteriormente se resolverd el mismo problema
precondicionado con GMG. El objetivo es estudiar estos métodos en distintos casos para poder

obtener resultados y analizar en qué situaciones uno es mas eficiente que el otro.

5.1 Definicion de las simulaciones

En este apartado se definen los modelos objeto de estudio. Como se ha nombrado

anteriormente, se van a estudiar 5 modelos, 2 modelos 2D y 3 3D.

7/
L X4

Datos:

Modelo 1: beam 2d

&

16

Figura 5.1 Modelo 1, beam 2D

Modelo sbeam2d
F 1
Dimensiones principales 16mx4m
Cores 16
Fraccion de volumen 0.3
Young 1
poisson 0.29
Filtro Cdnico
Radio de filtro 0.02m
Criterio de convergencia MMA
Niveles multigrid 6

geométrico

39



Estudio de sistemas de resolucién paralelos multigrid geométricos y algebraicos en problemas de
analisis estructural y optimizacion topoldgica

7/

** Modelo 2: sheam 2d con agujero

16

W

Figura 5.2 Modelo 2. sbeam 2D con agujero

Datos:

Modelo sbeam2d con hueco
F 1
Dimensiones principales 16mx4m
Cores 16
Malla Triangular
Fraccion de volumen 0.3
Elementos 1523712
Incognitas 1528832
Young 1
poisson 0.29
Filtro Helmholtz
Radio de filtro 0.011719
Criterio de convergencia MMA
Niveles multigrid 6

geométrico
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+* Modelo 3: Sheam 3d

Figura 5.3 Modelo 3sbeam 3D

Datos:

Modelo sbeam3d

F -le2

Dimensiones principales 4x1x1m

Cores 16

Young 1

poisson 0.3

Filtro Conico(estructurado)
Helmholtz(desestructurado)

Radio de filtro 0,04

Criterio de convergencia MMA

Niveles multigrid 4

geométrico
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7/
0‘0

Datos:

Modelo 4: Sbheam3d con agujero

Figura 5.4 Modelo 4. Voladizo 3d con agujero

Modelo sbeam3d-hole
F -1
Dimensiones principales 4x1x1m
Cores 16
Malla Estructurada
Fraccion de volumen 0.1
Elementos 61440
Incégnitas 201600
Young 1
poisson 0.3
Filtro Conico
Radio de filtro 0,08
Criterio de convergencia MMA
Niveles multigrid 2

geométrico
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Modelo 5: IPE 140

/]
/

/

0,14

Estudio de sistemas de resolucién paralelos multigrid geométricos y algebraicos en problemas de

Figura 5.5 Perfil IPE
Modelo IPE 140
F -1
Cores 16
Malla Desestructurada
Fraccidn de volumen 0,3
Elementos 481280
Incdgnitas 24707
Young 1
poisson 0.3
Filtro Helmholtz
Radio de filtro 0,02
Criterio de convergencia MMA
Niveles multigrid 3

geométrico
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5.2 Resultados de las simulaciones

En este apartado se muestran los resultados obtenidos al resolver el problema de
optimizacion topoldgica para los distintos modelos. Las simulaciones han sido realizadas con
AMD RAIZEN 9 3950 de 16 cores y 64 Gb de RAM. Se muestran en este apartado Unicamente el
resultado de la optimizacidn topolégica, sin incluir el analisis y la comparativa de los tiempos de
resolucién con los distintos métodos multigrid para los modelos. La comparativa del AMG y el
GMG serd abordada en el siguiente apartado.

o Modelo 1: Sbeam 2d.

El primer modelo a estudiar es un sélido en 2 D, este se ha simulado tanto con una malla
estructurada (figura 5.6) cuadrada, como con una malla no estructurada triangular (figura 5.10).
Los resultados se muestran a continuacion:

Malla estructurada.

Elementos: 262144
Incégnitas: 526850

V=0,3

Figura 5.6 Malla beam 2D
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sbeam2d

— Algebraico

= Geomeétrico

Funcién objetivo
S

A\
NI

N—

0

t.o It. It It It It It It It It It
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Ne de iteraciones

Grdfico 5.1Funcidn objetico sbeam 2d

En la gréfica se puede ver como la funcién objetivo va disminuyendo en cada iteracién.
En cada una de las iteraciones se realiza el proceso definido en los apartados anteriores, en los
que se resuelve el problema por MEF, se calcula la funcién objetivo y la sensibilidad, se aplica el
filtro y posteriormente se realiza el algoritmo de optimizacion que permite actualizar las
densidades, que en este caso es el MMA. Este proceso se vuelve a repetir si no se cumple el
criterio de convergencia.

Los resultados obtenidos para la iteracién 100 son los siguientes:

density

Figura 5.7 Optimizacion Beam 2D
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L 0.0e+00

displacements Magnitude

Figura 5.8 Desplazamientos en el modelo optimizado beam 2D

En la figura 5.7 se muestra el resultado de la simulacion. En este se ha representado el
campo de densidades. El proceso de optimizacién topoldgica ha conseguido encontrar la
distribucién éptima del material, consiguiendo que se obtengan elementos de densidad 1 0 0
(aproximadamente) y encontrando una solucién de alta eficiencia, resultado de la minimizacién
de la funcién objetivo. Dicha solucién es capaz de soportar las cargas impuestas en las
condiciones de contorno, con un volumen igual a 0,3 en comparacidn con el modelo original.

A continuacién, se muestra la distribucion del material:

800000+
7000004
400000
500000
w
iy
—
O 400000
O
>
300000
200000
100000
0 0.1 02 03 04 us 06 07 o8 09
densidad

Figura 5.9Distribucion del material modelo 1

En la figura se puede ver el numero de elementos que tiene el modelo en funcién de los
distintos rangos de densidades obtenidos. Destaca como no se obtienen Unicamente resultados
“0” o0 “1”. Esto se debe a que, para resolver el problema de optimizacion, se ha realizado una
regularizacién, incluyéndose las densidades intermedias, con el objetivo de poder realizar
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algoritmos basados en gradiente. El método SIMP realiza una penalizacién, favoreciendo la
formacién de elementos vacios o llenos, pero a pesar de realizar dicha penalizacién, la
formacidén de elementos con densidades intermedias es inevitable.

A continuacion, se muestran los resultados obtenidos con la malla no estructurada.

Malla no estructurada.

Elementos: 679936
Incégnitas: 682498

V=0.3

Figura 5.10 Beam 2D malla no estructurada

sbeam2d_desestructurado

1,2

= A|lgebraico
0,8

& = (Geométrico
0,6 \
0,4 \
0,2

A

O 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 25 50 75 100 125 150 175 200 225

Iteraciones

Funcién objetivo)

Grdfico 5.2Funcidn objetivo sbeam 2D malla desestructurada

En este grafico se muestra la funcién objetivo, esta se minimiza progresivamente en cada
iteracion. Destaca como el descenso no ocurre de forma proporcional en cada iteracién. En las primeras
25 iteraciones se ha conseguido minimizar la funcidn casi por completo. A partir de esta iteracion la
funcidn objetivo tiene una forma asintética, que va descendiendo poco a poco.
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Elegir un criterio de parada en optimizacién es un asunto dificil, ya que, en muchos casos, si no
se marca un numero de iteraciones mdaximas, el problema podria no alcanzar convergencia, rondando
alrededor de un valor de la funcién objetivo, sin alcanzar la parada. También, hay que tener en cuenta el
gran coste computacional que se tiene. El problema ha sido resuelto casi por completo en la iteracion
25. A partir de esta, el descenso de la funcién es muy bajo y el coste computacional de realizar, en este
caso 175 iteraciones muy alto. No existe una regla matematica que diga cuando parar, esta decision se
tomara segun los recursos computacionales o temporales y el grado de eficiencia en cuanto a resultado
que se quiera conseguir.

Es importante destacar como, a pesar de ser el mismo modelo, las funciones objetivo obtenidas
en una malla estructurada en comparativa con una estructurada no son idénticas. El discretizar de
distinta forma hace que se estén resolviendo problemas con cierta similitud, pero distintos.

Los resultados obtenidos son los siguientes:

1.0e+00
[— 0.8
— 06
— 04

K
1.0e-09

density

Figura 5.11 Sbeam 2D desestructurado, campo de densidades sin filtrar

density

Figura 5.12 Sbeam 2D desestructurado, campo de densidades filtrado
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[ Z.Se+00

—4

£ :
l 0.0e+00

Figura 5.13 Sbeam 2D desestructurado, campo de desplazamientos

displacements Magnitude

Se obtienen resultados muy similares en comparacién con la malla estructurada, en la

figura 5.11 se ha representado el campo de densidades sin ningun filtro visual posterior. Se

puede ver como la mayoria de elementos son o de densidad minima o “1”. Pero, también hay

una menor medida de elementos de densidad intermedia.

o Modelo 2: sbeam 2d con hueco.

El modelo 2 es similar al anterior, pero esta vez, con un hueco centrado. Se estudiara

con una malla desestructurada como se muestra en la figura 5.14.

Malla no estructurada

Elementos: 1523712
Incégnitas: 1528832

Volumen: 0,3

Figura 5.14 Sbeam 2D-hole malla no estructurada
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En la grafica 5.3 se muestra la funcién objetivo obtenida:

Sbeam-2d-hole

1,2

= A|lgebraico

e Geométrico

Funcién objetivo
o
()]

0 100 200 300 400 500 600 700
N2 de iteraciones

Grdfico 5.3 Beam 2D —hole, malla no estructurada

Al igual que en los casos anteriores, la funcién desciende rapidamente en las iteraciones
iniciales y posteriormente se obtienen un comportamiento asintotico.

Los resultados que se obtienen son los siguientes:

I 1.0e+00

—05

l 8.6e-10

density

Figura 5.15 Sbeam 2D-hole, campo de densidades sin filtrar

1.0e+00
[ 0.8

— 06

density

— 04

L.
8.6e-10

Figura 5.16 Sbeam 2D-hole, campo de densidades filtrado
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Figura 5.17 Sbeam 2D-hole, campo de desplazamientos

Se muestra como se ha producido el aligeramiento masivo de material y se obtienen
resultados esperados, ya que, el problema de un voladizo sometido a una carga es un clasico en
optimizacidn topoldgica y la solucién obtenida se asemeja mucho a otros estudios consultados.

La distribucion del material se muestra en la figura 5.18.

3.5e+h

KRR
2.5e+4
2e+bH
1.5e+4
le+d
0,06, 346444e+06
5000004
ud
] 005 Q. 015 02 028 03 035 04 045 05 085 08 065 07 045 08 0BS5S 0% 098

Figura 5.18 Distribucion del material modelo 2

Destaca como la penalizacidn ha conseguido eliminar casi todos los elementos de densidades
intermedias.

o Modelo 3: Sbeam 3d.

Una vez estudiados los modelos 2D se van a estudiar los 3D, para medir el distinto
comportamiento de los métodos multigrid en estos casos.
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Como se ha mencionado con anterioridad, en este apartado simplemente se va a mostrar las
soluciones en cuanto a la geometria obtenida, asi como la funcion objetivo y la distribucién del
material. El andlisis del coste computacional de las simulaciones con ambos métodos multigrid
sera analizado en el siguiente apartado con el fin de realizar comparaciones de forma mas agil.

Estructurada tetraédrica

Elementos: 876544
Incégnitas: 473379
V015

v

GAﬁ" LT
=.. ‘5—"?‘ )

IA‘V

‘ 4-_“!'
II J"-a:; A
-W —"

"P

Figura 5.19 Malla Sbeam 3D, desestructurada tetraédrica

En el grafico 5.4 se ha representado la funcion objetivo. Esta se ha representado en una
escala logaritmica de base 5, con el fin de observar con mas detalles como se minimiza la
funcién en las primeras iteraciones. Se observa como la funcién se minimiza a un ritmo muy
rapido en las primeras tres iteraciones. De la iteracion 3 a la 25 la funcidn se va disminuyendo
mas lentamente, pero la minimizacion es apreciable. A partir de la iteracién 25 se alcanza la
tendencia asintética caracteristica, minimizando a un ritmo casi inapreciable en la grafica, pero
consiguiendo optimizar detalles del modelo.
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Voladizo3D

= Algebraico

Geométrico

Funcién objetivo
N
o
o
o
/
/
-~

1 5 25 125 625

iteraciones

Grdfico 5.4 Funcion objetivo voladizo 3D

Los resultados obtenidos con una fraccién de volumen de 0,15 y una malla
desestructurada tetraédrica son los siguientes:

1.0e+00
[ 0.8

— 0.6

density

— 04
[ 0.2
0.0e+00

Figura 5.20Densidades voladizo 3d, malla desestructurada
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l 6.2e+02

— 400

l 0.0e+00*

Figura 5.21 Desplazamientos voladizo 3D, malla desestructurada

|
N
3
lacements Magnitude

disp

En la figura 5.22 se puede ver como se ha distribuido el material en funcién de los distintos
valores de densidad, destacando que la malloria de valores son” 0” 0 “1”.

2.4e+0q
2.2e+b4

2e+6
1.8e+5
1.6e+46

T.de+6

1.2e+b

Valores

le+b

8000004

600000

4000004

2000004

o
a 0,05 a1 0.15 0.2 025 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 09 0.95 1

Densidad

Figura 5.22 Distribucidn del material voladizo 3D
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Estructurada cubica

Elementos: 131072
Incégnitas: 421443
V=0,2

Figura 5.23Voladizo 3D, malla estructurada cubica

Se ha estudiado el mismo modelo con una malla estructurada y una fraccién de volumen
de 0,2. El resultado se muestra en las figuras 5.24 y 5.25

[ 1.0e+00
0.8

— 0.6

density

— 04

[ 0.2
1.0e09

Figura 5.24 Densidades Voladizo 3D, malla estructurada
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3.4e+00

2>

displacements Magnitude

Figura 5.25Desplazamientos voladizo 3D, malla estructurada

El Modelo 4 corresponde a un voladizo 3d con un agujero. Este se ha estudiado con una
fraccion de volumen de 0,1 y una malla estructurada cubica (figura 5.26).

Malla estructurada

Elementos: 61440
Incégnitas: 201600

V=0,1

Figura 5.26Malla sbeam -3D-hole

La funcién objetivo obtenida es la siguiente:
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Funcién objetivo

1,8
1,6
1,4
1,2

0,8
0,6
0,4
0,2

Voladizo _con_hueco 3D

= Algebraico

\ Geométrico

. 125 625
iteraciones

Grdfico 5.5 Funcion objetivo Sbeam 3d-hole

Se observa como esta se minimiza describiendo una recta descendente de pendiente

casi constante en las primeras 23 iteraciones. A partir de esta iteracion se alcanza el

comportamiento asintético caracteristico.

Los resultados se muestran en las figuras 5.27 y 5.28.
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Figura 5.27 Densidad sbeam 3D-Hole

density
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5.7e+00

displacements Magnitude

Figura 5.28 Desplazamientos sbeam 3D-Hole

La distribucion del material en funcidén de la densidad se muestra en la figura 5.29.

| B Cin_values
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Figura 5.29 Distribucidn de los valores en funcion de la densidad sbeam 3d-hole

58



Estudio de sistemas de resolucién paralelos multigrid geométricos y algebraicos en problemas de
andlisis estructural y optimizacion topoldgica

El ultimo modelo a estudiar es un voladizo con perfil IPE 140, discretizado con una malla
no estructurada (figura 5.30).

Elementos: 481280
Incégnitas: 274707
V=0,3

Figura 5.30 Malla perfil IPE

La funcién objetivo se muestra a continuacion:
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Grdfico 5.6 Funcion objetivo perfil IPE

El comportamiento de la funcién objetivo es similar a los modelos anteriores.
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Los resultados, asi como la distribucién del material en funcion de la densidad se muestran en

la figura 5.31, 5,32 y 5.33.
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Figura 5.31: Densidad IPE

displacements Magnitude

Figura 5.32: Desplazamientos IPE

density
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Figura 5.33 Valores en funcion de la densidad modelo IPE

5.3 Comparativa multigrid algebraico y geométrico

Este capitulo es el principal del estudio, en este se muestran los resultados obtenidos en cuanto
a coste computacional de las simulaciones descritas en el apartado anterior. Se representaran los
tiempos necesarios para realizar cada simulacién mediante multigrid algebraico y geométrico y se

discutira sobre los resultados obtenidos para cada modelo.

< Resultados Modelo 1. Sbeam 2d

Malla estructurada

Elementos: 262144
Incégnitas: 526850

V=0,3

En el grafico 5.7 se muestran los resultados obtenidos con la malla estructurada:
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Grdfico 5.7 Comparativa métodos multigrid beam 2D_Estructurada

Malla desestructurada

Elementos: 679936

Incognitas: 682498
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Grdfico 5.8 Comparativa métodos multigrid beam 2D_Desestructurada

En los graficos 5.7 y 5.8 se ha representado los costes en cuanto a velocidad de
procesamiento para cada iteracion de un modelo 2d para una malla estructurada vy
desestructurada, respectivamente. Destaca como en ambos casos el multigrid algebraico es
mas eficiente. Este tiene un menor coste computacional por iteracién, consiguiendo que se
obtengan mayores velocidades de procesamiento para este modelo 2D.

Con una malla estructurada la diferencia en cuanto a tiempo de procesamiento entre el
multigrid algebraico y el geométrico es de 500 segundos, mientras que con la malla
desestructurada esa diferencia final es de unos 600 segundos. Siendo como se ha mencionado
en ambos casos el multigrid algebraico mas eficiente. Este resultado se puede decir que en un
principio es inesperado, ya que, se sabe de forma empirica que el AMG funciona de forma mas
eficiente en mallas desestructuradas, donde se tengan que realizar un gran numero de
iteraciones, debido a que este ofrece una gran velocidad de resoluciéon por iteracion. El
multigrid geométrico es mas eficiente en mallas estructuradas por regla general, dénde en
numero de iteraciones no sean tan altas. En el modelo estructurado se consigue una velocidad
del multigrid algebraico respecto al geométrico de 2,66. Mientras, en el desestructurado de 2.
Es decir, se estda comportando mejor el AMG en el modelo discretizado con una malla

desestructurada.
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Esto incumple la “regla” empirica mencionada con anterioridad. La optimizacién
topoldgica es un problema muy complejo y no existe una regla fija que diga con que método
multigrid se va a alcanzar mayores velocidades. Si se pueden observar ciertas tendencias, como
gue, en ambos casos del modelo beam 2D, el multigrid algebraico es mas eficiente. El tiempo
computacional para resolver un problema depende del pre-post suavizamiento, el ciclo en V, el
solver “directo” utilizado, el nimero de iteraciones, el tiempo necesario para realizar cada
iteracion y el niumero de condicién del problema.

En optimizacién hay que tener muy en cuenta el condicionamiento del problema. Este
depende de factores como la relacidon de aspecto, la malla utilizada (si esta es muy fina, el
problema estard mal condicionado, los softwares comerciales suelen incluir herramientas de
mejora de malla para mejorar el condicionamiento del problema), el radio del filtro etc... El
multigrid algebraico ofrece mas eficiencia en sistemas mal condicionados en comparaciéon con
el geométrico, donde el nimero de iteraciones que se tengan que realizar es alto, debido a que
este ofrece una mayor velocidad por iteracién en comparacién con el geométrico.

La razén de que en el modelo utilizado con una malla estructurada (grafico 5,7) sea mas
eficiente el algebraico, es que, este se condicionada mal. En el grafico 5.7 se muestran como en
las primeras 13 iteraciones el AMG y el GMG tienen velocidades muy parecidas. Pero a partir de
la 13 el problema se condiciona mal, provocando un punto de inflexién, que se traduce en una
pérdida de la velocidad en el geométrico, traduciéndose en un mal condicionamiento del
sistema y otorgando una ventaja del algebraico respecto al geométrico.

De la comparativa de las dos graficas se muestra cdmo, aunque tedricamente el
algebraico es mas eficiente en mallas estructuradas, no es posible saber con certeza como se va
a comportar un sistema. En la optimizacién no se estd resolviendo un solo problema, se
resuelve una gran multitud (uno por iteracion) de problemas de elementos finitos, donde dicho
problema cambia en cada iteracion y puede evolucionar hacia un sistema mejor o peor
condicionado.

A continuacién, se muestra el siguiente modelo, sbeam 2D-hole.

o,

** Modelo 2: sbeam 2d con hueco.

Malla no estructurada

Elementos: 1523712

Incégnitas: 1528832
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Los resultados con una malla no estructurada se muestran en el grafico 5.9.
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Grdfico 5.9 Comparativa métodos multigrid voladizo 2d con hueco

Se muestra como para este sélido 2D el algebraico vuelve a ser mas eficiente. Destaca
como en las primeras 100 iteraciones el incremento de eficiencia obtenido es poco apreciable.

Pero el algebraico necesita menos tiempo por iteracién, ganando eficiencia en comparacion con

el GMG cuantas mas iteraciones se necesiten, consiguiendo que la diferencia en la solucién

total sea considerable.

Una vez discutidos los problemas 2D se va a estudiar el comportamiento de los métodos

multigrid en sdlidos en 3D.

+* Modelo 3: sbeam 3d

Malla desestructurada

Elementos: 876544
Incégnitas: 473379
V015
Radio 0,125
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En el gréfico 5.10 se muestra el tiempo de resolucidon con cada método multigrid para una malla
desestructurada.
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Grdfico 5.10 Comparativa métodos multigrid voladizo 3d, malla desestructurada

Malla estructurada cubica

Elementos: 131072
Incégnitas: 421443
V=0,2
Radio 0,0625
1.0e400
[0.8

— 06

density

—04
02
[1.09-09
En el grafico 5.11 se muestra el tiempo de resolucion con cada método multigrid para una malla

estructurada cubica.
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Grdfico 5.11 Comparativa métodos multigrid voladizo 3D, malla cubica.

Destaca como el multigrid geométrico es mas eficiente que el algebraico en los modelos 3D.
Esto se debe a que, al realizar el ciclo en V en -tres dimensiones, se necesita un menor nimero de saltos
para hacer que la matriz de coeficiente reduzca su tamafio, debido a que este opera sobre la geometria.
Mientras, el multigrid algebraico se abstrae de la geometria y opera solo sobre la matriz de rigidez,
necesitando mds saltos para llegar a la malla gruesa. La principal consecuencia de esto es que se
obtenga una ventaja al utilizar el multigrid geométrico en sélidos 3D, reduciendo los tiempos de
engrosamiento y reduccion de la malla.

Al igual que en el caso anterior, hay que tener en cuenta el condicionamiento del problema. En
el grafico 5.11 se utiliza una malla estructurada cubica. Dicha malla otorga una muy buena relacion de
aspecto. Esto mejora el condicionamiento del problema explicando la gran eficiencia que este consigue.
En el grafico 5.10 se utiliza una malla desestructurada. En este caso, el geométrico es mas eficiente que
el algebraico, aunque no con tanta claridad como en el caso anterior, posiblemente debido a que, la
malla desestructurada esta condicionando mal al problema, consiguiendo que la eficiencia de ambos
métodos se asemeje.

A continuacion, se muestra el modelo 4.

% Modelo 4: sbeam 3d-Hole

Malla estructurada cubica

Elementos: 61440
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Incégnitas: 201600

Radio 0,08
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Los resultados se muestran en la gréafica 5.12
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Grdfico 5.12 Comparativa métodos multigrid voladizo 3d con agujero

A continuacion, se muestra el modelo 5

Elementos: 481280
Incégnitas: 274707
Radio 0,02

Los resultados son los siguientes:
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Grdfico 5.13 Comparativa métodos multigrid perfil IPE

Destaca que GMG vuelve a ser mas eficiente en los modelos 3D. Esto se debe a que,
como se ha explicado anteriormente el multigrid geométrico necesita menos saltos para
realizar el ciclo en V, explicando de esta manera que este método sea mas eficiente que el

algebraico.

Que el sélido sea de 3D favorece la eficiencia del geométrico como se ha podido
comprobar. Pero, este no es el Unico factor a tener en cuenta, influye el nimero de pre/post-
smooth y el radio del filtro utilizado. Se han realizado mas simulaciones para estudiar como
este afecta al tiempo de solucién necesario por ambos métodos multigrid.

Simulaciones con distintos radios

Las simulaciones han sido realizas con el modelo 3D, sbeam 3D, discretizado con una

malla estructurada tetraédrica.
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Figura 5.34 Sbeam 3D, malla estructurada tetraédrica

Elementos: 786432
Incognitas: 421443
V012

El resultado de la optimizacion se muestra en la figura 5.35:
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Figura 5.35Voladizo 3D, malla estructurada tetraédrica

density

La comparativa para distintos radios se muestra en las siguientes graficas:
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Grdfico 5.14 Comparativa multigrid con radio de filtro 0,02
Radio 0,12
3000
2500 /,
2000 ~
=
o
g 1500
o // = Algebraico 0,12
[
1000 Geométrico 0,12
500
0

50 100 150 200 250 300

Iteraciones

Grdfico 5.15 Comparativa multigrid con radio de filtro 0,12
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Se muestra como al utilizar un radio de filtro grande, de 0,12, el geométrico resulta ser
mas eficiente que el algebraico. Pero, al utilizar un radio muy pequefo de 0,02 el algebraico
gana en eficiencia. Esto se debe a que, utilizar un radio grande mejora el condicionamiento del
problema y favorece que el geométrico tenga un menor coste computacional. Hay que tener en
cuenta que, si se esta utilizando una malla de gran calidad, muy fina, el utilizar un radio de filtro
grande en el que se hace un promedio de los elementos no tiene sentido, lo que impide utilizar
radios grandes que mejorarian el condicionamiento del problema.

En estas simulaciones se ha podido ver como no siempre el geométrico es mas eficiente
en 3D, este depende de cdmo el sistema este condicionado. Resultando solo el multigrid
geométrico mas 6ptimo que el algebraico en unos casos muy concretos, dénde se simulan
problemas 3D, bien condicionados, con un radio de filtro no muy pequefio.

A la hora de elegir un método multigrid para resolver un problema también hay que tener en
cuenta la flexibilidad que otorga el AMG. Este al utilizar informacién de la matriz de coeficientes
es facilmente adaptable, otorgando una clara ventaja frente a un multigrid geométrico.

X8 Para completar el estudio se han realizado simulaciones del modelo 4 con diferentes
cores, con el fin de comprobar la escalabilidad de los dos métodos multigrid.

Sbeam 3d-hole.Malla estructurada

Elementos: 61440

Incégnitas: 201600

En las graficas 5.16 y 5.17 se han representado los resultados obtenidos para cada
iteracion con el multigrid algebraico y el multigrid geométrico respectivamente. Se han
realizado las simulaciones con 1, 2, 4, 8 y 16 cores. Los resultados se muestran a continuacion:
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Grdfico 5.17 Comparativa con distintos procesadores multigrid geométrico

En estos graficos se muestra la gran relevancia que tiene la computacion en paralelo en
la resolucion de problemas complejos, en este caso de optimizacion topoldgica. Utilizar
herramientas de computacién paralela permite reducir drasticamente los tiempos necesarios
en la computacién como podemos ver en el grafico 5.16, dénde el tiempo de computacion
necesario pasa de 4000 segundos con un core a 890 con 16 cores. Tanto las simulaciones
realizadas con el multigrid algebraico como con el geométrico muestran un comportamiento
parecido. En un inicio, hasta los 4 procesadores, el coste computacional obtenido se reduce de
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forma drastica. A partir de los 4 cores se consigue alcanzar una mayor velocidad de
procesamiento, pero en una menor medida. Esto se debe a que, al utilizar mas procesadores
estos tienen que realizar mas tareas de comunicaciones reduciendo la eficiencia total que se
obtiene. Para ver esto de forma mas clara se ha representado el tiempo total obtenido y el
speed-up con el multigrid algebraico y el geométrico, graficas 5.18 y 5.19 respectivamente.

Tiempo total
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N 3000 \\
©
§ 2500
= \\ gebrai
g 2000 — f\ gebraico
(9] s .
= \\ Geométrico
1500

v
1000

500

0 4 8 12 16 20
Numero de procesadores

Grdfico 5.18 Tiempo total conambos métodos multigrid
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Grdfico 5.19 Speed-up

En el gréfico 5.18 se han representado los tiempos totales obtenidos con ambos
métodos multigrid. Se puede ver como el geométrico es mas eficiente con cada uno de los
distintos numeros de los procesadores disponibles, pero ese rango de eficiencia va
disminuyendo en la medida que se aumenta el nimero de procesadores, es decir, el algebraico
muestra una mayor aceleracion. Se puede ver, como se ha comentado anteriormente, que el
coste computacional disminuye de manera muy significativa cuando se usan unos pocos cores,
pero, a partir de 4 se reduce el nivel de eficiencia conseguido.

En el grafico 5.19 se muestra el speed-up obtenido. Como se ha mencionado, aunque se
obtienen mayores de velocidades de procesamiento con el multigrid geométrico, la aceleracién
obtenida al aumentar el numero de cores disponibles es mayor con el algebraico, saturandose
en ambos casos con 4 procesadores.

Resaltar que estos resultados no son directamente extrapolables, para sacar
conclusiones habria que volver a realizar las simulaciones con mas modelos y analizar los
resultados, esta es una posible linea de investigacion de trabajos futuros.
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6 Conclusiones y trabajos futuros

6.1 Conclusiones

Se han realizado simulaciones con distintos modelos utilizando diferentes métodos multigrid

para precondicionar un gradiente conjugado distribuido. Cada simulacién ha sido realizada utilizando un

multigrid geométrico y un multigrid algebraico. De dichas simulaciones se extraen las siguientes

conclusiones:

El multigrid algebraico es mas eficiente en los modelos 2D. Debido a que, este necesita menor
tiempo de resolucién por iteracidn, siendo este especialmente éptimo en modelos 2D que
necesiten un gran numero de iteraciones.

El multigrid geométrico es mas eficiente sélo en unos casos muy concretos, en los que, el modelo
sea 3D y con un radio de filtro grande, que mejore el condicionamiento del problema. La mayor
eficiencia en sélidos 3D se debe a que este necesita menos saltos para realizar el ciclo en V. El
multigrid algebraico en cambio, se abstrae de la geometria, operando sélo sobre la matriz de
coeficientes, necesitando mds saltos para realizar el ciclo en V vy, por lo tanto, mas tiempo de
computacion.

El radio del filtro utilizado influye de manera muy significativa en el condicionamiento del
problema, favoreciendo un aumento de eficiencia en el GMG conforme mas grande es el radio.
Un aspecto muy importante a tener en cuenta es que, si se utilizan mallas finas, que proporcionen
un gran numero de elementos, utilizar un filtro de gran radio no es conveniente, ya que, al realizar
el promedio de los elementos incluidos dentro de dicho radio, se pierde el nivel de detalle que se
quiere conseguir utilizando una discretizacién de gran precisién. Si el objetivo es conseguir
resultados de alto nivel de precisidn se requiere un radio pequefio, resultando ser el AMG mads
eficiente en esos casos.

Se sabe de manera empirica que el multigrid algebraico es mds eficiente en mallas
desestructuradas, mientras que el geométrico en mallas estructuradas. Pero, no se puede saber
de ante mano, al abordar un problema de optimizacién topoldgica cual es el método mas
eficiente, ya que, este depende de cédmo el sistema este condicionado. Esto se debe a que la
optimizacion es un problema muy complejo, donde se estd resolviendo una simulacién por
iteracion y depende de un gran nimero de variables. No es posible saber con certeza, como va a
evolucionar el problema, debido a que, este se actualiza en cada iteracion y puede tener una
tendencia a mejorar o empeorar el nimero de condicién. Si mejora el condicionamiento, el
multigrid geométrico tendera a ser mds eficiente. Si empeora lo sera el algebraico. A pesar de no
poder tener una certeza absoluta en cuanto a la eficiencia, al realizar las simulaciones se muestra
gue el GMG tiende a ser mads eficientes en 3D y los AMG en 2D, como se ha mencionado
anteriormente.

Hay que tener también en cuenta la flexibilidad de cada método. El AMG al operar sdélo con la
informacion de la matriz de coeficientes es mucho mas flexible. Esto unido a que el multigrid
geométrico es sélo mas eficiente en determinados casos explica que los softwares comerciales
utilicen el multigrid algebraico para resolver los problemas de optimizacién.
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6.2 Trabajos futuros

Existen diferentes lineas de investigacion para continuar este estudio, pero a mi parecer, la mas
directa es un estudio de la escalabilidad de los métodos multigrid geométrico y algebraicos
usando un cluster de computacion cientifica. En este estudio se ha realizado la simulacién con
el modelo 4. El resultado ha sido que el multigrid algebraico proporcionaba una mayor
aceleracion conforme se aumentaban los procesadores disponibles. Este resultado podria ser
algo puntual, por lo que, sin realizar mds simulaciones no se podrian extraer conclusiones. El
trabajo futuro a realizar consistiria en repetir las simulaciones de los modelos variando el
nimero de procesadores disponibles con el fin de analizar la escalabilidad de cada método
multigrid.
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