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1. PREFACIO
1.1 ORIGEN Y MOTIVACION DEL PROYECTO

El trabajo surge por la inquietud de comprender el comportamiento del flujo de aire a través de
los perfiles aerodindmicos, asi como el interés de conocer los métodos matematicos que hay
detras de ello.

Este interés nacid hace muchos afios a través de la Férmula 1, la aerodinamica y las matematicas
qgue rodeaban esta competicién tan mediatica.

La motivacion del proyecto reside en la posibilidad de acercarnos al trabajo realizado por
algunos de estos ingenieros, a través del empleo de diferentes softwares y la obtencion de
resultados a través de una geometria consistente en un perfil aerodindmico en 2D, es decir, la
seccion transversal del ala de un avién, un alabe o un alerén de un Férmula 1, por ejemplo.

1.2 OBJETIVOS DEL PROYECTO

Los objetivos del proyecto son diversos e incumben principalmente a dos ramas como son las
matematicas y la aerodinamica.

Podemos resumir los principales objetivos del proyecto en:

1. Conocimiento y comprension de los principales métodos matematicos para la resolucion de
problemas aplicados a la ingenieria y mas concretamente a la aerodindmica.

2. Conocimiento y comprensién de los distintos modelos de turbulencia utilizados para el cierre
del sistema de ecuaciones de Reynolds.

3. Uso de diferentes softwares de simulacion numérica, para una vez aprendido el manejo del
programa, resolver los problemas propuestos: Geometria, configuracion, creacién de mallado,
resolucidn numérica e interpretacién de los resultados. También se pretende obtener resultados
coherentes con la simulacién realizada, asi como similares a los resultados tedricos.

4. Comprension del flujo de aire a través de perfiles aerodindmicos. Para lo cual estudiaremos
las principales ecuaciones y principios que modelan la aerodinamica.
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2. INTRODUCCION A LA AERODINAMICA

Comenzaremos estudiando en profundidad la fisica del problema, para ello definiremos la
aerodinamica, la rama en la que nos vamos a centrar en el proyecto, para posteriormente
deducir las ecuaciones y principios que la modelan.

2.1 Concepto de aerodindmica

La aerodindmica es la rama de la mecdnica de fluidos que estudia las acciones que aparecen
sobre los cuerpos cuando existe un movimiento relativo entre éstos y el fluido que los rodea.

2.2 Principio de conservacidon de la masa. Ecuacion de continuidad en
forma integral y diferencial

El requerimiento de conservacion de la masa de un fluido impone ciertas restricciones al campo
de velocidades, que por tanto no puede ser cualquiera. Estas restricciones cinematicas estaran
ligadas a la distribucién de masa, y por tanto al campo de densidades.

El principio de conservacion de la masa implica que la masa de un volumen fluido (sistema
cerrado) no varia con el tiempo,

d (o t)dvV =0

JR— p x' =

dt Vf(t)

A través de la ecuacidn de transporte de Reynolds podemos generalizar la ecuacion anterior
para volumenes de control (sistemas abiertos),

d
—f p(Et)dV + f p(V —7,) - TwdS = 0,
dt Jy ) Sc(t)

gue nos indica que la variacién en la unidad de tiempo de la masa contenida en un volumen de
control se debe al flujo convectivo de masa a través de sus paredes. Esta representa la ecuacion
de continuidad en forma integral.

Si el volumen de control es fijo respecto al sistema de referencia, la ecuacién anterior puede
escribirse en la forma,

ap -
f —dV+f p(v'-m) dS=0.
v, Ot S
0 ]

Si aplicamos el teorema de Gauss-Ostrogradsky,
dp _
f [—+V-(pv)]dV= 0V V,
Vo at

Esto solo es posible si,

9P v (p7) =0
at pvI="5

que es la ecuacién de conservacion de la masa (o ecuacién de continuidad) en forma diferencial.
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Si particularizamos para el caso de fluidos incompresibles, que es nuestro caso de estudio, la
ecuacion de continuidad en forma integral toma la forma,

dI/C —> — —
—+f v —-v,) ndS=0
at  Jseay

Y en forma diferencial,
V-vr=0
v’ denota en todo momento la velocidad del fluido.

BIBLIOGRAFIA: LIBRO DE MECANICA DE FLUIDOS

2.3 Ecuacion de cantidad de movimiento

Planteando la segunda ley de Newton a una porcion de fluido (un volumen fluido), la variacién
de cantidad de movimiento del mismo es igual a la suma de las fuerzas sobre el mismo: integral
de las fuerzas de superficie e integral de las fuerzas masicas:

v
P pv =

TdS + f p fmdV.
Sf

Ve

Si aplicamos esta ley a un volumen de control V(t) limitado por la superficie de control S (t),
y descomponemos el tensor de esfuerzos en presién y tensor de esfuerzos de deformacion,
obtenemos la ecuacion integral de cantidad de movimiento:

d — —— — \— — ] — -
Efvc(t)p vdV + fsc(t)pv @ -v)ndS = —fsc(t)p ndS +fSC(t)T ndS + fVC(t)pfm av.

Si elegimos un volumen de control fijo V,

dpv —_— —> — ) —> .
fVO ztv dv+f50p7777n dSZ_fsopndS-l_fSOT ndS+fV0pfde

Aplicando Gauss y teniendo en cuenta que el volumen puede ser cualquiera, ademas de utilizar
la ecuacion de continuidad para simplificar, obtenemos la ecuacién diferencial de cantidad de
movimiento:
DTV _  [av v? — —] _ / -
Por =P dt+V(2) v X(VXU)]— Vp+V-1t'+ pf.
Esta ecuacidn puede interpretarse como la segunda ley de Newton para una particula fluida. La

densidad es la masa por unidad de volumen, y multiplicada por la aceleraciéon de la particula, es
igual a la suma de las resultantes de las fuerzas que acttan sobre la particula.

2.4 Principio de Bernoulli

Los perfiles aerodinamicos basan su funcionamiento en la manera en la que el flujo de aire los
rodea.

La ecuacion de Bernoulli fue formulada en 1738, aunque la deduccién completa se debe a
Leonhard Euler, en 1755. Usualmente la ecuacién de Bernoulli se aplica a lo largo de una linea
de corriente en un flujo no viscoso, como veremos a continuacion.
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Si en un flujo se tienen valores caracteristicos de longitud L, velocidad U de tiempo to, de
densidad p y de fuerza masica f, la ecuacidn de cantidad de movimiento tendra por érdenes de
magnitud de sus términos

=-Vp+V-t' +pfn

613+ VUZ VA(VAD
P TPV 5 )~ VAVAY)

Si dividimos por el término convectivo, tendremos una relacidn entre términos que
respectivamente son:

G q NP 11
’ 'pUZ'ReyFr'

Si los valores caracteristicos del problema son tales que Re>>1, o ReSt>>1, se puede despreciar
el término viscoso, obteniendo la ecuacion de cantidad de movimiento de Euler en la forma

D _ o
P =""p Pfm

o expresada de la siguiente forma

P v(Z)sa@an =g
5t > v V) = P fm -

Multiplicando escalarmente por el vector unitario tangente a la linea de corriente, resulta

_,c')ﬁ_l_c') v?\ 16p+_>_,
Mo Ta\z2 )~ fm 0

La fuerza masica deriva de un potencial a excepcién de la fuerza de Coriolis y del término de la
aceleracién de inercia que procede de la derivada de la velocidad angular del sistema de
referencia:

_ . da
fm=—VUp—ZQ/\v—EAx

Si la velocidad angular es constante, y teniendo en cuenta que la componente de la fuerza
masica segun la linea de corriente no incluye a la fuerza de Coriolis por ser perpendicular a la
velocidad local, resultara

. ou,
T

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion de cantidad de movimiento e introduciendo la

L , d s .
funcién de barotropia do = 719 llegamos a la forma general de la ecuacién de Euler-Bernoulli

v

a 2 —
EJFE(U +w+U,)=0.

Para un liquido con densidad constante, la funciéon de barotropia es ® =%. Por tanto, la

ecuacioén anterior se expresa en la forma
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av+a v2+p+U =0
al "ai\2 "pP) T

Para un gas, si el movimiento es homeontrépico, la funcidén de barotropia vendra dada por

Yy b

w=h———-—

y-1p

Despreciando el término de fuerzas masicas, la relacion de Euler-Bernoulli toma la forma

LN L
al  al\ 2 o
Si ademas el movimiento es casi-estacionario y el término de aceleracidn local es despreciable

frente al convectivo, podemos integrar las ecuaciones anteriores a lo largo de una linea de
corriente. Para liquidos,

2 2
P,Y L
[p+ > +U,,L—[p+ > +U,,L,

donde v es en este caso el médulo de la velocidad.

[:i) + h]l = [:i) + hL.

Esta ecuacidn es de suma importancia para el desarrollo de nuestro proyecto, pues permite
entender el comportamiento de un flujo a través de un perfil aerodinamico, para poder conocer
de antemano cémo seran cualitativamente los resultados.

y para gases,

2.5 Flujos viscosos, capa limite y desprendimiento de la capa limite

Las fuerzas viscosas son las responsables de fendmenos como la generacién de sustentacion, la
resistencia de friccidn, asi como el desprendimiento de la capa limite.

Cuando se considera un flujo real, que incluye el efecto de los esfuerzos viscosos alrededor de
un cuerpo, se puede observar como las lineas de corriente presentan simetria respecto al eje
horizontal, mientras que respecto al eje vertical se observa una diferencia entre la zona corriente
arriba y la zona corriente abajo del cuerpo. Esta falta de simetria respecto al eje vertical implica
que la distribucion de presiones en la zona trasera sea diferente a la de la zona delantera. La
resultante aerodindmica, que se obtiene por integracién de la distribucién de presiones, no es
nula, y aparece una fuerza de resistencia sobre el cuerpo, que estudiaremos mas adelante. La
forma del flujo real es consecuencia de las fuerzas viscosas en la cercania de la pared.
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desprendimiento

Estela

Figura 2. 1. Flujo real y desprendimiento.

En 1904 Ludwig Prandtl planted su teoria de la capa limite, segun la cual incluso para Reynolds
muy elevados, el campo fluido puede dividirse en dos regiones;

e Campo fluido exterior, donde la viscosidad es despreciable y el fluido puede
considerarse ideal.

e (Capa limite delgada, cerca de las superficies sélidas donde la viscosidad es importante
y obliga a que se cumpla la condicién de adherencia.

En el movimiento alrededor de un cuerpo a altos nimeros de Reynolds, podemos identificar una
zona pegada al cuerpo de espesor mucho menor que éste, cuyo anadlisis serd esencial para
caracterizar el flujo.

. . . oP . . .
En una capa limite con gradiente de presiones &>O, el perfil de velocidades se va modificando

al frenarse por el efecto del campo de presiones y la tangente puede llegar a anularse (y por ello
el esfuerzo viscoso). Se dice que se ha producido el desprendimiento de la capa limite, llegando
a producirse incluso recirculaciones.

, Linea de separacion
Capa limite L e Bt B i

Figura 2. 2. Campo de velocidad en la zona de separacion.

) . d
La condicion de desprendimiento es por tanto 7, = =0

Fo
La existencia de desprendimiento se detecta porque el coeficiente de friccidn tiende a cero. En
las zonas desprendidas se producen torbellinos que disipan mucha energia y producen una
estela ancha. Por tanto, la separacién puede alterar el tipo de flujo detrds del cuerpo.

La capa limite turbulenta tiene una gran ventaja, y es que permite que parte de la energia
cinética de la zona exterior se transmita al interior, estimulando el avance de las zonas de menor
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velocidad, por tanto, el desprendimiento ocurrira mas tarde, retrasando la entrada en pérdida
y la disminucién de eficiencia.

La capa limite y su transicién, tendra una gran importancia y serd necesario que podamos
capturarla con detalle para garantizar unos buenos resultados, ya que en esta regién ocurren
fendmenos muy importantes y los resultados son muy sensibles a ellos.

2.6 Semejanza fisica y numeros adimensionales

En un modelo fisico se dice que las condiciones de flujo son similares a las de la realidad, cuando
el modelo tiene una forma similar (semejanza geométrica), el flujo se mueve de un modo similar
(semejanza cinética) y las fuerzas existentes en ambos casos también son similares (semejanza
dindmica).

Si en dos o mas fendmenos fisicos geométricamente semejantes que dependen de n valores
caracteristicos, adimensionalizamos las variables, los parametros, las coordenadas, el tiempo y
las condiciones iniciales y de contorno, el problema a resolver queda planteado de forma Unica
y comun, y por lo tanto la solucion adimensional serd idéntica en ambos casos.

La condicidon necesaria y suficiente para que entre esos fendémenos fisicos haya semejanza fisica
es que las ecuaciones diferenciales que los definen y las condiciones iniciales y de contorno,
todo ello en forma adimensional, mds los n-k pardmetros adimensionales independientes sean
idénticos entre si.

Los numeros adimensionales mas empleados en el dmbito de la aerodindmica son el nimero de
Reynolds y el nimero de Mach.

2L
Definimos el nimero de Reynolds como Re = % siendo p la densidad del fluido, v la

velocidad del mismo, u la viscosidad dindmica y L la longitud caracteristica. Expresa la relacion
entre el térmico convectivo y el viscoso. Este nimero nos indica si un flujo es laminar o
turbulento. Es seguramente el nimero adimensional mas importante y utilizado para fijar el tipo
de movimiento que se produce.

El ndmero de Mach se define como M = = siendo v la velocidad del flujo y a la velocidad del

a
sonido. Como parametro global nos indica de alguna forma la relacién entre la energia cinética
y la energia térmica en un movimiento.

Si M<0.3 el movimiento se puede considerar como incompresible, y los cambios de densidad
producidos por los efectos dindmicos son despreciables.

2.7 Fuerzas aerodinamicas, momento generado y centro de presiones

El estudio del movimiento turbulento alrededor de un cuerpo, tiene como conclusion mas
importante la obtencion de la resistencia y sustentacidon que sobre el mismo ejerce el fluido.

Cuando un cuerpo sélido se mueve en el seno de un fluido, el campo de presiones y esfuerzos
de friccion viscosa sobre su superficie que se genera por el movimiento relativo produce una
fuerza.

La fuerza, por ser vector, se puede descomponer segun direcciones perpendiculares, de la
siguiente forma:
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F=D-T+ L-j

Definiremos por e, el vector unitario normal a la superficie y e/ el vector unitario tangente a la
superficie.

Por tanto, se pueden definir ambos vectores de la siguiente manera:
e, = (cos 6,sen )

e/ = (sen 0,—cos0),

donde @ es el angulo formado por el vector velocidad y el vector normal a la superficie.

Por lo que la fuerza resultante viene dada por

-

F=—jp§[da+fre_{da

F= —fp -(cosH,senG)da+fT *(sen 8, —cos0)do

La resistencia o drag es la componente paralela a la direccion del flujo, por lo que nos
guedariamos con la componente horizontal

D=—fp -c059d0+fr-sen9da

Por lo tanto, la resistencia tiene dos contribuciones, la del término de presion y la de friccion. La
resistencia de friccidn es una funcién importante de la viscosidad, se considera independiente
de la rugosidad de la superficie en flujo laminar, pero es una funcién importante de la rugosidad
en flujo turbulento. La resistencia de presidn es proporcional es proporcional al drea frontal y a
la diferencia entre las presiones, siendo pequefia en perfiles aerodindmicos y dominante en
cuerpos romos.

La sustentacidn o /ift es la componente de la fuerza perpendicular a dicha direccién incidente
L=—fp -senQda—fT -cos 6 do

La fuerza de sustentacion aparece cuando el aire tiene que recorrer de forma distinta un perfil
por la parte superior e inferior. Por ser diferente la trayectoria de las lineas de corriente, la
velocidad a la que se recorre es también distinta, generando un gradiente de presiones segun el
principio de Bernoulli.

En perfiles aerodinamicos la contribucidn viscosa es muy inferior a la de presidn, por lo tanto, la
forma del cuerpo es la influencia principal en la sustentacién. Ademas, la elevacidn es

industriales

e UPCT



practicamente independiente de la rugosidad, puesto que ésta afecta al esfuerzo cortante en la
pared, no a la presion.

Resistencia

Sustentacion

Flujo

Centrode presiones

Figura 2. 3 Fuerzas implicadas en un perfil aerodinamico.

Para la aplicacion de estos conceptos, es especialmente util utilizar analisis dimensional y
semejanza fisica. Definimos pues el coeficiente de resistencia y el coeficiente de sustentacién,
respectivamente

o = D
D ™1 )
c L
L=—
%pUZA

p = Densidad del aire.

A= Area en planta (también puede definirse a través del area frontal).

U = Velocidad del flujo en la entrada.

L = Longitud caracteristica.

Mas adelante veremos cémo adimensionalizaremos las fuerzas de arrastre y sustentacion.

El concepto de centro de presiones es muy importante, puesto que de él depende lo equilibrado
que estd un perfil aerodinamico.

Para un perfil aerodindmico bidimensional, el centro de presiones es el punto en el que el
momento aerodinamico generado es nulo, de modo que se puede suponer que las fuerzas se
aplican en dicho punto.

El centro de presiones es Util para calcular momentos: sélo conociendo su posiciéon en funciéon
del angulo de ataque y la sustentacién desarrollada en funcién del angulo de ataque, es sencillo
calcular el momento generado.

10
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2.8 Perfiles aerodinamicos

Como hemos mencionado, uno de nuestros objetivos consiste en el estudio de la resistencia y
sustentacion en perfiles aerodindmicos, por ello vamos a estudiar las caracteristicas de dichos
perfiles.

Un perfil aerodindmico consiste en una superficie que al desplazarse a través de un fluido es
capaz de generar sustentacién, presentando al mismo tiempo una resistencia pequefa.

En la siguiente figura, se definen cada uno de los elementos de los que consta un perfil
aerodinamico y se explica el significado de los mismos.

Posicién de la
ordenada maxima

Posicion del espesor
maximo

Ordenada maxima de la linea de curvatura media

|
-

Borde de
ataque

\ Extrados Linea de curvatura media

- —-Y_ 7 _

_______ ‘k,,__ ______,,__-:-_.-:'._':_,-.. —
curvatura ¥ Intrados ~a Borde de
del borde Espesor maximo Cuerda salida
de ataque (B.S.)

Figura 2. 4. Elementos de un perfil aerodinamico.

e Cuerda: Consiste en la linea recta imaginaria que une el borde de ataque de un perfil
alar con el borde de salida. Se considera la longitud caracteristica del perfil.

e Borde de ataque: Es el borde delantero del perfil, es decir, la parte de éste que primero
entra en contacto con el flujo.

e Borde de salida: Es la parte posterior del perfil, es decir, el punto en el que el aire del
extradds y del intradds confluyen.

e Extradds: Parte superior del perfil.

e Intradés: Parte inferior del perfil.

e Linea de curvatura media: Es una linea equidistante entre el extradds y el intradods.
Define la curvatura del perfil aerodindmico y se pueden distinguir 3 casos:

- Si cae por debajo de la cuerda, el perfil tiene curvatura negativa.
-Si cae por encima de la cuerda, el perfil tiene curvatura positiva.
-Si cae por encima y por debajo de la curva, el perfil posee doble curvatura.

e Ordenada mdaxima de la linea de curvatura media: Como vemos en la figura, consiste
en la maxima distancia entre la cuerda y la linea de curvatura media. El valor de su
ordenada y la posicién de ésta, se expresa en porcentaje de la longitud de la cuerda.

e Espesor: El espesor maximo del perfil y su situacidon en éste se expresan como un
porcentaje de la cuerda, dependiendo de éste se pueden distinguir entre perfiles
delgados y perfiles gruesos.

e Angulo de ataque: Consiste en el dngulo formado entre la cuerda y la direccién del flujo.

e Radio de curvatura del borde de ataque: Se trata del radio del circulo tangente al
extradds e intradds, con centro situado en el origen de la linea de curvatura media.
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2.8.1 Perfiles NACA

La seleccidn del perfil es uno de los puntos clave del proyecto. Existen diferentes series de
perfiles normalizados, pero de la serie NACA es de la que se posee una mayor informacion para
poder comparar posteriormente nuestros resultados.

Los perfiles NACA deben su nombre a la agencia que los cred (National Advisory Comittee for
Aeronautics) cuyo objetivo era fomentar las investigaciones aeronadticas. Existen diferentes
series dentro de los perfiles NACA:

Serie 4 digitos.
Serie 5 digitos.
Modificaciones.
Series 1.

Series 6.

Series 7.

Series 8.

NouhswDNRE

Centraremos nuestro estudio en la serie de cuatro digitos pues son los mas comunes.
- El primer digito representa la curvatura mdxima como porcentaje de la cuerda.

- El segundo digito representa la distancia de maxima curvatura desde el borde de ataque en
1/10 del porcentaje de la cuerda

- Los dos ultimos digitos representan el maximo espesor como porcentaje de la cuerda.

Una vez vistos estos conceptos generales de mecanica de fluidos, que representan una de las
bases de nuestro proyecto, nos adentramos en la turbulencia.
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3. TURBULENCIA

3.1 Concepto de turbulencia

Hay dificultades para definir con precisién el concepto de turbulencia. Es mas facil reconocerla
por sus propiedades. Si un flujo las presenta, diremos que es turbulento, y si carece de alguna
de ellas no lo sera.

En experimentos como el llevado a cabo por Osborne Reynolds en 1883, en flujo laminar las
variables fluidas toman una velocidad en cada posicion y tiempo de forma deterministica, y
existen como tales hasta cierto valor del nimero de Reynolds. Por encima de este valor se pierde
la estabilidad de la solucién obtenida y el tipo de movimiento cambia a uno nuevo denominado
turbulento, con caracteristicas aleatorias y de irregularidad, donde deja de ser valido todo lo
anterior.

Una medicion de velocidad puntual podria exhibir la forma que se muestra en la siguiente figura,

Figura 3. 1. Velocidad puntual en flujo turbulento.

Dentro de esta irregularidad, encontramos que la velocidad se puede descomponer en un valor
medio constante U con una componente fluctuante u'(t) superpuesta sobre él:

u(t) =U+ u'(t)

Esto se denomina la descomposicion de Reynolds. Un flujo turbulento ahora puede
caracterizarse en términos de los valores medios de las propiedades de flujo y algunas
propiedades estadisticas de sus fluctuaciones.

3.2 Transicion de flujo laminar a turbulento

El primer punto donde ocurre la inestabilidad es siempre aguas arriba del punto de transicién al
flujo totalmente turbulento. La distancia entre el punto de inestabilidad donde el numero de
Reynolds es igual a Re, .+ Y el punto de transicién Re, +,- depende del grado de amplificacion
de las perturbaciones. El punto de inestabilidad y el inicio del proceso de transicién se pueden
predecir con la teoria lineal de la inestabilidad hidrodindmica. Sin embargo, no existe una teoria
exhaustiva sobre el camino que conduce desde la inestabilidad inicial hasta los flujos totalmente
turbulentos.
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Hay una serie de caracteristicas comunes en todos los procesos de transicién: Amplificacidn de
perturbaciones inicialmente pequefias, desarrollo de &reas con estructura rotacionales
concentradas, formacién de movimientos intensos a pequefa escala y finalmente el crecimiento
de estas areas de movimientos a pequefia escala a flujos completamente turbulentos. La
transicién a la turbulencia se ve fuertemente afectada por factores como el gradiente de
presion, niveles de perturbacion, rugosidad de la pared y la transferencia de calor.

3.3 Ecuaciones de la capa limite turbulenta

En los flujos turbulentos en presencia de paredes, como nuestro caso de estudio, no se pueden
despreciar desde el principio los términos viscosos asociados al movimiento medio. La condicién
de adherencia que iguala la velocidad del fluido a la de |a pared sélida hace que la viscosidad sea
relevante si nos acercamos lo suficiente al sélido, aunque el nimero de Reynolds sea muy alto.

Planteamos las ecuaciones de capa limite turbulenta, para un flujo incompresible y con
geometria bidimensional.

Con la aproximacion de capa limite,

g < g <
— K — >
dx dy v

siendo u la componente horizontal de la velocidad y v la componente vertical.

Ecuacion de continuidad:

Ecuacion de cantidad de movimiento:

Ju du 10p 0 OJu

a'i‘ ay —Ea+@(v@—uv
10 Jd /1 —
=P, —(-v?).
pc’)x dy

La ecuacién transversal integrada proporciona la relacion

2
p+pv'T =p.(x),
por lo que el gradiente longitudinal de presion es igual al que existe en el exterior de la capa
limite, donde el flujo es ideal y, por tanto, se puede expresar en funcién de la derivada del campo
externo de velocidades

1op 10p. ov'?  10p, du,

pdx pox dx pax__ea'

La ecuacién de cantidad de movimiento longitudinal se puede escribir en la forma

6u+ au_UdUe 6(6u )
Uox Ty = Vg Ty Ve WY
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Se pueden plantear varios modelos para resolver el conjunto de ecuaciones anterior. En el
analisis de la capa limite turbulenta segun el modelo multicapa de Von Karman se distinguen
varias zonas:

e Region exterior: Constituye la mayor parte de la capa limite, en ella la viscosidad es
despreciable frente a los esfuerzos turbulentos y frente a los términos convectivos.

ooy du,
yd-ou=U,+u Eln(g)-l_f(dx)'

donde k representa la energia cinética turbulenta.

e Regiodn interior: Cerca de la pared, cuando la viscosidad tiene importancia, donde los
esfuerzos viscosos no son despreciables. Dentro de ésta, muy cerca de la pared la
viscosidad llega a ser dominante, pues las fluctuaciones turbulentas tienden a anularse.
Esta sera la subcapa viscosa. El resto de la regién interior se denomina subcapa
intermedia o logaritmica.

» Subcapa intermedia o logaritmica:

u
8,,<y<<6—>;=—ln(

» Subcapa viscosa:

u+

region interior region exterior

logaritmica

viscosa

5 50 500 In(y+)

Figura 3. 2. Campo de velocidad en las distintas regiones de la capa limite turbulenta.

La complejidad de estos perfiles en la capa limite turbulenta hace que para muchos analisis sea
mas facil tomar una expresion aproximada del tipo

%"
donde n = 5 para Re = 10° yn = 10 para Re = 10°. Aunque lo mas habitual es tomarn = 7.
3.4 Ecuaciones generales de Reynolds del flujo turbulento

Aunque existen otros métodos numéricos como la resolucién directa de las ecuaciones de
Navier-Stokes (DNS: Direct Numerical Simulation) o como la gran simulacién de remolinos (LES:
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Large Eddy Simulation) que estudia los remolinos mas grandes, rechazando los mas pequefios,
para la mayoria de propdsitos de la ingenieria, no es necesario resolver los detalles de las
fluctuaciones turbulentas, siendo mds que suficiente la informacién sobre las propiedades
promediadas en el tiempo. Por tanto, la gran mayoria de los calculos de flujo turbulento se han
realizado con procedimiento basados en las ecuaciones de Navier-Stokes promediadas por
Reynolds (RANS).

Se pueden aplicar las técnicas de promediado a las ecuaciones generales de Navier-Stokes para
generar unas ecuaciones en valores medios, llamadas ecuaciones de Reynolds.

Como sabemos, las variables en cada punto de un flujo turbulento son aleatorias. Pero si las
condiciones de contorno son estacionarias, se puede esperar que el valor medio también lo sea.

Para calcular el valor medio de cualquier magnitud definimos

con tg >>T >> ty,p Y siendo t, el tiempo caracteristico de variaciéon de las condiciones
generales del problema'y t;,,,.,el tiempo caracteristico de las fluctuaciones turbulentas.

El valor instantaneo puede entonces descomponerse en el valor medio y la fluctuacion respecto
aél
B(x, t) = O(%,t) + @'(%, 1) .

Obtendremos estas ecuaciones para un fluido incompresible de viscosidad constante. Las
ecuaciones de Navier-Stokes en este caso son

V-v'=0,
bv d7+V(_’*) L T+ fn
—_—=— vV) =—— ARV .
Dt dt p P m
Excluimos la ecuacidn de la energia por no tener relevancia en nuestro caso de estudio.

Con

, avi avj , avi i
T =20y = @ + a_xl yO,=1 ”a_x,- = 2uy;jvij (en coordenadas cartasianas)

Si descomponemos las variables en valores medios y las fluctuaciones turbulentas
v=U+u ;p=p+p.

Promediando el conjunto de la ecuacién, tan solo se mantienen los términos donde aparecen
fluctuaciones multiplicadas por otras fluctuaciones, esto es debido a que el promedio del
producto de una variable ya promediada por una variable que fluctda, se anula.

v-(ﬁm):o»{v'ﬂzo
V-u' =0,

dﬁ+v(W+_f—7)— L v+
T u'u') = 5 p+v fm -
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La forma comun de escribir estas ecuaciones del movimiento medio turbulento es pasando las
fluctuaciones a los segundos términos y quitando por sobreentendida la raya de promediado en
la presidén, obteniendo

V-U =0,

dﬁ+v(Uu)— Loy 1oV T V(u) + f
T =75 p+v u'u fm -
Tenemos asi un sistema de 4 ecuaciones (la de cantidad de movimiento es vectorial) y como

incognitas aparecen las 4 variables de siempre: U y p mas una nueva variable generada por las
fluctuaciones turbulentas y que no podemos poner en funcién de las anteriores:

Tensor de esfuerzos turbulentos aparentes de Reynolds: u'u’.

Por tanto, las ecuaciones de Reynolds no se pueden resolver por si mismas, plantedndose lo que
se conoce como problema de cierre de la turbulencia.

3.5 Modelos de turbulencia

Para poder calcular el flujo turbulento con las ecuaciones RANS (Reynolds-averaged Navier-
Stokes), es necesario desarrollar modelos de turbulencia para predecir los esfuerzos de Reynolds
y cerrar el sistema de ecuaciones de flujo medio. Para que un modelo de turbulencia sea util en
un cddigo CFD, debe tener una amplia aplicabilidad, ser preciso, simple y econdmico de ejecutar.
Los modelos de turbulencia RANS mdas comunes se clasifican en funciéon del ndmero de
ecuaciones de transporte adicionales que deben resolverse junto con las ecuaciones de flujo
RANS:

Numero de ecuaciones de
Nombre
transporte extra
0 Modelo de longitud de mezcla
1 Modelo Spalart-Allmaras
2 Modelo k-
2 Modelo k-w
7 Modelo de Reynolds

Tabla 3.1 Modelos de turbulencia segiin nimero de ecuaciones adicionales.

Los modelos mads actuales utilizan las ideas de las teorias mas clasicas para el cierre de la
ecuacion de cantidad de movimiento. Vemos estas teorias a continuacion.

Boussinesq en 1877 propuso expresar los esfuerzos turbulentos de modo analogo a los viscosos
mediante una cierta “viscosidad” turbulenta en la forma

donde k es la energia cinética turbulenta, U; la velocidad en x; y U; la componente de la
velocidad en x;.

Por otra parte, Prandtl en 1925 y siguiendo las ideas de la Teoria Cinética de Gases definid la
longitud de mezcla como el recorrido medio que hacen las particulas del flujo cuando
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transportan una determinada cantidad (de movimiento, energia térmica, etc). Asi, la velocidad
caracteristica o velocidad de agitacién seria

oU;

]

’

de modo que

, U,

—pu,'u" < ply, e
J

an‘
an

La turbulencia es una funcién del flujo, y si la turbulencia cambia, es necesario tenerlo en cuenta
variando L,,.

3.4.1 Modelo k — ¢
El modelo k — € se centra en los mecanismos que afectan a la energia cinética turbulenta. Se
requieren algunas definiciones preliminares. La energia cinética instantdnea de un flujo

turbulento k(t) es la suma de la energia cinética media K = %(U2 + V2 +W?)y la energia
cinética turbulenta k = %(ﬁ + 02 + w'2):

k() =K+k
Hemos denotado por U,V y W las 3 componentes de la velocidad.

Para los posteriores desarrollos, utilizaremos la tasa de deformacidn y las tensiones turbulentas.
Para facilitar los calculos posteriores, es comun escribir sus componentes en forma de tensor:

Sxx  Sxy Sxz
Sij = |Syx Syy  Syz

Tex  Txy Txz
Y1 = Tyx  Tyy Tyz|.

Tzx Tzy Tzz

Szx  Szy  Szz
De la misma forma, s;;(t) = S;; + sy

Los elementos de la matriz estan dados por:

, ou  ou'

Sxx(t) = Sxx + Sxx = x + ax’
) =S+ _1<6U+6V)+1 6u’+6v’
Sy = Pay TSy =5 dy dx) 2\dy ox

De la misma forma se desarrollan el resto de términos.
e Ecuacion de gobierno para la energia cinética del flujo medio K

Esta ecuacion se obtiene multiplicando la ecuacién de Reynolds en componente x por U, la
ecuacidoneny porV, yla ecuacidn en z por W. Después, aplicando una gran cantidad de algebra,
se puede demostrar que la ecuacidon promediada que rige la energia cinética media del flujo es
la siguiente (Tennekes y Lumley, 1972):

d(pK)
dt
(1) (2) 3 @ (5) (6) ()

+V-(pKU)=V"- (—pU +2uUS;; — pUu’lu’J) — 2uS;j - Sij + pu'u'y - Sy,
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donde el significado fisico de cada término es:

(1) Cambio de energia media K.

(2) Transporte de K por conveccion.

(3) Transporte de K por presion.

(4) Transporte de K por esfuerzos viscosos.

(5) Transporte de K por esfuerzos de Reynolds.

(6) Disipacion viscosa de K.

(7) Destruccidon de K por produccion de turbulencia.

Los efectos de las tensiones viscosas se han dividido en dos partes a través del término (4) y (6).
Los dos términos que contienen los esfuerzos de Reynolds pru’] explican los efectos de la
turbulencia. En flujos con altos Reynolds, los términos turbulentos (5) y (7) son siempre mucho
mas grandes que sus homoélogos viscosos (4) y (6).

e Ecuacion de gobierno para energia cinética turbulenta k

Si multiplicamos las ecuaciones de Navier-Stokes en x, y, z por sus respectivas componentes de
velocidad fluctuante (componente x multiplicada por u’, etc) y la suma de todos los resultados,
seguido de una repeticién de este proceso en las ecuaciones promediadas de Reynolds, la resta
de las dos ecuaciones restantes y una reordenacidon muy sustancial, arroja la ecuacién para la
energia cinética turbulenta k (Tennekes y Lumley, 1972):

d(pk) [P ! 1# [ 7 YL
T+V-(pkU) :V-(—pu +2uusl]—p§ul-ulu])—2,us y t S’y —pu - S
(1) (2) 3 @ (5) (6) ()

El término —pu',u’; es igual en magnitud en ambas ecuaciones, pero con signos opuestos. Este

término es normalmente positivo si el término principal de S;; en dicho flujo y el gradiente de

. . 0u e .. P
velocidad medio ™ son positivos. Por lo tanto, en la ecuacion de k representa un término de
produccién y en la ecuacion de K sin embargo, se destruye la energia cinética del flujo medio.
Esto expresa matematicamente la conversidon de energia cinética media en energia cinética
turbulenta.

La disipacién por unidad de volumen (6) se escribe normalmente como el producto de la
densidad p y la disipacién de la energia cinética por unidad de masa ¢, entonces

e=2vs", sy,

Esta cantidad es de vital importancia en el estudio de la dindmica de la turbulencia. Es el término
de destruccidn en la ecuacién de la energia cinética turbulenta, de un orden de magnitud similar
al término de produccién y nunca despreciable.

e Ecuaciones finales del modelo

Es posible desarrollar ecuaciones de transporte similares para todas las demas cantidades de
turbulencia, incluida €. La ecuacién & exacta contiene, sin embargo, muchos términos
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desconocidos e inconmensurables. El modelo estandar k — € (Launder y Spalding, 1974) tiene
dos ecuaciones, una para k y otra para &. Utilizamos k y ¢ para definir la escala de velocidad 9 y
la escala de longitud [ que representa la turbulencia a gran escala, de la manera siguiente:

k3/2

9=kl =—,
€

Aplicando analisis dimensional, podemos poner la viscosidad turbulenta de la siguiente forma:

C, k2
#tchﬁl:pg ,

donde Cu es una constante adimensional.

El modelo estandar utiliza las siguientes ecuaciones para k y €:

d(pk
dt Ok
d(pe) e € &2
T +V- (pSU) =V- (O_—EV&') + CISEZMSU ' Sij - C2£7
¢y (2) (3) (4) (5)

(1) Cambioenko .

(2) Transporte de k o & por conveccidn.
(3) Transporte de k o € por difusién.
(4) Producciondek o ¢.

(5) Destruccionde k o «.

Estas ecuaciones contienen cinco constantes que son ajustables. Los modelos estandar emplean
valores para las constantes a los que se llega mediante el ajuste integral de datos para una
amplia gama de flujos turbulentos:

€, =009 o,=1 o0,=13 C =144 Cp=192.

Los numeros de Prandtl oy, v g, conectan las difusividades de k y € a la viscosidad turbulenta
Ue. El término de presidn (3) de la ecuacidén k exacta no se puede medir directamente. La
produccién y destruccién de energia cinética turbulenta estdn estrechamente ligadas. La
disipacion € es grande cuando la produccidon de k es grande. Para calcular las tensiones de
Reynolds, usamos la relacion de Boussinesq:

= ou; au; 2 2
—pw,'w" = g <a_x]+8_xl> —§pk5ij = 2 Si; —§pk5l-j .
A elevados numeros de Reynolds, como es nuestro caso de estudio, el modelo k — € evita la
necesidad de integrar las ecuaciones a través de la pared haciendo uso del comportamiento
universal de los flujos cercanos a la pared. Si y es la direccién normal a la pared sélida, la
velocidad media en 30 < yl',+ < 500 satisface la ley logaritmica que estudiamos cuando
analizamos las ecuaciones de la capa limite turbulenta. Utilizando estos supuestos y la férmula
de la viscosidad turbulenta, podemos desarrollar las siguientes funciones de pared, que
relacionan el esfuerzo cortante de la pared (a través de u;) con la velocidad media, la energia
cinética turbulenta y la disipacion:
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Uu 1 u? ud
ut =—="In(Ey?), k=—, ‘
W K (Eyp) ,—Cu Ky
donde k es la constante de Von Karman, k = 0.41, y el parametro de rugosidad de la pared E =
9.8 para paredes lisas.

Las aplicaciones aerodindmicas involucran geometrias complejas y fendmenos muy complejos a
diferentes escalas de longitud, inducidos por la geometria. En la mayor parte del flujo, la
viscosidad serd irrelevante, pero la estructura del flujo exterior se ve afectada por el desarrollo
de capas limites en las que la viscosidad si es relevante. De forma que los efectos locales a
pequefia escala pueden influir en el estado de todo el campo fluido. Leschziner (en Peyret and
Krause, 2000) resume los problemas en este contexto:

e El modelo k —¢& predice niveles excesivos de tensién cortante turbulenta,
principalmente en presencia de gradientes adversos de presidn.
e Niveles excesivos de turbulencia en regiones de estancamiento.

En tales flujos complejos se espera que RSM (Reynolds Stress Model) sea significativamente
mejor, pero el coste computacional de este método impide su aplicacidn de forma rutinaria. Se
han realizado grandes esfuerzos para desarrollar métodos mds econdmicos para aplicaciones
aeroespaciales. Los discutimos a continuacion.

3.4.2 Modelo Spalart-Allmaras

El modelo de Spalart-Allmaras implica una ecuaciéon de transporte para el pardmetro de
viscosidad cinematica turbulenta U y una especificacion de una escala de longitud a través de
una férmula algebraica. Nos proporciona cdlculos econdmicos de capas limite en aerodindmica
externa (Spalart y Allmaras, 1992). La viscosidad turbulenta dinamica y; esta relacionada con ¥
por

Ut = pUfy1,

fi1 €s una funcién de amortiguacion en la pared que tiende a la unidad para elevados nimeros
de Reynolds, en este caso el parametro de viscosidad cinematica turbulenta U coincide con la
viscosidad cinematica turbulenta v;. En la pared f,,; tiende a 0.

Para este modelo, las tensiones de Reynolds se calculan con

pu'w" = pifi ox, Tox) T HeSij-

La ecuacién de transporte para ¥ es la siguiente:

d(p?d) 1 o v 0 e 72
—ar TV (pdU) = U—UV' [(H + pD)VD + Cbzpa—xka] + Cp1p0Q — Cyap (K_y> fw
(D (2) (3) (4) (5)

(1) Cambio en el pardmetro de viscosidad .
(2) Transporte de i por conveccion.
(3) Transporte de ¥ por difusidn turbulenta.
(4) Produccion de .
(5) Destruccién de .
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En la ecuacién de transporte, la tasa de produccion de U esta relacionada con la vorticidad media
local de la siguiente manera:

~ U
Q=0+—=f,2,
(Ky)zfvz

donde Q) = ,/20;;();; es la vorticidad media, y

1(ou; U - .
Q;i = === —=_) es el tensor de vorticidad media.
J 2 \0x;j 0x;

Las funciones f,5 y f,» son también funciones de amortiguacién en la pared.

En el modelo k — ¢ la escala de longitud se encuentra combinando las dos cantidades
k3/2 . .,
transportadas kye: [ = - En un modelo de turbulencia de una ecuacion, la escala de

longitud no puede calcularse, pero debe especificarse para determinar la tasa de disipacion de
la cantidad de turbulencia transportada. La inspeccidon del término (5) en la ecuacién de
transporte revela que ky (con y siendo la distancia a las paredes sélidas) se ha utilizado como la
escala de longitud.

Las constantes del modelo son las siguientes:

2 K?(1+ Cpp)
oy = 3 Kk =04187 Cp; =0.1355 C(Cp; =0.622 Cpy =Cpy + O-—U.
Estas constantes del modelo y otras tres ocultas en las funciones de pared se ajustaron para
flujos aerodindamicos externos, y se ha demostrado que el modelo ofrece un buen rendimiento
para capas limites con gradientes adversos de presidn, que son importantes para predecir los
flujos estancados.

3.4.3 Modelo k — w

En el modelo k — ¢ la viscosidad turbulenta cinematica v; se expresa como producto de una
escala de velocidad ¥ y una escala de longitud [. La disipacién de energia cinética turbulenta ¢
no es la Unica variable de escala de longitud posible. De hecho, muchos otros modelos de dos
ecuaciones han sido postulados. La alternativa mas destacada es el modelo k — w propuesto
por Wilcox (1988, 19933, b, 1994) que utiliza la frecuencia de turbulencia w = &/k (dimensiones
s!) como segunda variable. Utilizando esta variable, la escala de longitud es [ = \/E/a) . La
viscosidad turbulenta estd dada por

_pk

e w

Los esfuerzos de Reynolds son medidos en los modelos de dos ecuaciones con la expresion de
Boussinesq:

iy = e (221 2%) 2 prs, = 20,8, — 2 pks
N dx; | ox; 3P ij = ¢Heoij 3P ij

La ecuacidén de transporte para k y w para flujos turbulentos con altos nimeros de Reynolds es
la siguiente:
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d(pk
4Pk L v k) = V- (Hﬂw«) + P — B*pksy; ,
dt g%

donde

2 v
P = 2ueSij — 5 pk 5= 0yj
j

es la tasa de produccidn de energia cinética turbulenta y

d(pw) He 20U
T +V'(PwU)=V'(M+an>+V1 2P5ij—§/3wa—xj5ij — Br1pw?.

Cada uno de los términos significa lo mismo que en el modelo Spalart-Allmaras pero cambiando
Uporky w.

Las constantes del modelo:
0, =20 o7,=20 y;=0553 p;=0075 p*=0.09.

Este modelo inicialmente atrajo la atencion porque la integracion en la pared no requiere de
funciones de amortiguacion en aplicaciones de bajo nimero de Reynolds. El valor de la energia
cinética turbulenta es 0 en la pared. La frecuencia w tiende a infinito en la pared, pero podemos
especificar un valor muy grande en la pared o, siguiendo a Wilcox (1998), aplicar una variacion
hiperbdlica w, = 6v/(ﬁ1y§) en puntos cercanos a la pared. La experiencia practica nos ha
ensefiado que los resultados no dependen demasiado de estos detalles del tratamiento.

En los limites de entrada, los valores de k y w deben ser especificados, y en los limites de salida
se utilizan las condiciones habituales de gradiente 0. La condicidn de contorno para la corriente
libre donde k =» 0 y w — 0, es la mas problematica. La expresion para y; nos muestra que la
viscosidad turbulenta es indeterminada o infinita cuando w — 0 por lo que debe especificarse
un pequefio valor distinto de 0 para w. Desafortunadamente los resultados con este modelo
tienden a depender del valor asumido de w para el flujo libre (Menter, 1992a), que es un grave
problema en la aerodindmica externa y en aplicaciones aeroespaciales donde las condiciones de
contorno de flujo libre se utilizan rutinariamente.
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4. METODOS MATEMATICOS UTILIZADOS PARA LA RESOLUCION
DE PROBLEMAS EN AERODINAMICA

Con el objetivo que nos propusimos de conocer los métodos matematicos empleados en la
resolucidon de problemas de aerodindmica, comenzaremos estudiando éstos para ejemplos
sencillos, para asi poder asentar sus aspectos mas importantes y concluiremos con problemas
reales de una mayor complejidad, basandonos en las bases establecidas en los problemas
sencillos previos.

4.1 Método de elementos finitos

Para la explicacidon del método vamos a considerar un caso muy sencillo en 1D, la extension a
nuestro problema la haremos mas adelante.

Consideraremos el modelo de la ecuacidon de difusién en 1D, que viene dado por:

d du
- —) = L
(k@ Z) = fC0, enlo,L],
con las siguientes condiciones de contorno homogéneas:
u(0) =u(l) = 0.

Con el objetivo de simplificar los célculos posteriores supondremos que la funcidon k(x) es
constante de valor 1y que la funcién f es una delta de Dirac con signo negativo localizada en el
punto medio de la barra. Ademas, supondremos que la longitud de ella es la unidad:

k=1 f=-6ys L=1.

La idea fundamental del método de elementos finitos consiste en reescribir el modelo
matematico de una forma distinta. El modelo matematico normalmente proviene de principios
de conservacién, escritos de una forma puntual, a diferencia del método de los volimenes
finitos.

(1) FORMULACION VARIACIONAL

El método de elementos finitos se basa en el principio de los trabajos virtuales. Por lo tanto,
transformaremos la ecuacién de partida en otra ecuacion diferente que refleje dicho principio.
Para ello multiplicaremos la ecuacién por una funcién v que supondremos es derivable y cumple

las condiciones de contorno:
d (du) _ s
dx \dx vE 05"V

A continuacidn, integramos a ambos lados de la igualdad:

fld(du) dx = —v(05)
i 7)) v dx = —v(05),

Recordar que la delta de Dirac actuando sobre una funcién continua es igual al valor de la funcién
en el punto en el que esté localizada la delta.

En el término de la izquierda, realizamos una integracion por partes:
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f d(du Ldudv p
| @x dxvx— |0 SV ax,

El primer término es nulo puesto que v(0) = v(1) = 0.

Esta es precisamente la formulacion variacional. Nuestro problema consiste en encontrar una
funcién u derivable con u(0) = u(1) = 0, tal que

——xv dx = —v(0.5) paratoda v derivable y v(0) = v(1) = 0.

Esto refleja el principio de los trabajos virtuales, pues nos indica que el trabajo realizado por una
fuente externa es igual al trabajo interno.

Denotamos por Hi (0,1) el espacio de las posibles soluciones del problema variacional. Es decir,
el conjunto de funciones u: [0,1] = R que son derivables y que se anulanen Oy en 1.

(2) DISCRETIZACION DEL PROBLEMA VARIACIONAL

Comenzamos con el proceso de discretizacion. Lo que aproximaremos serd el espacio en el que
se encuentran las soluciones en lugar de aproximar la derivada a través de un cociente
incremental, como se suele hacer en el método de volimenes finitos.

Dividimos el intervalo (0,1) en una serie de subintervalos equiespaciados, cada uno de los puntos
se llamara nodo:

Xo X1 Xi Xis1 Xn

Figura 4. 1. Division del intervalo por nodos.
Xip1—X; = h

Aproximamos el espacio Hg(0,1) por Hy, = {up:[0,1] > R, uy, derivable, u,(0) = uy(1) =
0y uplix,x;,,) €Sunsegmento de recta}.

Estos tipos de elementos finitos son los llamados elementos de Lagrange P1.

Es obvio que los grados de libertad del espacio son los nodos interiores, ya que conociendo el
valor de la funcién u en cada uno de ellos, ésta se encontrard perfectamente definida en el
dominio. De forma matemdtica, el espacio vectorial H, tiene dimensidn finita.

Dentro de este espacio vectorial, las siguientes funciones son una base, es decir, son funciones
que localizan el valor de u en los nodos, las llamadas funciones de forma:
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Xo XI Xi Xi+1 XN

Figura 4. 2. Funciones de forma en el intervalo.

Por ser las funciones de forma una base del espacio vectorial Hy,, se puede escribir

N-1

un () = ) uh i),

=1
donde uj, son las incdgnitas que tratamos de calcular.

En el problema variacional sustituimos u por u, y v por ¢;. Nos queda:

! ;dg; de;
fo Zuh F de = —¢,(0.5),

i=1

i 1d¢i . d¢] _
;uhfo b = dx = ~,05)

KU=5»b

Las componentes de la matriz de rigidez K se obtienen de forma inmediata estudiando la
pendiente de las funciones de forma, de tal manera que llegamos a:

r2 -1 0 0 0 0 0 0 01
-1 2 -1 0 0 0 0 0 0
0o -1 2 -1 0 0 0 0 0
1] © 0o -1 2 -1 0 0 0 0
K =% 0 0 o -1 2 -1 O 0 0
0 0 0 o -1 2 -1 0 0
0 0 0 0 o -1 2 -1 0
0 0 0 0 0 0o -1 2 -1
L0 0 0 0 0 0 0o -1 2

Que, como veremos, coincide con la matriz obtenida con el método de volumenes finitos
aplicado al mismo problema.

Hemos tomado h = 0.1.
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En resumen, nos queda:

2 -1 0 0 0 0 0 0 0qmull 107
-1 2 -1 0 0 0 0 0 0 ||u? 0

0o -1 2 -1 0 0 0 0 0 ||u 0

11 0 0 -1 2 -1 0 0 0 0 |[u* 0
h 0 0 o -1 2 -1 0 0 0 |lub|=[-1
0 0 0 o -1 2 -1 0 0 ||u® 0

0 0 0 0 0 -1 2 -1 0 [lu’ 0

0 0 0 0 0 0 -1 2 -1{|u8 0
L0 0 0 0 0 0 0 -1 21t Lol

4.2 Método de elementos finitos aplicado a las ecuaciones de Navier-
Stokes

El problema consiste en encontrar el campo de velocidades u = (uq, u,) y la presion p de un
fluido que se mueve en una regién espacial Q ¢ R2. El caso tridimensional, es conceptualmente
igual. Para simplificar, estudiamos el caso 2D.

Las ecuaciones de Navier-Stokes que modelan este fendmeno son:
1
(u-Vyu-— vAu+EVp =0 enQ

V-u=0 en(
+condiciones de contorno sobre 0f)

Nos enfrentamos a un problema de gran complejidad, cuya dificultad maxima aparece por la
naturaleza de sus ecuaciones, que hemos deducido en los apartados previos.

Respecto a la ecuacién de cantidad de movimiento, en su deduccién llegamos hasta la expresion

DV av’ (vz

Por=P —+V —)—FX(VXF) =—Vp+V -7+ pfn

dt 2

Sin embargo, esta ecuacién como podemos ver todavia no tiene la forma de la de nuestro
problema, para ello, debemos hacer lo siguiente:

e Ponereltérmino V- 7’ en funcidn de la velocidad:

V- ==X UVXT)+V-(uV-7v).
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Y esta expresién precisamente es la expresion general de la Laplaciana, por tanto:
V-1t = uAv’
e Para el término convectivo aplicamos la siguiente igualdad vectorial:
%V-(F-F —vx(Vxv)=w -V)v
En la ecuacién de cantidad de movimiento realizamos las siguientes simplificaciones:

1. Las fuerzas mdsicas para nuestro caso son despreciables, pues consideramos que el
campo gravitatorio no tiene influencia. Ademas, el sistema de referencia es inercial, ya
que estara fijo.

2. Se trata de un caso estacionario y dividiendo por la densidad se obtiene finalmente

1
(u-Vyu-— vAu+;Vp=0

Se han quitado los vectores por comodidad, pero la velocidad es obviamente vectorial.

Tenemos que destacar que estas ecuaciones se refieren a un flujo viscoso en régimen laminar,
no siendo aplicables a un flujo turbulento. Sin embargo, las ideas fundamentales son las mismas.

Nos quedaria ver las condiciones de contorno, antes de empezar a aplicar el MEF.

En las ecuaciones de la dindmica de fluidos, la imposicién de condiciones de contorno es algo
mas delicada que en otro tipo de problemas, debido fundamentalmente a dos razones:

® En los dominios de simulacidon numérica habitualmente aparecen fronteras artificiales (esto
es, fronteras originadas por la limitacion del dominio sobre el que se llevara a cabo la resolucion,
que no se corresponden con la frontera del recinto donde se encuentra el fluido)

* En los flujos con viscosidad no muy elevada (nimeros de Reynolds no muy reducidos)
apareceran capas limite asociadas al caracter convectivo de las ecuaciones.

Cuando el fluido se extiende hasta un hipotético infinito, debemos conocer la velocidad y la
presion en el infinito. Fijaremos la velocidad en la entrada y esta sera nuestra primera condicion
de contorno.

En un contorno sélido impermeable, se debe cumplir la condicion de adherencia: la velocidad es
igual a la del sélido en contacto, por lo que si lo que consideramos que se mueve es el flujo,
dejando parado el perfil, la segunda condicidon de contorno serd la velocidad nula sobre las
paredes del perfil.

Una vez que hemos visto de ddonde vienen las ecuaciones y sus condiciones de contorno nos
introducimos entonces en la aplicacién del método de elementos finitos.

(1) FORMULACION VARIACIONAL

El método de elementos finitos se basa en el principio de los trabajos virtuales. La idea es
entonces que los trabajos virtuales globales de las fuerzas externas e internas sean nulos. Por
lo tanto, transformaremos la ecuacidn de partida en otra ecuacion diferente que refleje dicho
principio. Para ello multiplicaremos la primera ecuacién por v = (v4, v,) y la segunda por g:

(u-Vuv—vau-v+Vp-v=0
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qV-u=20

Se integra en () ambas ecuaciones y se aplica la formula de integracidn por partes (o férmula de
Green) en los términos de viscosidad vAu - v y de presidn Vp - v. Suponemos que la funcidn test
v = (vq, V) se anula en la frontera del dominio. Nos queda:

f [(u-Vu-v+ vAau:Vo—pV-v] dQ =0
Q

f qvV-udQ=20
Q

La obtencion de los términos que se han integrado por partes se ha realizado de la siguiente
forma:

= Término de viscosidad
f —vAu-de:—vj (Auq " vy + Au, - v,) dQ =
Q Q

=—vf Vul-vldS+vf Vul-VvldQ—vf Vu, - v, dS
frontera Q frontera

+vf Vuz-szdﬂzvf Vul-VvldQ+vf Vu, - Vv, dQ
Q Q Q

=f vVu Vv dQ
Q

=  Término de presion
pr-de=f v-pdS—f pV-de=—f pV-v dQ
Q front Q Q

Finalmente, se restan las dos ecuaciones y queda:
f [ Vuv+ vAuVo—pV-v—qV-u]l dQ=0
Q

Dificultades:

(1) El problema original esta mal planteado en la presién. Es decir, si (u, p) es solucién de
(NS), entonces (u, p + c), con c constante, también es solucién.

Esto se puede solucionar de varias formas. Una de ellas es afiadiendo a (NS) un “término de
estabilizacidon” en la presién. Por ejemplo, en la segunda ecuacion:

V-u+ep=0,
con € < 1. Por ejemplo e = 1078,

La formulacidn variacional estabilizada queda:
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1
f [(u-V)u-v+ vAu:Vv—;pV-v—qV-u—epq] dQ=20
Q

(2) La segunda dificultad reside en la no linealidad del término convectivo (u - V)u.

Hay varios métodos para tratar con esta no linealidad, quizas el método estandar sea el método
de Newton.

Recordemos el método de Newton para ecuaciones algebraicas:
Sea F: R — R derivable. El objetivo es encontrar x* € R tal que F(x*) =0
El algoritmo de Newton es:

(a) Inicializacién: Tomar x° € R

(b) Iteracion hasta convergencia

F(x™)
CF(xm)

n+l _ ,.n

X

(c) Criterio de parada: Hay varios, por ejemplo

|F(x™)| < tolerancia

éComo extendemos esto a Navier-Stokes?

Nuestra funcién F ahora estd definida en un espacio de funciones que llamamos V, es decir,

F:V->V

Por ejemplo,

V ={(u,p), us,uy,p: Q » R, derivables y cumpliendo las condiciones de contorno}
F:(u,p)— F(u,p) €V

éQué significa que F(u,p) = 0? Significa que si multiplicamos por (v,q) € V e integramos, el
resultado es 0. Es algo asi como decir que un vector en R"™ vale 0 si su producto escalar por
cualquier otro vector vale 0, es decir,

(u,p) = (0,0) <=>(w,p) - (v,q)=0 V (v,q)

Esto que acabamos de explicar es el por qué el MEF se aplica de esta forma, multiplicando por
unas funciones test y luego integrando.

Eso es justo la formulacion variacional:

F(u,p)=f [ VVu-v+ wWuVv—pV-v—qV-u—epql dQ
Q

V(9

El algoritmo de Newton queda:

1) Tomar un (u®, p°) inicial.
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2) Iteracidn hasta la convergencia:

_ F@™p™

n+1 n+1 — n n
(u 'p ) (u ’p ) DF(un’pn)

3) Criterio de parada: El que sea.

|F(u™ p™)| < tolerancia

Fijémonos que la derivada de F, ahora es un gradiente ya que F estd definida en un espacio de
funciones.

Hemos de entender bien el término

F(u",p™)
DF(u™,p™)’

Si denotamos

F(u™,p")
n ny —
(6u™, 6p™) D)
Entonces,
DF(u",p™)(6u", 6p™) = F(u",p")

Como (u",p™) son conocidos de la iteracion anterior, la incégnita es (Su™, 6p™). La pregunta
es équé significa y como se calcula DF (u™, p™)(du™, §p™)?

Recordemos la definicidon de derivada direccional de una funcion de varias variables:
SeaF:V->V,VeER
La derivada direccional de F en el punto (u™,p™) y en la direccion (6u™, §p™) se define como

 F@™+ &du™,p™ + e6u™) — F(w™, p™)
DF sy gpmy(u™, p™) = lim . :

Ahora bien, hemos dicho que (6u”™, 6p™) es la direccidn, pero ¢por qué es la direccion? Si
volvemos a la expresiéon del algoritmo de Newton podemos ver como nuestro objetivo es

obtener (u™*1,p™*1) a partir de (u",p™) y para ello nos tendremos que mover en una
. ., . o Fu"p"
direccion, la cual vendrd impuesta por el término restante M.
DF(u™p™)

Aplicando la regla de la cadena, podemos ver que esta derivada direccional se calcula
multiplicando escalarmente el gradiente de F con la direccion (6u™, 6p™), es decir,

DF (syn spny (U™, p™) = DF(u™,p™) - (u™ 6p™)
Podemos ver que, para este caso, la derivada direccional coincide con la funcién.

Por tanto, nos queda

31

industriales
aesnurCT



DF(u™,p™)- (6u® ép™) =
= f [((6u" Vu™ + (u™- V)6u”) v+ vWou:Vv—6p"V-v—qV-su®
Q
—e8ptq| da

Quedando el problema linealizado, ya que (u™,p™) se conocen de la iteracién anterior y las
incognitas son (du™, 8p™) que no se multiplican entre si.

En resumen, en cada iteracién del algoritmo de Newton hemos de resolver el problema de
elementos finitos lineal

DF(u™,p™)(6u", 6p™) = F(u™,p")
En las incognitas (6u™, 6p™) y luego actualizar la solucidn segun:

(un+1,pn+1) — (un’pn) _ (6un’ 6‘pn)

(3) La ultima dificultad consiste en la convergencia del MEF. ¢ Qué espacios de elementos
finitos elegimos para la velocidad y la presion? La convergencia del MEF estd asegurada
si los espacios Uy, para la velocidad y Py para la presién cumplen la llamada Levy-Babuska-
Brezzi (LBB condition)

1

Jo, WwVp)da 2
SUPpepy, = Q—1 =B (f llull?>dQ ) VueUy.
Q

(fn pzdﬂ)7

Hay varios espacios de elementos finitos que cumplen esta condicidn, por ejemplo, Lagrange P2
para la velocidad y Lagrange P1 para la presién.

La forma en la que se trabaja para resolver este tipo de problemas es cogiendo un espacio para
la velocidad, otro para la presidn y ver si la solucion es estable, es decir, ver si se cumple la
condicidn LBB. Existen numerosos tipos de elementos para tratar este problema, si vamos a
bibliografia especializada podemos ver el elemento de Taylor-Hood enriquecido, en el que se
afiade una burbuja cubica a una expresion cuadratica a trozos de la velocidad, mientras que la
presion se aproxima por funciones lineales a trozos. Precisamente nosotros estamos utilizando
estos elementos, pero sin la burbuja, lo que se conoce como elemento de Taylor-Hood que
también es estable. Existen otros como “el elemento P2-P0 o “El elemento de Crouzeix-Raviart.

Velocidad Presion

Figura 4. 3. Elementos P1y P2.
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Para la presidn, elementos P1 significa que en ese tridngulo que vemos, la funcién de forma
tiene que ser un trozo de plano. ¢Como se determina un plano? Pues si conocemos 3 puntos el
plano queda definido, que son los 3 nodos que vemos. Un plano es algo del tipo 4, - x + A; -
y + A, teniendo 3 grados de libertad.

Si tenemos una parabola, que son los elementos P2, tendriamos A, + A; " x + A, -y + A3 -
x%+ A, y%?+ As - x -y, por eso necesitariamos 6 puntos que son los que se ven en el dibujo.
El del centro seria la burbuja, una variante del nuestro.

Con el proceso de discretizacién lo que aproximaremos sera el espacio en el que se encuentran
las soluciones. En el método de volimenes finitos, que estudiaremos a continuacion se aproxima
la derivada a través de un cociente incremental.

Denotamos por V el espacio de las posibles soluciones del problema variacional.
V ={(u,p),u,u,,p: Q » R, derivables y cumpliendo las condiciones de contorno}

Podemos elegir de forma adecuada espacios de elementos finitos Vi, para aproximar la velocidad
y por ejemplo Qx para la presion.

Dentro de estos espacios, las funciones de forma @; son una base de V. y las funciones de forma
@i, una base de Qu, esto significa que se pueden expresar de la siguiente forma:

N

Sul(6y) = ) Sul (%)
i=1
N

SuB (e, y) = ) 8ub 0(x,)
i=1

N
Sp™(x,y) = Z 5p' i (x,y)
i=1
Donde @;(x,y) es un polinomio de grado 2 en cada elemento y ¢;(x,y) es un polinomio de
grado 1 en cada elemento.

En el problema linealizado se sustituyen estas expresionesy se pone v = (@; ©;), q = @; para
obtener la matriz de rigidez.

El término independiente procede de las condiciones de contorno que han de ser no nulas.
El problema linealizado queda en la forma
KU =F

Hemos empleado FreeFem, un software libre, enfocado en resolver ecuaciones diferenciales
parciales usando el método de elementos finitos, para resolver el problema que acabamos de
exponer en una geometria que consiste en un perfil aerodinamico. El cédigo y su explicacion se
recoge en el Anexo A. Los resultados los veremos en un apartado posterior.
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4.3 Método de volumenes finitos

El método de voliumenes finitos permite discretizar y resolver de forma numérica ecuaciones
diferenciales. Es un método alternativo al de los elementos finitos. El método impone
conservacién de forma natural, permite una gran flexibilidad geométrica, resuelve las
ecuaciones de forma integral y emplea una discretizacién muy intuitiva.

En esta seccion, presentaremos las ideas fundamentales del Método de Volumenes Finitos a
través de un modelo sencillo en dimensién 1.

Consideraremos el modelo de la ecuacidn de difusién en 1D, que viene dado por:

" (ke T) = £ enlo L]
dx " ax) T fx) enlo,
Con las siguientes condiciones de contorno homogéneas:
u(0)=u(l)=0

Se trata de un modelo matematico para varios fenémenos fisicos como la transmisién de calor
en estado estacionario, apareciendo entonces el concepto de flujo de calor:

— _k( )du
1= xdx

que representa la ley de Fourier, y nos indica que el flujo de calor es proporcional al gradiente
de la temperatura.

Con el objetivo de simplificar los célculos posteriores supondremos que la funcién k(x) es
constante de valor 1y que la funcién f es una delta de Dirac con signo negativo localizada en el
punto medio de la barra. Ademas, supondremos que la longitud de ella es la unidad:

k=1 f=-6s L=1

El primer paso en el método de volimenes finitos consiste en la realizacion de un mallado del
dominio en el cual estd planteado la ecuacion, seleccionando un conjunto de nodos
equiespaciados. Una novedad importante en el método es que vamos a distinguir entre dos tipos
diferentes de nodos, como vemos en la siguiente figura:

X Xiv12

e——e—+t—o—4—o—4-eo—+t—o—t-o—4—<

Xi—l/z
Figura 4. 4. Division del intervalo por nodos.
Cada una de las divisiones anteriores es lo que llamaremos volumen finito.
Celda i-ésima: ¢; = |x. 1,x, 1
l—; l+;

Seleccionamos en el punto medio de cada celda un nodo, en concreto, el que se encuentra en
el centro de la celda ¢; serd el nodo x;.

Introducimos el concepto de volumen de la celda:

34

industriales

e UPCT



Volumendeci: h=x,_ 1 — x, 1
2

Nodos: x; , 1 <i <N

El objetivo que nos fijamos es aproximar la solucién u(x) en los nodos x;.

Denotamos u; = u(x;)

Veamos a ver cdmo se procede en el método. El principio basico consiste en integrar la ecuacién
diferencial en cada uno de los volimenes, en cada una de las celdas. Esta es la gran diferencia
respecto al método de los elementos finitos.

j;i —:—x<k(x) Z_D dx = _L 8o.5(x) dx

Por definicién de la delta de Dirac, la Unica celda que da un valor no nulo en el término de la
derecha anterior es la celda que contiene al punto x=0.5. Por tanto, el vector de la derecha es
de laforma by, =[0,0,0,...,—1,0,...0].

En el término de la izquierda, realizamos la integral:

f d(()du>d _f"i% d(du)d _du( B ) du( 3 )
o dx ax) T . dx\dx A\ T L) T e\ T

X,
=2

.o . . . du . .
La dificultad fundamental consiste en aproximar el flujo — &N los puntos intermedios X, 1
2

Dicha aproximaciéon se denomina “flujo numérico”.

Existen varias formas de realizarlo, lo habitual es usar un esquema centrado, cambiando la
derivada por un cociente incremental:

du<x_ )~ui+1_ui_ui+1_ui
—lx=x 1= =
dx 2/ Xip1 — X h

De la misma forma:

Sustituyendo:

in%—i(d—u)dx:d—u(x:x )—d—u<x=x )zui_ui—l_qu_ui:
. dx\dx dx i-s) " dx i+a h h

X,
=2

_2Up — Ujmg — Uiy
h

Aplicamos a continuacién las condiciones de contorno. El problema reside en que estamos
calculando la solucién en los puntos centrales de cada celda y las condiciones de contorno estan
en los extremos de la primera y ultima celda, que no forman parte del proceso de discretizacion.
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Se afiaden dos nodos fantasmas (“ghost”) fuera del dominio [0, L]. Uno situado a la izquierda de
x = 0, que llamaremos x,, a la misma distancia de x1 que x;. El segundo nodo estara a la
2

derecha del dominio y se denominard xp 1.

Sobre estos nodos fantasmas se impondran las condiciones de contorno, de modo que se
cumple que ug = 0,uyq = 0.

Esto nos permite aproximar el flujo numérico y llegar a la solucién.

En resumen, extrapolando al conjunto de celdas, nos queda el sistema lineal:
1 .
E(—/ﬂo+2u1—u2)=0 eni=1

1
E(—u1+2u2—u3)=0 eni=2

1
E(_ui_l +2u; —u;41) =0 en 0.5

1
E(_uN_l + 2uy — u}xzn) =0 eni=N

Si lo planteamos en forma matricial, podemos ver que el sistema que se obtiene es el mismo
que el obtenido con el método de elementos finitos usando elementos de Lagrange P1, es decir,
funciones lineales en cada elemento y con valor 1 en cada uno de los nodos del mallado de
elementos finitos Esto no significa que siempre se obtenga el mismo sistema con voliumenes
finitos que con elementos finitos, pero pone de manifiesto que en determinadas situaciones
ambos esquemas coinciden.

En conclusidn, las ideas clave del método son las siguientes:

1. Divisidon del dominio en celdas o voliumenes, de ahi su nombre.

2. Losgrados de libertad se fijan en el centro de cada celda, aunque existen otras variantes
en las que se centran en los extremos de las celdas.

3. Laecuacién diferencial se integra en cada celda.

4. Aproximacién del flujo a través de un esquema numérico, con el objetivo de llegar a un
sistema discreto.

36

industriales

e UPCT



5. ANALISIS COMPUTACIONAL DE FLUIDOS

La dindmica computacional de fluidos (CFD) es el analisis de sistemas que involucran flujo de
fluido, transferencia de calor y fendmenos asociados mediante simulacién basada en la
computadora. La técnica es muy poderosa y abarca una amplia gama de areas de aplicacion
industrial y no industrial. Algunos ejemplos son:

e Aerodinamica de aviones y vehiculos.
e Hidrodindmica de barcos.
e Ingenieria biomédica.

Solo hemos mencionado 3, pero en realidad hay infinidad de aplicaciones.

La principal razén por la cual CFD se ha podido quedar atrds en el pasado es por su tremenda
complejidad, que impide una descripcidn de los flujos de fluidos econdmica y suficientemente
completa al mismo tiempo. La disponibilidad de hardware informatico de alto rendimiento y la
introduccion de interfaces faciles de usar, han llevado a un reciente aumento de interés, y CFD
ha entrado en la comunidad industrial mas amplia desde la década de 1990.

En nuestro proyecto, nos centraremos en su aplicacion a la aerodinamica utilizando el software
Ansys, mas concretamente estudiando un perfil aerodindmico NACA en 2D. Para ello, Ansys
resolverd las ecuaciones RANS estudiadas anteriormente, a través de la aplicacién del modelo
de turbulencia seleccionado, con el método de volumenes finitos que hemos explicado.

Las etapas de este analisis se pueden dividir en 3: preprocesado, procesado y postprocesado.

5.1 Preprocesado

Las actividades que llevaremos a cabo en la etapa de preprocesamiento son:

5.1.1 Definicion de la geometria

El perfil aerodinamico en el que centraremos nuestro estudio sera el perfil NACA 4412, pues es
un perfil muy utilizado en rotores edlicos, alas y en la aerodindmica en general. La obtencidn del
perfil se ha realizado a través del programa airfoiltools, que nos proporciona las coordenadas de
los puntos del perfil ademas de otra informacién sobre el mismo. Se han utilizado 100 puntos
para definir dicho perfil. Se ha exportado a DesignModeler, dentro de Ansys, las coordenadas y
se han unido en él estos puntos para la obtencidn del perfil, resultando:

LesaeMmemman . aeay

W%o-ommﬂm

0,000 0,500 1,000 (m)
[ s S

0,250 0,750

Figura 5. 1. Perfil NACA 4412 generado a partir de 100 puntos.
37

industriales
aesnurCT



En otros softwares no comerciales, hubiera sido necesario la introducciéon de las ecuaciones
paramétricas que definen el perfil y que se pueden encontrar en bibliografia especializada.

El volumen de control también se ha realizado a través de Ansys DesignModeler. Se tratara de
una semicircunferencia y un rectangulo, recomendado para este tipo de perfiles en 2D. Segun
Versteeg & Malalasekera (1995), para la captura de una larga estela se recomienda una distancia
de salida de 10 veces la longitud de cuerda, que en nuestro caso es de 1 metro. También se
recomienda para las paredes una distancia de 3 veces la cuerda. Esto es debido a la posible
interaccion del flujo con las paredes.

ANSYS

2020 R1

I
11

2,500 7,500

Figura 5. 2. Volumen de control por el que circula el fluido.

Para asegurarnos de que los resultados son independientes del volumen de control, hemos
realizado diferentes simulaciones hasta llegar a la convergencia, y el volumen de control sera la
menor dimension con la que no varien los resultados, con el objetivo de ahorrar costes
computacionales.

5.1.2 Generacion de la malla

Consiste en la subdivision del dominio en un nimero de subdominios mas pequefios y no
superpuestos. Se trata de un apartado critico para la obtencidn de resultados fiables, es por ello
que estudiaremos en profundidad la forma de realizarla y de medir su calidad.

La solucién al problema se define en los nodos dentro de cada celda, por lo tanto, la precisién
depende del nimero de celdas. Sin embargo, el coste computacional aumenta también con el
numero de celdas. En el presente, el disefio de la malla depende de las habilidades del usuario
para disefiar una solucidn de compromiso entre la precision deseada y el coste computacional.

En nuestro caso, se tratard de una malla hibrida tipo C-Grid, pues dispondra de elementos
cuadrilateros en la capa limite del perfil y elementos triangulares en el resto del mallado.

Las funciones de mallado que se han empleado son las siguientes:

e All Triangles Method: Método de mallado triangular, apropiado para superficies.
e Edge Sizing: Nos permite restringir el tamafio de las celdas en torno al perfil. Sera un
parametro variable en el mallado y se elegira el mayor tamafio de celda a partir del cual
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los resultados no presentan variacién para asi optimizar la relacién precision-coste
computacional, también se debe asegurar que para dicho tamafio de celda, la calidad
de malla es la adecuada. Veremos esto mas adelante.

Figura 5. 3. Mallado del perfil.

Se puede apreciar en la figura anterior la funcién mencionada, pues vemos como las celdas
cercanas a la capa limite tienen un tamafio muy pequefio.

e Inflation: Nos permite crear la primera capa del mallado para asi capturar la capa limite,
es decir, tiene en cuenta los efectos viscosos que en ella se producen. Se pueden elegir
el nimero de capas y el “Growth Rate”. El tamafio de la primera capa, que
denominaremos As, se determina en funcidn del nimero de Reynolds de la siguiente

forma:
+
ao
Usric p
Twall
Ufric = wpa
Cr pUS
Twall = T
0.026
Cr = Rell7

ANSYS

2020 R1

A SATEEMTS

Figura 5. 4. Técnica Inflation en la proximidad del perfil.
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En esta figura se puede observar claramente la funcién “Inflation”, creada para una velocidad
de flujo de 30 m/s.

y* dependerad del modelo de turbulencia seleccionado, para cada uno de ellos, Ansys nos
recomienda un valor de y* .

5.1.3 Calidad de malla

La resolucién adecuada de la malla para flujos turbulentos es muy importante. Debido a la fuerte
interaccion del flujo medio y la turbulencia, los resultados numéricos para los flujos turbulentos
tienden a ser mas susceptibles a la distribucién de elementos de malla que los de los flujos
laminares. En la region cercana a la pared, se requieren diferentes resoluciones de malla segun
el modelo de pared cercana que se utilice.

Por tanto, la calidad de la malla juega un papel importante en la precisién y estabilidad del
calculo numérico. Independientemente del tipo de malla utilizada en su dominio, es esencial
verificar la calidad de la malla.

Estudiaremos los pardmetros mas utilizados para medir la calidad de malla.
e Ortogonalidad

Un indicador importante de la calidad de la malla que ANSYS Fluent le permite verificar es una
cantidad denominada ortogonalidad. La calidad ortogonal minima para todos los tipos de celdas
debe ser mayor que 0.01, con un valor promedio significativamente mayor.

Veamos la forma que tiene Ansys de calcular este parametro:

Figura 5. 5. Vectores que definen la ortogonalidad de una malla.

A es el vector normal de la cara. C; es el vector que va desde el centroide de la cara estudiada
hasta el centroide de la cara adyacente. F; es el vector que va desde el centro de la celda hasta
el punto medio de cada cara.

Se calculan los cosenos del dangulo entre A;y Ciy entre A; y Fi. El valor de coseno calculado mas
pequeno es la ortogonalidad de la celda.

Por tanto, es un pardmetro que nos mide codmo estd situada una celda respecto a sus
adyacentes.

40

industriales

s UPCT



Es obvio que los mayores problemas de ortogonalidad los vamos a tener en el borde de ataque
y en el de salida, ya que la geometria forma ahi angulos muy cerrados y a la malla le cuesta
adaptarse a ellos.

Los resultados de la primera medicién de este pardmetro, fueron los siguientes:

Mesh Metric Orthogonal Quality
Min 1,1492e-003
Max 1,
Average 0,95783
Standard Deviation 0,12605

Figura 5. 6. Medicion calidad ortogonal.

Aunque el valor medio sea bastante bueno, el valor minimo se encuentra por debajo de la
calidad ortogonal minima.

Para mejorar la calidad de malla, Ansys nos proporciona multiples herramientas, pero solo se
recomienda el suavizado basado en la calidad; El intercambio de caras y el suavizado basados
en la asimetria o un operador laplaciano presentan mas limitaciones.

Por tanto, utilizaremos este método. Como parte de él, debemos especificar el porcentaje del
ndmero total de celdas.

Este suavizado es similar a cuando se utiliza el mesh/repair-improve/improve como comando
de texto. La ventaja de utilizar el cuadro de didlogo en lugar del comando de texto es que puede
controlar el porcentaje de las celdas que ANSYS Fluent intenta mejorar.

Por recomendacidn, introducimos un porcentaje de celdas a mejorar pequefo, para
posteriormente ir aumentandolo en posteriores suavizados. El resultado obtenido fue de una
ortogonalidad minima de 0.2456. Por lo que ahora si se sitla por encima del valor minimo
aceptable.

e Skewness

Otra de los principales parametros de calidad para una malla es el llamado skewness que
podriamos traducir asimetria. Determina cuan cerca del ideal (equildtero o equiangular) esta
una cara o una celda.

Highly Skewed

Equilateral Triangle Triangle

Equiangular Highly Skewed
Quad Quad

Figura 5. 7. Skweness en dos geometrias.
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En el método de desviacién del volumen equilatero, se define como

Tamaiio 6ptimo de celda — Tamaio de celda

skewness = P
Tamatfio 6ptimo de celda

La siguiente tabla enumera el rango de valores de asimetria y la calidad de celda
correspondiente:

Valor de la inclinacion Calidad celular
1 degenerar
09-<1 malo (astilla)
0.75—0.9 pobre
05—0.75 justa
0.25—05 bueno
>0-0.25 excelente

0 equilatero

Tabla 5. 1. Skewness y calidad de la malla.

En nuestra malla, el valor de Skewness se expone a continuacion:

Mesh Metric Skewness
Min 5,2858e-007
Max 1L
Standard Deviation 0,14521

Figura 5. 8. Valor de Skewness en nuestra malla.
El valor medio se encuentra muy cercano a 0, por tanto, nuestra malla tiene una calidad celular

excelente.

e Relacidn de aspecto

Otro indicador importante de la calidad de la malla es la relacidn de aspecto. La relacién de
aspecto es una medida del estiramiento de una célula. Se calcula como la relacion entre el valor
maximo vy el valor minimo de cualquiera de las siguientes distancias: las distancias normales
entre el centroide de la celda y los centroides de la cara (calculado como un producto de punto
del vector de distancia y la cara normal), y las distancias entre el centroide celular y los nodos.

El resultado final de la malla es el siguiente:
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ACADEMIC

0,000 5,000 10,000 {m)
. .

2,500 7,500

Figura 5. 9. Malla final.

5.1.4 Fendémenos fisicos que deben ser modelados, propiedades del fluido y
condiciones de contorno

Models
Energy Off
Viscous VARIABLE
Materials
Air Density-1,225 kg/m3
Viscosity-1,7894e-05 kg/ms
Boundary Conditions
X-Velocity-VARIABLE
Inlet

Y-Velocity-VARIABLE

Outlet Gauge Pressure-0 Pa
Tabla 5. 2. Modelos empleados, fluido y sus caracteristicas y condiciones de contorno.

Uno de los objetivos del proyecto es determinar el grado de influencia de los modelos de
turbulencia en la solucidn del problema, por eso se ha puesto como una variable. Otro de los
objetivos es ver cdmo varian los resultados en funcidn del nimero de Reynolds y del angulo de
ataque, por lo que la velocidad también sera variable. La condicién de contorno de la presidon
gue comentamos en teoria viene impuesta corriente abajo del perfil.

La ecuacion de la energia esta desacoplada del problema, pues no es nuestro objetivo el estudio
de la distribucion de temperaturas.

5.1.5 Modelado cerca de la pared

Como hemos visto, los flujos turbulentos se ven significativamente afectados por la presencia
de paredes. El campo de velocidad media estd afectado a través de la condicion de no
deslizamiento en la pared. La turbulencia también cambia por la presencia de la pared de
manera no trivial. Como ya vimos, muy cerca de la pared, la amortiguacion viscosa reduce las
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fluctuaciones de velocidades tangenciales. Sin embargo, en la regién externa de la capa, la
turbulencia aumenta rapidamente por la produccién de energia cinética de la turbulencia
debido a los fuertes gradientes de velocidad media.

El modelado cerca de la pared tiene un gran impacto en la fidelidad de las soluciones numéricas,
pues las paredes son la principal fuente de vorticidad y de turbulencia media. Es la regién donde
las variables presentan grandes gradientes. Por lo tanto, la representacion precisa del flujo en la
region cercada a la pared determina predicciones exitosas de flujo turbulento delimitado por la
pared.

Tradicionalmente, existen dos enfoques para modelar la regién cercana a la pared. En un
enfoque, la subcapa viscosa no se resuelve. En cambio, las férmulas semi-empiricas llamadas
funciones de pared se usan como puente entre la regidn afectada por la viscosidad y la region
completamente turbulenta. El uso de estas funciones de pared evita la necesidad de modificar
los modelos de turbulencia para tener en cuenta la presencia de la pared.

En el otro enfoque, los modelos de turbulencia se modifican para que la regidn que estd afectada
por la viscosidad se resuelva con una malla hasta la pared. Representamos ambos enfoques:

Wall Function Approach Near-Wall Model Approach

turbulent
./ core

i
buffer
? &
sublayer‘

wan;

Figura 5. 10. Tratamientos cerca de la pared en Ansys.

El principal problema de las funciones de pared (excepto la funcién de pared escalable) es que
los resultados numéricos se deterioran con el refinamiento de la malla en la direccién normal a
la pared. Para valores y* menores a 15 se generan grandes errores en el esfuerzo cortante en
la pared. Aunque esto era un estandar industrial hasta hace algunos afios, aunque actualmente
se han tomado medidas permitir un refinamiento de malla consistente sin un deterioro en los
resultados. Para el modelo k — &, Menter-Lechner y Enhanced Wall Treatment (EWT) son
variaciones que se pueden implementar para evitar el deterioro de los resultados al refinar la
malla cerca del perfil. Para el modelo k — w existen formulaciones de pared mas avanzadas que
tienen el mismo propdsito. Para el modelo de Spalart-Allmaras y -insensitive wall treatment es
el predeterminado y permite ejecutar el modelo independientemente de y*.

La obtencion de resultados numéricos de alta calidad solo se obtendran si la resolucidn general
de la capa limite es suficiente. El nUmero minimo de celdas para cubrir con precision la capa
limite es de 10, pero son deseables valores de 20. El aumento del coste computacional debido a
refinar la malla en la direccion normal a la pared generalmente merece la pena para lograr una
mejora de la resolucién de la capa limite. En mallas no estructuradas, se recomienda generar
capas de prisma cerca de la pared con 10-20 o mds capas para una prediccidn precisa de la capa
limite. Ademas, el grosor de la capa del prisma debe disefiarse para garantiza que al menos 15
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nodos cubran la capa limite. Esto lo podemos verificar realizando una simulacién y visualizando
la viscosidad turbulenta, la cual tiene un maximo en el medio de la capa limite: este maximo da
una indicacion por tanto del grosor de la capa. Es esencial que la capa del prisma sea mas gruesa
qgue la capa limite, pues de lo contrario existe el peligro de que la capa del prima limite el
crecimiento de la capa limite.

Seguiremos las siguientes recomendaciones:

1. Enel modelo k — £ usar Menter-Lechner (ML — ¢) o Enhaced Wall Treatment (EWT —
€).

2. Silas funciones de pared se favorecen con la ecuacidn de &, se deben usar las funciones
de pared escalables.

3. Paralos modelos w usar y*-insensitive wall treatment.

4. Para el modelo Spalart-Allmaras usar y*-insensitive wall treatment.

5.2 Proceso (solver)

Nos centraremos en el método de volumenes finitos, una formulacion especial de diferencia
finita. Como hemos visto, en resumen, el algoritmo numeérico consiste en los siguientes pasos:

e Integraciéon de las ecuaciones que rigen el flujo de fluido en todos los voliumenes de
control del dominio

e Discretizacion: Conversién de las ecuaciones integrales resultantes en un sistema de
ecuaciones algebraicas.

e Solucién de las ecuaciones algebraicas por un método iterativo.

El primer paso es el que distingue al método del volumen finito de las demas técnicas de CFD. El
principio de conservacidn fisica constituye uno de los principales atractivos del método del
volumen finito.Mostramos a continuacién el tipo de solucionador que se utilizard y los
pardmetros de la solucidn:
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General

Type Pressure-Based
Velocity Formulation Absolute

Time Steady
2D Space Planar
Scheme Pressure-Based
Gradient Least Squares Cell Based
Pressure Second order

Momentum Second Order Upwind

Turbulent Kinetic Energy

Second Order Upwind

Turbulent Dissipation Rate

Second Order Upwind

Solution Controls (pri

meras iteraciones)

Pressure 0,2
Momentum 0,3
Density 1
Body Forces 1
Turbulent Kinetic Energy 0.3
Turbulent Dissipation Rate 0.3
Turbulent Viscosity 1

Solution Controls (posteriores iteraciones)

Pressure 0,2
Momentum 0,5
Density 1
Body Forces 1
Turbulent Kinetic Energy 0.5
Turbulent Dissipation Rate 0.5
Turbulent Viscosity 1

Tabla 1. Solver y Controles de la solucion.

El solucionador basado en la presién habilita el algoritmo de solucién basado en la presién
(predeterminado). Tanto el enfoque basado en la presién como el basado en la densidad se
pueden utilizar para una amplia gama de flujos, pero el basado en la presién fue originalmente
disefado para flujos incompresibles, como nuestro caso de estudio.

El algoritmo segregado basado en la presion utiliza un algoritmo de soluciéon donde las
ecuaciones de gobierno se resuelven secuencialmente. Cada ecuacion de gobierno mientras se
resuelve, se desacopla de otras ecuaciones. La convergencia es relativamente lenta, pues las
ecuaciones se resuelven de forma desacoplada.

Por su parte, el algoritmo acoplado basado en la presion resuelve un sistema acoplado de
ecuaciones que comprende las ecuaciones de momento y de continuidad. Las ecuaciones
restantes se resuelven de forma desacoplada como el algoritmo segregado. La convergencia
mejora significativamente pues las ecuaciones de impulso y continuidad estan estrechamente
acopladas.

Respecto a la eleccion del esquema de discretizacion, cuando el flujo se alinea con la malla, la
discretizaciéon de primer orden puede ser aceptable. Sin embargo, cuando el flujo no esta
alineado con la malla, la discretizacién de primer orden aumenta el error de discretizacion
numeérica. Por lo tanto, para nuestra malla, en la que el flujo nunca esta alineado con la malla,

46

industriales
aesnurCT



seleccionaremos la discretizacion de segundo orden, con la que generalmente obtendremos
resultados mas precisos.

Sin embargo, en algunos casos, es posible que se deba comenzar con el esquema de primer
ordeny luego cambiar al esquema de segundo orden. Esto suele ocurrir cuando la solucién inicial
es muy diferente a la solucidn final esperada.

El esquema de discretizacidn de primer orden fue explicado en el apartado de voliumenes finitos,
explicamos a continuacion el esquema de segundo orden:

El valor nominal de ¢ se calcula utilizando la siguiente expresion:
pr=¢+Vo-7

Donde ¢ es el valor centrado en la celday Vg su gradiente en la celda aguas arriba, 7 es el vector
desplazamiento del centroide de la celda. Se requiere la determinaciéon del gradiente V¢ en cada
celda.

Por ultimo, en el apartado de controles de solucidn se muestran los factores de relajacion de
diferentes variables. Debido a la no linealidad de las ecuaciones que resuelve ANSYSFluent, es
necesario controlar el cambio de ¢. Esto generalmente se logra mediante la relajacion de las
variables, también conocida como relajacién explicita, que reduce el cambio de ¢ producido
durante cada iteracion. Se ha demostrado que utilizar en las primeras iteraciones factores de
relajacién mads bajos favorece la convergencia de la solucién.

5.3 Postprocesado

Los paquetes CFD estan equipados con unas herramientas de visualizacion de datos muy
versatiles. Estas incluyen:

e Grédficos vectoriales.

e Graficos de lineas y contornos.

e Diagramas de superficie 2D y 3D.
e Seguimiento de particulas.

Tras la obtencién y visualizacién de los resultados, se deben obtener las conclusiones objetivo
del problema.

En resumen, al resolver problemas de flujo de fluidos debemos ser conscientes de la complejidad
de la fisica subyacente, por ello, el usuario de un cddigo debe tener habilidades en distintas
areas. Antes de ejecutar una simulacion CFD hay una etapa de identificacidon y formulaciéon del
problema del flujo en términos de los fendmenos fisicos que deben considerarse. Tomar las
decisiones correctas requiere habilidades de modelado ya que necesitamos hacer suposiciones
para reducir la complejidad, preservando las caracteristicas del problema en cuestion. Es la
idoneidad de las simplificaciones introducidas en esta etapa lo que gobierna, al menos en parte,
la calidad de la informacién generada por CFD.
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6. RESULTADOS NUMERICOS E INTERPRETACIONES FiSICAS

Obtendremos los resultados de dos problemas distintos a través de dos softwares diferentes,
FreeFem y Ansys.

6.1 Resolucion de las ecuaciones de Navier-Stokes con el método de
elementos finitos mediante FreeFem

El problema a resolver es el que hemos presentado en el apartado 4.2, para ello, debemos
programar en FreeFem pues se trata de un software libre. El cddigo se encuentra expuesto y
explicado en el Anexo A.

Los resultados que obtendremos seran:

1. Distribuciéon de presiones.
2. Distribucion de velocidades.
3. Calculo de la resistencia.

Respecto a la geometria que emplearemos, sera el perfil NACA 0012, un perfil simétrico, por eso
no tiene sentido obtener la sustentacion.

La simulacién que realizaremos esta limitada en torno a Re<400, a partir de dicho valor, la
solucidn se hace inestable y no se alcanza el criterio de convergencia impuesto en el método de
Newton.

Para el célculo de la resistencia, al tratarse de un software libre, debemos realizar nosotros un
esquema de integracién para posteriormente implementarlo en FreeFem. En un software
comercial, como el que veremos, esto no seria necesario y nos proporcionaria la resistencia
directamente.

La resistencia se calcula a partir de su definicién, que dedujimos en el apartado 2.7:

D=—fp -cos@da+fr-sen9da

Veamos cémo resolver la expresion anterior:

Como dijimos, 0 es el angulo formado por la direccion del flujo y el vector normal en cada punto
de la superficie, es decir:
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: theta :.

a(t)

—L

Figura 6. 1. Angulo O en el perfil aerodinamico.

o(t) = NACA, + NACA,

Desarrollamos el procedimiento para NACA;, para la parte inferior del perfil, se desarrolla del
mismo modo, pero cambiando la ecuacién paramétrica del perfil.

Las ecuaciones que definen NACA, son:
x(t) =t
y(t) = 0,17735vt — 0,075597t — 0,212836t% + 0,17363t3 — 0,06254t*

Para determinar 6, lo que necesitamos calcular es el vector normal, pues el de velocidad ya es
conocido. Aplicando la definicion:

'), —x'(t))
V& ()2 + (v ()2

i(x(@®),y(®) =

Podemos ver que realmente hay dos vectores normales, el exterior y el interior, si cambiamos
los signos del numerador en la anterior expresion, obtenemos el vector normal en el sentido
opuesto.

El vector velocidad es el T = (1,0).

Si aplicamos la definicion de producto escalar:
1 dy

n-i= ||7i||||f|| - cos(@) - cos(9) =

Para el perfil aerodindmico x=t.
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Entonces, el programa nos va a calcular en todos los nodos que mallan el perfil, este coseno, el
seno se puede obtener inmediatamente aplicando:

sin(f) =1 — cos? 6

Por otra parte, el esfuerzo cortante se puede definir de la siguiente forma:

_ (6u1 N auz)
fw=H dy  Ox

Por tanto, lo que haremos sera ir sumando la contribucién en cada nodo del cuerpo, obteniendo
finalmente la resistencia.

Comenzamos viendo la distribucion de velocidades y presiones. Vamos a obtener los resultados
para diferentes valores de Re, dentro de las limitaciones del cédigo.

= Re=50

—m
1.0659
1.0098
0.95371
0.89761
0.84151
0.78541
0.72931
0.67321
061711
0.56101

8.1127e-034

Figura 6. 2. Campo de velocidad para Re=50.

Vemos como se trata de un perfil simétrico en esta distribucién de velocidad. Podemos ver como
la velocidad lejos del perfil es |la exterior impuesta como condicién de contorno.

Observamos como justo en el contorno del perfil, la velocidad es nula, cumpliéndose la
condiciéon de adherencia. La velocidad va evolucionando a medida que nos alejamos del perfil
hasta recuperar su valor exterior. Esto precisamente es el concepto espesor de capa limite,
definido como el punto en el que el perfil de velocidades se hace igual a la velocidad exterior,
aunque como la velocidad como se puede intuir en la grafica, tiende al nivel exterior de modo
asintético, por lo que esta simple definicién no es valida. Es necesario definir el espesor de la
capa limite cuando la velocidad alcance un determinado porcentaje de la del flujo exterior, por
ejemplo, un 95%.

Como era de prever, el espesor de la capa limite es muy grande, aumentando a lo largo del perfil.
En el borde de ataque es en torno a un 25% de la cuerda, y en el borde de salida representa un
elevado porcentaje de ésta, en torno al 75%.
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También se puede visualizar perfectamente el efecto Coanda, por el cual una corriente de fluido
es atraida por una superficie que se interpone en su trayectoria. Podemos verlo mejor en la
siguiente imagen:

Figura 6. 3. Vectores velocidad cerca del perfil.

Vemos como los vectores velocidad siguen la curvatura del perfil, esto es por lo que los perfiles
aerodinamicos tienen esa forma tan peculiar, si un perfil fuera circular, el flujo no seguiria con
esta facilidad su curvatura. Detras de esto, hay numerosos estudios para averiguar a partir de
gue curvatura el flujo deja de seguir el perfil o como afecta la velocidad o el dngulo de ataque a
este efecto Coanda.

A continuacion, vemos la distribucién de presiones

Figura 6. 4. Distribucion de presiones para Re=50.

En la distribucién de presiones también se aprecia la simetria del perfil, precisamente esta
simetria del campo de presiones es lo que hard que no exista sustentacion. El borde de salida
también es un punto clave, debido a la uniéon del flujo que recorre el intradds y el extradods.

Comparamos estos resultados con los obtenidos con otros nimeros de Reynolds:
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Figura 6. 5. Campo de velocidad para Re=100.

La diferencia mas notoria es la reduccién del espesor de la capa limite conforme aumentamos
el Reynolds, es decir, conforme aumentamos la velocidad. Para ver si esto se corresponde con
los resultados tedricos esperados vamos a deducir el espesor de la capa limite:

Partimos de la ecuacién de cantidad de movimiento longitudinal:

6u+ v 16P+19 62u+62u

Uu—+v—=——— —+—

dx ay p 0x ox%  dy?

En un fluido que tenga densidad y viscosidad p y , si la velocidad caracteristica del movimiento
del fluido respecto del sélido es U y el tamarfio de este es L; el espesor de la capa limite § se
deduce de igualar el orden de magnitud de los términos viscoso y convectivo.

U? u § 1
P PHs2 71

Vemos que conforme aumenta el Re, el espesor de la capa limite se hace mas pequefio. Por
tanto, los resultados de la simulacién cumplen con la teoria.

= Re=200

Distribucion de velocidades:
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Figura 6. 6. Campo de velocidad para Re=200.

Ahora si que se aprecia una disminucién evidente del espesor de la capa limite, respecto a la
simulacién a Re=50.

Podemos llevar al modelo hasta el limite, es decir, hasta el Re a partir del cual la solucidn no sea
estable. Eso ocurre si los aumentamos por encima de 400, a partir de ahi el programa no llega
al criterio de parada establecido. Podemos ver para este valor de Reynolds la distribucion de
velocidades:

Figura 6. 7. Campo de velocidad para Re=400.

La reduccion del espesor de la capa limite es mds que evidente al compararlo con Re=50.

Por ultimo, presentamos la fuerza de resistencia que hemos obtenido con el esquema de
integracion. La hemos adimensionalizado con el drea en planta, que por ser un perfil 2D coincide
con la longitud de la cuerda:
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Re D (N) Cd
15 0,247 5,49
20 0,267 3,34
25 0,282 2,26
30 0,295 1,64
50 0,333 0,67
100 0,398 0,20
150 0,446 0,10
200 0,486 0,06
250 0,521 0,04

Tabla 6. 1. Coeficiente de resistencia en funcién del Re.

Lo mds conveniente, seria comparar el coeficiente de resistencia con los resultados teéricos para
este perfil NACA. Sin embargo, para Reynolds tan bajos, no se proporcionan resultados de
resistencia en perfiles, pues no tienen aplicacidn en ingenieria para estos nimeros de Reynolds
tan bajos. Para saber si nuestro coddigo estd calculando de forma correcta, comprobaremos si el
coeficiente de resistencia se va haciendo independiente del Re conforme aumentamos éste, que
es justo lo que se desprende de la tabla anterior.

Nuestro cédigo llega al limite para este valor de Re=250, si se pudiera seguir aumentando
veriamos como el coeficiente de resistencia se hace independiente del Re a partir de un cierto
valor de éste, que depende del perfil estudiado.

Coeficiente de resistencia

6,00
5,00
4,00
3,00
2,00

1,00

Coeficiente de resistencia

0,00 ——— —O—0
0 50 100 150 200 250 300

Numero de Reynolds

Figura 6. 8. Coeficiente de resistencia en funcion del nimero de Reynolds.

Podemos ver la fuerte dependencia que comentdbamos antes para Re muy bajos, a partir de ahi
se hace mas independiente y si siguiéramos aumentando el nimero de Re el coeficiente de
resistencia seria préoximo a 0.

Otro resultado que esperamos es la mayor contribucién a la resistencia del término de friccion
respecto del término de presién, debido a que se trata de un perfil aerodindmico y el esfuerzo
cortante es paralelo a la superficie.

Lo comprobamos:
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0,5
0,45
0,4
0,35
0,3

0,25 .
—@—FRICCION

Resistencia

0,2 .
PRESION
0,15
0,1

0,05

0 50 100 150 200 250 300

Numero de Reynolds

Figura 6. 9. Contribucién a la presion de cada término.

Efectivamente observamos como la resistencia de friccién es dominante, como era de esperar
en un perfil aerodinamico.

6.2 Simulacidn de un perfil sustentador a través del software ANSYS

Una vez se ha configurado Ansys tal y como hemos visto en el apartado anterior, estamos a
disposicion de obtener los resultados.

Las conclusiones mds importantes en un perfil aerodindmico son como ya estudiamos la
resistencia y la sustentacion generada. Por ello, el primer resultado que obtendremos sera la
fuerza de resistencia y sustentacion en funcién del angulo de ataque. Lo haremos para diferentes
numeros de Reynolds.

Emplearemos para obtener dicho resultado el modelo de turbulencia k-¢, pues es el modelo que
mas comunmente se emplea. Sin embargo, mds adelante observaremos si existen diferencias
significativas con otros modelos de turbulencia.

Debemos sefialar que Ansys nos proporciona directamente la fuerza de sustentacion y de
resistencia (lift y drag). Sin embargo, Ansys nos indica que la fuerza de resistencia es una fuerza
en el eje x y la fuerza de sustentacién en el eje y, y como sabemos cuando el dngulo de ataque
no es nulo, estas fuerzas no coinciden con la fuerza de resistencia y sustentacion, por lo que
tendremos que proyectar los resultados que nos proporciona Ansys de la siguiente manera:

Direction
of lift

Direction of
wall shear

Figura 6. 10. Lift y drag con angulo de ataque no nulo.
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De esta figura se deduce facilmente las siguientes relaciones:
F, =F, -cosa —F, sena
Fp=F cosa+F,-sena
donde F, y E, son los valores proporcionados por Ansys y a el angulo de ataque.

A continuacion, mostramos las fuerzas obtenidas en la simulacion:

1400
1200
1000
__ 800 020
z s py m/s
- 600 [ ) ®30m/s
[ J 40 m/s
400
® ® PS 10 m/s
200 ® ®
°®
0
0 5 10 15 20 25

Angulo de ataque (°)

Figura 6. 11. Fuerza de sustentacion en funcion del angulo de ataque para diferentes Re.

Como era de esperar, la sustentacion aumenta al aumentarla velocidad. Observamos también
como el perfil entra en pérdida en torno a 15-16 grados. Podemos ver como dicha entrada en
pérdida apenas varia con la velocidad, es decir, con el nimero de Reynolds.

La entrada en pérdida depende de la forma en la que se desarrolla la separacidn del flujo en
funcién del angulo de ataque. Dicha separacién se produce en el extradés y genera
inestabilidades y vibraciones, produciéndose esta fuerte caida de la sustentacion.

60
50
40
= ®20m/s
= 30 ®
=) ®30m/s
20 40 m/s
L4 L 10 m/s
10 L /
o
[ [ ]
o
0 2
5 10 15 20 25

Angulo de ataque (°)

Figura 6. 12. Fuerza de resistencia en funcion del angulo de ataque para diferentes Re.
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Podemos observar como para angulos de ataque bajos, la resistencia se mantiene estable, hasta
que el perfil entra en pérdida. A partir de ahi, la resistencia aumenta muy rapidamente.

La manera usual de presentar los resultados es de forma adimensional, para asi ser validos para
cualquier tamano de un perfil concreto y propiedades del fluido y del flujo.
Adimensionalizaremos las fuerzas igual que hicimos en la simulacidon anterior, con el drea en
planta:

1,4
Y [ ]
\g 1,2
3 ®
= 1
2 ® ®20m/s
308
) ®30m/s
o 06
- 40 m/s
c
2 04 10
% A ] m/s
8 0’2 ®5 m/S
0
0 5 10 15 20 25

Angulo de ataque(°)

Figura 6. 13. Coeficiente de sustentacion en funcion del angulo de ataque para distintas velocidades.

Se observa como las curvas para diferentes Reynolds son muy similares hasta el angulo en el
que el perfil entra en pérdida. En este punto se presenta una diferencia mayor del coeficiente
de sustentacion.

Presentamos también el coeficiente de resistencia en funcién del angulo de ataque, realmente
esta curva no se suele presentar, sino que el coeficiente de resistencia se suele representar a
través de la curva polar que veremos posteriormente:

0,06
© | ]
2 0,05
o
3
2 0,04
@ ®20m/s
3 0,03 ®30m/s
2 ¢ 40 m/
c m/s
2 0,02 °
= 10 m/s
8
o 001 ® e ®5m/s

0
0 5 10 15 20 25

Angulo de ataque(?)

Figura 6. 14. Coeficiente de sustentacion en funcion del angulo de ataque para distintos Re.
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Podemos observar como los resultados son mas dispares que en el coeficiente de sustentacion.
Esta disparidad se acentla para altos valores del coeficiente de ataque. También se observa
como el coeficiente de resistencia crece rapidamente a partir de la entrada en pérdida del perfil,
como consecuencia del aumento que ya comentamos en la fuerza de resistencia.

Representamos también la curva polar que expresa el coeficiente de resistencia en funcion del
coeficiente de sustentacion:

0,06
[*
0,05
0,04
@®20m/s
5 0,03
) 30 m/s
0,02 ‘ 40 m/s
10 m/s
0,01
0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4

CL

Figura 6. 15. Curva polar para diferentes Re.

Esta curva es realmente una consecuencia de la anterior, podemos observar de nuevo como la
mayor diferencia de los resultados ocurre con la entrada en pérdida del perfil, cuando disminuye
el coeficiente de sustentacion y un fuerte aumento del coeficiente de resistencia.

Aunqgue hayamos visto como los resultados tienen un gran sentido fisico, para poder decir que
son resultados de calidad, deben ajustarse a los resultados tedricos del perfil estudiado,
obtenidos del ABBOTT & DOENHOFF (1959). En este libro se presentan los coeficientes
adimensionales para diferentes nimeros de Reynolds. Para la comparacién emplearemos los
resultados para un Reynolds de 3:10°, que en nuestro perfil se corresponde con una velocidad
de 43,822 m/s:

1,6

1,4 L

1,2 ®

1

ocCL-
0,8 ] SIMULACION

0,6 (] CL-TEORICO

CL

04 @
0,2

0

0 5 10 15 20 25
Angulo de ataque (2)

Figura 6. 16. Comparacion CL con resultados tedricos.
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Se observa como la curva obtenida mediante la simulacién se encuentra siempre ligeramente
por debajo de la curva tedrica. Sin embargo, la tendencia de ambas curvas es la misma, asi como
el dngulo de ataque a partir del cual se entra en pérdida. Las diferencias mas significativas
ocurren cuando el perfil se encuentra en pérdida, esto es debido a que cuando ocurre la entrada
en pérdida se producen vibraciones que pueden distorsionar los resultados.

Comparamos también con la curva polar tedrica, para comparar el coeficiente de resistencia:

0,025
e
0,02
@ CL-CD
0,015 (SIMULACIO
8 C N)
0,01
CL-CD
e 6 [ (TEORICO)
0,005
0
0 0,5 1 1,5 2

CL
Figura 6. 17. Comparacidn curva polar con resultados tedricos.

Tras la comparacion con los resultados tedricos, podemos concluir que la simulacién realizada
cumple con el objetivo propuesto de obtener unos resultados coherentes y similares a los
tedricos, pues la variacion con éstos es apenas del 1-2%. También se esperaba que la mayor
diferencia en los resultados fuera cuando el perfil entrara en pérdida, tal y como se ha
comprobado.

Con el objetivo de introducirnos en la programacion, que nos permite controlar mejor los
resultados que se han obtenido, hemos exportado los ficheros de presidn y esfuerzo cortante
en el perfil, para mediante programacién en Matlab, obtener nosotros mismos los coeficientes
de resistenciay sustentacién. En el Anexo B se muestra y explica el cédigo que ha sido necesario.
Realmente, Ansys y otros softwares comerciales tienen tras de si cddigos como el que se
muestra. En algunas situaciones, es mas interesante utilizar nosotros mismos esta
programacion, pues en los softwares comerciales no se especifica la forma en que nos da los
resultados. Por ejemplo, Ansys llama Lift a la fuerza en el eje y, siendo ambas fuerzas diferentes
si el angulo de ataque no es nulo.

Con Matlab, podemos obtener algunos resultados intermedios de interés, que nos ayudaran a
saber si el cddigo esta funcionando correctamente. Podemos representar la distribuciéon de
presiones:
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600

——— pressure side
suction side

300

p (Pa)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
SIS ax (m)

Figura 6. 18. Presion en cada de succion y de presion.

Observamos como en el borde de ataque la presion es muy elevada debida al choque del flujo
con el perfil, posteriormente la distribucién de presiones se desarrolla como esperdbamos,
existiendo una evidente diferencia entre la cara de presién y la de succién.

También podemos representar el angulo 8 y asi comprobar que se estd calculando de forma
correcta:

300

51507
<

100 —

50 —

| | | | | | | | |
0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

SIS
max

Figura 6. 19. Angulo 0 en la cara de presion.
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180

160

140 —

120 —

100 [—

80—

60 [~

40 —

20 -

0.3 0.4 0.5 0.6

SIS
max

Figura 6. 20. Angulo 0 en la cara de succién.

0.7

0.8 0.9 1

Los resultados finales obtenidos con Matlab se han realizado para un Reynolds de 3-10° y se
muestran en la siguiente tabla:

AOA (°) cL cD
0 0,369 0,00682
5 0,918 0,00851
10 1,295 0,0182
15 1,383 0,0246
20 1,178 0,053

Tabla 6. 2. Resultados proporcionados por Matlab.

Se han obtenido para menos puntos, pues solo nos interesa comprobar que la curva es la misma

o muy similar.

Podemos comparar con los resultados obtenidos en la simulacién de Ansys:

1,6
1,4
1,2

1

0,8

CL

0,6
0,4
0,2

0
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5 10 15 20
Angulo de ataque

Figura 6. 21. Comparacion CL Ansys y Matlab.

@ CL-
MATLAB

® CL-ANSYS
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Vemos como ambas curvas coinciden, por lo que se puede concluir que el cddigo que hemos
programado coincide, o al menos es muy similar, al cédigo existente detrds de Ansys para
calcular los resultados.

Comparamos también la curva polar:
0,06
0,05
0,04
CL-CD (ANSYS)
[a)]
5 0,03
° ® CL-CD
0,02 ® (MATLAB)
0,01
0 0,5 1 1,5
CL

Figura 6. 22. Comparacién curva polar Ansys y Matlab.

Otro de los objetivos del proyecto, consiste en estudiar los modelos de turbulencia encargados
de cerrar el sistema de ecuaciones RANS. Realizaremos una simulaciéon para Re=3-10° con los
modelos de turbulencia estudiados en la teoria, para poder concluir si existen o no diferencias
significativas en los resultados entre los modelos de turbulencia para nuestro caso de estudio.

Los resultados obtenidos son los siguientes:

1,6
1,4 ) —
(]
1,2 e ® Modelo k-
) epsilon
1
Modelo k-
O 08 o omega
0,6 o Modelo
Spalart-
0,4 » Allmaras
0,2
0
0 5 10 15 20 25

AOA (9)
Figura 6. 23. Comparacion CL para los 3 modelos de turbulencia estudiados.

A partir de este grafico, se puede concluir que en el calculo del coeficiente de sustentacidén no
existen diferencias significativas entre los diferentes modelos de turbulencia estudiados pues
los resultados varian como maximo en un 1-2 %.
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Representamos también la curva polar para ver las diferencias que presentan los coeficientes

de resistencia:

0,03
0,025
0,02

8 0,015
0,01

0,005

@® Modelo k-
epsilon

® Modelo k-
omega

® Modelo
Spalart-
Allmaras

0,5 CL 1 1,5

Figura 6. 24. Comparacion curva polar entre los 3 modelos de turbulencia estudiados.

De nuevo, las curvas practicamente se superponen a excepcion de elevados angulos de ataque,
en los que el perfil entra en pérdida y las diferencias son mayores. Sin embargo, estas diferencias
son como maximo del 1,8 %.

En conclusion, para el problema estudiado, se puede decir que los diferentes modelos de
turbulencia estudiados llegan a una misma solucién comun, sin existir diferencias significativas

en los resultados.

A continuacion, representamos los graficos mds importantes obtenidos con Ansys. En primer
lugar, veremos la evolucién de la distribucidon de velocidad y la distribucién de presiones en
funcién de la velocidad de entrada:

e 5m/s

3.168e-01
| 00e+00
[m sA-1]

B .
A,
00 @00
o ollo
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Figura 6. 25. Distribucién de velocidad en el perfil para 5 m/s.
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e 20m/s

ANSYS

2020 R1

ACADEMIC

Figura 6. 26. Distribucion de velocidad en el perfil para 20 m/s.
e 50m/s

ANSYS

2020 R1
ACADEMIC

Figura 6. 27. Distribucidn de velocidad en el perfil para 50 m/s.

Las conclusiones que se pueden obtener a partir de estas distribuciones de velocidad y presién
son:

1. Asimetria en el campo de velocidades, que explica la capacidad de generar sustentacion
que tiene el perfil.

2. Disminucién del espesor de la capa limite con el aumento de la velocidad. Resultado que
era de esperar tal y como demostramos en la teoria.

3. Si nos fijamos en la barra de unidades, observamos como al aumentar la velocidad,
aumenta también la diferencia de velocidad entre el extradds y el intradds, lo que
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explica que se produzca un aumento de la sustentacién al aumentar el nimero de
Reynolds.

Para los perfiles destinados a generar sustentacion, la contribucidn que tienen los efectos
viscosos a la sustentacion suele ser insignificante puesto que el esfuerzo cortante en la pared es
paralelo a la superficie de los perfiles y, por tanto, casi normal a la direccion de elevacién. Por lo
tanto, la sustentacién se debe completamente a la distribucién de presiones.

Por tanto, otro resultado importante se trata de la distribucion de presiones, la cual
representamos para las mismas velocidades que antes:

e 5m/s

ANSYS

2020 R1

ACADEMIC

Figura 6. 28. Distribucion de presiones para una velocidad de 5 m/s.

ANSYS

2020 R1
ACADEMIC

Figura 6. 29. Distribucion de presiones para una velocidad de 20 m/s.
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Figura 6. 30. Distribucion de presiones para una velocidad de 50 m/s.
Conclusiones:

1. Asimetria del campo de presiones, produciéndose una evidente supresién en el
extradés. Esta asimetria explica la sustentacidn generada.

2. Aumento de la diferencia de presidn entre intradds y extradds al aumentar la velocidad.
Esto genera un aumento en la sustentacion y la resistencia, pues como vimos, ambas
fuerzas se calculaban integrando la presion.

Representaremos también la distribucién de presiones y de velocidad variando el angulo de
ataque para una velocidad fija.

e Angulo de ataque de 5°

ANSYS

2020 R1
ACADEMIC

Figura 6. 31. Distribucion de presiones con angulo de ataque de 5 grados.
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Figura 6. 32. Distribucion de velocidad con angulo de ataque de 5 grados.

e Angulo de ataque de 10°
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1.012e+03
6.936e+02
3.756e+02
5.755e+01
-2.605e+02

Figura 6. 33. Distribucion de presiones con angulo de ataque de 10 grados.

Figura 6. 34. Distribucion de velocidad con angulo de ataque de 10 grados.
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e Angulo de ataque de 14°

ANSYS

2020 R1

ACADEMIC

Figura 6. 35. Distribucion de presiones con angulo de ataque de 14 grados.

ANSYS

2020 R1
ACADEMIC

Figura 6. 36. Distribucion de velocidad con angulo de ataque de 14 grados.

e Angulo de ataque de 20°
ANSYS

2020 R1
ACADEMIC

Figura 6. 37. Distribucién de presiones con angulo de ataque de 20 grados.
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Figura 6. 38. Distribucion de velocidad con angulo de ataque de 20 grados.

Observamos que conforme aumenta el angulo de ataque, el punto de estancamiento, que es
donde se separan las lineas de corriente, se sitia mas abajo, lo que implica que la capa limite
tiene que empezar su desarrollo en el intradés.

Para moderados angulos de ataque la diferencia de presiones entre la cara de presién y la de
succidon aumenta con el dngulo de ataque, por lo que la sustentacidn aumentara. Sin embargo,
a partir de un cierto dangulo, denominado angulo de ataque critico, el perfil entra en pérdida
produciendo una disminucidn significativa de la sustentacién. En nuestro caso de estudio, vemos
que esta entrada en pérdida ocurrird entre 14-16 grados.

Visualizando las distribuciones de velocidad, observamos como para bajos dangulos de ataque, la
estela que se forma es estrecha pues la separacion de la capa limite ocurre al final de perfil. En
este caso, la mayor parte de la resistencia se debe a la resistencia de friccién producida por el
esfuerzo cortante. A medida que aumentamos el angulo de ataque, el flujo tiene mas
dificultades para seguir la curvatura del perfil y la separacién de la capa limite se produce antes,
generandose una region de muy baja presion en la cara de succién, aumentando la contribucién
de la resistencia de presion. Es comun el uso de ranuras para retrasar la separacién de la capa
limite del ala, esto se hace permitiendo que el flujo se mueva desde la regién de alta presion
hacia la regién de baja presion.

0
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M Slotted flap | : -~
C, P & Slotted flap
1.5 1.524 1.5
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Figura 6. 39. Coeficiente de sustentacion y resistencia en perfiles simples y multielemento.
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Es interesante visualizar los vectores velocidad cuando el perfil estad en pérdida:

ANSYS

2020 R1

ACADEMIC

Figura 6. 40. Vectores velocidad de perfil en pérdida.

Podemos ver como la separacion tan temprana del flujo genera grandes torbellinos y una
recirculacién evidente del flujo, que predice una resistencia muy elevada.

Justo antes de entrar en pérdida, la sustentacidon generada por el perfil es maxima, pero no su
eficiencia aerodinamica, ésta, es una medida del rendimiento del perfil y conviene estudiarla en
funcion del dngulo de ataque. Representamos la eficiencia aerodinamica en funcion del angulo
de ataque para un Re=3-10°:

Eficiencia aerodindmica

120
100

80 ®

CL/CD

60

40

20

0 5 10 15 20 25
Angulo de ataque (2)

Figura 6. 41. Eficiencia aerodinamica en funcién del angulo de ataque.

La maxima eficiencia se alcanza para un angulo en torno a 4 grados, muy inferior al angulo de
ataque critico para el cual el perfil entra en pérdida.
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7. LA AERODINAMICA EN LA FORMULA 1

7.1 BREVE HISTORIA DE LA AERODINAMICA EN LA F1

La aerodindmica ha recorrido un largo camino en los ultimos cuarenta afos. El primer intento
conocido de montar un alerédn en un coche de carreras lo llevd a cabo un ingeniero suizo,
Michael May, en un Porsche Spyder en el aifio 1956, sin embargo, los comisarios no permitieron
su uso, por lo que nunca llegd a correr.

Durante la década de los 60, un ingeniero/piloto particularmente innovador recordd una vez
mas (segun parece, todo el mundo se habia olvidado del primer experimento de May) que las
alas mantenian a los aviones mediante la creacién de una fuerza de sustentacién positiva, por
lo menos tan grande como el peso del avién. Entonces, épor qué no podian los corredores fijar
alerones invertidos a sus coches y crear una fuerza que los empujara contra el suelo mas aun?
Este ingeniero/piloto era Jim Hall quien aparecié con alerones montados en su Chaparral 2E en
1966, y es Hall quien es conocido mundialmente por haber sido el primero en correr con un
coche con alerones.

Era el comienzo de una revolucidn en lo referente a las prestaciones de los coches de carreras e
inmediatamente después la Fdrmula 1 adoptd la idea.

Figura 7. 1. Chaparral 2E.

El siguiente avance, que provocd, muy probablemente, el mayor salto en las prestaciones, tuvo
lugar en los aios 70, cuando otro ingeniero, Peter Wright que trabajaba en Lotus a las érdenes
de Colin Chapman, impulsor de la aerodindmica en la F1, introdujo el concepto de efecto suelo
en la Fdrmula 1, con el Lotus 78. El gran paso que dio Wright fue darse cuenta del hecho de que
era posible crear una gran cantidad de succién debajo del coche utilizando solamente la
velocidad del monoplaza dandole una forma especial al fondo plano del mismo. En pocas
palabras, toda la estructura central del coche se convirtié en un ala invertida que generaba baja
presion en un area muy grande. Esto permitia unos niveles de apoyo aerodindmico no conocidos
hasta ese momento, y por tanto, unas mayores velocidades de paso por curva y un menor
tiempo por vuelta. Por otro lado, la introduccidn de placas verticales en los extremos de los
alerones (endplates), provocd que se generasen vortices aun mas fuertes en la estela del
vehiculo.
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Figura 7. 2. Lotus 78.

Pero las autoridades deportivas de repente prohibieron el efecto suelo en la Férmula 1y durante
este periodo se utilizaron los motores mas potentes, es la época conocida como /a era turbo y
la resistencia aerodindmica se volvid algo casi irrelevante cuando los motores superaban las
cuatro cifras de potencia.

La Formula 1 volvié en 1989 a unos niveles de potencia mds modestos. La cuestidon de apoyo
contra resistencia tuvo que ser reconsiderada. Se llegd a la conclusién de que con el suficiente
espacio entre el coche y el suelo, y un morro delantero inclinado, se podia crear una forma de
seccion Venturi. Se comprobd que era vital que el aire que pasaba por debajo del coche saliera
de la forma mas eficaz posible por la parte trasera, y los difusores aparecieron para cumplir esa
mision.

En la década de los 90 a raiz del fallecimiento de Roland Ratzenberger y Ayrton Senna se
incrementaron las medidas de seguridad reduciendo asi las velocidades en curva.

A finales de los afios 90, se comenzaron a introducir pequefios perfiles aerodindmicos (winglets)
en varias partes del monoplaza.

Con los afos y las disminuciones de los motores de los monoplazas, la aerodindmica comenzé a
cobrar mdas y mas importancia, incorporandose novedades como la aleta de tiburdn (sharkfin).

b sTAR-CCM+

Figura 7. 3. Simulacién en CFD de la estela de un F1 a lo largo del tiempo.
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En Figura 1.3 podemos observar de forma clara como los primeros coches de férmula 1 dejaban
tras de si una estela muy laminar y a lo largo de los afios esta estela se hace turbulenta,
alcanzando su mayor Re en la temporada 2008 conocida como el barroco de la aerodindamica,
cuando los coches se encontraban repletos de apéndices aerodindmicos.

7.2 ELEMENTOS AERODINAMICOS DE UN FORMULA 1

Veremos las funciones principales que tiene cada elemento y posteriormente estudiaremos los
resultados proporcionados por simulaciones en Ansys, con el objetivo de interpretarlos
fisicamente y entender el flujo alrededor de cuerpos tridimensionales.

7.2.1 Alerén delantero

Su objetivo principal es el de direccionar el flujo de aire alrededor del coche canalizandolo e
intentando que éste sea lo mas limpio posible. Ademas, proporciona aproximadamente el 30%
de la carga aerodindmica total del coche. La fuerza vertical la genera dividiendo el flujo de aire
por un lado a una zona de altas presiones sobre el coche y, por otro lado, una corriente de aire
gue recorre el fondo plano a bajas presiones.

El conflicto principal a la hora de disefiarlo es buscar una solucién de compromiso entre la
generacion de downforce y el desvio de aire a otras partes del coche.

Por norma general, se trata de evitar que el aire se dirija hacia las ruedas, lo que generaria un
flujo muy turbulento.

La parte externa del alerdn desvia el flujo hacia fuera del monoplaza y la parte interna lo hace
hacia los pontones. La parte central, se encarga de generar carga aerodindmica. En resumen, el
alerdn delantero se encarga de ir abriendo con inteligencia el muro de aire.

En Figura 7.4 se puede observar de forma clara las dos partes que acabamos de definir, en color
rojo la parte interna con una disposicion de los flaps que consigue dirigir el flujo de aire hacia el
interior del coche (pontones), mientras que en negro observamos la parte externa del alerén
con una disposiciéon de los flaps completamente distinta, la cual dirige el flujo hacia el exterior.

Figura 7. 4. Alerdn delantero escuderia Ferrari.

Podemos visualizar una simulacién en Ansys de un alerén delantero:
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Pressure
Contour 1

1.857e+003

8.879e+002

-8.145e+001
-1.051e+003
-2.020e+003
-2.990e+003
-3.959e+003
-4.928e+003
-5.898e+003
-6.867e+003
-7.836e+003
-8.806e+003
-9.775e+003

0 0450 0.900 (m) /1\‘
L I —

0.225 0675

Figura 7. 5. Simulacion en Ansys del alerén delantero de un F1.

Podemos ver como se cumple lo que ya vimos en el perfil 2D, una evidente diferencia de presion
entre la cara de presion y la de succidn, en este caso la cara de presidén en la superior pues el
objetivo es crear una sustentacion negativa.

Podemos visualizar el desprendimiento en la zona de cascadas:

Velocity : —
Vector e
1.39191-0_02—- ~

-t

Figura 7. 6. Detalle desprendimiento del flujo.

El ligero desprendimiento es debido a la misma causa que vimos en perfiles 2D, el elevado
angulo de ataque que presentan los flaps. Este desprendimiento podria retrasarse utilizando
unos perfiles multielemento. Estos elementos aumentan la resistencia, por lo que tendriamos
que buscar una relacién que optimice la eficiencia aerodinamica.

7.2.2 Pontones

Un pontdn es una pieza que se encuentra en el lateral del coche y cuya principal finalidad es la
de refrigerar el monoplaza, pues en el interior de éste se encuentran los radiadores encargados

de refrigerar los distintos componentes del paquete motor y de la electrdnica del vehiculo. Es
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de interés estudiarlo puesto que su disefio es muy importante para la eficiencia aerodindamica
de un F1.

Aunque no generan carga aerodinamica por si mismos, tienen una gran influencia en el
funcionamiento del alerén trasero y del fondo plano. Son los responsables de guiar el aire desde
justo detras del eje delantero hasta el eje trasero.

Como podemos observar en la Figura 7.7, los pontones presentan una superficie curva muy
suave con el objetivo de que el aire se mantenga adherido al monoplaza y pase con la menor
turbulencia posible, reduciendo el drag de forma y enviando el flujo al alerdn trasero, evitando
asi que se dirija a los neumaticos. Esto es lo que definiamos antes como efecto Coanday por ello
la forma del pontdn presenta un gradiente tal que desvie el aire de manera progresiva.

Figura 7. 7. Pontones WO08.

Podemos ver claramente la funcion de los pontones observando una simulacidn de la
distribucion de velocidad en Ansys:

' 1.550e+002

"1.162e+002

H 7.748e+001

[m s*-1 I
L3
0 1.000 2000 (m)

Figura 7. 8. Distribucién de velocidad en pontones con simulacién en Ansys.
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7.2.3 Fondo plano

“Es la parte mas baja del monoplaza, la parte mas cercana al asfalto. El objetivo, en lo que
respecta al fondo plano, es hacer que circule la menor cantidad de flujo de aire posible por
debajo del vehiculo, para que la carga aerodindmica del monoplaza aumente”. (BLANES, 2013)

Esto lo podemos conseguir aplicando diferentes métodos:

e Creacidn de vdrtices por el alerén delantero en un sentido determinado, para extraer
aire de debajo del monoplaza.

i’@

1:30.537

Figura 7. 9. Vértice generado por alerén delantero.

Podemos ver en la Figura 7.9 un vértice real cuyo sentido es tal que permite la extraccién de aire
del fondo plano.

e Apéndices situados en los pontones con el objetivo de alejar el flujo de aire de la parte
baja del coche.
e Labios en extremos del fondo plano para enviar el flujo de aire hacia arriba.

Figura 7. 10. Pontones, bargeboards y extremo del fondo plano.

Podemos observar como a través de una geometria compleja, lo que tratamos de hacer es enviar
el flujo hacia el exterior y hacia arriba, es decir, buscamos que se aleje lo maximo posible de la
parte inferior.

Un aspecto muy importante de su disefo es la inclinacion. El fondo plano se disefia con un
pequefio angulo de inclinacidn (1°-2°) para optimizar la sustentacion negativa o downforce.
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3.2.4 Difusor

El difusor es la Ultima parte del fondo plano del coche, se encuentra situado en el eje trasero. Lo
estudiamos de forma independiente al fondo plano debido a la importancia que tiene en la
aerodindmica, suponiendo en torno al 40% del total de carga aerodindmica que puede generar
el coche, sin generar practicamente drag, teniendo asi una eficiencia muy elevada.

Las principales funciones del difusor son la extraccion del flujo de aire que circula por el fondo
plano y la adaptacion de dicho flujo al aire exterior.

El difusor aumenta de volumen a lo largo de su longitud, creando un vacio que debe ser ocupado
por el aire que estad pasando por el fondo plano del coche. El flujo se acelera a través de la
garganta del difusor, generando la baja presidon deseada. La determinacién del angulo de
inclinacion es un factor de disefio sumamente importante, puesto que éste debe ser lo
suficientemente pequefio para que el flujo quede adherido al difusor y lo suficientemente
grande para generar downforce.

Figura 7. 11. Difusor convencional de un coche F1.

Es interesante visualizar una simulacidn del fondo plano y el difusor para ver los efectos que
acabamos de comentar:

Pressure ANSYS
surface pressure RIAS

1.836e+003
1.206e+003
5.765e+002
-5.315e+001
-6.828e+002
-1.312e+003
- -1.942e+003
-2.572e+003
-3.201e+003
-3.831e+003
-4.461e+003
-5.090e+003
-5.720e+003
- -6.350e+003
-6.979e+003
-7.609e+003
-8.239e+003
[Pa]

Figura 7. 12. Distribucion de presiones en fondo plano y difusor.
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Las areas azules indican la presién mds baja. Queda de manifiesto lo que hemos expuesto
anteriormente, produciéndose la minima presién en la garganta del difusor y generandose una
gran carga aerodinamica en esta zona.

Para maximizar la generacién de carga aerodinamica debemos tratar de desviar la mayor
cantidad de aire posible por encima del difusor, esto lo conseguimos entre otras formas
dirigiendo el flujo a través de los pontones. Si ademas conseguimos succionar mas flujo de la
parte inferior, tendremos una gran ventaja y en este contexto surgieron el doble difusor y el
difusor soplado.

El doble difusor presenta unas cavidades con el objetivo de que se introduzca por ellas una parte
del flujo de aire circulante por el fondo plano, este flujo alimentaria a un segundo difusor mas
pequeio en la parte superior del difusor convencional. De esta forma al tener un mayor volumen
aumenta la succion del aire de la parte inferior del automovil y con ello, la carga aerodinamica.

1

Figura 7. 13. Doble difusor.

El difusor soplado utiliza los gases de escape para generar carga aerodindmica. Adrian Newey,
ingeniero de Red Bull, disefié los conductos de escape de tal forma que los gases se hicieran
pasar por encima del difusor (Figura 7.13), asi se crearia una mayor diferencia de presion
respecto a la parte inferior, generando una mayor carga aerodinamica.

=

Figura 7. 14. Difusor soplado escuderia Red Bull.
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Ademas de las funciones ya comentadas, el difusor provoca una reduccién en la eficiencia
aerodinamica de un ala situada aguas abajo. Un estudio realizado en la Universidad de
Southampton expone la pérdida de eficiencia en funcién del angulo de la rampa del difusor y en
funcién de la distancia al ala, lo mostramos a continuacién:

FC1

FC3. 16.7 deg ramp
FC3: 10 deg ramp
FC3: 5 deg ramp

17.5¢
15}
Q12s .
- et
&
-
10} -
-
75}
5
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

Figura 7. 15. Eficiencia de un ala situada aguas debajo de un difusor, en funcién del angulo de rampa del difusor y
de la distancia entre ambos cuerpos.

FC1 es el modelo de un ala sin difusor que le preceda. Es obvio la pérdida aerodindmica debida
al difusor situado aguas arriba. A partir de una determinada distancia (hT"" 3 0.2) un aumento

del angulo de rampa del difusor, generaria una disminucion en la eficiencia aerodinamica del ala
posterior.

3.2.5 Aleron trasero

Se trata de un elemento aerodindmico situado en la parte posterior del coche. Su principal
funcién es la generacién de carga aerodinamica en la parte trasera, lo que aumentara la traccion
y la capacidad de frenado de las ruedas traseras. Representa aproximadamente el 25% del lift
del automdvil, aunque también genera gran cantidad de resistencia aerodinamica por el area
gue ocupa.

Un pardmetro muy importante es la relacidon de aspecto (AR), entendida como la relacion entre
la envergadura del ala y la longitud de cuerda. Un AR alto mejora la eficiencia del perfil como
podemos observar en Figura 3.13. Es decir, para un mismo angulo de ataque, presenta un mayor
coeficiente de sustentacion.
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Figura 7. 4. Angulo de ataque vs coeficiente de sustentacién en funcién de AR.

Podemos hacer una clasificacion de los alerones traseros en funcidon del nimero de elementos:
alerones simples y alerones multielemento.

Figura 7. 5. Alerdn trasero Lotus 72E. Figura 7. 6. Alerdn trasero Mercedes WO08.

Como ya vimos en el perfil 2D, en un ala invertida al aumentar el angulo de ataque, se puede
llegar a la separacidn del flujo que circula por la parte inferior del perfil. Sin embargo, se puede
evitar o retrasar esta separacién energizando esta parte inferior con el flujo de aire que circula
por la parte superior. De esta forma podemos retrasar el desprendimiento de la capa limite, con
las ventajas que ello conlleva.

Pareja de flaps

Plano principal

Figura 7. 16. Seccion transversal aler6n multielemento.
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Unos componentes muy importantes del alerén trasero son los llamados endplates. Sin estas
derivas laterales, el flujo de aire a alta presidn de la parte superior trataria de fluir hacia la parte
inferior del ala, generando turbulencias y una pérdida sustancial de carga aerodindmica.

Podemos ver la elevada sustentacion que genera a través de la siguiente distribucién de
presiones:

Pressure
Contour 1

2.028e+003

1.464e+003

8.999e+002

3.358e+002

-2.284e+002
-7.925e+002
-1.357e+003
-1.921e+003
-2.485e+003
-3.049e+003
-3.613e+003
-4.177e+003
-4.742e+003
-5.306e+003
-5.870e+003
-6.434e+003
-6.998e+003

[Pa]

ANSYS

RIS

Figura 7. 16. Distribucion de presiones en la superficie del aleron trasero.

Observamos la elevada depresidn de las caras inferiores, asi como la sobrepresién producida en
las caras de presion, sobre todo en el ala superior.

Vemos como el elemento de sujecion del alerén reduce la zona de depresién de las caras
inferiores, reduciendo la eficiencia aerodinamica.

Si estudiamos la seccidn transversal del alerén se pueden obtener conclusiones similares a las
que obtuvimos en el estudio del perfil 2D:

Tl Tl L T me Ty S al saaacs

Figura 7. 17. Distribucion de velocidad en la seccidn transversal del alerén.
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En las lineas de corriente observamos un desprendimiento en la cara superior del ala inferior,
esto provoca una disminucion de la sustentacidon generada, hecho que se podia prever
visualizando la Figura 7.16. Para optimizar el ala inferior, se debe modificar el dngulo de ataque
para corregir el desprendimiento tan pronunciado en la cara superior.

Observamos también que la estela generada es bastante gruesa, por los desprendimientos de la
capa limite, especialmente en el ala superior, pues el ala superior es multielemento
precisamente para minimizar este efecto. Esto generard una elevada resistencia, concretamente
de presion.
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8. CONCLUSIONES

Con el fin de cumplir los objetivos marcados al inicio del TFG, en este proyecto se han:

1.

Revisado los métodos numéricos basicos para la resolucion de problemas
aerodinamicos, en concreto el MEF y el MVF. Para ello, hemos comenzado explicando
dichos métodos en problemas sencillos, para que asi queden claras las ideas generales,
para posteriormente aplicarlos a problemas de nuestro interés con la resolucion de las
ecuaciones de Navier Stokes en la seccién 4.2.

Deducido las principales ecuaciones y principios que modelan la aerodindmica, para lo
que ha sido esencial los conocimientos obtenidos en las asignaturas mecdnica e
ingenieria de fluidos.

Descrito las ecuaciones que permiten resolver un flujo turbulento, estudiando
concretamente 3 modelos de turbulencia: k — €, k — w y Spalart Allmaras. Se ha llegado
ala conclusiéon de que en el problema sencillo de un flujo turbulento a través de un perfil
NACA 4412, no se han evidenciado diferencias significativas en los resultados para los
modelos estudiados.

Empleado el software FreeFem con el fin de entender mejor el funcionamiento del MEF
en la seccidn 4.2, en el que se han obtenido unos buenos resultados, aunque limitados
a numeros de Reynolds bajos. También se ha empleado otro software como Ansys, que
utiliza el MVF, obteniendo de nuevo unos muy buenos resultados, al compararlos con
los tedricos, y que en este caso no se encuentran limitados por el nUmero de Reynolds.
Estos resultados aparecen en la seccién 6.2.

Finalmente, se resume una de las aplicaciones de los métodos estudiados en este
proyecto, como es la aerodindmica en la Férmula 1. Concretamente, hemos analizado
las funciones principales de los elementos aerodinamicos y obtenido conclusiones a
partir de simulaciones externas a este proyecto, las cuales no se han realizado en el
mismo, por no ser objeto de éste y por el tiempo que llevaria realizar una simulacién
para una geometria tan compleja.
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ANEXOS

Anexo A. Codigo FreeFem

real R = 3,L=10;

Estos valores para el contorno exterior por donde simulamos que circula el fluido no son
aleatorios. Se recomienda una distancia de salida de 10 veces la longitud de la cuerda, es decir,
de 10 metros. Ademas, las paredes se recomiendan que estén a una distancia de 3 veces la
cuerda. Esto es debido a la interaccién del flujo con las paredes que puede provocar la desviacién
del mismo por la curvatura del perfil.

border NACAt (t=0.0,1.0) {x=t; y= 0.17735%sgrt(t) -0.072587*(t) -0.21283e*(t)"2 + 0.173e3*(t)"3 -0.06254%(t)"4; label=1;};
border NACAD (t=1.0,0.0) {x=t; y= -(0.17735%*sqgrt(t) -0.075587*(t) -0.212836%(t)"2 + 0.173e3*(£)"3 -0.06254%(t)"4); label=1;};

Hemos definido la geometria del perfil que viene dada por las anteriores ecuaciones. Una es
para el extradds y otra para el intradds.

border ce(t=pi/2,3*pi/2) { x=cos(t)*R:vy=sin(tc)*R:;label=1:}

border kek(tt=0,1) { real t=tt"~l.2; x= t*L; y= -R; label = 1;}

border beu(tt=1,0) { real t=tt"~l.2; x= t*L; yv= R; label = 1;}

border beo(t=-R,R) { x= L; y= t; label = 0;}

border kei(t=-R/4,R/4) { x= L/2; yv= t; label = 0;}

Definimos el contorno exterior a través de una semicircunferencia y un rectangulo. Ademas,
hemos afiadido una linea vertical a una distancia de R/4 del perfil con el objetivo de refinar la
malla detrds del perfil aerodinamico.

mesh Th=buildmesh (HACAT (50)+NACRL (50) +ce (30) +beb (20) +heu (20) +beo (10) +bei (10} ) ;
plot (Th) :

Con este comando construimos la malla y posteriormente la dibujamos. Notese que el nimero
de nodos lo aumentamos en los limites del perfil, pues es ahi donde nos interesa estudiar la
solucidn, es donde se obtienen los resultados de interés. Lejos de éste podemos obtener la
solucidon en menos puntos y reducir el coste computacional, pues no tiene tanto interés.

macro Grad{ul,u2) [ dx(ul),dy(ul), dx(u2),.dy(u2)]//

macro UgradvV(ul,u2,vl,v2) [ [uwl,u2] '*[dx(vl) ,dy(vl)] , [ul,u2]''*[dx(v2),.dv(v2)] 1//
macro div(ol,u2) (dx (ul)+dy (uz)) //
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Introducimos unos macros que nos van a simplificar posteriormente el cédigo.

fespace Xh(Ih,P2):fespace Mh(Th,Fl):
¥h uvl,u2,vl,v2, dul,du2, ulp,uZp;
Mh p,d,de,pRd

Definimos los espacios en los que se encuentran las soluciones, un espacio de elementos p2 para
velocidad y elementos pl para la presién. Con estos espacios es con los que se discretiza el
problema.

Necesitamos unos valores iniciales para comenzar la iteracion. Debemos respetar las
condiciones de contorno.

real nu= 1./50, nufinal=1/200. ,cnu=0.5;
real eps=le-&;
Nu no sera la viscosidad cinematica, sino la viscosidad dinamica dividida por la velocidad.

Hemos fijado también el criterio de parada para el método de Newton.

int n;
real =rr=0;
for{ n=0;n< 15;n++) S/ Newton Loop
{
solve Oscen([dual,duz,dp], [v1,v2,9]) =
int2d(Th) ( nu* (Grad(dol,dn2)"'*Grad(vl,v2) )
+ OgradvV (dul,dn2, nl, n2)"*[vl,v2]
+ OgradvV( nl, n2,dnl,dn2)"*[vl,v2]
- div{dnl,du2)*g - diwv(vl,v2)*dp
- le-8*dp*q // stabilization term
)
- int2d(Th) {( nu*(Grad(nl,n2)'*Grad(vl,v2) )
+ UgradvV(ul,n2, ul, u2)'*[vl,vZ]
- div({ul,n2)*g - div(vl,v2)*p
- le-8 fpEg
)
+ on(l,dul=0,duz=0)

B

Introducimos el problema linealizado que dedujimos en el apartado 4.2.

ul[] -= dull]:
wuz[] -= du2[]:
pll —= dpll:

real Lul=ul[].linfty, LuZ2 = uZ[].linfty , Lp = p[].linfty;
err= dul[].linfty/Lul + du2[].linfty/LuZ + dp[].linfty/Lp:

Actualizamos la solucion en cada iteracion.

cont << n << " oerr = " << err << " << eps << " orey =" << 1./nu << endl;

Imprimimos por pantalla la iteracidn en la que nos encontramos, el error y el Re para el que se
ha calculado la solucién.

if(err < eps) break;

if( n>3 && err > 10.)
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if({err < eps)

{
plotip,wait=1,cmm=" r=y = " + 1./nu , coef=0.3,kbk=bhk):;
ploti[ul,uz],wait=1,ocmm=" r=v = " + 1./nu , coef=0.3,bb=kh):;
if{ nu == nufinal) break;

if{ n < 4) cnu=cnu™l.5;
nu = max (nufinal, nu* cnou);
ulp=ul; uw2p=u2; pp=p-

Cuando se ha alcanzado la convergencia, dibujamos la distribuciéon de presiones y de
velocidades. Ademads, facilitamos la convergencia aumentando gradualmente el Re,
consiguiendo también obtener los resultados para diferentes Re en una misma simulacion.

}

else { // if blowup, Increase nu (mors simple)
assert (cnu< 0.95); /4 final blowup
nu = nufcou; S/ get previous value of viscosity
cnu= cnu™(l./1.5); S/ no conv. => changs lowesr
nu = nu* cnu; S/ nev vicosity
cout << " restart nu = " << nu << " Rey= "<< 1./nu << " fcnu = " << conu << " )} \n";
// restore corrsct solution
ul=ulp;
uzZ=ulzp;
L=RRs

}

Si tras estas iteraciones no se ha alcanzado el criterio de parada, disminuimos el nimero de
Reynolds para posteriormente aumentarlo gradualmente hasta restaurar la solucion.

/ top
Mh tau;
tau=(dy (ul) +dx (u2));
real delta=0,00001;
func derinacat= -0.17735* (x+delta)”~(-1/2) -0.075597 -0.212836*2*x + 0.17363*3*(x)"2 -0.06254%4* (x)"3;
func coseno=(l+derinacat*derinacat)”(-1/2)*derinacat;
func seno=sqrt(l-coseno*coseno);

real terminopresion=intld(Th,1ll) (p*coseno):

cout << " integral presion = "<< terminopresion << endl:

real terminoviscosidad=intld(Th,11) (viscosidad*tau*senoc);

cout << " integral viscosidad = " << terminoviscosidad << endl;
real dragt=terminopresion+terminoviscosidad:

cout << " drag = " << dragt << endl;

//bottom

func derinacat2=-(-0.17735* (x+delta)”(-1/2) -0.075597 -0.212836*2*x + 0.17363*3*(x)"2 -0.06254*4* (x)"3):
func coseno2=-(l+derinacat2*derinacat2)”(-1/2)*derinacat2;

func seno2=sqgrt(l-coseno2*cosenol) ;

real terminopresion2=intld(Th,ll) (p*coseno2):

cout << " integral presion = "<< terminopresion2 << endl;

real terminoviscosidad2=intild(Th,11) (viscosidad*tau*seno2):

cout << " integral viscosidad = " << terminoviscosidad2 << endl;
real dragb=terminopresion2+terminoviscosidad2;

cout << " drag = " << dragb << endl;

real dragtotal=dragt+dragb:

cout << " drag = " << dragtotal << endl;

Finalmente, programamos el cdlculo de la resistencia tal y como hemos explicado.
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Anexo B. Cédigo Matlab

4 — rho=1.225; %kg/m3
5|= v=43.822; %m/s

Introducimos la densidad del fluido (aire) y su velocidad a la entrada, que serd una variable que
iremos modificando.

7= a=importdata ('wal 1 shear ps.txt');
8 — a=a.data;
9 — a=sortrows(a,2);
10 %
11 — b=importdata ('wal 1 shear ss.txt'):
12 — b=b.data;
13 — b=sortrows (b, 2);
14 %
15 — c=importdata('pressure ps.txt');
16 — c=c.data;
17 — c=sortrows(c,2):
18 %
19 — d=importdata(’ pressure ss.txt');
20 — d=d.data;
2l |= d=sortrows(d, 2) ;

Importamos 4 ficheros que hemos generado en Ansys, que corresponden a la presion y el
esfuerzo cortante en la cara de presion y de succidn. Estos ficheros son una matriz con el nodo,
coordenada x, coordenada vy, variable estudiada. De estos ficheros escogemos Unicamente los
datos, descartando el texto y, por ultimo, los ordenamos segun su coordenada x, por lo que
vendran ordenados del borde de ataque al de salida.

Como queremos realizar una integral curvilinea, tenemos que recorrer el perfil en un sentido,
que serd antihorario, por lo que en la cara de succidn debemos invertir el orden, con el objetivo
de recorrer el perfil de una vez en un uUnico sentido. Lo haremos a través del siguiente algoritmo
sencillo:

23 — bb=[1;

24 — dd=[1;

25 |= for i=1:length(b)

26 — k=length(b)-(i+(i-1));
a7 |= J=i+k:

28 — bb(i,:)=b(i,:);

2T|= dd (5, :)=d(i, :);

30 — end
A las matrices b y d las renombramos como bb y dd una vez que se han reordenado.
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SAE for i=l1:1ength(a)

33 |= airfoil(i,1)=i;

34 — airfoil(i,2:4)=c(i,2:4);
35 — airfoil(i,5)=a(i,end);

36

=57 |= end

38

39 — for i=length(a)+l:1length(a)+length (b)
40 — j=i-length(a);

41 — airfoil(i,1l)=1i;

42 — airfoil(i,2:4)=dd(j,2:4);
43 — airfoil(i,5)=bb(j,end);
44 — end

45

46 — x=airfoil (:,2);

47 — y=airfoil(:,3);

Creamos una matriz llamada airfoil. La primera columna serd un contador para el numero total
de nodos del perfil, las columnas 2 y 3 seran las coordenadas x e vy, la cuarta columna sera la
presion en el intradds, la quinta columna sera el esfuerzo cortante en la cara de presién.

Aumentamos esta matriz con los datos correspondientes al extradds, de la misma forma que
antes. Por lo que ahora tendremos una Unica matriz que tiene todos los datos necesarios para
resolver el problema y ordenados convenientemente.

Por comodidad, creamos dos matrices con las coordenadas x e y.

49 — 5(1)=0;

50 — SP=zeros (size(airfoil,1),1);

51 — 55=zeros(size(airfeil,1),1):

52 tcalculo area 'ds' y coordenada curvilinea 'S’
3 [= for i=2:size(airfoil, 1)

54 — ds(i)=sart( (x(i)-x(i-1))*2+(y(i)-v(i-1))"2 );
55 |[= S5(i)=5(i-1)+ds (i)

56

57 — if i<size(a,1)+1

CB|= SP(1)=SP(i-1)+ds(i):

59 — end

60

61 — if i>size(a,l)+1

62 — 55(i)=s55(i-1)+ds (i)~

63 — end

64 — end

65 — ds(l)=sart((x(l)-x(end))~2+(y(l)-y(end))"2 )
66

67 — Sad=5/5 (end) ;

68 — S5Pad=SP/SP(size(a,l)):

69 — 55ad=55/55 (end) ;

Creamos una coordenada curvilinea, con la que se suelen representar los resultados en dlabes.
S sera la coordenada curvilinea total, SP la coordenada curvilinea en la cara de presion y SS en
la cara de succidn. Construimos estas coordenadas calculando la distancia entre dos puntos e ir
afiadiéndola a la coordenada para cada nodo. Ademads, el diferencial de superficie lo
emplearemos posteriormente para integrar. Dependiendo de si nos encontramos en la cara de
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presion o en la de succion, construiremos la coordenada curvilinea de izquierda a derecha o de

derecha a izquierda.

Por ultimo, adimensionalizamos las coordenadas curvilineas con sus tamanos totales.

70 tcalculo angulo

7l |= for i=2:length(x)-1

T = m=(y (i+1) -y (i-1))/ (2 (i+1)-x(i-1));
73 — ang(i)=atan(m);

74 — end

75

76 — m=(y(2)-yv(end) )/ (2(2)-x(end));
07 = ang(l)=atan(m);

78 — m=(y(1)-y(end-1))/(x(1)-x(end-1));
79 — ang (end+1)=atan (m) ;

80

81 — alpha=ang*180/pi;

82

83

84 — for i=l:size(a, 1)

85 — theta(i)=alpha (i) -90+360;
Be — end

87

B8 — for i=size(a,l)+l:length(alpha)
89 — theta(i)=alpha (i) +90;

950 — end

91

92 — theta=theta*pi/180; %rad

Para la obtencién del dngulo 8, obtenemos la pendiente de la recta entre nodos, resultando un
angulo que llamamos alpha. Para poder obtener el dngulo 8 a partir del obtenido, se debe

diferenciar en la cara en la que estamos, pues no se obtiene con la misma expresion.

94 — FL=0;

95 — FD=0;

96 — p=airfoil(:,4):

97 — tau=airfoil(:,5);

98

22

100 — for j=1:length(theta)

1Tl |= FL = FL + ( -p(j)*sin(theta(j)) + tau(j)*cos(theta(j)) )*ds(j); % N/m
103 |= FD = FD + ( p(]j)*cos(theta(j)) + tau(j)*sin(theta(j)) )*ds(j); % N/m
103 - end

104

105 - CL=FL/ (0.5*rho*v~2+%1)

106 — CD=FD/ (0.5*rho*v*2+%1)

Por ultimo, integramos para la obtencién de la fuerza de sustentacidon y la fuerza de resistencia

y adimensionalizamos estas fuerzas con el area en planta.
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