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Prélogo

¢ Por qué estudiar un doctorado?

La razén practica es validar el inicio de una carrera profesional rela-
cionada con la investigacién, en muchos casos dentro de la ensefianza,
o tal vez en una del creciente ntiimero de empresas que requieren
un doctorado para realizar i+D. Supone también una gran oportu-
nidad de aprendizaje, una especializacién practica en algin campo
en el que ademas se hace alguna aportacién novedosa. Sin embargo,
unos de los principales atractivos es que tal aprendizaje se realiza
en unas situaciones distintas a las de una clase o un trabajo, en los
que hay unas directrices fijas acerca de el contenido o un criterio de
seleccién en base a la rentabilidad. El alumno de doctorado goza
de una libertad que le permite explorar y tomar decisiones sobre
la direccién de su trabajo. Se trata de entorno perfecto para quien
disfruta aprendiendo, siendo guiado por un experto en la materia, el
director de la tesis, del que también se aprende su forma de aprender.

Aprendizaje automdtico (Machine learning)

El asunto elegido para esta tesis, el aprendizaje automatico, es una
rama de la inteligencia artificial que tiene como objetivo que las
computadoras aprendan sin que explicitamente se les indique c6-
mo hacerlo, sino a partir de la experiencia, a través de los datos
suministrados. Esta inteligencia artificial forma parte principal de
la denominada Cuarta Revolucién Industrial en la que las fronteras
existentes entre la fisica, lo digital y la biologia se difuminan. El
alcance real que tendrd en la transformacién de la sociedad es inima-
ginable. Las actividades que realizardn las maquinas, algunas de ellas
efectuadas en la actualidad por nosotros, después del temor inicial
relativo a la pérdida de puestos de trabajo, planteardn la cuestién
de qué capacidades son intrinsecamente humanas, una vez que se
constate que aptitudes que pensdbamos que eran propiedad de los
humanos dejen de serlo.
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Resumen

El objetivo de un clasificador es decidir, con el menor error posible, a
qué clase pertenece una muestra o patrén. En esta tesis, se presenta
una nueva interpretacién de los discriminantes lineales, en la que son
descritos en términos de situaciones de tangencia disjunta (Disjoint
Tangent Configurations, DTC) establecidas entre las superficies elipsoi-
dales de nivel de probabilidad resultantes de la caracterizacién de las
distribuciones de las clases de los datos por sus dos primeros momen-
tos, las medias y las matrices de covarianza. Este es un marco comun
que permite el disefio y andlisis de distintos discriminantes conoci-
dos a través de una correspondencia analitica con otros métodos: el
método paramétrico, que consiste en la minimizacién de una funciéon
de error en un espacio proyectado unidimensional para determinar
los pardmetros de la expresién matematica del discriminante, e.g., el
discriminante lineal de Fisher, el basado en matrices Scatter o el de
Bayes, cuya expresion explicita es ain desconocida; y el método de
optimizacién convexa minimax, que consiste en acotar y minimizar la
probabilidad de clasificacién errénea, e.g., la solucién del Hiperplano
de Decisién Probabilistica Minimax (Minimax Probabilistic Decision
Hyperplane, MPDH) proporcionada por la Maquina de Probabilidad
Minimax (Minimax Probability Machine, MPM), que minimiza el peor
caso o maximo riesgo sobre todas las distribuciones posibles caracte-
rizadas por los mismos primeros dos momentos, lo que es adecuado
cuando las distribuciones de las clases de los datos son desconocidas
o no reflejan las probabilidades a priori reales. También permite el
disefio de nuevos discriminantes, como un discriminante de Fisher
completo con un término independiente o el Quasi-Bayes, que es una
aproximacién geométrica del Bayes 6ptimo con una precision similar
y menor coste computacional, una ventaja general de DTC ya que es
un método no iterativo.

En la segunda parte de la tesis, las versiones no lineales de los dis-
criminantes lineales DTC se construyen usando Redes de Funciones
de Base Radial (Radial Basis Function Networks, RBENs) con nucleos
Gaussianos pre-entrenados mediante técnicas de cuantificacién vec-
torial. De esta manera, se transforma el espacio de datos de entrada
en un espacio superior con mayor separabilidad lineal en el que se
resuelve el problema de clasificaciéon con un discriminante DTC lineal.
El discriminante DTC no lineal resultante mantiene las propiedades
del discriminante DTC lineal original y permite resolver problemas
mads complejos con clases que no son linealmente separables.

Clasificacion

DTC

Correspondencia analitica

Método paramétrico

Método de optimizacién conve-
Xa minimax

Minimax

Nuevos discriminantes

Bajo coste computacional

DTC no lineales

RBFNs

Ntcleos Gauss. pre-entrenados
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Los experimentos muestran que los DTCs obtienen buenos re-
sultados de precisién con un coste computacional competitivo en
términos de tiempo de entrenamiento, debido a que es una solucién
no iterativa y a la ausencia de pardmetros de entrenamiento que
necesiten ser ajustados, y de requisitos de memoria en las versiones
no lineales, en comparacién con las redes de ntcleos entrenadas

globalmente.

DTC: buena precisién y coste
computacional competitivo
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Nomenclatura

La siguiente lista describe los simbolos, siglas y abreviaturas usadas en el documento. Los vectores
columna estdn en negrita y mintsculas, las matrices en mayusculas y los escalares en mintisculas,
estos dos tltimos en texto sin formato.

Algoritmos

Ccv Validaciéon Cruzada (Cross-Validation)

DTC  Situaciones de Tangencia Disjunta (Disjoint Tangent Configurations)

FSCL Aprendizaje Competitivo Sensible a la Frecuencia (Frequency Sensitive Competitive Learning)

MEMPM Maéquina de Probabilidad Minimax de Minimo Error (Minimum Error Minimax Probability
Machine)

MLP  Perceptrén Multicapa (Multilayer Perceptron)

MPM Maquina de Probabilidad Minimax (Minimax Probability Machine)
SOCP Programa de Cono de Segundo Orden (Second-Order Cone Program)
SVM  Maquina de Vectores Soporte (Support Vector Machine)

™ Meétodo Teérico (Theoretical Method)

Iteradores
i Muestra i-ésima, i=1,2,...,N
j Clase j-ésima o nodo de salida j-ésimo, j=1,2,...,1, (excepto en clasificacién binaria, j=1,2,

donde sélo hay un nodo de salida, 7i = 1)
k Nodo oculto k-ésimo, k=1,2,...,m

Datos de entrada (muestras)

X Datos de entrada, muestra (variable aleatoria), x = [x1, X2, ..., Xy]

x (1) Muestra i-ésima, x(7) = [xp, xgi), ., xﬁli)]

N Numero de muestras

n Dimensién o niumero de variables o caracteristicas de las muestras, nimero de nodos de
entrada

C; Clase j-ésima

p; Probabilidad a priori de la clase j-ésima

m; Vector media de las muestras de la clase j-ésima

%, Matriz de covarianza de las muestras de la clase j-ésima



20

Discriminantes lineales

w Vector de pesos

X0 Vector de sesgos

wo Valor umbral

He Hiperplano, frontera de decisién lineal

h Funcién de proyeccion de las muestras en la direccién w o espacio proyectado unidimensional
U Media de las muestras proyectadas en el espacio

o? Varianza de las muestras proyectadas en el espacio h

~~

Funcién del criterio de separabilidad de clases

s Pardmetro de optimizacién del método paramétrico

Discriminante DTC

t Punto de tangencia entre las curvas de nivel y el discriminante lineal DTC

o Relacién entre los gradientes de las superficies de nivel en el punto de tangencia que
determina un discriminante

Problema MPDH

MPDH Hiperplano de Decisiéon Probabilistica Minimax (Minimax Probabilistic Decision Hyperplane)
€ Cota inferior de la probabilidad de clasificacién correcta

Discriminantes no lineales

m Ntmero de nodos ocultos

1 Numero de nodos de salida, 77 = 1 en clasificacion binaria

Haw Frontera de decision no lineal

¢ Funcién de transformacién no lineal
K Funcién de kernell
L Matriz de Gram

SLFN Red Neuronal Propagada hacia adelante de una Sola Capa oculta (Single-hidden Layer Feedfor-
ward Neural Network)

RBFN Redes de Funciones de Base Radial (Radial Basis Function Networks)
Funciones y operadores

E Esperanza matematica

0 Derivada parcial

exp Funcién exponencial

p Probabilidad

pdf  Funcién de densidad de probabilidad (probability density function)
D (xM),x(?)) Distancia de Mahalanobis entre los puntos x(1) y x(2)

(@) Orden del coste computacional









Introduccidon

Las maquinas, como los humanos, tienen la capacidad de observar
una parte de la realidad (muestras) y, como los humanos nuevamente,
usando su memoria (pesos del aprendizaje), hacer una suposicién
sobre la realidad (inferencia).

La toma de decisiones, de las que nuestras vidas estdn llenas, tiene
su equivalencia en los problemas de clasificacién. En el caso mas
simple, la decision es elegir a qué situacion (clase) de entre dos de ellas
pertenece un suceso (clasificacién binaria). Analiticamente, el objetivo
es determinar qué probabilidad posterior es mayor —P(Cj|x), j=1,2,
dado un suceso x, es la probabilidad de que pertenezca a la clase C;—.
Por lo tanto, la regla de decisién es la razén de las probabilidades
posteriores en relacién a una politica de riesgo o coste que permite
establecer cuantitativamente la importancia de haber acertado o errado
en la decision
P(Glx) © 421 —qu
P(Cilx) & d12 — 422
siendo gy; el coste de tomar la decision de que la muestra x pertenece
a la clase C; cuando la situacion real es que pertenece a la clase C;.
En un problema tedrico en el que se conocen las distribuciones
conjuntas i.e., se conocen las densidades de probabilidad de las clases

o verosimilitudes P(x|C;) y las probabilidades a priori de las clases
P (Cj), la solucién 6ptima es la Bayesiana, que minimiza el error de
decisién y permite calcular la razén de las probabilidades a posteriori
a partir de las verosimilitudes y las probabilidades a priori. La regla
de decisién resultante es

P(Calx) _ P(x|C2)P(C2) S 421 —4u
P(C1lx) ~ P(x|C1)P(C1) G 12 — 922

En problemas reales, los modelos de las clases P(x|C;) son des-
conocidos y no hay infinitas muestras de datos independientes para
estimarlos. Por lo tanto, sin una informacién a priori completa sobre las
clases, no es posible lograr el coste minimo de decisién de la solucién
6ptima de Bayes. En cambio, si hay muestras etiquetadas disponibles,
las distribuciones conjuntas P(x, C;) pueden estimarse a partir de las
muestras en dos enfoques de aprendizaje supervisado diferentes: los
modelos generativos y los modelos discriminativos. Dado que a veces
las muestras etiquetadas son costosas de obtener o el niimero de cla-
ses puede ser desconocido, el aprendizaje no supervisado se puede
usar de manera independiente o como una primera etapa de clasifica-
cién. La agrupacion (clustering) es el uso principal de los métodos no
supervisados.

El enfoque generativo estima la distribucién conjunta real de las
clases —las densidades P(x|C;) y las probabilidades a priori C;- asu-
miendo la forma de las distribuciones de las clases y estimando sus
pardmetros a partir de las muestras. De esta manera, las probabilidades
posteriores se calculan mediante el teorema de Bayes.

Regla de decisién de minimo riesgo

Problema teérico

Regla de decisién 6ptima de Bayes

Problemas reales

Modelos generativos
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Estos métodos se centran en la representacién de las clases de los
datos y evaltian la similitud de las nuevas muestras respecto al modelo.
Los métodos paramétricos, los grafos y los modelos de Markov son
ejemplos de este enfoque. Presentan un rendimiento limitado y el
riesgo de elegir un modelo diferente del modelo real.

Por otro lado, el enfoque discriminativo estima directamente las Modelos discriminativos
probabilidades a posteriori P(Cj|x) a partir de las muestras y modela la
frontera de decisién de las clases por medio de un coste subrogado que
se minimiza. La salida del clasificador hace predicciones basandose en
las diferencias entre las clases. Este es el caso de la regresion logistica,
las mdquinas de vectores de soporte (support vector machines) o las redes
neuronales. En estos métodos, los valores de las variables intermedias
de la estructura son dificiles de interpretar. Proporcionan un alto
rendimiento aunque con riesgo de sobreajuste.

Entre los modelos discriminativos, el anéalisis discriminante es un Andlisis discriminante
esfuerzo por encontrar una alternativa menos costosa computacional-
mente al discriminante de Bayes. En lugar de la estimacién de los
parametros de las funciones de densidad, propia de los modelos gene-
rativos, se establece el modelo matematico de la frontera de decisién
(discriminante) y sus pardmetros se estiman a partir de las muestras,
como los discriminantes paramétricos del Capitulo 1.

Las redes neuronales, dentro de los modelos discriminativos, son Redes neuronales
adecuadas para resolver problemas mas complejos que necesitan fron-
teras de decision no lineales. Presentan ademas capacidades de aproxi-
macién universal. Se pueden entrenar de forma supervisada o en una
combinacién de dos etapas separadas, la primera sin supervisién y la
altima supervisada, siendo la complejidad del entrenamiento de cada
etapa menor que la del entrenamiento conjunto, proporcionando una
mejor velocidad de entrenamiento y un menor coste computacional.
En esta forma de entrenamiento por etapas, la etapa supervisada se
puede entrenar usando el anélisis discriminante, como se muestra en

el Capitulo 3.
El andlisis de discriminantes lineales mediante situaciones de tan- DTC (analisis discriminante y re-
gencia disjunta (DTC), Capitulo 2, se basa en la interpretacién geomé- des neuronales)

trica que se deriva de la caracterizacién de las clases de los datos por
sus dos primeros momentos, lo que origina curvas de nivel de pro-
babilidad que son elipsoides, donde los discriminantes corresponden
a los hiperplanos tangentes a los distintos elipsoides. DTC pertenece
al andlisis discriminante y se usa como marco de disefio e interpre-
tacién tanto de discriminantes conocidos —tales como los del método
paramétrico y los del método de optimizacién convexa minimax, con
los que es posible establecer una correspondencia analitica— como de
discriminantes nuevos —como el que se obtiene de la aproximacién
al 6ptimo de Bayes, con precision similar y un coste computacional
menor al ser DTC un método no iterativo—. Mediante el uso de redes
neuronales de una sola capa oculta con ntcleos Gaussianos, Capitu-
lo 3, es posible construir discriminantes DTC no lineales a partir de
los DTCs lineales, con un coste computacional reducido debido a la
posibilidad de pre-entrenar de manera no supervisada los ntcleos
Gaussianos. De la interpretacion geométrica del DTC se deriva de
forma natural la solucién minimax, tanto en los discriminantes lineales
como en los no lineales, adecuada para problemas en los que se desea
minimizar el riesgo asociado al desconocimiento de las distribuciones
de las clases de los datos o sus probabilidades a priori.









Parte 1

Discriminantes DTC

lineales

Dado un conjunto de muestras o patrones que pertenecen a dos clases
(problema binario), existe la necesidad de decidir (clasificacién) a qué
clase pertenecen nuevas muestras cometiendo el menor error posible.
Un posible clasificador es el discriminante lineal, i.e., un hiperplano
en el caso genérico de multiples dimensiones que separa el espacio
en dos regiones, una por clase, permitiendo decidir a cudl de ellas
pertenece una nueva muestra. Aunque los discriminantes lineales s6lo
son 6ptimos para clases distribuidas normalmente con matrices de
covarianza iguales, en muchos casos se prefieren por su simplicidad,
robustez y facil interpretacion.

El clasificador de Bayes es 6ptimo porque minimiza la probabilidad de
error (Fukunaga, 1990), pero requiere el conocimiento de las funciones
de densidad de probabilidad de las clases a partir de técnicas de
estimacién que son complejas computacionalmente y necesitan grandes
cantidades de datos para proporcionar resultados precisos.

En consecuencia, se han desarrollado procedimientos mas simples
como las técnicas paramétricas, que especifican la forma matematica
del clasificador seguido de la estimacién de sus parametros. Tal es
el caso del procedimiento de Fukunaga (1990) de disefio de discri-
minantes lineales para problemas binarios. Este método es 6ptimo
respecto a un criterio de separabilidad definido en un espacio pro-
yectado unidimensional, i.e., una direccién a lo largo de la cual los
datos proyectados de una clase son méximamente separados de los
datos proyectados de la otra. Los distintos discriminantes lineales se
obtienen a partir de diferentes criterios de separabilidad. Los criterios
mads importantes son el error de Bayes para distribuciones normales,
el criterio de Fisher (1923) y otros criterios basados en matrices de
dispersion (scatter) (Duda et al., 2000).



28 APRENDIZAJE MAQUINA BASADO EN SITUACIONES DE TANGENCIA DISJUNTA

Por ultimo, se presenta una nueva interpretacién de los discriminantes
lineales en la que son descritos en términos de Situaciones de Tangen-
cia Disjunta (Disjoint Tangent Configurations, DTC) por Sancho-Gémez,
Martinez-Garcia, Ahalt y Figueiras-Vidal (2018), cuyas fronteras de
decisién son los hiperplanos tangentes a las diferentes superficies de
nivel de probabilidad (elipsoides) definidas por los dos primeros mo-
mentos de las distribuciones de las clases. Es posible establecer una
correspondencia analitica entre la formulacién del método paramé-
trico y la interpretacién de sus discriminantes como situaciones de
tangencia disjunta (DTC). También es posible establecer una correspon-
dencia con los discriminantes obtenidos por el método de optimizacién
convexa (Bertsimas y Popescu, 2005) basado en minimizar la méxima
probabilidad de error, tales como la Maquina de Probabilidad Minimax
(Minimax Probability Machine, MPM) de Lanckriet et al. (2002), que es la
solucién del problema del Hiperplano de Decisién Probabilistica Mini-
max (Minimax Probabilistic Decision Hyperplane, MPDH), y la Mdquina
de Probabilidad Minimax de Minimo Error (Minimum Error Minimax
Probability Machine, MEMPM) de Huang et al. (2004), que proporciona
una solucién Bayesiana. DTC proporciona una solucién directa con
un coste computacional competitivo, en términos de de velocidad y
memoria, en contraste con el método de optimizacién convexa, que
es iterativo. Este nuevo marco de disefio también permite obtener
nuevos discriminantes con propiedades interesantes, en particular, el
discriminante Quasi-Bayes, que proporciona una precision cercana a la
del discriminante lineal de Bayes con la ventaja de necesitar un coste
computacional menor.









Diseio de discriminantes lineales

1.1 Disefio paramétrico

El método paramétrico de Fukunaga (1990) es un procedimiento
simple de disefio de clasificadores lineales binarios en el que se espe-
cifica la forma matematica del clasificador, que incluye un conjunto
de pardmetros libres que necesitan ser ajustados en un proceso de
optimizacién, i.e., los vectores de pesos y sesgos de la funcién del
discriminante lineal #:R" — R, que se expresa de la siguiente forma

h(x) =w!(x—xp), (1.1)

donde x € R" son las muestras de entrada, w € RR" el vector de
pesos v xp € R" el vector de sesgos y un punto cualquiera del
discriminante.

En consecuencia, la regla de decisién para un problema de clasifi-
cacién de dos clases es

G

h(x) =wlix+wy=0, (1.2)
G
donde
wo=—-W'xg, (1.3)

y se interpreta como la proyeccién de las muestras en la direccién
del vector w, que son clasificadas como pertenecientes a la clase
C; o la clase C; dependiendo de si la variable z = w’x es mayor o
menor que —wy, llamado valor umbral. Por lo tanto, /(x) es conocido
también como el espacio de proyeccién unidimensional o la funcién
de proyeccién de las muestras en w.

La ecuacién h(x) =0 describe la frontera de decision, que corres-
ponde en el caso general n-dimensional al hiperplano H.(w, wy) =
{x € R"|wTx + wy = 0} en el que el vector de pesos w determina
su orientacion y el vector de sesgos X fija su posicién relativa en
el espacio de los datos, ver Figura 1.1. De esta forma, un discrimi-
nante lineal divide por medio de un hiperplano el espacio en dos
espacios-mitad correspondientes a las regiones de decision.

El disefio de un clasificador lineal consiste en encontrar el vector

Figura 1.1: Ejemplo de discrimi-
nante lineal con muestras de la
clase C; (puntos) y de la clase C;
(cruces).

REGLA DE DECISION

FRONTERA DE DECISION

DISENO. Encontrar w y wy que
presenten menor error de clasifi-
cacién segtin el criterio de sepa-
rabilidad f.
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de pesos w y el valor umbral wy (o el vector de sesgos x() Sptimos
que proporcionen el menor error de clasificacién en el espacio pro-
yectado unidimensional i como resultado de la optimizacién de un
determinado criterio de separabilidad de las clases. Es decir, primero
se escoge un criterio de separabilidad a través de la funcién f que
mida el grado de separacién de las clases, y después se busca la direc-
cién de proyeccion w que, segtn el criterio de separabilidad escogido,
presente menor error de clasificacién. La Figura 1.2 muestra cémo
la direccién de proyecciéon w presenta menor error de clasificacion
(zona sombreada) que la direccién w’ en dos clases representadas
por sus medias y matrices de covarianza.

Cuando x esta distribuido normalmente o # es elevado, h(x) es
también normal o casi normal, debido al teorema del limite central,
respectivamente. En este caso, el criterio apropiado f para medir la
separabilidad de las clases depende de las medias y varianzas de
h(x), i.e, f(p1, 42,07, 03), que son

Wi = E{h(x)|C]} = WTE{X | Cl} + wy

= mej -+ wy , (1.4&)
01-2 = Var{h(x)|C;} = wlE{(x — m;)(x — mj)T | Citw

dondem; e R"y X € R"*", j=1,2, son respectivamente el vector
media y la matriz de covarianza de las muestras de cada clase antes
de proyectar. Como se mencioné antes, los valores 6ptimos de los
pardmetros w y wp se obtienen a partir de la optimizacién de la
funcién del criterio de separabilidad f (Fukunaga, 1990), resultando

WP = [sZq + (1 —$)%2] ™ (my —my), (1.5)

Figura 1.2: Espacio proyectado h
en dos direcciones distintas, w y
w’, de los discriminantes linea-
les.

CRITERIO DE SEPARABILI-
DAD. Es funcién las medias y
varianzas en el espacio proyecta-
do.

TEOREMA DEL LIMITE CEN-
TRAL: las medias de diferentes
muestras de una distribucién se
aproximan a una distribucién
normal conforme el tamafio de
la muestra crece.

De esta forma, el producto esca-
lar de un patrén por el vector
de pesos, z; = wTx() = wlxg") +
wzx§')+. Awnxl) i=1,2,...,N,
se puede considerar una “me-
dia ponderada” de las compo-
nentes de x(¥), siendo los patro-
nes proyectados {z1,2z2,...,2N},
aproximadamente una distribu-
cién normal si n es suficiente-
mente grande.
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donde 5
af /o
_ /Zt /905 ) (1.6)
df /doy + df /doy
y wy, que se obtiene como la solucién de
A (17)

dpq aﬂz

Obsérvese que w" (1.5) no depende de la selecciéon de f, que
sOlo afecta a s (1.6). Es mds, esta solucién no sélo es valida para
distribuciones condicionales de clase normales, sino también para
cualquier problema de clasificacién binaria en el que las medias y las
matrices de covarianza sean conocidas.

Los diferentes discriminantes lineales corresponden a diferentes
selecciones de f, algunos de ellos son presentados a continuacién.

1.1.1 Discriminante de Bayes para distribuciones Gaussianas

Como se mencion6 anteriormente, en el caso de distribuciones nor-
males (x ~ N(m;,%;)), h(x) es también normal y, por lo tanto, el
error de clasificacién en el espacio h es el error de Bayes. El dis-
criminante lineal de Bayes tiene por objetivo minimizar el error de
clasificacidn, i.e., el criterio de separabilidad es el error de Bayes. La
busqueda del minimo error de Bayes se puede realizar a través de
un procedimiento iterativo descrito mds adelante.

Para determinar los pardmetros del discriminante, el error de
Bayes se puede expresar en funcién de ; y sz como

f= F/ ( C>d§+\PF _gexp< éz)dg (1.8)

donde P]-, j=1,2, es la probabilidad a priori de la clase j-ésima.
Se puede probar (Fukunaga, 1990) que, en este caso, el discrimi-

nante lineal 6ptimo es dado por w” (1.5) con

—u1/0?
s = , 1.
/o 0203 9

siendo 0<s <1 ya que pi1 <0y pp >0. Por otra parte, w(® se obtiene
como la solucién de (1.7), que resulta la siguiente igualdad

Py —1 Py —13
= : 1.10
V21 exp( 202 V21 P\ 20 2 (1.10)

La expresion de w(® en funcién de s y w™ se obtiene facilmente

sustituyendo 1 y pp de (1.4a) en (1.9) y despejando w;®

o 5o (W) Tmy 4 (1 —s)o7 (W) Tm, ' (1.11)
0 s02 4+ (1—s)02

METODO PARAMETRICO (.)P
Crit. separab. f(p1, iz, 0%,03)
SOLUCION GENERAL:

wP(s) (1.5), wy(s) (1.7)

METODO PARAMETRICO

DISC. BAYES LINEAL (.)'®

f: error de Bayes (1.8)

SOLUCION (no explicita):
wP(s*) (1.5)

wo( ") (1.7) = wgP(s*) (1.11)

*: 6ptimo (error de Bayes mini-
mo)



34 APRENDIZA]JE MAQUINA BASADO EN SITUACIONES DE TANGENCIA DISJUNTA

Adviértase que s en (1.9) es funcién de w” y w{ debido a (1.4),
y wF en (1.5) es funcién de s; por lo tanto, no se puede obtener de
esta forma una solucién 6ptima explicita para w™ y w{® debido a
su interdependencia. Sin embargo, existe un procedimiento iterativo
para hallar el discriminante lineal de Bayes llamado el Método Teérico
(TM) (Fukunaga, 1990; Peterson y Mattson, 1966), que se muestra a
continuacion

Algoritmo 1: Método Teérico (TM)
Datos: Pj, m;, Zj, j=1,2
Resultado: w*, w

for (barrido de s € [0, 1] con pasos As ) do
W < sen (1.5)

(71.2 < w en (1.4b)

wp — Wy 0,2 en (1.11)
Hj < Wy wp en (1.4a)
f < a?ypjen (18)
if f es minimo then

w* —w
wy — wo

A pesar de que es un proceso facil y eficiente, es un procedimiento
cuyo resultado depende del paso As. La Figura 1.3 lo ilustra, se ob-
serva cOmo As tiene que ser suficientemente pequenio para asegurar
un discriminante satisfactorio.

1.1.2 Discriminante de Fisher

El criterio de separabilidad de Fisher (1923) viene dado por

f _ ("1 - FZ)Z

5 5 (1.12)
o7 + 03

que mide la diferencia entre las dos medias normalizada por la

varianza promedio. Tomando derivadas parciales de f respecto a 02

P === NG (1.13)

y sustituyendo en (1.6) se obtiene como resultado s =0.5. Asi, el w
6ptimo de (1.5) queda de la siguiente forma

1 1171
wit = [521 + 522] (mp —myq) . (1.14)

Este criterio de separabilidad no depende de w( porque la resta de
M2 a pg en (1.12) a partir de (1.4a) elimina wp, de modo que no puede
ser calculado maximizando f. Por consiguiente, la solucién de Fisher
no es un discriminante completo sino solamente una direccién de

0 0.5 1
S

(b)

Figura 1.3: (a) Curvas de nivel
correspondientes a dos poblacio-
nes normales bidimensionales.
(b) Los resultados de la simu-
laci6én del Método Teérico (TM)
(error de Bayes (Be) vs. s y el va-
lor minimo en s*).

METODO PARAMETRICO
DISC. FISHER (.)FF

f(1.12)

SOLUCION:

wP(5=0.5) (1.5) = w'F (1.14)
sin wy
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proyeccién 6ptima. Por supuesto, hay procedimientos complemen-
tarios para determinar wy’, tales como usar la equivalencia con una
distribucién normal o maximizar la separacién de los valores de las
proyecciones de las muestras.

1.1.3 Discriminante basado en Scatter

Otro criterio importante de separabilidad de clases es

Py + Popi3
P10'12 + P20'2

f= , (1.15)
que mide la dispersién (scatter, alrededor de cero) de interclase
normalizada por la dispersion intraclase (Fukunaga, 1990). Tomando
derivadas parciales de f respecto a 07 y 03

df _ —Pi(Ppf + Payi3)
d0? (P10? + Py03)?

, (1.16)

y sustituyendo en s (1.6) se obtiene como resultado s =P;. Asi, el w”
6ptimo de (1.5) queda de la siguiente forma

-1
w's = [P121 + PzZz] (mz — ml) . (1.17)
P . . . ) METODO PARAMETRICO
w(, se obtiene tomando derivadas parciales de f respecto a
E)f . ZPZ']/ll' (1 18) f (1.15)
i Po? + Dol ‘ SOLUCION:
wP(s=Py) (15) = w (1.17)
y sustituyendo en (1.7) con (1.4a) resulta wh(s=Py) (1.7) = W} (1.19)
wgs = —(WPS)T [lel + szz] , (1.19)
que muestra cémo si w" se multiplica por una constante, w;® cambia
en el mismo factor y, por tanto, la frontera de decisién del discrimi-
nante es la misma.
1.2 Disefio mediante optimizacién convexa minimax
El método de optimizacién convexa minimax hace uso de las de- Acotar y minimizar el error

sigualdades de Marshall y Olkin (1960) basadas en los momentos de
las distribuciones de las clases de los datos y consiste en minimizar
la probabilidad de clasificacién errénea sin hacer suposiciones sobre
las distribuciones de las densidades condicionales de las clases, ya
que no ofrece suficiente generalidad ni validez. Por lo tanto, primero,
la probabilidad de clasificacién errénea se acota a partir de los dos
primeros momentos de las distribuciones de las clases de los datos,
como se muestra en el Apéndice A, y después se minimiza. De esta
manera, la solucién es valida para todas las posibles elecciones de las
densidades condicionales de las clases con una determinada media y
matriz de covarianza.
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Asi, el problema general de optimizacién se puede expresar de la
siguiente forma
max Ae] 4+ Axep  s.t.
€1,62,W#0,wq

inf  P{wIx+wy >0} > ¢
x~(my,X

inf P{wa +wy <0} >e,
XN(mZIZZ

(1.20)

donde x ~ (mj, Zj) representa todas las distribuciones arbitrarias
con la misma media m; y matriz de covarianza £; A;ER y ¢; € R
son constantes, ¢; acota la probabilidad clasificacion correcta sobre
todas las distribuciones descritas. Para simplificar, considérese el
caso de igual € para ambas clases y, por lo tanto, sin necesidad de
las constantes Aj. Para minimizar el méximo error de clasificacién, se
maximiza la cota inferior ¢ de la probabilidad de acierto del discrimi-
nante, variando el propio ¢ y los pardmetros del discriminante (w,
wy), sujeta a la condicion de que el infimo de las probabilidades de
clasificacion correcta de las distribuciones que comparten la misma
media m; y matriz de covarianza ¥; sea mayor o igual que e.

Por tanto, al maximizar la minima probabilidad de acierto ¢, debi-
do al principio de dualidad, se minimiza la méxima probabilidad de
error (1—¢) -minimizacién del peor caso—, quedando acotada inferior-
mente la probabilidad de acierto y superiormente la probabilidad de
error. Puesto que el error de clasificacién depende de la distribucién
de los datos y esta solucién es vélida para todas las distribuciones
arbitrarias con los mismos dos primeros momentos, minimizar el
maximo riesgo significa encontrar el discriminante que minimice el
error producido por la distribucién que mayor error presentaria, lo
que define el criterio minimax.

La solucién minimax, Apéndice B, es una cuestién importante en
casos tales como cuando el nimero de datos de entrenamiento de
cada clase no refleja las verdaderas probabilidades a priori. Por lo
tanto, minimax es un criterio de clasificaciéon natural en ausencia de
informacioén a priori sobre la frecuencia real de las dos clases. Por
esta razoén, bastantes investigadores prefieren usar clasificadores que
operen a igual tasa de error (Equal Error Rate, EER), esto es, clasifi-
cadores que minimicen el méximo de las falsas alarmas y las tasas
de fallos (Sebastiani, 2002; Bengio et al., 2005). Es més, el problema
minimax puede ser también abordado cuando la informacién de las
clases es desconocida o no es exacta. Adviértase que (1.20) usa cotas,
y consecuentemente su solucién no tiene que satisfacer la condicién
EER, i.e., es una solucién aproximada.

Adviértase que ¢ es también un criterio de separabilidad f, incluso
aunque no tenga la forma f (1, pip, 07, 03) y, por lo tanto, la solucién
se puede expresar en términos de (1.5)-(1.6). En la Figura 1.4 se
muestra ¢, la cota inferior de la probabilidad de acierto (region
izquierda del discriminante), con linea discontinua. Conforme crece

PROBLEMA GENERAL DE
OPTIMIZACION MINIMAX

P{wx+wp >0} >e

Figura 1.4: Acotacién de la pro-
babilidad de clasificacién correc-
ta en el método de optimizacién.

Soluciéon minimax
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el valor de ¢, la distancia de Mahalanobis d respecto a la media
m; aumenta, lo que supone agrandar la linea discontinua hacia la
derecha. El valor mdximo que puede alcanzar ¢, o la superficie
de nivel de probabilidad asociada, que es un elipsoide en el caso
general, es tangente a la frontera del discriminante. El discriminante
es comun para ambas clases y también se va modificando en el
proceso de maximizacién de ¢, en caso contrario, el discriminante
quedaria mads cerca de alguna de las dos clases y para la otra clase
el valor de € no serfa 6éptimo. En la solucién, el discriminante es
tangente a las dos elipses de probabilidad. Las elipses crecen a
velocidad «(e) = \/g

En Lanckriet et al. (2002) y Huang et al. (2004), el problema de
optimizacién (1.20) se aborda con el Programa de Cono de Segundo
Orden (Second-Order Cone Program, SOCP) de Boyd y Vandenberghe
(2004), resolviendo por medio de una aproximacion iterativa de mini-
mos cuadrados. También incluye un proceso regulador de la matriz
Hessiana para incrementar la estabilidad computacional y resuelve
el problema de la robustez respecto a los errores de estimacion de
las medias y matrices de covarianza mediante la regularizacién de
los datos de entrada.

1.2.1 Discriminante de Bayes para distribuciones Gaussianas

La solucién de la Maquina de Probabilidad Minimax de Minimo Error
(Minimum Error Minimax Probability Machine, MEMPM) es proporcio-
nada por Huang et al. (2004) como la solucién de la optimizacién
(1.20) maximizando la probabilidad de acierto de ambas clases ¢;,
con A]- :P]-, j=1,2, como sigue

max Pie1+ (1 —Pyey st

€1,€2,W#0,wp

inf P{wa +wy >0} >¢
xN(mlrzl)

inf  P{wlx+wy <0} >e;.
XN(mZIZZ)

(1.21)

MEMPM minimiza el peor caso (comportamiento minimax) del
error de Bayes. De esta manera, MEMPM se convierte, bajo condicio-
nes de Gaussianidad, en el discriminante 6ptimo de Bayes, mientras
que en un caso general es una aproximacion.

1.2.2 Discriminante MPDH

Lanckriet et al. (2002) proponen la Mdquina de Probabilidad Mini-
max (Minimax Probability Machine, MPM) para clasificacién binaria
como solucién del problema del Hiperplano de Decisién Probabi-
listica Minimax (Minimax Probabilistic Decision Hyperplane, MPDH),
que es la solucién del problema de optimizacién (1.20) cuando las

Optimizacion convexa. Solucién
iterativa

MEMPM (método de optimiza-
cién minimax)
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probabilidades de acierto de cada clase son iguales, e] =¢; =¢,

méx e s.t. inf  P{wlx+wy>0}>c¢
&W#0,wp x~(mq,X)
(1.22)
inf  P{wlx+wy <0} >e.
XN(mz,Zz)

Como se ha mencionado, se maximiza la cota inferior de la proba-
bilidad de clasificacién correcta, para cualquier distribucién arbitraria
con la misma media y matriz de covarianza, para minimizar el peor
caso, la médxima probabilidad clasificacién errénea.

Lanckriet et al. (2002) prueban que los pardmetros ¢, y w, de la
solucién de (1.22) estdn relacionados por la siguiente ecuacién

(\/walw* + \/WIZZW) ’

2 7
1+ <\/w521w* + \/WIZZW*)

1—g, = (1.23)

g4 se puede obtener de esta ecuacién cuando el MPDH 6ptimo es
encontrado por el algoritmo MPM o cualquier otro procedimiento
de optimizacién.

Adivértase que MPM es un caso particular de MEMPM.

MPDH (método de optimizacion
minimax)



Discriminantes de situaciones de
tangencia disjunta (DTC)

El método de discriminantes basados en Situaciones de Tangencia
Disjunta (Disjoint Tangent Configurations, DTC), (Sancho-Gémez et al.,
2018), establece una nueva interpretacién de los discriminantes linea-
les para clasificacién binaria. Como en el método de optimizacién
convexa (Bertsimas y Popescu, 2005) de MPM (Lanckriet et al., 2002) y
MEMPM (Huang et al.,, 2004), las distribuciones de las clases también
estan caracterizadas por sus dos primeros momentos, el vector media
m y la matriz de covarianza X, lo que produce superficies de nivel de
probabilidad que son elipsoides. De esta forma, los discriminantes
DTC quedan definidos por los puntos de tangencia entre distintos
elipsoides. La Figura 2.1 muestra dos posibles puntos de tangencia,
t; y tp, en dos situaciones distintas de tangencia entre elipsoides
—elipses en el caso bidimensional- y los discriminantes lineales DTC
asociados, cuyas fronteras de decisién son las rectas tangentes a los
elipsoides que pasan por los puntos de tangencia ya mencionados.
Las distribuciones de las clases de los datos no estan limitadas a
las Gaussianas y pueden ser desconocidas, s6lo es necesario una
estimacion de las medias y de las matrices de covarianza a partir de
las muestras.

Este método tiene tres ventajas principales: Primero, es un marco
que proporciona una interpretacién comtn de los discriminantes li-
neales con una correspondencia analitica con el método paramétrico
y el método de optimizacioén convexa; segundo, no es un proceso
de optimizacion iterativa, como el método de optimizacién de MPM
y MEMPM,, sino un método directo para calcular los elipsoides y
sus puntos de tangencia con un coste computacional competitivo en
términos de velocidad y uso de memoria; y tercero, ofrece nuevas
soluciones como la derivada de la interpretacién geométrica del dis-
criminante 6ptimo cuadratico de Bayes en relacién al DTC, llamada
Quasi-Bayes ya que obtiene una precisién similar a la Bayesiana con
menor coste computacional, o un determinante completo de Fisher,
que incluye el término independiente.

METODO DTC: elipsoides tan-
gentes

Figura 2.1: Ejemplo bidimensio-
nal de dos discriminantes linea-
les DTC (lineas continua y a tra-
z0s), los puntos de tangencia t;
y t y la curva de todos los pun-
tos de tangencia posibles (curva
de trazos y puntos entre las me-
dias).

Ventajas de DTC

* Marco de interpretacién co-
mun

¢ Coste competitivo

e Disefio de nuevos discrimi-
nantes
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2.1 Expresion analitica de los discriminantes DTC

Para establecer la forma analitica de los discriminantes DTC considé-
rense las superficies de nivel de probabilidad de dos distribuciones
normales p;(x), j=1,2, descritas por los vectores de media m; € R"
y las matrices de covarianza ¥; € R"*" que caracterizan las distribu-
ciones de las clases de los datos. Se pueden obtener diversos puntos
tangentes entre las diferentes superficies de nivel de p(x) de cada
clase, que son elipsoides debido a que estan definidas por los dos
primeros momentos. La frontera de decisién de cada discriminante
lineal DTC es el hiperplano que pasa a través del punto tangente
entre un par de elipsoides y es también tangente a ellos.

Una condicién necesaria y suficiente para un DTC es que los
vectores gradiente de las densidades condicionales de clase en el
punto tangente t sean paralelos y tengan direcciones opuestas,

Vpi(t) = B Vpa(t), (2.1)

donde B es un ndmero real negativo. Por tanto, consistentemente con
la expresiéon de un discriminante lineal genérico (1.1), la funcién del
discriminante asociada con un DTC se puede expresar como

hDTC(x) _ (WDTC)TX+wODTC , (2.2)

donde
wPlC = Vp;(t) (2.3a)
W€ = —(wP™) T, (2.3b)

escogiendo el punto de tangencia como vector de sesgos xg'c =t
(recuérdese que cualquier vector del discriminante lineal es vélido
como vector de sesgo) y el gradiente de las densidades condicionales
en t como el vector de pesos w. La Figura 2.2 muestra el punto
de tangencia, los vectores gradiente y la frontera de decisién lineal
asociada con el DTC.

En la Figura 2.3 se observan los dos tipos de situaciones de tan-
gencia entre elipses bidimensionales. Para una curva de nivel fija
de la clase C; (elipse etiquetada con A) pueden ocurrir tanto una
situacién de tangencia disjunta (Disjoint Tangent Configuration, DTC)
como una situacién de tangencia solapada (Overlapping Tangent Confi-
guration, OTC) con la clase Cy. En el primer caso, la curva de nivel de
probabilidad de la clase C, (etiquetada con B) es tangente y disjunta
ala curva 4, i.e, la interseccién de las dreas que encierran cada una
es nula. En el segundo caso, la curva de nivel A es encerrada por
la curva de nivel correspondiente a C; (etiquetada con B’). Puesto
que el objetivo es discriminar patrones, sélo se considera la situacién
DTC ya que OTC no es de utilidad.

Adviértanse dos hechos. Primero, dada una superficie de nivel
de probabilidad de la clase C;, existe una tinica superficie de nivel

Caracterizacion de las clases por
sus dos primeros momentos.
Elipsoides tangentes

Vpi(t)

Figura 2.2: Discriminante lineal
basado en DTC. La frontera de
decision h(x) = 0, el punto de
tangencia t y el vector gradiente
de las superficies de nivel en t,
Vp]’(t), j=1,2.

Tangencias DTC y OTC

A B
(a) DTC
(b) OTC

Figura 2.3: Tipos de tangencia.
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de C; que es tangente y disjunta a la anterior. Segundo, cada DTC
determina un tnico hiperplano que es tangente a ambos elipsoides y
pasa a través de su punto de tangencia.

Puesto que para caracterizar las clases de los datos C;, j=1,2,
DTC sélo considera sus dos primeros momentos, se usa la siguiente
densidad de probabilidad normal para calcular el punto de tangencia

DTC,
1 1
. _ —-D2 m;) |, .
W) = exp (3 Dha(xm) ) (2.4

donde

Di(xm;) = \/(x = m))TZ ! (x - my) (2.5)
es la distancia de Mahalanobis de un punto cualquiera x a la media
m; de cada clase. Las curvas de nivel de p;(x) son elipsoides y estdn
definidas por

pi(x) =cj, (2.6)

siendo ¢; real positivo, o equivalentemente

DM(X, m]) = 1’]' ’ (27)

con rj= \/— In (C]Z(ZT[)"‘Z]'D, siendo ;> 0.
Aplicando el gradiente a p;(x) en (2.4), se obtiene
Vp]-(x) = —p]-(x) -Dum(x, m]-) -VDpm(x, mj) . (2.9)

Sustituyendo (2.9) en (2.1) en el punto tangente x=t y teniendo en
cuenta que VD3, (x,m;) = 2- Dyf(x,m;) - VDp(x, m;), la condicion
para el punto de tangencia se puede expresar también como

VD3 (t, my) = a- VD3,(t, my) , (2.10)

siendo & constante real negativa dada por

pa(t)
a=2p- . (2.11)

P pi(t)

Aplicando el operador gradiente a Dys(x, m;) (2.5), se obtiene
- ~1 4
VDp(x,m;j) = D, m)) pa (x —m;), (2.12)
por lo que

VD3,(x, m;) = 22;1(x -m;), (2.13)

e introduciendo (2.13) en (2.10) y resolviendo para t, se obtiene

t(a) = (Zfl — “251)—1 (Z{lml - aZglmz) , (2.14)

que representa la expresién general de un punto de tangencia. Por
otra parte, para obtener la expresién de los pardmetros se sustituye
(2.9) en (2.3a) y se particulariza para x=t,

wj = —p;(t) - Dy(t,m;) - VDy(t, m;) . (2.15)

Calculo del punto de tangencia

Para cada valor 7}, (2.7) represen-
ta un elipsoide E; de dimensién
n que encierra una masa de pro-
babilidad. La masa de probabi-
lidad de una regién S se define
como la probabilidad de que un
patrén x perteneciente a una dis-
tribucién p;(x) caiga dentro de
S. Por tanto,

E]- 2 {x:DM(X,mj):rj} (2.8)

Gradientes en el pto. tangente
Vpi(t) = B Vpa(t)

VD%, (t, my) = a- VD3,(t, my)
VDum(t, my) = - VDy(t, my)

_ . Dm(tmy)
Y= Dyemy)

EXPRESION ANALITICA

Punto de tangencia DTC
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introduciendo (2.12), resulta
w; = _p](t) . Z]_l (t — m]) . (2.16)

Adviértase que el discriminante resultante es equivalente’ si se
elimina la constante del gradiente p;(t) de ambos pardmetros w y
wy.

Ahora, la regla de decisién para un discriminante lineal basado
en DTC se puede escribir como sigue

C
h(x) = (W) Tx + wh™® 21 0, (2.17)
2
donde
wPTC = Z]-_l(t(tx) —mj), (2.18a)
W™ = —(wWP™)Tt(a), (2.18b)

con j=1,2,y t(a) dada por (2.14) con « < 0. Adviértase que (2.18) son
las expresiones particulares de (2.3) cuando los datos estdn distribui-
dos normalmente o las clases estan descritas por sus dos primeros
momentos. También se puede observar que un discriminante lineal
descrito por DTC estd completamente determinado por el punto
tangente que, a su vez, es funcién del pardmetro a.

La expresion explicita de w™ en términos de « se puede obtener
introduciendo (2.13) en (2.10), con x=t, w; =a wy, y eliminando t,
obteniendo

-1
wPTc = [21 — 06_122} (mz —my) . (2.19)
Ese resultado permite despejar t(a) de (2.18a)

t(a) =2 [21 — oflzz} - (my —my) +myq, (2.20)

con la ventaja de que sélo requiere el cilculo de una inversa y

no cinco como en (2.14). Esta reduccién computacional también se

DTC

aplica al calculo de w"”™ en (2.19) y wy™ en (2.18b). El calculo de los

pardmetros del discriminante DTC, dado «, se resume a continuacién

Calculo de los parametros del discriminante DTC:

1. Calcular el punto de tangencia t (2.20)
2. Calcular el vector de pesos wP™ (2.19)
3. Calcular el sesgo wy™ (2.18b)

2.2 Relacién analitica con el disefio paramétrico

Una vez que el punto tangente t se ha expresado en funcién de «, la
expresion de wP™(«) (2.19) es idéntica a la obtenida por el método

* Dos discriminantes lineales son
equivalentes si sus vectores de
pesos y sesgos son igualmente
proporcionales

Regla de decision DTC

Pardmetros DTC

Parametros DTC simplificados
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paramétrico w' (s) (1.5), si

(2.21)

whTc = (vc i 1) w'. (2.22)

Es decir, para transformar el w” del método paramétrico en el

wPT¢ del método DTC o viceversa, primero, es necesario cambiar las
variables s y a siguiendo (2.21), y segundo, multiplicar o dividir por
(7%7) respectivamente, como muestra (2.22).

Demostracion de (2.22) y (2.21).

Multiplicando (2.19) por (%) ofrece

-1
(“ " 1> wPTC — [aajzl - aljzz (mp —myq) . (2.23)
Definiendo
s=— (2:24)
a—1"7 24
entonces (2.23) resulta
B 1) WPTC — oxy 4 (1 8!
x W =[sZ1+(1-5)E]  (my—my), (2:25)

donde la parte derecha es igual a w” en (1.5) correspondiente al disefio
paramétrico de discriminantes lineales. Esto prueba (2.22) con (2.21).

Adviértase que, como se comenté en el Capitulo 1.1, el w" (1.5)
Optimo estd expresado en términos del parametro s y no depende
explicitamente del criterio de separabilidad f.

La expresién analitica de wy depende directamente del criterio
de separabilidad f, de este modo cada seleccién particular de f
producird una expresion particular de wp. De esta manera, el valor
del sesgo, sustituyendo t (2.20) en w{™ (2.18b), es

T2Ximy — l’(_lzzml

(@) = (w2

(2.26)

2.2.1 Discriminante de Bayes para distribuciones Gaussianas

Ademéds de la equivalencia (2.22) y (2.21) para w 6ptimo, el valor
del sesgo wy™ (2.18b), con la equivalencia de s (2.21), es el mismo
que el obtenido para el discriminante lineal de Bayes por el método
paramétrico wg® (1.11) si

Wi = (a i 1) wg? . (2.27)

METODO DTC
wPTC (1) (2.19), wFT¢(x) (2.18b)

METODO PARAMETRICO
wl(s) (1.5), wf(s) (1.7)

Valor umbral wy

METODO PARAMETRICO
DISC. LINEAL BAYES

f: error de Bayes (1.8)
SOLUCION:

wPB(s*) (1.5), wgB(s*) (1.11)

s*: 6ptimo (error de Bayes mini-
mo)
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Por tanto, el discriminante DTC es equivalente al discriminante
lineal de Bayes para distribuciones Gaussianas o, segtin el teorema
central del limite, distribuciones con una dimensién n elevada, si
se realiza la transformacién de los parametros w"'™® (2.22) y wg'®
(2.27) a partir de los pardmetros del discriminante lineal de Bayes.
Adviértase que ambos pardmetros estdn multiplicados por el mismo

escalar y que por tanto los discriminantes son equivalentes.

Demostracion de (2.27).

Introduciendo (2.22) en (2.18b) y considerando que s= %7, se obtiene
Wi = —s(wh)Tt. (2.28)

De manera similar, introduciendo (2.22) en (2.18a) con j=1 y resolvien-
do para t, resulta
t=sXwl +mg, (2.29)

que, introducido en (2.28), produce

wf'C = —s2(wWh Tz w? — s(w")Tm; . (2.30)

El objetivo es probar que

wf =

1
S wg™c . (2.31)

Introduciendo (1.11) y (2.30) en (2.31), se obtiene

2 (wP\T 2 (W P\T
or(w) my + (1 oy (w')'m
s (W) ; (1-5) 22( ) m = —s(w')TZw’ — (W) Tm, .

sy + (1 —s)oy

(232)

Teniendo en cuenta que (71-2 = (wFf )TZin (ver (1.4b)), se puede ver

facilmente que (2.32) queda
(W) {[sZ1 + (1= 8)Z] W' — (my —my)} = 0. (233)

Esta ecuacién es siempre verdadera debido a que el término {.} es cero
(ver (1.5)). Por esta razon, (2.31) es verdadera, y esto prueba (2.27).

2.2.2 Discriminante de Fisher

Como se muestra en la Seccién 1.1.2, el discriminante lineal de Fisher
se obtiene de w” (1.5) del método paramétrico con s = 0.5, que da
como resultado w'" (1.14). Segun el cambio de variable (2.21), la
equivalencia con DTC es a = —1, lo que permite obtener w"™

de (2.19).

a partir

a—1

wPTC = ( e ) w'r (2.34)

Por otra parte, en contraste con el discriminante clasico de Fisher,
Fisher-DTC proporciona un sesgo dado por (2.18b). Sustituyendo t
(2.14) en w{™ (2.18b), 0 usando w{™ (2.26), y particularizando para
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a=—1, se obtiene la siguiente expresién

DTC _

" (WPTE)T Yomg +¥Xymy

Yyt o (2.35)

En este sentido, Fisher-DTC es un discriminante lineal completo y
no sélo una direccién de proyeccién 6ptima.

2.2.3 Discriminante basado en Scatter

Como se muestra en la Seccién 1.1.3, el discriminante lineal basado
en Scatter se obtiene de w” (1.5) con s= P, que resulta en w"® (1.17).
De acuerdo con el cambio de variable (2.21), la equivalencia con
DTC es «=—P; /P, i.e., la relacién entre las probabilidades a priori,
permitiendo obtener la direccién de este discriminante w”™ (2.19) a

wPTc = < x > w' (2.36)

a—1

partir de

Por otra parte, el método DTC proporciona un sesgo por medio de
w{"™ (2.18b) con @ =—P; / P,. Sustituyendo t (2.14) en wy™ (2.18b), o
directamente usando (2.26), y particularizando para ese valor &, se

obtiene
DIC _ —( proyT P1Xamy + P YXomy

«o Pz + P2y

que es diferente a la obtenida con el método paramétrico w® (1.19).

(2.37)

2.3 Relacién analitica con el disefio mediante optimizacién
convexa minimax

El método directo de DTC para el cdlculo del punto tangente es una Meétodo directo
alternativa competitiva en coste computacional a la solucién iterativa

del método de optimizacién (SOCP). Esta basado en un resultado par-

ticular de Clark (1995), donde se estudian estimadores de pardmetros
multidimensionales que producen estimaciones normales. Proporcio-

na (Teorema 2 de Clark, 1995) condiciones suficientes para que dos

elipsoides sean tangentes con interiores disjuntos, y un procedimien-

to para encontrar el correspondiente punto tangente, presentado en

la Seccién 2.5.1. Este procedimiento sélo requiere encontrar las raices

de un polinomio de grado 2n.

La probabilidad de clasificaciéon correcta de los puntos de una
clase, usando la distancia de Mahalanobis Dy (t*, m;) de la media
al punto de tangencia t*, es dada por la funcién de distribucién
acumulada

g = /1exp(;D]2\,I(x,mj)>dx, (2.38)
AN I

donde R;={x€R"| D},(x,m;) <D3(t,m;)} es la regién que encie-
rra una probabilidad de acierto ¢; para las muestras de la clase C; y
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estd definida por el conjunto de puntos que presentan una distancia
de Mahalanobis a la media menor que la distancia de Mahalanobis de
la media al punto tangente t. La probabilidad de acierto en funcién
de la distancia de Mahalanobis de la media al punto tangente se usa
para establecer la correspondencia de los discriminantes DTC con el
método de optimizacién convexa minimax de la Seccién 1.2, como se
muestra a continuacion.

2.3.1 Discriminante de Bayes para distribuciones Gaussianas

El discriminante lineal de Bayes se obtiene minimizando el error
de Bayes en el espacio proyectado por el vector de direccion del
discriminante. A partir de la regla de Bayes

1

. —
(27)" (2]

1 1
exp (—2D12v1(xr ml)) =h exp <— §D12\4(Xr mZ)) , (2:39)

(27)"[ %o
siendo P; la probabilidad a priori de la clase Cj, j=1,2, y Dy la
distancia de Mahalanobis dada por (2.5), la optimizacién procede
de su integracién (2.40) en ambos lados para tener una expresion
dependiente de la funcién de distribucién acumulada, que es la
probabilidad de acierto de cada clase ¢

1 1 1 1
P / —eX (—Dz X, m )dx—i—P / — X (—Dz X, m >dx, 2.40
1 e P2 m(x,mq) 2 e P2 m(x,my) (2.40)
XERq XERy
~~ ~~
/\1 €1 )\2 €2

obteniéndose una expresién, cuya maximizacién es equivalente a la
del problema de optimizacién (1.21).

2.3.2  Discriminante MPDH-DTC

La solucién MPDH tiene como objetivo obtener el hiperplano que
separa las clases con maxima e igual probabilidad de éxito (Lanckriet
et al., 2002). Geométricamente, el punto de tangencia de la frontera
del discriminante con ambos elipsoides de igual nivel de probabilidad
se encuentra en la equidistancia de Mahalanobis a las medias, el
punto que hace minimo el médximo de su distancia a la media de
cada clase; i.e., dado un punto arbitrario, se calculan las distancias a
cada una de las medias de las clases y la mayor de ellas se minimiza
(si durante el proceso la mayor distancia es la distancia a la otra
media, se minimiza esta distancia).

La relacién entre las distancias de Mahalanobis desde el punto
tangente t(«) a cada media m;, j=1,2, satisface

Dm(tmy) \/(t_ml)TZfl(t_ml) = (2.41)
D (t,my) \/(t_mzﬁzgl(t—mz) "2
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Siry=ry,, el DTC descrito por (2.41) determina un punto tangente DTC
t* con maxima e igual distancia de Mahalanobis a m; y my,

Dpm(t*, m;) — Dy(t*, my) =0. (2.42)

Por lo tanto, MPDH es dado aqui por un DTC particular llamado
discriminante MPDH-DTC, que es una alternativa no iterativa a los
métodos de optimizacion empleados en MPM.

Como se expuso anteriormente, la equidistancia de Mahalanobis Método de optimizacién mini-
desde el punto tangente a ambas medias implica que el discriminante max
separa ambas clases con igual probabilidad. Asi, la probabilidad de
acierto encerrada por una distancia de Mahalanobis Dy (t*, m;) es
dada por la funcién de distribucién acumulada (2.38). Considerando
Dp(t*, my) =Dy (t*, my), la probabilidad de éxito de cada clase es

también igual, verificindose

1

1 1 1
————— exp(—=D%;(x,m;))dx = / ——e (——D2 ’ )d . 2.
/ TR XP( 7D (x ml)) x 2" o] Xp |~ 5D (x, my)) dx (2.43)
X€R1 x€R2

s
\/~ e

£ €2

s

De esta forma, si ey =¢e2=e y el objetivo es maximizar la probabili-
dad de éxito ¢, existe una equivalencia con la expresion del problema
de optimizacién (1.22).

2.4 Discriminante Quasi-Bayes-DTC

En esta seccién se presenta un nuevo discriminante DTC que por
sus caracteristicas de diseiio se ha denominado Quasi-Bayes-DTC. El
punto de tangencia DTC que define el discriminante es el punto de
cruce entre la frontera 6ptima de Bayes para distribuciones Gaussia-
nas y la curva de todos los puntos DTC, Figura 2.4. Como se vera
en la seccién de experimentos, produce resultados de precision muy
cercanos a los del discriminante lineal de Bayes para distribuciones
Gaussianas con un coste computacional menor debido a que es una
solucién directa (no se requiere la bisqueda de ningtn parametro).
Por altimo, se demostrara la relacién de este discriminante con los

discriminantes obtenidos mediante optimizacién convexa minimax. Figura 2.4: Discriminante lineal
Quasi-Bayes DTC. Este discrimi-
nante (linea en negrita) esta des-

El calculo del discriminante se hace de manera similar a MPDH-

DTC, pero la equidistancia de Mahalanobis se reemplaza por una crito por el punto tangente DTC
diferencia de distancias de Mahalanobis no nula. El punto de tangen- dado por la interseccién entre
cia t* de Quasi-Bayes-DTC, ya que también es el punto de tangencia la frontera cuadritica de Bayes
(curva a trazos) y la curva de
de la frontera cuadratica de Bayes, satisface la regla de Bayes (2.39). todos los puntos de tangencia
De manera similar a (2.42), tomando logaritmos en (2.39) posibles de DTC (curva a trazos
y puntos). El punto de tangen-

i i-B DTC tr

DIZ\A(t*I m;) — DIZVI(t*I m,) =K, (2.44) cia Quasi-Bayes se muestra

con un punto en negrita.

donde R
Pl) 2
K=In|l—] —=]. 2.
[(Pz |Z1] 245
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Este discriminante proporciona una buena clasificacién en térmi-
nos de probabilidad de error cuando las probabilidades a priori son
una parte importante del problema —como se ha visto en problemas
desequilibrados (imbalanced) con valores extremos de las probabilida-
des a priori— ya que siempre se mueve con el discriminante no lineal
de Bayes 6ptimo.

Para establecer la relaciéon con el método de optimizacién mi- Método de optimizacién mini-
nimax, sea Dﬁ(t*,mz) = Dlzw(t*,mz) + K una nueva distancia de max
Mahalanobis desde la media de la clase C; que es igual a la distancia
de Mahalanobis desde la media de la clase C; al punto tangente del
discriminante

D%, (t", my) = D (t, my) . (2.46)

La probabilidad de éxito encerrada por estas distancias de Maha-
lanobis es

/mexp<—;DﬁA(x,ml)>dx: / mexp<—;Dﬁ(x,mz)>dx, (2.47)

XERq XER,

€

eh = / m exp <—; (D%A(X, m2)+K)> dx =T ¢, (2.48)

XER,

siendo ¢, descrita por (2.38) y resultando e; =T - &5, con

Py [[Zq]

= (2.49)

I'= .
IERTEYY

Asi, el problema de optimizacién, siguiendo su expresiéon general
(1.20), y usando los resultados obtenidos en MPDH (2.43)-(1.22) es

) ) T
méx ¢ s.t. inf P{w'x+wy>0}>e¢ QUASI-BAYES (método de opti-
gwW#0,w x~(my,%q) (2.50) mizacién minimax)

inf  P{wlx4wy<0}>T-¢,

x~(m2,22

2.5 Cdlculo de los discriminantes DTC

El procedimiento del célculo del discriminante DTC se resume a
continuacién. Primero, se estiman los dos primeros momentos de las
distribuciones de las clases. En segundo lugar, se calcula el parametro
«, que determina un tnico discriminante DTC. Este calculo puede
provenir del calculo del pardmetro s por medio del método paramé-
trico para luego establecer la correspondencia con el & del método
DTC; o, en el caso de MPDH y Quasi-Bayes, el valor « se calcula a
través del polinomio de Clark, como se muestra en la Seccién 2.5.1.
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Una vez que se conoce «, el cdlculo del punto tangente t es directo,
y posteriormente los pardmetros w™® y w{™, que determinan el
discriminante DTC. La Seccién 2.5.2 presenta méas exhaustivamente

el algoritmo DTC

Calculo de los discriminantes DTC:

1. Estimacién de mj, my, £; y X5 a partir de los datos.
2. Determinar a*:
* A partir del método paramétrico

- Aplicando la transformacién s — « (2.22)

* A través del polinomio de Clark
— Problema MPDH con K=0
— Discriminante Quasi-Bayes con K de (2.45)

3. Calcular el punto de tangencia t(a*) (2.20)
4. Calcular el vector de pesos wP™“ (2.19) 6 (2.18a)
5. Calcular el sesgo w{™ (2.18b)

2.5.1  Cdlculo de « con el polinomio de Clark

Sean m; € R" los vectores media y X; € R"*"

, j=1,2, las matrices de
covarianza de un problema dado de clasificacién binaria. El objetivo
es encontrar el punto de tangencia DTC. Primero, los datos se trasla-
dan espacialmente de tal manera que una de las medias, e.g., my, sea
0. Esto se hace restando m; a todos los puntos de los datos. Después,
la matriz T € R"*" diagonaliza simultdneamente X" ly z, ! para
transformarlas en una matriz diagonal definida positiva, D € R"*",

y la matriz identidad I € R™*"

T’ 'T=1, (2.51a)
T’ 'T=D. (2.51b)
Ahora, cada punto x de los datos ha sido transformado en X de

acuerdo a
= Tfl(x —my), (2.52)

R

y las medias transformadas son

=]

T (my —my), (2.532)
T '(my—my)=0. (2.53b)

1
2

=3

Entonces, el nuevo problema es encontrar el punto tangente entre
una hiperesfera centrada en m; y un elipsoide centrado en el origen
m; =0

El Teorema 2 de Clark (1995) proporciona condiciones suficientes
para que dos elipsoides sean tangentes con interiores disjuntos y

)}
Z@
(a) Espacio original

I

D
[ m2=n)
(b) Espacio transformado

Figura 2.5: Diagonalizacién si-
multinea
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un procedimiento para encontrar el correspondiente punto tangente.
Estas condiciones suficientes son

tHa) = (I-aD) 'y, (2.542)
ri = (f(a) —y) " (H(w) —my) , (2.54b)
5 =Ha) Da), (2.54¢)
a <0, (2.54d)

donde t es el punto tangente DTC en el espacio transformado. El
valor tnico a* que satisface las condiciones es la solucién real y
negativa de

G(a) —H(a) =K, (2:55)

donde
K = D%/I({’ Ifll) — D%/I(I’ Iflz) (256)

es la diferencia de las distancias de Mahalanobis del punto tangente
a las medias y

O
~~
QR
~—
I

a?m] D? (I - sz)_z my, (2.57a)
H(x) = @l D (I —aD)~2 (2.57b)
Para encontrar la solucién, G(«) y H(a) se expresan como

Gla) = Af()) . HE =2 (259)

donde A(«) es un polinomio de grado 2n, y B(x) y C(a) son polino-
mios de grado 2n—2 o menor. Usando este resultado, la solucién de
(2.55) es la tnica raiz real del polinomio de Clark de grado 2n

a?C(a) — B(w) — KA(x) =0, (2.59)

que satisface « <0. A(a), B(a) y C(a) se puede obtener computacio-
nalmente usando el Algoritmo 1 de Clark (1995).

Una vez obtenida la solucién a*, el punto tangente DTC t(a*) en
el espacio transformado se calcula con (2.54a), y el correspondiente
punto tangente t en el espacio original se puede obtener de (2.52)
con x=t(a*), x=%(a*), y despejando t

t(a*) =Tta*)+m,. (2.60)

Este resultado se puede obtener también de (2.14) 6 (2.20) con a*.
Esto es cierto porque se puede obtener (2.54) del andlisis DTC.

Demostracion. Las condiciones de Clark (2.54) se pueden obtener
del analisis DTC en el espacio transformado

Considerando las distancias de Mahalanobis en el espacio transformado
del punto tangente t a las medias m;, j=1,2, (fnp =0),

DM(I, Iflj) = T]' , (2.61)
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adviértase que las condiciones (2.54b) y (2.54¢) son las siguientes dis-
tancias de Mahalanobis particularizadas en x=%

D3(x%, 1) = (
D3,(x,0) =x'Dx, (2.62b)

—iy) T (x— ), (2.62a)

VD3 (F ) = 2(F— ), (2.63a)
VD3,(1,0) = 2D%. (2.63b)

VD3, (¥(a), fay) = a - VD3, (¥(«),0) . (2.64)

Sustituyendo (2.63) en (2.64)
2(t—1my) =2aDt, (2.65)
y despejando t
t=(I—-aD) iy, (2.66)
que es igual que la condicion (2.54a), probando que las condiciones de
Clark se pueden obtener del analisis DTC.

Adviértase que la solucién a* del polinomio de Clark (2.59) es
la solucién del problema MPDH si K = 0 (2.56), debido a que la
diferencia de distancias de Mahalanobis en el punto tangente es
nula, r; =rp =r. Por otra parte, la solucién del polinomio de Clark
es el discriminante Quasi-Bayes si la diferencia de las distancias de
Mahalanobis K en el punto tangente satisface la regla de Bayes, como
se calcula en (2.45).

2.5.2  Algoritmo DTC

Este método para determinar el discriminante DTC sigue el célculo
del punto tangente de la Seccién 2.5.1 a través del polinomio de
Clark.

La entrada del algoritmo son los patrones etiquetados y la salida
son los pardmetros w* y wy del discriminante DTC.

Primero, se estiman los dos primeros momentos de las clases y las
probabilidades a priori: m;, ¥, y P;, j=1,2. Entonces, se calcula la
matriz de transformacién T (Seccién 2.5.1) usando la factorizacién de
Cholesky y la descomposicién de Schur para diagonalizar simulta-
neamente ambas matrices inversas de covarianza. El resultado de la
factorizacién de Cholesky de la matriz de covarianza X1 es la matriz
G, que satisface

GG =x;1. (2.67)

Usando
F=Gc'51(chH)™, (2.68)

la descomposiciéon de Schur de F resulta en Q y Z, con Z matriz
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diagonal, que satisfacen

Q'rQ=2. (2.69)

Entonces, es posible calcular la matriz de transformacién T como

T=(G"H1Q. (2.70)

La matriz diagonal y la matriz identidad después de la diagonali-
zacion simultanea son

D= TTZ;T , (2.71a)
I=T'2'T, (2.71b)

siendo D una matriz diagonal definida positiva. El Algoritmo 1 de
Clark (1995) permite construir el polinomio en « para obtener el pun-
to tangente DTC. Primero, los vectores auxiliares b, la diagonal de la
matriz diagonal D, e y, la media no nula en el espacio transformado,
se calculan ,

b = diag(D) , (2.72a)
y=T"'(m; —my). (2.72b)
A partir de aqui, los subindices numéricos se refieren a las posiciones
de un vector, excepto x; y X; donde los subindices todavia se refieren

a las clases, j=1,2. b e y se usan para calcular los coeficientes del
polinomio en &

Ci(a) = by, (2.73)
Bi(a) = by, (2.73b)
Ar(a) =b2a® —2bja +1, (2.73¢)

para calcular iterativamente, de k=2 a #n, siendo 7 la dimensién de
los datos,

Ci(a) = bRa®Cr_q () — 2bgaCy_q ()

+ G (@) + bRyp A a(a) (2.74a)
Bi(a) = bya®B_1 (a) — 2baBy_q(a)

+ Bi_1(a) + by Ag_1(w) (2.74b)
Ar(a) = b2 A1 () — 2brAg_q ()

+ Ag_1(e) - (2.74¢)

Posteriormente, se resuelve el polinomio de Clark de grado 2n

(2.59) en «
#?C() — B(a) — KA(x) =0, (2.75)

para obtener un tnico «* real negativo, que es la solucién del punto
tangente DTC t* dado por (2.14)

th = (Z;l — a*ZEl)_l (Zflml — a*Z£1m2) . (2.76)
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Usando el punto tangente t* en (2.18)

wh = Zfl(t* —my), (2.77a)
wy = —(wH)'t", (2.77b)

se obtienen los parametros w* y w del discriminante lineal DTC.

Adviértase que la solucién a* del polinomio de Clark (2.59) es
la solucién del problema MPDH si K =0 (2.56). Por otra parte, la
solucion del polinomio de Clark es el discriminante Quasi-Bayes si la
diferencia de las distancias de Mahalanobis K en el punto tangente
satisface la regla de Bayes, como se calcula en (2.45).

A continuacién, se presenta el algoritmo DTC. Adviértase que A,
B, C y P son vectores y n es la dimensién de los datos

Algoritmo 2: Algoritmo DTC

Datos: Patrones etiquetados
Resultado: w*, w;

Estimacioén de m;, ¥y P;, j=1,2
G = cholesky(Z; 1)

F=G 1z 16Tt

Q,Z = schur(F)

T=(G""Q
D=TTs,'T

b = diag(D)
y=T""(m; —my)
C = by

B = b1y}

A =[b3, 2by, 1]

for k=2 hasta n do
C=b?-[C, 0,0 —2b;-[0, C, 0]+ [0, 0, C] +blyz- A
B=0b?-[B, 0, 0] —2b;-[0, B, 0]+ [0, 0, B] + byy?- A
A=Db2-[A, 0,0]—2b;-[0, A, 0]+ [0, 0, A]

if MPDH-DTC then

LK=0
if Quasi-Bayes-DTC then

| K= 2og (i)
P=][C,0,0]-10,0, BJ+K-A
a* = roots(P)
= (Zfl _ “*Zgl)
wh = Zfl(t* —my)
ws — —(W*)Tt*

-1 -1 —1
* (Zl my —a*X, mz)







Parte 11

Discriminantes DTC no

lineales

En algunos casos, se usan los discriminantes lineales para resolver
problemas de clasificaciéon debido a su simplicidad. Sin embargo,
los clasificadores lineales son a menudo insuficientes para resolver
efectivamente otros problemas, por lo que se necesitan arquitecturas
no lineales méas potentes.

Se puede construir un discriminante no lineal transformando los datos
de entrada en un espacio intermedio y después usar un discriminante
lineal ya que se ha demostrado que, a través de una transformacion
apropiada, el nuevo conjunto de datos en el espacio transformado tiene
una mayor separabilidad lineal (Vapnik, 1995; Huang et al., 2006).

Se puede realizar esta transformacién con métodos directos como el
Analisis de Componentes Principales (Principal Components Analysis,
PCA) de Jollife (2002), paradigma de la reduccién de dimensionali-
dad, o por medio de estructuras neuronales mas o menos complejas.
Entre ellas, las redes alimentadas hacia adelante de una sola capa
oculta (Single-hidden Layer Feedforward Networks, SLFNs) (Huang et al.,
2006; Widrow et al., 2013; Martinez-Garcia y Sancho-Gémez, 2018),
que desempefian la transformacién a través de una capa oculta con
unidades no lineales, permitiendo resolver el problema de clasifica-
cién en la capa de salida con un discriminante lineal. Las SLFNs maés
representativas son: 1) el Perceptrén Multicapa (Multi-layer Perceptron,
MLP) con una capa oculta de unidades sigmoidales o unidades linea-
les rectificadas (Rectified Linear Units, ReLU). Estas redes se entrenan
usando normalmente algoritmos de gradiente (retropropagacién o
Back-propagation) y se disefian usando técnicas de validacién cruzada
(Cross-Validation, CV). Presentan el inconveniente del entrenamien-
to estancado (tanto por caer en minimos locales, como por el efecto
conocido por pardlisis) y un disefio computacional costoso;
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2) Las redes de funciones de base radial (Radial Basis Function Networks,
RBEFN) con una capa oculta de nticleos (kernels) Gaussianos. Se usan
técnicas de cuantificacién vectorial (vector quantization) para el calculo
de los nucleos y el algoritmo de minimos cuadrados (Least Mean
Squares, LMS) para los pesos de la capa de salida. El disefio del tamafio
de la capa oculta se realiza mediante CV. Hay otras vias alternativas
de disefiar y entrenar una red RBF pero la descrita destaca por su
efectividad (Haykin, 2009); por dltimo, 3) redes de ntcleos (kernel-
based networks) que usan el llamado truco del nicleo (kernel trick) para
desempeniar la transformacién no lineal con el objetivo de disefar y
entrenar la red completa mediante la resolucién de un problema de
optimizacién convexa (Scholkopf y Smola, 2001). Estas son, entre otras,
las maquinas de vectores de soporte (Support Vector Machines, SVMs).
La principal desventaja de este método es su alto coste computacional
para conjuntos de muestras grandes.

También existen redes profundas (deep networks) que realizan una
transformacién del espacio de datos que mejora el desempefio obteni-
do en el espacio original. Entre otras, destacan los autocodificadores
apilados de eliminacién de ruido (Stacked Denoising Auto-Encoders,
SDAE) (Vincent et al., 2010), una técnica usada muy a menudo debido
a su alta capacidad de representacién; las redes generativas adver-
sarias (Generative Adversarial Nets, GAN) (Goodfellow et al., 2014),
y mds concretamente los autocodificadores adversarios (Adversarial
Auto-Encoders, AAE) (Makhzani et al., 2015); y los autocodificadores va-
riacionales (Variational Auto-Encoders, VAE) (Doersch, 2016), en los que
el espacio intermedio puede ser usado para aplicar un discriminante
lineal.









Redes de Funciones de Base
Radial (RBEN)

En este capitulo, el espacio original de los datos de entrada x € R” del
problema de clasificacion se transforma en un espacio de caracteristi-
cas de dimensién superior a través de la funcién de transformacion
¢ : R" — R™, tal que la frontera de decision lineal Hy(w,wp) =
{p(x) €R™ | wl¢p(x)+wo =0} en el espacio proyectado de caracteris-
ticas R™ corresponde a la frontera de decisioén no lineal en el espacio
de datos original Hy (W, wp) ={x€R" | wl¢(x)+wo=0}.

Es bien sabido que una proyeccién no lineal apropiada en un es-
pacio de caracteristicas intermedio incrementa la separabilidad lineal
de las clases, permitiendo el uso de un discriminante lineal (Vapnik,
1995; Huang et al., 2006). Una red alimentada hacia adelante de
una sola capa oculta (Single-hidden Layer Feedforward Neural Network,
SLFN) (Huang et al., 2006; Widrow et al., 2013; Martinez-Garcia y
Sancho-Gémez, 2018) es una arquitectura de red neuronal basada
en esta idea para construir un discriminante no lineal, en el que los
datos de entrada se proyectan por medio de la capa oculta y son
clasificados mediante el discriminante lineal de la capa de salida. Por
lo tanto, el comportamiento no lineal es proporcionado por la capa
oculta a través de los distintos tipos de ntcleos. Esta red transforma
las N muestras de entrada en R"” en N muestras en R™, siendo m
el niimero de nodos ocultos. El niimero de clases determina la di-
mension de la capa de salida, que es, a su vez, el nimero de nodos
de salida o discriminantes lineales. Sin embargo, adviértase que en
problemas de clasificacién binaria la salida es unidimensional y, por
tanto, sélo se necesita un discriminante lineal en la capa de salida.

A partir de un discriminante lineal particular, es posible construir
un clasificador no lineal usando una arquitectura SLEN. Para ello,
se requiere el entrenamiento de los pesos de la capa oculta (la parte
no lineal) y los de la capa de salida (la parte lineal). Mientras que
los MLP y las SVM emplean algoritmos de entrenamiento para toda
la estructura —con un buen rendimiento pero con el problema del

Proyeccién no lineal

SLFN

Entrenamiento
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atascamiento en minimos locales en el caso del entrenamiento por
descenso de gradiente (retropropagacién o Back-propagation)— otros
SLFNSs permiten un entrenamiento independiente de cada capa (Hay-
kin, 2009; Duda et al., 2000) con un entrenamiento no supervisado,
i.e., sin tener en cuenta los targets, de la capa oculta y supervisado
de la capa de salida. El entrenamiento no supervisado mas comun
de los pesos de la capa oculta es su ajuste aleatorio al inicio, como
ocurre en ELM (Extreme Learning Machine) (Huang et al., 2006) y en
el algoritmo No-Propagation (Widrow et al., 2013; Martinez-Garcia y
Sancho-Gémez, 2018), que incrementa la velocidad de entrenamien-
to aunque necesita a veces una capa oculta de mayor tamario. Las
técnicas de cuantificacion vectorial (vector quantization) para transfor-
maciones Gaussianas presentan un entrenamiento no supervisado
maés preciso, como se verd més adelante. Una vez entrenada la capa
oculta, el discriminante lineal de la capa de salida se puede entrenar a
través de la pseudoinversa, e.g., ELM; con un algoritmo de gradiente,
e.g., los minimos cuadrados (LMS) de No-Propagation, menos sensible
al ruido que la pseudoinversa (Martinez-Garcia y Sancho-Gémez,
2018); 0 un algoritmo paramétrico, e.g., los discriminantes DTC.

Para realizar el mapeado al espacio de caracteristicas, existen méto-
dos basados en la memoria en los que las muestras de entrenamiento,
o un subconjunto de ellas, se usan para predecir en la fase de test
(Bishop, 2006). Consisten en combinaciones lineales de una funcién
de kernel que incluye una medida de similitud de dos muestras en el
espacio de entrada. Este método es rdpido en el entrenamiento pero
lento en test. Para las funciones de mapeo no lineal ¢(x), el ntcleo
estd dado por

k(x,x') = p(x)Tp(x), (3.1)

siendo x y x" dos muestras en el espacio de entrada.

Una condicién necesaria y suficiente para que una funcién x(x, x’)
sea un kernel vélido es que la matriz de Gram sea positiva definida.
La matriz de Gram es una matriz simétrica Ly, n] definida como

L=, (3.2)

donde ® es la matriz de disefio cuya fila i-ésima viene dada por
p(xNT,i=1,2,...,N.

Obsérvese que la formulacién de kernel trata con matrices cuadra-
das inversas N-dimensionales, mientras que el espacio inicial trata
con matrices cuadradas inversas m-dimensionales, donde el nimero
de muestras N es generalmente mucho mayor que la dimensién de
las muestras m. Por lo tanto, la desventaja de la formulacién de ker-
nel es el aumento en el coste computacional, pero tiene la ventaja de
trabajar directamente en términos de kernels y no con la formulacién
explicita del vector de caracteristicas ¢(x), lo que permite utilizar
espacios caracteristicos de alta, incluso infinita, dimensionalidad.

No supervisado (capa oculta no
lineal)

¢ Pesos aleatorios

¢ Cuantificacién vectorial

Supervisado (capa de salida li-
neal)

¢ Pseudoinversa
¢ Descenso por gradiente

* Meétodos paramétricos

KERNELS

Alto coste computacional
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Cualquier algoritmo que pueda expresarse con un producto in-
terno en el espacio de caracteristicas también puede expresarse con
un kernel, lo que se denomina truco del kernel o sustitucién del
kernel.

Existen muchos tipos posibles de kernels, algunos de las cuales se
describen a continuacién con sus pardmetros

Lineal , (3.3a)
Polinomial (a,b,r) , (3-3b)

/ I — x']|? ,
k(x,x") = exp T Gaussiano (o) , (3-3¢)

k(x,x') = tanh(ax"x' + b) (3.3d)

Las funciones de kernel que dependen de la distancia, tipicamente

Sigmoidal (a,b) .

euclidea, entre las muestras de entrada x(x, x') =« (||x — x’||) se cono-
cen como funciones de base radial, y mds concretamente, funciones
de base radial Gaussianas si el kernel es Gaussiano (3.3c). Téngase en
cuenta que el coeficiente de normalizacién se omite debido a que no
es una densidad de probabilidad. De aqui en adelante, las funciones
de base radial seran consideradas Gaussianas.

Originalmente, las funciones de base radial se utilizaron para
la interpolacién exacta: dado un conjunto de muestras de entrada
{xM,x®@), ..., x(N)} el objetivo es encontrar una funcién suave g(x)
que sea una combinacién lineal o superposicién de funciones de base
radial centradas en cada muestra

N x — xD2
g(x) =} wi exp —% , (3-4)
i=1

que se ajuste exactamente a cada valor objetivo de clase (target). Los
pesos w; se ajustan por minimos cuadrados (LMS). Sin embargo, los
targets generalmente son ruidosos y la interpolacién exacta no es
deseable porque produce una solucién sobreajustada (over-fitting).
Ademés, para grandes conjuntos de datos, es muy costoso de evaluar.
Una modificacién consiste en reducir el nimero de funciones
de base para proporcionar una funcién de interpolacién suave, no
exacta, en la que el namero de funciones de base esté relacionado
con la complejidad del problema. Ahora, los centros de las funciones
de base ya no son las muestras, sino centroides representativos de
las muestras; y el ancho de las funciones de base ¢ se convierte en
diferente y entrenable para cada funcién de base. También es posible
agregar un parametro de sesgo para compensar la diferencia con los
targets e incluirlo en la suma mediante una funcién de sesgo adicional
¢o=1. Asi, las funciones de base radiales Gaussianas resultantes son

=gl

, (3-5)
2(7,%

Pr(x) = exp

siendo ;. los centros de las funciones de base, k=1,2,...,m, con m el

Transformacién del kernel

FUNCIONES DE BASE RADIAL

Interpolacién no exacta
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numero de las funciones de base Gaussianas. Téngase en cuenta que
la ecuacién es valida para cualquier matriz de covarianza arbitraria.

Como el perceptrén multicapa, las redes de funciones de base
radial son aproximadores universales (Bishop, 1995). Incluso con
restricciones leves en la forma de los ntcleos, la propiedad de apro-
ximacién universal sigue siendo valida. Las redes de funciones de
base radial también presentan la propiedad de ser la “mejor aproxi-
macién”, consistente en la existencia de una funcién, de entre todas
las funciones posibles con pardmetros ajustables, que proporciona el
minimo error de aproximacién para cualquier funcién dada.

El entrenamiento de las redes de funciones de base radial puede
ser mds rapido que el entrenamiento de los perceptrones multicapa,
ya que es posible aplicar un procedimiento de entrenamiento de
dos etapas, como se ha comentado. En el perceptrén multicapa, los
pardmetros entrenables generalmente se ajustan al mismo tiempo en
un procedimiento de optimizacién global que utiliza entrenamiento
supervisado. Por el contrario, en las funciones de base radial, en
la primera etapa, los pardmetros de las funciones de base, i.e., su
posicion u y su amplitud o en el caso de las funciones Gaussianas, se
ajustan con métodos no supervisados, considerando sé6lo las muestras
de entrada, lo que los convierte en métodos rapidos. Por lo tanto, los
centros de las funciones base p pueden considerarse como prototipos
de las muestras de entrada. En la segunda etapa del entrenamiento,
los pesos de la capa de salida se ajustan resolviendo un problema
lineal que minimiza una funcién de error, lo que también es rapido.
Eso permite el uso de una gran cantidad de datos de entrenamiento
no etiquetados para el célculo de los pardmetros de las funciones de
base y una pequena cantidad para el entrenamiento etiquetado de
los pesos de salida, manteniendo alta la cantidad de muestras por
nimero de pardmetros para cada etapa de entrenamiento.

3.1 RBF-DTC

Se trata de un discriminante DTC no lineal formado por una red RBF
Gaussiana (3.3c), que aprovecha la ventaja del pre-disefio separado de
la capa oculta, con un discriminante lineal DTC en la capa de salida.
Es necesaria una seleccién efectiva de los centroides, el parametro que
sitda a las Gaussianas en el espacio de entrada, para proporcionar
a la entrada del discriminante lineal posterior una representacién
apropiada con una alta capacidad expresiva de la distribucién de los
datos. De esta forma, la capa oculta es pre-entrenada usando técnicas
de cuantificacién vectorial como el Aprendizaje Competitivo Sensible
a la Frecuencia (Frequency Sensitive Competitive Learning, FSCL), (Ahalt
et al., 1990), descrito en el Apéndice C. Por tdltimo, el discriminante
lineal DTC de la capa de salida es entrenado como un discriminante
lineal auténomo. El discriminante no lineal construido de esta forma

Aproximador universal

Entrenamiento veloz. Dos etapas



REDES DE FUNCIONES DE BASE RADIAL (RBFN) 63

preserva las propiedades del discriminante lineal del que es origen.

CAPA DE CAPA CAPA DE
ENTRADA OCULTA SALIDA
m nodos RBF

n entradas
f nodos DTC

( X1
X2 —>e 01
X3
X < Xy . o
Xs
——e 05

La arquitectura de esta red RBFE-DTC se muestra en la Figu-
ra 3.1, en la que los patrones de entrada n-dimensionales, x0) =
{xgi), xg), .. ,x,(,i)} 6 X|Nxy en forma matricial, i=1,2,..., N, siendo
N el nimero de muestras, se transforman en N patrones ocultos m-
dimensionales por medio de m funciones Gaussianas centradas en sus
centroides. Cada centroide ¢) = {cgk),cgk),...,c,gk)}, k=1,2,...,m,
denota la posicién del k-ésimo nodo Gaussiano en el espacio de
entrada, con 141 parametros a ajustar: Los n parametros de <® yla
desviacion estandar. El uso de nodos Gaussianos con simetria radial
proporciona la mejor opcién en términos de compromiso entre el
coste computacional y la precision de clasificacién (Haykin, 2009).
Usando esta aproximacién, la salida del nodo Gaussiano k-ésimo
para la muestra de entrada i-ésima, H|y ;| en forma matricial, es
dada por

) _ )2
B il il ) (.6

1
hix = oV 21 exp( 207
coni=12,...,N,y k=1,2,...,m. En un problema multiclase, la
componente j-ésima de la salida de la red para la muestra de entrada
i-6sima, Oy ] en forma matricial, es dada por la combinaci6n lineal
de las salidas de la capa oculta y los pesos del discriminante lineal
DTC, como sigue, incluyendo la regla de clasificacién.

0; = (W) Th® 4 @) % 0, (3-7)
2
con j=1,2,...,1, siendo 71 la dimensi6én de la capa de salida. Adviér-
tase que 71=1 en clasificacién binaria, el caso considerado aqui.

Se pueden obtener otros discriminantes no lineales aplicando
otros discriminantes lineales a la salida de la RBEF, produciendo asi
las versiones DTC no lineales de los discriminantes DTC lineales
vistos en el capitulo anterior.

Figura 3.1: Arquitectura del dis-
criminante RBF-DTC no lineal:
patrones de entrada x, nodos
RBF en la capa oculta, nodos
DTC en la capa de salida y pa-
trones de salida o.
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Experimentos

En este capitulo se analiza el rendimiento de diferentes discriminan-
tes lineales y no lineales en varios conjuntos de datos. Estos conjuntos
de datos estan compuestos por datos sintéticos con distribuciones
conocidas y datos reales con distribuciones conocidas y desconocidas.

Para determinar qué algoritmo es mejor, se consideran la precision
en el conjunto de test (Test Set Accuracy, TSA) y el coste computacio-
nal, en términos de velocidad de entrenamiento, y los requisitos de
memoria.

Los promedios de las precisiones de test obtenidas en las repeti-
ciones de la medicién de cada algoritmo se comparan siguiendo el
test de hip6tesis de Newman-Keuls con un nivel de confianza del
95 %, ver Apéndice D, para muestras dependientes (Pagano, 2010),
i.e., se usan las mismas particiones aleatorias de los conjuntos de
entrenamiento y test para evaluar cada algoritmo.

Todos los algoritmos han sido escritos y ejecutados en Matlab por
los autores sin ninguna rutina ni libreria externa. Existe también una
version disponible en Python.

4.1 Conjuntos de datos

Excepto los conjuntos de datos sintéticos, usados para el andlisis de
las probabilidades a priori en los discriminantes lineales, el resto son
conjuntos de datos reales de referencia procedentes de bases de datos
bien conocidas.

Las principales caracteristicas de los conjuntos de datos se mues-
tran en la Tabla 4.1, que incluye el ntiimero de muestras después
de eliminar las incompletas (missing samples) y el nimero de esas
muestras incompletas. Las caracteristicas se escalan en el intervalo
[—1,1], y los valores binarios de las clases (target valuess) son {1, —1}.

Los conjuntos de datos usados proceden de la base de datos UCI
(Lichman, 2013) (Breast cancer, Ionosphere, Heart disease, Vote, Sonar,
Liver disorders, Skin segmentation), la base de datos LIBSVM (Chang
y Lin, 2011) (SVM guide 1, Cod RNA), la base de datos de Two norm

Test de hipotesis

Bases de datos
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N Ny N, Missing n

Two norm 7400 3703 3697 No 20
Breast cancer 683 444 239 No 10
Ionosphere 351 126 225 No 33
Heart disease 143 41 102 127 13
Vote 232 108 124 203 16
Sonar 208 111 97 No 60
Liver disorders 345 145 200 No 6
Skin segmentation 245057 50859 194198 No 3
SVM guide 1 7089 4000 3089 No 4
Cod RNA 331152 110384 220768 No 8
MNIST (0-1) 14780 6903 7877 No 400
MNIST (7-8) 14118 7293 6825 No 400
MNIST (4-5) 13137 6824 6313 No 400

(Breiman, 1996) y la base de datos MNIST (LeCun et al., 1998). Puesto
que los discriminantes comparados son clasificadores binarios, el
problema MNIST se aborda a través de comparaciones de digitos
pareados. Se han seleccionado los pares (0-1), (7-8) y (5-8) porque se
consideran de dificultad baja, media y alta, respectivamente.

Para la discusién de resultados, los siguientes conjuntos de datos
se consideran conjuntos de datos con gran cantidad de muestras: Skin
segmentation, SVM Guide 1, Cod RNA y MNIST. Los tres primeros
se consideran también conjuntos de datos con una alta proporcién
de muestras por dimensioén.

Cada conjunto de datos se parte en un conjunto de entrenamiento
(70 %) y otro de test (30 %). Se realizan 100 ejecuciones de los algo-
ritmos en cada conjunto de entrenamiento, aleatorizando en cada
uno el orden de las muestras. Se usa la misma particién aleatoria del
conjunto de datos en cada comparacién entre los algoritmos, lo que
se conoce como situacién de muestras dependientes (Pagano, 2010).

4.2 Discriminantes lineales

4.2.1  Algoritmos a comparar
Los discriminantes lineales usados en la comparacién son:

¢ la formulacién DTC de discriminantes lineales cldsicos: MPDH-
DTC, la solucién directa del problema minimax MPDH, alternativa
al MPM iterativo; Fisher-DTC, que afiade un término indepen-
diente a la direccién proporcionada por el criterio de Fisher; y
Scatter-DTC, basado en la dispersion (scatter) de las clases.

* un nuevo discriminante lineal DTC, llamado Quasi-Bayes-DTC,
con una precisién muy cercana al 6ptimo de Bayes pero con menor
coste computacional.

¢ la solucién MPM lineal al problema minimax MPDH (Lanckriet
et al., 2002).

¢ el discriminante lineal de Bayes disefiado de acuerdo al método
tedrico (Theoretical Method, TM) (Fukunaga, 1990).

Tabla 4.1: Conjuntos de datos.
N/N;/N,: Total/C;/C, ntiime-
ros de las muestras después de
eliminar las muestras incomple-
tas (missing samples); Missing: nu-
mero de las muestras incomple-
tas eliminadas; 7: nimero de ca-
racteristicas.

Skin segmentation |

SVM Guide 1 o TN
Cod RNA

MNIST

Particiones entrenamiento y test



4.2.2  Comportamiento a priori

Se analiza el rendimiento de los discriminantes lineales en un barrido
de la probabilidad a priori P; de la clase C; en dos distribuciones
sintéticas, uniforme y Gaussiana.

TSA (%)

(a) (b)
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Figura 4.1: Comportamiento a
priori de los discriminantes linea-
les y el 6ptimo de Bayes con dis-
tribuciones uniformes artificia-
les. (a) Distribuciones, discrimi-
nantes y curva de puntos DTC.
(b) Precisién de clasificacion (%)
vs. probabilidad a priori Py de la
clase C].
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La Figura 4.1 muestra la clasificacién binaria de dos distribuciones
uniformes sintéticas bidimensionales. A la izquierda, las distribucio-
nes y las elipses de sus matrices de covarianza, los discriminantes
lineales, la curva de puntos DTC, i.e., la curva de todos los posibles

Figura 4.2: Comportamiento a
priori de los discriminantes li-
neales y el 6ptimo de Bayes
con distribuciones Gaussianas n-
dimensionales artificiales. Preci-
sién de clasficacién (%) vs. pro-
babilidad a priori Py de la clase
Cy, para valores de 1 iguales a 5,
10, 20y 50.
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puntos tangentes entre dos elipses centradas en las medias, y la
frontera cuadratica 6ptima de Bayes, como referencia. Los resultados
de precision de clasificacion en funcién de la probabilidad a priori Py
de la clase C; se muestran a la derecha.

Los resultados de varias distribuciones gaussianas sintéticas n-
dimensionales se muestran en la Figura 4.2, donde el rendimiento
de los discriminantes se expresa en términos de la precisién de
clasificacion promediada para 100 ejecuciones.

En cada ejecucion, los vectores de media y las matrices de cova-
rianza se generan aleatoriamente de manera uniforme. Las medias
m;, j=1,2, estdn en el intervalo [—1,1]. Para generar las matrices
de covarianza Z]-, primero, se crea una matriz aleatoria C elemen-
to a elemento en [—2,2]; segundo, la transformacién para obtener
una matriz de covarianza definida positiva es £ = C-CT, donde T
significa matriz transpuesta.

En ambas distribuciones uniformes y Gaussianas, los discriminan-
tes s6lo dependen de las medias y matrices de covarianza, mientras
que los valores de precisién de clasificacién se calculan generando
10° muestras de cada clase.

En ambas distribuciones, Bayes lineal, seguido de cerca por Quasi-
Bayes-DTC, proporcionan mayor precisién que el resto de los discri-
minantes lineales. Por otra parte, MPDH-DTC y MPM producen re-
sultados muy similares, ambos exhiben un comportamiento minimax
en el sentido de independencia de las probabilidades a priori. Aunque
Fisher parece graficamente similar a los discriminantes MPDH-DTC
y MPM, su comportamiento no es independiente de las probabi-
lidades a priori, i.e., no es minimax, los resultados aparentemente
planos proceden del promedio de las ejecuciones individuales de las
simulaciones.

En muchos casos, la informacién relevante sobre el problema,
como la distribuciones de las clases o las probabilidades a priori, es
desconocida. Por tanto, la informacién obtenida exclusivamente de
los datos puede ser errénea y los resultados pobres. Por esta razén,
las soluciones minimax se emplean para minimizar el maximo riesgo
posible; en otras palabras, son métodos cuya peor solucién (debido a
la informacién desconocida) es la mejor posible.

4.2.3 Problemas de referencia

Precision de test (TSA). La tabla 4.2 muestra los resultados de pre-
cisién para algunos conjuntos de referencia de datos reales. Los
mejores resultados globales aparecen en negrita, mientras que los
mejores resultados dentro de las familias se muestran en cursiva, i.e.,
la familia Bayesiana (comparando el discriminante lineal de Bayes
con Quasi-Bayes-DTC) y la familia minimax (comparando MPM con
MPDH-DTC); en ambos casos siguiendo el ya comentado test de
hipétesis para las medias. De acuerdo con esto, Quasi-Bayes-DTC

Conjuntos de datos sintéticos

Bayes Lineal mejor precision, se-
guido de cerca por Quasi-Bayes-
DTC

Quasi-Bayes mejor precisién



EXPERIMENTOS 71

produce el mejor resultado global en méas casos: Skin segmentation,
SVM-guide-1, Cod-RNA y MNIST (o0-1), empatando con el discrimi-
nante lineal de Bayes en dos de ellos y MPDH-DTC en uno. También
se puede observar que el algoritmo MPM es el mejor para Sonar.
Bayes lineal, MPM y MPDH-DTC producen el mejor resultado para
MNIST (7-8). En general, no es posible establecer un ganador en los
casos en los que el nimero de muestras por dimensién es pequefio,
debido a que se producen resultados con una alta dispersién y baja

fiabilidad.
Bayesiana Minimax
Bayes-Lineal ~ Quasi-Bayes-DTC MPM MPDH-DTC Fisher-DTC  Scatter-DTC
Two norm 97.8+03 97.8+0.3 978403  978+03 97.8+03 97.8+03
Breast cancer 97.0+0.9 95.0+1.3 973409 972409 96.3+1.4 972409
Tonosphere 84.8+3.3 79.9+3.9 848+29 816433 79.0 3.6 80.9 £33
Heart disease 834453 831452 812451  80.7+5.1 80.9+5.1 829+5.0
Vote 96.0 £ 1.6 96.0 + 1.6 96.0+16  960+16 96.1+1.7 96.1+1.8
Sonar 733+ 5.8 719455 771452  73.6+58 735+59 732457
Liver disorders 62.9+ 4.6 60.0+5.3 609+47  62.9+41 63.1+39 633439
Skin segmentation 933 +0.1 93.6+0.1 934401  935+0.1 91.8+0.1 88.3+0.1
SVM guide 1 947404 947 4+ 0.4 935+04 942404 86.0+0.7 849 +0.7
Cod RNA 951+ 0.0 951+ 0.0 944400  945+0.1 94.140.1 95.040.1
MNIST (0-1) 99.2+02 99.6 4+ 0.1 993401  99.6+0.1 99.2+02 99.3+02
MNIST (7-8) 98.240.2 98.0 0.2 981402 981402 97.9+02 98.0 0.2
MNIST (5-8) 95.0+0.3 943 + 0.4 952+03 951403 95.0+0.3 95.0+0.3
Tabla 4.2: Discriminantes linea-
. . L les. Promedio de la precisién de
Otro asunto importante es la calidad de la caracterizacién de las test (TSA) con desviacién estan-
distribuciones de las clases por sus dos primeros momentos. Por dar, en tanto por ciento.

ejemplo, en el problema Liver disorders, las distribuciones de las
clases no estan bien caracterizadas por sus dos primeros momentos,
debido a que el tercer momento (skewness) y el cuarto (kurtosis) son
elevados. Esa es la razén por la que Quasi-Bayes-DTC no obtiene un
buen resultado en este problema.

Con respecto a los discriminantes minimax, MPDH-DTC supera a MPDH-DTC mejor precisién mi-
MPM en cinco casos (Liver disorders, Skin segmentation, SVM-guide- nimax
1, Cod-RNA y MNIST (0-1)) y empata en MNIST (7-8); MPM es mejor
que MPDH-DTC en Ionosphere y Sonar, y no hay ninguna conclusion
para los otros cuatro conjuntos de datos, donde los resultados estan
muy préximos. Para el caso especial del conjunto de datos MNIST,
MPDH-DTC es el método que proporciona més resultados ganadores.
Adviértase que el mejor rendimiento de MPDH-DTC se obtiene en
los casos en los que el niimero de muestras por dimensién es alta; en
estos casos, el problema estd bien definido por los datos y un método
directo como MPDH-DTC proporciona resultados més precisos que
un método de optimizacién iterativo.

Al ser Quasi-Bayes el mejor algoritmo en rendimiento, se deduce
que también es el mejor dentro de la familia Bayesiana.
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Bayes-Lineal  Todos DTCs ~ MPM

Two norm 20 8 3
Breast cancer 8 2 1
ITonosphere 40 9 3
Heart disease 10 2 2
Vote 10 3 2
Sonar 100 30 10
Liver disorders 8 2 1
Skin segmentation 40 20 20
SVM guide 1 6 2 3
Cod RNA 120 60 60
MNIST 500 240 105

Tiempo de entrenamiento. La Tabla 4.3 muestra los tiempos de en-
trenamiento en un procesador de 2.67 GHz basado en x64 sin pa-
ralelizacién. La experiencia muestra que MPM necesita un ntimero
bajo de iteraciones para converger, presentando la mejor velocidad
de entrenamiento. El discriminante lineal de Bayes es el algoritmo
mas lento en entrenamiento debido a la busqueda del pardmetro s
6ptimo (1.5). Por otro lado, los costes computacionales en test son
similares para todos los discriminantes lineales.

4.2.4 Discusion

Como conclusién general, se puede establecer que, en el caso de
que las distribuciones estén bien representadas por sus dos primeros
momentos y la relacién entre el nimero de muestras y su dimensién
sea alta, Quasi-Bayes-DTC es el mejor discriminante, incluso es pre-
ferible al discriminante lineal de Bayes debido a su alto rendimiento
y menor coste computacional.

En el caso de necesitar una soluciéon minimax, MPDH-DTC es
mejor que MPM en las mismas circunstancias que antes, aunque con
un coste ligeramente superior.

4.3 Discriminantes no lineales

4.3.1 Algoritmos a comparar

Los discriminantes no lineales utilizados en la comparacién son:

* RBFN Gaussiana con los siguientes discriminantes lineales a la
salida:

- la formulacién DTC de discriminantes lineales cldsicos: MPDH-
DTC, Fisher-DTC y Scatter-DTC.

- un nuevo discriminante lineal DTC, Quasi-Bayes-DTC.

- la solucién MPM lineal al problema minimax MPDH.

- el discriminante lineal Bayesiano disefiado segtin el método
tedrico (TM).

Tabla 4.3: Discriminantes linea-
les. Promedio del tiempo de en-
trenamiento en milisegundos.

MPM mejor tiempo de entrena-
miento

Conclusién: Quasi-Bayes gana-
dor, MPDH-DTC mejor minimax
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¢ Gaussian-Kernel-MPM (Lanckriet et al., 2002), que proporciona
una solucién no lineal al problema MPDH y sirve de comparacién
minimax con RBF-MPM y RBF-MPDH-DTC debido a la similitud
del kernel Gaussiano con los nodos RBF Gaussianos.

Primero se hace una comparacién entre todos los discriminantes
no lineales y luego se presenta una comparacién particular en la
familia Bayesiana y la familia minimax, prestando especial atencién
a RBF-MPDH-DTC y su alternativa, Gaussian-Kernel-MPM.

4.3.2  Problemas de referencia

5 £ 3 & o &
& & & & 3 &
w 5 ¢ ) 9 ;
¢ & ol > & § £
4‘0“’% o‘? f @Q 5\ <'8§ %§
& & © & 5 5 &~

Breast cancer 60 £+ 14 34+12 102 214+17 27 +14 42 4+20 48 +26
ITonosphere 52+15 66 +9 8§+1 70 £10 70£13 56 +17 60+ 17
Heart disease 15+9 7+3 441 18+17 35+13 16+6 15+6
Vote 54+ 16 32+10 4+1 47 +11 5247 60+8 54415
Liver disorders 46 +16 6+7 13+1 44 +18 46 +12 46 +16 50 +21
Skin segmentat. 30+4 25+5 11+1 76 £4 76 £4 31+2 30+2
SVM guide 1 70+ 8 3+0 14+0 76 £5 76 £6 67 +7 63+5
Cod RNA 64 +20 10+£0 13+1 13£2 34+14 70+ 6 42424

Tabla 4.4: Discriminantes no li-
neales. Parametros de los algo-

Pardmetros. El nimero de ntcleos RBF (explorados entre 5y 100) y ritmos. El nimero promedio de

la desviacion estandar (explorada entre 1 y 15) en Gaussian-Kernel- nodos ocultos (m) en los algorit-
MPM se seleccionan en cada ejecucion a través de validacion cruzada 3105 RBF Ydl.a ‘?eiViaCiG(m estan-

ar promedio (0) en Laussian-
10-Fold. Los valores resultantes se muestran en la Tabla 4.4. La des- Kernel-MPM.

viacién estdndar de cada centroide RBF se calcula heuristicamente
como cuatro veces la media de las distancias euclideas entre el cen-
troide y sus muestras mds cercanas. El entrenamiento FSCL para
situar los centroides RBF incluye 100 épocas y una caida exponencial
del parametro de aprendizaje, ver Apéndice C.

Precision de test (ISA). Para determinar qué algoritmo es mejor, los
promedios de precisién de test se comparan en la Tabla 4.5. Los
mejores resultados globales aparecen en negrita, mientras que los
mejores resultados dentro de las familias minimax y Bayesiana se
muestran en cursiva; siguiendo el test de hipétesis Newman-Keuls
ya comentado.

Excluyendo RBF-MPM, el peor algoritmo, los resultados son si- RBF-Bayes-Lineal y RBF-MPDH-
milares, especialmente para los primeros conjuntos de datos, los DTC mejor precisién
problemas con un pequefio niimero de muestras por dimensién. Sin
embargo, en los tltimos tres conjuntos de datos, en los que el niime-
ro de muestras por dimensién es alto, hay una ventaja de precision
pequeia pero clara al elegir RBF-Bayes-Lineal y RBF-MPDH-DTC.
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Bayesiana Minimax
¥ $ 3 & o %
g
§ $ & & § &
2 2 ¢ J Q ;
4 & > § & &
& & g § § & 9:5’
& § § § § § §
< < O < < & <
Breast cancer 98.5+0.6 98.540.7 98.7£0.6 97.940.9 98.8+04 99.1£0.5 99.04+0.5
Ionosphere 97.1£12 97.3+£13 85.3+2.2 63.9+26 975+ 1.1 97.0+1.2 97.0+1.3
Heart disease 86.5+4.3 82.6+47 87.7+3.6 80.5+6.4 84.9+3.8 85.6 +4.4 86.9 +3.5
Vote 933+1.3 933+ 1.1 93.3+1.0 85.842.5 922416 934+1.1 933+ 1.1
Liver disorders 68.6+3.6 613 +10.6 64.5+£2.9 527429 66.5 +3.4 66.1+3.1 66.7 £4.3
Skin segmentation 99.6 £ 0.1 97.0£0.6 99.8 £ 0.0 95.540.8 994+0.1 96.4+8.9 973404
SVM guide 1 96.6 + 0.2 89.9+£0.2 81.6+0.8 91.0+0.2 96.4+0.2 96.8 +0.1 96.6 +0.2
Cod RNA 87.7+0.3 88.0+0.2 86.6+0.3 80.84+0.4 87.5+0.3 87.2+0.4 87.8+0.4

Tabla 4.5: Discriminantes no li-
neales. Promedio de la precision
Considerando los resultados minimax, la precision de RBF-MPDH- de test (TSA) con desviacién es-

DTC es ligeramente mejor que la de Gaussian-Kernel-MPM. Los tandar, en tanto por ciento.
malos resultados de RBE-MPM se deben al hecho de que la proyec-
cién de las muestras por la capa oculta aumenta la dispersion, lo que
deteriora la estimacién de las matrices de covarianza, de las que los
pardmetros internos de MPM son muy dependientes, acumulando
errores en cada iteracién.
Al presentar RBF-Bayes-Lineal uno de los mejores rendimientos
globales, se deduce que también es el mejor dentro de la familia

Bayesiana.

Tiempo de entrenamiento. Todas las simulaciones se ejecutaron en un
nodo de un claster computacional con CPU de 2.1GHz y 64GB de
memoria RAM por nodo.

5 §
& & g & Y] &
& o5 & Q & Q
¥ 3 9 RS 2 g
¢ g g S 3 § $
45"A 4 ,é‘? $ $ "gc o
& B2 € & ¥ & <
Two norm 1331 1364 7639 7572 1262 1745 1346
Breast cancer 23 24 5 631 33 26 25
ITonosphere 25 26 3 542 23 19 18
Heart disease 5 5 2 127 5 5 5
Vote 18 15 5 460 18 18 17
Sonar 7 8 3 327 14 11 12
Liver disorders 9 10 1 326 12 12 11
Skin segment. 755 625 12819 226029 754 642 713
SVM guide 1 1629 1019 7070 6721 1259 1295 1309
Cod RNA 1825 1606 20003 318353 1772 1974 2007

Tabla 4.6: Discriminantes no li-
neales. Promedio del tiempo de

Los resultados se muestran en la Tabla 4.6. Adviértase del aumento . .
entrenamiento en milisegundos.

dramatico del tiempo de entrenamiento en el algoritmo Gaussian-
Kernel-MPM cuando el ntimero de muestras es alto. Los malos
resultados de RBF-MPM se deben a una convergencia deficiente y al Gaussian-Kernel-MPM el peor

consiguiente incremento de iteraciones. con alto nimero de muestras



Memoria. Mientras que RBE-MPDH-DTC tiene que lidiar con ma-
trices cuadradas m-dimensionales, Gaussian-Kernel-MPM trata con
matrices cuadradas N-dimensionales, siendo m el niimero de nodos
ocultos y N la cantidad de muestras. Dado que el ndmero de mues-
tras suele ser mucho mayor que el ndmero de nodos ocultos, un
gran ntimero de muestras dard lugar a altas necesidades memoria
en Gaussian-Kernel-MPM. Se ha demostrado empiricamente que,
para mas de 5x10* muestras, Gaussian-Kernel-MPM requiere una
memoria RAM muy grande, excediendo los limites de la maquina
arriba descrita.

4.3.3 Discusion

En general, y mds concretamente en problemas que estdn bien repre-
sentados por sus dos primeros momentos y en los que la proporciéon
de nimero de muestras por dimensién es alta, RBF-Bayes-Lineal y
MPDH-DTC presentan los mejores resultados de rendimiento, bas-
tante iguales entre ellos y la mejor opcién dentro de sus familias. Por
otro lado, RBF-MPM muestra un tiempo de entrenamiento similar
con el peor rendimiento de todos, mientras que Gaussian-Kernel-
MPM presenta un rendimiento similar, ligeramente peor, pero con el
peor tiempo de entrenamiento.

4.4 Coste computacional

Los costes computacionales se muestran en la Tabla 4.7.
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Lineal No lineal
MPM Todos DTCs Bayes Gaussian-Kernel-MPM ~ RBF-MPM  RBF-Todos DTCs  RBF-Bayes-Lineal
o) o) o) O(N?) O(m?) O(m?) o(m?)

Discriminantes lineales. En los discriminantes lineales, aunque el
coste computacional de DTC parece ser ligeramente mayor que el
coste de MPM, es necesario considerar que el valor de MPM no
incluye el coste requerido para determinar los valores éptimos de
algunos parametros internos del algoritmo, como el pardmetro de
regularizacién de la matriz hessiana y el pardmetro de tolerancia
de detencién del entrenamiento, que establece que la suma de dos
variables, By y 1k, debe ser lo suficientemente pequeria (Lanckriet
et al., 2002). Por lo tanto, es necesario ajustarlos por validaciéon
cruzada. El coste de DTC se calcula considerando el coste de resolver
las raices del polinomio de Clark de grado 2n, O((21)3), y el coste
de invertir matrices cuadradas n-dimensionales, (’)(n3); mientras que
MPM necesita resolver un sistema lineal de matriz cuadrada de orden
n por minimos cuadrados (LMS), con un coste de O(n®) por cada

Tabla 4.7: Coste computacional
de los algoritmos lineales y no
lineales. N: nimero de muestras
de entrenamiento; n: nimero de
caracteristicas; m: namero de no-
dos RBF.

Lineales: coste similar
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iteracion. El coste del algoritmo iterativo para buscar el minimo error
de Bayesiano en el discriminante lineal de Bayes incluye el calculo de
inversas de matrices cuadradas de orden n, tantas como el niimero
de pasos As en los que se divide el intervalo [0, 1] de busqueda de s.

Discriminantes no lineales. En los algoritmos lineales DTC, el prin-
cipal coste es resolver las raices del polinomio de Clark de orden el
namero de caracteristicas de las muestras de entrada al DTC, por
lo que, en el caso no lineal, ese coste depende de m, el niimero de
nodos RBE.

En Bayes, el coste es similar a DTC. Esto se debe a que la carga
computacional de resolver el polinomio de Clark de DTC es practica-
mente la misma que la carga requerida por la busqueda iterativa del
error minimo en el método de Bayes.

En los algoritmos RBF (i.e., todos excepto Gaussian-Kernel-MPM),
también existe el coste asociado al entrenamiento FSCL de los cen-
troides, que no est4 incluido porque es cuadratico respecto al nimero
de caracteristicas, y por lo tanto es menor que el coste polinémico de
DTC de orden ctibico con respecto al ntiimero de nodos RBE.

Por otro lado, Gaussian-Kernel-MPM resuelve un sistema lineal de
matriz cuadrada de orden N por minimos cuadrados (LMS) con un
coste de O(N?). Esa es la razén por la que, en el caso no lineal, si el
nimero de muestras es muy alto, el coste computacional de Gaussian-
Kernel-MPM aumenta dramdaticamente en comparacién con DTC.
Ademads, Gaussian-Kernel-MPM presenta un coste adicional, al igual
que MPM, debido a los pardmetros internos que deben fijarse por
validacién cruzada antes del entrenamiento, es decir, el pardmetro de
regularizacién del Hessiano y el pardmetro de tolerancia de detenciéon
del entrenamiento.

Tedricamente, la red RBF-MPM presenta un coste similar a RBF-
MPDH-DTC ya que sus discriminantes lineales de salida tienen un
coste similar, como se muestra anteriormente. Sin embargo, existe
una diferencia en los resultados de tiempo de entrenamiento debida
a la mala convergencia ya explicada anteriormente.

4.5 Conclusiones

En los algoritmos lineales, es preferible Quasi-Bayes-DTC, especial-
mente en problemas con un gran nimero de muestras por dimension,
incluso mas que el discriminante lineal de Bayes, debido a su alto
rendimiento y menor coste computacional, ya que es una solucién
no iterativa; a menos que se requiera una solucién minimax, en ese
caso se prefiere MPDH-DTC.

Con respecto a los algoritmos no lineales, la solucién Bayesiana
de RBF-Bayes-Lineal y la solucién minimax de RBE-MPDH-DTC
tienen globalmente un rendimiento bastante parecido, con un tiempo

Gaussian-Kernel-MPM el peor
con alto nimero de muestras
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Lineal No lineal
Bayesiana Minimax Bayesiana Minimax
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Coste computacional v/ 4 L4 44 v 4 XXX 4 v

v: buen desempenio. X: mal desempefio.

de entrenamiento ligeramente mejor para RBF-MPDH-DTC, lo que
lo hace preferible porque es minimax también. El mejor algoritmo
minimax es RBF-MPDH-DTC, con mejor tiempo de entrenamiento
que Gaussian-Kernel-MPM y mejor precision que RBF-MPM.

En general, el tiempo de entrenamiento de los algoritmos lineales
es muy bajo pero con la desventaja de una menor precisién, excepto
en problemas que son linealmente separables en su origen.

Considerando todos los aspectos, RBE-MPDH-DTC es la mejor
opcién debido a su alta precisién con un coste computacional compe-
titivo. Ademads, con la ventaja de proporcionar una solucién minimax,
que puede ser ttil en el caso de que las frecuencias de las clases en el
entrenamiento no sean representativas de las probabilidades a priori
reales.

Tabla 4.8: Conclusiones para los
principales algoritmos.
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Acotacion del error de
clasificacion

Se trata de un problema clasico de estadistica consistente en acotar
la probabilidad de que una variable aleatoria pertenezca a un de-
terminado conjunto (el de clasificacion errénea en este caso) dada
la informacién de algunos de sus momentos. Cabe destacar que la
solucién de este problema es la acotacién de la probabilidad, inde-
pendientemente de que exista una distribucién en la que se alcance
esa cota.

El problema se denomina acotacién-(n,k,(}), donde n es la di-
mensién de los datos, k el nimero de momentos conocidos y () el
conjunto donde se acota la probabilidad de que la variable aleatoria
pertenezca a éL

Existen distintas soluciones que ofrecen aproximaciones basadas
en optimizacién semidefinida (Bertsimas y Popescu, 2005) para cal-
cular las cotas segtn los valores de n, k y ()

S6lo consideramos los dos primeros momentos (1, 2, R") para pro-
blemas multidimensionales. Se pueden considerar mas momentos,
k>2, y sus formulaciones correspondientes para acotar la probabi-
lidad de error, pero conforme aumenta la dimensién de los datos
y el nimero de momentos momentos, el calculo es mas dificil. Tal
vez los dos primeros momentos no consigan una acotacién 6ptima
pero es suficiente y es facil extraer conclusiones graficas gracias a los
elipsoides de probabilidad.

En primer lugar definimos la calidad de las cotas encontradas. Se
define la mejor posible o cota superior estricta oy de P(x€S) como

y=supP(x€S), (A.1)
x~TI1
donde IT=(Mj, M,,..., M;)T es una secuencia de k momentos facti-
bles, x=(x1,X3,...,xy)T definida en QO CR" tiene una distribucién
factible en IT, escrito como x ~ I, y, por ultimo, S C (), es un conjunto
semialgebraico, es decir, definido en términos de desigualdades de
polinomios.

33

Figura A.1: Marshall. Acotacién
de la probabilidad de que un vec-
tor aleatorio x pertenezca al con-
junto S dados los dos primeros
momentos. Distancia de Mahala-
nobis d desde el infimo de dis-
tancias hasta la media m,.
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Adviértase que una cota puede ser estricta sin tener que ser alcan-
zable, s6lo es necesario que lo sea asintéticamente.

En segundo lugar, para calcular las cotas se hace uso, en el caso
de una variable, de las desigualdades de Markov (1,1, (}), Chebys-
hev (1,2,Q) y Chernoff, si se conocen el primer momento, los dos
primeros momentos o todos los momentos (la funcién generadora)
de una variable aleatoria, respectivamente. Estas soluciones son facti-
bles pero no necesariamente soluciones éptimas o cotas estrictas del
problema de acotacién (n,k, Q).

Marshall y Olkin (1960) muestran que es posible calcular expli-
citamente las cotas de las probabilidades, dados los dos primeros
momentos (1,2, R"), generalizando la desigualdad de Chebyshev
para un escenario multivariable, la situacién que nos interesa

1
sup P{xeS}=—-, (A.2)
x~(my,Xy) 1442
con
d? = inf (x —my)TZ ! (x —my), (A.3)
xeS

donde x es un vector aleatorio, S es un espacio-mitad convexo, i.e.,
separa el espacio en dos conjuntos convexos, uno de ellos es él mismo.
La distancia de Mahalanobis d es una medicién multidimensional de
cuantas desviaciones estandar dista un punto de la media. Puesto
que se tiene en cuenta la matriz de covarianza de la distribucién,
las distancias de Mahalanobis corresponden a superficies de nivel
elipsoidales, en lugar de las esféricas de las distancias euclideas, en
las que la matriz de covarianza es la identidad. La frontera de S,
debido a que es un conjunto convexo, es tangente a una determinada
superficie de nivel y el punto tangente es el infimo de todas las
distancias de Mahalanobis desde la media a todos los puntos de S.
Adpviértase que el infimo es siempre tnico si existe. La probabilidad
de formar parte de S decrece con la distancia d porque a mayor
distancia de la media a la frontera de S, mas pequefia es la regién S
y menos puntos caen en ella. Por lo tanto, dado una frontera fija, el
supremo de la probabilidad se alcanza con el infimo de las distancias.
La solucién obtenida es valida para todas las distribuciones posibles
de x dados los mismos dos primeros momentos, sin tener que asumir
Gaussianidad. Se muestra un ejemplo de juguete en la Fig. A.1.

En clasificacién binaria, S corresponde a la regién de clasificaciéon
errénea. La cota superior de la probabilidad de clasificacién incorrecta
o probabilidad de error para nuevas muestras, i.e., que caigan en
la regién S, es descrita por (A.2). El objetivo serd minimizar esa
probabilidad de clasificacién incorrecta.

Precision
Distribuciones  Total Cy Cy
Gaussiana 94.79  94.8 94.8
t 95-57 955 957
Uniforme 98.68 98.6 98.7

Tabla A.1: Ejemplo de juguete:
precisién de acierto (%) en dis-
tribuciones, con igual vector de
media y matriz de covarianza
por clase, dada la cota de acierto
& =75%. Numero de muestras
N=10°



Criterio Minimax

Minimax significa maximizar primero y minimizar después o vicever-
sa, minimizar primero y maximizar después (principio de dualidad).

El objetivo de minimax es minimizar el peor caso o méximo riesgo.
En clasificacién consiste en buscar el discriminante que minimice el
maéximo error de cada posible clasificador. De esta forma, hay dos
riesgos a minimizar: el primero, el error de clasificacién producido
por el cambio en las probabilidades a priori respecto al entrenamiento
y, el segundo, el desconocimiento de la distribucién de los datos y
las posibles asunciones acerca de ellas y, como caso especial, de sus
probabilidades a priori.

La Figura B.1 muestra en la curva céncava de trazo continuo la
probabilidad de clasificacién errénea de el discriminante éptimo de
Bayes para cada valor de la probabilidad a priori de la clase Cy. Los
puntos A y B son dos ejemplos de la probabilidad de error 6ptima
de Bayes para dos probabilidades a priori dadas. Una vez que el
clasificador de Bayes es entrenado para una probabilidad a priori
dada, e.g., el punto B, si esa probabilidad a priori cambia, el error de
clasificacién es lineal con el desplazamiento de la probabilidad a priori
y tangente con la curva 6ptima de Bayes en el punto de partida, como
se muestra en la linea de trazo discontinuo y los puntos B~ y B
para dos desplazamientos dados. La solucién minimax corresponde
al punto A, que es el caso peor de la probabilidad de clasificacién
errénea de Bayes, i.e., el mayor error, pero también es el caso peor
minimo, para cualquier desplazamiento de la probabilidad a priori, e.
g., menor que B *. Por lo tanto, la solucién minimax minimiza el caso
peor. Una consecuencia de la solucién minimax es la independencia
de las probabilidades a priori, como muestra la linea horizontal.

Una consecuencia de la independencia de las probabilidades a
priori en la solucién minimax es que la probabilidad de error (o de
acierto) de cada clase es igual. El error total es una ponderacién del
error de cada clase multiplicado por las probabilidades a priori. Por
lo tanto, es equivalente que el error de cada clase sea el mismo y la
independencia de las probabilidades a priori en el error total.

Ejemplo sencillo:

Resolver maximizando la su-
ma, sujeta a una restriccion, sien-
do cada incégnita la menor posi-
ble.

max X+y+z

min x,y,z
st. x+y+z<16
La solucion es una combi-

nacién de 5, 5, y 6. Si no fuese
minimax, la solucién podria ser

14,1y 1.
Perror
Bt.
S
cTA
5=
B
|
P

Figura B.1: Comportamiento mi-
nimax con probabilidades a prio-
ri. Horizontal: probabilidad a
priori de la clase Cy. Vertical: Pro-
babilidad de error de clasifica-
cion.






Aprendizaje Competitivo
Sensible a la Frecuencia (FSCL)

Los centroides se entrenan con el algoritmo de Aprendizaje Competi-
tivo Sensible a la Frecuencia (Frequency Sensitive Competitive Learning,
FSCL) de Ahalt et al. (1990). Este es un procedimiento de aprendizaje
competitivo que propone una nueva medida de distancia al multi-
plicar el nimero de veces que una neurona gana a la funcién de
distancia original. De esta manera, una neurona —en nuestro caso, los
centroides de la RBF- que frecuentemente gana en la competicion
para obtener una muestra, tendrd una menor probabilidad de ganar
la préoxima vez. Estd comprobado que este mecanismo converge a las
posiciones de las neuronas que maximizan la entropia, lo cual es de
gran importancia porque los centroides seleccionados representaran
adecuadamente la poblacién de muestras de entrenamiento, evitan-
do los riesgos de representacion insuficiente o excesiva de partes
de la poblacién. También permite estimar las desviaciones estandar
Gaussianas que promedian la distancia desde cada centroide a sus
muestras mds cercanas. El nimero de centroides, que también es
la dimensién de la capa oculta, se selecciona mediante validacion
cruzada (CV), por lo que es diferente para cada algoritmo y conjunto
de datos.

Aprendizaje competitivo FSCL:

e Para cada muestra:

1. Busqueda del centroide mds cercano a la muestra
- distancia multiplicada por la frecuencia ganadora

2. Movimiento del centroide ganador
3. Incremento de la frecuencia ganadora

X
freq=2 freq=1
® x /@)
:.‘..:: x
b freq=3
e ®
(a) Igual clase
X
freq= freq=3
req-z
X
XN
b freq=1
[ ]

(b) Distinta clase

Figura C.1: Algoritmo FSCL. Mo-
vimiento de centroides. Para ca-
da muestra, el centroide més cer-
cano (distancia multiplicada por
la frecuencia de éxito) se mue-
ve hacia la muestra si son de
la misma clase y en direccién
opuesta si son de clases distin-
tas. Las muestras son las cruces y
los puntos, los centroides son los
circulos y la muestra analizada
estad dentro del circulo punteado.
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C.1  Algoritmo

Algoritmo 3: Aprendizaje Competitivo Sensible a la Frecuen-
cia (Frequency Sensitive Competitive Learning, FSCL)

Datos: Xy, patrones etiquetados, N: num. de centroides
Resultado: C |y, centroides
N, =100 % Nimero de épocas

, . . v
Niter = N - N, % Ndmero de iteraciones o

% Calculo del paradmetro de aprendizaje v
A=03
if caida lineal then

B =0.15;, C=10.05
T = 0.125 - Niter; Tp = 0.5 Niter; T3 = Niter
V1) = -4 (1T + A g
v[T1:T) = —£=% ([T1:To] = T1) + B T, T, Nier
V[TZ : T3] - - T3ET2 ([TZ : TB] - TZ) +C (a) Caida lineal por tramos
else if caida exponencial then
T = 2/ Niter % Constante de tiempo Vg
V= ﬁ (e—[liNiter] — e_T'Niter> A
% Cédlculo de los centroides v
freq,, <+~ 0,m=1,2,...,N; % Inicializacién frecuencias
Cy < rand % Inicializacién aleatoria posiciones
fore=1to N, do
foreach X;, i=1,2,...,N do > iter

iter

% j: indice del centroide méds cercano a X;
j  argmin{freq,, - |X; — Cu}

(b) Caida exponencial

Figura C.2: Algoritmo FSCL. Cai-
% Desplazamiento del centroide ganador C]- da del pardmetro de aprendizaje

k=e+i v
if X; igual clase que C; then

‘ C] — C]'+I/k (XZ—C])
else

| G+ G- (Xi—C)

% Actualizacién de la frecuencia ganadora
freq]- — freqj +1




Test de Hipotesis

El objetivo de un experimento cientifico es la validacién de una
hipétesis. La hipdtesis mds comtn para probar es si el rendimiento
de un método es mejor que otro.

El primer paso de la metodologia consiste en seleccionar una
muestra representativa de la poblacién a la que se generalizaré la
hipétesis. La forma de validar la hipétesis es dividirla en dos: la hipé-
tesis alternativa (H;) y la hipétesis nula (Hp). La hipétesis alternativa
explica que la diferencia de resultados en los diferentes métodos se
debe a un factor real, i.e., la causa es la variable independiente. Por
el contrario, la afirmacién nula de la hipétesis de que esa diferencia
se debe tinicamente a factores de azar (Pagano, 2010).

El procedimiento de test de hipétesis en la inferencia estadistica es
el siguiente: Primero, supongamos que la hipétesis nula es verdadera
y evaluamos que la probabilidad del azar sea la causa de la diferencia
de resultados; segundo, comparar la probabilidad obtenida con un
nivel de umbral llamado probabilidad critica («). Si es mayor que la
probabilidad critica, se retiene la hipétesis nula concluyendo que la
diferencia de los resultados se debe tinicamente al azar, i.e., ambos
métodos producen los mismos resultados. Por el contrario, si es
menor, se rechaza la hipétesis nula y se acepta la hip6tesis alternativa,
i.e., la diferencia de los resultados se debe a la variable independiente,
que es diferente en ambos métodos, y entonces uno es mejor que el
otro.

Existen dos tipos de errores derivados de una decisién incorrecta,
ver la Tabla D.1: El error de Tipo I, como resultado de la decisién
de rechazar la hipétesis nula cuando la hipétesis nula es cierta; y el
error Tipo Il cuando se retiene una hipétesis nula falsa.

El nivel de probabilidad critica («) es el limite del error de Tipo I,
por lo que disminuir « disminuye el error de Tipo I, pero aumenta el
error de Tipo II. En la fabricacién y presentacién de nuevos descubri-
mientos cientificos es mejor disminuir el error de Tipo I seleccionando
un valor bajo de &, generalmente 0.01 o 0.05. Sin embargo, en el caso
de la exploracién de nuevas posibilidades, es mds importante reducir

Muestra o grupo. Conjunto de
individuos evaluados en una de-
terminada condicién, e.g., un al-
goritmo, método o un placebo

Individuo o sujeto. e.g.,, una
particién aleatoria de un conjun-
to de datos

Variable dependiente. El efecto
del experimento, las mediciones

Variable independiente. La cau-
sa (no aleatoria) de la variable
dependiente

Hipétesis alternativa. Afirma
que las diferencias en los resulta-
dos se deben a la variable inde-
pendiente

Hipétesis nula. Opuesto 16gico
a la hipétesis alternativa. Afirma
que la variable independiente no
tiene efecto en la variable depen-
diente, el azar es la tinica causa

Nivel critico de probabilidad.
La hipétesis nula se rechaza si
la probabilidad de que sélo el
azar sea la causa de los resulta-
dos es igual o menor que este
nivel

Poblacion

Muestra 2

Muestra

Figura D.1: Ejemplo de una po-
blacién y 2 muestras con N =3
individuos.
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el error de Tipo II, por lo que se consideran valores mas altos de «,
como 0.10 o incluso 0.20.

La potencia (power) mide la sensibilidad del experimento de de-
tectar un efecto real, el efecto que la variable independiente produce
en la variable dependiente. También es la probabilidad de rechazar
la hipétesis nula correctamente, por lo tanto, es deseable que tenga
un valor alto, lo mds cercano posible a 1; sin embargo, es dificil
ver valores mds altos que 0.8, es comtdn de 0.4 a 0.60. La potencia
depende del tamafio del efecto real, cuanto mayor sea la contribuciéon
de la variable independiente, mayor sera la potencia. Aumentar el
tamafio de la muestra (N) también aumenta la potencia.

B =1 — potencia . (D.1)

Completando el método de test de hipotesis, el primer paso es el
célculo del estadistico (statistic), e.g., la media de los rendimientos de
precisién utilizados para comparar algoritmos o métodos; segundo,
suponiendo que la hipétesis nula es nula, calcular la probabilidad
de azar de los resultados obtenidos con la distribucién muestral
(sampling distribution) del estadistico; y, finalmente, comparar esa
probabilidad de azar solo con la probabilidad critica de rechazar o
no la hipétesis nula.

D.1 Test estadisticos

La distribucién muestral de un estadistico proporciona las probabili-
dades de los valores que el estadistico puede tomar si son causadas
s6lo por azar, es el paso previo a la comparacién con la probabilidad
critica &, como se mostré anteriormente.

La poblacién de hipétesis nula (null-hypothesis population) es un
conjunto real o tedrico que resulta de realizar el experimento en
toda la poblacién en el caso de que la variable independiente no
tenga ningtn efecto. Se utiliza para probar la hipoétesis nula Hy
tomando muestras de N individuos, tantas como combinaciones
de N individuos existan. El estadistico, e.g., la media, se evaltia en
cada muestra, y el conjunto de todos estos estadisticos forma la
poblacién de hipétesis nula. Dependiendo del estadistico elegido y
de la caracterizacion de la distribucion muestral, existen diferentes
test estadisticos, los mds importantes se muestran a continuacién.

D.2  Test-z de desviacion normal

En este test, el estadistico es la media y la distribucién muestral del
estadistico es una distribucién normal.

Los requisitos para usar este test son: Los pardmetros de la pobla-
cién de hipétesis nula (p, ) son conocidos; la distribucién muestral
de la media es normal, lo que ocurre cuando la distribucién de hi-
potesis nula es normal o cuando la distribucién de hipétesis nula es

Realidad
Decision Hj verdadera H falsa
Retener Hy 0 Tipo II (B)
Rechazar Hy Tipo I («) 0

Tabla D.1: Errores al aceptar y
rechazar H incorrectamente

Dependencia de los errores

al Error Tipo I |
Error Tipo II (B) 1

N1
tamano del efecto real 1

} Potencia 1, Bl

Test de hipétesis

1. Calculo del estadistico (e.g.,
media)

2. Caélculo de la distribucién

muestral (probabilidad de
azar)

>n =-retener Hy
<& =rechazar Hj
(aceptar Hp)

3. P azar

Requisitos del Test-z
e Pob. Hy (u, o) conocidos
e Dist. muest. medias (g, 0x)

Pob. Hy es normal ¢
N > 30

es normal

e Una muestra
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casi normal y el ntimero de observaciones de la muestra es N > 30,
segiin el Teorema del Limite Central; y sélo hay una muestra, por lo
que la hipétesis nula afirma que la muestra es una muestra aleatoria
de la poblacién de hipétesis nula y la hipétesis alternativa afirma lo
contrario.

Los pardmetros de la distribucion muestral son la media (yx) y la
desviacion estdndar (oy), con la siguiente relacién con los parametros
de la poblacién de hipétesis nula:

(D.2a)
(D.2b)

Hx =

ox =

5

D.3 Test-t de Student

S6lo la media se ve afectada por la variable independiente, no la
varianza.

D.3.1  Una muestra

Es similar al test-z, pero aqui se presenta un caso mas comun, una Requisitos test-t de una muestra
poblacién de hipoétesis nula de la cual se conoce la media pero no * Pob. Hy (i, ¥) conocidos

la desviacién estandar, esta es la razén por la que la distribucion * Dist. muest. medias (5, 0x)
normal no se usa como la distribucién muestral; en cambio, se usa la es normal | L0b- Ho es normal 6

C . ‘. s s . b . N > 30
distribucion t como la distribucién muestral del estadistico, la media.

. . ¢ Una muestra
Dado que o es desconocido, se calcula a partir de la muestra y es
llamada s. Asi, los pardmetros de la distribucién muestral son los

siguientes:

MR =1, (D.32)
sx = % , (D.3b)
siendo sx una estimaciéon ox.

La distribucién t se parece a la distribucién normal, con la dife-
rencia de que son una familia de curvas que depende del tamario
N de la muestra. Mas precisamente, la distribucién t varia con los
grados de libertad (df) de la muestra, i.e., el nimero de individuos
que pueden variar libremente al calcular el estadistico.

f=N-1, (D.4)

si df =co la distribucion t es igual a la distribucién normal.

D.3.2  Dos muestras

Este es el caso llamado experimento de dos condiciones, dos grupos
o dos muestras, entendiendo que el mismo conjunto de individuos
evaluados en dos condiciones diferentes constituye dos muestras
diferentes, ya que las poblaciones de las que provienen son diferentes.
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Grupos correlados.
dos condiciones diferentes. También es posible utilizar diferentes su-

En los grupos correlados, cada sujeto se evaltia en

jetos emparejados en pares que compartan las mismas caracteristicas,
e.g., edad o género, etc. La hipdtesis nula afirma que la diferencia de
resultados en las condiciones es una muestra aleatoria de una pobla-
cién de diferencias con media cero, i.e., no hay diferencia entre los
resultados. Por lo tanto, los pardmetros de la distribucién muestral
del estadistico, que es la media de las diferencias de los resultados,
son yip =0y op (desconocido, pero no es necesario para el test-t).

Grupos independientes. Los sujetos se seleccionan al azar de la pobla-
cién de sujetos. Hay dos poblaciones de hipétesis nula. La estadistica
es la diferencia de las medias de cada grupo.

La homogeneidad de la varianza consiste en asumir que las va-
rianzas de las dos poblaciones son iguales 07 =03. Sin embargo, la
robustez del test-t hace que sea relativamente insensible a las viola-
ciones de la normalidad y la homogeneidad de la varianza. Pero si las
varianzas son muy diferentes, puede que la variable independiente
no tenga el mismo efecto en ambas poblaciones.

Se pierde un grado de libertad cada vez que se estima una desvia-

cién estandar

f=N-2, (D.5)

donde N =n1+ny, siendo n1 y 1 los tamarios de cada muestra.

Correlado vs. independiente Aunque en cada problema una eleccién
u otra puede ser més natural, es necesario considerar algunos as-
pectos. En los grupos correlados, la variabilidad de la diferencia de
resultados es menor, lo que aumenta la potencia. Mientras que los
grados de libertad en los grupos independientes son mayores, lo que
disminuye el valor critico de t.

D.q Muiltiples muestras

A diferencia del test anterior, la media no se usa como estadistico sino
la varianza, con la distribucién F como la distribucién muestral, que
es una relacién entre dos estimaciones independientes de la varianza
poblacional. Es apropiado para el andlisis de mds de dos muestras
y las condiciones pueden ser el efecto de diferentes variables inde-
pendientes o el rango de la variable independiente. La razén para no
hacer comparaciones multiples con el test anterior para dos muestras
entre pares de condiciones es que mdltiples evaluaciones t o z au-
mentan el error de Tipo L. A pesar de que el test-F analiza la varianza,
permite hacer una comparacién sobre todas entre las medias de los
grupos evitando el aumento de la probabilidad de error de Tipo I. Se

Regq. test-t dos grupos corr.

Param. pob. Hy (yp =0, )

Dist. muestral de la media
de las diferencias (ip, op)

Pob. Hy es normal ¢
N >30

es normal

Req. t-test dos grupos indep.

Param. dos pob. Hy

(i1 —p2=0, 3 —p=0)
Dist. muestral de la dife-
rencia de medias X; — X,

es normal
ny >30 & ny > 30

Homogeneidad var. 07 =0?

Grupos correlados
variabilidad de la muestra | =
potencia 1

Grupos independientes
df T = tait 4 = Error Tipo I 1

El test-F evita el aumento del
error de Tipo I en comparacio-
nes multiples pero no especifica
qué condicién es mejor

Pob. Hy son normales 6



usa en grupos de medidas independientes y repetidas y cuando se
investigan dos o mds factores.

Al igual que el test-t, se supone que sélo la media se ve afectada
por la variable independiente, no la varianza.

La hipétesis nula afirma que todas las condiciones tienen el mismo
efecto en la variable dependiente, mientras que la hipétesis alternati-
va, que siempre es no direccional, afirma que una o mds condiciones
tienen efectos diferentes.

El test-F es la relacién entre dos estimaciones de varianza de la
poblacién de hipétesis nula: la varianza entre grupos y la varianza
dentro de los grupos. Cuanto mads alto sea el efecto de la variable
independiente, mayor serd la varianza entre grupos, mientras que la
varianza dentro de los grupos permanece igual porque cada grupo
recibe el mismo nivel de variable independiente. Por lo tanto, cuanto
mayor sea el efecto de la variable independiente, mayor sera el valor
F y la probabilidad de rechazar la hipétesis nula.

2

B
W

S
Fopt =

siendo s la variacién entre grupos y s, la variacién dentro de
grupos. Adviértase que si Fo,y < 1 la explicacion es el azar y la
hipétesis nula se mantiene. En el caso de dos grupos independientes,
el test-t y el test-F estdn relacionados por > =F.

Los supuestos del andlisis de varianza para k grupos son similares
a los del test-t para grupos independientes. Al igual que el test-t, el
test-F es robusto. Se ve afectado poco por las poblaciones que son
casi normales y es relativamente insensible a las violaciones de la
homogeneidad de la varianza. Al igual que en los test anteriores, la
potencia aumenta con N, es mayor para efectos grandes de la variable
independiente y cuanto menor es la variabilidad de la muestra, mayor
es la potencia para detectar el efecto real.

Cuando se hacen comparaciones mdltiples, es necesario corregir
el incremento de la probabilidad del error de Tipo I. Hay dos mé-
todos principales que mantienen la tasa de error de Tipo I en « al
hacer todas las comparaciones posibles: el HSD (Honestly Significant
Difference) de Tuckey y el test de Newman-Keuls. Estos métodos
utilizan las distribuciones Q o Studentializada.

D.5 Test de Newman-Keuls

La diferencia con el test-F es que su hipétesis alternativa afirma que
una o mds condiciones son diferentes entre si, pero no especifica
cudles porque no realiza comparaciones multiples. En cambio, las
pruebas de Newman-Keuls hacen comparaciones multiples que esta-
blecen al ganador o ganadores en una lista de medias ordenada por
rango.
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Requisitos del test-F

* Las poblaciones de las mues-
tras son normales

¢ Homogeneidad varianza

2_ 2 _ .2
o=0y=...=0}
Potencia
Nt
tamano del efecto real 1 Potencia 1

variabilidad muestra S%N T

Newman-Keuls evita el aumento
del error de Tipo I en compara-
ciones multiples como el test-F,
pero especifica qué condicién es
mejor
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Esta es una prueba a posteriori, en la cual las comparaciones no
estdn planificadas de manera previa, lo que permite corregir las
probabilidades infladas de error de Tipo I cuando se hacen compa-
raciones multiples. El método Newman-Keuls mantiene el error de
Tipo I en a para cada comparacién, a diferencia del método HSD,
que mantiene el error para el conjunto completo de comparaciones
posibles. El test de Newman-Keuls es mas potente porque presenta
un error de Tipo I mas alto para el experimento pero un error de
Tipo II mas bajo. Por el contrario, HSD es mds conservador.

Poblacién de hipétesis nula

Test Estadistico Informacién Distribucién muestral
Una muestra test-z media u, o Normal
Una muestra test-t media U distrib-t
Dos muestras correladas test-t media de diferencias up=0 distrib-t
Dos muestras independientes test-t diferencia de medias M1 — 2 =0 distrib-t
Muiltiples muestras* test-F varianza U1=HUp=...= g distrib-F
Mult. muest.* y comparaciones Newman-Keuls varianza U1=HUp=...= g distrib-Q

Tabla D.2: Resumen de los test
de hipétesis. *k>2 muestras.
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Foreword

Why study a doctorate?

The practical reason is to validate the beginning of a professional
career related to research, in many cases within teaching, or perhaps
in one of the growing number of companies that require a doctorate
to carry out R&D. It is also a great learning opportunity, a practical
specialization in some field in which some innovative contribution
is also made. However, one of the main attractions is that such
learning takes place in situations other than those of a class or a job,
in which there are fixed guidelines about the content or a selection
criteria based on profitability. The Ph.D. student enjoys a freedom
that allows them to explore and make decisions about the direction of
their work. It is a perfect environment for those who enjoy learning,
being guided by an expert in the field, the thesis director, from who
their way of learning is assimilated.

Machine learning

The subject chosen for this thesis, machine learning, is a branch
of artificial intelligence that aims for computers to learn without
explicitly telling them how to do it, but rather from experience
through data provided. Artificial intelligence is a main part of the so-
called Fourth Industrial Revolution in which the boundaries between
physics, biology and the digital are blurred. The real scope this will
have in the transformation of society is unimaginable. The activities
that the machines will carry out, some of them currently carried
out by us, after the initial fear related to the loss of jobs, will raise
the question of which capabilities are intrinsically human, once it is
found that skills we thought were the property of humans cease to
be.
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Abstract

The aim of a classifier is to decide, with the least possible error,
which class a sample or pattern belongs to. In this thesis, a new
interpretation of linear discriminants is presented, in which they
are described in terms of Disjoint Tangent Configurations (DTC) es-
tablished between the ellipsoidal probability-level surfaces resulting
from the characterization of the data class distributions by their two
first moments, the means and the covariance matrices. This is a
common framework that allows the design and analysis of several
well-known discriminants through an analytical correspondence with
other methods: the parametric method, consisting of the minimiza-
tion of an error function in a one-dimensional projected space in
order to determine the parameters of the mathematical expression of
the discriminants, e.g., the Fisher, Scatter-based or the Bayes linear
discriminant, whose explicit expression is sill unknown; and the
minimax convex optimization method, consisting of bounding and
minimizing the misclassification probability, e.g., the solution of the
Minimax Probabilistic Decision Hyperplane (MPDH) provided by the
Minimax Probability Machine (MPM), that minimizes the worst case
or maximum risk over all possible distributions characterized with
the same first two moments, being suitable when the data class distri-
butions are unknown or do not reflect the actual prior probabilities.
It also allows the design of new discriminants, such as a complete
Fisher discriminant with an independent term or Quasi-Bayes, which
is a geometrical approximation to optimal Bayes with similar accu-
racy and lower computational cost, a general DTC advantage since it
is a non-iterative method.

In the second part of the thesis, the non-linear versions of the DTC
linear discriminants are built using Radial Basis Function Networks
(RBFNs) with pre-trained Gaussian kernels by vector quantization
techniques. Thus, the input data space is transformed into a higher
space with higher linear separability in which is solved the clas-
sification problem with a DTC linear discriminant. The resulting
non-linear DTC discriminant maintains the properties of the original
DTC linear discriminant and allows to solve more complex problems
with classes that are not linearly separable.

Experiments demonstrate that the DTC approach leads to good
accuracy results with a competitive computational cost in terms of
training time, because it is a non iterative solution without training
parameters that need to be adjusted, and memory requirements,
compared to globally-trained kernel networks.

Classification

DTC

Analytical correspondence

Parametric method

Minimax convex optimization
method

Minimax

New discriminants

Low computational cost

Non-linear DTC
RBEFNs

Pre-trained Gaussian kernels

DTC: good accuracy and com-
petitive computatinal cost
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Nomenclature

The next list describes the symbols, acronyms and abbreviations used in the document. Column
vectors are in bold type and lower case, matrices are in upper case and scalar values in lower case,
the latter two both in plain text.

Algorithms

Cv Cross-Validation

DTC Disjoint Tangent Configurations

FSCL Frequency Sensitive Competitive Learning
MEMPM Minimum Error Minimax Probability Machine
MLP  Multilayer Perceptron

MPM Minimax Probability Machine

SOCP Second-Order Cone Program

SVM  Support Vector Machine

TM  Theoretical Method

Iterators
i i-th sample, i=1,2,..., N
j j-th class or j-th output node, j=1,2, ..., 1, (except in binary classification, j=1,2, where there

is only one output node, 7i = 1)
k k-th hidden node, k=1,2,...,m

Input data (samples)

X Input data, sample (random variable), x = [x1, X, ..., Xy]

x(0) i-th Sample, x(1) = [xgi),xgi), .. ,x,(li)]

N Number of samples

n Dimension or number of variables or features of the samples, number of input nodes

C; j-th class
p; A priori probability of the j-th class
m; Mean vector of the samples of the j-th class

j Convariance matrix of the samples of the j-th class
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Linear discriminants

w Weight vector

X0 Bias vector

wy Threshold value

He Hyper-plane, linear decision boundary

h Projection function of the samples in the direction w or one-dimensional projected space
U Mean of the projected samples in &

o? Variance of the projected samples in h

f Class-separability criterion function

©n

Parametric method optimization parameter

DTC discriminant

t Tangent point between the level surfaces and the DTC linear discriminant
o Relation between the gradients of the level surfaces in the tangent point which determines a
discriminant

MPDH problem

MPDH Minimax Probabilistic Decision Hyperplane

€ Lower bound of the probability of correct classification
Non-linear discriminants

m Number of hidden nodes

i Number of output nodes, i = 1 in binary classification

Hne  Non-linear decision boundary

¢ Non-linear transformation function
K Kernel function
L Gram matrix

SLFEN Single-hidden Layer Feedforward Neural Network

RBEN Radial Basis Function Networks

Funtions and operators

E Mathematical expectation

0 Partial derivative

exp  Exponential function

P Probability

pdf  Probability density function

D (xM,x(2)) Mahalanobis distance between the points x!) and x(2)

(@) Computational cost order









Introduction

Machines, like humans, have the ability to observe a portion of real-
ity (samples) and, like humans again, using their memory (learning
weights), make an assumption about reality (inference).

The decision making, of which our lives are full, has its equivalence
in the classification problems. In the most simple case, the decision
is choosing which situation (class), between two of them, an event
belongs to (binary classification). Analytically, the aim is to determine
which posterior probability is greater —P(C;|x), j=1,2, given an event
x, is the probability of belonging to class C;—. Thus, the decision rule
is the ratio of the posterior probabilities in relation to a risk or cost
policy that allows to quantitatively establish the importance of being
right or wrong in the decision

P(Ca[x) 421 —qn
P(Ci[x) & 12— 422

q4; being the cost of making the decision that the sample x belongs to
class C; when the actual situation is it belongs to class C;.

In a theoretical problem in which the joint distributions are known
i.e., the probability density functions or likelihoods P(x|C;) and the
prior probabilities of the classes P(C;) are known, the optimal solution
is Bayesian, that minimizes the decision error and allows to calculate
the ratio of posteriors from the likelihoods and the prior probabilities.
The decision rule resulting in

P(Glx) _ P(x[C)P(Ca) < ga1 — qn
P(Gi[x)  P(x|C1)P(C1) G 12 — g2

In real problems, the class models P(x|C;) are unknown and there
are not infinite independent data samples to estimate them. There-
fore, without a complete prior information about the classes, it is not
possible to achieve the minimum decision cost of the optimal Bayes’ so-
lution. Instead, if labeled samples are available, the joint distributions
P(x,Cj) can be estimated from the samples in two different supervised
learning approaches: the generative models and the discriminative
models. Since sometimes the labeled samples are costly to obtain or
the number of classes may be unknown, the unsupervised learning can
be used independently or as a first stage of classification. Clustering is
the primary use of unsupervised methods.

The generative approach estimates the actual joint distribution of
the classes —the likelihoods P(x|C;) and the priors C;~ assuming the
form of the class distributions and estimating its parameters from the
samples. Thus, the posterior probabilities are calculated by means of
Bayes’ theorem. These methods are focused in the representation of the
data classes and evaluate the similarity of new samples with respect
to the model. The parametric methods, graphs and Markov models
are examples of this approach. They present limited performance and
the risk of choosing a different model from the actual model.

Minimum risk decision rule

Theoretical problem

Optimal Bayes decision rule

Real problems

Generative models
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On the other hand, the discriminative approach directly estimate Discriminative models
the posterior probabilities P(Cj|x) from samples and models the de-
cision border between the classes by means of a surrogate cost that
is minimized. The classifier output makes predictions based on the
differences between classes. This is the case of logistic regression,
support vector machines or neural networks. In these methods, the
intermediate variable values of the structure are hard to interpret. They
provide high performance although at risk of over-fitting.

Among discriminative models, the discriminant analysis is an ef- Discriminant analysis
fort to find a less computationally costly alternative to the Bayes
discriminant. Instead of the estimation of the parameters of the den-
sity functions like generative models the mathematical model of the
decision border (discriminant) is established and its parameters are
estimated from samples, like the parametric discriminants of Chapter
1.

Neural networks, within the discriminative models, are suitable to Neural networks
solve more complex problems that need non-linear decision bound-
aries. They have universal approach capabilities. They can be trained
in a supervised way or in the mixing of two separated stages, unsu-
pervised first and supervised last, being the training complexity of
each stage less than that of joint training, providing better training
speed and lower computational cost. In this form of stage training,
the supervised stage can be trained using the discriminant analysis, as
shown in Chapter 3.

The linear discriminant analysis from disjoint tangent configura- DTC (discriminant analysis and
tions (DTC), Chapter 2, is based on the geometric interpretation that neural networks)
derives from the characterization of the data classes by their first two
moments, which originates probability level curves that are ellipsoids,
where the discriminants correspond to the tangent hyperplanes to the
different ellipsoids. DTC belongs to the discriminant analysis and
is used as a design and interpretation framework for both known
discriminants —such as those of the parametric method and those of
the minimax convex-optimization method, with which it is possible to
establish an analytical correspondence— as well as new discriminants
—as the one obtained from the approximation to the optimal Bayes,
with similar precision and a lower computational cost since DTC is
a non-iterative method—. By means of the use of single-hidden layer
neural networks with Gaussian kernels, Chapter 3, it is possible to
construct non-linear DTC discriminants from linear DTCs with a lower
computational cost due to the possibility of pre-training the Gaussian
kernels in an unsupervised way. From the geometric interpretation of
the DTC, the minimax solution is naturally derived, both in linear and
non-linear discriminants, suitable for problems in which it is desired
to minimize the risk associated with distributions of the data classes
or prior probabilities which are unknown.









Part 1

Linear DTC discriminants

Given a set of samples or patterns which belong to two classes (binary
problem), there is a need to decide (classification) which class new
samples belong to, making the least possible error. Linear discrim-
inants are possible classifiers, i.e., a hyperplane in the generic case
of multiple dimensions which separates space in two regions, one
per class, allowing to decide which of them a new sample belongs
to. Although linear discriminants are only optimal for normally dis-
tributed classes with equal covariance matrices, in many cases, they
are preferred for simplicity, robustness, and ease of interpretation.

The Bayes” classifier is optimal because it minimizes the probability of
error (Fukunaga, 1990), but requires the knowledge of the probability
density functions of the classes from estimation techniques which are
computationally complex, needing large amounts of data to provide
accurate results.

Thus, simpler procedures like the parametric techniques have been
developed, they specify the mathematical form of the classifier fol-
lowed by its parameter estimation. Such is the case of the Fukunaga
(1990) procedure of linear discriminant design for binary problems.
This method is optimal with respect to a separability criterion defined
in a one-dimensional projected space, i.e., a direction along which the
projected data of one class are maximally separated from the projected
data of the other. Different linear discriminants are obtained from
different separability criteria. The most important criteria are the Bayes
error for normal distributions, the Fisher (1923) criterion and other
criteria based on scatter matrices (Duda et al., 2000).
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Finally, a new interpretation of linear discriminants is presented in
which they are described in terms of Disjoint Tangent Configurations
(DTC) by Sancho-Gémez, Martinez-Garcia, Ahalt and Figueiras-Vidal
(2018), whose decision boundaries are the tangent hyperplanes to
the different probability-level surfaces (ellipsoids) defined by the first
two moments of the distributions of the classes. It is possible to
establish an analytical correspondence between the formulation of
the parametric method and the interpretation of its discriminants as
disjoint tangent configurations (DTC). It is also possible to establish
a analytical correspondence with the discriminants obtained by the
convex optimization method (Bertsimas and Popescu, 2005) based
on minimizing the maximum error probability, such as the Minimax
Probability Machine by Lanckriet et al. (2002), which is the solution
of the Minimax Probabilistic Decision Hyperplane problem, and the
Minimum Error Minimax Probability Machine by Huang et al. (2004),
which provides a Bayesian solution. DTC provides a direct solution
with a competitive computational cost in terms of speed and memory,
in contrast with the iterative convex optimization method. This new
design framework also allows obtaining new discriminants with very
interesting properties, in particular, the Quasi-Bayes discriminant,
which provides a very close accuracy to that of the Bayes Linear
Discriminant with the advantage of needing a lower computational
cost.









Design of linear discriminants

1.1 Parametric design

The parametric method of Fukunaga (1990) is a simpler procedure
for designing binary linear classifiers in which the analytical form of
the classifier is specified including a finite set of free parameters that
need to be fitted in an optimization process, i.e., the weight and bias
vectors of the linear discriminant function #:R" — R, expressed as
follows

h(x) =wl(x—xp), (1.1)

where, x € R" are the input samples, w € R" the weight vector and
xo € R" the bias vector and any point of the discriminant.
Thus, the decision rule of a two-class classification problem is

C
h(x) = wlx 4 wp 21 0, (1.2)
G
where
wy = —wao , (1.3)

and it is interpreted as the projection of the samples onto the direction
of the vector w, which are classified as belonging to either class C;
or class C; depending on whether variable z = w’x is greater or less
than —wy, called the threshold value. Thus, h(x) is also called the
one-dimensional projection space.

Equation /(x) = 0 describes the decision boundary, which is in
the general n-dimensional case the hyperplane H;(w,wp) = {x €
R" |w'x + wp = 0} in which the weight vector w determines its
orientation and the bias vector xq fixes its relative position in the
data space, see Figure 1.1. Thus, a linear discriminant, by means of a
hyperplane, divides this space into two half-spaces corresponding to
the decision regions.

The designing of a linear classifier consists of finding the optimum
weight vector w and the threshold value wy (or the bias vector xp)
that provide the smallest classification error in the one-dimensional
projected h-space as a result of the optimization of a selected class-
separability criterion. That is to say, first, choosing a separability

Figure 1.1: Linear discrimi-
nant example with samples from
class C; (points) and class C;
(crosses).

DECISION RULE

DECISION BOUNDARY

DESIGN. Finding w and wy that
present less classification error
under the f separability crite-
rion.
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criterion by means of the function f that measures the degree of
separation of the classes, and then finding the projection direction
w that, according to the separability criterion chosen, has the lowest
classification error. Figure 1.2 shows how the projection direction w
presents a lower classification error (shaded area) than the direction
w’ in two classes represented by their means and covariance matrices.

When x is normally distributed or # is large, h(x) is also normal
or close to normal, due to the central limit theorem, respectively. In
this case, the appropriate criterion f to measure the class separability
depends on the means and variances of (x), i.e., f(j1, 2, 0%, 0%),
which are

pj = E{h(x)|Cj} = w'E{x | Cj} + wo

= WTm]' + wo , (1.42)
07 = Var{h(x)|Cj} = wTE{(x —m;)(x —m))" | C;} w
= wTZ]-w , (1.4b)

where m; € R" and L€ R™™", j=1,2, are respectively the mean
vector and covariance matrix of the samples of each class before
projecting. As mentioned before, the optimal values of the parameters
w and wy are obtained from the optimization of the separability
criterion function f (Fukunaga, 1990), resulting in

wF = [s2q + (1= 9)Z] ™ (mg —my), (15)
where af /02
* T of /ot + alf/aa2 ’ (16)
and wf, which is obtained as the solution of
o + L/ 0 (1.7)

opr  OHy

Figure 1.2: Projected space h
onto two different directions, w
and w', of the linear discrimi-
nants.

SEPARABILITY CRITERION. Is
a function of the means and vari-
ances in the projected space.

CENTRAL LIMIT THEOREM:
the means from different sam-
ples of a distribution approaches
a normal distribution as the sam-
ple size gets larger.

Thus, the scalar product of
a pattern by the weight vec-

tor, z; = wa(i) ) wlxgi)-k

wzxg)-f—. . .+w"x,(,i), i=1,2,...,N,
can be considered a “weighted
mean” of the components of
x(®), being the projected patterns
{z1,22,...,2n}, approximately a
normal distribution if n is large
enough.

PARAMETRIC METHOD (.)°
Separab. crit. f(p1,p2,0%,02)
GENERAL SOLUTION:
wP(s) (1.5), wf(s) (1.7)
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Notice that w” (1.5) does not depend on the selection of f, which
only affects s (1.6). Moreover, this solution is valid not only for
normal class conditional distributions, but also for any binary classi-
fication problem in which the means and the covariance matrices are
known.

The different linear discriminants correspond to different selec-
tions of f, some of them are presented below.

1.1.1 Bayes discriminant for Gaussian distributions

As mentioned before, in the case of normal distributions (x ~
N (m]-, Z]-)), h(x) is also normal, and therefore the classification error
in the h-space is the Bayes error. The Bayes linear discriminant aims
to minimize the classification error, i.e., the separability criterion
is the Bayes error. The search of the minimum error can be done
through an iterative procedure described later.

To determine the discriminant parameters, the Bayes error can be
expressed as a function of y; and 0]2 as

S R e P [n (=€
f—\/z—n/g} eXP(2>d§+\/ﬁ/Oo exp(2>d§, (1.8)

where Pj, j=1,2, is the prior probability of the j-th class.
It can be proven (Fukunaga, 1990) that, in this case, the optimum
linear discriminant is given by w” (1.5) with

s — —u1/0?

with 0 <s <1 because 1 <0 and yp > 0. On the other hand, wg”
is obtained as the solution of (1.7), which results in the following
equation

Dy —1 P —15
——— ex = ex : 1.10
V2 P ( 202 00\21 P 202 (1.10)
The expression for w® as a function of s and w"® is easily obtained
substituting y1 and p of (1.4a) into (1.9) and isolating wg”
so? (W) Tmy + (1 — s)o2 (W) Tmy

Wit = — ) 1.11
0 507+ (1 —s)o3 (1.12)

Notice that s in (1.9) is a function of w” and wyf, from (1.4), and
w' in (1.5) is a function of s; therefore, an explicit optimum solution
for w™ and w(® cannot be obtained this way because of their inter-
dependence. Nevertheless there exists an alternative procedure to
find the Bayes linear discriminant called the Theoretical Method (TM)
(Fukunaga, 1990; Peterson and Mattson, 1966) shown below

PARAMETRIC METHOD
BAYES LINEAR DISC. (.)FB

f: Bayes error (1.8)

SOLUTION (not explicit):
w'(s) (1.5)

wh (5%) (1.7) = wlB(s*) (1.11)
s*: optimum (minimum Bayes
error)
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Algorithm 1: Theoretical Method (TM)
Data: P]', mj, Z‘l j=1, 2
Result: w*, wj
for (swept of s € [0,1] in As steps) do
W < sin (1.5)
(7].2 < w in (1.4b)
wy < w and 0,2 in (1.11)
#j < w and wy in (1.4a)
f 01.2 and p; in (1.8)

if f is minimum then

w* —w
wy + wo

Although this is an efficient and easy process, it is an iterative
procedure whose result depends on the step As. Figure 1.3 illustrates
this, it is observed how As has to be small enough in order to ensure
a satisfactory discriminant.

1.1.2  Fisher discriminant

The Fisher (1923) separability criterion is given by

feo (11— p2)? ’ (1132)

2 2
(%1 +(72

which measures the difference of the two means normalized by the
averaged variance. Taking derivatives of f with respect to o2

0 "5 (AraAR )

and substituting in (1.6) results in s =0.5. Thus, the optimum w from
(1.5) is as follows

1 1171t
wit = [521 + EZZJ (mp —myq) . (1.14)

This separability criterion does not depend on wp because the
subtraction of y, from pq in (1.12) from (1.4a) eliminates wy, so that
it cannot be calculated from maximizing f. Hence, the Fisher solution
is not a complete discriminant but only an optimum projection direc-
tion. Of course, there are complementary procedures to determine
wff, such as using the equivalence with a normal distribution or
maximizing the separation of the projected values of the samples.

0.4
G0 0.5 1

S

(b)

Figure 1.3: (a) Level curves cor-
responding to two-dimensional
normal populations. (b) Simu-
lation results of the Theoretical
Method (Bayes error (Be) vs. s
and the minimum value in s*).

PARAMETRIC METHOD
FISHER DISC. (.)PF

f(112)

SOLUTION:

wP(s=0.5) (1.5) = w'F (1.14)
without wp
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1.1.3 Scatter-based discriminant
Another important criterion for class separability is

_ Pyd+ Poyi3

= == 1.1
P1(7'12 + P2(7'22 ( 5)

f

which measures the between-class scatter (around zero) normalized
by the within-class scatter (Fukunaga, 1990). Taking partial deriva-
tives of f with respect to ¢? and o3

Af  —Pi(Pyi + Pay)

= , 1.16
d0? (Py0? + Py02)? (1.16)

and substituting in s (1.6) results in s = P;. Thus, the optimum w”
from (1.5) is as follows

W = [PZ; + P%] ' (mp —my) (1.17)

w} is obtained taking partial derivatives of f with respect to 4 and

M
af 2Py

=t 1.18
a‘ui P10’12 + P20'2 ( )

and substituting in (1.7) with (1.4a) results in
W = — (W) T [Pm; + Pomy] , (1.19)

which shows that if w™ is multiplied by a constant, w{® changes by
the same factor, and therefore the decision border of the discriminant
is the same.

1.2 Minimax convex-optimization design

The minimax convex-optimization method makes use of the Mar-
shall and Olkin (1960) inequalities based on the moments of the data
class distributions and consists of minimizing the probability of mis-
classification without making distributional assumptions about the
class-conditional densities because it does not offer enough generality
and validity. Therefore, the misclassification probability is controlled
in a worst-case way, first bounded from the first two moments of
the data classes distributions, as shown in Appendix A, and then
minimized. Thus, the solution is valid for all possible choices of
class-conditional densities with a given mean and covariance matrix.

Hence, the general optimization problem can be expressed as

follows
max A1€1 + Arep st
€1,62, W#0,wp
inf  P{w!x+wy >0} > e
x~(my,Xq) (1.20)

inf  P{w'x+wy <0} >ey,
XN(mZI):Q)

PARAMETRIC METHOD
SCATTER DISC. (.)"
f(1s)

SOLUTION:

wl(s=Pp) (1.5) — W (1.17)
wg(s:Pl) (1.7) — wgs (1.19)

Bound and minimize error

GENERAL MINIMAX
OPTIMIZATION PROBLEM
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where x ~ (mj,%;) represents all arbitrary distributions with the
same mean m; and covariance Z]- ; /\j €R and ¢ JER being constants,
¢; bounds the probability of correct classification over all the distri-
butions described. For simplification purposes, let us consider the
case of equal ¢ for both classes and, therefore, without the need for
the A; constants. In order to minimize the maximum classification
error, the lower bound ¢ of the probability of success of the discrimi-
nant is maximized, varying ¢ itself and the discriminant parameters
(w, wy), restrained to the condition that the infimum of the correct
classification probabilities of the distributions with share the same
mean m; and covariance matrix X; is greater or equal than e.

Therefore, by maximizing the minimum probability of success ¢,
due to the duality principle, the maximum probability of error (1—e¢)
is minimized —minimization of the worst case—, being the probability
of success inferiorly bounded and superiorly the probability of error.
Since the classification error depends on the data distribution and
this solution is valid for all arbitrary distributions with the same
first two moments, minimizing the maximum risk means finding the
discriminant which minimizes the error produced by the distribution
with the biggest error, what defines the minimax criterion.

The minimax solution, Appendix B, is an important issue in cases
such as when the number of training data of each class does not
reflect the actual prior probabilities. Therefore, minimax is a natural
classification criterion in the absence of prior information of the
true frequency of the two classes. For this reason, many researchers
prefer to use classifiers operating at Equal Error Rate (EER), that
is, classifiers that minimize the maximum of the false alarm and
miss rates (Sebastiani, 2002; Bengio et al., 2005). Moreover, the
minimax problem can also be addressed when the information of
the class distributions is unknown or not exact. Note that (1.20) uses
bounds, and consequently its solution does not have to satisfy the
EER condition, i.e., it is an approximate solution.

Note that ¢ is also a separability criterion f, even if it does not
have the form f (‘141,;,12,012,022) and, therefore, the solution can be
expressed in terms of (1.5)-(1.6). Figure 1.4 shows ¢, the lower bound
of the success probability (left side of the discriminant), in dashed
line. As the value of ¢ grows, the distance of Mahalanobis d from
the mean m; increases, which means enlarging the dashed line to
the right. The maximum value that € can reach, or the associated
probability-level surface, which is an ellipsoid in the general case,
is tangent to the border of the discriminant. The discriminant is
common for both classes and is also modified in the process of
maximization of ¢, otherwise, the discriminant would be closer to
one of the two classes and for the other class the value of ¢ would
not be optimal. In the solution, the discriminant is tangent to the two

€

probability ellipses. The ellipses grow at speed «(e) = /1.

PiwTx+wy >0} >e¢

Figure 1.4: Bounding of the cor-
rect classification probability in
the optimization method.

Minimax solution
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In Lanckriet et al. (2002) and Huang et al. (2004), the optimization
problem (1.20) is addressed by the Second-Order Cone Program
(SOCP) by Boyd and Vandenberghe (2004), solving by means of an
iterative least-squares approach. It also includes a regularization
process of the Hessian matrix to increase the computational stability,
and the issue of robustness with respect to the means and covariances
estimation errors is addressed via a regularization of the input data.

1.2.1 Bayes discriminant for Gaussian distributions

The solution of the Minimum Error Minimax Probability Machine
(MEMPM) is provided by Huang et al. (2004) as the solution of the
optimization (1.20) by maximizing the success probability of both
classes €, with Aj=P;, j=1,2, as follows
max Pie1+ (1 —Pyey st
£1,82,W#0,wp

inf  P{w'x+wp >0} > ¢ (1.21)

x~(my,Xq

inf  P{wlx+wy <0} > e
x~(m2,22)

MEMPM minimizes the worst-case (minimax behavior) Bayes

error. Thus, MEMPM becomes, under Gaussian conditions, the Bayes
optimal discriminant, while in a general case is an approximation.

1.2.2 MPDH discriminant

Lanckriet et al. (2002) propose the Minimax Probability Machine
(MPM) for binary classification as a solution of the Minimax Proba-
bilistic Decision Hyperplane (MPDH), which is the solution of the
optimization problem (1.20) when the success probabilities of each
class are equal, £ =€y =¢,

max & s.t. inf P{wa +wy >0} >¢
&, w#0,w x~(my,%q)
(1.22)
inf P{wa—l—wo <0}>e.
x~(my, %y

As mentioned, the lower bound of the correct classification prob-
ability is maximized, for any arbitrary distribution with the same
mean and covariance matrix, to minimize the worst case, the maxi-
mum misclassification probability.

Lanckriet et al. (2002) prove that the solution parameters ¢, and
w, of (1.22) are related by the following equation

(\/wlew* + \/WIZZW) ’

2 7
14 (\/wzzlw* + \/WIZZW*)

1—g, = (1.23)

&4 can be obtained from this equation when the optimal MPDH is
found by the MPM algorithm or any other optimization procedure.
Note that MPM is a particular case of MEMPM.

Convex optimization. Iterative
solution

MEMPM (minimax optimization
method)

MPDH (minimax optimization
method)






Disjoint Tangent Configurations

discriminants

The method of discriminants based on Disjoint Tangent Configura-
tions (DTC), (Sancho-Gémez et al., 2018), establishes a new interpre-
tation of linear discriminants for binary classification. Like in the
optimization convex method (Bertsimas and Popescu, 2005) of MPM
(Lanckriet et al., 2002) and MEMPM (Huang et al., 2004), the class dis-
tributions are also characterized by their first two moments, the mean
vector m and the covariance matrix X, which produces probability
level surfaces that are ellipsoids. Thus, the DTC discriminants are
defined by the tangent points between different ellipsoids. Figure 2.1
shows two possible tangent points, t; and t,, in two different tangent
configurations between ellipsoids —ellipses in the two-dimensional
case— and the associated DTC linear discriminants, whose decision
boundaries are the tangent lines to the ellipsoids that passes through
the tangent points already mentioned. The distributions of data
classes are not limited to Gaussian and may be unknown. An estima-
tion of the mean vectors and covariance matrices from the samples is
only necessary.

This method has three main advantages: First, it is a framework
that provides a common interpretation for linear discriminants with
an analytical correspondence with the parametric method and the
convex optimization method; second, it is not an iterative optimiza-
tion process, like the optimization method of MPM and MEMPM,
but a direct method to calculate the ellipsoids and their tangent
points with a competitive computational cost, in terms of speed and
memory need; and third, it offers new solutions such as that derived
from the geometrical interpretation of the optimum quadratic Bayes
discriminant related to DTC, called Quasi-Bayes due to its similar ac-
curacy to Bayes with lower computational cost, or a complete Fisher
discriminant, which includes the independent term.

DTC METHOD: tangent ellip-
soids

Figure 2.1: Two-dimensional ex-
ample of two linear DTC dis-
criminants (solid and dashed
lines), the tangent points t; and
t, and the curve of all possible
tangent points (dashed and dot-
ted curve between means).

DTC advantages

e Common interpretation
framework

e Competitive cost

* Design of new discriminants
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2.1 Analytic expression of the DTC discriminants

To establish the analytical form of the DTC discriminants, let us
consider the level-probability surfaces of two normal distributions
pj(x), j=1,2, described by the mean vectors m; € R" and the
covariance matrices ¥; € R"*" which characterize the distributions
of the data classes. Many tangent points can be obtained between
the different level surfaces of p(x) of each class, which are ellipsoids
because they are defined by the first two moments. The decision
boundary of each DTC linear discriminant is the hyperplane that
passes through the tangent point between a pair of ellipsoids and it
is also tangent to them.

A necessary and sufficient condition for a DTC is that the gradient
vectors of the class-conditional densities at the tangent point t are
parallel and have opposite orientations,

Vpi(t) = B - Vpa(t), (2.1)

where S is a negative real number. Therefore, consistent with the
expression of a generic linear discriminant (1.1), the discriminant
function associated with a DTC can be expressed as

hDTC(x) _ (WDTC)TX+wODTC , (2.2)

where
wPTC = Up;(t) , (2:30)
Wi = —(WPT) T, (2.3b)

choosing the tangent point as the bias vector xj™“ =t (recall that any

linear discriminant vector is valid as a bias vector) and the gradient

vector of the class-conditional densities at t as the weight vector w.

Figure 2.2 shows the tangent point, the gradient vectors and the
linear decision boundary associated with the DTC.

The two types of tangent configurations between two-dimensional
ellipses are observed in Figure 2.3. For a fixed level curve of class
C; (ellipse labeled with A), either a Disjoint Tangent Configuration
(DTC) or an Overlapping Tangent Configuration (OTC) can occur
with class C,. In the first case, the level curve of the class C; (labeled
with B) is tangent and disjoint to the curve 4, i.e., the intersection
of the areas that enclose each one is null. In the second case, the
level curve A is enclosed by the level curve corresponding to C;
(labeled with B’). Since the aim is to discriminate patterns, only DTC
is considered because OTC is not useful.

Notice two facts. First, given a level surface of the class Cy, there
exists a unique level surface of C; that is tangent and disjoint to the
former. Second, every DTC determines a unique hyperplane which
is tangent to both ellipsoids and passes through their tangent point.

Characterization of the classes
by their first two moments. Tan-
gent ellipsoids

Vpi(t)

Figure 2.2: Linear discriminant
based on a DTC. The decision
boundary h(x) =0, the tangent
point t and the gradient vector
of the level surfaces at t, Vp;(t),
i=1,2.

DTC and OTC tangencies

A B
(a) DTC
7 m X
(b) OTC

Figure 2.3: Tangency types.
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Since to characterize the data classes C;, j=1,2, DTC only considers
its first two moments, the following normal class-conditional density
is used to calculate the DTC tangent point,

1

1
(X)) = ——— —-D%(x,mj) |, .
p](x) (27‘[)”|Z]-| eXp( > m(x m])> (2.4)

where

Dp(x,mj) = \/(x - m]«)TZ].*l(x —m;j) (2.5)
is the Mahalanobis distance from any point x to the mean m; of each
class. The level curves of p;(x) are ellipsoids and are defined by

p]-(x) =¢j, (2.6)
¢j being positive real, or equivalently

DM(X/ m]) = 7’]‘ ’ (27)

with ;= \/— In (C]Z(Zﬂ.’)n |Zj|>, being ;> 0.
Applying the gradient operator to p;(x) in (2.4) gives
Vpj(x) = —pj(x) - Dp(x, m;) - VDp(x, m;) . (2.9)

Substituting (2.9) in (2.1) in the tangent point x=t and considering
VD%,(x,m;) = 2-Dp(x,m;) - VDy(x,m;), the condition for the
tangent point given can be also expressed as

VD%, (t,m;) = a- VD3, (t, my) , (2.10)
« being real negative constant given by

109
=P

Applying the gradient operator to Dy;(x, m;) (2.5), the following

(2.11)

is obtained

VDp(x, mj) = D]\,I(>1(,m]) oZ]._l(x —m;), (2.12)
S0
VD3,(x, m;) = 22;1(x -m;), (2.13)
and introducing (2.13) in (2.10) and solving for t, the following is
obtained
t(a) = (Zl_l — aZ;l)il (Zl_lml - ocZz_lmz) , (2.14)

which represents the general expression of a tangent point. On the
other hand, in order to obtain the parameter expressions, (2.9) is
substituted in (2.3a) and it is particularized for x=t,

wj = —p;(t) - Dy(t,m;) - VDy(t, m;) . (2.15)

Tangent point calculation

For each value of 7/, (2.7) rep-
resents an ellipsoid E; of dimen-
sion 1 that encloses a probability
mass. The probability mass in a
region S is defined as the proba-
bility of a pattern x drawn from
a distribution p;(x) falls inside
S. Thus,

Ej £ {x:Du(xmj)=r;} (28)

Gradients in the tangent point
Vpi(t) = B Vpa(t)

VD%, (t, my) = a- VD3,(t, my)
VDp(t,my) = - VDy(t,my)

_ . Dm(tmy)
T =& Dyemy)

ANALYTICAL EXPRESSION

DTC tangent point
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introducing (2.12), results in
wj = —p;(t) ~Z]-*l(t —m;). (2.16)

Notice that the resulting discriminant is equivalent® if the gradient
constant p;(t) is removed from both parameters w y wj.

Now, the decision rule for a linear discriminant based on a DTC
can be written as follows

C
h(x) = (W) Tx + wd™ 21 0, (2.17)
G
where
wPTc = Z]-*l(t(oc) —mj), (2.18a)
Wi = —(WP)Tt(a) , (2.18b)

with j=1,2, and t(a) given by (2.14) with « <0. Note that (2.18) are
the particular expressions of (2.3) when data are normally distributed
or the classes are described by their first two moments. It can also be
observed that a linear discriminant described by a DTC is completely
determined by the tangent point t which, in his turn, is a function of
the parameter «.

€ in terms of a can be obtained

An explicit expression of wP™
introducing (2.13) into (2.10), with x=t, w; =a wy, and removing t,

obtaining
-1
wPTC = [Zl — 06_122} (mz —myq) . (2.19)

This result allows to isolate t(«) from (2.18a)

t(a) =24 [21 — “7122} o (my —my) +myq, (2.20)

with the advantage that it only requires the calculation of one inverse
and not five as in (2.14). This computational reduction applies also to
PTC in (2.19) and w{™ in (2.18b). The calculation
of the DTC discriminant parameters, given «, is summarized next

the calculation of w

Calculation of the DTC discriminant parameters:

1. Calculate the tangent point t (2.20)
2. Calculate the weight vector wP™ (2.19)
3. Calculate the bias value wy' (2.18b)

2.2 Analytical relation with the parametric design

Once the tangent point t is expressed as a function of «, the expression
of wPT¢ (2.19) is identical to that obtained by the parametric method,
wr in (1.5), if

(2.21)

!Two linear discriminants are
equivalent if their weight vectors
and biases are equally propor-
tional.

DTC decision rule

DTC parameters

Simplified DTC parameters



DISJOINT TANGENT CONFIGURATIONS DISCRIMINANTS 137

and

wPT¢ = (zx i 1> \ (2.22)

That is, in order to transform the w” of the parametric method

DTC

into the w”'“ of the DTC method or vice versa, first, it is necessary to

change the variables s and « following (2.21), and second, multiply
or divide by (%) respectively, as (2.22) shows.

Proof of (2.22) and (2.21).

Multiplying (2.19) by (“a;l) gives

x—1 prc | & 1 -1
( . )W = [“_121 2| (mp—mg). (2.23)
Defining
e (2.24)
ST a1 24
then (2.23) becomes
a—1 DIC _ (o5 1 5,171
)W = [sZ14+ (1—9)X]" (mp —my), (2.25)

where the right side is equal to w® in (1.5) corresponding to the para-
metric design of linear discriminants. This proves (2.22) with (2.21).

Note that, as commented in Chapter 1.1, the optimum w” (1.5) is
expressed in terms of the parameter s and does not explicitly depend
on the separability criterion f.

The analytical expression of wy directly depends on the separa-
bility criterion f, so each particular selection of f will produce a
particular expression for wy. Thus, the bias value, substituting t
(2.20) in wy"“(2.18b), is

rXimy — &_1221111
21 — ailzz

wp'(a) = —(wW) (2.26)

2.2.1 Bayes discriminant for Gaussian distributions

Besides the equivalence (2.22) and (2.21) for the optimum w, the bias
value wy™ (2.18b), with the equivalence of s (2.21), is the same to
that obtained for the Bayes linear discriminant by the parametric

method w® (1.11) if

DTC - PB
wy - = wp . 2.2
0 <lx — 1> 0 (2.27)

Therefore, the DTC discriminant is equivalent to the Bayes linear
discriminant for Gaussian distributions or, according to the central
limit theorem, distributions with a high dimension #, if the transfor-
mation of the parameters w”™“ (2.22) and w{™ (2.27) is performed

DTC METHOD
wPTC (1) (2.19), wFTC(a) (2.18b)

PARAMETRIC METHOD
wl'(s) (1.5), wf(s) (1.7)

Bias value wy

PARAMETRIC METHOD

BAYES LINEAR DISC.

f: Bayes error (1.8)
SOLUTION:

wPB(s) (1.5), wfB(s*) (1.11)
s*: optimum (minimum Bayes
error)
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from the Bayes linear discriminant parameters. Note that both param-
eters are multiplied by the same scalar and hence, the discriminants
are equivalent.

Proof of (2.27).

Introducing (2.22) into (2.18b) and considering that s = 25, the follow-
ing is obtained

Wb = —s(wh)Tt. (2.28)
In a similar way, introducing (2.22) into (2.18a) with j=1 and solving
for t, results in

t=sZ;w" +my, (229)
which, introduced into (2.28), produces

Wi = —s (W) Tz wP — s(wh)Tm; . (2.30)

The aim is to prove that

W =

1
3 ngC . (2.31)

Introducing (1.11) and (2.30) into (2.31), the following is obtained

2 P\T
o (wh ) m 1—s)o:
3 i(w) §+ (1-5) 22 = fs(wP)TquP - (WP)Tml .
sy + (1 —s)oy

(232)
Taking into account that (71.2 = (WP)TZ,-WP (see (1.4b)), it can be easily
seen that (2.32) becomes

(W) T{[sZ1 + (1 —s)Zp] W' — (mp —my)} =0.  (233)

This equation is always true because the term {.} is zero (see (1.5)).
Therefore, (2.31) is true, and this proves (2.27).

2.2.2 Fisher discriminant

As shown in Section 1.1.2, the Fisher linear discriminant is obtained
from w" (1.5) of the parametric method with s =0.5, which results in
w™ (1.14). According to the variable change (2.21), the equivalence
with DTC is a = —1, which allows to obtain wP'¢ from (2.19).

o
wDTC — (lx — 1) WPF . (234)

Moreover, in contrast to the classical Fisher discriminant, Fisher-
DTC provides a bias parameter given by (2.18b). Substituting t (2.14)
in wy™ (2.18b), or using wy' (2.26), and particularizing for a = —1,

the following expression is obtained

r2omy + 2ymy
2o+ 24

wp'c = —(w") (235)
In this sense, the Fisher-DTC is a complete linear discriminant and

not just an optimum projection direction.
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2.2.3 Scatter-based discriminant

As shown in Section 1.1.3, the Scatter-based linear discriminant
is obtained from w’ (1.5) with s = P;, which results in w' (1.17).
According to the variable change (2.21), the equivalence with DTC is
x=—P;/P,, i.e., the ratio between the prior probabilities, allowing to
obtain the direction of this discriminant wP' (2.19) from

wPTc = < f ) w's . (2.36)

a—1

On the other hand, the DTC method provides a bias parameter by
means of w("“(2.18b) with « = —P; /P;. Substituting t (2.14) in wy™
(2.18b), or directly using (2.26), and particularizing for that value of
«, the following is obtained

DTC _(WDTC)TplzlmZ + PrXpmy

wy = P T Py (237)

which is different from that obtained from the parametric method
PS
wgp (1.19).

2.3 Analytical relation with the minimax convex-optimization
design

The direct method of DTC for the calculation of the tangent point is
a computational-cost competitive alternative to the iterative solution
of the optimization method (SOCP). It is based on a particular result
of Clark (1995), where multidimensional parameter estimators are
studied that produce normal estimates. It provides (Theorem 2 of
Clark, 1995) sufficient conditions for two ellipsoids to be tangent
with disjoint interiors, and a procedure for finding the corresponding
tangent point, presented in Section 2.5.1. This solution only requires
finding the roots of a 2n-degree polynomial.

The probability of correct classification of the points of a class,
using the Mahalanobis distance Dy(t*, m;) from the mean to the
tangent point t*, is given by the cumulative distribution function

- 1 1, ,
g = / Wexp(—zDM(x,m]Ddx, (2.38)

XER]'

where R; = {x € R"| D%A(x,m]-) < D%A(t,m]-)} is the region that
contains a probability of success ¢; for the samples of the class C;
and is defined by the set of points which have less Mahalanobis
distance to the mean than the Mahalanobis distance from the mean
to the tangent point t. The probability of success as a function of the
Mahalanobis distance from the mean to the tangent point is used
to establish the correspondence of the DTC discriminants with the
minimax convex optimization method of Section 1.2, as it is shown
next.

Direct method

139
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2.3.1 Bayes discriminant for Gaussian distributions

The linear Bayes discriminant is obtained minimizing the Bayes error
(1.8) in the projected space by the discriminant direction vector. From
the Bayes’ rule

W exp (_ZD%/I(XIml)) = P2 W exp (—2D%/I(x,m2)) , (239)

being Pj the prior probability of the class Cj, j=1,2, and Dy the

Py

Mahalanobis distance given by (2.5), the optimization comes from its
integration in both sides to obtain an expression dependent on the
cumulative distribution function, which provides the probability of
success of each class ¢

" 1 1 ' 1 1
P / — X (—D2 X, m )dx—l— P / ——————eX (—D2 X, m >dx, 2.40
1 2] p(—5Dm(x m1) 2 )5 p(—5Dm(x m2) (2.40)
XERq XER,
~— ~—~—
A 31 A €

obtaining an expression whose maximization is equivalent to that of
the optimization problem (1.21).

2.3.2 MPDH-DTC discriminant

The MPDH solution aims to obtain the hyperplane which separates
the classes with equal and maximum probability of success (Lanckriet
et al., 2002). Geometrically, the tangent point of the border of the
discriminant with both ellipsoids of equal probability level is in
the equidistance of Mahalanobis from the means, the point that
minimizes its maximum distance to the mean of each class; i.e., given
an arbitrary point, the distances are calculated to each of the means
of the classes and the greater of them is minimized (if during the
process the greater distance is the distance to the other mean, this
distance is minimized).

The relation between Mahalanobis distances from the tangent
point t(a) to each mean m;, j=1,2, satisfies

Dy(tmy) _ Vit m)Te (- my) “ g
Dp(t, my) \/(t—mz)TZz’l(t—mz) 2

If r1 =r,, the DTC described by (2.41) determines a tangent point DTC
t* with equal and maximum Mahalanobis distance to m; and my,

DM(t*l ml) - DM(t*rmZ) =0. (2‘42)

Therefore, MPDH is given here by a particular DTC called MPDH-
DTC discriminant, which is a non-iterative alternative to optimization
methods used in MPM.
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As stated before, the Mahalanobis equidistance from the tangent
point to both means implies that the discriminant separates both
classes with equal probability. Thus, the probability of success en-
closed by a given Mahalanobis distance Dy(t*, m;) is given by the
cumulative distribution function (2.38). Considering D (t*, m;) =
Dum(t*, myz), the probability of success of each class is equal too,
verifying

Minimax optimization method

/ —(27_(1)’1'21' exp<—%D§4(X,m1))dx= / m exp(—%D%,I(x,mz))dx . (2.43)

xERY XER,

v

~ ~

€1 €2

Thus, if ¢ = &, = € and it is aimed to maximize the success
probability ¢, there is an equivalence with the expression of the
optimization problem (1.22).

2.4 Quasi-Bayes-DTC discriminant

In this section a new discriminant DTC is presented which, due
to its design characteristics, has been called Quasi-Bayes-DTC. The
DTC tangent point that defines the discriminant is the crossing
point between the optimal Bayes border for Gaussian distributions
and the curve of all DTC points, Figure 2.4. As will be seen in
the experiments section, it produces accuracy results very close to
those of the Bayes linear discriminant for Gaussian distributions
with a lower computational cost because it is a direct solution (no
search for any parameter is required). Finally, the relationship of
this discriminant with the discriminators obtained through minimax
convex-optimization will be demonstrated.

The calculation of the discriminant is similarly done to the MPDH-
DTC, but the equidistance of Mahalanobis is replaced by a not-null
difference of Mahalanobis distances. The Quasi-Bayes-DTC tangent
point t*, because it is also the tangent point of the quadratic Bayes
border, satisfies Bayes’ rule (2.39).

Similarly to (2.42), taking logarithms in (2.39)

D3 (t*, my) — Dj(t*, mp) = K, (2.44)

_ Pr\? 2|
K=In [(P_z) ﬂ] . (2.45)

This discriminant provides a good classification in terms of error

where

probability when the prior probabilities are an important part of
the problem —as seen in imbalanced problems with extreme a priori
probability values- since it always moves with the optimal non-linear
Bayes discriminant.

In order to establish the relation with the minimax optimization

'
'
'
'
'
1
'

Figure 2.4: Quasi-Bayes DTC lin-
ear discriminant. This discrim-
inant (bold curve) is described
by the DTC tangent point given
by the intersection between the
Bayes quadratic border (dashed
line) and the DTC curve of
all possible tangent points (dot-
ted and dashed curve). The
Quasi-Bayes DTC tangent point
is shown as a bold dot.

Minimax optimization method
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method, D% (t*, mp) = D3,(t*, m;) + K being a new Mahalanobis
distance from the mean of the class C, which is equal to the Maha-
lanobis distance from the mean of the class C; to the tangent point
of the discriminant

D3,(t", m;) = D4 (t*, my) . (2.46)

The success probability bounded by these Mahalanobis distances
is

‘ 1 1 _ 1 _1 2
Xei Wexp(—zDM(x,mlﬁdx Xeé (2n)n|22|exp< 2DM(x,m2)>dx, (2.47)

/

€ €

where

2= S 1 -
&y = 6‘7/3 (27'[)11‘22| eXp( > (DM(X/ m2)+K> dx =T €7, (248)
XE

being e, described by (2.38) and resulting in 1 =T - &5, with

P []Z]

~ (2.49)

I = .
Py %

Thus, the optimization problem, following its general expression
(1.20), and using the results obtained in MPDH (2.43)-(1.22) is

max ¢ s.t. inf  P{wix+wy>0}>¢
&,W#0,wq x~(mq,2q) QUASI-BAYES (minimax opti-
. . mization metho
T (2.50) hod
inf . P{w'x+wy<0}>T-¢,
x~(m2,22

2.5 Calculation of the DTC discriminants

The procedure of a DTC calculation is summarized next. First, the
first two moments of the class distributions are estimated. Second,
the parameter « is calculated, which determines an unique DTC
discriminant. This calculation can come from the calculation of the
s parameter by means of the parametric method and then establish
the correspondence with the a of the DTC method; or, in the case of
MPDH and Quasi-Bayes, the « value is calculated through the Clark
polynomial, as shown in Section 2.5.1. Once « is known, is direct the
calculation of the tangent point t is direct and then, the parameters
wPT¢ and w{™, which determine the DTC discriminant. Section 2.5.2

presents the DTC algorithm more exhaustively.
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Calculation of the DTC discriminants:

[y

Estimation of mq, my, ¥ and ¥, from data.
2. Determine a*:
¢ From the parametric method
- Applying the transformation s — & (2.22)

e Through the Clark polynomial
- MPDH problem with K=0
- Quasi-Bayes discriminant with K of (2.45)

3. Calculate the tangent point t(a*) (2.20)
Calculate the weight vector w°™ (2.19) or (2.18a)
5. Calculate the bias value wg™ (2.18b)

+

2.5.1  Calculation of a by the Clark polynomial

Let’s m; € R” the means vectors and Y€ R"*", j=1,2, the covariance
matrices of a given binary classification problem. The aim is to find
the DTC tangent point. First, data are spatially moved in such a
way that one of the means, e.g., my, is 0. This is done by subtracting
m, to all data points. Then, the matrix T € R"*" simultaneously
diagonalize X, Tand X! to transform them into a positive definite
diagonal matrix, D € R"*", and the identity matrix I € R"*"

e 'T=1, (2.51a)
T2 'T=D. (2.51b)

Now, each data point x has been transformed into X according to
x=T'x—my), (2.52)

and the transformed means are

Bx
I

'(my —my), (2.53a)

T
T 1(my—my) =0. (2.53b)

Ez
Il

So, the new problem is finding the tangent point between a hy-
persphere centered at ffi; and an ellipsoid centered at the origin
iy =0

Theorem 2 of Clark (1995) gives sufficient conditions for two
ellipsoids to be tangent with disjoint interiors and a procedure to
find the corresponding tangent point. These sufficient conditions are

B(w) = (I—aD) 'y, (2.542)
1t = (Bw) — )" (B(w) — 1), (2.54b)
13 =Ha) ' D¥(a), (2.54¢)
a<0, (2.54d)

2
Z@
(a) Original space
D

=

(b) Transformed space

Figure 2.5: Simultaneous diago-
nalization
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where 1 is the DTC tangent point in the transformed space. The
unique value a* that satisfies the conditions is the real and negative
solution of
G(w) - H(x) = K, (2:55)
where
K = D3(t ;) — D3,(t, my) (2.56)
is the difference of the Mahalanobis distances from the tangent point
to the means and
G(a) = a®>m! D* (I —aD) 21y, (2.57a)
H(x) =@l D(I—aD) 2, . (2.57b)

To find the solution, G(«) and H(«) are expressed as

2 (14
Gla) = "‘Afi)) , H() = ff(’;?) (2.58)

where A(a) is a 2n-degree polynomial, and B(«x) and C(«) are poly-
nomials of degree 2n—2 or less. Using this result, the solution of
(2.55) is the unique real root of the 2n-degree Clark polynomial

#?C(a) — B(a) — KA(x) =0, (2.59)

which satisfies « <0. A(«), B(a) and C(a) can be computationally
obtained using Algorithm 1 of Clark (1995).

Once the solution a* is obtained, the DTC tangent point f(a*) in
the transformed space is calculated by (2.54a), and the corresponding
tangent point t in the original space can be obtained from (2.52) with
x=t(a*), x=1(a*), and isolating t

t(a®) =Tta") + m; . (2.60)

This result can also be obtained from (2.14) or (2.20) with a*. This
is true because (2.54) can be obtained from the DTC analysis.

Proof. Clark conditions (2.54) can be obtained from the DTC
analysis in the transformed space.

Considering the Mahalanobis distances in the transformed space from
the tangent point t to the means m;, j=1,2, (iny =0),

Dy(tm)) =7, (2.61)

note that the conditions (2.54b) and (2.54c) are the following Maha-
lanobis distances particularized in x=1

(%,1071) = (X —my) (x —my), (2.62a)
2(%,0) =x'Dx, (2.62b)

(t—myq), (2.63a)
VD3,(t,0) =2D%. (2.63b)
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Using (2.10) from the DTC analysis
VD3, (F(a), fay) = - VD%, (E(),0) . (2.64)

Substituting (2.63) in (2.64)

2(t—my) =2aDt, (2.65)

and isolating t
f=(I—-aD) iy, (2.66)

which is the same as condition (2.54a), proving the Clark conditions
can be obtained from the DTC analysis.

Note that the solution a* of the Clark polynomial (2.59) is the
solution of the MPDH problem if K=0 (2.56), because the difference
of Mahalanobis distances in the tangent point is null, r{ =1, =r. On
the other hand, the solution of the Clark polynomial is the Quasi-
Bayes discriminant if the difference of Mahalanobis distances K in
the tangent point satisfies the Bayes’ rule, calculated in (2.45).

2.5.2  DTC algorithm

This method to determine the DTC discriminant follows the calcula-
tion of the tangent point of Section 2.5.1 by the Clark polynomial.

The algorithm’s input is the labeled patterns and the output are
the DTC discriminant parameters w* and wy.

First, the first two moments of the classes and the prior prob-
abilities are estimated from data: m;, ¥;, and P, j=1,2. Then,
the transformation matrix T (Section 2.5.1) is calculated using the
Cholesky factorization and the Schur decomposition in order to si-
multaneously diagonalize both inverse covariance matrices. The
result of the Cholesky factorization of the covariance matrix X; is the
matrix G, which satisfies

GG =x;1. (2.67)

Using
F=Gc'51(chH)™, (2.68)
the Schur decomposition of F results in Q and Z, Z being a diagonal
matrix, which satisfy

Q'FQ=2. (2.69)
Then, it is possible to calculate the transformation matrix T as
T=(GhH) Q. (2.70)

The diagonal matrix and the identity matrix after the simultaneous
diagonalization are

D=T"s'T, (2.71a)
I=TT2'T, (2.71b)
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D being a positive definite diagonal matrix. The Algorithm 1 of
Clark (1995) allows to construct the polynomial in & to obtain the
DTC tangent point. First, the auxiliary vectors b, the diagonal of
the diagonal matrix D, and y, the not null mean in the transformed
space, are calculated,

b = diag(D) , (2.72a)
y=T"1(m; —my). (2.72b)
Hereinafter, the subscripts numbers refer to the positions of a vector,

except x; and X; where the subscripts still refer to the classes, j=1,2.
b and y are used to calculate the coefficients of the polynomial in «

Ci(a) = biyi, (2.732)
Bi(a) = biyi, (2.73b)
Aq(e) = b3a® —2bja +1, (2.730)

to iteratively calculate, from k=2 to 1, being n the dimension of data,

Cr(a) = bRa®Ce_q () — 2bgaCy_q ()

+Cr1(a) + bRyp Ar a1 (w) (2.74a)
By(a) = b?a’By_1(a) — 2bgaBi_1(«)

+ Bi_1(a) + bryp Ax—1(a) , (2.74b)
Ar(a) = b2 A1 () — 2brAg_q ()

+ Ag-1(a) . (2.740)

Then, solving the 2n-degree Clark polynomial (2.59) in &
a*C() — B(a) —KA(a) =0, (2.75)

to obtain a unique real negative a*, which is the solution of the DTC
tangent point t* given by (2.14)

t = (2;1 - “*22_1)*1 (Zl_lml — a*):z—lm2) . (2.76)

Using the tangent point t* in (2.18)
W=z my), @772)
wj = —(w)'t, (2.77b)

the parameters w* and wy of the DTC linear discriminant are ob-
tained.

Note that the solution a* of the Clark polynomial (2.59) is the
solution of the MPDH problem if K=0 (2.56). On the other hand,
the solution of the Clark polynomial is the Quasi-Bayes discriminant
if the difference of Mahalanobis distances K in the tangent point
satisfies the Bayes’ rule, being calculate in (2.45).

Next, the DTC algorithm is presented. Note that A, B, C and P
are vectors and 7 is the data dimension.
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Algorithm 2: DTC algorithm

Data: Labeled patterns

Result: w*, wj

Estimation of m;, Z]- and Pj, j=1,2
G = cholesky(Z; 1)
F=G'51(G")!

Q, Z = schur(F)

T=(GH'Q
D=TTs,'T

b = diag(D)
y=T'(m; —mp)
C = biy;

B = byy]

A =[b3, 2by, 1]
fork=2ton do

C=b?-[C, 0,0/ —2b;- [0, C,
B=0b2-[B, 0, 0] —2b;- [0, B,
A=Db2-[A, 0,0 —2b-[0, A,
if MPDH-DTC then
L K=0

if Quasi-Bayes-DTC then

_ P %o
| K= 21078 )
P=[C, 0,0/ -1[0,0 BJ+K-A
a* = roots(P)

0]+[0, 0, C] + by} - A
0] +1[0, 0, Bl +bry:- A

-1
t' = (21_1 — oc*Zz_l) * (Zl_lml - a*Zz_lmz)

wh =21t —my)
wg — *(W*)Tt*
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Part 11

Non-linear DTC
discriminants

In some cases, linear discriminants are used to solve classification
problems due to their simplicity. However, linear classifiers are often
insufficient to effectively solve many other problems, so that more
powerful non-linear architectures are needed.

A non-linear discriminant could be constructed by transforming the
input data into an intermediate space and then using a linear discrim-
inant since it has been shown that, through an appropriate transfor-
mation, the new data set in the transformed space has a greater linear
separability (Vapnik, 1995; Huang et al., 2006).

This transformation can be done with direct methods such as Principal
Components Analysis (PCA) by Jollife (2002), paradigm of dimension-
ality reduction, or by more or less complex neural structures. Among
them, the Single-hidden Layer Feedforward Networks (SLFNs) (Huang
et al., 2006; Widrow et al., 2013; Martinez-Garcia and Sancho-Gémez,
2018), which perform the transformation through a hidden layer with
non-linear units, allowing to solve the classification problem in the
output layer with a linear discriminant. The most representative SLFNs
are: 1) the Multi-layer Perceptron (MLP) with a hidden layer of sigmoid
units or Rectified Linear Units (ReLU). These networks are normally
trained using gradient algorithms (Back-propagation) and are designed
using Cross-Validation (CV) techniques. They present the drawback of
training stagnation (either by falling into a local minimum, or by the
effect known as paralysis) and a computationally expensive design;
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2) The Radial Basis Function Networks (RBFN) with a hidden layer of
Gaussian kernels. Vector quantization techniques are used for kernel
calculation and Least Mean Squares (LMS) for the output layer weights.
The design of the hidden layer size is done by CV. There are other
alternative ways of designing and training an RBF network but the
one described stands out for its effectiveness (Haykin, 2009); finally, 3)
kernel-based networks that use the so-called kernel trick to perform
the non-linear transformation in order to design and train the complete
network by solving a convex optimization problem (Scholkopf and
Smola, 2001). These are, among others, the Support Vector Machines
(SVMs). The main drawback of this method is its high computational
cost for a large number of samples.

There also are deep networks which perform a transformation of
the data space to overcome the performance obtained in the origi-
nal space. Highlighted among others, the Stacked Denoising Auto-
Encoders (SDAE) (Vincent et al., 2010), a very often used technique
due to its high representation capability; Generative Adversarial Nets
(GAN) (Goodfellow et al., 2014), and more concrete Adversarial Auto-
Encoders (AAE) (Makhzani et al., 2015); and Variational Auto-Encoders
(VAE) (Doersch, 2016), in which the intermediate space can be used to
apply a linear discriminant.









3_

Radial Basis Function Networks
(RBEN)

In this chapter, the original space of the input data x € R" of the Non-linear projection
classification problem is mapped to a higher-dimensional feature

space via the mapping function ¢ : R” — R", such that the linear

decision boundary H. (w, wg) = {¢(x) ER™ | wl ¢p(x)+wo=0} in the

projected feature space R” corresponds to the non-linear decision

boundary in the original data space Hy. (W, wp) = {x€R" | w! ¢(x)+

wo= 0} .

It is well known that an appropriate non-linear projection into an
intermediate feature space increases the linear separability, allowing
the use of a linear discriminant (Vapnik, 1995; Huang et al., 2006). A
Single-hidden Layer Feedforward Neural Network (SLFN) (Huang SLFN
et al., 2006; Widrow et al., 2013; Martinez-Garcia and Sancho-Gémez,
2018) is a neural network architecture based on this idea to construct
a non-linear discriminant, in which the input data are projected by
the hidden layer and are classified by means of the output linear
discriminant. Therefore, the non-linear behavior is provided by the
hidden layer through the different types of kernels. This network
transforms the N input samples in R” into N samples in R", m being
the number of hidden nodes. The number of classes determines the
output layer dimension, which is, in turn, the number of output nodes
or linear discriminants. However, note that in binary classification
problems the output is one-dimensional and hence, only one linear
discriminant is needed in the output layer.

From a particular linear discriminant, it is possible to build a Training
non-linear classifier using an SLEN architecture. For this, training is
required for the weights of the hidden layer (the non-linear part) and
for those of the output layer (the linear part). While MLP and SVM
employ training algorithms for the whole architecture —with a good
performance but with the local minima stuck issue in the case of the
gradient descent training (Back-propagation)- other SLFNs allow an
independent training for each layer (Haykin, 2009; Duda et al., 2000)
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with an unsupervised training, i.e., regardless of the targets, for the
hidden layer and supervised for the output layer. The most com-
mon unsupervised training of the hidden layer weights is their ran-
dom fixing at the beginning, like ELM (Extreme Learning Machine)
(Huang et al., 2006) and the No-Propagation algorithm (Widrow et al.,
2013; Martinez-Garcia and Sancho-Gémez, 2018), which increase the
training speed but sometimes needs a larger hidden layer. Vector
quantization techniques for Gaussian transformations present a more
precise unsupervised training, as will be seen later. Once the hidden
layer is trained, the linear discriminant of the output layer can be
trained by pseudoinverse, e.g., ELM; by a gradient algorithm, e.g.,
mean squares (LMS) of No-propagation, less sensitive to noise than
pseudoinverse (Martinez-Garcia and Sancho-Gémez, 2018); or by a
parametric algorithm, e.g., the DTC discriminants.

In order to perform the mapping to the feature space, there are
memory-based methods in which the training samples, or a subset
of them, are used to predict in the test phase (Bishop, 2006). They
consists of linear combinations of a kernel function which includes
a similarity measurement of two samples in the input space. This
method is fast in training but slow in testing. For non-linear mapping
functions ¢(x), the kernel is given by

x(x,x') = () (), (3.1)

x and x’ being two samples in the input space.

A necessary and sufficient condition for a function x(x, x") to be a
valid kernel is that the Gram matrix is positive definite. The Gram
matrix is a symmetric Ly, ] matrix defined as

L=odT, (3.2)

where @ is the design matrix whose i-th row is given by ¢(x(/)T, i=
1,2,...,N. Notice the kernel formulation deals with N-dimensional

inverse square matrices while the initial space deals with m-dimensional

inverse square matrices, where the number of samples N is typically
much larger than the dimension of samples m. Therefore, the disad-
vantage of the kernel formulation is the increase in computational
cost, but with the advantage of working directly in terms of kernels
and not with the explicit formulation of the feature vector ¢(x), which
allows to use feature spaces of high, even infinite, dimensionality.

Any algorithm which can be expressed with an inner product in
the feature space can also be expressed with a kernel, what is called
the kernel trick or kernel substitution.

There are many possible kernel types, some of them are described

Unsupervised (non-linear hid-
den layer)

¢ Random weights

* Vector quantization

Supervised  (linear
layer)

output

¢ Pseudoinverse
e Gradient descent

¢ Parametric methods

KERNELS

High computational cost

Kernel transformation
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below with their parameters

k(x,x') = xTx' Linear , (3.3a)

k(x,X') = (axTx' + b)" Polynomial (a,b,7) , (3.3b)
' [[x —x||? :

k(x,x") = exp (— M) Gaussian (o) , (3-3¢)

k(x,x") = tanh(ax"x' + b) Sigmoid (a,b) . (3.3d)

The kernel functions which depend on the distance, typically
Euclidean, between the input samples «(x,x") = x(|[x — x/||) are
known as radial basis functions, and more specifically, Gaussian
radial basis functions if the kernel is Gaussian (3.3c). Note that the
normalization coefficient is omitted due to it not being a probability
density. Hereinafter, the radial basis functions will be considered
Gaussian.

Originally, radial basis functions were used for exact interpolation:

given a set of input samples {x(1),x?), ..., x(N)} the goal is to find
a smooth function g(x) that is a linear combination or superposition
of radial basis functions centered on each sample

)2
Zw exp( Ix =] ) , (3-4)

that fits every target or class value exactly. The weights w; are fitted
by least mean squares (LMS). However, target values are generally
noisy and exact interpolation is undesirable because it produces an
over-fitted solution. Besides, for large data sets, it is very costly to
evaluate.

A modification consists of reducing the number of basis functions
to provide a smooth, not exact, interpolation function in which the

number of basis functions is related to the complexity of the problem.

Now, the centers of the basis functions are no longer the samples, but
representative centroids of the samples; and the width of the basis

functions ¢ becomes different and trainable for each basis function.

It is also possible to add a bias parameter to compensate for the
difference with the target values and include it in the summation
by an extra bias function ¢y = 1. Thus, the resulting Gaussian radial
basis functions are

_ 2
wo-en(BSBE),

20’k

u; being the centers of the basis functions, k=1,2,...,m, m being the
number of the Gaussian basis functions. Note that the equation is
valid for any arbitrary covariance matrix.

Like multilayer perceptrons, radial basis function networks are
universal approximators (Bishop, 1995). Even with mild restrictions
on the form of the kernels, the universal approximation property

RADIAL BASIS FUNCTIONS

Not exact interpolation

Universal approximator
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still holds. Radial basis function networks also presents the property
of being the “best approximation”, consisting of the existence of a
function, among all possible functions with adjustable parameters,
which provides the minimum approximation error for any given
function.

The training of radial basis function networks can be faster that
the training of multilayer perceptrons because it is possible to apply
a two-stage training procedure, as mentioned. In multilayer percep-
trons, the trainable parameters are usually fitted at the same time in
a global optimization procedure that uses supervised training. On
the contrary, in radial basis functions, in the first stage, the parame-
ters of the basis functions, i.e., their position p# and their width ¢ in
the case of Gaussian functions, are fitted by unsupervised methods,
only considering the input samples, which make them fast methods.
Therefore, the basis function centers p can be considered as proto-
types of the input samples. In the second stage, the output layer
weights are fitted solving a linear problem that minimizes an error
function, which is also fast. This allows the use of a large amount
of unlabeled training data for the calculation of the parameters of
the basis functions and a small quantity for the labeled training of
the output weights, keeping the number of samples per number of
parameters ratio high for each training stage.

3.1 RBF-DTC

It is a non-linear DTC discriminant formed by a Gaussian RBF net-
work (3.3¢), which takes advantage of the separate pre-design of the
hidden layer, with a linear discriminant DTC in the output layer. It
is necessary for an effective selection of the centroids, the parameter
that places the Gaussians in the input space, to provide to the pos-
terior linear discriminant an appropriate representation of the data
distribution with a high expressive capacity. Thus, the hidden layer is
pre-trained using vector quantization techniques such as Frequency
Sensitive Competitive Learning (FSCL), (Ahalt et al., 1990), described
in Appendix C. Finally, the linear DTC discriminant of the output
layer is trained like a standalone linear discriminant. The non-linear
discriminant constructed in this way preserves the properties of the
linear discriminant from which it originates.

The architecture of this RBF-DTC network is shown in Figure 3.1,
in which the n-dimensional input patterns, x() = {x%i), xéi), .., x,(f) }
or X[an] in a matrix form, i=1,2,...,N, N being the number of
samples, are transformed into N m-dimensional hidden patterns
by means of m Gaussian functions centered at its centroids. Each
centroid ¢(F) = {cgk), cék), .. ,cslk) }, k=1,2,...,m, denotes the position
of the k-th Gaussian node in the input space, having n+1 parameters
to be fixed: The n parameters of c¢() and the standard deviation.

Fast training. Two stages
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INPUT HIDDEN OUTPUT
LAYER LAYER LAYER
m RBF nodes
n inputs

7 DTC nodes

[ x1
X2 ——e 01
X3
X < Xy E 0
X5
——>e 05

The use of Gaussian nodes with radial symmetry provides the best
option in terms of the trade-off between computational cost and
classification accuracy (Haykin, 2009). Using this approach, the
output of the k-th Gaussian node for the i-th input sample, H{y

in a matrix form, is given by
@) — k)2
_Ix0 e ) , 56

1
hiy = ———ex

withi=1,2,...,N, and k=1,2,...,m. For a multi-class problem,
the j-th component of the network output for the i-th input sample,
Opn i) in a matrix form, is given by the linear combination of the
hidden layer outputs and the weights of the DTC linear discriminant
as follows, including the classification rule,

0;j = (W)Th® + w, ) % 0, (3.7)
2
with j=1,2,...,7, i being the output layer dimension. Note that
f1=1 in binary classification, the case considered here.

Other non-linear discriminants can be obtained by applying other
linear discriminants to the RBF output and thus, producing the non-
linear DTC versions of the linear DTC discriminants seen in the
previous chapter.

Figure 3.1: Architecture of the
non-linear RBF-DTC discrimi-
nant: x input patterns, RBF
nodes in the hidden layer, DTC
nodes in the output layer and o
output patterns.
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Results






4 N
Experiments

In this chapter, the performance of different linear and non-linear
discriminants on several data sets is analyzed. These data sets are
composed of artificial data with known distributions and real data
with known and unknown distributions.

To determine which algorithm is better, the Test Set Accuracy
(TSA) and the computational cost, in terms of training speed, and
memory requirements, are considered.

The averages of the test accuracies obtained in the repetitions of Hypothesis test
each algorithm’s measurement are compared following the Newman-
Keuls hypothesis test with a confidence level of 95%, see Appendix
D, for dependent samples (Pagano, 2010), i.e., the same random
partitions of the training and test sets are used for each algorithm
evaluation.

All the algorithms have been written and run in Matlab by the
authors without any external library nor routine. A Python version
is also available.

4.1 Data sets

Except for the synthetic data sets used for the prior probability
analysis in linear discriminants, the rest are real benchmark data sets
taken from well known data bases.

N N N> Missing n Table 4.1: Data sets. N/Nj/Na:
Total/C;/C, numbers of sam-

Tewo norm 7400 3703 3697 No 20 ples after remove missing; Miss-
Breast cancer 683 444 239 No 10 . £ missi d
Tonosphere 351 126 225 No 3 ing: number of missing remove
Heart disease 143 41 102 127 13 samples; n: number of features.
Vote 232 108 124 203 16
Sonar 208 111 97 No 60
Liver disorders 345 145 200 No 6
Skin segmentation 245057 50859 194198 No 3
SVM guide 1 7089 4000 3089 No 4
Cod RNA 331152 110384 220768 No 8
MNIST (0-1) 14780 6903 7877 No 400
MNIST (7-8) 14118 7293 6825 No 400

MNIST (4-5) 13137 6824 6313 No 400
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The main features of the data sets are shown in Table 4.1, which
includes the number of samples after removing the missing samples
and the number or these missing removed samples. Features are
scaled into interval [—1, 1], and the binary target values of the classes
are {1, —1}.

The data sets used are taken from the UCI database (Lichman,
2013) (Breast cancer, Ionosphere, Heart disease, Vote, Sonar, Liver
disorders, Skin segmentation), the LIBSVM database (Chang and Lin,
2011) (SVM guide 1, Cod RNA), the Two norm database (Breiman,
1996) and the MNIST database (LeCun et al., 1998). Since the com-
pared discriminants are binary classifiers, the MNIST problem is
addressed through pair-wise digit comparisons. The pairs (o-1), (7-8)
and (5-8) have been selected because they can be considered as low,
medium and large difficulty, respectively.

For discussion of results purposes, the following data sets are
considered data sets with large number of samples: Skin segmenta-
tion, SVM Guide 1, Cod RNA and MNIST. The first three are also
considered data sets with a high ratio of samples per dimension.

Each data set is randomly partitioned into a training set (70%) and
a test set (30%). There are 100 runs of the algorithms in each training
set, randomizing in each one the order of the samples. The same data
set random partition is used in each comparison between algorithms,
what is called a dependent samples situation (Pagano, 2010).

4.2 Linear discriminants

4.2.1  Algorithms for comparision

The linear discriminants used for comparison are the following:

¢ the DTC formulation of classical linear discriminants: MPDH-DTC,
the direct solution of the minimax MPDH problem, alternative to
the iterative MPM; Fisher-DTC, which adds an independent term
to the direction provided by the Fisher criterion; and Scatter-DTC,
based on the dispersion of the classes.

¢ a new DTC linear discriminant, called Quasi-Bayes-DTC, with
very close accuracy to the optimal Bayes but lower computational
cost.

¢ the linear MPM solution to the minimax MPDH problem (Lanck-
riet et al., 2002).

¢ the Bayes linear discriminant designed according to the Theoretical
Method (TM) (Fukunaga, 1990).

Data sets

SVM Guide 1 w TN 1
Cod RNA
MNIST

Skin segmentation } N

Training and test partitions
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4.2.2  Prior behaviour

The performance of the linear discriminants is analized in a prior
probability swept P; of class C; in two synthetic distributions, uni-
form and Gaussian.

Figure 4.1: Prior behavior of the
linear discriminants and the op-
timal Bayes with synthetic uni-
form distributions. (a) Distri-
butions, discriminants and DTC
point curve. (b) Classification
accuracy (%) vs. Cj class prior
probability P;.
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(a) (b)
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Figure 4.2: Prior behavior of
the linear discriminants and the
optimal Bayes with synthetic n-
dimensional Gaussian distribu-
tions. Classification accuracy (%)
vs. C; class prior probability P;,
for values of n equal to 5, 10, 20
and 50.
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Figure 4.1 shows the binary classification of a pair of two-dimensional
synthetic uniform distributions. On the left, the distributions and
the ellipses of their covariance matrices, the linear discriminants, the
DTC point curve, i.e., the curve of all possible tangent points between
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two ellipses centered in the means, and the Bayes optimal quadratic
boundary, as a benchmark. The accuracy classification results as a
function of the class C; prior probability P; are shown on the right.

The results for several n-dimensional synthetic Gaussian distribu-
tions are shown in Figure 4.2, where the performance of the discrim-
inants is expressed in terms of the averaged classification accuracy
for 100 runs.

For each run, the mean vectors and the covariance matrices are
uniformly random-generated. The means m;, j=1,2, are in interval
[—1,1]. To generate the covariance matrices ¥, first, an element-by-
element random matrix C is created in [—2,2]; second, the transfor-
mation to get a definite-positive covariance matrix is © = C-CT,
where T means transposed matrix.

In both uniform and Gaussian distributions, the discriminants
only depend on the means and the covariance matrices, while the
classification accuracy values are calculated generating 10 samples
of each class.

In both distributions, linear Bayes, followed closely by Quasi-Bayes-
DTC, provide larger accuracy than the rest of the linear discriminants.
On the other hand, MPDH-DTC and MPM produce very similar
results, both exhibit a minimax behavior in the sense of independence
of prior probabilities. Although Fisher seems graphically similar
to the MPDH-DTC and MPM discriminants, its behavior is not
independent of the prior probabilities, i.e., it is not minimax, the
apparently flat result comes from the average of individual runs of
the simulations.

In many cases, the relevant information about the problem, such
as the class distributions or the prior probabilities, is unknown. Thus,
the information obtained only from the data may be erroneous and
the results poor. For this reason, the minimax solutions are used
to minimize the maximum possible risk; in other words, they are
methods whose worst solution (due to the unknown information) is
the best possible.

4.2.3 Benchmark problems

Test set accuracy (TSA). Table 4.2 shows the accuracy results for some
real benchmark data sets. The best global results appear in bold
numbers, while the best results within families are shown in italics,
i.e., the Bayesian family (comparing the Bayes linear discriminant
with Quasi-Bayes-DTC) and the minimax family (comparing MPM
with MPDH-DTC); in both cases following the already commented
hypothesis test for means. According to this, Quasi-Bayes-DTC
produces the best global result in more cases: Skin segmentation,
SVM-guide-1, Cod-RNA and MNIST (o-1), tying with the Bayes
linear discriminant in two of them and MPDH-DTC in one. It is also
observed that the MPM algorithm is the best for Sonar. Linear Bayes,

Synthetic data sets

Linear Bayes best accuracy,
closely followed by Quasi-Bayes-
DTC

Quasi-Bayes best accuracy
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MPM and MPDH-DTC produce the best result for MNIST (7-8). In
general, it is not possible to establish a winner in the cases in which
the number of samples per dimension is small, because it produces
results with high dispersion and low reliability.

Bayesian Minimax
Linear-Bayes  Quasi-Bayes-DTC MPM MPDH-DTC Fisher-DTC  Scatter-DTC
Two norm 97.8+0.3 97.8+0.3 97.8+0.3 97.8+0.3 97.8+0.3 97.8+0.3
Breast cancer 97.0£0.9 95.0+1.3 973409 972409 963+ 1.4 972409
Ionosphere 84.8+3.3 799 £3.9 84.8+2.9 81.6+£3.3 79.0£3.6 809 £33
Heart disease 834453 83.1+£52 81.2+5.1 80.7 £5.1 80.9 +£5.1 829+5.0
Vote 96.0+1.6 96.0+ 1.6 96.0+ 1.6 96.0+1.6 96.1+1.7 96.1+1.8
Sonar 733 +£5.8 719 £55 771452 73.6+£5.8 73.5+£59 732+5.7
Liver disorders 62.9+£4.6 60.0£5.3 609 £4.7 62.9+41 63.1+£3.9 63.3+£3.9
Skin segmentation 93.3+0.1 93.6 0.1 93.4+0.1 93.5+0.1 91.8+0.1 88.3+0.1
SVM guide 1 94.7+ 04 94.7 £0.4 935404 942404 86.0+0.7 849+0.7
Cod RNA 95.1+0.0 95.1+£0.0 94.440.0 94.5+£0.1 94.1£0.1 95.0+0.1
MNIST (0-1) 99.2+0.2 99.6 £0.1 99.3+0.1 99.6 £0.1 99.2+0.2 99.34+0.2
MNIST (7-8) 98.2+0.2 98.04+0.2 98.1+£0.2 98.1+£0.2 979402 98.040.2
MNIST (5-8) 95.0+0.3 943404 952403 95.14+0.3 95.0+0.3 95.04+0.3

Table 4.2: Linear discriminants.
Average of TSA (Test Set Accu-
racy) with standard deviation, in
the class distributions by their first two moments. For example, percent.

Another important issue is the quality of the characterization of

in the Liver disorders problem, the class distributions are not well
characterized by their first two moments, because the third (skewness)
and the forth (kurtosis) moments are high. That is the reason why
Quasi-Bayes-DTC does not obtain a good result in this problem.

Regarding the minimax discriminants, MPDH-DTC beats MPM MPDH-DTC best minimax accu-
in five cases (Liver disorders, Skin segmentation, SVM-guide-1, Cod- racy
RNA and MNIST (o-1)) and ties in MNIST (7-8); MPM is better than
MPDH-DTC in Ionosphere and Sonar, and there is no conclusion
for the other four data sets, where results are very close. For the
special case of the MNIST data set, MPDH-DTC is the method that
provides more winning results. Note that the better performance of
MPDH-DTC is obtained in the cases in which the number of samples
per dimension is high; in these cases, the problem is well-defined by
the data and a direct method such as MPDH-DTC provides more
precise results than an iterative optimization method.

Being Quasi-Bayes the best algorithm in performance, it follows
that it is also the best within the Bayesian family.

Linear-Bayes ~AllDTCs MPM Table 4.3: Linear discriminants.
Average of training time in mil-
liseconds.

Two norm 20
Breast cancer 8

Ionosphere 40
Heart disease 10
Vote 10
Sonar 100
Liver disorders 8

Skin segmentation 40 20
SVM guide 1 6 2
Cod RNA 120 60
MNIST 500 240 105

w
NBwNoN®
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Training time. Table 4.3 shows the training times in a x64-based 2.67
GHz processor without parallelization. Experience shows that MPM
needs a low number of iterations to converge, exhibiting the better
training speed. The Bayes linear discriminant is the slowest algorithm
in training due to the search of the optimal parameter s (1.5). On the
other hand, the computational costs in testing are similar for all the
linear discriminants.

4.2.4 Discussion

As a general conclusion, it can be established that, in the case that
distributions are well represented by their first two moments and
the relation between the number samples and their dimension is
high, Quasi-Bayes-DTC is the best discriminant, even preferable to
the Bayes linear discriminant due to its high performance and lower
computational cost.

In the case of needing a minimax solution, MPDH-DTC is better
than MPM in the same circumstances as before, although with a
slightly greater cost.

4.3 Non-linear discriminants

4.3.1 Algorithms for comparision

The non-linear discriminants used for comparison are:
* Gaussian RBFN with the following linear output discriminants:

— the DTC formulation of classical linear discriminants: MPDH-
DTC, Fisher-DTC and Scatter-DTC.

— anew DTC linear discriminant, Quasi-Bayes-DTC.

— the linear MPM solution to the minimax MPDH problem (Lanck-
riet et al., 2002).

— the Bayes linear discriminant designed according to the Theo-
retical Method (TM) (Fukunaga, 1990).

* Gaussian-Kernel-MPM (Lanckriet et al., 2002), which provides a
non-linear solution to the MPDH problem and serves for minimax
comparison with RBF-MPM and RBF-MPDH-DTC due to the
similarity of the Gaussian kernel with the Gaussian RBF nodes.

First, a comparison is made between all non-linear discriminants
and then a particular comparison within the Bayesian family and the
minimax family, paying special attention to RBF-MPDH-DTC and its
alternative, Gaussian-Kernel-MPM.

MPM best training time

Conclusion: Quasi-Bayes winner,
MPDH-DTC best minimax
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B & S & N S
o 5 & 2 Q S
F & ol S ol ¢ &
o & < Q NS g
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§ § § § § § §
& & < & & & &
Breast cancer 60 + 14 34412 10+2 21417 27 +14 42420 48 +26
Tonosphere 52415 669 841 70 &+ 10 70 +13 56 417 60 £ 17
Heart disease 15+£9 743 441 18£17 35+13 166 1546
Vote 54416 32410 441 47 +11 5247 60+8 54+15
Liver disorders 46 +16 6+7 13+1 44418 46 +12 46+ 16 50 421
Skin segmentat. 3044 2545 11+1 76+ 4 76+ 4 3142 3042
SVM guide 1 7048 340 140 7645 7646 677 6345
Cod RNA 64 420 10£0 13+1 13+£2 34414 70+6 42424

Table 4.4: Non-linear discrimi-
nants. Parameters of the algo-

4.3.2 Benchmark problems rithms. The average number
of hidden nodes (m) in RBF al-

Parameters. The number of RBF kernels (scanned between 5 and 100) gorithms.agd the average stan-
ard deviation (¢) in Gaussian-

and the Gaussian-Kernel-MPM standard deviation (scanned between Kernel-MPM.

1 and 15) are selected via 10-Fold CV for each run. The resulting

values are shown in Table 4.4. The standard deviation of each RBF

centroid is heuristically calculated as four times the mean of the

Euclidean distances between the centroid and its nearest samples.

The FSCL training to place the RBF centroids includes 100 epochs

and an exponential decay of the learning parameter, see Appendix C.

Test set accuracy (TSA). In order to determine which algorithm is
better, the test accuracy averages are compared in Table 4.5. The best
global results appear in bold numbers, while the best results within
the minimax and Bayesian families are shown in italics; following
the already commented Newman-Keuls hypothesis test.

Bayesian Minimax
< g
& ‘ﬂ'Q g Y o o
& ) S S
$ e & o & 9
& & o & g &
g & J = Q N &
& S 5 g g e &
» & g = ol & s
§ § $ § § § §
& < < & & & <
Breast cancer 98.5+0.6 98.5+0.7 98.7 0.6 979+09 98.8+ 0.4 99.1+0.5 99.0 £ 0.5
Ionosphere 97.1+1.2 97.3+1.3 853 £22 639 2.6 97.5+1.1 97.0£1.2 97.0+1.3
Heart disease 86.5+4.3 82.6 £4.7 87.7+£3.6 80.5+6.4 849+338 85.6 4.4 86.9 £3.5
Vote 933+1.3 933+1.1 93.3+1.0 85.8+2.5 922+1.6 934+1.1 933+1.1
Liver disorders 68.6 = 3.6 61.34+10.6 64.5+2.9 52.7+29 66.5+ 3.4 66.1+3.1 66.7 4.3
Skin segmentation 99.6 £0.1 97.0£0.6 99.8 £0.0 95.5+0.8 99.4+0.1 96.4 +8.9 973 +0.4
SVM guide 1 96.6 +0.2 89.9+0.2 81.6 £0.8 91.0+0.2 96.4+0.2 96.8 £0.1 96.6 = 0.2
Cod RNA 87.7+0.3 88.0+£0.2 86.6£0.3 80.8+0.4 87.5+0.3 872+04 87.8+0.4

Table 4.5: Non-linear discrimi-
nants. Average of TSA (Test Set
Accuracy) with standard devia-
specially for the first data sets, the problems with small number of tion, in percent.

Excluding RBF-MPM, the worst algorithm, the results are similar,

samples per dimension. However, in the last three data sets, in which
. . .1 . RBF-Linear-Bayes and RBF-
the number of samples per dimension is high, there is a small but MPDH-DTC best accuracy
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clear accuracy advantage in choosing RBF-Linear-Bayes and RBF-
MPDH-DTC. Considering the minimax results, the accuracy of RBF-
MPDH-DTC is slightly better than that of Gaussian-Kernel-MPM.
The poor results of RBF-MPM are due to the fact that the projection
of the samples by the hidden layer increases the sparsity, which
deteriorates the estimation of the covariance matrices, of which the
MPM internal parameters are very dependent, accumulating errors
in each iteration.

Presenting RBF-Linear-Bayes one of the best global performances,
it follows that it is also the best within the Bayesian family.

Training Time. All simulations were run in one node of a compu-
tational cluster with 2.1GHz CPU and 64GB of RAM memory per

node.
< ¢
& by 3 Y o
» & & & & §
X 5 & 2 Q Q
4 5 o > ol & &
g & & Q & =
N & g § N & o
& & O ¥ & & <
Two norm 1331 1364 7639 7572 1262 1745 1346
Breast cancer 23 24 5 631 33 26 25
Ionosphere 25 26 3 542 23 19 18
Heart disease 5 5 2 127 5 5 5
Vote 18 15 5 460 18 18 17
Sonar 7 8 3 327 14 11 12
Liver disorders 9 10 1 326 12 12 11
Skin segment. 755 625 12819 226029 754 642 713
SVM guide 1 1629 1019 7070 6721 1259 1295 1309
Cod RNA 1825 1606 20003 318353 1772 1974 2007
Table 4.6: Non-linear discrimi-
. o nants. Average of training time
The results are shown in Table 4.6. Note the dramatic increase of in milliseconds.

the training time in the Gaussian-Kernel-MPM algorithm when the
number of samples is high. The bad results of RBF-MPM are due to Gaussian-Kernel-MPM  worst
a poor convergence and the consequent iteration increment. with high number of samples

Memory. While RBE-MPDH-DTC has to deal with m-dimensional
square matrices, Gaussian-Kernel-MPM deals with N-dimensional
square matrices, m being the number of the hidden nodes and N
the number of samples. Since the number of samples is usually
much larger than the number of hidden nodes, high numbers of
samples will lead to high memory needs in Gaussian-Kernel-MPM.
It is empirically demonstrated that, for more than 5x10* samples,
Gaussian-Kernel-MPM requires a very large RAM memory, exceed-
ing the limits of the machine described above.

4.3.3 Discussion

In general, and more specifically in problems which are well repre-
sented by their first two moments and in which the ratio of number
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of samples per dimension is high, RBF-Linear-Bayes and MPDH-DTC
present the best performance results, quite equal between them and
the best option within their families. On the other hand, RBF-MPM
exhibits a similar training time with the worst performance of all,
while Gaussian-Kernel-MPM presents a similar performance, slightly
worse, but with the worst training time.

4.4 Computational cost

The computational costs are shown in Table 4.7.

Linear Non-linear
MPM  AlIDTCs  Bayes Gaussian-Kernel-MPM ~ RBF-MPM  RBF-All DTCs  RBF-Linear-Bayes
O(n?) O(n®) O(n®) O(N?) O(m?) O(m®) O(m®)

Table 4.7: Computational cost of
linear and non-linear algorithms.
N: number of training samples;
n: number of features; m: num-

Linear discriminants. In the linear discriminants, although the com-
ber of RBF nodes.

putational cost of DTC appears to be slightly greater than the cost
of MPM, it is necessary to consider that the value of MPM does
not include the cost required for determining the optimal values of
some internal parameters of the algorithm, such as the regulariza- Linear: similar cost
tion parameter of the Hessian matrix and the stop-training tolerance
parameter, which establishes that the summation of two variables,
B and 7, must be small enough (Lanckriet et al., 2002). Therefore,
it is necessary to fit them by cross-validation. The cost of DTC is
calculated considering the cost of solving the roots of the 2n-grade
Clark polynomial, O((21)3), and the cost of inverting #-dimensional
square matrices, O(n%); while MPM solves a n-order square-matrix
linear system by Least Mean Squares (LMS) with a cost of O(n?)
for each iteration. The cost of the iterative algorithm to find the
minimum Bayesian error in the Bayes linear discriminant includes
the calculation of inverse square matrices of order 7, as many as the
number of steps As in which the search interval [0, 1] of s is divided.

Non-linear discriminants. For DTC linear algorithms, the main cost is
solving the roots of the Clark polynomial of the order of the number
of the sample features at the DTC input, so in the non-linear case
that cost depends on m, the number of RBF nodes.

In Bayes, the cost is similar to DTC. This is because the computa-
tional load of solving the DTC Clark polynomial is practically the
same than the load required by the iterative search for the minimum
error in the Bayes method.

In the RBF algorithms (i.e., all except Gaussian-Kernel-MPM),
there is also the cost associated with the FSCL training of the cen-
troids, which is not included because it is quadratic respect to the



170 MACHINE LEARNING BASED ON DISJOINT TANGENT CONFIGURATIONS

number of features, and therefore less than the DTC polynomial cost
of cubic order respect to the number of RBF nodes.

On the other hand, Gaussian-Kernel-MPM solves a N-order square-
matrix linear system by Least Mean Squares (LMS) with a O(N?)
cost per iteration. That is the reason why, in the non-linear case, if the
number of samples is very high, the computational cost of Gaussian-
Kernel-MPM dramatically raises compared with DTC. Moreover,
Gaussian-Kernel-MPM presents an additional cost, like MPM, due to
the internal parameters that need to be fixed by CV before training, i.
e., the regularization parameter of the Hessian and the stop-training
tolerance parameter.

Theoretically, the RBF-MPM network presents a similar cost to
RBE-MPDH-DTC since their output linear discriminants have a simi-
lar cost, as it is shown before. However, there exists a difference in
the training time results due to bad convergence, already explained
above.

4.5 Conclussions

Gaussian-Kernel-MPM  worst
with high number of samples

Linear Non-linear
Bayesian Minimax Bayesian Minimax
g 8
& & & 3 &
o F & & Q
& & Y < 2 & Jood
& S & & g . > Q
% o 2 & F S g &
§ & KN & ,V & g =~ >
& K g g & & & & &
N o < l < < < < <
Accuracy v 14 XXX XX 244 XX 44 XXX 24
Computational cost 54 L4 4 v 4 XXX 4 v

v: good performance. X: bad performance.

In the linear algorithms, Quasi-Bayes-DTC is preferable, especially
in problems with a high number of samples per dimension, even
more than the Bayes linear discriminant, due to its high performance
and lower computational cost, because it is a non-iterative solution;
unless a minimax solution is required, in that case MPDH-DTC is
preferred.

Regarding the non-linear algorithms, the Bayesian solution of RBE-
Linear-Bayes and the minimax solution of RBF-MPDH-DTC globally
perform almost equally, with a slightly better training time for RBF-
MPDH-DTC, making it preferable because it is minimax too. The best
minimax algorithm is RBE-MPDH-DTC, with better training time
than Gaussian-Kernel-MPM and better accuracy than RBF-MPM.

In general, the training time of the linear algorithms is very low
but with the disadvantage of a lower accuracy, except in problems
which are linearly separable in its origin.

Table 4.8: Conclusions for the
main algorithms.
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Considering all aspects, RBE-MPDH-DTC is the best choice due
to its high accuracy with a competitive computational cost. Besides,
with the advantage of providing a minimax solution, which can be
useful in the case of the class-frequencies in the training, are not
representative of the actual prior probabilities.
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Part IV

Appendices






Classification error bounding

It is a classic statistical problem which consists of bounding the prob-
ability that a random variable belongs to a set (the misclassification
set in this case) given the information of some of its moments. Notice
that the solution of this problem is the bounding of the probability,
independently of whether there exists a distribution which reaches
this bound.

The problem is called (n, k, (2)-bound problem, where n is the data
dimension, k the number of known moments and Q) the set in which
the probability that the random variable belongs to it is bounded.

There are different solutions which offer approaches based on
semidefinite optimization (Bertsimas and Popescu, 2005) in order to
calculate the bounds according to the values of 1, k and Q.

We only consider the two first moments (1,2, R") for multidimen-
sional problems. More moments may be considered, k> 2, and their
corresponding formulations in order to bound the probability of
error, but as the dimension of the data and the number of moments
increases the calculation is more difficult. The two first moments
may achieve a non-optimum bounding, but it is enough and easy to
extract graphic conclusions with the probability ellipsoids.

First, we define the quality of the found bounds. The term “best
possible” or “tight” upper (and by analogy lower) bound 7y of P(x € S)
is defined as follows

y=supP(xe8), (A1)
x~I1
where IT= (M, My, ..., Mk)T is a sequence of k feasible moments,
x=(x1,%2,...,%,)T defined in Q CR" has a feasible distribution in
IT, written as x ~ I, and finally S C () is a semi-algebraic set, i.e.
defined in terms of polynomial inequalities.
Note that a bound can be tight without necessarily being exactly
achievable, but only asymptotically.
Second, in order to find bounds in the univariate case, the inequal-
ities of Markov (1,1, Q2), Chebyshev (1,2, Q) and Chernoff are used
if the first moment, the two first moments and all moments (i.e. the

Figure A.1: Marshall. Bounding
of probability that an aleatory
vector x belongs to the set S
given the two first moments. Ma-
halanobis distance d from the in-
fimum of distances to the mean
m,.
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generative function) of a random variable are known, respectively.
They are are feasible but not necessarily optimal solutions or tight
bounds to the (n,k, ) bound problem.

Marshall and Olkin (1960) show it is possible to explicitly cal-
culate the probability bounds given the two first moments (1,2, R")
generalizing the Chebyshev inequality for the multivariate case, the
case in which we are interested

1
sup P{xeS}=—+, (A.2)
x~(my,Zy) 1+d?
with
d?> = inf (x —my) =} (x — my), (A.3)
xes

where x is a random vector, S is a convex half-space, i.e., separates
space into two convex sets, one of them is itself. The Mahalanobis
distance d is a multi-dimensional measuring of how many standard
deviations away is a point from the mean. Since the covariance matrix
of the distribution is taken into account, the distances of Mahalanobis
correspond to ellipsoidal level surfaces, instead of spherical level
surfaces of euclidean distances, in which the covariance matrix is
the identity matrix. The boundary of S, because it is a convex set, is
tangent to a determinate level surface and the tangent point is the
infimum of all Mahalanobis distances from the mean to all points
of 5. Notice that the infimum is always unique if it exists. The
probability of being part of S decreases with the distance d because
the greater distance from the mean to the boundary of S the smaller
region S and less points fall in it. So, given a fixed boundary, the
supremum of the probability is reached with the infimum of the
distances. The obtained solution is valid for all possible distributions
of x given the same two first moments, without assuming gaussianity.
A toy example is shown in Fig. A.1.

In binary classification, S corresponds to the misclassification
region. The upper bound of the misclassification probability or error
probability for new samples, i.e., they fall in region S, is described by
(A.2). The aim will be to minimize that misclassification probability.

Accuracy

Distributions  Total Cy Cy

Gaussian 94.79  94.8 94.8
t 95-57 955 957
Uniform 98.68 98.6 98.7

Table A.1: Toy example: suc-
cess accuracy (%) in distribu-
tions, with the same mean vec-
tor and covariance matrix per
class, given the accuracy bound
& = 75%. Number of samples
N=10°



Minimax criterion

Minimax means maximizing first and minimizing after, or vice versa,
minimizing first and maximizing after, due to the principle of duality.
The aim of minimax is minimizing the worst case or maximum
risk. In classification, it consists of searching the discriminant which
minimizes the maximum error of each possible classifier. Thus, there
are two risks to minimize: first, the classification error produced
by the shift of the prior probabilities regarding the training; and
second, the unknowledge of the data distribution and the possible
assumptions about it and, as a special case, its prior probabilities.

Figure B.1 shows in the concave solid curve the misclassification
probability of the optimal Bayes discriminant for each prior proba-
bility value of the class C;. The points A and B are two examples of
the optimal Bayes misclassification probability for two given prior
probabilities. Once the the Bayes classifier is trained for a given prior
probability, e.g., point B, if that prior changes, the misclassification
error is linear with the change of the prior and tangent with the
Bayes optimal curve in the starting point, as shown in the dashed
line and the points B~ and B* for two given shifts. The minimax
solution corresponds to the point A, which is the worst-case of the
Bayes misclassification probability, i.e., the greatest error, but also is
the minimum worst-case, for any shift of the prior, e.g., lower than
BT. Therefore, the minimax solution minimizes the worst-case. A
consequence of the minimax solution is the independence of the prior
probabilities, as shown in the horizontal line.

A consequence of the independence of the prior probabilities in
the minimax solution is that the error (or success) probability of
each class is equal. The total error it is a weighting of each class
error multiplied by the prior probabilities. Thus, it is equivalent
that both class errors are the same and independent from the prior
probabilities in the total error.

Toy example:

Solve maximizing the sum,
subject to a restriction, being
each unknown the smallest pos-
sible.

max
min x,y,z

st. x+y+z<16

X+y+z

The solution is a combina-
tion of 5, 5 and 6. If it was not
minimax, the solution could be
14, 1 and 1.

Perror
B
Red
.- A
B2
B-
| &7

Figure B.1: Minimax behaviour
with prior probabilities. Hori-
zontal: class C; prior probability.
Vertical: misclassification proba-
bility.







Frequency Sensitive Competitive
Learning (FSCL)

The centroids are trained with the Frequency Sensitive Competitive
Learning (FSCL) algorithm by Ahalt et al. (1990). This is a com-
petitive learning procedure that proposes a new distance measure
by multiplying the number of times a neuron wins to the original
distance function. In this way, a neuron —in our case, centroids of
the RBF- which frequently wins in the competition for getting a
sample will have a lower probability to win next time. It is proven
that this mechanism converges to positions of the neurons that maxi-
mize the entropy, which is of great importance because the selected
centroids will appropriately represent the population of training
samples, avoiding the risks of under/over-representation of parts
of the population. It also allows to estimate the Gaussian standard
deviations averaging the distance from each centroid to its nearest
samples. The number of centroids, which is also the dimension of
the hidden layer, is selected by Cross-Validation (CV), hence it is
different for each algorithm and data set.

FSCL competitive learning:

¢ For each sample:

1. Search of the nearest centroid to the sample
- distance multiplied by the winning frequency

2. Movement of the winner centroid
3. Increment of the winning frequency

freq=1

freq=2
® x /@)

:.‘..:: x
b freq=3

e ®
(a) Same class

X

freq=2 freq=3

X

XN
freq=1

(b) Different class

Figure C.1: FSCL algorithm.
Movement of centroids. For
each sample, the nearest cen-
troid (distance multiplied by the
frequency of winning) moves to-
wards the sample if they are
the same class and in the oppo-
site direction if they are differ-
ent classes. The samples are the
crosses and points, the centroids
are the circles and the sample an-
alyzed is inside the dotted circle.
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C.1  Algorithm

Algorithm 3: Frequency Sensitive Competitive Learning
(FSCL)
Data: Xy, labeled patterns, N.: number of centroids

Result: Cpy, ) centroids
N, =100 % Number of epochs

Niter = N - N, % Number of iterations Vp

% vV Learning parameter calculation
A=03
if linear decay then

B =0.15; C=0.05 |
T1 = 0.125 - Niter; T2 = 0.5 Niter; T3 = Niter :
V1) = -4 [T ) + A | g
V[T1:To] = —£=5 ([T1: o] = Ty) + B T, T, Nier
V[Tz : T3] - 7% ([TZ : T3] - Tz) +C (a) Piecewise linear decay

else if exponential decay then
T = 2/ Njter % Time constant Vs
v= ﬁ (e—[liNiter] — g—T'Niter) A

% v Centroid calculation

freqm +—0,m=1,2,...,N; % Frequency initializations

Cy ¢ rand % Random Position initializations

fore =1to N, do
foreach X;,i=1,2,...,N do > iter

L . it
% j: index of the nearest centroid to X; o E ld e
: . t
j + argmin{freq,, - || X; — Cu ||} (b) Exponential decay
m
Figure C.2: FSCL algorithm.

% Shift of the winner centroid C; Learning parameter v decay
k=e+i

if X; same class as C; then

‘ C] — C]'+I/k (Xl-—C]-)

else

| G« C—u(Xi—C)

% Winner frequency update freqj — freq]- +1




Hypothesis Test

The aim of a scientific experiment is the validation of a hypothesis.
The most common hypothesis to prove is whether the performance
of one method is better than other.

The first step of the methodology consists of selecting a repre-
sentative sample of the population to which the hypothesis will be
generalized. The way to validate the hypothesis is to divide it into
two: the alternative hypothesis (H;) and the null hypothesis (Hp).
The alternative hypothesis explains the difference of results in the
different methods is due to a real factor, i.e., the cause is the inde-
pendent variable. On the contrary, the null hypothesis claim to that
difference is due to only chance factors (Pagano, 2010).

The procedure of hypothesis testing in statistical inference is the
following: First, let us assume the null hypothesis is true and evaluate
that the chance-alone probability is the cause of the results differ-
ence; second, compare that obtained probability with a threshold
level called critical probability («). If it is greater than the critical
probability, the null hypothesis is retained concluding the difference
of results are due to only chance, i.e., both methods produce the
same results. On the contrary, if it is lower, the null hypothesis is
rejected and the alternative hypothesis is accepted, i.e., the difference
of results are due to the independent variable, which is different in
both methods, and then one is better than the other.

There exists two type of errors derived from incorrectly deciding,
see Table D.1: The Type I error, as a result of deciding to reject the
null hypothesis when the null hypothesis is true; and the Type II
error when a false null hypothesis is retained.

The critical probability level («) is the limit of the Type I error,
so decreasing a decreases the Type I error, but increases the Type II
error. In manufacture and presenting new scientific discoveries, it
is better to diminish the Type I error by selecting a low value of «,
typically 0.01 or 0.05. Nevertheless, in the case of the exploration of
new possibilities, it is more important to reduce the Type II error,
hence higher values of « are considered, like 0.10 or even 0.20.

Sample or group. Set of individ-
uals evaluated in a certain condi-
tion, e.g., an algorithm, method
or a placebo test

Individual or subject. (e.g., a
random partition of a dataset)

Dependent variable. The effect
of the experiment, the measures

Independent variable.  The
cause (not random) of the depen-
dent variable

Alternative hypothesis. Asserts
that the differences in results are
caused by the independent vari-
able

Null hypothesis. Logical oppo-
site to the alternative hypothe-
sis. Asserts that the indepen-
dent variable has no effect on the
dependent variable, the cause is
chance alone

Critical probability level. The
null hypothesis is rejected if the
probability of chance alone be-
ing the cause of the results is
equal or less than this level

Population

Sample 2

Figure D.1: Example of a popu-
lation and 2 samples with N=3
individuals.
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The power measures the sensibility of the experiment to detect a
real effect, the effect that the independent variable produces in the
dependent variable. It is also the probability of rejecting the null
hypothesis correctly, hence it is desirable that it has a high value,
as close to 1 as possible; however, it is difficult to see higher values
than 0.8, 0.4 to 0.60 is common. The power depends of the size of the
real effect, the higher the contribution of the independent variable,
the greater the power. Increasing the sample size (N) also increases
power.

B =1—power. (D.1)

Completing the hypothesis testing method, the first step is the cal-
culating of the statistic, e.g., the mean of the accuracy performances
used to compare algorithms or methods; second, assuming the null
hypothesis is null, calculate the probability of chance alone of the
obtained results with the sampling distribution of the statistic; and
finally, compare that probability of chance alone with the critical
probability to reject or not the null hypothesis.

D.1 Statistical tests

The sampling distribution of a statistic give the probabilities of the
values the statistic can take if they are caused by chance alone, it is
the previous step to the comparison with the critical probability «, as
shown before.

The null-hypothesis population is an actual or theoretical set
resulting of doing the experiment in the entire population in the
case of the independent variable has no effect. It is used to test the
null-hypothesis Hy taking samples of N individuals, as many as
combinations of N individuals exist. The statistic, e.g., the mean, is
evaluated in each sample, and the set of all of these statistics form
the null-hypothesis population. Depending on the chosen statistic
and the sampling distribution characterization, there are different
statistical tests, the most important ones are shown below.

D.2  The normal deviate z-test

In this test, the statistic is the mean and the sampling distribution of
the statistic is a normal distribution.

The requisites for using this test are: The parameters of the null-
hypothesis population (y, ) are known; the sampling distribution of
the mean is normal, that occurs when the null-hypothesis distribution
is normal or when null-hypothesis distribution is close to normal and
the number of observations of the sample isN > 30, by the Central
Limit Theorem; and there is a single sample, so the null-hypothesis
asserts that the sample is a random sample of the null-hypothesis

Reality
Decision Hy true H false
Retain Hy 0 Type 11 (B)
Reject Hy  Type I () 0

Table D.1: Errors in accepting
and rejecting Hy incorrectly

Dependence of errors

al Type I error |
Type II error (B) 1

N1
real effect size 1

} Power 1, Bl

Hypothesis testing
1. Statistic calculation (e.g.,
mean)

2. Sampling distribution calcu-
lation (probability of chance
alone)

>n =-retain Hy
<a =-reject Hy
(accept Hy)

3. P. chance {

z-Test requirements

* Hj Pop. (u, o) known

¢ Samp. dist. of
means (Mx, %)

Hy pop. is normal or
N >30

is normal

¢ Single sample



population and the alternative hypothesis asserts the opposite.

The parameters of the sampling distribution are the mean (yx)
and the standard deviation (oy), with the next relation with the
null-hypothesis population parameters:

Hx (D.2a)

o

I
=

7
(o

5

(D.2b)

D.3 Student’s t test

Only the mean is affected by the independent variable, not the
variance.

D.3.1  Single sample

It is similar to the z-test, but here it is presented as a more common
case, a null-hypothesis population of which the mean is known
but not the standard deviation, that is the reason why the normal
distribution is not used as the sampling distribution; instead, the
t-distribution is used as the sample distribution of the statistic, the
mean. Since ¢ is unknown, it is estimated from the sample and called
s. Thus, the parameters of the sampling distribution are as follow:

(D.3a)
(D.3b)

Ex

S

[
=
©» N

5

>

sx being an estimate of oy.

The t-distribution looks like the normal distribution with the
difference that they are a family of curves which depend on the
sample size N. More precisely, the t-distribution varies with the
degrees of freedom (df) of the sample, i.¢., the number of individuals
that are free to vary in calculating the statistic.

df=N-1, (D.4)

if df = oo the t-distribution is equal to the normal distribution.

D.3.2  Two samples

This is the case called two-condition, two-groups, or two-samples
experiment, understanding that the same set of individuals evaluated
in two different conditions constitutes two different samples, because
the populations they come from are different.

Correlated groups. In the correlated groups, each subject is evaluated
in two different conditions. It is also possible to use different subjects
matched in pairs that share the same characteristics, e.g., age or
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Single sample t-Test require-
ments

* Hpy Pop. (1, X) known

* Samp. dist. of
means (s 1%9)
is normal J 0 pop. is normal or

N > 30

¢ Single sample

Two correlated groups t-Test

req.

* Hy pop. param. (yp =0, Bg)

e Sampling dist. of mean
of diferences (up, op)

Hy pop. is normal or
N >30

is normal
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gender and so forth. The null-hypothesis claims that the difference
of results in the conditions is a random sample from a population of
differences with zero mean, i.e., there is no difference between results.
Hence, the parameters of the sampling distribution of the statistic,
which is the mean of the differences of the results, are yp =0 and op
(unknown, but not needed for the t-test).

Independent groups. The subjects are randomly selected from the
subject population. There are two null-hypothesis populations. The
statistic is the difference of the means of each group.

The homogeneity of variance consists of the assumption that the
variances of the two populations are equal 0? =c3. Nevertheless, the
robustness of the t-test makes it relatively insensitive to violations of
the normality and the homogeneity of variance. But if the variances
are very different may be the independent variable has not equal
effect in both populations.

One degree of freedom is lost each time a standard deviation is
estimated

f=N-2, (D.5)

where N =n1+ny, n1 and n, being the sizes of each sample.

Correlated vs. independent Even though in each problem a choice
or another may be more natural, it is necessary to consider some
aspects. In the correlated groups, the variability of the difference of
results is lower, which increases power. While the degrees of freedom
in the independent groups are greater, which diminishes the critical
value of t.

D.4 Multiple samples

Unlike the previous test, the mean is not used as statistic but the
variance, with the F-distribution as the sampling distribution, which
is a ratio between two independent estimates of the population
variance. It is appropriate for analysis of more than two samples and
the conditions can be the effect of different independent variables
or the range the independent variable. The reason for not making
multiple comparisons with the previous test for two samples between
pairs of conditions is that multiple t or z evaluations increase the
Type I error. Even though the F-test analyzes variance, it allows
to make one overall between the means of the groups avoiding
the increasing the probability of Type I error. It is used both in
independent and repeated measures groups and when two or more
factors are investigated.

Like the t-test, it is assumed that only the mean is affected by the
independent variable, not the variance.

Two indep. groups t-Test req.
¢ Two Hy pops. param.
(1 —p2=0, %~ 3%=0)
® Sampling distribution of
difference of means X; — X,

Hy pops. are normal or

is normal
ny > 30 & np > 30

e Var. homogeneity 07 =02

Correlated groups
sample variability | = power 1

Independent groups
df 1 = tait 4 = Type I error 1

F-test avoids the increase of Type
I error in multiple comparisons
but not specifies which condi-
tion is better



The null-hypothesis claims that all the conditions have the same
effect on the dependent variable, while the alternative hypothesis,
which is always non-directional, states than one or more conditions
have different effects.

The F-test is the ratio between two variance estimations of the
null-hypothesis population: The between-groups variance and the
withing-groups variance. The higher the effect of the independent
variable, the higher the between-groups variance, while the withing-
groups variance remains the same because the each group receive
the same level of independent variable. Hence, the higher the effect
of the independent variable, the higher the F value and the more
probability of reject the null-hypothesis.

S

[l

Fobt = =~ (D.6)

sh

s% being the between-groups variance and s?, the withing-groups
variance. Note if Fy,; <1 chance alone is the explanation and the
null-hypothesis is retained. In the case of two independent groups,
the t-test and the F-test are related by t>=F.

The assumptions of the variance analysis for k groups are similar
to those of the t-test for independent groups. Like the t-test, the
F-test is robust. It is affected little by populations that are close
to normal and it is relatively insensitive to violations of variance
homogeneity. As in the previous tests, the power increases with N, it
is greater for large effects of the independent variable and the lower
the sample variability, the greater the power to detect the real effect.

When multiple comparisons are made, it is necessary to correct
the increment of the probability of the Type I error. There are two
main methods that maintain the Type I error rate at « while making
all possible comparisons: The HSD (Honestly Significant Difference)
by Tuckey and the Newman-Keuls test. These methods use the Q or
Studentized distributions.

D.5 Newman-Keuls test

The difference with the F-test is that its alternative hypothesis asserts
that one or more conditions are different with the other, but does not
specify which ones because it does not make multiple comparisons.
Instead, the Newman-Keuls tests make the multiple comparisons
establishing the winner or winners in a rank-ordered mean list.
This is an a posteriori test, in which the comparisons are not
planned in advanced, which allows to correct the inflated prob-
abilities of Type I error when doing multiple comparisons. The
Newman-Keuls method maintains the Type I error at a for each
comparison, unlike the HSD method, which maintains the error for
the full set of possible comparisons. The Newman-Keuls test is more
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F-Test requirements
e Populations from the sam-
ples are normal

® Variance homogeneity

2__ 2 __ — 2
oy =0y=...=0;

Power

N7t
real effect size 1 Power 1
sample variability %, 1

Newman-Keuls avoids the in-
crease of Type I error in multiple
comparisons like F-test but spec-
ifies which condition is better
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powerful because it presents a higher Type I error for the experiment
but a lower Type II error. Conversely, HSD is more conservative.

Null-hypothesis population

Test Statistic Information Sampling distribution
One sample z-test mean u, o Normal
One sample t-test mean U t-dist.
Two correlated samples t-test mean of differences up=0 t-dist.
Two independent samples t-test difference of means 1 — p2=0 t-dist.
Multiple samples* F-test variance H1=Ho=...=}g F-dist.
Mult. samp.* and comparisons Newman-Keuls variance U1 =HUp=...= g Q-dist.

Table D.2: Summary of the hy-
pothesis tests. *k >2 samples.
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