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RESUMEN 

 
Estudiamos algunas propiedades de la vida media residual de mixturas finitas. 

Concretamente, hemos obtenido propiedades de ordenación, monotonía y comportamiento 

asintótico.  Hemos demostrado que, bajo ciertas condiciones, el comportamiento asintótico 

(cuando t tiende a infinito) de la vida media residual de la mixtura es similar al de la 

componente más fuerte (en el orden vida media residual). También hemos considerado el caso 

de mixturas negativas para aplicarlas al estudio del comportamiento de la vida media residual de 

sistemas coherentes. 
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1.- INTRODUCCIÓN 
 Es bien sabido que las funciones vida media residual y razón de fallo determinan de forma 

única la función de distribución  y, por tanto, contienen toda la información del modelo (véase 

Barlow y Proschan (1975) y Navarro, Ruiz y Zoroa (1998)). Determinar la forma de la vida 

media residual de la mixtura no es fácil,  incluso aunque sea conocida  la forma de la vida media 

residual de cada una de las componentes de la mixtura. Existen pocos resultados sobre la vida 

media residual de mixturas (véase, Finkelstein (2001,2002)).  Además, la forma de la vida 

media residual está relacionada con la forma de la razón de fallo (véase Klefsjo (1982), Mi 

(1995), Bradley y Gupta (2003), Bekker y Mi (2003) y  Savits (2003) ). 

 

2.- PROPIEDADES GENERALES 
La vida media residual para una variable aleatoria positiva X  viene dada por  

 ( ) ( ) ( )1

t

e t R x dx
R t

∞

= ∫  (1.1) 

para t D∈ , y además, 

 ( ) ( ) ( )
0

0e R x dx E X µ
∞

= = =∫ . (1.2) 

Lema 2.1: Sea X  una variable aleatoria positiva con media finita ( )XE  y función vida media 

residual ( )te  cumpliendo que ( ) [ ]∞∈=∞→ ,0lim λtet , entonces 

( )
λ
1loglim =−

∞→ t
tG

t
, 

donde ( )
 

 
( )

t
G t R x dx

∞
= ∫  y, por convenio, +∞=0/1 . 

Demostración: 

De la definición de ( )te  y ( )tG , se deduce que 

( ) ( ) ( )( )
( )0

loglog 1 1 1lim lim lim
t

t t t

e t R tG t
dx

t t t e x λ→∞ →∞ →∞
− = − = =∫  

donde la primera igualdad se obtiene de (1.1), la segunda de ( )1.2  y la tercera aplicando la 

regla de L’Hôpital y teniendo en cuenta que 

 
( )

( )
( )0

1lim lim log
0

t

t t

G t
dx

e x e→∞ →∞

 
= − = ∞  

 
∫ , (1.3) 

ya que de (1.2), ( ) ( ) ( )
 

 0
lim lim 0

t

t tG t E X R x dx→∞ →∞= − =∫ .                                                                              
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Definición 2.1: Una función de fiabilidad R  se dice que es una mixtura generalizada finita de 

las funciones de  fiabilidad  1 2, ,..., nR R R , si 

 

 ( ) ( )
1

n

i i
i

R t w R t
=

= ∑ , (1.4) 

para todo t , donde 1 2, ,...w w nw  son números reales tales que 
1

1n
ii

w
=

=∑ . 

 Sin pérdida de generalidad, podemos suponer en (1.4) que 0iw ≠  para todo i  y i jR R≠  

para i j≠ . Cuando 1 2, ,...w w nw  sean números reales positivos tendremos una mixtura 

positiva. Si  0iw <  para algún i , entonces diremos que R  es una mixtura negativa. En este 

caso, necesitamos suponer que la función  R  es una función de fiabilidad ya que el segundo 

miembro de (1.4) puede que no defina una función de fiabilidad.  

 Si e  es la función vida media residual asociada a la mixtura generalizada R  dada en (1.4) y 

1 2, ,..., ne e e  son las funciones vida media residual de las componentes 1 2, ,..., nR R R , que 

supondremos finitas,  entonces de (1.1), 

 ( ) ( ) ( )
1

n

i i
i

e t w t e t
=

= ∑  (1.5) 

donde  

( ) ( )
( )1

i i
i n

j jj

w R t
w t

w R t
=

=
∑

. 

En particular, si R  es una mixtura positiva, entonces ( ) 0iw t ≥  y  

 ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }1 1min ,..., max ,...,n ne t e t e t e t e t≤ ≤  (1.6) 

para todo t. 

 Además, nótese que cualquier mixtura negativa dada por (1.4) se puede expresar como una 

mixtura de dos componentes de la forma 

 ( ) ( ) ( ) ( )1pR t pR t p R t+ −= + − , (1.7) 

donde 

0
1

i

i
w

p w
>

= >∑ , 

( )
( )0

0

i

i

i iw

iw

w R t
R t

w
>

+

>

=
∑

∑
 

y 
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( )
( )0

0

i

i

i iw

iw

w R t
R t

w
<

−

<

=
∑

∑
. 

Señalar que R+  y R−  son funciones de fiabilidad obtenidas como mixturas positivas de las 

fiabilidades iR . Sin embargo, estas funciones pueden tener diferentes propiedades que las que 

tienen sus componentes. Por ejemplo, iR  puede ser una distribución exponencial para 

1, 2,...,i n=  y  R+  o R−  seguir un modelo diferente.  

Por tanto, si R  es una mixtura negativa entonces 1p >  y  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1pR t p R t p p R t− −
+ −= + −  (1.8) 

y, por tanto, R+  (la componente positiva) es una mixtura positiva de pR  (la mixtura negativa)  

y  R−  (la componente negativa). Además, de (1.6) y (1.8) se deduce la siguiente propiedad 

inmediata para mixturas negativas. 

Proposición 2.1: Si se cumple (1.4) para 2n =  y 1 1w >  entonces 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }2 1 2min , max ,e t e t e t e t e t≤ ≤  

para todo t . 

Demostración: 

Si se cumple (1.4) para 2n =  y 1 1w > , entonces 

 ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 2 2pR t w R t w w R t− −= −  (1.9) 

donde 2 0w < . Por tanto, el resultado se obtiene aplicando (1.6) a la mixtura positiva dada en 

(1.9).                                                                                                                                               

Observación 2.1: Esta propiedad se puede aplicar también a las funciones de fiabilidad  R+  y 

R−  definidas en (1.7). Nótese que aquí, para cualquier t , ( )e t+  está comprendida entre ( )e t−  

y ( )e t . En particular, si se cumple (1.5) para 2n = , 1 1w > , y las componentes de la mixtura 

están ordenadas en el orden vida media residual 1 2mrlR R≤  ( )≥  (es decir, 1 2mrle e≤  para todo 

t ), entonces 1mrlR R≤  ( )mrl≥ . 

En la siguiente proposición demostramos que las funciones vida media residual de una 

mixtura generalizada de dos componentes están ordenadas. 

Proposición 5.2.2: Si se cumple (1.4) para 2n = , 1 1w >  y las funciones vida media residual  

( )1e t  y ( )2e t  de ( )1R t  y ( )2R t , respectivamente, satisfacen ( ) ( )1 2e t e t≥  ( )≤  para un 

0t ≥ , entonces  
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( )
1

0e t
w
∂

≥
∂

 ( )≤ . 

Demostración: 

De las definiciones, tenemos que 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 2

1 1 1 2

1
1

G t w G t w G t
e t

R t w R t w R t
+ −

= =
+ −

, 

donde ( ) ( ) ( )i i iG t e t R t= , 1, 2i = , y derivando, obtenemos 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )1 2

1 22
1

R t R t
e t e t e t

w R t
∂

= −
∂

, 

y de esta forma queda demostrada la proposición.                                                                        

En particular, si las componentes de la mixtura están ordenadas en el orden vida media 

residual 1 2mrlR R≥ , entonces p mrl pR R ′≥  para p p′> , donde pR  y pR ′  cumplen (1.4)  para 

2n =  con 1 1w p= >  y 1 1w p′= > , respectivamente. Como ejemplo véase la Figura 1.  

  

 

Figura 1. Funciones vida media residual de mixturas generalizadas de dos 
distribuciones exponenciales con 1 1µ = , 2 1/ 2µ =  y 1 0.2w k=  para 

0,1,...,10k =  (de abajo a arriba). Las líneas horizontales representan las 
funciones vida media residual de las componentes de la mixtura. 
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 Una propiedad muy conocida para mixturas positivas (véase, Klefsjo (1982)) es que la 

mixtura de distribuciones que tengan vida media residual creciente (IMRL), tiene también vida 

media residual creciente (IMRL). Necesitamos la siguiente proposición para obtener un 

resultado similar para la vida media residual de mixturas negativas. 

Proposición 2.4: Si se cumple (1.4) para 2n = , ( )1R t  y ( )2R t  son continuas en t  y las 

funciones vida media residual ( )1e t  y ( )2e t  de ( )1R t  y ( )2R t , respectivamente, son 

diferenciables en t , entonces la función vida media residual ( )e t   de ( )R t  es diferenciable en 

t  y satisface 

 
( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2
1 21 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2

1 1
e t e te t e t e t

t t t t
e t e t e t e t e t

α α α α
−′ ′ ′

= + − + − , (1.10) 

donde ( ) ( ) ( )1 1 /t w G t G tα = , ( ) ( ) ( )G t R t e t=  y ( ) ( ) ( )1 1 1G t R t e t= . 

Demostración: 

De las definiciones, tenemos que 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2

1 1 11t t
e t e t e t

α α= + − . 

Derivando, 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

1 1 1 1 11t t t
e t e t e t e t e t

α α α
′ ′ ′       

′= + − + −              
       

, (1.11) 

donde  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2

1 11t t t
e t e t

α α α
 

′ = − − −  
 

. 

La demostración se completa sustituyendo el valor de ( )tα′  en la expresión (1.11).                               

 

La proposición anterior se puede extender a mixturas generalizadas mediante la siguiente 

proposición. La demostración es similar. 

Proposición 2.5: Si se cumple (1.4), 1 2, ,..., nR R R  son continuas en t  y las respectivas 

funciones vida media residual 1 2, ,..., ne e e  son diferenciables en t , entonces la función vida 

media residual e   de R  es diferenciable en t  y satisface 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( )

2

2 2 2 2
1

n
i jji i i

i i j
i i ji i j

e t e tG te t G t e t G t
w w w

e t G t e t G t G t e t e t= <

−′ ′
= +∑ ∑ , 

donde ( ) ( ) ( )G t R t e t=  y ( ) ( ) ( )i i iG t R t e t=  para 1, 2,...,i n= . 
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Como una consecuencia inmediata, tenemos la siguiente propiedad. 

Proposición 2.6: Si se cumple (1.4) con 0iw > , iR  es continua y su vida media residual 

satisface ( ) 0ie t′ ≥ , para un 0t ≥  y para todo 1,2,...,i n= , entonces ( ) 0e t′ ≥ . 

Además, para mixturas negativas con sólo un peso positivo, tenemos la siguiente propiedad. 

Proposición 2.7: Si se cumple (1.4) con 1 1w > , 1R  es continua y su vida media residual 

satisface ( )1 0e t′ ≤ , y además, 0iw < , iR  continua y  vida media residual, ie , satisface 

( ) 0ie t′ ≥  para un 0t ≥  y para todo 2,3,...,i n= , entonces ( ) 0e t′ ≤ . 

Demostración: 

En este caso, las funciones vida media residual e+  y e−  de las componentes positiva ( R+ ) y 

negativa ( R− ) de la mixtura definida en (1.7), cumplen que ( ) ( )1e t e t+ =  y  ( ) 0e t−′ ≥ .  Esto 

último se obtiene de la Proposición 2.6, teniendo en cuenta que R−  es una mixtura positiva de 

2 ,..., nR R  y  ( ) 0ie t′ ≥ , para  2,...,i n= .  

 Entonces, aplicando la Proposición 2.4, a la mixtura dada en (1.7), obtenemos que  

( ) 0e t′ ≤  teniendo en cuenta que 1 1p w= > , ( ) 0e t+′ ≤  y ( ) 0e t−′ ≥ .                               

 

 En particular, si las proposiciones anteriores se pueden aplicar para todo 0t ≥ , obtenemos 

que las mixturas positivas de distribuciones IMRL son también IMRL (Klefsjo, 1982) y que las 

mixturas negativas de una distribución DMRL con peso positivo y varias distribuciones IMRL 

con pesos negativos son  DMRL. El siguiente ejemplo muestra que esta última propiedad no es 

cierta cuando la mixtura tiene más de un peso positivo. 

Ejemplo 2.1: Si consideramos una mixtura generalizada de distribuciones exponenciales con 

medias 1 21, 1/ 2µ µ= =  y  3 1/ 3µ = , y pesos 1 2 1w w= = , y 3 1w = − , entonces es fácil 

probar que (1.4) define una función de fiabilidad. Además, aplicando la Proposición 2.5  y 

teniendo en cuenta que ( )i ie t µ=  para 0t ≥ , tenemos que  

( )
( ) ( )

( )2

//
2 2

jii j ti j t

i j i j

w we t
e e

e t G t
µµ

µ µ

µ µ
−−

<

−′
= ∑ , 

para 0t ≥ . Por tanto, en nuestro ejemplo, obtenemos que 

( )
( ) ( )2 3 4 5

2

1 4 1
2 3 6

t t te t
G t e e e

e t
− − −′

= − − , 

y así, ( )e t  es estrictamente decreciente en ( )10, t  y estrictamente creciente en  ( )1,t ∞ , donde 

( )1 ln 4 19 1.0247t = − − + �  y, en consecuencia, la mixtura es BFR y no cumple la 
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proposición anterior. La gráfica de ( )e t  se da en la Figura 2. Nótese que ( )lim 1t e t→∞ = . Por 

tanto, asintóticamente es equivalente a la vida media residual de la componente más fuerte de la 

mixtura ( )1 1e t = . 

 

3.- COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO
Una propiedad muy conocida de mixturas positivas es que, en el caso absolutamente 

continuo, la razón de fallo de la mixtura tiene, bajo ciertas condiciones, el mismo 

comportamiento asintótico que la componente más fuerte de la mixtura en el orden razón de 

fallo (véase Mi (1999), Finkelstein y Esaulova (2005, 2006) y Navarro y Hernández (2006)). 

Obtenemos propiedades similares para el comportamiento asintótico de la vida media residual 

de mixturas generalizadas. En primer lugar, damos un resultado para mixturas positivas. 

Proposición 3.1: Si se cumple (1.4) con 0iw >  para todo 1,2,...,i n= , y las funciones vida 

media residual 1 2, , ,..., ne e e e  de  1 2, , ,..., nR R R R , respectivamente, satisfacen  

 ( ) [ ]1 1lim 0,
t

e t λ
→∞

= ∈ ∞ , (1.12) 

Figura 2. Vida media residual de una mixtura generalizada de tres
distribuciones exponenciales con medias 1 21, 1/ 2µ µ= =  y  3 1/ 3µ = , y pesos

1 2 1w w= = , y 3 1w = − . Las líneas horizontales representan la vida media
residual de las componentes de la mixtura. Notar que la vida media residual de
la mixtura  no es monótona sino bañera (BMRL). 
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 ( ) ( )1 ie t e t≥  para 2,3,...,i n=  y t t′≥ , (1.13) 

y 

 ( ) [ ]lim 0,
t

e t ξ
→∞

= ∈ ∞ , (1.14) 

entonces 1ξ λ= . 

 

Demostración: 

Del Lema 2.1, (1.12) y (1.14), se deduce que 

 
( )log

lim 1/
t

G t
t

ξ
→∞

− =  (1.15) 

y 

 
( )1

1

log
lim 1/
t

G t
t

λ
→∞

− = . (1.16) 

Además, como 0iw >  para todo 1,2,...,i n= , se cumple que 

 

( ) ( )( ) ( )1 1 1 1log log log logG t w G t w G t≥ = + , 

 

y aplicando (1.15) y (1.16), se concluye que 1ξ λ≥ . 

 Por otro lado, de (1.6) y (1.13), se cumple que ( ) ( )1e t e t≥  para t t′≥  y, por tanto, 1ξ λ≤ . 

En consecuencia, 1ξ λ= .                                                                                                             

Obviamente,  de (1.6), si 1 0λ =  en (1.12), entonces el límite en (1.14)  existe y vale cero. 

En la siguiente proposición damos un resultado similar para mixturas negativas. 

Proposición 3.2: Si se cumple (1.4) con 1 1w >  y 0iw <  para 2,3,...,i n= , y se verifican 

(1.12), (1.13) y (1.14), entonces 1ξ λ= . 

Demostración: 

Como 0iw <  para 2,3,...,i n= , entonces tenemos que 

( ) ( )( ) ( )1 1 1 1log log log logG t w G t w G t≤ = + . 

Además, aplicando (1.15) y (1.16), se obtiene que 1ξ λ≤ . 

 Por otro lado, como ( ) ( )1 ie t e t≥  para 2,3,...,i n=  y t t′≥ , entonces ( ) ( )1e t e t−≥ para 

todo t t′≥ , donde e−  es la vida media residual de la componente negativa R−  definida en (1.7). 

Entonces, de la Proposición 5.2.1, ( ) ( )1e t e t≥  para todo t t′≥  y, por tanto, 1ξ λ≥ . En 

consecuencia, 1ξ λ= .                                                                   



Navarro, Jorge y Hernández, Pedro J.                                                                                                                                             

                                    XVI Jornadas ASEPUMA – IV Encuentro Internacional                                10 
Rect@ Vol Actas_16 Issue 1: 306 

Obviamente, de la Proposición 2.1, si 1λ = ∞  en (1.12), entonces el límite en (1.14) existe y 

es ∞ . Más adelante veremos que la componente líder de la mixtura (para el comportamiento 

asintótico) debe tener peso positivo. En el siguiente ejemplo aplicamos la proposición anterior. 

Ejemplo 3.1: Sea una mixtura finita de distribuciones exponenciales. Esta familia de 

distribuciones se llama clase hiperexponencial generalizada (GH) (véase Baggs y Nagaraja 

(1996)). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 1 iµ µ>  para 2,3,...,i n= . Es fácil 

probar que una condición necesaria para que sea función de distribución es que 1 0w > . 

Consideremos tres casos. 

 En primer lugar, si 0iw >  para 1, 2,...,i n= , entonces de (1.6), ( ) 1e t µ< , y aplicando la 

Proposición 2.6, ( )e t  es creciente. Por tanto, se cumple (1.14), y de la Proposición 3.1 se 

obtiene que ( ) 1limt e t µ→∞ = . 

 En segundo lugar, si 1 1w >  y 0iw <  para 2,3,...,i n= , entonces de la Proposición 2.7, 

( )e t  es decreciente. Obviamente, ( ) 0e t ≥  y, por tanto, se verifica (1.14) y aplicando la 

Proposición 3.2, se obtiene que ( ) 1limt e t µ→∞ = . 

 Finalmente, si 0iw >  para 1, 2,...,i k=  y 0iw <  para 1, 2,...,i k k n= + + , entonces, 

como R+  es una mixtura positiva, aplicando el primer caso, se obtiene que ( ) 1limt e t µ→∞ + = , 

donde e+  es la vida media residual de la componente positiva definida en (1.7). Así, R  se 

puede interpretar como una mixtura de R+  y iR  para 1, 2,...,i k k n= + +  y, de esta forma, se 

cumplen (1.12) y (1.13) ya que ( ) ( ) 1lim limt i i te t e tµ µ→∞ →∞ += < = . En consecuencia, esta 

representación se corresponde con el segundo caso y, por tanto, ( ) 1limt e t µ→∞ = .                                                      

 A continuación, enunciamos dos lemas, necesarios para obtener resultados para la función 

vida media residual de mixturas generalizadas. 

Lema 3.1: Si las funciones vida media residual 1e  y 2e  de 1R  y 2R , respectivamente,  

satisfacen que, 

 
( )
( )

1

2

liminf 1
t

e t
e t→∞

> , (1.17) 

entonces 

 
( )
( )

2

1

lim 0
t

G t
G t→∞

= , (1.18) 

donde ( ) ( )i i
t

G t R x dx
∞

= ∫  para 1, 2i = . 
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Demostración: 

De (1.17), existe 1η >  y 0 0t >  tales que 

 
( )
( )

1

2

1
e t
e t

η> > , (1.19) 

para 0t t≥ . Entonces, tenemos que 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

0

0

2 2 2 2

1 1 1 1 2 10

2

1 2 1 10

0 1 1exp
0

0 1 1 1         exp exp
0

t

t t

t

G t R t e t e
dx

G t R t e t e e x e x

e
dx dx

e e x e x e x
η

  
= = − −      

    −
≤ − − −           

∫

∫ ∫
 

para 0t t≥ , donde la segunda igualdad se obtiene de la fórmula de inversión para la vida media 

residual (1.2)  y la desigualdad de (1.19). 

 Además, como ( )1 0e < ∞ , aplicando (1.3), tenemos que  

( )
0 1

1

t

dx
e x

∞

= ∞∫ , 

y, en consecuencia, se verifica (1.18).                                                                  

Lema 3.2: Si se verifica (1.4) y las funciones vida media residual 1 2, ,..., ne e e   de 1 2, ,..., nR R R , 

respectivamente, satisfacen 

 
( )
( )

1liminf 1
t

i

e t
e t→∞

>  para 2,3,...,i n= , (1.20) 

entonces 1 0w >  y 

 
( )
( ) 1

1

lim
t

G t
w

G t→∞
= , (1.21) 

donde ( ) ( )
t

G t R x dx
∞

= ∫  y ( ) ( )1 1
t

G t R x dx
∞

= ∫ . 

Demostración: 

En primer lugar, se observa que 

( )
( )

( )
( )1

21 1

0
n

i
i

i

G t G t
w w

G t G t=

= + ≥∑ . 

Entonces, aplicando el Lema.3.1, se obtiene 

( )
( ) 1

1

lim 0
t

G t
w

G t→∞
= ≥ . 

Finalmente, como 1 0w ≠  queda demostrado el lema.                                                                  
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Lema 3.3: Si las funciones vida media residual 1e  y 2e  de 1R  y 2R , respectivamente,  

satisfacen que ( )1 0e < ∞ , (1.17) y  

 
( )
( )

1

2

limsup
t

e t
e t→∞

< ∞ , (1.22) 

entonces 

 
( )
( )

2

1

lim 0
t

R t
R t→∞

= . (1.23) 

Demostración: 

De las definiciones, tenemos que 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 1 2

1 2 1

R t e t G t
R t e t G t

= , 

y aplicando (1.22) y el Lema 3.1, se obtiene (1.23).                                        

  

Ahora, ya estamos en condiciones de obtener el resultado principal sobre el comportamiento 

asintótico de la vida media residual de mixturas generalizadas. 

Teorema 3.1: Si se verifica (1.4) y las funciones vida media residual 1 2, ,..., ne e e   de 

1 2, ,..., nR R R , respectivamente, satisfacen (1.20) y  

 
( )
( )

1limsup
t i

e t
e t→∞

< ∞  para 2,3,...,i n= , (1.24) 

entonces la función  vida media residual e  de R satisface 

 

 
( )
( )1

lim 1
t

e t
e t→∞

= . (1.25) 

Demostración: 

En primer lugar, nótese que 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1
1

2 1

n
i

i
i

e t G t R t
w w

e t G t R t=

 
= +  

 
∑ . 

Entonces aplicando los Lemas 5.3.2 y 5.3.3, se obtiene (1.25).                                                    

 

Observación 3.1: Nótese que la condición (1.24) se puede sustituir por la siguiente condición 

más débil 

 
( )
( )1

lim 0i

t

R t
R t→∞

= , para 2,3,...,i n= . (1.26) 
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Nótese también que, si el límite de la condición (1.26) existe, entonces es cero por el Lema 

3.1 y la regla de L’Hôpital. Sin embargo, en algunos casos, la condición (1.24) es más fácil de 

comprobar que la condición (1.26). 

A continuación, estudiamos la monotonía asintótica de la vida media residual de la mixtura, 

es decir, cuando t  tiende a ∞ . 

Proposición 3.1: Si se verifica (1.4) y las funciones vida media residual 1 2, ,..., ne e e   de las 

funciones de fiabilidad continuas 1 2, ,..., nR R R , respectivamente, satisfacen (1.20), (1.24), 

 ( )limsup i
t

e t
→∞

′ < ∞  para 2,3,...,i n=  (1.27) 

y  

 
( ) ( )( )

( ) ( )

2

limsup i j

t i j

e t e t
e t e t→∞

−
< ∞ , para i j≠ , (1.28) 

entonces  la función  vida media residual e  de R  satisface 

 

( ) ( )( )1lim 0
t

e t e t
→∞

′ ′− = . 

 

En particular, si ( )1lim 0t e t→∞ ′ >  ( )< , entonces ( )lim 0t e t→∞ ′ > ( )< . 

Demostración: 

De la Proposición 2.5,  tenemos que 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2
2 2

2
1

n
i jji i

i i i j
i i ji i j i j

e t e tG tG t e t G t e t
e t w e t w w

G t e t G t G t e t e t e t e t= <

−
′ ′= +∑ ∑ , 

donde ( ) ( ) ( )G t R t e t=  y ( ) ( ) ( )i i iG t R t e t=  para 1, 2,...,i n= . Además, del Teorema 3.1 

tenemos que ( ) ( )1lim / 1t e t e t→∞ =  y, por tanto, 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2
2 2

2
1

lim lim
n

i jji i
i i i jt t i i ji i j i j

e t e tG tG t e t G t e t
e t w e t w w

G t e t G t G t e t e t e t e t→∞ →∞
= <

 − ′ ′= +
 
 
∑ ∑  

y, como ( ) 1ie t′ ≥ −  (véase ( )9  en Finkelstein (2001)), de (1.27), 2 ,..., ne e′ ′  están acotadas  

cuando t  tiende a ∞ . Por tanto, de (1.24) y los Lemas 3.1 y 3.2,  se obtiene que 

( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2
2

1
1

1 1

lim lim i jji
i jt t i j i j i j

e t e tG tG t e t
e t e t w w

G t G t e t e t e t e t→∞ →∞
<

−
′ ′− = ∑ . 

Finalmente, la demostración se termina aplicando el Lema 3.1, el Teorema 3.1, y las 

propiedades  (1.24) y (1.28).                                                                                                         
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En la siguiente proposición extendemos  el resultado anterior usando condiciones más 

fuertes.  

Proposición 3.2: Si se verifica (1.4) y las funciones vida media residual 1 2, ,..., ne e e   de las 

funciones de fiabilidad continuas 1 2, ,..., nR R R , respectivamente, satisfacen (1.20), (1.24), 

 
( )
( )1

limsup i

t

e t
e t→∞

′
< ∞

′
 para 2,3,...,i n=  (1.29) 

y  

 
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2

1

limsup i j

t i j

e t e t
e t e t e t→∞

−
< ∞

′
, para i j≠ , (1.30) 

entonces la función  vida media residual e  de R  satisface 

 

( )
( )1

lim 1
t

e t
e t→∞

′
=

′
. 

En particular, si ( )1lim 0t e t→∞ ′ >  ( )< , entonces ( )lim 0t e t→∞ ′ >  ( )< . 

Demostración: 

De la Proposición 2.5,  obtenemos que 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( )

2
2 2 2
1 1 1
2 2 2 2 2

11 1 1

n
i ji ji i

i i j
i i ji i j

e t e tG t G te t e t G t e t e t e t
w w w

e t e t G t e t e t G t e t e t e t= <

−′ ′
= +

′ ′ ′∑ ∑ , 

donde ( ) ( ) ( )G t R t e t=  y ( ) ( ) ( )i i iG t R t e t=  para 1, 2,...,i n= . Además, del Teorema 3.1, 

tenemos que ( ) ( )1lim / 1t e t e t→∞ =  y, por tanto, 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( )

2
2 2
1 1
2 2 2 2

11 1 1

lim lim
n

i ji ji i
i i jt t i i ji i j

e t e tG t G te t G t e t e t e t
w w w

e t G t e t e t G t e t e t e t→∞ →∞
= <

 −′ ′ = +
 ′ ′ ′
 
∑ ∑ . 

Aplicando los Lemas 3.1 y.3.2  y las condiciones (1.24) y (1.29), resulta que 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

2
2
1

1 1 1 1

lim 1 lim i ji j
i jt t i j i j i j

e t e tG t G te t e t
w w

e t G t G t e t e t e t e t e t→∞ →∞
<

−′
= +

′ ′∑ . 

Para acabar la demostración, aplicamos el Lema 3.1, el Teorema 3.1 y las condiciones (1.24) y 

(1.30).                                                                                                                                             

También se cumple que, ( )e t  es estrictamente creciente para mixturas positivas con 1n >  

y estrictamente decreciente para mixturas negativas con sólo un peso positivo. En este último 

caso, si 1 0w > , la componente de la mixtura con el peso positivo es la componente líder 

cuando t  tiende a ∞ . La Figura 5.1 muestra la gráfica de la función vida media residual de 
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mixturas positivas y negativas de distribuciones exponenciales con 2n = . La Figura 5.2 

muestra la gráfica de la vida media residual de una mixtura negativa de tres distribuciones 

exponenciales. 

 

4.- APLICACIONES A SISTEMAS COHERENTES 

 

A lo largo de esta sección, representaremos por pe  la función vida media residual de un 

sistema en serie con componentes en el conjunto P  y por ( ),i ke  la función vida media residual 

del estadístico ( ),i kX . También suponemos que las funciones vida media residual usadas existen 

y son finitas para todo t .  

Por tanto, las propiedades para mixturas generalizadas, se pueden usar para obtener 

propiedades de los sistemas coherentes. Por ejemplo, de (1.11) y el Teorema 3.1, se obtiene el 

siguiente resultado. 

Teorema 4.1: Si T  es un sistema coherente con caminos minimales 1 2, ,..., mP P P  tales que se 

cumplen 

 
( )
( )

1liminf 1
A

P

t
P

e t
e t→∞

>  (1.31) 

y 

 
( )
( )

1limsup
A

P

t P

e t
e t→∞

< ∞  (1.32) 

para todo { }1,...,A m⊆ { }( )1A ≠ , donde A jj A
P P

∈
=∪ , entonces la función vida media 

residual Te  del sistema T  satisface que ( ) ( )
1

lim / 1t T Pe t e t→∞ = . 

Observación 4.1: El camino que verifique (1.31) se puede llamar “camino líder” del sistema 

coherente T . Si las componentes son independientes, entonces el sistema en serie 

( )min :P iX X i P= ∈  es mejor que ( )min :Q iX X i Q= ∈  en el orden razón de fallo (y, por 

tanto, en el orden  vida media residual, P Qe e≥ ) siempre que P Q⊂  (véase, Nanda y Shaked 

(2001) o Navarro y Shaked (2006)) y, entonces (1.31) se puede sustituir por  

( )
( )

1liminf 1
i

P

t
P

e t
e t→∞

> , 

para 2,3,...,i m=  ya que 
A iP Pe e≤ , para todo i A∈ . 

En el Teorema 4.1, la condición (1.32) se puede sustituir por una condición más débil 

similar a (1.26) usando que, en este caso, los sistemas en serie están ordenados en orden 
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estocástico (st) y, por tanto, 
A iP PR R≤ , para todo i A∈ . En consecuencia, se obtiene el 

siguiente resultado. 

Teorema 4.2: Si T  es un sistema coherente con caminos minimales 1 2, ,..., mP P P  tales que se 

cumple (1.31) para todo { }1,...,A m⊆ { }( )1A ≠  y se cumple 

 
( )
( )

1

lim 0iP

t
P

R t
R t→∞

= , (1.33) 

para 2,3,...,i m= , entonces la función vida media residual Te  del sistema T  satisface que 

( ) ( )
1

lim / 1t T Pe t e t→∞ = . 

Finalmente, damos algunos ejemplos para mostrar cómo se aplican estos resultados a 

sistemas coherentes. 

Ejemplo 4.1: Consideremos un sistema 2-out-of-3, es decir, que funciona si al menos lo 

hacen dos de sus tres componentes, cuyos caminos minimales son { }1 1, 2P = , { }2 2,3P =  y 

{ }3 1,3P = . Por tanto, aplicando la propiedad que permite expresar cualquier sistema coherente 

como una mixtura generalizada de sistemas en serie, la función de fiabilidad del sistema vendrá 

dada por 

( ) ( ) { } ( ) { } ( ) { } ( ) ( ) ( )2,3 1,2 2,3 1,3 1,32R t R t R t R t R t= + + − . 

Si suponemos que las componentes son independientes y tienen distribuciones exponenciales 

con ( )i ie t µ=  para 0t ≥  y 1 2 3µ µ µ> > , entonces la distribución del sistema es una mixtura 

negativa de cuatro distribuciones exponenciales. Por tanto, del Teorema 4.1, tenemos que  

( ) ( ) 1 2
2,3

1 2

lim
t

e t µ µ
µ µ→∞

=
+

, 

ya que el camino líder es 1P  y el correspondiente sistema en serie tiene una distribución 

exponencial con función de fiabilidad { } ( ) ( )( )1 1
1 21,2 expR t tµ µ− −= − + . 

 Si 1 2 3µ µ µ= = , entonces por lo dicho anteriormente,  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,3 1,2 1,33 2R t R t R t= − , 

es decir, es una mixtura negativa de dos distribuciones exponenciales. Por tanto, de la 

Proposición 2.7, tiene vida media residual decreciente (DMRL) y, del Teorema 3.1, se obtiene 

( ) ( ) 12,3lim / 2
t

e t µ
→∞

= . 
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La Figura 3 muestra la gráfica de la función vida media residual ( )2,3e  para diferentes 

valores de 1 2,µ µ  y 3µ .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3. Funciones vida media residual de un sistema 2-out-of-3

( ) ( )2,3e t con componentes exponenciales  independientes con, 1 3µ = ,

2 2µ =  y 3 1µ = , 1 2 2µ µ= = , 3 1µ = , 1 2 3 1.5µ µ µ= = =  y 1 2µ =  y

2 3 1µ µ= = (de arriba a abajo). Las líneas discontinuas representan el
comportamiento asintótico.
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