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0.1. Resumen

En este libro se va a presentar una metodologia para el analisis de ama-
rres en maquinas herramientas, de forma que se pueda establecer la capacidad
del diseno de la sujecion para producir piezas de la precision y calidad es-
tablecidas en las especificaciones de diseno del producto. Se presentan unas
herramientas de anélisis con capacidad de prever la precision de una opera-
cion de mecanizado, para calcular las fuerzas de apriete minimas para fijar
la pieza y la fuerza de actuacion sobre los mecanismos mas usuales para ge-
nerar esas fuerzas de apriete, se determinaran los puntos criticos por donde
puede quedar la pieza danada, y se realizara un estudio del contacto pa-
ra la comprobacién de dano en superficie de la pieza por parte del utillaje

empleado.

Keywords: Amarres Metrologia Mecanismos de fijacion Energia de

deformacion — Mecanica del contacto
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Capitulo 2

Introduccion

La presente exposiciéon estd enmarcada en el curso de doctorado "Plani-
ficacién avanzada de procesos de fabricacion"dentro del programa de docto-

rado de la UPCT "Tecnologias industriales".

En esta introduccion se va a exponer, en primer lugar, la posicion que el
analisis del amarre ocupa dentro de la Planificacion de Procesos. Después se
destacaran las funciones mas importantes del amarre en el proceso de fabri-
cacion, asi como los requisitos que se les puede exigir. Se verd la repercusion
que tiene un buen diseno en la fabricacion de un producto. Se analizaran las
causas por las cuales el amarre puede no cumplir bien su funcién y se esco-
geran los factores criticos que requieren un analisis mas detenido. A partir
de aqui se expondra la metodologia de analisis de amarre que nos servira de

guia a lo largo de la exposicion.

2.1. Analisis del amarre en la Planificacién de

Procesos

La planificacion de procesos consta de las siguientes fases [15]:
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. Estudio de la informacion geométrica del plano

Determinaciéon de los volimenes de mecanizado
Determinacion de procesos y secuencia de mecanizado
Seleccion de superficies de referencia y sujecion
Seleccion de maquinas herramientas

Seleccion de herramientas

Establecimiento de las condiciones de corte

Diseno de utillaje

Confeccion de programa de maquina

Proceso de control

Célculo de tiempos y costes

Dentro de la fase de disenio de la sujecion se pueden distinguir las siguien-

tes etapas:

1.

2.

3.

Seleccion de la sujecion

= Anélisis de la informacion de entrada
= Seleccionar los datos de localizaciéon
= Seleccion de los métodos

= Disenar los mecanismos y aparatos

» Diseno de la configuracion del amarre.
AnAlisis del amarre
Salida del diseno del amarre

= Dibujo de conjunto del amarre

= Dibujo de los componentes del amarre
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= Listado de los componentes normalizados

» [nstrucciones de control de calidad

La primera parte relativa a la «Seleccion de la sujecion» se realizaria en la
etapa de «Seleccion de superficie de referencia» (Etapa 4 de la «Planificacion
de Procesosy), después de determinar la secuencia de mecanizado. Las dos
ultimas fases se realizarian después de determinar las condiciones de corte,
a partir de las cuales ya se dispone de las fuerzas de corte y otros datos

necesarios para realizar el andlisis de la sujecion.

2.2. Funciones del amarre

En los procesos de mecanizado, el aseguramiento geométrico de una parte
depende principalmente de la posiciéon relativa de la pieza y la herramienta.
El requisito principal de un amarre es localizar una pieza en una posicion
dada dentro de la bancada de la maquina-herramienta. Para ello se utilizan
distintos utillajes que, en contacto con las distintas superficies de la pieza
restringen los seis grados de libertad (lineales y rotacionales). Esta posicion
se ha de asegurar contra las fuerzas de corte, vibraciones, etc., por lo que el

amarre debe ser suficientemente rigido y estable.

Se ha de procurar que a lo largo del proceso las superficies acabadas que se
utilizan como referencia, y por lo tanto de apoyo, en operaciones posteriores

no resultan danadas por indentaciones que producen los propios utillajes.

Otro tipo de requisitos se suele pedir al amarre son la facilidad de cargar
y descargar la pieza, operacién de montaje simple y segura, coste reducido,

facilitar la automatizacion de la sujecion de la pieza, . ...
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2.3. Importancia de un buen diseno del amarre
en fabricaciéon

Los amarres son importantes tanto para la la fabricacion tradicional como

para los modernos Sistemas de Fabricacion Flexible. Afectan directamente a

la calidad, productividad y coste de los productos. El tiempo empleado en el

diseno y la fabricacion de los amarres influye en la mejora y desarrollo de los

productos.

Un buen diseno de amarre, por lo tanto, debe:

= Prever, en la medida de lo posible, su capacidad para fabricar den-
tro de tolerancia, estimando el valor medio y la varianza de las cotas

dimensionales o geométricas después del proceso.

= Configurar los amarres asegurando la fijacion de la pieza. Esto requerira
un analisis mecanico: Determinacion de las fuerzas de apriete y las

fuerzas de fijacion.

m Facilitar el control en entornos automatizados. Teniendo datos concre-

tos de fuerzas de apriete minima y méxima.

= Disenar el contacto para que no se produzcan indentaciones en super-

ficies acabadas, y evitar deslizamiento cuando asi se requiera.

= Influencia en la calidad, productividad, y el coste.

2.4. Seleccion de factores a analizar

Causas de fallos debidos al utillaje mas habituales son las siguientes:

= Baja precision dimensional en elementos que intervienen en el proceso

» Fuerza de apriete insuficiente
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= Fuerza de apriete excesiva o geometria de contacto inconveniente
= Estimacion errénea de los coeficientes de rozamiento

= Vibraciones cercanas a la frecuencia natural, ...
Estos fallos traen como consecuencia:

» Errores dimensionales y geométricos de la pieza (por desviacion, o por

dispersion)

= Deslizamiento de la pieza durante el proceso por relajamiento, bajo

rozamiento ...

» Dano de la pieza: Indentaciones, desgaste por «frettingy, fatiga, ....

De las causas fallos enumerados anteriormente, las tres primeras se pueden
considerar las mas criticas, son las que provocan los fallos mas importantes
en la fabricacion, ademés requieren mayor dominio numérico para obtener
los valores vélidos que faciliten el control del proceso. Por lo tanto nos vamos
a centrar en estos tres aspectos para establecer la metodologia de anélisis a

emplear.

La seleccion de la fuerza de apriete serd la minima para tener garantias
que la pieza no se va a mover, pero con cierto margen de seguridad sobre lo

que podria provocar el dano a la pieza.

Los datos de la maquina herramienta utilizada no se han tenido en cuenta
en los calculos suponiendo que los fallos se deben a los utillajes y a su dis-
posicion. Tampoco se han tenido en cuenta en estos andlisis las frecuencias
naturales del conjunto amarre pieza incluyéndose este estudio en el calculo

de los coeficientes de seguridad.

2.5. Metodologia del analisis

La aplicacién de estos principios a un amarre concreto, depende prin-

cipalmente de la experiencia y la habilidad del disenador del proceso. La
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disposicion de herramientas de célculo que permitan reproducir el compor-
tamiento del amarre durante el proceso, ahorra mucho tiempo de diseno y

pruebas de ensayo-error.

Los estudios que se van a realizar sobre el amarre son los fundamentales

para que el proceso produzca productos de la maxima calidad:

1. Estudio de precisiéon de la operacion

a) Estudio de precision en los utillajes y preformas

b) Variacion de posicionamiento de los puntos de cota
¢) Cadena de propagacion de errores

)
)
)
d)

Estimacion de valor medio y varianza del valor de fabricacion

2. Calculo mecanico del amarre

a) Determinacion de las fuerzas de apriete
b) Accion sobre los mecanismos de apriete

¢) Distribucion de fuerzas sobre superficies
3. Comprobacion de dano a la pieza

a

b

Geometria de contacto y presiones superficiales

Contacto hertziano: Entre cilindros y entre esferas

d

)
)
¢) Contacto con deslizamiento parcial
) Influencia de la rugosidad superficial
)

e) Tensiones de contacto:fluencia plastica superficial.

Para el seguimiento de la exposicion se supone que se poseen conocimien-
tos basicos de Metrologia, Elasticidad y Resistencia de Materiales, Métodos

Numéricos, y Plasticidad.



Capitulo 3

Estudio de la precision de la

operacion de la operacion

La principal funcién del amarre es localizar la pieza en la maquina de
herramienta con el fin de que las superficies generadas por la herramienta
cumplan las especificaciones dimensionales y geométricas de diseno. Estas
especificaciones se han de traducir en datos de localizacion y programacion
de trayectoria de herramienta. Los datos de localizacion son los puntos, lineas

y superficies que se usan como referencia para la generacion de superficies.

La precision de la operacion vendra dada por la concordancia de los datos
de la pieza fabricada con:

= Datos de diseno: Basados en los requisitos de diseno y funcionalidad.

= Datos de Fabricacion: usados para la operacion, la localizacion y me-

dicion.

Para la localizacion se utiliza el principio de isostaticidad, es decir, pa-
ra que un objeto esté bien situado en el espacio debe tener restringido los

seis grados de libertad(3 rotaciones + 3 traslaciones). Estas restricciones se

13
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suelen realizar mediante apoyos, cada uno de los cuales restringe un grado
de libertad mediante la fijaciéon en el espacio de un punto. Un caso tipico es
el método 3-2-1 de sujecion de piezas prismaticas las cuales tienen un plano
base que viene definido por 3 puntos de apoyo, el deslizamiento de la pieza en
una direccién y su rotacion se restringen mediante dos puntos definidos por
una alineacién, y el deslizamiento en la otra direccion se realizara mediante

el sexto apoyo.

Para determinar la precision de mecanizado se va a proceder a determinar
cuéles son las fuentes de error, se analizara la incertidumbre de fabricacion

a partir de las incertidumbres de las fuentes de error.

Las fuentes de error de localizaciéon principales son las siguientes:

posicionamiento de la herramienta
= planitud de la bancada
» precisiéon dimensional del utillaje

» dimensién y forma de la pieza en las superficies usadas como

referencia

= colocacion de la pieza mediante los utillajes

De entre estas fuentes de error se va a estudiar principalmente la ter-
cera y cuarta de las enunciadas, ya que no dependen tanto de la maquina
herramienta cuya precision dependera de cada una, y tampoco depende de
la habilidad manual del operario. Ademas estas dos causas son las que van
a variar el posicionamiento de las superficies de referencia respecto a una
posicion ideal que produciria piezas perfectas en una méaquina herramienta

perfecta.

Lo que se pretende con el presente estudio es determinar la capacidad de
un diseno se sujecion determinado para fabricar dentro de tolerancia. Para
ello se necesitara conocer la precision dimensional del utillaje determinado
mediante anélisis metrologico, y la precision de la preforma en sus superficies

de apoyo que dependeria de la precision de las operaciones anteriores.
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La metodologia de andlisis seria la siguiente:

(a) Posicionamiento real de las superficies de referencia. Lo cual vendra

determinado por la fiabilidad de utillajes y preforma

(b) Posicion de los puntos de cota. Que utilizara el cambio de sistema de

referencia obtenido en el punto anterior
(c¢) Estimacion de valor real de cota de fabricacién

(d) Estimacién de incertidumbre de una cota de fabricacion

Los dos ultimos datos estimados son aquellos que se obtendrian en un
control de calidad y por lo tanto los que determinarian si la pieza o lote es

aceptable o no.

3.1. Posicionamiento real de las superficies de

referencia

Como se ha visto anteriormente, se supone que la maquina herramien-
ta es perfecta, por lo que la posicion del punto de corte, en un sistema de
coordenadas con base en la bancada, serd siempre la que se indique en el
plano de diseno. Los errores seran introducidos por imprecisiones en el uti-
llaje (dimensiones y posicionamiento) sobre los que apoyan las superficies de

referencia que son origen de cota de la superficie mecanizada.

Una superficie de referencia puede ser en el método 3-2-1 (de posiciona-

miento de piezas prismaticas) una de las tres entidades siguientes:

= Tope: Definido por un punto en el espacio y por lo tanto el utillaje o la
preforma puede introducir un error respecto a su posicionamiento ideal

de Az, Ay, Az

= Alineacion: Definido por dos puntos por lo que ademéas de los errores
en la traslacion de estos puntos se introduce un error geométrico de

alineaciéon de «
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= Plano de apoyo: Definido por la posicion de tres puntos por lo que
ademas de la traslacién de estos puntos se introduce el error de parale-
lismo definido por el giro de su vector director definido por los cosenos

directores de + o, + oy + a,

Para iniciar el analisis se necesitaran los siguientes datos de partida de

los puntos localizadores (puntos de apoyo en las superficies de referencia):

= Valor nominal. Seria la el posicionamiento ideal.
= Valor medio real (obtenido de la medicion)

» Incertidumbre (con su constante K)

3.2. Posicionamiento de los puntos de cota

Segtin el principio de isostaticidad una pieza esta perfectamente localiza-
da a partir de sus apoyos. La imprecision de los apoyos se traducird en un
cambio de sistema de referencia respecto al ideal. La posicion del punto de
corte, que viene dado por el programa de maquina, mecanizara un punto que
en la medicion final dependeré del posicionamiento de los apoyos. Asi pues,
las imprecisiones en el utillaje y en la preforma han introducido un cambio
de sistema de referencia para la determinacion del punto de corte: La herra-
mienta corta segin el sistema de ejes de la maquina pero la cota conseguida
dependera del sistema de referencia dado por el posicionamiento real de las
superficies de referencia. Este nuevo posicionamiento de los puntos de cota

se puede determinar por las matrices de transformacion de coordenadas.

Una variaciéon de posicion en el espacio se puede traducir, segiin los prin-
cipios de la cinematica en la traslacion de un punto del objeto y una rotacion
alrededor de ese punto. Conociendo la diferencia de posicion en la maquina
herramienta con la posicion ideal se pueden estimar los errores tanto dimen-

sionales como los de forma.

Si se determina la variacion de coordenadas de un punto del objeto al

rotar un angulo o,
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x’ 1 0 0 T
y =10 cosa, sena, Yy (3.1)
z 0 —sena, COSay z

Si aplicamos las siguientes matrices de transformacion correspondientes a
los giros respecto los ejes y (ay) v z(a,) sucesivamente quedara la siguiente

coordenada del punto final respecto al inicial:

x COS (v COS (v, SN (v, COS (Ol — COS (ty SEN (Ol SENL (Y COS (v SETL (y, COS Ol + SeN v, Sen
= | —sena,cosq, Sena, Sen ay Sen oy, + COS Qr, COS (i  COS (t; SEN (Y — SEIL (v, SEIL (Y COS Oty
z — sen ay, — COS vy SeN (v COS (v COS (tyy
(3.2)
Si los Angulos son muy pequenos, en la matriz de transformacion se pueden
eliminar los términos cuadraticos de los senos y simplificar los cosenos a 1,

ademés, anadiendo la traslacién queda:

@ 1 sencq,  senaq, x Ax
"> =] —sena, 1 sen a, y ¢+ Ay (3.3)
2 —senq, —senaqy 1 z Az

3.3. Valor de cota esperado

Una cota hace referencia a la distancia entre:

Dos puntos

Punto y plano

Punto y linea

Linea y plano

En la representacion bidimensional, ya sea en el plano de diseno o en el
plano de fabricacion, los planos se proyectan en lineas, y éstas se definen por

dos puntos. A la hora de medir una cota se suelen escoger los puntos extremos
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de esa cota por representar los posibles valores extremos en la comprobacion

de esa cota.

Por lo tanto, una superficie en un plano de fabricacion viene representada
por 2 puntos extremos (A y B), cada uno de los cuales tendra su posicio-
namiento respecto al sistema de referencia definido por el utillaje. En ese
sistema de referencia se definiran las cotas dq = zo1 — 24 v dg = 2p2 — 2B
siendo zg; y zo2 los puntos de referencia de las cotas de los puntos Ay B

respectivamente.

Cota de fabricacion esperada sera el valor del punto medio

d d
doog = % (3.4)

3.4. Estimacion de la incertidumbre de fabrica-

cién esperada

La determinacion de la incertidumbre de fabricacion esperada, se reali-
zard mediante previa obtenciéon de la varianza esperada mediante la Ley de
Propagacion de Varianzas (LPV) muy usada en metrologia. De este modo se
puede obtener el intervalo de confianza para un nivel de confianza similar a
los que se han tenido en cuenta al obtener las incertidumbres de cada uno de

los parametros.

Ley de propagacion de varianzas:

9 oo\ 2 Ly oo\ 5
ui=(=— 1] u e — | u
¢ oL L om "
la aplicacion de esta ley tiene, entre otras, las siguientes ventajas:

» Permite determinar la influencia de un parametro en el error global,

mediante el andlisis de cada uno de los sumandos.

= Es muy t1til para planear estrategias con el fin de colocar la fabricacion

dentro de tolerancia
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%, pero se ha

Esta ley se aplica al valor de cota esperado d,.q =
de tener en cuenta que este valor seria el valor de la cota del punto medio
entre A y B, por lo que no tiene en cuenta toda la superficie a la hora de
determinar su variabilidad. Para ello se seiene en cuenta la desviacion media

que sera: dges = %

La incertidumbre de cota serd: U; = K u?lmed + ufldes siendo K el valor
de la constante de incertidumbre (2 o 3 segin el nivel de confianza que se

esté persiguiendo).

3.5. Ejemplos Practicos

Paralelismo del mecanizado de una superficie plana

En este ejemplo se va a determinar la inclinacion de una superficie meca-
nizada sobre una méquina herramienta, debida a la imprecision del utillaje
empleado en la sujecion de la pieza. Se trata de mecanizar una superficie
plana paralela a la de referencia, la cual se apoya en tres puntos mediante
tres piezas las cuales tienen una medida determinada y una incertidumbre,
sus cotas en z son 9.81, 10.22 y 10.18 mm y la desviacion tipica de todas
ellas es u, = 0,15 mm. Los tres apoyos se han dispuesto para que formen
un triangulo equildtero de lado L = 50 mm con una desviacion tipica de
posicionamiento de u;, = 1 mm. Se sabe que la miquina herramienta tiene
una desviacion tipica en cuanto capacidad de hacer superficies paralelas se

supone de u,, = 0°.

Para resolver el problema se va a proceder determinar el vector director
del plano resultante y a calcular el angulo que forma con el perpendicular
ideal. A continuacion por el principio de propagacion de varianzas se estima

la incertidumbre de dicho angulo.

Los vectores directores de los apoyos seran
OA ={0,0, z,}

OB = {Lcos(60°), Lsen(60°), z,} (3.5)
0C = {L,0, z.}
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Figura 3.1: Alzado y perfil de pieza sujetada con 3 apoyos

El vector director del plano de los apoyos V vendra dado por el producto

vectorial de los dos lados del tridngulo rectangulo AB y AC:

cAB = OB — OA
AC =0C - 0A (3.6)
V = AB A AC

El 4ngulo que forma el plano de los apoyos vendra dado por el arcocoseno
del producto escalar de los vectores normalizados de 1% y del eje OZ con lo

que queda la siguiente expresion final:

L sen(60°)

@ = arecos <_ V(“2a + 2) — (—7a + 22) c05(60°))2 + (L sen(60°)) + (((—z)a + zc) sen(60°))
3.7

Aplicando los datos del problema el resultado es de 0.52°. Queda por
determinar la incertidumbre de fabricacion de esta magnitud en base a la
incertidumbre en los apoyos y de la maquina herramienta. Para ello aplicamos

la ley de propagacion de varianzas (LPV).

Para aplicar la LPV se ha de derivar la funcion a respecto a dada una

de sus variables. La expresion resultante es gigantesca pero asequible gracias
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a los programas de matematicas disponibles que permiten la derivacion sim-
bolica de las variables y su calculo, de forma que se ha obtenido la influencia
de la varianza de cada uno de los pardmetros en el &ngulo de inclinacion del

plano mecanizado:

u? = Oa 2u2+---+u2 (3.8)
a aL L m '

Usando una constante K = 3 se obtiene una incertidumbre de angulo de
inclinacion:
U, = Ku, =181° (3.9)

Incertidumbre en el mecanizado de un chavetero en un eje

En el siguiente ejemplo se va estudiar la profundidad de un chavetero
de 50 X 6 x 3 que se mecaniza en un eje de diametro D = 30,05 mm con
Up = 0,04 mm (Kp = 2) que apoya en dos bloques en V distanciados una
distancia L = 200 mm. El vértice del primero de los bloques esta a una
distancia de la bancada de z,; = 4,98 mm y el segundo a z,, = 5,05 mm.
Estos bloques en V tienen la misma incertidumbre de posicionamiento en z
de U, = 0,02 mm (K, = 2), y su angulo es de § = 90° con una incertidumbre
de Us = 1° (Kg = 2). Si la chaveta esta situada entre la cota en x de 100 y
150 mm. determinar el valor esperado de la profundidad del chavetero y el

valor de su incertidumbre de fabricacion.

Comenzamos resolviendo el problema de posicionamiento vertical del cen-
tro del cilindro en un bloque en V hasta su vértice.
D
h=—7"6/¥—/——
2sen(5/2)

La varianza asociada sera

= \/“ § (ﬁém) ’ (4tg(ﬁ/§Z§n(ﬁ/2)>2 (31)

Se establece el origen de coordenadas en el centro nominal de uno de los

+ 20 (3.10)

apoyos a una distancia de la bancada ,
30
Yn =

=0 2sen(90°/2) (8.12)
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Figura 3.2: Alzado y perfil de eje y chaveta

Las nuevas coordenadas del eje de simetria pasando por los apoyos son:

Yo = hy — Yn
' (3.13)

Yo2 = h2 — Un

Respecto al angulo que forma el eje se tiene que
a= arcsenw (3.14)
y su varianza sera
1| (Yo — yo2)?ui + 2L%;, 315
Ua = 73 2 (3.15)
1 _ <(yO_Ly02))

A partir del &ngulo « se puede obtener la cota d a partir de la coordenada
de los puntos A y B.

- D

H (3.16)
OB = {100 + 50, — d}
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Aplicando la matriz de transformacion de coordenadas de la ec. (3.3) se

obtienen las siguientes coordenadas en y:

ya=D/2 —d+y,— 100sen a

(3.17)
yp = D/2 —d+y, — (100 + 50) sen o

La cota d resultante en cada uno de los puntos se obtendran mediante:

dy=D/2 —
A / Ya (3.18)
dB = D/2 —YB
El valor medio de fabricaciéon sera:
d d
oq = AT 0B (3.19)
2
La desviacion media seré: p p
dges = % (3.20)

La incertidumbre de la cota obtenida serd por la ley de propagacion de

Ud =2 \/ u?imed + uides (321)

Los valores numéricos resultantes del problema seréan:

varianzas, con K =2

d = 3,06 mm

(3.22)
Uz = 0,50 mm
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Capitulo4

Calculo mecanico de amarres

En el amarre de las piezas es importante que la pieza esté bien localizada
a lo largo de todo el proceso de corte, lo cual significa que debe permanecer

inmovil a pesar de las altas fuerzas a las que esta sometida.

Un principio béasico en en el amarre es la isostaticidad, para que la res-
ponsabilidad de la localizacién recaiga sobre unos apoyos que restrinjan los
seis grados de libertad. Para asegurar que la pieza estd continuamente en
contacto con esos apoyos se somete ademdas a unas fuerzas de apriete. Es-
tas deben ser lo suficientemente altas para que las fuerzas originadas en el
proceso no deslocalicen la pieza, pero también tiene su limite ya que han de

respetar la integridad de la pieza y no provocar grandes deformaciones.

El efecto de las grandes deformaciones en la calidad de la pieza no es
significativo en el caso de que haya una operacion de acabado ademés de la
de desbaste, ya que las fuerzas de corte en este caso son mucho menores y por
lo tanto también las deformaciones. En caso contrario habra que compensar

los desplazamientos con la cota programada de la herramienta.

El posible dano de la superficie acabada de la pieza sobre la que actta una
fuerza de presion debido al apoyo o al apriete también limita la fuerza del

amarre. En realidad la fuerza que actiia sobre una superficie no es puntual

25
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sino que es la resultante de una distribucién determinada de presiones. Para
el calculo de esta distribucion de presiones asi como el dano que produce en
la pieza se dedicard la tltima seccion. Como regla general sirva que cuando
mayor es la superficie de contacto, menores sera el dano producido a la pieza.
Cuando la superficie de contacto es muy grande, las deformaciones estruc-
turales también influyen en la distribucién de presiones, con lo que es buen
contar con algtin procedimiento de céalculo para calcular este maximo y no

descargarlo sobre el coeficiente de seguridad K.

En esta secciéon se estudiard en primer lugar la fuerza de amarre, se ex-
pondra los distintos tipos de elementos y su capacidad para provocar esa
fuerza, después se calculara las deformaciones y la manera en que afectan a
la calidad de fabricacion. Los datos obtenidos en esta seccion se utilizaran

como dato de partida para el analisis del posible dano a la pieza.

4.1. Determinacion de las fuerzas de apriete

A partir del calculo de la fuerza de corte y su direccion, mediante las
ecuaciones de equilibrio se pueden obtener las reacciones teoricas en los ama-
rres. Esta reaccion teorica se suele multiplicar por un coeficiente de seguridad
K que tiene en cuenta distintos factores no calculados como las vibraciones,
desgaste de las herramientas, aceleraciones, posibles impactos, distribucion
no uniforme de carga a lo largo de superficies de contacto, etc. Habitualmente
K =25+ 3,0 para operaciones de desbaste, y K = 1,5+ 2,0 en operaciones

de acabado.

Las ecuaciones de equilibrio de fuerzas y momentos proporcionan las fuer-
zas que soporta el amarre. De este modo se pueden obtener las fuerzas de
apriete minimo para una operaciéon de torneado o fresado. Por convencion
se van a denominar F' a las fuerzas de corte, () a las fuerzas de apriete,
y los subindices x, y, y 2z se refieren a la direccion de la fuerza segun los
ejes de la maquina-herramienta, y los subindices r y t, se refieren a las la
descomposicion de las fuerzas segiin sus componentes radial y tangencial res-

pectivamente.
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Figura 4.1: Par de fuerzas en una operacion de torneado

Fuerzas de apriete para una operaciéon de torneado

En una operacion de torneado de una pieza sujetada en un plato de n
garras, se tiene que la fuerza mayor en comparacion con todas las demés es
la fuerza de corte que resulta del producto de la fuerza especifica de corte por
el area de corte. Esta fuerza genera sobre el amarre un momento torsor, y un
momento flector. Despreciando el flector respecto al torsor, el rozamiento de
las garras debe ser suficiente para resistir el momento creado por la fuerza

de corte.

Si se supone una posicion en el que una de las garras esta en el punto
méas alto tal como muestra la figura 4.1, por equilibrio de fuerzas segiin la

direccion y se tiene que

Qy =F, (4.1)

El limite a la fuerza tangencial viene dado por el coeficiente de rozamiento
maximo

Qi = pQy (4.2)

y por equilibrio de momentos se obtiene que:

D’ D

siendo D el diametro de la pieza en el cual se aplica la fuerza de corte, y

D’ el didametro de la pieza en la zona de garras.

De estés expresiones se obtiene que la fuerza normal de apriete debe tener
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como minimo el siguiente valor:
_ F,D
unD’

Qy (4.4)

El valor de F), se obtiene mediante los métodos habituales de la mecénica

de corte.

Fuerza de apriete en un ranurado de cilindro apoyado en 2 bloques
en V

En la operacion de ranurado se obtiene que la sujecion en el sentido axial
re realiza mediante un tope, el eje esta alineado mediante dos bloques en V,
y la fuerza de apriete se realiza mediante un tope vertical que presiona el
eje a los dos bloques. Las fuerzas de corte en el ranurado son axiales o per-
pendiculares al eje. Se considera que las fuerzas axiales estan perfectamente
controladas por un tornillo posicionador, y que el pardmetro a controlar es
la posicion el apriete y su fuerza para evitar el deslizamiento del eje por

cualquiera de las caras del bloque en V.

La fuerza de corte se calcula mediante el los métodos de la mecanica de
corte. Esta fuerza tiene una direccién tangencial en la zona de la ranura. El
equilibrio de fuerzas y momentos en el eje y proporcionara la reacciéon en
cada uno de los bloques en V R.; vy R.o. El equilibrio de fuerzas y momentos
en el eje Z proporcionaré las reacciones en los apoyos segin la direccion y
debido a la fuerza de apriete (),. Tomando ahora la seccion transversal del
eje en dada uno de los bloques, se pueden obtener las reacciones en cada una
de las caras del bloque. Estableciendo la condicién de no-deslizamiento en
las caras del bloque debido al rozamiento, se puede establecer la Fuerza de

apriete minima (), para que la pieza esté siempre localizada.

Las ecuaciones de equilibrio de fuerzas y momentos sobre el eje son las

siguientes:

Q =Ry + Ry
Qlig = Ryalia
F.—Q.=R. + R
F.lyo = Roalis + Q.(lia — L)

(4.5)
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Figura 4.2: Fuerzas en el ranurado de un eje

Siendo [;; la distancia entre los puntos ¢ y j.

Las ecuaciones de equilibrio en cada uno de los bloques en V son:

(q1r + q2r) sen(a/2) + (q1r — q2t) cos(a/2) = R,
(q1r — q2r) cos(a/2) — (que + go1) sen(a/2) = R, (4.6)
R. = qu + qxu

El sistema es hiperestatico ya que los dos puntos de apoyo aportan fuerza
de rozamiento cuando en el sistema isostatico bastaria que lo aplicara so6lo
uno. Para salvar este problema se ha establecido que la contribucion de cada
punto a frenar el par torsor es proporcional a la carga normal soportada en
cada cara, lo cual es consistente con la teoria de rozamiento de Coulomb que
establece que el area de contacto(y por lo tanto la fuerza de rozamiento) entre
dos superficies rugosas es proporcional a la carga aplicada. De esta forma se

establece un coeficiente de antideslizamiento pu; en cada uno de los apoyos.

q1ti
i = 4.7
a qiri ( )

Haciendo los siguientes cambios de variable se puede obtener la solucién
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al sistema de ecuaciones del bloque en V

a = qir + qor
Qir T G2 (4.8)

b= q1ir — q2r

Por sustitucion se obtienen los siguientes resultados:
b R.(1+sen(a/2))

B cos(a/2)

(4.9)
R, + \/R§ —4R?sen(a/2)(1 — sen(a/2))
a =
2sen(a/2)

El discriminante para la obtenciéon de a es siempre que las ecuaciones de

equilibrio de la viga no la despeguen de cualquiera de la cara de los bloques.

Ejemplo numérico: Para el ejemplo de cuyas dimensiones coinciden
con la figura 3.2, suponer que a fuerza de corte es de 500 N mecanizando el
extremo mdas cercano al punto 2 , se coloca un apriete vertical centrado a 50
mm del apoyo 1. Suponiendo un coeficiente de rozamiento estdtico entre el

cilindro y las caras del bloque de pp = 0,1 calcular la fuerza de apriete minima.

Aplicando las ecuaciones anteriores y suponiendo que el apriete se produce
con una almohadilla que amortigiie las tensiones de contacto con lo que
@. = 0, las condiciones que debe cumplir la fuerza de apriete deben ser la
de discriminante en mayores o iguales a 0, y que el coeficiente antideslizante

sea menor que el coeficiente de rozamiento estatico.

Probando valores de () se obtiene que el discriminante en el apoyo 2 deja
de ser negativo a partir de un valor de @) = 2200 N, para este valor el bloque
1 ha esta adherido, pero para que en los dos bloques haya adhesion, la fuerza

de apriete ha de ser de al menos 7300 N.

4.2. Accion sobre mecanismos de apriete mas

usuales

La fuerza de apriete calculada en el apartado anterior hay que traducirla

en una fuerza que se aplica al aparato de sujecion. Entre los aparatos de
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Tkﬁ

Figura 4.3: Esfuerzos y diagrama polar en una sujecion con cuna

sujecion se van a estudiar tres: cunas, tornillos y palanca de levas.

Ahora intervienen dos elementos més en el mecanismo: la accion sobre el
aparato (R), y el elemento de apoyo del aparato sobre el que se ejerce una

accion S.

4.2.1. Calculo de aprietes con cunas

La cuna es un mecanismo simple de sujecion muy usado en en el diseno de
amarres. En la figura se muestra el principio de funcionamiento de la cuna.
Para una accion externa R, se produce una fuerza de amarre normal sobre
la pieza de @), cuya relacion viene dada en funcion de los dngulos de friccion

sobre la pieza (31 y sobre la sujecion secundaria (5.

Segiin el diagrama polar de fuerzas se obtiene que:

R

@= tan By + tan(a + 5)

(4.10)

La condicion de autobloqueo consiste en que cuando deje de actuar la
fuerza R la fuerza de amarre permanezca igual. Los sentidos de las fuerzas
de friccién se volveran contrarios para resistir el movimiento de la cuna.

Para que ello ocurra o < 81 + (5. Teniendo en cuenta los valores usuales del
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Figura 4.4: Apriete mediante tornillo

7

coeficiente de friccion, el dngulo de cuna suele estar comprendido entre 6° y
80
Cuando se usan accionamientos continuos de sujecion, no hace falta falta

la propiedad de autobloqueo por lo que se suelen permitir 4ngulos de cuna

mayores.

En sistemas de fabricacion de produccion en masa es popular el uso de la

cuna con rodillo para amplificar la fuerza de amarre.

4.2.2. Calculo de aprietes con tornillos

El sistema de apriete con tornillos es el méas usado en todos los tipos de
mecanismos. Sus ventajas son su estructura simple, la gran amplificacion de
fuerza obtenida, y la fiabilidad en la propiedad de autobloqueo. Sus principal
inconveniente es la relativa lentitud de operaciéon que limita su utilizacién en

producciéon automatizada.

El mecanismo se aplica basicamente en dos formas: Directamente contac-

tando la punta con la pieza, e indirectamente aplicando la fuerza en medio
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de un brazo de palanca uno de cuyos extremos es fijo y el otro presiona sobre

la pieza.

El mecanismo de apriete es similar al de cuna, si la rosca se toma como
la superficie de una cuna cuyo adngulo « es el angulo de hélice del tornillo
(p/(wD)), el accionamiento sobre la rosca se obtiene por equilibrio de mo-
mentos. Despreciando el rozamiento en la punta queda:

2R L
Q=
D(tan(a + f2))

(4.11)

4.2.3. Calculo de aprietes con palanca de levas

El mecanismo de levas es el mas rapido en cuanto a implementacion de
sujeciones. Habitualmente se usa una leva cilindrica cuyo dentro de giro o
estd a una distancia e de su centro geométrico. El mecanismo de apriete es
el de cuna pero con angulo « variable. Segtn la configuracion de la figura,
la distancia de la superficie de la pieza al eje excéntrico debe ser tal que el
angulo que forman la interseccion de las dos circunferencias sea menor que

el angulo de friccion para que exista autobloqueo.
La fuerza de amarre seré igual a:

R L
Q=

(r+6) tan(a + f3)

(4.12)

El 4ngulo maximo de « para la condicion de autobloqueo es la siguiente:

€ <tanp (4.13)
.

Ejemplo de sujecién. Calcular accion para con una fuerza de 300 N

provocar un apriete de 7300 N.

Para provocar una acciéon de 7300 N mediante un tornillo, mediante una
palanca en el que el apriete esté entre el apoyo y el tornillo, 50 mm y 50 mm
respectivamente, la fuerza que ha de ejercer el tornillo es de 3650 N, para lo
que ha de tener un didmetro minimo de 5 mm(si se le supone una resistencia
de 350 MPa), si tiene 16 espiras por pulgada, equivale a un angulo de cuna
de 1deg, con lo que si se aplica la ecuacion 4.11 se obtiene un par que para
aplicar 300N se necesita un brazo de 284 mm.
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Figura 4.5: Apriete mediante palanca de leva



Capitulo 5

Analisis de fuerzas de contacto

del amarre

En el anterior apartado se han calculado las fuerzas de apriete necesarias
para que la pieza quede bien fijada, para ello se han supuesto cargas puntuales
sobre las superficies, pero en realidad, lo que actta sobre la superficie son unas
distribuciones de presiones sobre determinadas areas de contacto. Cuanto
mayores sean las areas menor seran las presiones, pero lejos de repartirse la
carga uniformemente sobre la superficie, la distribucion depende de la forma
de deformarse los cuerpos alcanzado picos de presion que pueden realmente
danar la pieza.

Habitualmente, para aumentar la superficie de contacto se suelen proceder

con distintas técnicas:

= Aumentar el nimero de apoyos sobre superficies grandes, quedando la

pieza sobrelocalizada

= Aumentar la longitud de la pieza sobre la que apoya una superficie

cilindrica
= Apoyar superficies planas sobre otras también planas

35
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En todos lo casos el célculo de la distribucion de fuerzas o de presiones
requiere el estudio de las deformaciones, ya que el sistema ha dejado de ser
isostatico (que es lo ideal para tener bien localizada la pieza en la maquina

herramienta) para ser hiperestaticos.

En este apartado se va a ver como influyen las fuerzas de corte y de apriete
en la distribucion de fuerzas sobre las superficies de apoyo. Al implicar el
estudio el calculo de deformaciones, se puede estudiar de paso las dimensiones
finales de la pieza. Para ello se va a suponer que el corte es continuo y
equilibrado, por eso se desprecian los efectos vibracionales y se puede estudiar

el problema como si fuera estatico.

Como los sistemas de contacto multicuerpo son muy variados, y se presen-
tan bajo formas muy diferentes, a continuacion se va a formular el problema
general con las técnicas para resolverlo, y a continuacion se aplicaran las

técnicas a casos concretos.

5.0.4. Planteamiento del problema

El contacto entre dos cuerpos se produce normalmente en areas de su-
perficie cuyas dimensiones cambian dependiendo de la fuerza que ejercen los
cuerpos entre si. Estas dreas son elipses en el caso de que las dos super-
ficies sean curvas. En muchos sistemas mecanicos existe un predominio de
las deformaciones estructurales frente a las deformaciones superficiales en los
puntos en contacto, con lo que a la hora de estimar la energia del sistema, se

pueden despreciar las deformaciones locales frente a las estructurales.

El problema queda reducido a calcular la distribucién de fuerzas entre los
distintos puntos de contacto entre dos cuerpos. Habitualmente se conoce la
fuerza total que dos cuerpos estan ejerciendo entre si, esta fuerza se distribui-
ra entre los distintos puntos de la linea de contacto de forma que la energia

total de deformacion elastica sea minima.

La obtencion de la distribucion de carga pasaria por desarrollar una ex-
presion de la energia de deformacion del sistema y minimizarla, obteniendo
el reparto de carga entre los distintos puntos de discretizacion. Aqui se ha

seguido este procedimiento utilizando el método de las condiciones de Kuhn-
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Tiicker, y otro distinto pero mas conocido como el de los multiplicadores de
Lagrange. Por los dos métodos se llega a la misma ecuacion matricial a partir
de la cual se puede despejar de forma directa el vector de fuerzas. El desa-
rrollo de estos métodos se puede estudiar en [6|, aunque un resumen viene

dado en el Apéndice II.

A partir de la ecuacion matricial se puede trabajar con ella para resolver
un amplio rango de problemas de contacto. Este apartado se ha dividido en

las siguientes secciones:

= Obtencion de una expresion de la energia de deformacion de un sistema
formado por dos cuerpos con varios puntos en contacto y la formulacion

de este problema en forma matemaética.

= Utilizacidén de una expresiéon matricial, con la que se obtiene directa-

mente la distribucion de fuerzas.

= Demostracion de su utilidad mediante la resolucién de un problema de
reparto de carga en la sujecion de una pieza en una maquina herra-

mienta mientras se mecaniza.

5.0.5. Energia de deformacién en el contacto entre dos

cuerpos elasticos

Energia de deformaciéon de un cuerpo cargado

Se puede suponer que el comportamiento elastico es lineal, es decir, la
magnitud de los desplazamientos y las tensiones en cada punto son propor-
cionales a la carga aplicada. Esta nueva suposicion implica que el material

es elastico y que las deformaciones son pequenas.

La energia de deformaciéon U es funcion cuadratica de la fuerza aplicada,

F;, y la rigidez del elemento mecénico, k; (Apéndice II).
1

U= 5ka(a;) (5.1)

Energia de deformaciéon de 2 cuerpos en contacto en un solo

punto
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Figura 5.1: Evolucion de la rigidez conjunta en funcion de la localizacion del

punto de contacto

Si dos vigas contactan en un punto y en ese punto actiian la una contra
la otra con una fuerza unidad, tal como se muestra en la Figura 8.2, los
desplazamientos en ambas vigas vendran dados por la rigidez de cada una.
La suma de ambos desplazamientos darda como resultado la rigidez del par

de vigas.

La Figura 7 muestra cémo evoluciona la energia de deformacion total
para una carga unidad, cuando varia la posicion del punto de contacto. Su
forma coincide con la de la suma de las rigideces de ambos cuerpos cuando
estan en contacto en un soélo punto. La energia total de deformacion seré por
lo tanto igual a la suma de las energias de deformacion de los dos cuerpos, y

se denomina habitualmente como rigidez de contacto. Esta energia sera:
1 1,

Donde 01 y 09 son las flechas respectivas en los puntos de contacto.

Energia de deformaciéon de dos cuerpos con varios puntos en

contacto

Cuando el contacto entre los cuerpos se produce en dos puntos, la energia
ya no depende tnicamente de las propias rigideces, pues el desplazamientos
del punto donde acttia una fuerza también depende del valor del esfuerzo
aplicado en el otro punto. A la flecha de la viga en el punto x cuando actia

una fuerza unidad en el punto x; se le va a llamar §(x, z;).
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Cuando actuan dos fuerzas sobre una viga, Fj en x1 y F5 en o, el des-

plazamiento total en x; y en x5 sera:

o = F10(z1, 21) + Fo (21, 22)

(5.3)
Oy = F10(xg, 1) + Fo0 (2, 22)

Si el contacto se produce en dos puntos, a partir del valor de las fuerzas
aplicadas, se podra obtener la expresion de la energia total de deformacion

de la viga U
2U1 = Fl (F151 (271,551) + F251 (1‘1, 33'2)) + F2 (Flél (ZL‘Q, .2?1) + F251 (Qfg,iEQ))
(5.4)
Donde el subindice 1 de U; y é; denota el cuerpo 1.

La ecuacion (5.4) se puede expresar de forma mas clara utilizando la

notacién matricial:

Fy
Fy

51($1,$1) 51(17175U2)

2U, = |F\ F:
! [ ' 2] 51(952,331) 51($2,$2)

(5.5)

Cuando los dos cuerpos estan en contacto en dos puntos, la energia total
de deformacion es igual a la energia de deformaciéon de un cuerpo mas la del

otro. Teniendo en cuenta que:

= Fy y F5 son iguales para los dos cuerpos por el principio de Newton de

accion-reaccion.

» Sila ecuacion de la elastica de la segunda viga 05, (¢, (;) viene expresada
en coordenadas locales (, se realizard un cambio de coordenadas para
expresarla en las mismas coordenadas que d;, que se tomaran como
coordenadas globales, con lo que se podra operar con las dos elasticas

en el mismo sistema de referencia.

La energia total de deformacion seréa:

1 O (xy,x1) + 0a(xy, x1) d1(x1,22) + da(x1, 20) | | FA

U=U+U, = = [F\F.
1 2 [ 1 2] 51(1,271:1)_{_52(1»27;51) 51($2,1’2)+52<x2ax2)

2
(5.6)
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lo que se suele expresar de forma mas simplificada

1 F
U=-[F R 2|0 (5.7)
2 Co1 Ca2| | F2
y generalizando para muchos puntos en contacto
Lo
U =S IF]"(C)IF] (5.8)
en donde
cij =Y Onlxizy) i k=12 (5.9)
k

En este punto cabe hacer dos observaciones:

» Por el teorema de reciprocidad de Raleigh-Betti se tiene que c;; = c¢j;,

con lo que la matriz de coeficientes es simétrica.

= Sise admite que el desplazamiento de cada punto se produce tinicamen-
te por la fuerza que actta en dicho punto, la matriz [C] (matriz de los
desplazamientos) es diagonal, por lo que no hace falta el conocimiento
de la eléstica en cada estado de carga para la elaboracion de [C], sino

unicamente de la rigidez de cada punto.

Por el principio de minima energia, la configuracion final de tensiones y
deformaciones de un sistema serd tal que su energia interna alcance un valor
minimo estacionario; ya que, en virtud el teorema de Menabrea, un sistema
hiperestatico adquiere la configuracion final de fuerzas y deformaciones que

haga minima la energia de deformacion elastica.

De acuerdo con ello, en el caso del contacto entre dos cuerpos elasticos
en varios puntos, el vector de fuerzas se puede hallar minimizando la funcion
de energia U, sujeta a las restricciones de que la fuerza total es igual al valor
dado, y que no existe adhesion entre las superficies, y por lo tanto, todas las

fuerzas deben ser positivas.
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La formulacién matematica del problema tendria el siguiente enunciado:
Minimizar E g ficij f;
N

> fi=F (2) (5.10)
fi =0 (b)

1=1...n

Las incognitas de este problema son las fuerzas puntuales f;. La restriccion
(a) de la Ecuacion (5.10) se deduce de que la fuerza total con que actia un
cuerpo contra otro F' es un dato de partida, y que las fuerzas puntuales tienen
todas la misma direccion. La restriccion (b) de la Ecuacion (5.10) se basa en
que en el contacto no hay fuerzas de adhesion o traccion, ya que antes de que

hubiera traccién dejaria de haber contacto.

La formulacion del problema se ha realizado considerando dos so6lidos
con varios puntos en contacto, aunque en realidad se tratan de areas de
contacto. En el caso de elementos transmisores de potencia como engranajes,
tornillos, etc., estas areas se simplifican por lineas de contacto cuando hay
una dimensioén que predomina sobre la otra, y a su vez, se pueden discretizar
estas lineas de contacto en una sucesion de cargas puntuales con el fin de

simplificar los calculos.

5.0.6. Meétodo matricial solucién del problema

Las soluciones al reparto de carga dadas por las condiciones de Kuhn-
Tiicker y por los Multiplicadores de Lagrange vienen expresadas en (8.6) del

apéndice II, y tienen su forma matricial del siguiente modo:

1 1 ... 1 1 0 fi
2c;1 ci2 ... Ci(n—1) Cin -1 Jo 0
C21 2622 ........... Con -1 f3 = 0 (5].].)
[ Cn1 2Chn —1_ | v ] i 0 ]

En donde v es un multiplicador de Lagrange al que no se le ha encontrado

ningtn significado fisico.
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La matriz cuadrada de la ecuacion 5.11 se obtiene directamente a partir
de la matriz de desplazamientos [C], anadiendo la primera fila y la tltima
columna, y multiplicando por dos los términos de la diagonal principal. En
adelante, se le va a llamar matriz de desplazamientos modificada [C*], y tiene

unas dimensiones de (n+ 1) x (n + 1).

De la expresion (5.11) se puede despejar el vector de fuerzas f;, invirtiendo
la matriz de desplazamientos modificada [C*]. El sistema de ecuaciones no
es homogéneo y la matriz diagonalizable, con lo que la solucién consistente

en el vector de fuerzas f; sera unica.

Para la obtencion de los valores de la matriz de los desplazamientos [C]
se puede recurrir a un método analitico o al Método de los Elementos Fini-
tos (MEF). Este ultimo método se puede aplicar directamente, modelizando
simultaneamente los dos componentes en contacto mediante los elementos
de contacto, de los que suelen disponer los distintos codigos, pero esto re-
quiere una gran capacidad computacional y mucho tiempo de céalculo, pues
el problema del contacto no es lineal. Otra posibilidad es utilizar el MEF
para hallar la matriz de los desplazamientos de cada uno de los elementos,
solucionando los dos problemas correspondientes a los dos so6lidos en contacto
por separado. Se combinan ambas matrices y se opera para obtener la matriz
de los desplazamientos modificada [C*], pudiendo a partir de la Ecuacion
(5.11) obtener directamente el vector de fuerzas f; sin necesidad de recurrir
a elementos no lineales de contacto, y consiguiendo una mayor precision al
haber resuelto cada uno de los elementos por separado, permitiendo usar
un mallado mucho més fino en cada caso. Un ejemplo de aplicacion de esta

metodologia se puede estudiar en [5].

El vector solucion de la ecuacion (5.11) es la primera columna de la inversa

de la matriz de coeficientes multiplicado por F.

El método presentado es simple y econémico pues:

= [a restriccion so6lo aumenta la matriz final en una fila y una columna.

m SOlo se necesita el calculo de una columna de la matriz inversa. Esto

evita una gran cantidad de operaciones al ordenador.
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Por el método de diagonalizacion de Gauss-Jordan, el aumento de la ma-
triz complementaria seria s6lo en una columna con el valor F' en la primera
fila y cero en el resto, en lugar de anadir tantas como filas hay en la ma-
triz original. Con esto se tienen n*(n — 1) operaciones algebraicas menos que
usando el método de diagonalizacion completo, siendo n la dimension de la

matriz a invertir [1].

Cuando se tienen diferentes zonas de contacto cuyos desplazamientos son
independientes entre si (muy frecuente en el caso de utillajes), la matriz [C*]
tiene muchos ceros, pues el desplazamiento producido en los puntos de una
zona de contacto no influye en el desplazamiento de otra. Las ecuaciones

matriciales tendrian una forma como la que sigue:

(11 ... 1 o] () [ F)
c, o ... 0 -1 {f}2 0
0 [C ... 0 -1 ooy =20 (5.12)
.......................... {}In .
| 0 Cly 1] L v . 0
Siendo [C]y, [Cla,. .. [C]N, las matrices de desplazamiento correspondien-

tes a cada zona de contacto, con la diagonal duplicada.

Cuando la matriz de los desplazamientos [C] es diagonal (¢;; = 0 cuando

i # 7), de la ecuacion (5.11) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

oF
v = ZL
Y (5.13)
fi-

Cii
Z 1 F
~ Cjj

j

De esta tltima expresion se deduce que cuanto menor es c¢; mayor es la
fuerza soportada por el punto 7, por lo que se podria decir que en la linea de
contacto entre dos cuerpos cuya evolucion de la rigidez tiene el minimo en un
punto intermedio (como la linea discontinua de la Figura 7), la distribucion
de la fuerza tendra un méximo en el punto donde estaba el minimo de rigidez

conjunta.



44 Capitulo 5. Andlisis de fuerzas de contacto del amarre

5.0.7. Ejemplo de aplicacién a la sujeciéon de un cilindro

con bloques en V

El ejemplo a estudiar consistira calcular la distribucion de fuerzas a lo
largo de la linea de contacto entre el el cilindro y el bloque en V en posicion
estatica. Para ello se estiman en 10 los puntos de contacto entre el bloque y
el cilindro, se calcula la matriz de rigidez a flexiéon del cilindro y la de rigidez
a contacto del bloque. Una vez conocida la fuerza total se aplica la formula
y se obtiene la distribucion de fuerzas discretizada a lo largo del bloque y
del cilindro. Estos seran lo datos a aplicar en el analisis de las tensiones de

contacto.

Una vez calculada las reacciones en lo bloques en V, se trataria de ver
como se distribuyen a lo largo de la linea de apoyo. De lo dos bloques en V se

estudiard el que esta més cercano al apriete porque presenta un valor mayor.

El esfuerzo normal en cada cara de contacto del bloque sera igual a la
reaccion R; multiplicado por el seno de la mitad del dngulo, sin embargo
se procedera al calculo de la viga a flexion, luego se combinard con la ri-
gidez de contacto en el bloque, para después aplicar el método propuesto

anteriormente y determinar la distribucion de carga.
Rigidez de contacto en una zona del cilindro

Para calcular la rigidez de cada punto de contacto del cilindro con el
bloque en V, se va a aplicar la teoria general de flexion de vigas, segin la
configuracion que aparece representada en la figura 5.2 con su diagrama de
momentos y su deformada, en la cual se tiene que una fuerza unidad en un
punto ¢ y produce unas reacciones en el punto de apriete (), y en el otro

apoye en el bloque R,.

La deformacion que se obtiene en el punto ¢ y los que estan a la derecha
de éste, se determina mediante el segundo teorema de Mohr. La funciéon de

momentos en funcién de x seré:

Ryx siox <l

M(x)—{
Rox — Q(l’ — ll) si ll <z < lg

(5.14)



Figura 5.2: Configuracion de deformacion del cilindro
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La linea tangente por el apoyo en () sera

l 3
! RQS Rgll
5 — ds — 1

‘ /0 "B, T 3EI, (5.15)

siendo F el modulo de Young e I,, el momento de inercia de la seccion circular

que tiene un valor de
I, =—— (5.16)
siendo R el radio del cilindro.

El valor de la flecha 6; en un punto j situado a la izquierda de ) y a la de-
recha de 7, se calculara restando a la tangente obtenida la parte proporcional

de ¢,. con lo que se obtiene:

h e — —1 Iy +1
(5(:6):/ 3R2Sds~l—/ 5R28 Qs 1>ds—<5qm
0 I

EI, El, I
1 x3 2 a2 Iy

. —oE von (o)) 2 (240
EI, <<R2 Q):s +Q1(6 2)) "(ll+ )

Para la flecha en los puntos que estan a la izquierda de ¢, la viga no esta

(5.17)

deformada en este tramo pero si que estd inclinada con el mismo angulo que
tiene el punto 7. Este angulo se puede obtener a partir del primer teorema

de Mohr, sabiendo que el punto mas bajo de la viga

[l

por el primer teorema de Mohr, el dngulo 6; sera

" M(s)
o Bl

2 _ 5.2 2 72
= Elln {32 (ll 2%) + (r: — Q) (m 5 ll) +Ql2($—l2>}

con lo que la deformada en cualquier punto j a la izquierda de ¢ sera:

Qi = ds

(5.19)

(Sj = 5y(l‘j - l’z) tan 01 (520)

Rigidez de contacto del bloque en V
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La misma fuerza que se aplica al cilindro es la reaccion del bloque, con
la pecularidad de que la reacciéon se produce en las dos caras del bloque. El
desplazamiento ante una fuerza unidad vertical en el bloque se traducira en
un desplazamiento normal en cada una de las caras. Se ha recomendado que
la rigidez normal de contacto (la inversa a este desplazamiento), se calcule
como si el desplazamiento se produciera al contacto de una esfera de radio
igual a la distancia entre puntos de discretizacion. De esta forma la matriz
de deformacién queda muy diagonal, por lo que se pueden despreciar todos

los demés términos.

El valor de esta rigidez normal multiplicado por el semiangulo del bloque

en V serd el tomado para el cdlculo de la matriz de deformaciéon combinada.
Solucién a un caso concreto

Se presenta ahora la distribucion de carga obtenida para el caso de los

siguientes valores numeéricos:

[y = 100 mm distancia entre un apoyo y el apriete

loo = 40 mm distancia al primer punto de contacto

W =20 mm ancho bloque en V a partir del punto [y + lo

n = 10 n.° de puntos de discretizaciéon

R = 15 mm radio del eje

FE =2,00F + 05 N/mm? modulo de Young

I, = 7,85F + 03 mm* momento de inercia

= o = 90° angulo del bloque

Con estos datos el reparto de carga para un valor de R; = 5000 N viene

representada en la grafica siguiente:

Teniendo en cuenta que la presion media seria de 250 N/mm, se ha obte-
nido que la maxima presion de contacto es de 328 N/mm, lo que es sustan-

cialmente superior.
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Figura 5.3: Reparto de carga a lo largo de la linea de contacto con el bloque
en V



Capitulo 6

Analisis de las tensiones de

contacto

En este apartado del tema, se va a tratar de analizar el utillaje desde el
punto de vista del contacto mecanico, de forma que sin utilizar almohadillas
(las cuales introducen imprecisiones dimensionales y tiempos de preparacion
de amarres elevados), la fuerza de reaccion del punto localizador no dafie la
pieza. Para ello a partir de las ecuaciones fundamentales de la mecénica del
contacto que se muestran en el Apéndice III se van a mostrar sus soluciones
para los casos mas comunes, que incluye el contacto de un apoyo plano,
una punta cilindrica, una punta esférica, el contacto con rozamiento, y la

influencia de la rugosidad superficial.

Después de obtener las distribuciones de presiones, se desarrollard un
método numérico para la determinacion del mapa tensional determinando
el cortante maximo y el inicio de fluencia de la pieza. De este apartado se
deducira la fuerza méxima a aplicar en el punto para que el utillaje no dane
la pieza por la sujecion, lo que se traducird en unos pares de apriete maximos

en los tornillos de fijacion.

49
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x/a

ov

-1.0 0 1

Figura 6.1: Indentacion de un apoyo rigido plano sobre una superficie eléstica,

y su distribucion de presiones

6.1. Distribucion de presiones entre superficies

en contacto para distintas geometrias

6.1.1. Contacto de apoyo plano con aristas con superfi-

cie elastica

El primer caso que se va a estudiar es el de un apoyo rigido con aristas
vivas, presionando sobre la superficie de la pieza elastica. Como se observa
en la figura 6.1 la distribucion de presiones que origina se hace infinito en los

bordes segiin la ecuacion:

ple) = —— (6.1)

m(a? — x?)
En realidad, ni el apoyo es tan rigido, ni el material tan elastico que no
deforme plasticamente en los bordes del contacto. Por esto se ha de tener
en cuenta las constantes elasticas de los dos materiales para determinar si se

dana o no la pieza. Esto fue estudiado por Dundurs también para el caso en
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N

Gz, V2

Figura 6.2: Borde del contacto de un apoyo con arista viva

que el angulo de arista 6 sea distinto de 90° tal como aparece en la figura 6.2

(como cuando una arista estd matada con un chaflan de 45°.

En este caso se establece un parametro a que tiene en cuenta las cons-

tantes elasticas de los dos materiales y se denomina constante de Dundurs:

-1 1-1o

_ _Gi Ga
S e ey (6.2)

Gt Ga

El valor de este parametro esta entre —1 (apoyo rigido y plano elastico) y
+1 (apoyo elastico y plano rigido). Para que la tension sea finita en el borde

se debe cumplir que:

(m+80)cos@ + (ur — 1)send
(m—0)cosf + (um + 1)send

a < (6.3)
se puede observar que cuanto mayor es ¢, mas rigido es el apoyo por lo
que més facil es que la pieza resulte danada. Por eso es peligroso matar la

arista con chaflan desde el punto de vista del dano de la pieza.

En el caso de que la arista se mate con redondeo, la presion de contacto
en los bordes también es muy elevada siempre dependiendo de las constantes
elasticas de los materiales y del radio de curvatura del redondeo. Este caso

esta todavia bajo estudio.

Para evitar estos tipos de problemas, normalmente se prefieren los contac-
tos en los que el area de contacto es progresiva con la fuerza aplicada, como
en el contacto entre superficies curvas, de esta formase evitan las fuertes

discontinuidades en los bordes del contacto.
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6.1.2. Contacto hertziano

El caso de contacto entre superficies curvas cuando el semiancho de con-
tacto es muy pequeno respecto al radio de curvatura de las superficies es
el denominado contacto hertziano, dado que las primeras soluciones fueron

propuestas por Rudolph Hertz a finales del siglo pasado.

En el Apéndice V se muestra una solucion sencilla para el problema del
contacto hertziano en el caso bidimensional de contacto entre un cilindro de
radio R y una superficie plana, ambos con las mismas contantes elasticas.

Asi, el semiancho de contacto es:

[ o

La forma del perfil de presiones sera eliptica:

p(r) = —Va? — 2?2 (6.5)

wa?
La maxima presion sobre la superficie serd entonces:

PE

TR
Este caso se puede generalizar al caso en el que contacten dos super-
ficies con radios de curvatura R; y R, estableciendo el radio de contacto

equivalente R:
1 1 1

=4 6.7
R R1+R2 (6.7)

Del mismo modo se puede establecer un médulo de Young equivalente en
funcion de las constantes elasticas de las superficies de contacto:
I 1- vioo1—uv2

=5t & (6.8)

De un modo algo distinto se pueden determinar las mismas variables

en el caso de contacto entre esferas de modo que quedarian las siguientes
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3PR\ Y3
“= (E)
3P

'=%

0 es la aproximacion entre puntos distantes, que en el caso tridimensional

expresiones:

no es una indeterminaciéon como en el bidimensional.

6.1.3. Distribucién de presiones normales y tangenciales

en contacto con deslizamiento parcial

En el contacto en el que no hay deslizamiento global ) < pP, lo cual
es lo deseable en la sujeciéon de piezas, la zona de contacto no puede estar
totalmente adherida pues la tension alcanzada en los extremos seria infinita
debido a que la distribuciéon de presiones tangenciales obtenida de la integra-

cion de las ecuaciones tendria la siguiente representacion:

Q

q(z) = T —2%) (6.10)

Por esto en la zona de contacto, hay una zona central adherida y la zona
cercana a los extremos desliza parcialmente segiin se puede apreciar en la
figura 6.3. Por analogia a la distribucion de Hertz el desplazamiento en x es
parabolico en la zona deslizante, y en la zona adherida se le ha de restar una
distribucion tangencial de forma que el desplazamiento total en esta zona sea
nulo. Si la zona adherida tiene un semiancho c¢, la distribucién de presiones

tangenciales en esta zona sera:

q(z) = % (\/az—xQ—\/c2—x2> (6.11)

Para que el valor de la fuerza tangencial total sea @), el semiancho de la

zona adherida en el caso plano sera:

C
—=4/1-— 6.12
; (6.12)
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Figura 6.3: Deslizamiento parcial en el contacto

En el caso del contacto de una esfera contra un plano se obtiene una
relacion similar:

sl _ @

a wP

(6.13)

y en este caso se conoce ademas el calor del desplazamiento de la zona

adherida: 23
5, = ng (2 5”) <1 - (1 - %) ) (6.14)

Este tipo de contacto es muy frecuente en utillajes, pero debido a que

los coeficientes de friccion son muy pequenos del orden de g = 0,1 + 0,3 el
semiancho de contacto adherido ¢ es muy elevado y el valor de la tension
tangencial bajo, por lo que la fuerza tangencial apenas influye en el fallo la

fluencia plastica que ocurre mayormente en la subsuperficie.

La figura 6.4 muestra un caso de contacto cilindrico el el cual se puede
apreciar la discontinuidad en la fuerza de rozamiento que senala las zonas de

deslizamiento en los extremos y la de adhesion en la parte central.



6.1. Distribucion de presiones entre superficies en contacto para distintas geometriasbd
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Figura 6.4: Distribucién de presiones normales y tangenciales para R = 30
mm, P = 5000 N/m, @ = 1200 N/m y u = 0,3.

Ademas, las fuerzas normales suelen ser mucho mayores que las tangencia-
les en las sujeciones, sin llegar al limite de rozamiento. Para ello las fuerzas
de apriete llevan un pretensado que proporciona una fuerza normal inicial

que evite por todos los medios que la fuerza tangencial () llegue a su limite
uP.

Cuando la carga @) es oscilante, ocurre que sin perder la adhesion en la
zona central, los extremos estan continuamente deslizando produciendo un
desgaste denominado fretting. Este tipo de desgaste es muy probable que
se presente en el amarre de piezas. Para evitarlo conviene que las fuerzas
normales debido a los aprietes sea mucho mayor que los esfuerzos tangenciales

que puedan producirse.
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6.1.4. Influencia de la rugosidad superficial en la distri-

bucién de presiones

Se ha de tener en cuenta en muchos casos que las superficies de la pieza
y el utillaje con el que entra en contacto tienen una rugosidad superficial
cuya altura suele ser del orden de magnitud del semiancho de contacto de
Hertz, por lo tanto se ha de conocer la influencia de esa rugosidad superficial
de ambas superficies en el perfil de presiones final, que afectard tanto al
marcado sobre la pieza como en el posible inicio de grieta de fatiga. Formas
de determinar la rugosidad superficial y su influencia en el fallo de lo que aqi

se incluye un pequeno esbozo se puede estudiar con mas profundidad en [8].

El parametro mas usado para estimar la calidad del acabado superficial
es la desviacion tipica o, de la rugosidad superficial dada por el perfil de

alturas del rugosimetro (en la literatura anglosajona “root mean squarerms).

El parametro normalizado para estimar la rugosidad superficial es la me-
dia de las alturas de los picos R, pero como los rugosimetros actuales tienen
salida digital, el célculo de la desviacién tipica no entrana mucha dificultad,
y es un parametro mucho mas repetitivo que el de la media R,. La calidad de
los engranajes suele venir expresado en funcion de los valores de la desviacion
tipica.

El perfil dado por el rugosimetro se toma perpendicular a las lineas de
contacto, pues es la direcciéon en la que se va a analizar el contacto plano. Para
estimar la influencia de la rugosidad superficial en las tensiones superficiales
cuando dos dientes entran en contacto, se va a tomar el modelo de Greenwood
y Williamson de caracterizacion de superficies [11]. Este modelo supone que
la distribucién de alturas de la superficie es normal y toma los siguientes

parametros:

= 0 desviacion tipica de la altura de la rugosidad
= k4 curvatura de los picos

» 1), densidad de picos (n.° de picos por unidad de éarea)

Para la obtencién de estos parametros en superficies reales se parte del
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perfil de la superficie dado por el rugosimetro. Este perfil es bidimensional,
es una curva tomada en una longitud L que es la union de los datos de las
alturas z; tomadas a intervalos de h. A partir de las alturas z; del rugosimetro

se pueden calcular los siguientes datos en cada punto registrado:

pendiente m; = %
Zit1 — 22 + 21
curvatura k; =
52
densidad de picos 17, dados en la curva del rugosimetro por unidad de longitud

(6.15)

Las series de datos anteriores (z;,m;, k;) tienen sus respectivas desvia-
ciones tipicas og, 0, v 0%. Los dos tltimos parametros son muy sensibles al
intervalo h cuando éste se toma del orden de la distancia que hay entre picos.
Las caracteristicas de la topografia de la superficie rugosa se pueden estimar

a partir de los datos del rugosimetro de la siguiente manera:

Ky R O (6.16)

Para esta ultima suposicion se ha tenido en cuenta que las estrias de la
rugosidad superficial tienen el sentido perpendicular al plano del rugosimetro
por lo que el nimero de picos en ese sentido es despreciable frente a los
aparecidos en la curva origen. En el caso en el que la densidad de picos fuera
igual en ambos sentidos, el valor de 7y seria estimado mejor por el de 7,.
También se ha supuesto que la curva del rugosimetro detecte todos los picos

al ser h lo suficientemente pequeno.

El contacto entre dos superficies rugosas, a efectos del estado de pre-
siones y semiancho de contacto, se puede asemejar al sistema formado por
una superficie plana rigida y una superficie con las siguientes caracteristicas

elasticas, geométricas y superficiales:
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1
E= 1—-v{ + 171/22

B (6.17)

R_L+L

Ry Ro

] 2 2 . S _
Os =\/0f1 + 055  Kg= 1 T 1 ;o Ms = Ms1 T 1s2 (618)
Rs1 Rs2

En el analisis de las tensiones de contacto se va a suponer que las as-
perezas no se deforman plasticamente, y tienen una distribuciéon gaussiana
de alturas, que es la mas comiin en los procesos descritos. Se ha observado
experimentalmente que la rugosidad superficial tiene dos efectos principales
sobre la distribucion de presiones de Hertz como se puede apreciar también

en la Figura 6.5:

= Disminuye el pico de presiones

= Aumenta el ancho efectivo de contacto

La suma de estos dos efectos se traduce en que la tension tangencial
maxima subsuperficial disminuye y aumenta la profundidad a la que ocurre
debido al aumento del ancho efectivo de contacto a*. Ambos efectos son
beneficiosos desde el punto de vista de resistencia a fatiga cuando la grieta
tiene comienzo en la subsuperficie. Dos pardmetros adimensionales en funcion
de los cuales se puede expresar tanto la variacion de la presion maxima de
contacto, como el semiancho efectivo de contacto, han sido definidos por K.
L. Johnson [11]:

_ [16RE\:
=\ gp2
8 (23)5
H = 57]50’5 -
Rs

A partir de las representaciones graficas de estos parametros |11] se han

(6.19)

obtenido la siguiente correlacion lineal:



6.1. Distribucion de presiones entre superficies en contacto para distintas geometriasb9
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Figura 6.5: Influencia de la rugosidad superficial en la distribuciéon de presio-
nes de Hertz

0
p(0) _ 0,924251 — 057377a + 0,004063 1 (6.20)
Do

Los errores obtenidos mediante esta correlacion son menores del 5% para
el caso de la relacion de presiones, y del 1% para la relacion de semianchos
de contacto. Se pueden considerar validas para un rango de valores de a entre

0.05 y 1, y para un rango de valores de p entre 4 y 17.

Se puede observar en la correlacién que el parametro mas influyente con
diferencia es o, mientras que las caracteristicas topograficas de 7, y ks tienen
una influencia mucho menor. De las expresiones anteriores se deduce que si
a*/ag < 0,05 se puede despreciar la influencia de la rugosidad superficial en

la distribucién de presiones sobre las superficies.
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6.1.5. Casos tipicos de sujeciéon

La forma de analizar los apoyos es asemejando los apoyos a los casos

vistos:

= Agarres con tornillo: Estos tornillos llevan por lo general punta esférica

con un radio de curvatura elevado.

= Agarres de levas: Se tratan como contacto entre superficie cilindrica
(la leva con un radio de curvatura que le corresponda en el punto de

contacto) y plana.

= Apoyo de ejes en bloques en V: se tratan como contacto entre superficie

cilindrica y superficie plana, la longitud de contacto sera la del bloque

en V.

= Garra de friccion: muy usado en los tornos, se debe tratar como una
sucesion de contactos esféricos concatenados que se reparten la carga
segtn la rigidez de cada punta. Aqui se utilizarian los métodos utiliza-

dos en la seccion 5.

6.2. Determinacién del dano en la pieza

Una vez determinado el esfuerzo que actia sobre la superficie de contacto,
se ha de conocer el estado tensional del punto mas critico para prever si va

a quedar danada la pieza después de realizar la operacion.

La superficie de la pieza queda danada si algiin punto de la superficie o
de la subsuperficie fluye plasticamente. Si el volumen de material deformado
plasticamente aflora a la superficie el dano sera visible, pero si el volumen
permanece en la subsuperficie, quedando encerrado dentro de material de-
formado elasticamente, el dano no serd visible pero el material quedara con

unas tensiones residuales que pueden disminuir sus prestaciones en servicio.
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De todas formas en muchos casos los requisitos de calidad exigen simplemen-
te de este dano no haya aflorado a la superficie por tener ésta una simple

funcion estética.

En el contacto elastico hertziano, el material empieza a fluir plasticamente
en la subsuperficie cuando se alcanzan ciertos limites en la tension cortante
equivalente (criterio de Tresca) o en la energia de deformacion(criterio de von
Misses).

En el caso de contacto entre cilindros, la maxima tension tangencial es de
0.3 veces la presion maxima de Hertz pg, y se produce a una profundidad de
0.78 veces el semiancho de contacto a. En el caso de contacto entre esferas, la

méaxima tension tangencial se produce a 0.4 veces el semiancho de contacto.

En ambos casos el material empieza a fluir plasticamente pero en un
volumen encerrado por material que solo estd deformado elasticamente con
lo que el dano no llega a apreciarse en la superficie, y la pieza supera los
controles de calidad. La superficie llega a deformar plasticamente y por lo
tanto el dano empieza a ser apreciado cuando la presion maxima es 3 veces

la tension de fluencia equivalente Y.

Se ha de tener en cuenta que la presencia de tracciones tangenciales, por
pequenas que éstas sean, hacen que la fluencia plastica comience mucho més
cerca de la superficie con lo que el limite antes senalado se rebaja considera-
blemente. Para estudiar este caso y otros como la influencia de la rugosidad
superficial, etc., se disponen de herramientas para iniciar su estudio y poder
determinar el limite de esfuerzo sobre la superficie. Se ha desarrollado pa-
ra este fin un algoritmo numérico que dibuja mapa tensional en la zona de

contacto, y se puede estudiar en [7].
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Capitulo 7

Recapitulacion

En la presente exposicion se ha visto la importancia que tiene un buen

diseno de amarre en:

= La calidad del producto: Sobre todo en la precision dimensional y geo-
métrica conforme a las especificaciones de producto, como también en
el estado de las superficies no mecanizadas que deben permanecer inal-

teradas durante el proceso

= La productividad: Un mayor control sobre las fuerzas de apriete per-
mite aumentar el area corte y, por lo tanto, la fuerza de corte hasta
el limite impuesto por la configuracion del amarre, lo que se traduce
en un aumento de la tasa de remocion de material hasta el maximo
posible. Ademaés, una buena parte del tiempo de produccion lo lleva el

montaje y desmontaje de la pieza en el utillaje

= El coste global: Pues el tiempo de diseno de utillaje, asi como la preci-
sion dimensional exigida, de la que dependera la de la pieza final, etc.

tienen un coste muy elevado

Ademas se han expuesto unas herramientas de analisis que permiten:
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= Prever precision de la operacion. Estimando la capacidad del utillaje

utilizado para la fabricacién de piezas dentro de tolerancia.

= Configurar los amarres asegurando la fijacion e la pieza. Mediante un
andlisis mecanico se puede determinar la fuerza de apriete y la fuerza
que se ha de actuar sobre los mecanismos se sujecion, lo que es muy

util para el control de una posible automatizacion.

= Disenar la geometria de contacto con el fin de que a pesar de las al-
tas fuerzas de apriete no se produzcan indentaciones de los apoyos en

superficies acabadas, lo que deterioraria el producto final.
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Apéndice I: Rigidez de una viga

empotrada en un extremo

Se define desplazamiento especifico K; de la viga en un punto P como
el desplazamiento del punto P donde se aplica la carga y en la direccion de
ésta cuando el valor de la misma es la unidad. Si se representa graficamente
la K respecto de la distancia de P al empotramiento, se obtiene una curva
creciente K como la mostrada en la Figura 7. Al ser un material elastico y los
desplazamientos pequenos, el desplazamiento en un punto sera proporcional

a la carga aplicada, pues se trabaja dentro del &mbito lineal.

§ = Fik(x) (8.1)

La energia de deformacion de la viga seré igual al producto de la fuerza
por el desplazamiento en el punto de aplicaciéon de la carga, y dividido por dos

si se supone el procesos de aplicacion es cuasiestatico, con lo que al sustituir la

Figura 8.1: Rigidez conjunta de contacto cuando varia la posicién de punto

de contacto
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Figura 8.2: Sistema de dos cuerpos elasticos con un punto en contacto

Ecuacion (8.1) resulta que la energia de deformacion U es funcion cuadratica
de la fuerza aplicada.

U = SFd = S FFk() (8.2)

Si dos vigas contactan en un punto y en ese punto actiian la una contra

la otra con una fuerza unidad, tal como se muestra en la Figura 8.2, los

desplazamientos en ambas vigas vendran dados por la rigidez de cada una.

La suma de ambos desplazamientos dara como resultado la rigidez del par

de vigas. Al venir las rigideces en funcion de la distancia desde el punto de

carga hasta el empotramiento, en una de las vigas se hara una traslacion del

origen de coordenadas de forma que la nomenclatura usada en las expresiones

coincida con las entidades de acotacion de la Figura 8.2.



Apéndice 1I: Métodos de

minimizacion de la energia de

deformacion

Para la resolucion matematica del problema planteado en la Ecuacion (5.10),
existen varios métodos. La funcion objetivo es cuadratica, lo que hace que
no se puedan aplicar las técnicas de programacion lineal que son las més
extendidas para resolver problemas de optimizacion. Las rutinas tipicas de
programacion cuadratica tienen el inconveniente de ser iterativas y laborio-
sas, y pueden surgir problemas de convergencia. También existe la posibilidad
de linealizar el problema como hizo Vijayarangan et al. [16| para solucionar el
contacto entre cuerpos. Uno de los métodos adoptados ha sido el de asemejar
el problema al tipificado de Kuhn-Tiicker mucho més general y suficiente-

mente conocido.

Método de las condiciones de Kuhn-Tiicker

El problema senalado anteriormente es equivalente al conocido como pro-
blema de Kuhn-Tiicker [14], por lo tanto, sus soluciones son equivalentes y
bastara con solucionar el problema de Kuhn-Tiicker, de cardcter més gene-
ral, una vez establecidas las condiciones de necesidad y suficiencia para la

equivalencia del problema. El enunciado del problema de Kuhn-Tiicker viene
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dado, segtn la version de Reklaitis [14], por la ecuacion siguiente:

Minimizar f(z)
sujeto a (x) >0 =1...J
] gi(r) > J (8.3)
.I':{Il,l’g,...,ﬂf]\f}

La equivalencia entre este enunciado y (5.10) se hace patente introducien-

do en el problema de Kuhn-Tiicker las siguientes sustituciones:

T =f;
f(x) =U{f} = Zficiffj
gi(z) =fi J=N (8.4)
N
hi(x) =Y fi = F K=1

Este problema, conforme a la teoria de Kuhn-Tiicker, equivale a encon-
trar, ademés del vector xy«1, los vectores uixy, v Vixx que cumplen las
condiciones de las expresiones (8.5) siguientes, siempre que se cumplan las

condiciones de necesidad y suficiencia senaladas en el Apéndice I1.

J K
Vi(x)— Zungj(x) — kath(x) =0
j=1 k=1 (8.5)

ujg;(x) =0

U]ZO

Haciendo las sustituciones en el problema equivalente y operando las con-
diciones (8.5), resulta que las wu; son nulas, quedando el siguiente sistema de
ecuaciones:

2 ficii + Zcijfj —v=0
7 (8.6)

Zfi_F:O

No se ha encontrado ningtn significado fisico a v, siendo un simple ope-

rador para calcular la solucion.
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Al hacer la equivalencia de Kuhn-Tiicker han aparecido las variables ¢;; y
v, aumentando el nimero de ecuaciones pero también igualando su niimero

al nimero de incognitas, y eliminando las inecuaciones.

Lo usual en la soluciéon de la mayoria de los problemas de Kuhn-Tiicker es
que la equivalencia no salga tan sencilla lo que obliga, como en los ejemplos
presentados por Reklaitis [14], a solucionarlos por tanteo. Las condiciones
de necesidad y suficiencia se verifican en este caso, como se aprecia en el
Apéndice 11, lo que significa que la solucion unica que resuelve el problema es
la auténtica, es decir, que las f; de la solucion del sistema de ecuaciones (8.6)
constituyen la verdadera distribucion de fuerzas que resuelven el problema

entre dos cuerpos en contacto.

Método de los Multiplicadores de Lagrange

Se presenta ahora una version del problema solucionado por el método
de los Multiplicadores de Lagrange. En el calculo de la distribucion de carga
por este método, el sistema de ecuaciones final es idéntico al que resulta de

la formulacion por las condiciones de Kuhn-Tiicker.

Partiendo del problema mostrado en la Ecuacion (5.10) se pueden sus-
tituir las inecuaciones de la restriccion (b) introduciendo valores a; como

incognitas, quedando el problema definido de la forma:
Minimizar Z Z ficij fj
(2

D fi=F (a) (8.7)
fi— a? =0 (b)
1=1...n

Donde con las a; se han introducido n variables y n restricciones, elimi-

nando las inecuaciones. La funciéon a minimizar, siguiendo el método de los

Multiplicadores de Lagrange, tendra la forma

U:ZZfiCijfj_)‘ (Zfz’—F> —ZAi(fi—a?) (8.8)

i=1 j=1
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Siguiendo el método, se procede a hacer estacionaria la funcion U

ot i#i
ou
oy =0=—(i—a}) (8.11)
ou

De (8.10) se deduce que todos los A; son nulos, con lo que de (8.9) y
(8.12) se obtiene un sistema de n + 1 ecuaciones con n + 1 incognitas, que
proporciona los valores de f; y de A. Este sistema de ecuaciones coincide con el
proporcionado por las condiciones de Kuhn-T1icker, obtenido anteriormente,
que de igual modo se puede representar en forma matricial pues las ecuaciones
son lineales, con lo que el sistema que queda es equivalente al dado en la

expresion (8.6) con solo sustituir v por A.

Habitualmente, el multiplicador de Lagrange A suele tener un significado
fisico concreto. En este caso, no se ha encontrado, siendo un simple operador

necesario para hallar la soluciéon del problema.

Se puede percibir que los valores de las f; proporcionados por el método
de los Multiplicadores de Lagrange son todos positivos, pues antes de que una
fuerza f; fuera negativa dejaria de haber contacto. Sin embargo, matemati-
camente podria ocurrir que a; fuera un nimero complejo. Una demostracion
intuitiva de que esto no ocurre es que, para que la energia fuera minima y
la fuerza total sea constante, una fuerza negativa f; supondria que las fuer-
zas positivas tendrian que aumentar, con lo que la energia del sistema total

aumentaria, con lo que se incumpliria el principio de minima energia.

De todas formas, al estar demostrado mateméaticamente que las condicio-
nes de Kuhn-Tiicker se cumplen, se puede extender esta conclusion al método

de los multiplicadores de Lagrange, pues los resultados son los mismos.



Apéndice III: Teoremas de Mohr

para calcular la deformada de una

viga

Los teoremas de Mohr sirven para calcular las diferencias de dngulo y de
flecha entre dos puntos de una viga deformada debido al momento flector.
Es una forma de simplificar las ecuaciones diferenciales que proporcionan la

curvatura de una viga flectada.

ler teorema de Mohr

El primer teorema de Mohr sirve para calcular el dngulo 645 que forman
entre si dos secciones A y B de una viga flectada, segiin se muestra en la
Figura 8.3.

La expresion del angulo viene dada por:

b MZ(J:)
1 EI

Oap = da (8.13)

2° teorema de Mohr

El segundo teorema de Mohr es consecuencia del primero y hace referencia
a las flechas de la viga flectada. Como el angulo 045 es el mismo que existe

entre las tangentes a la linea neutra, multiplicando el &ngulo por la distancia
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Figura 8.3: Angulo entre dos secciones de una viga deformada

entre A y B nos dara el diferencial de flecha de un punto respecto a otro.
Por ello, integrando este diferencial proporcionara la diferencia la flecha del

segundo punto respecto a la tangente del primero.

Sap = /AB MZ(x)g;b =) 4y (8.14)




Apéndice IV: Determinacion de la
presion de contacto entre dos

cuerpos

A continuacion se va a solucionar el caso plano por ser més sencillo y facil
de comprender. Cuando se tiene una distribuciéon de presiones sobre una su-
perficie semiindefinida, donde no se conocen las tensiones en la subsuperficie,
la primera soluciéon mas intuitiva es su discretizacion en cargas puntuales de
las que se conoce el campo de tensiones producido por cada una de ellas

mediante las expresiones (8.15), segtn la Figura 8.4.

2P cosf
oy = ————
T (8.15)
og =10 : T =0

Aplicando la ley de Hooke se pueden determinar las deformaciones las

cuales, a su vez, estén relacionadas con los desplazamientos en las direcciones

P

r

(x,2)

0

z
Figura 8.4: Carga puntual sobre una superficie semiindefinida
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76
polares:
2P(1 —v?)cosf  Ou,
67‘ = — =
TE r or
2Pv(1+v)cosf u, 10uy
_ _ U, 10u 8.16
0 TE r r * r 00 ( )

o 10u,  Ouy  Ouy
== Yo T o

Este sistema de ecuaciones en derivadas parciales es resoluble mediante

ciertas manipulaciones matemaéticas, que aqui no se van a exponer por razones
de espacio, a nuestros efectos s6lo nos interesa el valor de los desplazamientos

en la superficie y su relacion don la fuerza aplicada:
B 1-2v)(1+v)P
g = 07200
(8.17)

2P
(Ur)o=z = 7_(1 — ) Inr +C

Por la constante C' es imposible tener un valor de u, por lo que se ha de
poner una condicién de contorno arbitraria. La barra encima de las magnitu-
des indican que se refieren a puntos de la superficie del espacio semiinfinito.

En el caso de actuar una carga tangencial se tiene el siguiente campo de

tensiones:
2@) sen 6
o, = ———
T T (8.18)
o9 =0 : 0 =0

Siguiendo el mismo procedimiento usado anteriormente se obtiene el si-

guiente campo de deformaciones:

(#)0-z = (B)o-mg = 221 =)y +C

(1-2v)(14+rv)Q
2F

(8.19)

Aplicando el principio de superposicion se pueden obtener los desplaza-

mientos cuando actiia una distribucion de presiones normal p(s) y tangencial
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q(s), de forma que se obtiene:

a$:+(1_2’;§1+”) {/Zp(s)ds—/:p(s)ds} —Q(%ﬁ/zq@)lnu—qczwﬁ

i, — —Q(%EVQ) /Zp(s) In [z — s|ds + 0= 2%1 s {/Zq(s)ds - /:q(s)ds} e
(8.20)

Son integrales que se pueden resolver numéricamente a falta de una con-

dicion de contorno para obtener la constante.

Suelen ser mas tutiles sus derivadas:

ou, (1—2v)(1+v) 2(1 —v?) [ q(s)
= p(x) — / ds

Ox 2K TE ,T—S (8.21)
T L CT o OPRAES AIETI Ve |
ox TE _, T —S ° 2F 7

La primera parte de esta ecuacion es la deformada superficial €,, mien-
tras que la segunda parte representa la pendiente de la superficie tal como
queda. Estas ecuaciones incluyen en si unas integrales impropias llamadas
valores propios de Cauchy que se pueden solucionar mediante el teorema de

los residuos o numéricamente mediante cuadraturas especiales.

Como se disponen de dos ecuaciones y cuatro variables (p(z), ¢(x), u,,
u,), habra que restringir dos para obtener las otras dos. De esta forma surgen
cuatro tipos de problemas segtn las dos variables conocidas. Entre paréntesis

se senalan ejemplos de esos casos.

» Tipo I: p(z) y ¢(x) (distribuciones hidraulicas)

Tipo II: @, y ¢(x) (contacto sin friccion contra un cuerpo rigido ¢(x) =

0), o bien u, y p(x) (contacto entre superficies que no deslizan @, = 0)

Tipo III: 4, y %, (punzon rigido con adhesion u, = 0)

Tipo IV: u, y q(x) = up(x) (punzon rigido con contacto deslizante)

El tipo que mas se presenta en sujecion de piezas es el de tipo IV, en el
cual se tiene que un desplazamiento vertical forzado por el utillaje que ha-

bitualmente es més duro que la pieza de trabajo, y ademés no hay adhesion
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entre las dos superficies, entre las cuales hay un coeficiente de rozamiento.
Este problema es extremadamente complejo y se estan dedicando muchos es-

fuerzos de investigacion para obtener soluciones analiticas muy aproximadas.

Habitualmente en la sujecion de piezas por razones de seguridad, las fuer-
zas de apriete normales son mucho mayores que las tangenciales a las cuales
van a estar sometidos, por lo que se puede simplificar el problema para con-
vertirlo en un problema de tipo III con el que las tensiones tangenciales
superficiales que son las criticas desde el punto de vista de dano de las piezas

son mayores.

En los problemas de tipo III las incognitas son la distribucion de pre-
siones normales y las tangenciales. El area de contacto se puede determinar
igualando la integral de las presiones a la fuerza normal que si suele se un

dato, al igual que la fuerza tangencial.

Muy frecuentemente se presentan en el contacto una combinaciéon de va-
rios tipos de problemas, ademas, en el contacto utillaje-pieza, los datos no
son la distribucion de presiones sino la fuerza normal y la fuerza tangencial
total, las cuales deben ser iguales a la integracion de las presiones normales y
tangenciales respectivamente. Tampoco se suele conocer el area de contacto,

dato que se obtiene por iteracion.

Para simplificar la resoluciéon del problema se van a resolver los problemas
de tipo IT con g(x) = 0, uno de cuyos casos particulares el el famoso y comin
contacto hertziano. Después se expondran otras soluciones que incluyen el
contacto con deslizamiento parcial (Tipo IV), y el contacto entre superficies
rugosas(Tipo II pero con miltiples puntos de contacto). Con el campo de
presiones calculado se procederd a la determinaciéon del mapa tensional en la

subsuperficie que indicara si se produce dano en la pieza.



Apéndice V: Valores propios de
Cauchy para forma geométrica

polinomial

Se trata de resolver el valor propio de Cauchy que tiene la siguiente forma:
1 2\1
S™(1— S5%)2
I, = ——dS 8.22
= (522)
en donde X =2y S =2

La solucion de esta integral sigue un ley de recursividad de

I,=XI,—1—J, (8.23)

Siendo Iy = X y J, sale de la siguiente integral:

1
o :/ S*(1 — S?)2dS (8.24)

1
J, es nulo para n impar.

Aunque esta solucion es para funciones polinomiales, se puede tener en
cuanta que cualquier funcién puede desarrollarse en polinomios de Legendre

que son los que mejor aproximacién por minimos cuadrados dan.
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Apéndice VI: Resoluciéon del

problema hertziano

En los problemas de tipo II en donde ¢(z) = 0, la forma del punzon rigido
tiene una superficie polinomial de la forma u.(z) = —Bx""! la ecuacion de
contacto resultante es:

/a f(_s)sds - 2(17T_EV2)(n+ 1)Ba" (8.25)

a

Para despejar p(z) sirve la equivalencia de Miklin (1948)[11]:

O ) {(a+b)a—2)Hols) |
o / ds=g(z) = Flo)= 7r2{(:v—|—b a— 1) [/ ds ¢

p T — S r—s
(8.26)

La constante C' se calcula mediante la condicion de contorno del valor de

la fuerza total:

/a p(x)dx = P (8.27)

—b

De este modo queda que para contacto simétrico la presion sobre la su-

perficie sera:

E(n+1)Ba"™ I, P

PO = = Ve v

A continuacion se estudiara el caso de contacto entre un punzon rigido

(8.28)

sobre una superficie plana eléstica. Si el punzon es cilindrico el contacto sera

hertziano. La superficie cilindrica de radio R se puede aproximar mediante
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una pardbola en la cual la distancia penetrada sera:
2

=7 (8.29)

con lo que estableciendo las equivalencias respecto al problema anterior
se tiene que B = —1/(2R) y n = 1.

Normalmente en el contacto se tiene como dato la fuerza total de compre-
sion P, teniendo en cuenta el principio de Boussinesq por el que la presion

en los extremos del contacto debe ser nula, se tiene que

p(+a) = 7T(a21— ) (—Wf}f + P) (8.30)

Para que tenga un valor finito se ha de cumplir que

rEa?

P=
4R

(8.31)

Lo que permite obtener el semiancho de contacto a partir de los datos del

problema.

4RP

— (8.32)

a =
La forma del perfil de presiones sera eliptica:

p(z) = Q—PQ\/ a? — a? (8.33)

Ta
La maxima presion sobre la superficie serd entonces:

PE

— (8.34)

Po =



