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��� ����� ddes =
dA−dB
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√
u2
dmed + u2

ddes ������ K �� 
����

�� �� ��������� �� �������������  ! � " ��#$� �� ��
�� �� ������%� ��� ��

���& 
����#������'�

���� �����	
� �
�����
�

����������	 
�� ������
�
	 
� ��� ��������� �����

�� ���� �(��
�� �� 
� � ���������� �� ����������� �� ��� ��
������ ����)

��%��� ����� ��� ������� ������������ ������ � �� ��
�������� ��� ������(�

��
����� �� �� ��(����� �� �� 
��%�� *� ����� �� ������%�� ��� ��
������


���� 
������� � �� �� ��+�������� �� ���� �� �
�	� �� ���� 
����� ��������

���� 
��%�� ��� ������ ������ ��� ������ ����������� 	 ��� ��������������

��� ����� �� % ��� ��,�� �-�!! 	 �-��, �� 	 �� ���
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����� �� uz = 0, 15 ��� ��� ���� �
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��� ��� +�����

�� �����#��� ���������� �� ���� L = 50 �� ��� ��� ���
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�OA = {0, 0, za}
�OB = {L cos(60◦), L sen(60◦), zb}

�OC = {L, 0, zc}
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�� ������ �������� ��� ����� �� ��� ������ �V ������ ���� ��� �� ��������

��������� �� ��� ��� ����� ��� ��������� ���������� �AB � �AC�

c �AB = �OB − �OA

�AC = �OC − �OA

�V = �AB ∧ �AC
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α = arc cos

(
− L sen(60◦)√

((−za + zb)− (−za + zc) cos(60◦))2 + (L sen(60◦))2 + ((−za+ zc) sen(60◦))
�	
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$����� ��� ����
��
� K = 3 �� ��
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Uα = Kuα = 1,81◦ � !%#
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�� 50 × 6 × 3 ��� �� 
������� �� �� �'� �� ���
�
�� D = 30,05 
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UD = 0,04 

 �KD = 2# ��� ����� �� ��� ������� �� ( ���
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����� L = 200 
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h =
D

2 sen(β/2)
+ z0 � !�+#
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√
uz0
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(
uD

2 sen(β/2)
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+

(
Duβ

4
	(β/2) sen(β/2)
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����� �� �� ������� yn

yn = 5 +
30

2 sen(90◦/2)
� !��#
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yo = h1 − yn

yo2 = h2 − yn
��	�� 

!������� �� "����� #�� $���� �� ��� �� ����� #��

α = ������
yo − yo2

L
��	�% 

� �� ������
� ���"

uα =
1

L2

√√√√(yo − yo2)2u2
L + 2L2u2

h

1−
(

(yo−yo2)
L

)2 ��	�& 

� ������ ��� "����� α �� ����� �'����� �� ���� d � ������ �� �� ����������

�� ��� ������ � � (	

�OA = {100, D
2
− d}

�OB = {100 + 50,
D

2
− d}

��	�) 
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yA = D/2− d+ yo − 100 senα

yB = D/2− d+ yo − (100 + 50) senα
������

�� ��
� d �����
�	
� �	 ��
� �	� 
� ��� ��	
�� �� ��
�	
��	 ��
��	
��

dA = D/2− yA

dB = D/2− yB
������

 � !���� ��
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dmed =
dA + dB

2
����"�
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��!�����	 ��
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ddes =
dA − dB

2
����#�

�� �	���
�
����� 
� �� ��
� ��
�	�
� ���� ��� �� ��$ 
� ����������	 
�

!����	���% ��	 K = 2

Ud = 2
√

u2
dmed + u2

ddes ������

��� !������ 	��&����� �����
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d = 3,06 ��

Ud = 0,50 ��
������
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U =
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2
F 2
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$� ������ %  ������ �� � ���������� �� �����&� �� ����� ����� �����

���� ��� ����� ������� ������ ���&� �� �������� ��� ����� �� ��������
 ��

��� � �������� ��� �� �� �� �� � �� ��� ��������� �� � "�� ������� ������

���#� �� �������� �� �� ���� �����
 $� �����&� ����� �� ����� ����� ���# ���

�� ����� ����� � �� �� � �� ��� �����&�� �� ����� ����� �� ��� ��� �������� �

�� ���� ��� '�"����� ���� �� � ������� �� ��������
 
��� �����&� ���#�

U =
1

2
(Fiδ1 + Fiδ2) =

1

2
Fi

2(k1(x) + k2(h− x)) (	
!)

*���� δ1 � δ2 ��� ��� +��'�� ����������� �� ��� ������ �� ��������


������� �� ��	
����
�� �� �
� �����
� �
� ���

� ����
� ��

�
�����


,����� �� �������� ����� ��� ������� �� ������� �� ��� ������� �� �����&�

�� �� ������� ����� ���� �� ��� ������� ���������� ���� �� �������� ������

��� ����� ����� ����� ��� ������ �� "�-� ������� ��� ����� ��� ��������

�������� �� �� ���� �����
 . �� +��'� �� �� ���� �� �� ����� x ������ �����

��� ������ ������ �� �� ����� xi �� �� �� � ��� �� δ(x, xi)
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������ �	
��� ��� 
������ ����� ��� ����� F1 �� x1 � F2 �� x2� �� ����

���������
� 
�
�� �� x1 � �� x2 �����

δT1 = F1δ(x1, x1) + F2δ(x1, x2)

δT2 = F1δ(x2, x1) + F2δ(x2, x2)
���� 

!� �� 	��
�	
� �� �����	� �� ��� ���
��� � ���
�� ��� ����� �� ��� 
������

����	����� �� ����� ��
���� �� �"�����#� �� �� �����$� 
�
�� �� ��
����	�#�

�� �� ���� U1

2U1 = F1 (F1δ1 (x1, x1) + F2δ1 (x1, x2)) + F2 (F1δ1 (x2, x1) + F2δ1 (x2, x2))

���% 

&���� �� ���$���	� ' �� U1 � δ1 ����
� �� 	����� '�

(� �	��	�#� ���% �� ����� �"������ �� 
���� ��� 	���� �
�������� ��

��
�	�#� ��
��	����

2U1 = [F1F2]

[
δ1(x1, x1) δ1(x1, x2)

δ1(x2, x1) δ1(x2, x2)

][
F1

F2

]
���� 

������ ��� ��� 	������ ��
�� �� 	��
�	
� �� ��� ���
��� �� �����$� 
�
��

�� ��
����	�#� �� ����� � �� �����$� �� ��
����	�#� �� �� 	����� ��� �� ���

�
��� )������� �� 	���
� *���

F1 � F2 ��� ������� ���� ��� ��� 	������ ��� �� ����	���� �� +�,
�� ��

�		�#�����		�#��

!� �� �	��	�#� �� �� ����
�	� �� �� ������� ���� δ′2� (ζ, ζi) ����� �"�������

�� 	���������� ��	���� ζ� �� ��������� �� 	����� �� 	���������� ����

�"�������� �� ��� ������ 	���������� *�� δ1� *�� �� 
������ 	���

	���������� ��������� 	�� �� *�� �� ����� ������ 	�� ��� ��� ����
�	��

�� �� ����� ���
��� �� ��
����	���

(� �����$� 
�
�� �� ��
����	�#� �����

U = U1+U2 =
1

2
[F1F2]

[
δ1(x1, x1) + δ2(x1, x1) δ1(x1, x2) + δ2(x1, x2)

δ1(x2, x1) + δ2(x2, x1) δ1(x2, x2) + δ2(x2, x2)

][
F1

F2

]
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[F1 F2]

[
c11 c12

c21 c22

][
F1

F2

]
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U =
1

2
[F ]T [C][F ] �����
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�

cij =
∑
k

δk(xi, xj) ; k = 1, 2 ��� �
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∑
i

∑
j

ficijfj

∑
fi = F ���

fi ≥ 0 ���

i = 1 . . . n

������

��� ���
������ �� ���� ����
��� ��� 
�� �	����� �	��	�
�� fi� �� ���������
�

��� �� 
�  �	���
� ������ �� ���	�� �� !	� 
� �	���� ����
 ��� !	� ���"� 	�

�	���� ������ ���� F �� 	� ���� �� �������# $ !	� 
�� �	����� �	��	�
�� ������

����� 
� ����� �������
�� �� ���������
� ��� �� 
�  �	���
� ������ �� ���� ��

!	� �� �
 �������� �� %�$ �	����� �� ��%���
� � ������
�# $� !	� ����� �� !	�

%	����� ������
� ��&���� �� %���� ���������

�� ����	
���
� ��
 ����
��� �� %� ���
����� ������������ ��� �

����

��� '����� �	���� �� ��������# �	�!	� �� ���
���� �� ������ �� ����� ��

���������  � �
 ���� �� �
������� ������������ �� �������� ���� �������&��#

�����

��# ����# ����� ����� �� ����
�(��� ��� 
����� �� �������� �	���� %�$

	�� �������
� !	� ��������� ����� 
� ����# $ � �	 '��# �� �	���� �����������

����� 
����� �� �������� �� 	�� �	����
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+,�-�� $ ��� 
�� �	
���
�������� �� �������� '����� �.�������� �� �/�0� ��


��1����� 22# $ ������ �	 ����� ��������
 ��
 ���	����� �����⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 . . . 1 1 0

2c11 c12 . . . c1(n−1) c1n −1
c21 2c22 . . . . . . . . . . . c2n −1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cn1 . . . . . . . . . . . . . . . . . 2cnn −1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f1

f2

f3

. . .

v

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

F

0

0

. . .

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

������

 � ����� v �� 	� �	
���
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	 ��	��� �� �	��� �� �	 ����	 �� �	 ����	�� �� �� ��������
	 �����	���
�

�	 K ������
� �� �	 ���
	���	 �� P 	� ����
�	����
�� �� ��
���� ��	 ����	

�������
� K ���� �	 ���
�	�	 �� �	 �����	 �� �� ��� �� �	
���	� ����
��� � ���

�����	
	����
�� ����� ��� �� �����	
	����
� �� �� ���
� ���� ����������	�

	 �	 �	��	 	����	�	� ���� �� 
�	�	!	 ���
�� ��� ����
� ����	��

δ = Fik(x) "#�$%
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� �� �	 '���
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�� �� ������ ���������

U =
1

2
Fiδ =

1

2
FiFik(x) ���	�

�� ���  ���� ���
��
�� �� �� ���
� ! �� ��� ���
� ��
"�� �� ��� ���
��

�� �
�� ��� ��� ������ ������# 
�� ���� �� ����
�� �� �� ������ ��	# ���
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�� �� ��$��  ����  ������ ����� ��� �� ������� �� ���� ����

%� ���� �� ��$�� ������������
�� ���� ���� �����
��� �� ������� ��� ���
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� �� 
������ �� ��������� ����� ��� �� �������� ��	�������

��������� f(x)

������ � gj(x) ≥ 0 j = 1 . . . J

hk(x) = 0 k = 1 . . . K

x = {x1, x2, . . . , xN}

 !"#$

%� �&��
������� ����� ���� ��������� '  ("��$ �� )��� ������� �����������*

�� �� �� ���+���� �� ,�)�*-.���� ��� ��	������� ��������������

xi =fi

f(x) =U{f} =
∑
i,j

ficiffj

gi(x) =fi J = N

hk(x) =
N∑
i=1

fi − F K = 1

 !"�$

/��� ���+����� ���0���� � �� ����1� �� ,�)�*-.����� �&��
��� � �����*

����� ����2� ��� 
����� xN×1� ��� 
������� u1×J � ' v1×K &�� ������� ���

����������� �� ��� �3���������  !"($ ��	�������� ������� &�� �� ������� ���

����������� �� ��������� ' ��4������� ��5������ �� �� 6�7����� 88"

∇f(x)−
J∑

j=1

uj∇gj(x)−
K∑
k=1

vk∇hk(x) = 0

ujgj(x) = 0

uj ≥ 0

 !"($

9������� ��� ������������� �� �� ���+���� �&��
������ ' �������� ��� ���*

��������  !"($� ������� &�� ��� ui ��� ������ &������� �� ��	������ ������� ��

�����������
2ficii +

∑
j �=i

cijfj − v = 0

∑
i

fi − F = 0
 !":$

;� �� )� ���������� ���	
� ��	��4���� 01���� � v� ������ �� ������ ���*

����� ���� �������� �� ��������"
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�� ����	 �� �
��
������� �� ����������	 ��� ���	����� ��� 
�	������ cij �

v� ���������� �� ����	� �� ���������� ��	� ������� ��������� �� ����	�

�� ����	� �� ��� ������� � ���������� ��� ������������!

"� ����� �� �� ������ � �� �� ����	#� �� ��� �	������� �� ����������	 ��


�� �� �
��
������� �� ����� ��� �������� �� 
�� ������� ���� �� ��� �$������

�	��������� ��	 %�������� &�'(� � ���������	��� ��	 ������! "�� �����������

�� ��������� � ��)������� �� 
�	�)��� �� ���� ����� ���� �� ��	���� �� ��

�������� **� �� 
�� �����)�� 
�� �� ������ � ����� 
�� 	�����
� �� �	������ ��

�� ���������� �� ����	� 
�� ��� fi �� �� ������ � ��� ������� �� ���������� +,!-.

����������� �� 
�	����	� ����	����� � �� /��	0�� 
�� 	�����
�� �� �	������

���	� ��� ���	��� �� ��������!

������ �� ��� �	��
��
�
����� �� �
��
���

1� �	������ ���	� ��� 
�	�� � ��� �	������ ����������� ��	 �� ������

�� ��� 2�����������	�� �� "��	����! 3� �� �4����� �� �� ����	����� � �� ��	��

��	 ���� ������� �� ������� �� ���������� )��� �� �������� �� 
�� 	������ ��

�� /�	������ � ��	 ��� ����������� �� ����������	!

5�	������ ��� �	������ ����	��� �� �� 3����� � +6!�7. �� ������ ����

�����	 ��� ������������ �� �� 	���	���� � +�. ���	��������� 
���	�� ai ����

��� ������� 
������� �� �	������ ��)���� �� �� /�	��8

2�����0�	
∑
i

∑
j

ficijfj

∑
fi = F +�.

fi − a2i = 0 +�.

i = 1 . . . n

+,!�.

9���� ��� ��� ai �� ��� ���	������� n 
�	������ � n 	���	��������� ������

����� ��� ������������! "� /���� � � ������0�	� ��������� �� ������ �� ���

2�����������	�� �� "��	����� ����	4 �� /�	��

U =
n∑

i=1

n∑
j=1

ficijfj − λ

(
n∑

i=1

fi − F

)
−

n∑
i=1

λi(fi − a2i ) +,!,.
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� �� ��
��	� � ����� ������
����� �� ������� U

∂U

∂fi
= 0 = 2ficii +

∑
j �=i

cijfi − λ− λi �����

∂U

∂ai
= 0 = +2λiai ������

∂U

∂λi

= 0 = −(fi − a2i ) ������

∂U

∂λ
= 0 = −

(∑
fi − F

)
������

�� ������ �� 	�	���  �� �
	
� �
� λi �
� ���
�� �
� �
  �� 	� ����� !

������ �� 
"����� �� ������� 	� n + 1 ������
��� �
� n + 1 �����������  ��

��
�
���
�� �
� #��
��� 	� fi ! 	� λ� $��� ������� 	� ������
��� �
����	� �
� ��

��
�
���
��	
 �
� ��� �
�	���
��� 	� %���&'(�)��� 
"����	
 ������
�������

 �� 	� ����� �
	
 �� ���	� ����������� �� �
��� ��������� ���� ��� ������
���

�
� ��������� �
� �
  �� �� �������  ��  ��	� �� � ��#������ �� 	�	
 �� ��

�*������� ���+� �
� ���
 ��������� v �
� λ�

,�"����������� �� ����������	
� 	� -������� λ ����� ����� �� �����.��	
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�
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� �����3��&
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�� ��� ����� 	� ���������� ��� ���������� 	������������ ��� ������������ ��

���
����� 	� ��� 
��� �����	��

��� ������� �� 	�
�

�� ������ ������� 	� 
��� ���
� ���� �������� �� ������ θAB ��� ������

����� �� 	�� ��������� � � � 	� ��� 
��� �����	� ���!� �� ������� �� ��

"����� #�$�

�� �%�����&� 	�� ������ 
���� 	�	� ���'

θAB =

∫ B

A

Mz(x)

EI
dx (#�)$*

�
�
������� �� 	�
�

�� �����	� ������� 	� 
��� �� ������������ 	�� ������� � ���� ����������

� ��� ������ 	� �� 
��� �����	�� +��� �� ������ θAB �� �� ����� ��� �%����

����� ��� ��������� � �� ����� ������ �����������	� �� ������ ��� �� 	��������
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δAB =

∫ B

A

Mz(x)(xb − x)

EI
dx "	
#�$
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σr = −2P

π
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θ

r

σθ = 0 ; τrθ = 0
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εr = −2P (1− ν2)

πE

cos θ

r
=

∂ur

∂r

εθ =
2Pν(1 + ν)

πE

cos θ

r
=

ur

r
+

1

r

∂uθ

∂θ

τrθ = 0 =
1

r

∂ur

∂θ
+

∂uθ

∂r
− ∂uθ

∂r

��
���

�	�� 	�	���� �� ���������	 �� ��������	 ��������	 �	 ��	������ ��������

������	 �������������	 ����������	� ��� ���� �� 	� ��� � ������� ��� ������	

�� �	������ � ���	���	 � ����	 	!�� ��	 ������	� �� ����� �� ��	 ��	�����������	

�� �� 	����"��� # 	� ������!� ��� ��  ����� ��������


(ūr)θ=π
2
= −(1− 2ν)(1 + ν)P

2E

(ūr)θ=π
2
=

2P

πE
(1− ν2) ln r + C

��
���

$�� �� ���	����� C �	 ����	���� ����� �� ����� �� ūz ��� �� ��� 	� %� ��

����� ��� �������!� �� �������� ����������
 &� ����� ������ �� ��	 ��'����(

��	 ������� ��� 	� ��"���� � �����	 �� �� 	����"��� ��� �	����� 	�����"����


�� �� ��	� �� ������ ��� ���'� ���'������ 	� ����� �� 	�'������ ����� ��

���	����	


σr = −2Q

π

sen θ

r

σθ = 0 ; τrθ = 0
��
���

)�'������ �� ��	�� ������������� �	��� ������������� 	� ������� �� 	�(

'������ ����� �� �� ���������	


(ūr)θ=π
2
= (ūr)θ=−π

2
=

2Q

πE
(1− ν2) ln r + C

(ūr)θ=π
2
= −(1− 2ν)(1 + ν)Q

2E

��
�*�

+�������� �� ��������� �� 	������	���!� 	� ������ ������� ��	 ��	�����(
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ūx = +
(1− 2ν)(1 + ν)

2E

{∫ x

−b
p(s)ds−

∫ a

x

p(s)ds

}
− 2(1− ν2)

πE

∫ a

−b
q(s) ln |x− s|ds+ C1

ūz = −2(1− ν2)

πE

∫ a

−b
p(s) ln |x− s|ds+ (1− 2ν)(1 + ν)

2E

{∫ x

−b
q(s)ds−

∫ a

x

q(s)ds

}
+ C2
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∂ūx

∂x
=

(1− 2ν)(1 + ν)

2E
p(x)− 2(1− ν2)

πE

∫ a

−b

q(s)

x− s
ds

∂ūz

∂x
= −2(1− ν2)

πE

∫ a

−b

p(s)

x− s
ds+

(1− 2ν)(1 + ν)

2E
q(x)
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��� �p(x)� q(x)� ūx�

ūz�� *	
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���� ��� ūz ' q(x) �����	��� ��� ������ � �����	 �� ������ �(���� q(x) =

0�� � 
��� ūx ' p(x) �����	��� ����� �����%���� 
�� �� �����.	� ūx = 0�

���� ���� ūx ' ūz ����. � �(���� ��� 	�*��� � ūx = 0�

���� ��� ūz ' q(x) = ±μp(x) ����. � �(���� ��� ����	��� �����.	����
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In =

∫ 1

−1

Sn(1− S2)
1
2

X − S
dS ������

�� ����� X = x
a
� S = s

a
�

�� ��	����� �� ���� �������	 ����� �� 	�� �� �������
���� ��

In = XIn − 1− Jn ������

������ I0 = πX � Jn ��	� �� 	� ��������� �������	�

Jn =

∫ 1

−1
Sn(1− S2)

1
2dS ���� �

Jn �� ��	� ���� n ������
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	 	��∫ a

−a

p(s)

x− s
ds =

πE

2(1− ν2)
(n+ 1)Bxn ������

 ��� �	��	!�� p(x) ���"	 �� 	#��"��	���� �	 $�%��� �&'(��)&&*�

+�

∫ a

−b

F (s)

x− s
ds = g(x) ⇒ F (x) =

1

π2{(x+ b)(a− x)} 1
2

[∫ a

−b

{(x+ b)(a− x)} 1
2 g(s)

x− s
ds+ C

]
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��� ∫ a

−b
p(x)dx = P ����.�
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p(x) = −E(n+ 1)Ban+1

2(1− ν2)π

In√
a2 − x2

+
P

π
√
a2 − x2
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p(±a) = 1

π(a2 − a2)
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−πEa2

4R
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πEa2

4R
���#)�

*
 ��� ������� 
	����� �� ������
(
 �� 

���
�
 � ������ �� �
� ���
� ���

��
	�����

a =

√
4RP

πE
���#��

*� �
��� ��� ���'� �� �����
��� ���� ��+���
��

p(x) =
2P

πa2

√
a2 − x2 ���##�

*� ��"��� ������� �
	�� �� �����'
�� ���� ���
�
���

p0 =

√
PE

πR
���#,�


