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1.INTRODUCCION

Desde hace mas de 250 anos, las superficies minimas han sido objeto de investigacion en las
Matematicas (especialmente en la rama de Geometria Diferencial). Pero no es hasta la publicacion
de los estudios de Lagrange sobre la minimizacion de areas, cuando se empieza a trabajar en
profundidad en este tema, y comienza a estudiarse su aplicacion en problemas de Ingenieria.

Hemos de tener en cuenta que la naturaleza que nos rodea tiende a minimizar longitudes y
superficies adaptadas al entorno, lo cual otorga belleza ademas de fuerza. Basandonos en lo que
podemos observar en nuestro alrededor, lo cual es habitual en todos los estudios del ser humano,
y teniendo como objetivo una evolucidén constructiva que complemente la estética con unas
mejores propiedades fisicas, podemos entender mejor cédmo a lo largo de los afos, este tema ha
llamado la atencion de numerosos eruditos, entre ellos, Plateau, quien planted el primer problema
en este campo. Y como tras la labor de Lagrange (al proponer por primera vez el término de
superficie minima, o superficie cuya area minima es una curva cerrada dada como frontera), este
tema se somete a un intenso estudio y evolucion, de forma tal que el problema se incluye en la
rama matematica de la variable compleja y en las ecuaciones en derivadas parciales; y, poco a
poco, se desarrollan aplicaciones a otros campos tales como la geometria conforme, fisica
matematica, arquitectura, biologia, ingenieria, entre otras. No obstante, a dia de hoy, muchos
problemas siguen auln abiertos y se siguen abriendo otros campos de mayor complejidad.

El objeto de este trabajo es el de explicar el interés mostrado a lo largo de la historia en estas
entidades geométricas, destacando a aquellos fisicos y matematicos que mas estudiaron este
campo y contribuyeron a su evolucion, de forma que, las bases queden bien comprendidas para
proceder a enfatizar aquellos resultados matematicos mas importantes acerca de las superficies
minimas, asi como presentar las superficies mas conocidas que se han desarrollado, apoyandonos
en programas informaticos matematicos para representar cada una de ellas. Finalmente, se
expondran las aplicaciones que otras ciencias han podido encontrar en esta geometria, para, de
esta forma, enfatizar esa idea de versatilidad, transversalidad y amplitud que otorgan, haciendo
especial énfasis, en aquellas aplicaciones de ingenieria que actualmente podemos encontrar, lo
que nos permitira analizar la evolucion y el impacto de las superficies minimas en este campo.



2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
2.1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA.

¢Como un genio de las matematicas del siglo XIX nos ensefid la mejor manera de sostener
una porcion de pizza?

llustracion 1 — Cémo sostener una porcion de pizza.

A todos nos ha pasado. Tomamos una porcidén de pizza y estamos a punto de comer un
bocado, pero la porcidon se cae y cuelga sin fuerzas de nuestros dedos. La corteza no es lo
suficientemente rigida para soportar el peso de la porcion. Tal vez deberiamos haber ido por una
con un menor nimero de ingredientes. Pero no hay necesidad de desesperarse, porque los afos
de experiencia de comer pizza nos han enseifiado cdmo hacer frente a esta situacion. Simplemente
doblar la porcién de pizza en forma de U (también conocido como el agarre pliegue) evitara
que la porcién se caiga y podamos disfrutar de la comida. Lo mismo puede comprobarse
facilmente con una simple hoja de papel.

Detras de esta forma de actuar, podemos encontrar un importantisimo resultado matematico
sobre superficies curvas, conocido como Teorema Egregium de Gauss, y que tendra una
esencial contribucion en todo lo que pretendemos desarrollar en esta memoria.

Pero antes de pasar al enunciado de este teorema y ver sus aplicaciones al tema aqui
considerado, hagamos unas consideraciones sobre el principal concepto relacionado con el mismo,
Yy que no es otro que la curvatura de una superficie.

Para ello consideremos una hoja de papel que se enrolla en forma de cilindro. Parece obvio
que el papel es plano, mientras que el cilindro es curvo. No obstante, Gauss considerd estos
aspectos de una forma diferente: pretendia definir la curvatura de una superficie de una forma
que ésta no cambiase, aunque doblasemos la superficie.

Observamos que, si pretendiésemos desplazarnos a lo largo de este cilindro, hay muchos
caminos posibles a elegir: podemos hacerlo a través de una trayectoria curva (por ejemplo, un
circulo sobre el cilindro), a través de una linea recta, a través de una hélice, etc.

La gran idea de Gauss fue definir lo que llamo curvatura de una superficie de tal forma que
todas las posibles opciones estén consideradas: comenzando en cualquier punto, consideramos
los dos caminos mas extremos que se puedan elegir, es decir, el camino mas cdncavo y el camino
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mas convexo; luego se multiplica la curvatura de esos dos caminos juntos (siendo ésta positiva
si los caminos son concavos, cero para caminos planos, y negativa para caminos convexos); el
numero que se obtenga es la definicién que dio Gauss de curvatura en ese punto.

Veamos algunos ejemplos. Si nos movemos en un cilindro, los dos caminos extremos son una
trayectoria curva (en forma de circulo) y un camino recto. Pero al tener este Ultimo curvatura
cero, nuevamente se obtendra cero al multiplicar las dos curvaturas. Por esto se considera que
un cilindro es plano (tiene curvatura gaussiana cero), lo que se refleja del hecho de que el mismo
se puede obtener a partir de enrollar una hoja de papel.

En cambio, si nos movemos en una bola (esfera), no tendriamos caminos planos posibles,
sino que todos los caminos son igualmente curvos, por lo que la curvatura de Gauss sera un
nimero positivo. De esta forma, se observa que las esferas estan curvadas, mientras que los
cilindros son planos.

Como veremos, el Teorema Egregium de Gauss afirmara que es posible determinar la
curvatura de una determinada superficie con sdélo medir distancias y haciendo un poco de
matematicas, y sin tener que salirnos de dicha superficie. También veremos, como consecuencia
del mismo, que es posible tomar cualquier superficie y doblarla como se quiera (siempre que no
se estire, encoja 0 rompamos la misma), y que la curvatura de Gauss se mantendra constante
(esto es debido a que la flexion no cambia las distancias entre puntos de la superficie).

Esta afirmacién puede parecer abstracta, pero tiene importantes consecuencias en la vida
real. Por ejemplo, si intentamos aplastar la piel de una naranja, ésta no se aplana formando un
circulo, sino que la misma se rompe al aplastarla. Esto se debe a que una esfera y un plano tienen
diferentes curvaturas de Gauss (lo mismo se observa cuando intentamos embalar como regalo
una pelota; no importa como se doble el papel, siempre nos quedara por algin lado un rastro de
su planitud original, por lo que siempre acabaremos con un desastre de regalo).

De igual forma, otra consecuencia de este teorema es que es imposible describir con precision
un mapa en un folio: cualquier mapa que podemos encontrar en un atlas representa los angulos
correctamente, pero distorsiona gravemente las areas (mayor cuanto mas grande sea la
superficie considerada en el mapa).

¢Y qué tiene esto que ver con nuestro inicial trozo de pizza? Este era plano antes de cogerlo
(tiene curvatura de Gauss igual a cero). El teorema Egregium nos asegura que una direccion del
corte siempre debe permanecer plana (no importa cdmo se doble, la pizza siempre conservara
un rastro de su planitud original). Cuando el trozo cae, la direccion plana (mostrada en rojo en la
figura siguiente) se sitlia en perpendicular, lo que no es practico para comerla; pero al doblar de
lado la rebanada, estamos obligando a convertir en plana otra direccidn (en este caso, la direccidn
gue apunta hacia nuestra boca).



llustracion 2 — Curvatura de un trozo de pizza.

Por curvar una hoja en una direccion, forzamos a volver rigida la otra. Una vez comprendida
esta idea, podemos observar que la misma aparece por todas partes en la naturaleza. Por ejemplo,
si miramos una brizna de hierba se observa que, a menudo, se pliega a lo largo de su vena central,
para, de esta forma, afadir rigidez y evitar que la misma se caiga.

Por esta razon, los ingenieros utilizan con frecuencia la curvatura para afadir fuerza a sus
estructuras. Un ejemplo de esto puedo observarse en la cubierta de cualquier estructura grande,
por ejemplo, en la cubierta del Hipdédromo de la Zarzuela, ideada por el ingeniero estructural
Eduardo Torroja, que disefid un techo totalmente innovador, y que cubre una gran area sin dejar
de ser de sélo unas pulgadas de espesor.

a A& & E -\ A _‘ j

llustracion 3 — Hipddromo de la Zarzuela.

Como podemos observar, la curvatura crea fuerza. Pensemos en lo siguiente: Podemos
subirnos sobre una lata de conservas vacia que, facilmente, va a soportar nuestro peso, a pesar
de que la pared de la misma puede tener unas pocas milésimas de pulgada de espesor. El secreto
de la increible rigidez es su curvatura, lo que se puede probar de forma muy simple, ya que si



producimos una pequefia abolladura cuando estamos encima de ella, la misma se rendira bajo
nuestro peso.

Las laminas de metal corrugado utilizan esta misma idea. Formadas por materiales simples,
su forma combina perfectamente con su funcidn. Su alta resistencia y costo relativamente bajo
han logrado que sean la base de cualquier estructura actual.

Hoy en dia, estas laminas de metal corrugado dificilmente nos llaman la atencion. Pero cuando
se introdujeron por primera vez, muchos vieron el hierro corrugado como un material maravilla.
Fue patentado en 1829 por Henry Palmer, ingeniero inglés a cargo de la construccion de los
muelles de Londres. Palmer construyd la primera estructura de hierro corrugado del mundo, el
cobertizo trementina en los muelles de Londres, y aunque no parezca sorprendente a los 0jos
modernos, relatamos como una revista de arquitectura de la época lo describio:

"Al pasar a través de los muelles de Londres hace poco tiempo, estabamos muy satisfechos
de encontrarnos con una aplicacion practica del techado recién inventado por el Sr. Palmer. [...]
Cada persona que pasa por €lla, no puede dejar de impresionarse (considerandolo como un
cobertizo) con su elegancia y sencillez, y con un poco de reflexion podra convencerse de su
eficacia y economia. Es, creemos, €l techo mdas ligero y mds fuerte (por su peso), que ha sido
construido por el hombre, desde los tiempos de Adan. El espesor total de este techo nos parece
a nosotros por una inspeccion hecha de cerca que no es mas que una décima parte de pulgada.”

Mientras que los materiales corrugados y latas de refrescos son bastante fuertes, hay una
manera de hacer que los materiales sean ain mas fuertes. Para descubrirlo por uno mismo,
tomaremos un huevo. Si lo ponemos en la palma de la mano, envolvemos los dedos alrededor
del huevo, y apretamos (nos aseguraremos de no estar usando un anillo), nos sorprenderemos
de su fuerza.

¢Qué hace que los huevos sean tan fuertes? Las latas de refrescos y las laminas de metal
corrugado estan curvadas en una direccidn, pero son planas en otra. Esta curvatura les da cierta
rigidez, pero todavia pueden potencialmente ser aplanadas en las hojas planas de las cuales
proceden. En contraste, las cascaras de huevo estan curvadas en ambas direcciones. Esta es la
clave de su fuerza. Expresado en términos matematicos, estas superficies doblemente curvadas
tienen curvatura gaussiana distinta de cero. Al igual que la piel de naranja que nos encontramos
antes (que nunca pueden ser aplanadas sin desgarrarse o estirarse), el teorema de Gauss nos
asegura de este hecho, es decir, para romper un huevo, primero debes hacer una mella en él, ya
que, si pierde su curvatura, pierde su fuerza.

Otro ejemplo lo tenemos en la forma de una torre de refrigeracion de una central nuclear.
Esta superficie también incorpora curvatura en ambas direcciones. Veremos con posterioridad
que su forma, llamada hiperboloide, minimiza la cantidad de material necesario para construirlo.
Asi que podemos afirmar que las chimeneas regulares son bastante como latas de refrescos
gigantes (son fuertes, pero también pueden pandearse con facilidad). Una chimenea en forma
de hiperboloide resuelve este problema curvando en ambas direcciones. Esta doble curvatura
bloquea la forma, dandole una rigidez extra de la que una chimenea normal carece.



llustracion 4 — Forma chimenea nuclear.

Otra forma que obtiene su fuerza de su doble curvatura es la tipica patata frita Pringles, que
tiene la forma de un paraboloide hiperbdlico.

llustracion 5 — Forma patata frita Pringles.

La naturaleza explota la fuerza de esta forma de modo impresionante. Pero ¢qué hace que
esta forma sea la mas resistente? Tiene que ver con como se equilibran los pesos y tensiones.
Todas las estructuras tienen que soportar peso, y en ultima instancia transferir este peso hasta
el suelo. Pueden hacerlo de dos maneras diferentes: hay compresion (el peso aprieta un objeto
empujando hacia adentro; un arco es un ejemplo de una estructura que existe en compresion
pura), y hay tension (el peso tira de los extremos de un objeto, que se extiende separadamente).
El paraboloide hiperbdlico combina lo mejor de ambos mundos. La parte concava en forma de U
se estira en tension (mostrada en negro en la figura anterior) mientras que la parte en forma de
arco convexo se aprieta en la compresién (mostrada en rojo). A través de la doble curvatura,
esta forma logra un delicado equilibrio entre fuerzas de empuje y traccién, lo que le permite
permanecer delgada pero sorprendentemente fuerte.

La fuerza a través de la curvatura es una idea que da forma a nuestro mundo, y tiene sus
raices en la geometria. Asi que la préxima vez que tomemos una porcidn de pizza, pensemos un
poco y podremos apreciar el vasto legado existente detras de este simple truco que utilizamos
para comer esta porcion.
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2.2. CONTEXTO HISTORICO.

Aunque hemos de remontarnos al tercer milenio a. C. para encontrar las primeras referencias
de una matematica organizada y avanzada (como las utilizadas en Mesopotamia y en la cultura
egipcia basadas principalmente en calculos aritméticos), en el caso que nos ocupa, sera en la
Grecia antigua durante los siglos VI-IV a. C. donde, la geometria empieza a desarrollarse y es
usada por los eruditos de la época para resolver problemas sociales, tales como calcular las areas
de parcelas y terrenos, medir distancias, entre otros.

Tales de Mileto (624 a. C. — 546 a. C.), influenciado por dichas culturas durante sus viajes,
aportara las primeras demostraciones de teoremas geométricos mediante razonamiento logico,
lo cual sentara las bases en el estudio de la geometria para el resto de los eruditos de su época,
entre los que cabe destacar a Pitagoras de Samos (569 a. C. — 475 a. C.) y a sus discipulos,
quienes hicieron importantes descubrimientos en geometria (Teorema de Pitagoras) y en la teoria
de los nimeros y contribuyeron en el campo de la fisica, afirmando que la Tierra tenia forma
esférica, ya que ésta era la forma perfecta segun los principios de proporcién, orden y armonia
con los que trabajaban. Aungque mas conocido en el campo de la filosofia, un siglo después Platén
(427 a. C. - 347 a. C.) sugirié esta misma afirmacion, lo cual aumenté la popularidad de la idea.
Pero fue Aristételes (384 a. C) quien presentd las pruebas de esta afirmacion y, mas tarde,
Eratdstenes (276 a. C. — 194 a. C.) quien determind el tamafio de la Tierra observando la posicion
del sol midiendo la posicion del mismo con un palo. Sin embargo, es Euclides (352 a. C. — 265 a.
C.) el erudito conocido por ser el padre de la Geometria, quien, a través de su trabajo mas
conocido, “Los Elementos”, recoge todos aquellos teoremas y demostraciones sobre geometria y
aritmética. Entre ellos, cabe destacar el planteamiento del problema isoperimétrico,
consistente en determinar la figura plana con idéntico perimetro que encierra la mayor area.
Aunque la leyenda de la reina Dido sugiere la solucion, no sera hasta el siglo XIX cuando
finalmente se demostrara que la solucidn a este problema es la circunferencia.

De igual forma, fueron los griegos los que, basandose en las paradojas filosoficas de Zendn
de Elea (490 a. C. — 430 a. C.), empezaron a pensar en el concepto de infinito, viéndolo de dos
formas, tanto para lo grande, como para lo pequefio. Y aunque Aristoteles (384 a. C. — 322 a.
C.) prohibié su uso debido a que no existia una regularizacion sobre el mismo y no era posible
considerar a un segmento como un conjunto de puntos infinitos, si concluyd que era posible
dividir un segmento por la mitad una y otra vez. Esto contribuyé a que otros eruditos como a
Eudoxo de Cnido (390 a. C. — 337 a. C.) postularan que “toda magnitud finita puede ser agotada
mediante la sustraccion de una cantidad determinada”, en ayuda al descubrimiento de los
nUmeros irracionales. Gracias a esto, se logré calcular el area de circulos usando poligonos
inscritos, y extrapolando, también el area de una esfera. Nacié asi lo que se conoce como el
Calculo Infinitesimal, aunque los cimientos de este campo fueron verdaderamente establecidos
mediante los estudios de Arquimedes (287 a. C. — 212 a. C.), quien obtuvo valores cercanos al
numero n actual e hizo numerosos estudios sobre figuras planas y volimenes en sélidos curvos
y acerco la mecanica al uso de la geometria.

A pesar del gran avance ya obtenido, no es hasta el medievo en el siglo XIV, cuando las
matematicas vuelven a retomar su estudio, centrandose en la cuantificacion de formas variables
y utilizando por primera vez la representacion grafica de éstas - Oresme (1323 — 1382) — y quien
con ello se acerca al concepto de tangente. Mas tarde, Galileo (1564 — 1642), formuld las primeras
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leyes sobre el movimiento, y Kepler (1571 — 1630), enuncié las leyes sobre la drbita eliptica de
los planetas.

Aunque es en el Renacimiento cuando la geometria griega resurge, gracias al nexo entre
Geometria y Algebra que establecen Descartes (1596 — 1650) y Fermat (1601 — 1665), y que
sientan las bases de la geometria analitica y se empieza a vislumbrar el calculo diferencial. Esto
permite, mas tarde, a Newton (1642 — 1727) idear finalmente el cdlculo diferencial e integral,
ademas de sus numerosas y conocidas aportaciones.

Algo mas tarde, Leonard Euler (1707 — 1783), haciendo uso de todos los conocimientos
conocidos hasta entonces, destaco por sus grandes aportaciones al campo de las matematicas,
en diferentes areas de ésta como geometria, trigonometria, algebra, calculo y teoria de nimeros,
asi como en fisica y astronomia. Aunque para el caso que nos ocupa, la obra que mas influye en
el desarrollo de lo que, posteriormente, se denominaran superficies minimas, es la [1], donde,
por primera vez, se hace uso del calculo de variaciones como método que permita encontrar
lineas curvas con propiedades de maximo o minimo empezando, de esta forma, a esbozar una
solucién al problema isoperimétrico, ya expuesto en la antigua Grecia. Con todo esto, Euler
descubre que al rotar la catenaria respecto a un eje horizontal externo surge la catenoide (o
alysseide, segun el autor), que es una superficie minima, aunque este término no fue usado por
él. Gracias a los nuevos métodos y técnicas descubiertas por Euler, que combinan las disciplinas
de geometria pura y métodos diferenciales, se produce una gran evolucion en esta disciplina en
los afios posteriores.

Fue, finalmente, Joseph-Louis Lagrange (1736 — 1873), quien propuso el problema de
encontrar, haciendo uso de una funciéon parametrizada de la forma z = f(x,y), la superficie de
menor area limitada por un contorno fijo, y que queda expuesto en su articulo [2], acuiando, de
esta forma, la definicidbn de superficie minima y resolviendo definitivamente el problema
isoperimétrico. Concluyo, pues, que para que la funcidn 7 definida fuese un minimo del funcional
area debia cumplirse la ecuacion en derivadas parciales siguiente:

(L4 ) fx — 2fafyfay + A+ £D)fyy = 0 (1)

Esta ecuacién, sera conocida como ecuacion de Lagrange o ecuacion de Euler-
Lagrange, debido a la colaboracion de ambos, y son las soluciones a ésta las que nos interesaran
para desarrollar el tema que nos concierne, las superficies minimas.

Una vez que el término fue descubierto, surgié un interés importante en él, y el desarrollo de
esta teoria sufrid una gran evolucion. El principal matematico que contribuyé de forma notable
en este campo fue Gaspard Monge (1746 — 1818), quien desarrollé una teoria de curvas y
superficies recogida en su obra [3], donde se incluyen algunos de los calculos de variaciones
llevados a cabo y férmulas para obtener las coordenadas de varias superficies minimas. Se
concluyd entonces que cualquier otra superficie que esté acotada por la misma curva de una
superficie minima tendra mayor area que ésta. Posteriormente, Jean Baptiste Meusnier (1754 —
1793), discipulo de Monge, fue mas alla en este estudio. No sélo demostré que tanto la catenoide
y el helicoide satisfacian la ecuacién (1) (queda recogido en su obra [4]) sino que también detectd
la propiedad que caracteriza a estas superficies, la curvatura media cero!, que demuestra la
anulacion de una cantidad geométrica segun la forma en que esa superficie se curva en el espacio.

! Concepto que aparece gracias a la sugerencia hecha por Sophie Germain (1776 — 1831).
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Otros matematicos que contribuyeron a la teoria de superficies minimas y que consiguieron
obtener resultados para la ecuacion (1), fueron Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833), Sylvestre
Francois Lacroix (1765 — 1843) y André-Marie Ampere (1775 — 1836), entre otros.

Después del gran auge de estas superficies en las matematicas, su estudio se quedd
estancado durante casi sesenta afios, y fue Heinrich Ferdinand Scherk (1798 — 1885) quien en
sus publicaciones [5] y [6], con una técnica de separacidon de variables encontrd soluciones a la
ecuacién (1) dando lugar a la aparicién de cinco nuevas superficies minimas, conocidas como
superficies de Scherk. Sus descubrimientos son el preambulo de la Edad de Oro de las superficies
minimas, y tendra su mayor evolucion en la segunda mitad del siglo XIX. Aunque destaca el
trabajo de Eugene Charles Catalan (1841 — 1894), quien demostr6 que la Unica superficie minima
generada por una recta es el helicoide; este campo tiene su maximo auge con el planteamiento
que Joseph Plateau (1801 — 1883) propone y que sera una revolucion para desarrollar la ciencia
actual.

Joseph Plateau realizd experimentos sencillos consistentes en crear pompas de jabon
mojando diferentes formas creadas con alambre en una mezcla de agua y jabdn. Gracias a estos
experimentos, se percatd de que dichas pompas obedecian un principio: e/ drea de éstas seria la
minima puesto que esto conferia estabilidad al tener una energia potencial minima. Asimismo,
afirmé que los resultados obtenidos en sus experimentos estaban, principalmente, causados por
la tension superficial de la pompa que se creaba, ya que su propia naturaleza buscaba crear el
area minima que demandase la minima energia posible. De esta forma experimental, formulo el
problema, mas conocido como, "problema de Plateau”, basado en determinar el area minima
de una superficie con unas condiciones de contorno establecidas, y cuyo estudio dio lugar a
enunciar sus conocidas “Leyes de Plateau’, las cuales quedan recogidas en la obra [7] de Jean
Taylor, quien finalmente demostrd estas leyes como consecuencia del principio de minima energia.
Estas leyes se establecen gracias a las condiciones de forma y configuracion siguientes 2:

1. “Las peliculas de jabon estan formadas por superficies suaves (sin arrugas ni bultos)
continuas (sin separaciones).

2. La curvatura media de una porcion de pelicula de jabon es siempre constante en cualquier
punto de la misma porcion de la pelicula de jabon”.

3. "Tres peliculas de jabon se intersecan a lo largo de una linea, formando un angulo de

arc cos (_71) ~ 120°, /lamada frontera de Plateau”.

4. “"Cuatro de las llamadas fronteras de Plateau, cada una formada por la interseccion de
tres peliculas, se intersecan en un punto formando un angulo de arc cos ('?1) ~ 109°28’
(dngulo tetraédrico).”

Y seran finalmente enunciadas de la siguiente forma 2:

“Primera Ley: Tres superficies de jabon se intersecan a lo largo de una linea. El dangulo
formado por los planos tangenciales a dos superficies que se intersecan, en cualquier punto
a lo largo de la linea de interseccion de las tres superficies, es de 120 grados.”

"Segunda Ley: Cuatro de las lineas, todas formadas por la interseccion de tres superficies,
se intersecan en un punto y el angulo formado por cada par de €ellas es de 109 grados y 28
minutos.”

2 Extraido de https://es.wikipedia.org/wiki/Leyes_de_Plateau.
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"Tercera Ley: Una pelicula de jabon que puede moverse libremente sobre una superficie se
interseca con ella formando un angulo de 90 grados.”

llustracion 6 — Leyes de Plateau 3

Sin embargo, el estudio de este problema era complejo, y fue gracias a la aportacion de Elwin

Bruno Christoffel (1829 — 1900), quien descubrié que la aplicacién de Gauss de las superficies
minimas en el espacio euclidiano permitia representarlas en el mismo. Esto hizo posible usar
nuevas técnicas para obtener mas ejemplos de superficies minimas, asi como sus propiedades.
Algunos de los estudiosos que usaron estos métodos para encontrar soluciones al problema de
Plateau fueron: Alfred Enneper (1830 — 1885), Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 — 1866),
Hermann Amandus Schwraz (1843 — 1921) y Karl Weierstrass (1815 — 1897).
De entre ellos, Riemann, contribuyo a la evolucion de este campo de estudio y al campo de la
Topologia gracias a su trabajo [8]. En él, uso el problema de Plateau con superficies minimas que
estaban bordeadas por una o varias lineas rectas, que se conoceran mas adelante con el nombre
de “ejemplos de Riemann”. También, Lebrecht Henneberg (1850 — 1933) descubri6 la primera
superficie minima no orientable. Esto puede encontrarse en sus publicaciones [9] y [10].

Otros estudios usaron también el problema de Plateau para demostrar la existencia de una
superficie minima pero esta vez en forma de disco. Fueron Tibor Radd (1895 — 1965) y, el mas
conocido, Jesse Douglas (1897 — 1965), quien también contribuyd en este campo resolviendo
otros problemas recogidos en la obra [11].

En los ultimos afios, este campo de estudio ha evolucionado enormemente, hasta llegar al
concepto de superficies minimas completas, o aquellas superficies que se extienden de forma
indefinida en el espacio al carecer de frontera y que fueron estudiadas por Robert Osserman
(1926 — 2011) en sus obras [12] y [13]. Esto ha conseguido que esta teoria esté de nuevo en
expansion e investigacion dentro de la geometria diferencial.

3 Extraido de wewanttolearn.net.
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3.SOLUCION MATEMATICA DEL PROBLEMA

Una vez comprendida la evolucion histérica que este problema ha experimentado, desde la
Antigua Grecia hasta nuestros dias, vemos que los descubrimientos importantes en superficies
minimas han estado siempre ligados a las propiedades de éstas. Por tanto, en esta seccion
pasaremos a enumerar todos aquellos requisitos matematicos cuya comprension es necesaria
para resolver el problema de Plateau.

Recordemos que fue Joseph Plateau quien formuld el problema que ha servido de base para
poder encontrar nuevas superficies minimas y que éste sigue estando en estudio. Este problema
plantea cdmo determinar la superficie minima que contiene una curva cerrada en el espacio. *
Para ello, tendremos dos puntos conocidos P, (x4,y,) Y P»(x,,y,) de un plano XY. Si tenemos en
cuenta que x; < x,, que los puntos P; y P, estan unidos mediante la ecuacién de la curva y =
y(x), tal que y = y(x;),y = y(x,) Yy que haremos girar a esa curva alrededor del eje x, entonces
llegaremos al problema de elegir aquella funcién y(x) con un area de superficie de revolucion
minima:

X2
S = 2nf yi 1+ y'?dx
X1

3.1. REQUISITOS MATEMATICOS PARA RESOLVER EL PROBLEMA.

Teniendo en cuenta el planteamiento hecho en el problema de Plateau en el apartado anterior,
podemos ver que el principal concepto para trabajar con este tipo de superficies sera el de
curvatura.

Se entiende por curvatura a aquella curva regular conexa cuyos vectores tangentes a la
superficie que la contiene crean una direccidn principal en ésta. Existiran dos tipos: curvatura
extrinseca y curvatura intrinseca. De éstas, la primera en estudiarse fue la curvatura
extrinseca en el espacio 3-dimensional y gracias a ella se consiguid describir completamente a
toda curva del espacio segun el punto inicial de ésta, la curvatura y torsidon que presenta y la
direccién que sigue, lo que queda recogido en las formulas de Frenet [14].

Con posterioridad, se estudiaron aquellas curvaturas del espacio bidimensional (2D) o de
superficies. De ese estudio nacieron el concepto de curvatura media y el de curvatura de
Gauss.

Pasemos pues a desarrollar estos conceptos para las curvas en el plano euclideo y para las
superficies en el espacio, de cara a entender mejor las diferencias de ambos tipos de curvatura

(ver [15] y [16]).
a) Curvas en el plano euclideo.’

Tengamos en cuenta que la curvatura de una curva y viene definida por «(t) = ||7(®)||, que
sera la longitud de su vector aceleracion en el caso en el que y se considera de velocidad maxima.

4 Fuente:_https://es.wikipedia.org/wiki/Problema _de Plateau

5 Fuente: “Una introduccion a la curvatura” por Eduardo Garcia Rio, Universidad de Santiago de Compostela.
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Para curvas planas, la curvatura tiene la interpretacién geométrica siguiente:

Dado un punto p = y(t), existirdn numerosos circulos tangentes a y en p. Es decir, circulos
que presentaran una velocidad en p igual que en y, o de igual forma, seran aquellos circulos cuyo
centro pertenece a la recta que pasa por p y que es ortogonal a y en ese punto. De todos los
circulos que podemos encontrar, sélo habra uno para el que su aceleracién en p sea la misma
que para y. En el caso en el que la aceleracién sea nula, j(t) = 0, se considerara una recta en
lugar de un circulo y se interpretard como un circulo cuyo radio es infinito.

P
llustracion 7 — Circulo tangente a la curva en un punto p.®

s 1 . . ’,
Podemos ver entonces que la curvatura podra darse como x(t) = = siendo R el radio circulo

oscilador. Para asignar el signo a esta curvatura, elegiremos un vector unitario normal N en la
curva, de tal forma que si la curva gira hacia N, se le asignara un signo positivo de curvatura, y
si gira en direccidn contraria, entonces el signo de curvatura sera negativo. A esta funcion, xy,
se la llama "curvatura con signo” y tiene como funcién la de determinar la curva en el plano.

Por otro lado, las curvas en el espacio presentan una problematica, ya que también pueden
retorcerse en el plano sin necesidad de cambiar su curvatura. De esta forma, aparece también el
concepto de torsidbn y podremos asegurar que para determinar la curva en el espacio
necesitaremos de ambos datos: curvatura y torsidn. La relacién de ambos puede verse en el
triedro de Frenet - Serret y en el Teorema Fundamental de la Teoria de Curvas.

llustracion 8 - Triedro de Frenet-Serret.®

6 Fuente: http://matcalculus.wikidot.com/frenet
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b) Superficies en el espacio.’

Dada una superficie S de R3 de clase C* orientable (es decir que en esta superficie S existe
un campo global de vectores N, que es diferenciable, normal y unitario), y dado un puntop € S
que pertenece a esa superficie, se considera un plano que toca tangencialmente T,S a la
superficie S en el punto p.

Estudiar la curvatura de una superficie S en el punto p tratara, tal y como estudiaron Euler y
el resto de los matematicos, de considerar la curvatura en el punto p de aquellas curvas obtenidas
al cortar de forma transversal la superficie por medio de planos perpendiculares a S. Hablamos
de secciones normales.

Para entender esto, vamos a elegir en T-,S un vector v que sera tangente a la superficie S en
el punto p y consideraremos un plano I1 que pasa por ese mismo punto y que contendra tanto la
direccion del vector v como al vector normal a S en el punto p dado por la orientacion de la
superficie, siendo de esta forma el plano IT perpendicular a S.

La superficie sera intersecada por el plano en una curva C, conocida como secciéon normal a lo
largo de v € T,,S, de forma tal que se cumplird: ¢ =N S. Si, ademas, parametrizamos por la
longitud de arco de la curva C que viene dada por a: I c R - C c S, para unas condiciones
iniciales de a(0) = p y a’(0) = v podemos ver que dado el producto interior en R3, se definira la
curvatura normal de CcS en p=a(0) de la siguiente forma: k,(p) = (a’'(0),N(p))=
(k(0)n(0), N(p)). Veremos entonces que la curvatura se calculara para todos aquellos planos que
contengan a N, definidos cada uno por la direccién de un vector del plano T-»S, 'y podremos
definir como curvaturas principales de S en p a las direcciones de los vectores tangentes v, y v,
(también conocidas como direcciones principales) cuya curvatura normal k,(p) sea la mayor
menor respectivamente, como queda reflejado en las siguientes expresiones:

K1 (p) = min{x,}

K2(p) = max{i,}

En la figura siguiente vemos una representacién de lo comentado anteriormente.

Planos de las . Vector
curvaturas _— normal
principales ~—___ o —

Plano
tangente

llustracién 9 — Curvaturas principales y secciones normales de una superficie.®

7 Fuente: Ver bibliografia [16].

8Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa_diferencial de superficies.
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Como podemos ver en la seccion 3.2 de la publicaciéon [17], —k;, —k, son aquellos valores
propios de la siguiente aplicacion lineal dN,,: T,S — T.,S = T\y(,»S?, conocida como la diferencial
de la aplicacion de Gauss, y los vectores propios asociados a estos valores se corresponderan con
las direcciones principales v, y v,.

Con todo esto estaremos ya en condiciones de presentar la definicion de curvatura media:
definiremos curvatura media, en adelante H, de una superficie S en el punto p € S como la
media de las curvaturas principales, tal y como se muestra en la siguiente expresion:

K + Kk
= 1(p) + K2 (p)
2
Usando la caracterizacion de H dada en la seccién 3.3 de la publicaciéon [17], podemos decir
que la curvatura media es:
1Eg — 2Ff + Ge
_Z 2
2 EG — F? @
siendoE, FyG,ye, fYg,aquellos coeficientes de la primera y segunda forma fundamental de
la superficie S.

De esta forma, queda explicada la curvatura tanto en el plano euclideo como en la superficie
en el plano. Se trata del requisito fundamental para comprender este tipo de superficies y nos
permitira dar una definicidon de lo que sera una superficie minima.

3.1.1. DEFINICION DE SUPERFICIE MINIMA.®

Una superficie minima es aquella superficie cuya curvatura media H se anula
idénticamente, es decir, cuando la curvatura media es nula en un punto, las dos curvaturas
principales tendran el mismo valor absoluto en ese punto, pero con signo opuesto. Si
representamos graficamente a la superficie alrededor de ese punto, nos encontraremos con una
forma de “silla de montar”, de forma tal que una direccién iria hacia arriba y la otra iria hacia
debajo de forma ortogonal con respecto a la primera, o, dicho de otra forma, se trata de una
superficie con una tension equilibrada que no necesita modificarse para reducir o aumentar esta.

Aunque el concepto de curvatura media ha permitido llegar a una definicién de superficie
minima, se pueden obtener otras definiciones por medio de otros conceptos o experimentos.
Algunas de estas definiciones son las siguientes:

a) Ecuacion en derivadas parciales.

Como ya se mencion6 en el capitulo 2, haciendo uso de una funcién parametrizada de la
forma z = f(x,y), la superficie de menor area o superficie minima S ¢ R3 limitada por un
contorno fijo es minima Unicamente si puede expresarse de forma local como una solucién de la
ecuacion en derivadas parciales siguiente, mas conocida como ecuacion de Euler-Lagrange:

(1 +fyz)fxx - fofyfxy +(1+ fxz)fyy =0

% Fuente: Ver bibliografia [16].
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b) Menor area local.

También podemos decir que una superficie S ¢ R3 es minima en el caso de que se cumpla
que cada punto p € S tiene como entorno a aquella superficie de area minima de todas las
posibles con igual frontera.

Por medio de estas dos definiciones, se puede ver la relacién que este campo de las
matematicas tiene con el calculo de variaciones, y veremos a las superficies minimas como una
analogia bidimensional de la geometria de Riemann, al ser los arcos de menor longitud de una
forma local.

c) Peliculas de jabon.

Si, por otro lado, nos basamos en el caso experimental de las pompas de jabon realizado por
Plateau, podemos decir que una superficie S ¢ R es minima Unicamente si puede reproducirse
con una membrana de jabon, es decir, si cada punto p € S tiene un entorno D, igual a esa
pelicula con frontera aD,,.

Existen otras definiciones de superficie minima, como son las dadas por medio de las
funciones armonicas, de la aplicacion de Gauss o por variaciones de area, ademas de otras que
se relacionan con la teoria del potencial, pero no seran objeto de estudio en este trabajo.

3.2. CLASIFICACION DE SUPERFICIES

Una vez que se tiene una idea general de lo que es una superficie minima, el siguiente objetivo
es el de construir aquellas superficies (algunas de ellas ya mencionadas en capitulos anteriores)
que pueden considerarse minimas.

En este capitulo se incluiran las representaciones de las distintas superficies estudiadas
realizadas con ayuda de Matlab, aunque la obtencidn de éstas se incluye posteriormente en el
Anexo al final del documento.

Para cada una de estas superficies se dara una parametrizacién de ellas para facilitar su
representacion. En los casos mas sencillos, se llevaran a cabo los calculos oportunos para
demostrar que cumplen con la condiciéon de superficie minima, pero debido a la complejidad y
extension de las superficies mas complejas estos calculos no se incluiran, ya que no es el objetivo
del trabajo. Podremos dirigirnos a todos aquellas publicaciones que han servido de apoyo para
realizar este capitulo ([16], [18], [19], [20] y [21]).

Asi, empezaremos, en primer lugar, caracterizando a las primeras superficies minimas
descubiertas: el catenoide y el helicoide, para las que ha de cumplirse que la curvatura media
sea nula; con posterioridad se introducirdn otras superficies minimas: primera y segunda de
Scherk, de Enneper, de Catalan, de Henneberg, de Schwarz, giroide, lidinoide, de Bour y la
superficie minima de Costa.

19



3.2.1 PRIMERAS SUPERFICIES MINIMAS.
Ejemplo 1: Catenoide.

. . .7 1 .
Si rotamos una catenaria cuya ecuacion es x = —cosh(az) , siendo a una constante no
negativa, alrededor de su directriz, eje z, en el plano xz obtendremos una superficie: la catenoide.

Esta superficie, encontrada y demostrada por Leonhard Euler en 1744 y, mas tarde, estudiada
por Jean Baptiste Meusnier, es la Unica superficie de revolucién minima, o de curvatura media
cero, es decir, sera la Unica superficie minima que junto con el plano es invariante al rotar
alrededor de un eje.

Para poder representar esta superficie, haremos una parametrizacion de la forma siguiente:
x(u,v) = (acoshucosv,acoshusinv,u)

Donde se cumple que u € Ry v € [0,2x]. Si, ademas, por simplicidad, consideramos que la
constante a = 1, entonces tendremos que:
x(u,v) = (coshucosv,coshusinv,u)

Para poder demostrar que la catenoide es, efectivamente, una superficie minima
comprobaremos si su curvatura media es nula. Para ello, necesitaremos los siguientes resultados:
%Xy = (sinhucosv,sinhusinv, 1)

X, = (sinhucosv,sinhusinv, 1)
Xy A X, = (—coshucosv, —coshusinv, sinhu coshu)
N = (—sechucosv,—sechusinv,tanhu)
Xyy = (coshucosv,coshusinv,0)
Xyy = (—sinhusinv,sinhu cosv, 0)
Xy = (—coshucosv,—coshusinv,0)

En primer lugar, como hemos comentado, la ecuacién de caracterizacién de curvatura media
H (ecuacion (2)) debe ser nula. Para ello, con los datos anteriores, obtendremos los coeficientes
de la primera y segunda formas fundamentales para la funcién x, los cuales seran:

E = cosh?u e=-1
F=0 f=0
G = cosh?u g=1

Si sustituimos ahora en la ecuacion (2), entonces podremos concluir que H = 0y que se
cumple que es una superficie minima y queda representada en la figura siguiente:
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llustracion 10 - Representacion grdfica de un catenoide.

Referirse al punto 1 del anexo para ver las consideraciones tomadas al hacer la representacion.
Ejemplo 2: Helicoide.

Un helicoide es una superficie reglada, es decir, esta superficie es generada por una recta
que se mueve de forma simultanea alrededor del eje perpendicular a la recta y sobre el propio
eje a velocidad constante, o bien, aquella que se mueve alrededor de una curva, que, en este
caso, sera una hélice.

Al igual que la catenoide, fue Jean Baptiste Meusnier, quien demostrd que se trataba de una
superficie minima al comprobar de su curvatura media era nula.

Para poder representar esta superficie llevaremos a cabo una parametrizacion de la misma.
En primer lugar, hemos de tener en cuenta que una hélice viene dada por la funciéon vectorial
siguiente:
x:(02m) xR - R3
v » x(v) = (cosv,sinv, av), a+0

Consideraremos que el eje sobre el que gira la superficie es el eje z y que « es la velocidad
de la recta sobre el eje z y w es la velocidad angular de rotacion de esa recta.

Ademas, tendremos en cuenta las siguientes condiciones: la recta comienza a moverse desde
el eje x, el centro de la recta tendra como posicidon x(v) = (0,0, av) y rotara un angulo de wv y
su condicién inicial es x(0) = (u, 0,0).

Con estas consideraciones obtendremos que la ecuacion parametrizada del helicoide es:
x(u,v) = (ucoswv,usinwv, av)
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Para poder demostrar que el helicoide es una superficie minima tendremos que comprobar
que la curvatura media de ésta es nula. Para, primero, usando la parametrizacion, obtendremos
los resultados siguientes:

%y = (coswv, sinwv, 0)
%X, = (—uw sin wv, —uw cos wv, a)

Xy N Xy = (asinwv, —a cos wv, wu)
1
N = ———(asinwv, —a cos wv, wu)
a? + w?u?
Xyy = (0,0,0)
Xyy = (—wsinwv, w cos wv, 0)

Xypy = (—w?ucoswv,—w?usinwv,0)

Con los datos anteriores, obtendremos los coeficientes de la primera y segunda formas
fundamentales para la parametrizacion x, los cuales seran:

E=1 e=0
—aw

F=0 e —

Va? + w?u?

G =a?+ w’u? g=0

Si sustituimos ahora en la ecuacion (2), entonces podremos concluir que H = 0y que se
cumple que es una superficie minima y queda representada en la figura siguiente:

llustracion 11 - Representacion grdfica de un helicoide.

Referirse al punto 2 del anexo para ver las consideraciones tomadas al hacer la representacion.

Tanto el helicoide como el catenoide satisfacen la condicion de curvatura media nula y
suponen los ejemplos mas sencillos que pueden mostrarse de superficie minima, sin embargo,
existen muchas otras superficies mas complejas. Para encontrar algunos de los casos mas
importantes podremos usar también la ecuacion de Euler-Lagrange (1), ademas de la de
curvatura media nula.
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3.2.2 OTRAS SUPERFICIES MINIMAS.
Ejemplo 3: Primera Superficie Minima de Scherk.

En 1835 Scherk descubre la primera superficie minima que lleva su nombre. Para ello, le dara
condiciones algebraicas a la ecuacidon de Euler-Lagrange para resolverla por medio de métodos
elementales. Para ello, supone que la superficie viene dada por una funcién f que es de la
siguiente forma: f(x,y) = g(x) + h(y). Si ahora incluimos esta funcién en la ecuacion de Euler-
Lagrange, obtendremos lo siguiente:

1+ EENHI" (D) + A+ (@ eNHR" () =0

Con lo cual, para que la condicion de superficie minima se cumpla, ha de ser:
g® M
1+(@'(x)N? 1+ KR O))?

Obteniendo los valores de g y h al resolver la ecuacién en derivadas parciales, llegamos al
siguiente resultado para la funcién f:

1
fey) =< (

donde a € R y la superficie periddica estara definida sélo si (

Cos ax)

cos ay
cosax

y)>0.

cosa

Su ecuacién implicita sera, por tanto:
e cosx = cosy
Si tenemos en cuenta que z = f(x,y), Y que u € (_7”3) yve (_7”2), y tomamos a = 1
entonces una parametrizacion de la funcion viene dada por:

x(u,v) = (u, v,1n (cos u))

Cosv

Obtenida la parametrizacion, podremos obtener varias representaciones de esta superficie
segun los valores de los intervalos que usemos.
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llustracion 12 - Representacion grdfica de la primera superficie de Scherk (1)
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llustracion 13 - Representacion grdfica de la primera superficie de Scherk (2)

Referirse al punto 3 del anexo para ver las consideraciones tomadas al hacer las dos
representaciones.

Ejemplo 4: Segunda superficie minima de Scherk.

Mas adelante, Scherk descubrid la segunda superficie que lleva su nombre. En este caso, la
superficie se puede obtener por medio de la ecuacidn implicita de la forma:

sinz = sinh x sinhy

Siendo, por otro lado, la ecuacién paramétrica para esta superficie la siguiente:
x(u,v) = (arcsinhu, arcsinh v, arc sinuv)

Ambas ecuaciones pueden utilizarse para realizar una representacion de la segunda superficie
de Scherk.
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lustracion 14 - Segunda superficie de Scherk (1).
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llustracion 15 - Segunda superficie de Scherk (2).

Referirse al punto 4 del anexo para ver las consideraciones tomadas al hacer las dos
representaciones.

Ejemplo 5: Superficie minima de Enneper.

En 1864, Enneper formula una representacion local a partir de dos funciones homofocales
dentro de un plano complejo, dando lugar a la superficie que lleva su nombre. De esta forma,
partiendo de dos parabolas que pertenecen a planos perpendiculares y que son homofocales
(el foco de la primera parabola es el vértice de la segunda y viceversa), diremos que la superficie
es la envolvente de los planos ortogonales a los segmentos que en cada una de las parabolas
estan delimitados por un punto y que pasan por el punto medio de dicho segmento.
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Esta superficie, a diferencia de las anteriores, se trata de una superficie algebraica, que parte

de la ecuacion de una parabola de la forma:
2 1

X

z=——=

4 2
Para la que se cumple que su vértice es V = (0,0, —%) y su foco es F = (0,0,%), de tal forma

que la segunda parabola homofocal sera:
2

y 1
Z=——+=
4 2
Si parametrizamos llegaremos a la siguiente ecuacion:
1 1
x(u,v) = (u— §u3 +uv?v— §v3 + vu?,u? — v?)

Para poder demostrar que es una superficie minima tendremos que comprobar que la
curvatura media de ésta es nula. Para ello, usando la parametrizacion, obtendremos los resultados
siguientes:

xy, = (1 —u? +v?,2vu, 2u)
x, = Quv, 1+ u? —v?,-2v)
Xy ANxy = (—2u — 2u3 — 2uv?,2v + 2u? + 2v3,1 —u* — 2u?v? —v*)

E (—2u — 2u® — 2uv?, 2v + 2u? + 2v3,1 — u* — 2u?v? — v?)

N=—
(u?+v?+1
Xy = (—2u,2v,2)

Xy = (2v,2u,0)
Xy = (2u, —2v,-2)
Con los datos anteriores, obtendremos los coeficientes de la primera y segunda formas

fundamentales para la funcion x, los cuales seran:

E = 4u?v? + (—u? + v? + 1)? + 4u? e=2
g=0

G = 4u?v? + (u? —v? + 1)? + 4v?
Si sustituimos ahora en la ecuacion (2), entonces podremos concluir que H = 0 y que se
cumple que es una superficie minima y queda representada en la figura siguiente:

20
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llustracion 16 - Representacion grdfica de la superficie de Enneper.
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Referirse al punto 5 del anexo para ver las consideraciones tomadas al hacer la representacion.

Ejemplo 6: Superficie minima de Catalan.

En 1855, el matematico belga Eugéne Charles Catalan halla una superficie minima, que
contiene a una familia de parabolas y tiene como particularidad que contiene como curva
geodésical® al cicloide o curva descrita por medio de un punto en una circunferencia que rueda

a lo largo de una linea recta.
Parametrizando esta superficie, obtendremos la expresion siguiente:

v

x(u,v) = (u—sinucoshv,1 —cosucoshv,—4 sinz sinh E)

Para poder demostrar que es una superficie minima tendremos que comprobar que la
curvatura media de ésta es nula. Para ello, usando la parametrizacion, obtendremos los resultados

siguientes:
. u . v
%y = (1 — cosucoshv,sinucoshv,—2 coszsmhz)

u v
Xy = (—sinusinhv,—cosusinhv, -2 smi cosh E)

Ax = 3u hv u h3v .u(z hv+ h3v> . 3u hv nh
Xy A Xy, = (cos 5 cos > coszcos 5 ,sm2 cos > cos > sin > cos 2,sm v (cosv
—cosu)
N = 1 3u hv u h3v ] u(z hv+ h3v>
(cos2 cos > coszcos 2,sm2 cos > cos >

" 2cosh? % (coshv — cosu)

. 3u v
— sin—cosh > sinh v (cos v — cos u)

u v
Xyu = (sm ucoshv,cosucoshv, smz sinh E)
0 . . u v
Xy = (—cosusinhv,sinusinhv, —cos > cosh E)

u v
Xyy = (—sinucoshv,—cosucoshv, — sin> sinh E)

Con los datos anteriores, obtendremos los coeficientes de la primera y segunda formas

fundamentales para la parametrizacion x, los cuales seran:
v u v
E = 2 cosh? E(coshv —cosu) e=— sinicoshi
F=0 = cos = sinh o
= f= cos2 sin >
v u v
G = 2 cosh? > (coshv — cosu) g= sinicoshi

Vemos que E = G y que e = —g. Si sustituimos ahora en la ecuacion (2), entonces podremos
concluir que H = 0 y que se cumple que es una superficie minima y queda representada en la

figura siguiente:

9 Una curva es geodésica si esta en una superficie regular y si su aceleracion es perpendicular a esa superficie.
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llustracion 17 - Representacion grdfica de la superficie de Catalan.

Referirse al punto 6 del anexo para ver las consideraciones tomadas al hacer la representacion.

Ejemplo 7: Superficie minima de Henneberg.

Esta superficie minima fue descubierta por Henneberg en 1875 y fue hasta 1981 la Unica
superficie minima no orientable, es decir, la eleccién del vector normal a la superficie no es
consistente en cada punto. De forma que, puede ser vista como una inmersidon del plano
proyectivo sin tener un punto en R3.

Parametrizando esta superficie, obtendremos la expresion siguiente:
2 2
x(u,v) = (2 cosvsinhu — 3 cos 3vsinh 3u,2sinvsinhu — 3 sin 3v sinh 3u, 2 cos 2v cosh 2u)

Usando la expresion anterior, podremos hacer la representacion de esta superficie.
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llustracion 18 - Representacion grdfica de la superficie de Henneberg.

Referirse al punto 7 del anexo para ver las consideraciones tomadas al hacer la representacion.
Ejemplo 8: Superficie minima de Schwarz.

Schwarz, en 1865, descubre varias superficies minimas al resolver el problema de Plateau
fijando un contorno rectangular y comprobando que pueden cumplirse propiedades de simetria,
con lo que surgen las superficies minimas periodicas.

Principalmente, se conocen dos superficies de Schwarz: la superficie Schwarz P o “Primitiva”
y la superficie Schwarz D o “Diamante”. Ambas pueden ser aproximadas y representadas seguin
las ecuaciones implicitas siguientes:
Schwarz P: cosx +cosy+cosz=0
Schwarz D: sinx sinysinz + sinx cosy cosz + cosxsiny cosz + cosxcosysinz =0
Usando esas expresiones, podremos hacer la representacion de ambas superficies.

5 5

llustracion 19 - Representacion grdfica de la superficie de Schwarz P.
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llustracion 20 - Representacion grdfica de la superficie de Schwarz D.

Referirse al punto 8 del anexo para ver las consideraciones tomadas al hacer las
representaciones.

Ejemplo 9: Giroide.
Partiendo de los estudios de Schwarz sobre superficies periddicas, en 1970, Schoen, descubre
una nueva superficie, el giroide. Esta superficie es infinitamente conexa y triplemente periddica

y se caracteriza porque el espacio se ve dividido en dos laberintos que tienen idénticos pasajes.

Esta superficie puede aproximarse mediante la ecuacion implicita trigonométrica siguiente:
sinx cosy +sinycosz +sinzcosx = 0

Por medio de esta expresion, obtendremos la representacién grafica siguiente:

i L
X A

Ilustracion 21 - Representacion grdfica de un giroide.

Referirse al punto 9 del anexo para ver las consideraciones tomadas al hacer la representacion.
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Ejemplo 10: Lidinoide.

Fue descubierto por Sven Lidin. Se trata de una superficie minima triplemente periddica y
esta asociado a la superficie de Schwarz P.

El lidinoide puede expresarse como un conjunto de niveles por medio de la expresion
siguiente:

1
(—) [sin 2x cos y sinz + sin 2y cos z sin x + sin 2z cos x sin y|

1
— (E) [cos 2x cos 2y + cos 2y cos 2z + cos 2z cos 2x] + 0.15 =0

Por medio de esta expresion, obtendremos la representacion grafica siguiente:

Ilustracion 22 - Representacion grdfica de un lidinoide.

Referirse al punto 10 del anexo para ver las consideraciones tomadas al hacer la
representacion.

Ejemplo 11: Superficie minima de Bour.

En 1861, Edmond Bour descubrid la superficie que lleva su nombre. Se trata de un caso
particular de la superficie generalizada de Enneper, la cual se corta a si misma por medio de tres
rayos coplanares que parten de un origen llevando el mismo angulo y que dividiran a la superficie
en seis hojas, siendo éstas equivalentes a semiplanos, topoldgicamente hablando.

La representacién paramétrica de esta superficie puede darse por medio de coordenadas

polares de la forma siguiente:
3

1 4/ 3 3
x(r,¢) = (rcos¢p — E(TZ) cos2¢,—rsing (rcos¢ + 1),§<r2> cosz(p)

donde se cumple que r = [0,27] y ¢ = [0,1].
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Por medio de esta expresion, obtendremos la representacion grafica siguiente:

llustracién 23 - Representacion grdfica de la superficie de Bour.1!

Ejemplo 12: Superficie minima de Costa.

Esta superficie minima fue descubierta por Costa en 1982 y se trata de una superficie sin
frontera ni intersecciones que se forma perforando a una superficie compacta. En el caso que
nos ocupa, partiremos de un toro y éste se va deformando hasta que el extremo plano se va
convirtiendo en catenoidal, o, dicho de otro modo, tendremos un toro al que se le quitan 3 puntos.

Debido a la complejidad de esta superficie, no se va a mencionar la ecuacion paramétrica,
sblo tener en cuenta que para facilitar su representacion es recomendable hacerlo mediante la
representacion de Weierstrass.

La forma de esta superficie seria como la que sigue:

Ilustracion 24 - Representacion grdfica de la superficie de Costa.'?

1 Imagen extraida de https://www.geogebra.org/m/suNGeSS3
12 Imagen extraida de www.3d-xplormath.org
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4. APLICACIONES

Como hemos visto en capitulos anteriores, las superficies minimas han sido objeto de estudio
desde la antigua Grecia hasta nuestros dias, permitiendo aportar resultados matematicos para
dar soluciones a muchos problemas concretos de fisica, quimica o biologia, entre otras. De entre
estos resultados, podemos destacar que, gracias a la busqueda y demostracion de estas
superficies mediante los experimentos de Plateau con pompas de jabon, en el campo de la fisica,
se ha llegado al concepto de tension superficial (cantidad de energia necesaria para aumentar
la superficie de un liquido por unidad de area).

llustracion 25 - Ejemplo visual de tension superficial en insectos!3

También podemos encontrar aplicaciones importantes en estudios recientes sobre
Relatividad General. Por ejemplo, el horizonte aparente de un agujero negro no es sino una
hipersuperficie minima, lo que permite relacionar asi a las superficies marginalmente atrapadas
con la teoria clasica de las superficies minimas.

Ag UJerOS negros — Esfera de fotones
y 4 rmad: 5 fotones emitidos por el

Chorro relativista: Cuando las /

sorbidas por

horros de inmensa gravedad

acion son

a velocidad Disco de acrecion:
cercana alade la luz El gas sobrecalentado y el polvo giran

/ alrededor de un agujero negro a una velocidad

Singularidad: : __Inmensa, produciendo radiacion
El centro del i electromagnética (Rayos-X
aguj egro,
donde la materia
colapsa en una -
regién de densidadisy
infinita :

’ Horizonte de sucesos:
El radio alrededor de la singularidad don 4

1a materia no pueden escapar de la gra
agujero, Es el punto de no retorno

llustracion 26 - Partes de un agujero negro (horizonte de sucesos).’*

Sin embargo, el ahorro de energia y la belleza que este tipo de superficies otorga, han
provocado que la evolucién y aplicacion de éstas se haga especialmente notable en campos como
la arquitectura y la ingenieria, como veremos a continuacion.

3Fyente: https://www.abadiadigital.com/la-tension-superficial-del-agua-reflejada-en-una-espectacular-fotografia/
4Fuente: 3https://www.abc.es/ciencia/abci-primera-foto-agujero-negro-horizonte-sucesos-201904101216 noticia.html
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4.1. EL IMPACTO EN LA ARQUITECTURA.

Toda creacion arquitectdnica es una apologia a la geometria. De ello se deduce el interés que
estas superficies han generado en este campo, ya que como su propio nombre indica, se buscaran
superficies con area minima cuya consecuencia directa serd la de reducir el peso de las
construcciones y, por tanto, a reducir la cantidad de material utilizado. Ademas de quedar patente
la belleza que pueden aportar y aumentar el interés por su uso después de que el conocido
arquitecto Antonio Gaudi las utilizara en sus obras (ver imagen siguiente).

.‘\m !

llustracion 27 - Escalera de la Sagrada Familia (helicoide). 1°

A dia de hoy, gracias a la aplicacién del concepto de tension superficial y haciendo uso de
programas informaticos, se busca el equilibrio de estructuras (cada vez mas complejas)
compuestas por curvas, llegando incluso a un nuevo tipo de arquitectura, la arquitectura textil.

Algunos ejemplos conocidos de aplicacion de estas superficies en arquitectura son los
siguientes:

o Estadio Olimpico de Munich. Disefio de Frei Otto, que usa membranas tensadas por
cables y sujetas al suelo por medio de postes que estabilizan la estructura.

e Pabellon de Japodn en la Expo 2000 (Hamburgo). Disefio de Frei Otto y Shigeru
Ban, que imita una forma de catenoide periddico.

SRS LIS\

llustracion 28 - Estadio Olimpico de Munich. 16 lustracion 29 - Pabelldn de Japdn en la Expo 2000. 17

15 Fuente: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Sagrada Fam%C3%ADlia. Torres (escales helico%C3%AFdals).jpg
16 Fuente: https://entretinajones.wordpress.com/2012/06/01/de-olimpia-a-londres-2012-xx/
7 Fuente: https://es.wikiarquitectura.com/edificio/pabellon-de-japon-expo-2000-en-hannover/
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4.2. EL IMPACTO EN LA INGENIERIA.

Otro campo que ha sufrido una gran evolucidon debido a los descubrimientos hechos sobre
superficies minimas ha sido el campo de la ingenieria. De una forma paralela a la arquitectura, la
ingenieria de la edificacion y, en particular, el calculo de estructuras, se han visto afectados e
influenciados por estas superficies, como hemos podido ver en los ejemplos de estructura textil,
0 como vimos al principio en la construccion de las chimeneas de las centrales nucleares.

En los Ultimos anos estas superficies han cobrado una especial importancia en otras areas de
la ingenieria como son la ingenieria molecular y de materiales, con aplicaciones en el ensamblaje
de materiales complejos como nanoestructuras periddicas o superficies equipotenciales en el
estudio cristalografico. En particular, debido a las altas prestaciones que otorgan, las superficies
que mas han contribuido a este avance han sido las superficies periddicas (las superficies de
Schwarz y el giroide estudiadas en capitulos anteriores de esta memoria). A continuacion,
mencionaremos algunos campos de estudio en ingenieria y algunas de sus aplicaciones:

o Optica. Investigaciones recientes han demostrado que algunos insectos siguen
patrones de superficies triplemente periddicas (como el giroide) en sus alas y
caparazones, lo que ha llevado a estudiar el comportamiento de la luz en cristales
fotonicos (materiales que pueden dirigir de forma selectiva longitudes de onda de luz)
que tengan disefios similares. Esto puede conllevar una mejora en la fabricacién de
lentes y espejos, asi como pinturas y tintas que cambien de color. Asimismo, se
pueden fabricar fibras microestructurales que mejoren las propiedades de las fibras
Opticas mas convencionales. O bien incluso seguir estudiando el desarrollo del
ordenador dptico.
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Ilustracion 30 - Cristales foténicos. 18

o Disefio de materiales. Por las propiedades mecanicas que presentan (isotropia,
deformacion homogénea frente a esfuerzos, alta resistencia, baja densidad, alta
conductividad, entre otras) este tipo de superficies pueden emplearse para imprimir
objetos en 3D que puedan usarse en campos que van desde la industria aeroespacial
a la biomedicina. Algunas aplicaciones, estudiadas en la publicacion [22], podrian ser:
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o Construccion de nuevos intercambiadores de calor. Gracias a superficies
como el giroide o la superficie de Schwarz-D, se mejora considerablemente la
transmision de calor y la eficiencia del ciclo de trabajo.

Inlets for tempe-ature /fc‘*’“‘

I RPUD

llustracion 31 - Intercambiadores de calor. 18

o Creacion de nuevas baterias de electrodos. Las superficies como la
superficie de Schwarz-P ofrecen mejoras en la densidad de energia y densidad
de potencia y, por tanto, en el rendimiento de la bateria, especialmente cuando
se someten a altas corrientes de descarga.

Anode Network Electrolyte coating Cathode network

i N
o o - oo

llustracion 32 - Bateria de electrodos. 18
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o Construccion de nuevos separadores. Por medio de estas superficies se
puede optimizar el flujo de fluido y la transferencia de calor, de forma que la
estructura aumente la turbulencia mientras que la superficie minimiza la caida
de presion, asi como reduciria los lugares disponibles para la fijacion de
contaminantes. De esta forma, podemos optimizar sistemas de desalinizacién
y de tratamiento de aguas al crear membranas que mejoren procesos de
osmosis inversa, ultrafiltracion y destilacion por membrana. Otro ejemplo seria
la mejora de reactores de biopelicula de lecho mévil para eliminar sustancias

organicas y nitrificacion, con sus diferentes usos en industria farmacéutica.
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llustracién 34 - Reactores de biopelicula de lecho maovil. 18

Spacer

NO",

o Construccion de mejores convertidores cataliticos. Gracias a la mejora
de las propiedades fisicas de estas superficies, los sistemas de escape en todo
tipo de vehiculos (terrestres, maritimos y aéreos), los generadores eléctricos,
incluso algunas estufas pueden verse optimizados.
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Ilustracion 35 - Convertidores cataliticos. 18

o Impresion 3D de rellenos de protesis en biomedicina. Debido a la
morfologia que la estructura dsea presenta en su interior y su similitud con las
superficies minimas triplemente periddicas, se pueden obtener rellenos de
protesis médicas personalizadas.

llustracion 36 - Perspectiva de una seccion de un segmento vertebral. 19

Aunque estos sélo son algunos ejemplos que estan en estudio, las superficies minimales
suponen una mejora considerable en las propiedades fisicas de los materiales usados en todas
las areas de la ingenieria. Si unimos a esto la gran evolucidon que ha sufrido la impresion 3D,
podemos estimar que en los préximos afos estas superficies van a sufrir una nueva Edad de Oro.

18 Fyente: Multifunctional Mechanical Metamaterials Based on Triply Periodic Minimal Surface Lattices. Oraib Al-Ketan, Rashid K. Abu
Al-Ru. 2019.

19 Fyente: TFG. Porosidad y superficies minimas. Aplicacion a la fabricacion digital. Jorge Pol Segura. 2021.
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ANEXO

En este anexo se incluyen las diferentes representaciones de las superficies minimas
estudiadas en el documento y su programacion en el programa informatico MATLAB.

1. REPRESENTACION DE UNA CATENOIDE

Para poder representar la catenoide, utilizaremos la ecuacién paramétrica siguiente:
x(u,v) = (acoshucosv,acoshusinv,u)

donde si consideramos que la constante a = 1, la ecuacion quedara de la forma:
x(u,v) = (coshucosv,coshusinv,u)

El cédigo que nos permite visualizar esta superficie minima es el siguiente:

% Representacion de un
catenoide

%Limites
u=linspace(-3,3,40);
v=linspace(0,2*pi,40);
%Ecuacion
[u,v]=meshgrid(u,v);
x=cos(v)*cosh(u);
y=sin(v)*cosh(u);

z=u;

mesh(x,y,z)

— 50
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2. REPRESENTACION DE UN HELICOIDE

Para poder representar el helicoide, utilizaremos la ecuacién paramétrica siguiente:
x(u,v) = (ucoswv,usinwv, av)

por lo que si consideramos que la velocidad angular es w = 1 y que la velocidad de la recta sobre
el eje z es de a = 2/3, entonces quedara como:

x(u,v) = (ucosv,usinv,gv)

El cddigo que nos permite visualizar esta superficie minima es el siguiente:

% Representacion de un
helicoide

%Limites
u=linspace(-4,4,40);
v=linspace(0,2*pi,40);
%Ecuaciodn
[u,v]=meshgrid(u,v);
x=u.*cos(v);
y=u.*sin(v);
z=(2/3)*v;

mesh(x,y,z)
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3. REPRESENTACION DE LA PRIMERA SUPERFICIE DE SCHERK

Para poder representar la primera superficie de Scherk, utilizaremos primero la ecuacion

paramétrica siguiente:

x(u,v) = (u, v,In (COS u))

Cosv

Después, para aumentar la complejidad de la superficie buscada, utilizaremos la ecuacion

implicita siguiente:

e?cosx = cosy

De esta forma, tendremos las dos representaciones incluidas a continuacion.

.7 7y - . T T - T
a) Para la ecuacion paramétrica tenemos que si u € (7,5) YyvE (7,5), usaremos el

cddigo siguiente para visualizar esta superficie minima:

%Representacion de la primera
superficie de Scherk

%Limites
u=linspace((-pi/2),(pi/2),40);
v=linspace((-pi/2),(pi/2),40);
%Ecuaciodn

[u,v]=meshgrid(u,v);

X=U;

y=v;
z=log(cos(u))-log(cos(v));
mesh(x,y,z)

40 At

20

-20

-40 .

)
ULl

b) Si usamos la ecuacion implicita de la superficie, entonces:

%Representacion de la primera
superficie de Scherk

%Limites

x_sc_l=-5;

X_Sc_u=5;

y_sc_l=-5;

y_sc_u=5;

z_sc_l=-pi;

Z_sc_u=pi;

MD_sc=100;

%Ecuacidn implicita
f_sc=@(x,y,z)cos(y)-
(exp(z)*cos(x));
fimplicit3(f_sc,[x_sc_1 x_sc_u
y sc_lyscuzscl

z_sc_u], 'meshdensity',MD_sc)
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4. REPRESENTACION DE LA SEGUNDA SUPERFICIE DE SCHERK

Para poder representar la segunda superficie de Scherk, utilizaremos la ecuacion implicita
siguiente:
sinz = sinh x sinh y

Cambiando los valores de las variables, tendremos las dos representaciones incluidas a
continuacion:

%Representacion de la
segunda superficie de Scherk
%Limites

X_sc_1=-(3/2)*pi;
X_sc_u=(3/2)*pi;
y_sc_1=-(3/2)*pi;
y_sc_u=(3/2)*pi;
z_sc_1=-(7/2)*pi;
z_sc_u=(7/2)*pi;

MD_sc=100;

%Ecuacidén implicita
f_sc=@(x,y,z)sinh(x).*sinh(y
)-sin(z);
fimplicit3(f_sc,[x_sc_1

X sc uysclyscuzscl
z_sc_u], 'meshdensity',MD_sc)

%Representacién de 1la
segunda superficie de Scherk
%Limites

x_sc_l=-pi/4;

X_SC_u=pi/4;

y_sc_l=-pi/4;

y_sc_u=pi/4;

z_sc_l=-pi/2;

Z_sc_u=pi/2;

MD_sc=100;

%Ecuacion implicita

f _sc=@(x,y,z)sinh(x).*sinh(y
)-sin(z);
fimplicit3(f_sc,[x_sc_1

X sc uysclyscuzscl
z_sc_u], 'meshdensity',MD_sc)
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5. REPRESENTACION DE LA SUPERFICIE DE ENNEPER.

Para poder representar a la superficie de Enneper, utilizaremos la ecuacion paramétrica
siguiente:

1 1
x(u,v) = (u— §u3 +uv?,v —§v3 + vu?,u? —v?)

El cddigo que nos permite visualizar esta superficie minima es el siguiente:

% Representaciodn de la
superficie de Enneper
%Limites
u=linspace(-4,4,100);
v=linspace(-4,4,100);
%Ecuacidn
[u,v]=meshgrid(u,v);
x=u-((1/3)*u.”3)+(u.*(v.”2));
y=v-((1/3)*v.*3)+(v.*(u.”2));
z=(u.”2)-(v."2);

mesh(x,y,z)

20
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6. REPRESENTACION DE LA SUPERFICIE DE CATALAN.

Para poder representar a la superficie de Catalan, utilizaremos la ecuacién paramétrica
siguiente:

u v
x(u,v) = (u—sinucoshv,1 — cosucoshv,—4 sinE sinh E)

El cddigo que nos permite visualizar esta superficie minima es el siguiente:

% Representaciodn de la
superficie de Catalan
%Limites
u=linspace(-2*pi,2*pi,100);
v=linspace(-2,2,100);
%Ecuacion
[u,v]=meshgrid(u,v);
x=u-(sin(u).*cosh(v));
y=1-(cos(u).*cosh(v));
z=-4*(sin(u/2).*sinh(v/2));
mesh(x,y,z)
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7. REPRESENTACION DE LA SUPERFICIE DE HENNEBERG.

Para poder representar a la superficie de Henneberg, utilizaremos la ecuacion paramétrica
siguiente:

2 2
x(u,v) = (2cosvsinhu — 3 cos3vsinh3u, 2sinvsinhu — 3 sin 3v sinh 3u, 2 cos 2v cosh 2u)

El cédigo que nos permite visualizar esta superficie minima es el siguiente:

% Representacion de la
superficie de Henneberg
%Limites
u=linspace(-2*pi,2*pi,200);
v=linspace(-2,2,200);
%Ecuacion
[u,v]=meshgrid(u,v);
x=(2*cos(v).*sinh(u))-
((2/3)*cos(3*v).*sinh(3*u));
y=(2*sin(v).*sinh(u))-
((2/3)*sin(3*v).*sinh(3*u));
z=2*(cos(2*v).*cosh(2*u));
mesh(x,y,z)
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8. REPRESENTACION DE LA SUPERFICIE DE SCHWARZ

Para poder representar las superficies de Schwarz, utilizaremos las dos ecuaciones implicitas

siguientes:

Schwarz P:

cosx +cosy+cosz=0

Schwarz D: sinx sinysinz + sinx cosy cosz + cosxsiny cosz + cosxcosysinz =0

De forma que para visualizar cada una de estas superficies, escribiremos los siguientes

cadigos:

%Representacion de la
superficie de Schwarz P
%Limites

X_sc_l=-2*pi;

X_SC_u=2*pi;

y_sc_1=-2*pi;

y_scC_u=2*pi;

z_sc_1=-2%pi;

Z_sC_u=2*pi;

MD_sc=40;

%Ecuacion implicita

f sc=@(x,y,z)cos(x)+cos(y)+c
0s(z);
fimplicit3(f_sc,[x_sc_1

X sc uysclyscuzscl
z_sc_u], 'meshdensity',MD_sc)

%Representacién de 1la
superficie de Schwarz D
%Limites

X_sc_l=-2*pi;

X_SC_u=2%*pi;

y_sc_l=-2%pi;

y_scC_u=2*pi;

z_sc_l=-2%pi;

Z_sc_u=2*pi;

MD_sc=40;

%Ecuacidon implicita
f_sc=@(x,y,z)(sin(x).*sin(y)
.*sin(z))+(sin(x).*cos(y).*c
0s(z))+(cos(x).*sin(y).*cos(
z))+(cos(x).*cos(y).*sin(z))
)

fimplicit3(f_sc,[x_sc_1

X scuysclyscuzscl
z_sc_u], 'meshdensity',MD_sc)
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9. REPRESENTACION DE UN GIROIDE

Para poder representar un giroide, utilizaremos la ecuacién implicita siguiente:

sinx cosy + sinycosz +sinzcosx =0

De forma que, para visualizar a esta superficie, escribiremos el siguiente codigo

%Representacion de un giroide

%Limites

X_sc_l=-2*pi;

X_SC_u=2%*pi;

y_sc_1=-2%pi;

y_scC_u=2*pi;

z_sc_l=-2%pi;

Z_sc_u=2*pi;

MD_sc=40;

%Ecuacidén implicita

f sc=@(x,y,z)(sin(x).*cos(y))+(sin(y).*cos(
z))+(sin(z).*cos(x));
fimplicit3(f_sc,[x_sc_1 x_sc_ uy sc_ 1
y_sc_u z_sc_1l z sc_u], ' 'meshdensity',MD_sc)
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10. REPRESENTACION DE UN LIDINOIDE

Para poder representar a un lidinoide utilizaremos la ecuacién implicita siguiente:

1
(E) [sin 2x cos y sin z + sin 2y cos z sinx + sin 2z cos x sin y]

1
- (§> [cos 2x cos 2y + cos 2y cos 2z + cos 2z cos 2x] + 0.15 =0

De forma que, para visualizar a esta superficie, escribiremos el cddigo siguiente:

%Representacion de un lidinoide

%Limites

X_sc_l=-2*pi;

X_SC_u=2*pi;

y_sc_1=-2*pi;

y_scC_u=2*pi;

z_sc_1=-0.5%pi;

Z_sc_u=0.5%pi;

MD_sc=40;

%Ecuacion implicita

f sc=@(x,y,z)0.5*((sin(2*x).*cos(y).*sin(z)
Y+(sin(2*y).*cos(z).*sin(x))+(sin(2*z).*cos
(x).*sin(y)))-
0.5*%(((cos(2*x).*cos(2*y))+(cos(2*y).*cos(2
*z))+(cos(2*z).*cos(2*x))))+0.15;
fimplicit3(f_sc,[x_sc_1l x_sc_u y sc_1
y_sc_u z_sc_l z_sc_u], ' 'meshdensity',MD_sc)
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