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RESUMEN

La simulacion numérica con el objeto de predecir mecanismos de fallo asociados a la
iniciacion y propagacion de fractura es de extrema importancia en el sector industrial. Los
métodos numéricos actuales empleados en mecénica de fractura pueden ser clasificados
en dos grupos principales: métodos discretos y métodos regularizados. En el enfoque
discreto cabe destacar el método llamado eXtended Finite Element Method (XFEM),
donde la fractura es tratada como una discontinuidad fuerte que se propaga a través de los
elementos de la malla de elementos finitos. Esto se consigue con un enriquecimiento del
campo de desplazamientos en dichos elementos, afiadiendo grados de libertad extra y
funciones de forma enriquecidas que satisfacen la particion de unidad (partition of unity
principle). Las principales desventajas de los métodos discretos son: (i) necesitan de un
criterio ad hoc para la nucleacion y propagacion de la fractura; (ii) la dificultad inherente
para la simulacién de patrones geométricos complejos de fractura. En este TFE
emplearemos el método llamado phase-field, perteneciente al segundo grupo mencionado
(métodos regularizados). En este método, la fractura es aproximada por un parametro
escalar llamado phase-field, que suaviza (regulariza) discontinuidades sobre una region
pequefa. La implementacion computacional de este método es considerablemente mas
sencilla que la del método XFEM. Ademas, el método de phase-field no presenta las dos
desventajas comentadas anteriormente y asociadas al XFEM.
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1. INTRODUCCION

1.1. Motivacién

La problemética de los fendmenos de fractura existe desde que el ser humano comenzé a
construir estructuras, pero en los ultimos siglos el problema se ha agravado debido a que
la tecnologia es mas compleja. Por ejemplo, un accidente aéreo no seria posible sin la
tecnologia aeroespacial moderna. Afortunadamente, en los Ultimos afios, sobre todo
después de la Segunda Guerra Mundial, se comprendieron los modos de falla de los
materiales por fractura y se estudiaron procedimientos para evitar tales fallas. Sin
embargo, el fendmeno de fractura es complejo y queda mucho por aprender de él,
haciendo que hoy en dia se produzcan fallos catastroficos que llevan a grandes pérdidas
econdmicas, humanas y materiales.

La mayoria de las fallas estructurales son debidas generalmente por negligencia durante
el disefio, construccidn u operacién de la estructura y por la aplicacion de un nuevo disefio
o material, produciéndose un resultado inesperado. Esta ultima causa es la mas dificil de
detectar, ya que se supone que se introduce un disefio mejorado y con materiales que
pueden ofrecer grandes ventajas, pero que a su vez introducen otros tipos de problemas.
Un ejemplo son los barcos Liberty de la Segunda Guerra Mundial, los cuales fueron los
primeros en tener cascos totalmente soldados, posibilitando que fueran fabricados més
rapida y economicamente frente a los disefios remachados anteriores. Sin embargo, un
gran numero de estos barcos sufrieron grandes fracturas debido al cambio de disefio
(Figura 1.1).

Figura 1. 1. Fractura de un barco Liberty en la Il GM

En el Laboratorio de Investigacion Naval en Washington D.C. se estudio este problema,
naciendo el campo conocido como mecanica de fractura durante la década posterior a la
guerra. Afos después se motivo e incentivo a seguir investigando sobre la fractura con el
fin de garantizar los protocolos de seguridad en la industria nuclear en Estados Unidos y
en instalaciones petroliferas en Reino Unido. En los ultimos afios, gracias a los grandes
avances informaticos, se llevan a cabo simulaciones numéricas para analizar el
comportamiento en servicio de estructuras, ya que se ha demostrado que no sélo basta
con evitar defectos de fabricacion iniciales debido a que pueden aparecer pequefias grietas
que se van propagando durante la puesta en servicio a causa de fatiga, fluencia, corrosion,
etc. Hoy en dia, estas simulaciones pueden realizarse tridimensionalmente en ordenadores
ordinarios de cierta potencia de computo, aunque el fendmeno de fractura es complejo y
se sigue investigando sobre él.
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La aplicacién del campo de mecéanica de fractura permite estudiar el disefio de las
estructuras, tanto geométrica como materialmente, con el fin de obtener la mayor
seguridad y los mejores resultados econdmicos posibles. Estas simulaciones numéricas
han cobrado gran importancia, sobre todo para estudiar el comportamiento de materiales
innovadores en la industria aeronautica, nuclear, eolica, petrolifera, etc. Tanto es asi que
grandes empresas desarrollan su propio software para el estudio de la propagacién de la
fractura. Algunos ejemplos de fractura pueden ser los mostrados en la Figura 1.2:

c)

Figura 1. 2. Ejemplos de fractura: a) avion; b) fémur; c) biela; d) pistén; e) tuberia

El método més adecuado para tratar problemas con geometria y condiciones de contorno
genericas es el llamado método de elementos finitos, el cual vamos a utilizar en este
trabajo para estudiar el fendomeno de fractura. Una forma de resolver este problema es a
través de un método discreto llamado método de los elementos finitos extendidos
(XFEM), ya que se tienen en cuenta las discontinuidades tales como pliegues y saltos,
pero esto lleva a que la resolucién del problema sea mas compleja. Por ello, haremos uso
del método regularizado del parametro phase-field, el cual suaviza discontinuidades sobre
regiones pequefias.

1.2. Objetivos

Los objetivos previstos para este trabajo son los siguientes:

e Objetivo 1: Adquisicion de conocimientos basicos en elasticidad lineal,
especificamente con:

o Definicién de mediadas de deformacion.

o Ecuaciones constitutivas en elasticidad lineal particularizadas a deformacion
plana, tension plana y problemas tridimensionales.

o Problema de contorno asociado a la elasticidad lineal (sistema de ecuaciones
en derivadas parciales (EDPs) y condiciones de contorno).

o Forma débil del problema de elasticidad.
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Objetivo 2: Adquisicion de conocimientos sobre el modelado de fractura fragil a
través del méetodo de phase-field, familiarizandose con los siguientes conceptos:

o Problema de minimizacion asociado a la propagacion de fractura.

o [Formas débiles asociadas al problema de fractura.

Objetivo 3: Adquisicion de conocimientos sobre el método de los Elementos
Finitos, familiarizdndose con la version discretizada de las formas débiles
asociadas al problema de fractura.

Objetivo 4: Implementacion del problema de fractura en el software de
simulacion numérica FreeFem. EIl problema de fractura a través del método de
phase-field es equivalente a un problema de minimizacion de energia. Por tanto,
las ecuaciones de gobierno (formas débiles asociadas a las EDPs del problema) se
pueden obtener a través de un principio variacional. Por ello, una vez se esté
familiarizado con las formas débiles, se estard en disposicion de implementarlas
en FreeFem.

Objetivo 5: Incorporacion de la irreversibilidad de la fractura en la formulacion.
Objetivo 6: Implementacion de distintas funciones de degradacion.

Objetivo 7: Simulacion de problemas benchmark (problemas tipo) para testear la
validez de la implementacion llevada a cabo en objetivo 2.

Objetivo 8: Simulacion de la propagacion de fractura en aplicaciones industriales.

1.3. Estructura del proyecto

Este proyecto se divide en seis capitulos, donde en cada uno de ellos trataremos los
siguientes conceptos:

Capitulo 2: Mecanica de continuo. En este capitulo comenzaremos
introduciendo el concepto de mapping de deformaciones, el cual relaciona puntos
de la configuracién inicial con puntos de la configuracion final. Ademas,
comentaremos los dos enfoques principales de la mecanica de continuo, siendo
estos el enfoque Lagrangiano y el enfoque Eureliano. Presentaremos el tensor de
deformaciones, que permite transformar vectores infinitesimales entre las
configuraciones material y espacial. Este tensor de deformaciones lo
relacionaremos con el vector de desplazamiento y este, a su vez, con el tensor de
pequefias deformaciones o small strain tensor.

Capitulo 3: Ley constitutiva en elasticidad lineal isotropa. Aqui
introduciremos el concepto de energia elastica, el cual depende del primer y
segundo modulo de Lamé, que estan relacionados con las propiedades del material
a tratar. Seguidamente comentaremos el tensor de tensiones de Cauchy y el tensor
de elasticidad, teniendo este ultimo gran importancia fisica debido a que encapsula
las propiedades materiales de un material. Por Gltimo, trataremos la EDP y las
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condiciones de contorno que gobiernan el comportamiento de un sélido en su
configuracién no deformada.

e Capitulo 4: Mecénica de fractura. En este capitulo trataremos el fendmeno de
fractura e introduciremos el concepto de phase-field y su formulacion regularizada
para el caso unidimensional. Seguidamente, extenderemos el problema de fractura
al caso multidimensional, comentaremos el problema de fractura acoplado al
problema mecénico junto a las funciones de degradacion y, por ultimo, trataremos
su resolucion mediante la minimizacion de un funcional de energia.

e Capitulo 5: Implementacion numérica. En este capitulo introduciremos el
método de resolucion utilizado, el cual serd el llamado incremental + staggered.
Procederemos a describir la resolucion de las formas débiles del problemay, por
ultimo, comentaremos el fendmeno de irreversibilidad de la fractura.

e Capitulo 6: Implementacion de elementos finitos. Primeramente,
introduciremos las funciones de forma para elementos finitos P1, los cuales son
elementos triangulares y tetraédricos. Por Gltimo, discretizaremos el problema de
fractura mediante elementos finitos.

e Capitulo 7: Simulacion del problema de fractura. En este capitulo realizaremos
la simulacion problemas de fractura, concretamente de tres bidimensionales y tres
tridimensionales. Comprobaremos que los resultados de la propagacion de la
fractura son logicos y que el modelo matematico funciona correctamente.
Ademas, compararemos la influencia que tiene en el problema utilizar distintos
load increments, mallas, funciones de degradacion, etc.
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2. MECANICA DE CONTINUO

2.1. Cinematica

Consideremos el sistema de coordenadas cartesianas (X1, X2, X3) de la Figura 2.1, donde
esta representado un continuo definido por una configuracién inicial, no deformada o
Lagrangiana de dominio Q0. Su contorno es 0o y el vector normal exterior a dicho
contorno es N. Una vez desarrollado el movimiento, el continuo ocupa una configuracion
final, deformada o Eureliana definida por el dominio ©, cuyo contorno es 022 y el vector
normal exterior a dicho contorno es n.

x=¢(X,1)

Figura 2. 1. Configuracién inicial y final

El movimiento del continuo es descrito mediante la funcion mapping de deformaciones
¢, la cual relaciona un punto material de la configuracion inicial, X € £o, con un punto
material de la configuracion final, x € Q. Entendemos por punto material una particula
que puede ocupar distintos puntos espaciales en su movimiento a lo largo del tiempo, es

decir:

En este trabajo vamos a considerar las hipdtesis de elasticidad lineal, segun las cuales,
ambas configuraciones inicial y final estan muy préximas, por lo que no se hace distincién
entre ellas ni entre los vectores normales N y n.

Para estudiar el comportamiento del continuo Qo representado en la Figura 2.1, se pueden
adoptar dos enfoques completamente distintos: el enfoque Lagrangiano y el enfoque
Euleriano. En el primero podemos considerar un punto material que en el instante inicial
t = t, esta situado en un punto r Yy posteriormente seguir su evolucion con el tiempo.
De esta forma, en el instante ¢t # t, la posicion r(t) del punto material dependera del
tiempo y de su posicion inicial. Este punto de vista es apropiado para seguir la historia de
las magnitudes asociadas al punto material en su movimiento.
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X
Punto material en t = ¢,

Trayectoria
ro

Punto material en t # £y

X, X

Figura 2. 2. Enfoque Lagrangiano

Con el enfoque Euleriano
especificamos el campo en puntos
fijos del espacio en distintos
instantes. En este caso las * *
coordenadas r y el tiempo t son " 8
variables independientes, y la .
informacion del campo no estd
ligada a cada punto material en Figura 2. 3. Enfoque Euleriano
particular.

Utilizaremos el enfoque Lagrangiano para el desarrollo de este trabajo, como es tipico en
mecanica de solidos.

2.2. Gradiente de deformaciones

Consideremos las particulas P y Q en la configuracion Lagrangiana en la Figura 2.1.
Ambas particulas las denotamos como p y g en la configuracion Eureliana. Estas
particulas estan situadas infinitesimalmente proximas entre ellas, por lo que podemos
definir la posicién relativa entre ambas particulas entre ambas configuraciones mediante
los vectores infinitesimales dx y dX, es decir:

dX =Xy —Xp dx = x4 — x, (2.2)

Aplicando la funcién mapping de deformaciones, ecuacion (2.1), en la expresion (2.2)
tenemos que,

dx = (Xy) — (Xp) = ¢(Xp + dX) — P(X;) (2.3)

Sabiendo que el desarrollo de Taylor de primer orden para una funcion continua
f:R — R es de la siguiente forma:

£ = 1) + L2 =)+ 52 L (e @.9

Entonces podremos obtener la posicién de la particula Xq tomando f(x) = ¢(X),
xO :XPy(x_xo) :dX
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a¢

do = dXp —dX) = p(Xp) + X+ o(dX?) (2.5)
Sustituyendo la expresion (2.5) en (2.3) obtenemos que,
_ 0 2
dx = ¢p(Xp) + a_XdX +o(dX*)—¢p(Xp) (2. 6)
y operando nos queda:
o 5
dx—a—XdX+o(dX ) (2.7
En esta ultima expresion podemos identificar el gradiente de deformaciones F, el cual
queda definido como:
d¢
[F_a—X—V(,d)J (2. 8)

El subindice 0 de V nos indica que la derivada es con respecto a X.

Sustituyendo (2.8) en (2.7) y para un dX infinitesimal, o en el caso de que la dependencia
de ¢(X) sea lineal, tenemos la siguiente expresion:

dx = FdX (2. 9)

Esta funcion es de suma importancia debido a que nos permite transformar los vectores
infinitesimales dX del material en su configuracién no deformada en los vectores dx de
la configuracion deformada.

Ejemplo 1:

Dada la siguiente funcion ¢, calcularemos el gradiente de deformaciones F.

1
320+ 6X; +9X,)
¢ = 1
3 (16 +9X;)

Aplicando la expresion (2.8) obtenemos el gradiente de deformaciones:

[0 0¢1]
%_la)ﬂ (')X2|_ 2 3]

F=3%"a¢, a¢2J‘ 0 3

X, 09X,

Si conocemos el vector dX en la configuracion inicial, podemos obtener el vector dx en
su configuracion final. Supongamos el siguiente vector dX.

ax = [*/7]
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Aplicando la ecuacion (2.9) tenemos que:
_ _[2 31[3/21_16
dx = FdX = ¢ 3][ / ]_[3]

Observamos que el gradiente de deformaciones F produce un cambio en el médulo y rota
el vector dX. Este efecto lo podemos ver en la Figura 2.4, donde se representa el vector
dX de la configuracion inicial y el vector dx de la configuracion final.

X4

dx

dX

1.5 6 X1

Figura 2. 4. Vectores dX y dx del ejemplo 1

2.3. Deformacion

Existe un tensor simétrico llamado Right Cauchy-Green deformation tensor C (2.10), el
cual esta asociado al gradiente de deformaciones F. Este tensor C permite introducir una
medida de deformacidn o “strain” llamada Green-Lagrange E (2.11), donde I es la matriz
identidad:

(2. 11) [ E= %(c - 1)] (2. 10)

Con el fin de comprobar la importancia de este tensor E vamos a considerar un vector dX
en su configuracion inicial y el vector analogo dx en su configuracion final, cuyos
maodulos son dL y dl respectivamente, es decir:

dX -dX = dL? dx - dx = dl? (2.12)
La diferencia de estos modulos es, por tanto,
dl?> —dL? =dx-dx — dX-dX (2.13)

Introduciendo la expresion (2.9) y aplicando propiedades de matrices nos queda lo
siguiente:

dl> —dlL? = FdX - FdX —dX - dX
=dX -F'FdX —dX - 1dX
Agrupando términos y utilizando la ecuacién (2.10) en primer lugar y finalmente la
ecuacion (2.11) llegamos a:

(2. 14)

Daniel Blanco Benavides pag. 14




dli2 —dL? = dX - (C— DdX
= dX - 2EdX (2.15)

Dividiendo ambos términos de la ecuacion por dL? obtenemos la expresion que se muestra
a continuacion:

1dl? —dL? _ dX-EdX (2. 16)

2 dlz dl?
Segun esta Gltima ecuacion, el tensor E nos informa de los cambios relativos en longitud
de los vectores de la configuracion final respecto a la configuracion inicial. Sin embargo,
no sélo nos informa de esto, sino también de la distorsion angular (cambio entre las
proyecciones de los vectores). Para comprobar esto Gltimo vamos a considerar dos
vectores en la configuracion no deformada, dX1 y dX», y dos vectores en la configuracion
deformada, dx: y dx.. Realizando un desarrollo analogo al anterior obtenemos lo
siguiente:

dx;dx, —dX,dX, =FdX, FdX,—dX,-dX,
=dX, F'FdX, — dX, - IdX,
= dX, - (C — DdX, (2. 17)
= dX, - 2EdX,

Ejemplo 2:
Recogiendo los resultados obtenidos en el Ejemplo 1, calcularemos el tensor E.

Aplicando la ecuacion (2.10) tenemos que el Right Cauchy-Green deformation tensor C
es:

T
g g]_g 168]

Calculamos el tensor Green-Lagrange E mediante la expresion (2.11):

1 1 3/2 3
15:5(6—1):5(;L 168]—(1) (1)]):[3 17/2]

C=FTF=[(2) g]

La longitud al cuadrado del vector dX es:
2 _ gx.qx = [3/2].[3/2] _
dI? = dX-dX = / ] [1 | =325
Ahora podremos calcular la longitud del vector en la configuracion deformada:

dI? — dI? = dX - 2EdX = [3{2] 2 [342 173/2] [3{2] — 41.75

dl =41.75 +dL? =vV41.75 + 3.25 = 6.708

Efectivamente, si calculamos el modulo del vector dx obtenido en el Ejemplo 1 con la
siguiente expresion observamos que coinciden los resultados:

dl = [g] : [g] = 6708
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2.4. Campo de desplazamientos

Consideramos el sistema de coordenadas (X1, X2, X3) de la Figura 2.5 en el que estan
representadas la configuracion inicial X € Qo y la configuracion final x € Q. El vector de

desplazamiento u viene dado por la siguiente expresion:

u=x—-—X

z=¢(X,t)

/‘\

Figura 2. 5. Vector desplazamiento u

El gradiente de dicho vector es el siguiente:

Vou = ou B d ( X) = dx 0X
M=ox Toax ¥ Tox  ox
Como sabemos,
B 0x B P (X) B
x = ¢X) ax~ ax T

Sustituyendo en (2.19) tenemos que:

Vou=F—1I

W

'!

(2. 18)
4
4
Xy, oy
(2. 19)
X
5}—1
(2. 20)

Observamos en la ecuacién anterior que el vector de desplazamiento u esta relacionado
con el gradiente de deformaciones F, por lo que podemos expresar el tensor E en funcion
del vector u mediante el siguiente procedimiento (2.21): Primero sustituimos el tensor C
en la ecuacion (2.10) en (2.11), posteriormente despejamos el gradiente de deformaciones
F de (2.20) con el fin de sustituirlo en el resultado obtenido anteriormente y operamos.

Aplicando dicho procedimiento llegamos a:
1 1
E =—(C-1==(FTF -
S(C-D=5(FF-1

1
=5 (Vou+ DT (Vou+1)—1)

1
= E (I + VouT+|70u + VOuTVOu - I)

Daniel Blanco Benavides
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Por Gltimo, agrupamos términos:

1 1
E=3- (Vou" +Vou) + EVOuTVOu (2. 22)

En el contexto de elasticidad lineal podemos despreciar el término no lineal Vou™Vou del
tensor E. Dicha simplificacion en la ecuacion (2.22) da lugar al tensor de pequefias
deformaciones o small strain tensor &.

[e = %(VOuT+VOu)} (2. 23)

Ademas, dada la proximidad entre las configuraciones inicial y final, podemos expresar
¢ en funcion del gradiente espacial de los desplazamientos, es decir:
1

£=5 (Vu” + Vu) (2. 24)
Este tensor lo podemos dejar en funcion del gradiente de deformaciones introduciendo la
expresion (2.20), quedando como:

1

_ _NnT -
8—2((F DT+ (F 1))

=%(F+FT)—I (2. 25)

Ejemplo 3:

Con el tensor F calculado en los dos anteriores ejemplos, calcularemos el tensor de
pequefias deformaciones e.
2 3 3/2
F = =
6 3l =’}

2]
0 3 17/2

Aplicando la expresion (2.24) obtenemos el tensor &.

1 Tz 31,012 31"\_ 1 0 1 3/2
= — Ty _ = — _ —
e=g(F+F) =1 2(0 il 3]> 5 il [3/2 2]
Dado que este tensor ¢ es una aproximacion del tensor E calculado en el ejemplo 2, vamos
a comprobar el error relativo  cometido en dicha aproximacion. Para ello, tomaremos
para el calculo del error el término a2 de ambos tensores, ya que es el término donde mas
diferencia encontramos:

=——-:100=76.47%

El error cometido es bastante alto debido a que los desplazamientos asociados a la funcion
mapping de deformaciones ¢ son demasiado elevados. Ahora vamos a comprobar el error
cometido en el caso de que el mapping de deformaciones sea mas ajustado a la hipotesis
de elasticidad lineal:
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1

5(15 +5X; +1073X,)
¢ = 1
5(10 + 5.05X>)

Aplicando la expresion (2.8) obtenemos el gradiente de deformaciones:

09, 09,
_09 _|0X; 0X,|_n1 2-10-4]
0X [9¢, 09, lo 101

oX; 9X;

F

Con la ecuacion (2.10) tenemos que el Right Cauchy-Green deformation tensor C es:
1 2-10—4]T 1 2-10-4] | ¢ 2-107*
0 1.01 0 1.01 2-107% 1.0201

Calculamos el tensor Green-Lagrange E y el tensor de pequefias deformaciones &
mediante las expresiones (2.11) y (2.25) respectivamente:

1 1 +10~ - 107
E= E(C_I) = E([Z _ 110_4 21_01200;] - (1) (1)]) - [1 . fo-‘* 30180;

C=FTF=[

£ =%((F—I)T+(F—I))
1 . 10-4 T . 104
_E<([(1) 21.1001 ]_(1) (1)]) +((1) 21.1001 ]_[(1) (1))>
:[ 0 10°*
104 1072

En este caso coinciden todos los términos de los tensores excepto los az2. El error relativo
cometido en este caso es:

_ 1072 — 1.005 - 1072]
b= 1.005 - 102

En conclusion, vemos que para el caso en el que se produzcan pequefias deformaciones
el tensor & es una buena aproximacion del tensor E.

-100 = 0.498%

2.5. Descomposicion espectral de ¢

El tensor ¢ definido en la expresion (2.23) es simétrico, ya que, como podemos
comprobar, su traspuesta coincide con él mismo:

T 1 T '

1
=5 ((Vou")" + Vou")

1
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Por ello, este tensor admite una descomposicion espectral que nos permite obtener sus
valores propios &, Yy sus vectores propios n,, siendo estos ultimos unitarios y ortogonales
entre si. La descomposicion espectral tiene la siguiente forma:

n

£ = Z E,n,QOn, (a®b)l-]- = aibj (2. 27)

a=1

La descomposicion espectral del tensor de deformaciones es de gran importancia en el
contexto de fractura, pues permite identificar tracciones y compresiones a lo largo de las
direcciones principales, y por tanto, introducir distintos criterios de fractura en funcion
del estado de deformacion del material. Esto es especialmente Gtil cuando el
comportamiento del material respecto de la fractura depende del estado de deformaciones.
Un ejemplo es el hormigon, cuya resistencia a fractura en traccion es muy inferior con
respecto a un estado de compresion.

Ejemplo 4:
En el Ejemplo 3 obtuvimos el siguiente tensor de pequefias deformaciones:
_1 0 1074
&= [10-4 10—2]

Los valores propios de & son,

g = 1.0001- 1072 g, =—1-10"8
y los vectores propios,
_[9.995-1073 _[ —0.999
m= " s | m2 = [9.998 - 10-3

El valor propio &1, de signo positivo, nos indica que en la direccién principal n; tenemos
un cambio de longitud relativo positivo; mientras que el valor propio &, de signo
negativo, nos indica que en la direccion principal nz tenemos un cambio de longitud
relativo negativo.
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3. LEY CONSTITUTIVA EN ELASTICIDAD LINEAL
ISOTROPA

3.1. Energia eléastica

Para el caso de elasticidad lineal is6tropa (mismo comportamiento en todas las
direcciones), definimos la energia elastica por unidad de volumen ¥ (&) como,

[‘P(s) = utr(ee) + %(tr (s))zJ (3.1)

Donde 2 es el primer médulo de Lamé, el cual esta relacionado con cambios volumétricos,
y u es el segundo médulo de Lamé o mddulo de cizalladura, el cual informa sobre la
resistencia a cortante del material. Estos médulos de Lamé estan relacionados con el
modulo de Young E y el coeficiente de Poisson v, los cuales dependen de la naturaleza
del material a estudiar, es decir:

1= Ev _ E
“ (A +u)(1-2v) K=o2a+v

(3. 2)

Por otro lado, tr es el operador traza. Su célculo se realiza sumando las componentes de
la diagonal principal de la matriz:

tr(A) = Z Ay (3.3)
i=1

Aplicando el operador traza al tensor de pequefias deformaciones, en el caso
bidimensional, obtenemos:

tr(e) = tr ([21 22]) =&, + &y (3. 4)

Sustituyendo la expresion (3.2) en (3.1) nos queda:

Ev

E 2
lzu(f) = 2(1—+U)t1"(££) + 2(1 n U)(]_ — ZU) (tT(E)) (3 5)

3.2. Tensor de tensiones de Cauchy

Entendemos por ley constitutiva a la relacion entre el tensor de tensiones de Cauchy ¢
y el tensor de pequefias deformaciones &, es decir:

o = f(&) (3. 6)

Esta relacion viene dada por la siguiente expresion:

Y (e)
g =

e (3.7
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Por lo tanto, derivando la expresion (3.1) respecto a ¢, el tensor de tensiones de Cauchy

queda de la siguiente forma:

0 A 2
o = e (ll tr(ee) + = (tT(E)) )

=u aa tr(ee) + &— (tr(e))

oe

El término ¢ &)
de

A= Al'jei@ej

. 1 0
Si n=2, entonces e; = |6|; e, = |;| Por lo tanto,

_ 0(tr(ee)) _9(tr(ee))
B de

de = Aijel'®e]' AU =
Luego podemos concluir que:

tr(A) = A1+ A4 =4 a Ay
El producto ¢ se puede escribir como:

(Ss)pq = (gpm gmq)

y d(tr(gg)) L2 a(tgie))

(3. 8)

es una matriz, y toda matriz A € R"*" se puede escribir como:

(3. 9)

(3. 10)

(3. 11)

(3. 12)

Y como sabemos que & es simétrico, la ecuacion (3.12) se puede expresar tal que asi:

(Ss)pq = (gpmgqm)

Entonces,
tr(€€)pq = (EpmEqm)Opq = EpmEqm = E2m
pq pm€qm)%pq pmeq P

En consecuencia, nos queda que,

otr(eg) 0&? oe
( ) = pm = ngmﬂ = ngmgpi6mj
aEl’j asij E)sij
otr(eg) B
6sij gij

Finalmente,

otr(eg) Otr(eeg)
EP = agij ei®e] = Z(Sijei®ej) = 2¢&

En cuanto al desarrollo del termino — a("(g))

d (tr(s)) d (tr(s))

e;
oe 0 J
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Siendo,

a(tr(e)) _ a(EPQSPQ) _ a(gpp)

Asi pues,
a(tr(e)
—( de ) = ¢&,e;®e; =1 (3.19)

Podemos establecer la ley constitutiva que relaciona el tensor de tensiones de Cauchy &
y el tensor de pequefias deformaciones ¢ sustituyendo las expresiones (3.15) y (3.19) en
la ecuacion (3.8), quedando lo siguiente:

[a = 2ue + Atr(s)l] (3. 20)

Ejemplo 5:

Considerando el tensor & obtenido en el ejemplo 3,

&= [1(?—4 18:2]

calcularemos el tensor de tensiones de Cauchy o.

La traza del tensor de pequefias deformaciones es:
tr(e)=0+10"2 =102

Aplicando la expresion (3.20),

0 10~*
10~* 1072

Vamos a considerar un acero cuyo modulo de elasticidad y coeficiente de Poisson son:

o =2u ]+10‘ZA[(1) (1)]

E ~ 210 GPa = 210-10° Pa v=203

Calculamos el primer y segundo parametro de Lamé mediante las expresiones (3.2):

_ 210-10°-0.3 — 12115.CP _ 210-10° S lep
T(1+03)(1-2-03) e K= 2@ o3~ o0/ Hre
Sustituyendo estos valores en el tensor de tensiones de Cauchy queda:
o= 1.2115 0.01615]
0.01615 2.8269
Podemos obtener sus autovalores:
o, = 2.827 GPa o, = 1.211 GPa

Y sus direcciones principales:

—0.999

— [9.998 . 10—3] - [9.996 %

1 0.999
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Dado que estamos considerando que el material es isétropo, las direcciones principales
de tensidn coinciden con las direcciones principales de deformacion obtenidas en el
ejemplo 4.

3.3. Tensor de elasticidad

Un tensor de gran relevancia fisica que encapsula las propiedades materiales de un
material es el llamado tensor de elasticidad €. La expresion de dicho tensor es:

_60‘

€=3%

(3. 21)

Sustituyendo la expresidn del tensor de tensiones de Cauchy (3.20) en la ecuacion anterior
obtenemos la clésica expresion del tensor de elasticidad €:

1
[(;’ =2uTM 4+ 1 IQI GOUie = 5 T+ zT)] (3.22)
Donde,

Tijir = 00y Tl = 6ubju B jki = 66y (3. 23)

3.4. Ecuacion de equilibrio en elasticidad lineal

Recordemos el solido descrito en el capitulo 2, cuyo movimiento entre las
configuraciones Lagrangiana y Eureliana esta dado en la Figura 3.1:

z = P(X,1)

Figura 3. 1. Movimiento entre las configuraciones Lagrangiana y Eureliana

La Ecuacion en Derivadas Parciales (EDP) que gobierna el comportamiento del sélido Qo
se corresponde con la conservacion de cantidad de movimiento o equilibrio traslacional,
y es la siguiente:

VO-O-O-I_f:O (3.24)
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Si multiplicamos por du (funcidn test) y aplicamos integracion por partes obtenemos la
forma débil asociada a la ecuacion de equilibrio (3.24):

DH(u)[6u]=]aO:VcSudV—ff-SudV— ft-éudA=0 (3. 25)

0] 0n

Donde f y t representan las fuerzas que acttan sobre el sélido por unidad de volumen y
por unidad de superficie respectivamente.

Es posible demostrar que la forma débil en (3.25) es en realidad el punto critico o el
minimo del siguiente funcional de energia:

H(u)=f‘1’0(£)dV—ff-udV— Jt-udA=0 (3. 26)

o) 00

La primera integral representa la energia interna, mientras que las dos ultimas
representan la energia asociada a las fuerzas externas.

Aplicando integracion por partes y el teorema de la divergencia en la forma débil (3.25)
se obtiene de hecho la EDP en (3.24), que volvemos a expresar a continuacion junto con
las condiciones de contorno asociadas:

VO b 0-0 + f =0 en 1
o-n=t en 00y (3.27)
u=u' en 002

Donde 092n y 0Qp se refieren a la parte del contorno 0£2 donde se aplican condiciones de
contorno Neumann y de Dirichlet respectivamente. En esta ultima se aplica un
desplazamiento impuesto u”.

De esta forma observamos la relacion existente entre la forma fuerte (3.27) y la forma
débil (3.25), y que en realidad, la EDP del problema proviene de la minimizacion
energética en ecuacion (3.26).
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4. MECANICA DE FRACTURA

El estudio de la propagacion de la fractura en este proyecto se realizard por medio de la
aproximacion de la fractura mediante el método phase-field. Para explicar esta
formulacion, inicialmente desarrollaremos el modelo unidimensional.

4.1. Problema unidimensional de fractura

Consideremos la barra ©Q expandida infinitamente en la direccion del eje x (Figura 4.1), a
la cual se le aplica una fuerza suficiente para romper con un area de fractura 7.

Figura 4. 1. Barra expandida infinitamente sobre el eje X

Asumiendo que la barra rompe en la posicion x=0, podemos definir un parametro s que
nos indique si el material esta fracturado o no. El parametro phase-field s viene definido
por:
(1 x=0
S(x)_{o x %0 (4.2)

Por lo tanto, cuando s = 1, diremos que el material estd fracturado y, cuando s = 0, el
material lo no estara. La representacion de este parametro es la siguiente:

A s(x)
14

Figura 4. 2. Representacion pardmetro s(x)
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Sin embargo, esta expresion (4.1) no es derivable como podemos observar en la Figura

4.2, por lo que se propone realizar una regularizacion del pardmetro s, la cual viene dada
por la siguiente expresion:

_lxl

s(x) =e 1

4.2
La representacion de la expresion (4.2) se puede observar en la Figura 4.3:

s(x)

\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\

[ 1

=V

Figura 4. 3. Representacion parametro s(x) regularizado

Cuanto mas proximo a 0 sea el parametro de escala | de la expresion (4.2), mayor sera
la similitud con la fractura real (expresion (4.1)). Sin embargo, debemos tomar un valor
optimo que haga que la simulacion se aproxime lo maximo posible al caso real y, ademas,

gue nos permita realizar elementos finitos, ya que un valor demasiado pequefio de | puede
provocar un alto coste computacional.
Esta expresion exponencial (4.2) tiene las siguientes caracteristicas:

s(0)=1 s(+®) =0 4.3)

Podemos observar que la expresion regularizada del parametro s (4.2) permite la
existencia de valores entre 0 y 1, los cuales corresponderian a un determinado estado de
dafiado. Dicha expresion (4.2) es la solucién de la ecuacion diferencial ordinaria
siguiente:

s(x)=1%s"(x)=0 en N
s(£o) =0

4.4
s(0)=1 “.4

La condicién de contorno s(+o) = 0 se puede escribir como s'(x) = 0 en 9N (es
decir, en x = to0). Por lo tanto, la EDO queda de la siguiente forma:

s(x)—1%s"(x) =0 en N
s'"(x)=0 en oM (4. 5)
s(0)=1
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Comentario 1: Naturaleza variacional del problema de fractura.

Se puede demostrar que la ecuacién (4.5) es el punto critico del siguiente funcional

energetico,
[I(s) = lf (s + 125'%) dV} (4. 6)

2

con lo que se puede plantear el problema de fractura como un problema de minimizacién
energeética.

El punto critico de (4.6) es:

DI[8s] = %f (2s Ds[6s] + 21%s’ Ds'[8s]) dV

4.7)
= f (s6s + 1?s'8s")dV =0
0
Df[6s] representa la derivada direccional de f en la direccion de s, es decir,
Df[&s] = d + &b
flos = £=Of(s £0s) (4. 8)
El producto s’ds de la expresion (4.7) podemos expresarlo como:
o _dsdés _ d (ds ) d256
SO T axdx  dx\dx®) T axz®® (4.9)
Sustituyendo (4.9) en (4.7) nos queda que:
Dl[a]—f 5 dv+f 22 (dss )dV f 2458 ssav =0
5= QSS o dx\dx y o dx? Sar= e )
Haciendo uso del teorema de la divergencia de Gauss en la expresion (4.10) obtenemos:
DI[(S]—f 5 dV+f 2% 55 a f 2458 ssav =0
S—QSS ” dxsa . dxzs = (4. 11)

Atendiendo a la condicion de contorno de la expresion (4.5), el segundo término es nulo,
por lo que finalmente tenemos:

,d%s
DI[SS]ZJ. l E&stzO

sos dV —f
Q

2 4. 12)

_ f (s — 25)8s dV = 0
0
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Comentario 2: Sentido fisico del funcional I(s).

Ix|
Por otro lado, podemos comprobar el sentido fisico de I(s) sustituyendo s(x) = e ¢ en
dicho funcional:

1
I(s = e_%) =§f (s? +1%2s%) av
0

I" (o]
= Ef (s? +1%s"%) dx

2x
=2r L@Erg ) e 1 dx (4.13)
Donde,
_2x [ _2x
feldx=—§el (4. 14)
Entonces,
x l 2t 1
1@=e7)=2rﬂi>gg@“r—g=—mwg—1)=m (4. 15)

X
Por lo tanto, el funcional I (s =e 1 ) esta relacionado con el area de fractura I'. Podemos
definir el funcional T's(s), el cual tiene la siguiente forma:

ré) = @ = %L (s +1%s'?) dV (4. 16)

||

Sis =e ' tenemos que,

L(s=eT)=r (4.17)

||

Por lo que el funcional T evaluado en s = e ¢t coincide con el area de fractura.
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4.2. Extension multidimensional

En este apartado extenderemos la formulacion unidimensional anterior al caso

multidimensional (Figura 4.4).

z = ¢(X,t)

X3, T3

Figura 4. 4. Fractura multidimensional

Para el caso multidimensional, el funcional T es:
1
I(s) = —j (s? +1%2Vs-Vs) adVv
2L ),
Siendo Vs el gradiente de s, es decir:

v _(as 63) 2D
5= dox’ dy (D)

v _(05 ds 05) 3D
5= ox’dy’ 0z (3D)

El punto critico del funcional Iy (4.18) sera:

1
DIy(s)[6s] =3 i D(s? + 1?Vs - Vs)(8s) AV

1
=—f (2s 85 + 212Vs - V8s) dV
21),

1
=7f s6s + 12(Vs-Vés) dV
Q

El producto Vs - V&s lo podemos expresar como:

s Vs _0sd8s 0 (as ) d%s
S S_axl- dx; 0x; \dx; s dx?
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Por lo tanto, sustituyendo (4.21) en (4.20) llegamos a:

2

f 12(v -va)dv—f zzi(asa)dV—f 12975 55 av
0 s s B 0 axi axi s 0 axlz s (4 22)

Haciendo uso del teorema de divergencia de Gauss en (4.22) obtenemos:

2
265

ds
j lz(VS'VSS)dV=f [2—6sn; dA—f l > 8s dV
0 o0 0x; o 0x;
=| 1?(Vs-n)dA— f I?As §s dV (4. 23)
on ko)

Sustituyendo lo obtenido en la expresion (4.20) tenemos que:

1
DT, (s)[6s] = Tf sésdV + | 12(Vs-n)dA-— j I?As §s dV
n n

0n

) (4. 24)
ZTf (s —12As)8sdV —1| (Vs-m)dA
(0]

0n

Al igual que para el caso unidimensional, teniendo en cuenta la condicion de contorno, el
segundo término es nulo, por lo que nos queda finalmente:

DTs(s)[és] = % f (s — IAs) 8s dV (4. 25)
(o)

En conclusion, la Ecuacion en Derivadas Parciales (forma fuerte) que gobierna la fractura
en el caso multidimensional es:

s—1?As=0 en
[Vs-nzo en 0.(2} (4. 26)

4.3. Problema de fractura acoplado

El problema de fractura que vamos a resolver en este proyecto lo obtenemos como
resultado de minimizar este funcional de energia:

I(x) =L Y(e)dV + J;(x)chF(x) (4. 27)

El término Gc es la energia de fractura, es decir, la energia necesaria para que un material
fracture, mientras que I'(x) es la superficie de fractura. Como hemaos visto anteriormente,
esta superficie de fractura podemos sustituirla por el funcional Fs(s(x)), quedando la
segunda integral de (4.27) como:

fGCdF(x) =G, f dl'(x) = G.Ts(s)

G,
= Z—Ef(sz + 12Vs - Vs)dV (4. 28)
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Debido a la regularizacion de la fractura real, el pardmetro s tomara valores comprendidos
entre 0 y 1. Esto significa que el material puede no estar totalmente fracturado, pero si
presentar un dafiado, de manera que debemos debilitar el material cuando se presente un
dafio en este. Para llevar esto a cabo penalizamos la energia elastica mediante una funcion
de degradacion g(s), la cual tiene que satisfacer estas condiciones:

gis=0)=1 gs=1)=0 g's=1)=0 (4. 29)

Unas funciones que cumplen estas condiciones son:

[g(s) =(1- s)z] {g(s) =(2-a,)s-13+(B-a,)(s— 1)2} (4. 30)

En la Figura 4.5. podemos observar la curva a), asociada a la funcién cuadrética, y las
curvas b), que son las asociadas a la funcién cubica. Para el caso b), podemos observar
tres curvas diferentes dependiendo del valor de ag. Dichos valores son 0.1 (azul), 0.5
(rojo) y 1 (naranja), que son los que usaremos a la hora de realizar las simulaciones.

A A

= 1-9

—>>
a) I b)

Figura 4. 5. Funciones de degradacion g(s) cuadratica a) y g(s) cubica b)

0

Si consideramos que ¥, es la energia elastica en su estado inicial, es decir, cuando el
material no esta dafiado,

A
Vo(e) = ptr(ze) + 3 (er()” (4.31)
Entonces la energia elastica degradada ¥ (¢, s) sera:
[‘P(s, s) = (g(s) + k) ¥, (s)] (4. 32)

La aplicacion de (3.7) a (4.32) permite obtener el tensor de tensiones a, definido como:

0¥ (g, s) _ 0¥,

e (g(s) + K)ay 0o =73 (4. 33)

o(gs) =

El parametro k tiene un valor muy pequefio cuya inclusion se debe a evitar que el material
tenga una rigidez nula cuando la fractura sea total. De esta manera se evitan problemas
de condicionamiento en el sistema de ecuaciones.
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El problema de fractura sera planteado como la minimizacion con respecto a u y s del
siguiente funcional:

H(u,s)=f (g(s)+k)ll’0(£)dV+&f (sz+12Vs-Vs)dV—f f-udV—f t-udA
0 21 0 0 a0 (4' 34)
\ ) \ ) \
Y Y

Energia interna Energia de fractura Energia fuerzas externas

Obteniendo los puntos criticos del funcional (4.34) tenemos que las dos formas débiles
asociadas al problema de fractura son:

DII(u,s)[du] = f (g(s) + k)ay:V 6u dV—f f-éu dV—f t-5udA=0 (4. 353)
0 0 an

DII(u,s)[6s] = f g'(s) Wy(£)bs dV +%f (s8s+1?Vs-V8s)dV =0 (4. 35b)
n n

Aplicando integracion por partes y el teorema de la divergencia en las formas debiles
(4.35a) y (4.35b) se obtienen las Ecuaciones en Derivadas Parciales acopladas (4.36a) y
(4.36D), respectivamente, del problema de fractura:

/Vo((g(5)+k)ao)+f=0 en 0 )

o-n=t en 00y (4. 369)

u=u’ en 00p

"(s) ¥ Ge 1?Vs) =0 0
g'(s) Wo(e) + T(S —1°Vs) =0 en (4. 36b)

Vs m=20 en
\ ./

Como vimos en el capitulo 3, 0Q2n Yy 0Qp se refieren a la parte del contorno 62 donde se
aplican condiciones de contorno tipo Neumann y Dirichlet respectivamente. En esta
Gltima se aplica un desplazamiento impuesto u”.

Comentario 3: “Anisotropic split”.

Como se comentd en el capitulo 2, hay materiales que ofrecen un comportamiento distinto
con respecto a fractura cuando estan sometidos a estados de deformacidn de traccion o de
compresion, como por ejemplo el hormigdn. Esta distincion de comportamiento frente a
fractura puede embeberse en la formulacion del problema a través del denominado
“anisotropic split” de la energia elastica del solido. Si la fractura ocurre principalmente
en traccion, el anisotropic split implica la definicién de la energia elastica de la siguiente
forma:

Y(g s) = (g(s) + k)¥Ps(e) + ¥y (&) (4.37)
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Donde:

Wi(e) = 2 (< tr(e) >0 + per [e2]

/21 (4. 38)
Py (e) = §(< tr(e) >_)% + p tr [£2]
Siendo:
<x>+=w <x>_=w (4.39)

Y donde &, y &_ se calculan siguiendo la descomposicion espectral de & en funcion de
sus autovalores positivos y negativos, respectivamente, es decir:

n

£=£++£_=Zeana®na

a=1
1L 2L (4. 40)
£+=Z<€“>+ n, ®n, £—=Z<€a>— n, n,
a=1 a=1
Por lo tanto, el tensor de tensiones asociado al anisotropic split es:
0¥ (g, s)
o(g,s) =———=(gG)+k)A<tr(e) >, I+2ue, ]+
de (4. 41)

+A<tr(e) >_I+2ue_

En este trabajo no se tendra en cuenta el comportamiento diferenciado del material frente
a traccion o compresion y, por tanto, consideraremos que la tension o (g, s) viene dada
por la expresion (4.33).
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5. IMPLEMENTACION NUMERICA

El método utilizado para la resolucién de las formas débiles acopladas al problema de
fractura (4.35) seré el llamado formulacion staggered. En el apartado a continuacion se
describiran las caracteristicas de este método.

5.1. Formulacién staggered

Dado que tenemos un problema no lineal acoplado, la estrategia de resolucion seré la
Ilamada incremental + staggered. Con este método lo que conseguimos es desacoplar las
dos EDP y hacer que sean lineales en cada incremento, es decir, la EDP puramente
mecanica (4.36a) lo seré si se fija el parametro sy la EDP de fractura (4.36b) lo sera si se
fija el desplazamiento u.

Por razones de estabilidad las condiciones de contorno son de tipo Dirichlet, es decir
evitamos explicitamente el uso de condiciones Neuman dado que la matriz de rigidez del
problema se vuelve singular. En una zona del contorno los desplazamientos seran fijos y
en otra parte del contorno ordenaremos desplazamientos distintos de cero. Estos ultimos
desplazamientos seran aplicados de manera incremental, de manera que para un
desplazamiento impuesto maximo u” y para un nimero de incrementos N, el
desplazamiento impuesto correspondiente al incremento i, desplazamiento u;, sera:
i *
w=—u (5.1)

El procedimiento para obtener la solucion con este metodo es el siguiente:

a) Para un incremento i+1 y fijado el valor del parametro phase-field s;, se calcula el
campo de desplazamiento ui+1 asociado a la forma débil puramente mecénica
(ecuacion 4.35a) de la siguiente forma:

[Dﬂ(ui,si)[éu] + D2 (w, st)[6w; Auitt] = 0} (5. 2)

Donde:
Dn(ui,si)[au] = f (g(s) + k)og:Véudv — f f-éudv —f t-SudA (5. 3)

0} (0} an
D211 (w, s%)[Su; Auitt] = f (g(s) + k)(8&: Cy: Ag) AV (5. 4)
0

Siendo:

Ae = g(utt) — g(uh) (5. 5)

C, para un material is6tropo se obtiene como:

1
[co =2uTY™ + 1 IQI Fsym = 5 T+ SIT)} (5. 6)
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Donde,
Tijir = 60y T = 8ubjy (I®Djjia = 6;6u1 (5.7)
La solucion de (5.2) nos permite actualizar el nuevo valor del campo de desplazamientos
u'*1 de la siguiente forma:
witl = Auitl 4l (5. 8)

b) Para el mismo incremento i+1 y fijado el valor de desplazamiento ui+1, se calcula el
nuevo valor del pardmetro de phase-field si+1 asociado a la forma débil de fractura
(4.35b) tal que asi:

[Dﬂ(ui"'l,si)[Ss] + DZH(ui“,si)[(Ss; Asi+1] — 0] (5. 9)

Donde:

: : G
DII(u'",s s| = s)¥,(g)ésdV + — sO0s + [°Vs-Vés) dV )
(w5551 = [ g wo@dsav +E [ (s +1ws-veyar | (6.10
0 K9)

D?[1[8s; Ast*1] = f

0

G
9" (s) ¥y(&e)ds As dV + ch (8s As + 1?V8s - VAs) dV | (5. 11)
n

Donde el nuevo campo de phase-field si** se obtiene como sigue:
sl = Agitl 4 gt (5. 12)

Un ingrediente fundamental en nuestra formulacion es la incorporacion de la
irreversibilidad de la fractura. El planteamiento variacional de la fractura presentado
en el capitulo 4, permite que la fractura, o mejor dicho, el phase-field, pueda recuperarse.
Desde un punto de vista matematico, esto implica que una vez que el material ha
alcanzado un valor de 1 (estado fracturado), la remision de la solicitacion externa
conllevaria una reduccion del phase-field hasta un valor de 0. Esto no es naturalmente
fisico. La razdn subyacente tiene que ver con que el fendmeno de fractura es en realidad
irreversible, y por lo tanto, ingredientes adicionales deben incorporarse en el
planteamiento variacional de la misma. Para ello, en este trabajo hemos decidido
incorporar la irreversibilidad de la fractura de manera simple a través de un sencillo cut-
off value. Esto quiere decir que una vez que ecuacion (5.9) es resuelta y el campo de
phase-fields es actualizado, chequeamos en cada nodo de la malla de phase-field el valor
del mismo y lo comparamos con respecto al del anterior load-increment. Si dicho valor
ha decrecido, entonces congelamos el valor del phase-field y lo dejamos igual que en el
load-increment anterior. Esto se expresa matematicamente a través de la siguiente
expresion:

s*1 = max (s'*1, s%) (5. 13)
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A continuacion, mostramos un pequefio pseudo-cddigo del esquema incremental-
staggered descrito en esta seccion y que ha sido implementado en FreeFEM:

for (int i=0; i<NumberOfLoadIncrements; i++)

{
/ICélculo incremental del campo de desplazamientos
elasticidad; . .
ul=ul+dul: problem elasticidad ([dul,du2,du3], [v1,v2,v3]) = int3d(Th) (
_ ' g(s)*(stress(dul,du2,du3)*epsilonmatrix(vl,v2,v3)))

u2=u2-+au2; +int3d(Th) (g(s)*(stress(ul,u2,u3)*epsilonmatrix(vi,v2,v3)))
u3=u3+du3; //Condiciones de contorno

+on (1, du2=du)

+ on (2, dul=0,du2=0,du3=0)
sold=s;
/ICélculo incremental valor del campo phase-field
fractura;
s=s+ds: problem fractura (ds,vs)= int3d(Th) (FractureDiff(ds,vs) +
s=min (s, 1); gprimaprima(s)*ds*Welastic(ul,u2,u3)*vs)
s=max (s, 0); + int3d(Th) (FractureDiff(s,vs) +
s=max (s, sold); vs*gprima(s)*Welastic(ul,u2,u3));

¥
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6. IMPLEMENTACION DE ELEMENTOS FINITOS

A continuacion se describiran las nociones elementales sobre elementos finitos P1, tanto
bidimensional como tridimensionalmente. Estos elementos son los que vamos a utilizar a
la hora de resolver el problema.

6.1. Elementos finitos P1

Bidimensionalmente son elementos triangulares, mientras que tridimensionalmente los
elementos son tanto tetraedros como triangulos. Las funciones de forma parametrizadas
respecto a coordenadas de area de cada uno de estos elementos son las que se ilustran en
la Figura 6.1.

a) b)

Figura 6. 1. Funciones de forma parametrizadas respecto a coordenadas de area triangulares a) y
tetraédricas b)

La expresion y la representacion de las funciones de forma para el caso bidimensional
podemos observarlas en la expresion (6.1) y en la Figura 6.2, respectivamente.

Ny=1-¢—n N, =¢§ N3 =1 (6.1)

Figura 6. 2. Funciones de forma triangulares
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Por otro lado, las funciones de forma para el caso tridimensional tienen la siguiente
expresion:

Ny=1-§—-n—-0 N, =¢ N; =17 Ny, =6 (6.2)

6.2. Discretizacion del problema de fractura: formulacion staggered

En este apartado se procedera a la discretizacion de las ecuaciones (5.2) y (5.9) mediante
el uso del método de elementos finitos, concretamente con elementos tipo P1 como hemos
expuesto anteriormente. Esto nos lleva a poder expresar los desplazamientos y el phase-
field en cualquier elemento de la malla en funcién de sus valores nodales y de las
funciones de forma caracteristicas del elemento P1 de la siguiente forma:

Np Np
u= Z uaNe 5= Z sANe (6. 3)
a=1 a=1

Donde Nn son el nimero de nodos del elemento P1, concretamente 3 para el caso
bidimensional y 4 para el caso tridimensional.

Si observamos las expresiones (5.2) y (5.9) nos damos cuenta de que debemos obtener
también las expresiones discretizadas de u y de s:

a &
1 1
e=-(Vu+vul) = ) - (u'®VN®+VN®u?) (6. 4)
a=1
Np
Vs = Z SAVN¢ (6 5)

g y,

VN? es el gradiente de la funcion de forma N2 del nodo a con respecto a la configuracién
espacial (coordenadas fisicas). Sin embargo, las funciones de forma N? estan
parametrizadas con respecto a las coordenadas del elemento (coordenadas de area), por
lo que para obtener VN? hacemos uso de la regla de la cadena:

. . X .
El término T se calcula de la siguiente manera:

oX 0 NP
6_fza_f(XbNb):Xb®a—f (6.7)
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La relacion entre coordenadas fisicas y coordenadas de area pueden observarse en la

Figura 6.3:

X A

v

a)

b)

Figura 6. 3. Coordenadas fisicas a) y coordenadas de area b)

Prosiguiendo con el desarrollo de discretizacion, tanto las funciones test du y 8S COmMo sus
gradientes se discretizan igual que u y s en el metodo de Galerkin:

Np Ny
Su = z SueN® 8s = Z 5sSAN@
a=1 a=1

-

5£=§

Np

Vés = Z 0Ss?VN?®
a=1

"

Nn
1
(Véu + Véu') = Z > (Gu*®VN* + VN*®5su?)
a=1

~

J

(6. 8)

(6.9)

(6. 10)

Con estos desarrollos obtenidos podemos comenzar con la discretizacion de las formas
débiles de la formulacion staggered. Para el caso de la forma débil mecénica (ecuacién

(5.2)) tenemos que:

pI1(ut,s")[6uN“] + D211 (w!, s') |[SueN®; au* " N?| = 0

ra

Donde Auitl® = uit1® — i,

Desarrollando el primer término nos queda que:

1
DII[6u®N?%] = f (g(s) + k)o'oiz (bu*@VN?* + VNe®dou?) dV —
0

—f fou*N? dV—f tou*N* dv
Q Q

= ou? - <L (g(s) + k)ay:VN2aV —fn fNedV —fﬂ tN“dV)

= éu® - R%
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Donde R% representa las componentes del residuo asociadas con los grados de libertad
del desplazamiento para el nodo a de un elemento finito de la malla:

[Rﬁ =f (g(s)+k)ao:v1vadv—f fN“dV—f tzvadv} (6. 13)

En cuanto al desarrollo del segundo término de la forma débil mecanica:

. 1
D?IT [5ueN®; A+ NP | = f (9(s) + k)5 (Su®VNT + YN @5uc) dV :
n

rs

1, .
: f Cpqrs 5 (Au* " ®VNY + UN*@8ui*?") v
0]

= Sud ( f (g(s) + k)VNIVNLCp s dV> Auit?
n

is1b
= sud - (K%, Aui*t (6. 1)

(K25), representa la matriz de rigidez elemental asociado a los grados de libertad de
desplazamiento para los nodos a y b de un elemento:

[(Kgg = f (g(s) + K)VNITNEC, s dV} (6. 15)
n

Adoptando una dotacién matricial Voigt podemos expresar K22 tal que asi:
(K),, = f B DBY dv (6. 16)

Podemos ver las formas de B2 y D en la expresion (6.17) para el caso bidimensional y en
la expresion (6.18) para el caso tridimensional:

_aNa 0_
0x - 1 v 0
E v o 0
B =| 0 5 Dzl_vz - -y (6. 17)
ON® QN@ 2
[ dy 0x |
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_aN{l
0x

B =|5Na

ay

aN®
L 0z

NG
ay

aN¢

0x
aN®
0z

JdN®
0z

IN®

ay
aN®

0x

E(1-v)

T -u(1-2)

simética

2(1-v)

2(1-v)

o

1-2v

2(1 —v)l

(6. 18)

El ensamblaje sobre todos los elementos de la malla de K% y del residuo R% permite
expresar la forma débil como el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

[ Ky bui*' = —R, |

(6. 19)

Donde K,,, y R, son resultado del ensamblaje realizado sobre la matriz y el residuo
respectivamente.

Para el caso de la forma débil de fractura (ecuacion (5.9)) tenemos que:

DI (u*t, s1)[6s*N] + D2 (ui*t, st) [SSaNa;Asi“bNb] =0

Donde Asitl® = git1® — gi%

Desarrollando el primer término nos queda que:

ia

DII[65N¢] = [ f <g'(s)w0(s)Na + GT (sN@ + [2Vs - VNa)> dVl 55
n

= R% §5°

Donde R? es la componente del phase-field del residuo:

[Rg _ f (g’(s)‘l’o(s)Na +%(5Na + z%-vzva)) dV}
n

El desarrollo del segundo término de la forma débil de fractura es el siguiente:

D2[1[8s°N% As™ NP = 6saAsi+1“f (g" ()W, (e)NONP +
K0

Daniel Blanco Benavides
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+Tc(s1va1vb + [2Vs - VN@ - VN?))dV

— a yab i+14
= 6s?* K% As

(6. 20)

(6. 21)

(6. 22)

(6. 23)
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K4 representa la componente de phase-field de la matriz de rigidez asociada a los nodos
a'y b de un elemento:

G
[Ké‘s” = f (g"(s)%(s)N“N” + T(sN“N” + [?Vs - VN4 - VNb)> dVJ (6. 24)
(0}

El ensamblaje sobre todos los elementos de la malla de K2 y del residuo R% permite
expresar la forma débil como el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Ky As*t = —R, | (6. 25)

Donde K y R, son resultado del ensamblaje realizado sobre la matriz y el residuo
respectivamente.
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7. SIMULACION DEL PROBLEMA DE FRACTURA

Con el fin de verificar la validez de la implementacion, en este capitulo se realizara la
simulacion de varios ejemplos, concretamente de tres bidimensionales y tres
tridimensionales. El codigo generado en FreeFem para la resolucion de los problemas
viene recogido en los Anexos al final de este trabajo.

Las geometrias tridimensionales han sido realizadas en SOLIDWORKS, las cuales han
sido exportadas al software Gmsh posteriormente para su mallado.

7.1. Cuerpo rectangular

e Objetivo: Simulacion de un caso sencillo para estudiar la influencia del refinamiento
de la malla y del nimero de incrementos N.

Este ejemplo consiste en un cuerpo rectangular cuya base inferior estd empotrada y, por
lo tanto, los desplazamientos estan restringidos en ella, mientras que en la base superior
aplicaremos un desplazamiento total uq. Este estudio lo realizaremos con la g(s)
cuadratica mostrada en el capitulo 4. La geometria y las condiciones de contorno estan
representadas en la Figura 7.1:

u,
(EEIIEIIITTLIZLLL]

LLLT L AL

- -
- >

b

Figura 7. 1. Geometria y condiciones de contorno del ejemplo 1

Daniel Blanco Benavides pag. 43



Los datos necesarios para la resolucion del problema estan recogidos en la Tabla 7.1:

Dato Valor
Longitud a 3m
Longitud b 1m
Desplazamiento (uq) 0.5m
Médulo de Young (E) 1 Pa
Coeficiente de Poisson (v) 0.4
Rigidez residual (k) 1-107°
Energia de fractura (G) 5-107* J/m?
Parametro h 0.1/n, m
Parametro de escala (1) 2h

Tabla 7. 1. Datos del ejemplo 1

Notese que el modulo de Young tiene un valor excesivamente bajo y para nada realista.
Esto se hace con el fin de comprobar si el modelo matematico se lleva a cabo
correctamente. Para los ejemplos 3D, los cuales son mas ilustrativos, si se utilizaran unos
valores més acordes con los reales.

7.1.1. Influencia de la malla

Para estudiar la influencia que tiene la malla en el problema vamos a realizar tres
simulaciones con un namero de incrementos N, el cual serd de 200 para estos tres casos:
La malla a) de 50x150 elementos, la malla b) de 100x300 elementos y la malla c) de
200x600 elementos. Estas tres mallas estan representadas en la Figura 7.2:

b)
Figura 7. 2. Mallas del ejemplo 1
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Dado que el nimero de incrementos es el mismo para las tres simulaciones, lo que
haremos serd comparar la propagacion de la fractura (phase-field) en cada malla en unos
determinados N;. Esta comparacion la podemos observar en las siguientes figuras:

108400
.
Los
iy
[ 02
50002
a) b) c)

Figura 7. 3. Propagacion de la fractura del ejemplo 1 en el incremento 135

b) c)

Figura 7. 4. Propagacion de la fractura del ejemplo 1 en el incremento 165

Phase-field s

I 1.0e+00
0.8
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— 04

[ 02
5.0e-02

Phase-field s
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Figura 7. 5. Propagacion de la fractura del ejemplo 1 en el incremento 200

Podemos observar en la Figura 7.3 que en la malla a), la cual es la mas gruesa, se produce
un dafiado visible en la parte inferior, mientras que en la malla b) apenas podemos
apreciarlo en los extremos de la base y en la malla ¢) no ha comenzado aun la propagacién
de la fractura. En la Figura 7.4 vemos que en la malla a) se ha llegado muy rapidamente
a la completa rotura del material. En cambio, en la malla b) observamos que la fractura
se propaga mas lentamente, mientras que en la malla c) apenas acaba de comenzar a
dafarse en los extremos de la base. Para finalizar, en la Figura 7.5 se muestra el ultimo
incremento, es decir, el fin de la simulacion. Podemos ver que en la malla b) el material
ha fracturado por completo. Por el contrario, en la malla c) se ha propagado una pequefia
cantidad la fractura y se ha producido un dafiado en el material en la zona donde
previsiblemente iba a fracturar, pero no se llega a la rotura completa. Otras diferencias
apreciables son el tamafio de la fractura, el cual es mayor cuanto mas gruesa sea la malla,
y el color azul mas claro (lo que significa un pequefio dafiado) en zonas alejadas a la
fractura en la malla a) frente a las mallas b) y c).

Para comprobar lo que hemos visto, es decir, si el material ha fracturado completamente
0 no, vamos a representar graficamente la fuerza de reccién frente al desplazamiento. En
la Figura 7.6 podemos ver las curvas obtenidas para cada malla:
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Comparacion de las distintas mallas

0,16
0,14
0,12
0,10
0,08
0,06

0,04

Fuerza de reaccion de fractura

0,02

0,00 | I
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5

Desplazamiento
Malla a) Malla b) Malla c)

Figura 7. 6. Curvas fuerza de reaccion de fractura - desplazamiento para diferentes mallas

El momento en el que se fractura completamente el material es cuando la fuerza de
reaccion de fractura disminuye rapidamente hasta hacerse 0. Por lo tanto, confirmamos
lo visto anteriormente, es decir, la malla a) rompe en primer lugar para un desplazamiento
de 0.35, después fractura por completo la malla b) para un desplazamiento de 0.4 y por
altimo no se produce la fractura total de la malla ¢), aunque podemos ver que estaba a
punto de hacerlo debido a que la curva comenzaba a descender. Por lo tanto, en mallas
mas refinadas hay un mayor nimero de elementos y, a causa de esto, la fuerza de reaccion
de fractura sera mayor.

7.1.2. Influencia del nUmero de incrementos

Con el fin de analizar la influencia del numero de incrementos en la simulacion, lo que
haremos serd comparar la propagacion de la fractura para una misma malla,
concretamente la b), con diferentes niUmeros de incrementos.
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En la Figura 7.7 se muestra la propagacion de la fractura para N=50:

1.0e+00
[ 0.8
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[ 0-2
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Phase-field s

Figura 7. 7. Propagacion de la fractura para N=50

Para N=100 la propagacion de la fractura es la mostrada en la Figura 7.8:

1.0e+00
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Phase-field s

Figura 7. 8. Propagacion de la fractura para N=100

Daniel Blanco Benavides pag. 48



Por ultimo, en la Figura 7.9 podemos ver la propagacion de la fractura con N=200:

Ja\

Figura 7. 9. Propagacion de la fractura para N=200

Para visualizar con mayor detalle las diferencias existentes entre estos tres casos vamos
a recurrir a la representacion grafica de fuerza de reaccion de fractura — desplazamiento
(Figura 7.10):

Comparacion de los distintos incrementos
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0,14
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000 u

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
Desplazamiento
n=200 n=100 n=50

Figura 7. 10. Curvas fuerza de reaccion - desplazamiento para diferentes incrementos
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En este grafico vemos que para un nimero de 50 incrementos el material no fractura por
completo y sélo lo hace en las esquinas inferiores como podemos observar en la Figura
7.7. En cambio, para un nimero de incrementos de 100 y 200 si que fractura por completo
(Figura 7.8 y Figura 7.9, respectivamente). La diferencia entre estos dos ultimos casos
radica en que para N=100 la rotura completa del material se produce cuando el
desplazamiento impuesto ha alcanzado el valor de 0.47 aproximadamente, mientras que
para N=200 se produce aproximadamente para un valor de 0.42. Ademas, en la Figura
7.10 podemos percatarnos de que un mayor nimero de incrementos implica una fuerza
de reaccion de fractura menor debido a que el desplazamiento se impone mas
progresivamente.

7.1.3. Tensiones de VVon Misses

Para visualizar el campo de tensiones de VVon Misses en el material vamos a tomar el caso
de la malla b) con 200 incrementos, cuya propagacion de la fractura ya hemos
representado en la Figura 7.9. A continuacion se muestra la evolucion de las tensiones de
Von Misses en distintos incrementos:

Figura 7. 11. Tensiones de Von Misses del ejemplo 1

Id.le—U(i

— 0.003

— 0.002

[ 0.001
6.3e06

Tension de Von Misses

En la primera imagen de la Figura 7.11 podemos observar como la pieza esta tensionada
en su totalidad, sobre todo en los extremos donde comenzara a aparecer la grieta.
Seguidamente, en la segunda y tercera imagen vemos que conforme se propaga la grieta
las tensiones alrededor de ella se van rebajando excepto en la parte central, donde se
aprecia un aumento del valor de las tensiones ya que es por donde se concluira la fractura.
En la cuarta ilustracion las tensiones se rebajan en gran medida debido a que el cuerpo
esta apunto de romper completamente. Para finalizar, en la ultima imagen se ha producido
la fractura completa del material, por lo que el cuerpo deja de estar tensionado como era
de esperar.
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7.2. Cuerpo en formade L

e Objetivo: Comparacion de la propagacion de la fractura dependiendo de si la funcion
de degradacion es cuadratica o cubica. Las expresiones de estas funciones son las que
encontramos en (4.30), es decir, g(s)=(1—-5)% y g(s)=(2-ay)(s—1)°*+
+(3 - ag)(s —1)2.

Este ejemplo consiste en un cuerpo en forma de L cuya arista lateral mas larga esta

empotrada y, por lo tanto, los desplazamientos estan restringidos en ella, mientras que en

la arista lateral menor aplicaremos un desplazamiento total ug. La geometria y las
condiciones de contorno estan representadas en la Figura 7.11:

b

AN\

e <= = <= <« < < < <

a

Figura 7. 12. Geometria y condiciones de contorno del ejemplo 2

Los parametros de este ejemplo estan recogidos en la Tabla 7.2:

Dato Valor
Longitud a 2m
Longitud b 1m
Desplazamiento (uq) 1m
Madulo de Young (E) 1 Pa
Coeficiente de Poisson (v) 0.4
Rigidez residual (k) 1-1075
Energia de fractura (Gc) 5-107* J/m?
Parametro de escala (1) 5-1073
Load increments (N) 500

Tabla 7. 2. Datos del ejemplo 2
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La malla generada en FreeFEM es la siguiente:

Figura 7. 13. Malla del ejemplo 2

7.2.1. Comparacion entre las distintas g(s)

Lo que haremos sera comparar en determinados incrementos como se ha propagado la
fractura para estos casos: funcion de degradacion cuadratica a) y funciones de
degradacion cubicas b), ) y d), donde para estos tres ultimos ag toma el valor de 1, 0.5y
0.1 respectivamente.

a) b) c) d)

Phase-field s
44e08 0.1 02 03 04 05 06 O
| | I

7 08 09 10e+00
| |

Figura 7. 14. Propagacion de la fractura del ejemplo 2 en el incremento 173

a) b) c)

Phase-field s

44e08 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10e+00
| | | | | | |

Figura 7. 15. Propagacion de la fractura del ejemplo 2 en el incremento 202
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a) b) c) d)

Phase-field s

4408 Q1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0e+Q0
| | | |

Figura 7. 16. Propagacion de la fractura del ejemplo 2 en el incremento 275

a) b) c)

Phase-field s

44608 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10e+00
| | | | ! |

Figura 7. 17. Propagacion de la fractura del ejemplo 2 en el incremento 500

En la Figura 7.14 es donde podemos ver la mayor diferencia entre estos cuatro casos, ya
que se puede apreciar claramente que la longitud de la fractura es mayor en a) que en b),
c) y d), donde en este ultimo apenas acaba de comenzar a producirse la fractura. En la
Figura 7.15 vemos que ocurre algo similar a la Figura anterior, pero siendo mas dificil de
apreciar la diferencia de longitud entre un caso y otro. Por ultimo, en las Figuras 7.16 y
7.17 observamos como se va propagando la fractura lentamente, llamando especialmente
la atencion como para el caso a) se produce mayor dafiado en zonas alejadas a la fractura,
ya que el tono es un azul mas claro. De igual manera ocurre para los tres ultimos casos,
produciéndose mayor dafiado en b) que en c) y en ¢) que en d), donde vemos que para
este ultimo caso el color es azul oscuro, por lo que no se ha producido apenas dafiado en
zonas lejanas a la fractura.

En conclusion, el orden de mayor a menor degradacion sobre el material es: a), b), ¢) y
d). Esto es légico si tenemos en cuenta las graficas de cada una de estas funciones de
degradacion (Figura 4.5), ya que para un mismo valor de s la funcion de degradacién
toma valores menores en a) que en b), en b) que en ¢) y en ¢) que en d).
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En la Figura 7.18 estan representadas las curvas fuerza de reaccion de fractura —
desplazamiento de estos cuatro casos:

Comparacion de las distintas g(s)
9E-03

8E-03
7E-03
6E-03
5E-03
4E-03
3E-03

2E-03

Fuerza de reaccion de fractura

1E-03

OE+00

0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Desplazamiento

Cubica (ag=1) Cubica (ag=0.5)

Cuadratica

Cubica (ag=0.1)

Figura 7. 18. Curvas fuerza de reaccion de fractura - desplazamiento para diferentes g(s)

En esta ultima grafica podemos reafirmar lo comentado anteriormente, ya que podemos
observar que la curva para el caso de utilizar una funcion cuadratica comienza a disminuir
antes que para los casos en los que la funcién es cubica, es decir, la fractura comienza
antes para el primer caso comentado. Ademas, también podemos ver que la fuerza de
reaccion de fractura es menor para el caso a) que para los demas, siendo esto consecuencia
de que la g(s) cuadratica provoca una mayor degradacion en el material.

7.2.1. Tensiones de VVon Misses

Al igual que hicimos para el primer ejemplo, vamos a mostrar en la Figura 7.19 la
evolucion de las tensiones producidas conforme la fractura progresa:

b L B

Tension de Von Misses

24e05001 002 003 0D4 005 006 007 008 009 10e01
| | | | | |

Figura 7. 19. Tensiones de Von Misses del ejemplo 2

Al igual que en el ejemplo 1, podemos ver que un area considerable de la pieza esta
tensionada antes de que se inicie la fractura. EI maximo valor de tension se localiza donde
la fractura va a iniciarse y en la arista donde los desplazamientos estan restringidos. En la
segunda y tercera secuencia de la Figura 7.19 observamos que donde pieza ha roto las
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tensiones son nulas y que los valores maximos de tension estan en el extremo de la rotura
y en la arista empotrada. En la Gltima ilustracion, que es cuando la fractura se propaga
muy lentamente, vemos que la tension se rebaja en toda el &rea de la pieza excepto en el
extremo de la grieta y en la zona central de la arista empotrada, ya que la rotura no es
completa.

7.3. Cuerpo rectangular con grieta inducida

e Objetivo: Comparacion del phase-field entre el caso de impedir que el material se
recupere frente al caso contrario.

Este ejemplo consiste en una pieza rectangular donde en uno de sus lados menores se ha
inicializado una grieta. En ambos extremos de la pieza se estableceran apoyos y se les
impondran a sus dos lados mayores un desplazamiento de traccion. La funcion de
degradacion g(s) utilizada sera cuadratica y la geometria y las condiciones de contorno se

muestran a continuacion:
a

u{l
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AN u, 29

Figura 7. 20. Geometria y condiciones de contorno del ejemplo 3

Los datos de este ejemplo estan recogidos en la Tabla 7.3:

Dato Valor
Longitud a 1m
Longitud b 0.5m
Longitud ¢ 0.5m
Longitud d 0.004 m
Desplazamiento (uq) 0.2m
Madulo de Young (E) 1 Pa
Coeficiente de Poisson (v) 0.4
Rigidez residual (k) 1-1075
Energia de fractura (Gc) 5-107* J/m?
Parametro de escala (1) 5-1073
Load increments (N) 300

Tabla 7. 3. Datos del ejemplo 3

Daniel Blanco Benavides pag. 55



La malla es la mostrada en la Figura 7.21:

Figura 7. 21. Malla del ejemplo 3

7.3.1. Comparacion con/sin recuperacion del material

Para visualizar las diferencias vamos a proceder a ilustrar varias figuras para
determinados incrementos. El caso a) es cuando se impide la recuperacion del material y
el caso b) es el contrario:

| ——
a)
Phase-field s
22e08 0.1 02 01.3 0[.4 0[.5 Oié 0i7 08 09 1.0e+00
-_— e

Figura 7. 22. Propagacion de la fractura del ejemplo 3 en el incremento 42

o

a)

Phase-field s
22¢08 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0e+00

— | —

Figura 7. 23. Propagacion de la fractura del ejemplo 3 en el incremento 54
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Phase-field s
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Figura 7. 24. Propagacion de la fractura en el ejemplo 3 en el incremento 59

Phase-field s
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Figura 7. 25. Propagacion de la fractura del ejemplo 3 en el incremento 69

b)

Phase-field s
22¢08 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10e+00
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Figura 7. 26. Propagacion de la fractura del ejemplo 3 en el incremento 300

En las Figuras 7.22 y 7.23 podemos observar la iniciacion y la progresién de la fractura
respectivamente. Apenas podemos encontrar diferencias entre el caso a) y b) en lo que
respecta a la zona fractura, sin embargo, en la transicion entre estas Figuras vemos que se
produce una disminucion del pardmetro phase-field en la zona cercana a la fractura en el
caso b), es decir, se produce la recuperacion del material, mientras que en el caso a) esto
no ocurre. Esta recuperacion del material se puede ver con mucha mas claridad si nos
fijamos en las Figuras 7.23, 7.24 y 7.25, donde se aprecia que la fractura sufrida
anteriormente va desapareciendo. Destacar que esto solo ocurre en una parte simétrica
del material, ya que en una se produce la fractura completa y en la otra no debido a que
la malla no es simétricamente perfecta. Finalmente, en la Figura 7.26 vemos como se ha
propagado la fractura, destacando otra vez como gran parte del material en el caso b) tiene
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un phase-field nulo, mientras que para el caso a) se aprecia un dafiado en zonas cercanas
a la fractura.

7.3.2. Tensiones de Von Misses

En este apartado vamos a ilustrar las tensiones de Von Misses producidas para el caso en
que el material no presenta recuperacion. En la Figura 7.27. podemos visualizarlas:
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Figura 7. 27. Tensiones de Von Misses del ejemplo 3

Tensién de Von Misses

Al igual que ocurria en los dos anteriores ejemplos, podemos observar como en la
iniciacion de la grieta se producen grandes tensiones cercanas a donde va a fracturar la
pieza. A medida que la fractura progresa, las tensiones se rebajan y se localizan en una
zona cercana a donde se va a producir la rotura. Por ultimo, en las dos imagenes inferiores
podemos ver que la parte simétrica superior del material ha fracturado por completo, lo
que produce que dicha zona las tensiones se anulen. Por otro lado, en la parte simétrica
inferior observamos que las tensiones se limitan Unicamente a los extremos por donde la
fractura se propaga. Destacar, como hemos dicho anteriormente, que la fractura deberia
ser simultanea en ambas partes a un lado y otro de la grieta inducida, pero la no simetria
de la malla ocasiona que una parte fracture antes que la otra.

Daniel Blanco Benavides pag. 58



7.4. Probeta de ensayo de traccion

e Objetivo: Comprobacion de obtencion de resultados cualitativamente similares a un
caso real.

Este ejemplo tridimensional consistird en la simulacién de un ensayo de traccion con una
probeta de acero, es decir, uno de los cabezales de la probeta estara fijado mediante una
mordaza (impedimos los desplazamientos), mientras que el otro cabezal sera sometido a
un desplazamiento axial de traccion. Ademas, compararemos la carga de rotura obtenida
en caso de utilizar la funcién de degradacién cuadrética o la cubica. Las dimensiones de
la probeta (en mm) las podemos ver a continuacion:

37 20 37

|

©20

o~ ™
Q a

Figura 7. 28. Dimensiones de la probeta

Su aspecto tridimensional y su malla estan el representados en la Figura 7.29:

a) b)

Figura 7. 29. Vista tridimensional a) y malla b) de la probeta

Las caracteristicas del acero utilizado y los demas datos se muestran en la Tabla 7.4:

Dato Valor
Madulo de Young (E) 210 MPa
Coeficiente de Poisson (v) 0.3
Desplazamiento (uq) 28 mm
Rigidez residual (k) 1-1075-E
Energia de fractura (Gc) 5-107* J/m?
Parametro de escala (1) 1-107°
Load increments (N) 150

Tabla 7. 4. Datos de la probeta
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7.4.1. Propagacion de la fractura

Al igual que hicimos en el ejemplo 2 bidimensional, vamos a comparar los valores del
phase-field en determinados incrementos para las siguientes situaciones: Funcién de
degradacion cuadratica (probeta superior) y funcion de degradacion clbica con a; = 0.1
(probeta inferior). La simulacion la podemos ver en la Figura 7.30:

— =
—

Phase-field s

3.6e10 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0e+00
I I | | | I |

Figura 7. 30. Propagacion de la fractura en la probeta en los incrementos: 91 a); 111 b); 113 c); 116 d)

Podemos observar que primero se produce un dafiado en la parte central de la probeta y
que en un pequefio intervalo de desplazamientos se produce una reduccion de la seccién
y la rotura completa del material. Es decir, al igual que en un caso real (Figura 7.31), se
produce el tipico fendmeno de encuellamiento en la zona cercana al cabezal de la probeta

que esta fijo:

Figura 7. 31. Encuellamiento probeta real

Para apreciar en detalle las diferencias entre la simulacién realizada con la funcién g(s)
cuadratica frente a la cubica, vamos a representar en la Figura 7.32 las curvas fuerza de
reaccion de fractura — desplazamiento:

Daniel Blanco Benavides pag. 60



Comparacion de las distintas g(s)
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Figura 7. 32. Curvas fuerza de reaccion de fractura — desplazamiento de la probeta para diferentes g(s)

Como observamos en los ejemplos bidimensionales, la funcién de degradacion cuadréatica
provoca una mayor degradacion en el material. La diferencia mas apreciable que podemos
ver en la grafica es que la tension de rotura en el caso de utilizar una funcion de
degradacion cubica es un 48.75% mayor que el caso de tener una g(s) cuadratica.

7.4.2. Tensiones de VVon Misses

En caso de utilizar la funcién de degradacion cuadratica anterior, la evolucion del campo
de tensiones esta representada en la Figura 7.33:

Tension de Von Misses
7.2004 5 10 15 20 2.4e+01

_— ‘ '

Figura 7. 33. Tensiones de Von Misses en la probeta

Podemos observar como la tension en toda la parte central de la probeta es alta durante el
proceso de traccidn hasta que comienza a estrecharse la seccion, es decir, a producirse el
fendmeno de encuellamiento. Esto supone una rapida disminucién de las tensiones en
toda la probeta, sobre todo en la zona donde se produce dicho encuellamiento. Como era
de esperar, una vez la probeta ha fracturado, las tensiones se anulan en todo el cuerpo.
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7.5. Biela

e Objetivo: Comparacién de las curvas de fuerza de reaccion de fractura —
desplazamiento en caso de tener una biela sin un defecto superficial con otra biela que
si lo tendré.

En este ejemplo tridimensional vamos a estudiar cdmo se propaga la fractura en una biela
de un motor de combustion. Esta pieza serd un acero forjado, ya que tiene que ser
resistente a las tensiones y temperaturas, teniendo un mddulo de Young de 210 MPay un
coeficiente de Poisson de 0.3. Concretamente, impondremos un desplazamiento de
traccion en el pie de la biela y restringiremos los desplazamientos en la cabeza de esta.
En la Figura 7.34 podemos ver las dimensiones (en mm) de la biela:
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Figura 7. 34. Dimensiones de la biela
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Su vista tridimensional y su malla estan representadas a continuacion:

b)

Figura 7. 35. Vista tridimensional a) y malla b) de la biela

El defecto inicial que tendra la otra biela y su mallado es el mostrado en la Figura 7.36:

a) b)

Figura 7. 36. Defecto inicial de la biela a) y su mallado b)

Los datos necesarios para la resolucion del problema se muestran en la Tabla 7.5:

Dato Valor
Modulo de Young (E) 210 MPa
Coeficiente de Poisson (v) 0.3
Desplazamiento (uq) 10 mm
Rigidez residual (k) 1-107>-E
Energia de fractura (Gc) 1.5-107% J/m?
Parametro de escala (1) 1-107°
Load increments (N) 150

Tabla 7. 5. Datos de la biela
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7.5.1. Propagacion de la fractura

Para observar con claridad las diferencias del campo phase-field entre tener una biela sin
un defecto inicial y tenerlo, vamos a representar varias Figuras en determinados instantes
de la simulacién. La funcion de degradacion utilizada es cuadrética. A la izquierda se
situard la biela sin defecto y a la derecha la que lo tiene:

Phase-field s
1908 0.1 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0e+00
' es—

Figura 7. 37. Propagacion de la fractura en las bielas en los incrementos: 85 a); 96 b); 110 c); 135 d); 138 e); 141 d)
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Observando los incrementos representados en la Figura 7.37 podemos sacar las siguientes
conclusiones: En a) y b) podemos ver la iniciacion y propagacion de la fractura en el
defecto inducido, respectivamente, mientras que la biela que no presenta ningun defecto
apenas se ha producido dafiado, es decir, presenta valores muy bajos de phase-field.
Ademas, en b) podemos percatarnos de como el pie y parte del cuerpo de la biela se
doblan debido a la grieta inducida. En c) ya se ha producido la total rotura de la biela que
presentaba la grieta inicial. Por otro lado, en la biela sin defecto inicial ya se comienza a
apreciar mas claramente un dafiado donde se va a producir la fractura. Por ultimo, d), e)
y f) representan un intervalo de desplazamiento pequefio, ya que comprenden del
incremento 135 al 141. Observamos primeramente un dafiado importante en d), que
aumenta en e) y que rapidamente lleva a la rotura completa de la biela en f).

Como siempre, para ver dar consistencia a lo mencionado, vamos a representar a
continuacion graficamente las curvas de fuerza de reaccion de fractura — desplazamiento
para ambos casos:

Comparacion de las bielas con/sin defecto inicial

3500
3000
2500
2000
1500

1000

Fuerza de reaccion de fractura

500

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Desplazamiento

Sin defecto Con defecto

Figura 7. 38. Curvas fuerza de reaccion de fractura — desplazamiento de las bielas

Tener un defecto inicial supone que la carga de rotura se vea reducida un 32% y que se
llegue a la rotura total del material para un desplazamiento inferior, tal y como hemos
visto en la Figura 7.37. Ademas, atendiendo a la curva de la biela con defecto podemos
observar que se presentan dos pendientes descendientes. Esto se debe a que la grieta
progresa en primer lugar por la zona del defecto inicial, pero finalmente acaba uniéndose
a la fractura que se va ocasionando en el lado contrario a dicho defecto.
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7.5.2. Tensiones de Von Misses

Al igual que hemos procedido en el apartado anterior, vamos a comparar el campo de
tensiones de VVon Misses en ambas bielas. A la izquierda se situara la biela sin defecto y
a la derecha la que lo tiene:

{4 44
{4 44
{4 44

Tension de Von Misses

3.1e03 2 4 [} 8 10 12 14 1.7e+01
| | | |

— - —
Figura 7. 39. Tensiones de Von Misses en las bielas en los incrementos: 85 a); 96 b); 110 c); 135 d); 138 e); 141 d)

Daniel Blanco Benavides pag. 66



En la Figura 7.39 hemos representado el campo de tensiones de Von Misses en los
mismos incrementos en los que representamos anteriormente el phase-field en el apartado
anterior con el fin de establecer una relacion. Como vimos, en a) se produce la iniciacion
de la fractura en el defecto inducido, produciéndose grandes tensiones alrededor de este.
En b), cuando la biela con el defecto inicial esta a punto de fracturar completamente, se
produce una disminucion de las tensiones en gran parte de la biela, concentrandose estas
en la zona contraria al defecto que, como comentamos anteriormente, es donde produce
la unidn de las fracturas. En c), al producirse la fractura completa el campo de tensiones
de anula. Para la biela sin defecto vemos que de a) a ¢) Unicamente se produce un aumento
de las tensiones en el cuerpo de la biela, sobre todo donde se va a ocasionar la fractura.
En d) podemos ver que Unicamente en la zona con un dafiado alto se han rebajado las
tensiones, ya que la fractura comienza a producirse. En e), cuando la fractura completa es
casi inminente, el campo de tensiones se rebaja en todo el cuerpo de la biela excepto en
la zona por donde la fractura esta progresando. En f), como era de esperar, el campo de
tensiones se anula al fracturar completamente el material.

7.6. Piston

e Objetivo: Aplicacion de simetria con el fin de obtener una malla refinada para un
tiempo de computo alto.

Como ultimo ejemplo en este trabajo vamos a someter a traccion un piston de un motor
de combustion. EI material utilizado sera una aleacion de aluminio-silicio, ya que los
pistones deben soportar presiones y temperaturas elevadas, ademas de velocidades y
aceleraciones muy altas. Por ello, se escoge este material de peso especifico bajo con el
fin de disminuir la energia cinética que se genera en los desplazamientos. La simulacion
consistira en restringir los desplazamientos en la cabeza del piston e imponer un
desplazamiento a traccion en la superficie inferior de la falda del piston. Las dimensiones
(en mm) del pistén son las mostradas a continuacion:
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Todos los redondeos no acotados son de 2 mm

Figura 7. 40. Dimensiones del piston
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Su vista tridimensional y su malla estan representadas en la Figura 7.41:

a) b)
Figura 7. 41. Vista tridimensional a) y malla b) del piston

Sin embargo, podemos realizar simetria dos veces, ya que la geometria del piston y las
condiciones de contorno nos lo permiten. Con esto conseguimos obtener una malla mucho
mas refinada y el tiempo de computo seria aproximadamente el mismo. A continuacion

se muestra la malla de un cuarto del piston:

Figura 7. 42. Malla de un cuarto de pistén

La malla del piston completo esta formada por 233388 tetraedros y 10618 triangulos,
mientras que la malla de un cuarto de pistdn esta compuesta por 229639 tetraedros y
12937 triangulos. En conclusién, tenemos casi el mismo ndmero de elementos en un
cuarto del espacio inicial y sin verse apenas afectado el tiempo de computo.
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Las caracteristicas de la aleacion de aluminio-silicio y los datos necesarios para llevar a
cabo la simulacion se recogen en la Tabla 7.6:

Dato Valor
Médulo de Young (E) 70 MPa
Coeficiente de Poisson (v) 0.34
Desplazamiento (uq) 5 mm
Rigidez residual (k) 1-1075-E
Energia de fractura (G) 5-107% J/m?
Parametro de escala (I) 1-1075
Load increments (N) 200

Tabla 7. 6. Datos del piston

7.6.1. Propagacion de la fractura

En este apartado vamos a representar varios instantes de la simulacion para observar como
se propaga la fractura. La simulacion del problema se ha realizado con la funcion cubica
que menos degradacion ocasiona, es decir, con a, = 0.1. En la Figura 7.43 hemos
representado determinados instantes de la simulacion:

I 1.0e+00

— 0.8
— 0.6

—04

b)
— 0.2
l 1.9e-10
d)

Phase-field s

c)

Figura 7. 43. Propagacion de la fractura en el piston en los incrementos: 133 a); 155 b); 165 c); 173 d)
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De la Figura 7.43 podemos sacar las siguientes conclusiones: En a) vemos que la
iniciacion de la fractura tiene lugar en el orificio donde se aloja el perno, ademés de que
se aprecia un pequefio dafiado en la ranura de compresion inferior. En la ilustracion b) se
aprecia como se ha propagado la fractura que se inicié en el orificio donde se aloja el
perno rapidamente, mientras que en la ranura de compresion aumenta el dafiado. En c)
comienza a iniciarse la fractura en la ranura de compresion, ademas de que podemos ver
como se ha deformado esta. Por Gltimo, en d) podemos observar como la fractura que
comenz0 a propagarse en el orificio donde se aloja el perno se une a la fractura que se
propaga por la ranura de compresion inferior, ocasionando la rotura total del piston.
Aunque no se aprecie la union de ambas grietas en la malla deformada, sabemos que la
rotura total ha tenido lugar debido a que el phase-field no varia del incremento 173 al 200.
Para corroborar esto representaremos la curva fuerza de reaccion de fractura —
desplazamiento obtenida para esta simulacion:

Curva fuerza de reaccidn de fractura - desplazamiento del pistén
1400

1200
1000
800
600

400

Fuerza de reaccion de fracura

200

0 0,5 1 15 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5

Desplazamiento

Figura 7. 44. Curva fuerza de reaccion de fractura — desplazamiento del piston

Dado que en cada incremento se produce un desplazamiento de 0.025 mm, en el
incremento 173 se ha desplazado la superficie inferior de la falda del piston un total de
4.325 mm, que es aproximadamente cuando la curva comienza a disminuir rapidamente,
es decir, cuando se produce la rotura total. Al igual que ocurria en la simulacion de la
biela, se aprecian dos pendientes negativas diferentes debido a la proximidad de dos
fracturas (la del orificio donde se aloja el perno y la de la ranura de compresion). En la
Figura 7.43 c) se puede observar como las fracturas estan muy préximas. Esto ocurre en
el incremento 165, es decir, cuando el desplazamiento impuesto tiene un valor de 4.125
mm. Si observamos la grafica podemos ver que aproximadamente el cambio de pendiente
concuerda cuando el desplazamiento impuesto ha alcanzado dicho valor.
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7.6.2. Tensiones de VVon Misses

A continuacion representaremos la evolucion del campo de tensiones en el piston a
medida que se va produciendo el desplazamiento en la superficie inferior de la falda.

Tension de Von Misses

1.7e-29 1 2 3 4 5 <] 7.4e+00
| | | |

Figura 7. 45. Tensiones de Von Misses en el piston

En la primera ilustracion de la Figura 7.45 gran parte del piston estd tensionado
previamente a la aparicion de la fractura. Los valores de tension més altos se encuentran
donde va a comenzar la fractura y en casi la totalidad de las tres ranuras de compresion.
En la segunda imagen, una vez la fractura se ha iniciado, las tensiones mas altas se
localizan en el extremo por donde la fractura se esta propagando, ademas de en las ranuras
de compresion. En la tercera imagen vemos como el area tensionada en las ranuras de
compresion se ha reducido, localizandose en la zona deformada y donde se iniciara la
segunda fractura. En las dos dltimas ilustraciones se aprecia como el material se relaja
debido a la proximidad de las dos fracturas hasta que la rotura es total y las tensiones se
anulan.
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8. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos adquirido los conocimientos necesarios para la resolucion del
problema de fractura mediante el método phase-field gracias a lo expuesto en los capitulos
tedricos. Primeramente, hemos aprendido la cinemética y la mecénica de continuo v,
posteriormente, la mecéanica de fractura junto con el método phase-field, siendo estas las
bases para la resolucion del problema. Mencionar también que este problema acoplado
podriamos haberlo resuelto mediante un método discretizado como es el XFEM, pero la
resolucion del hubiese sido mas compleja. Una vez planteadas las EDPs de ambos
problemas procedimos a la obtencién de las formas débiles de estas para utilizar el método
de resolucién incremental + staggered y, posteriormente, introducimos las nociones
béasicas de los elementos finitos. Por altimo, aprendimos como implementar el problema
acoplado en FreeFem para llevar a cabo su resolucion.

En el capitulo 7 hemos expuesto los resultados obtenidos de las distintas simulaciones.
Primero, hemos realizado varias simulaciones con geometrias sencillas en dos
dimensiones con el fin de comparar la influencia de distintos factores, como son el grosor
de la malla, el nimero de incrementos, las distintas funciones de degradacion y la
existencia de la irreversibilidad de la fractura o no. Analizando los resultados obtenidos
podemos decir que todos estos factores tienen una gran influencia en la propagacion de
la fractura, sobre todo el grosor de la malla, que cuanto menor en tamafio sean los
elementos, mas cercana a la realidad sera la propagacion de la fractura. EI nimero de load
increments también tiene una influencia considerable, ya que el desplazamiento impuesto
en realidad se llevaria a cabo progresivamente poco a poco y no en grandes cantidades de
desplazamiento entre cada incremento, por lo que un mayor nimero de incrementos seria
lo ideal para simular un caso real. Destacar la implementacion de la irreversibilidad de la
fractura, ya que en zonas del material dafiadas, incluso areas completamente fracturadas,
se producia una disminucion del phase-field, algo que no es posible en la realidad. En
cuanto a las diferencias observadas en los resultados por el uso de unas funciones de
degradacion u otras, mencionar que la funcién de degradacion cuadratica es mas
conservadora a la hora de verificar cuando el material comienza a dafiarse, ya que en las
simulaciones podemos ver que la pieza comienza a fracturar primero en este caso, ademas
de que mayor area del material presenta un leve dafiado, cosa que ocurre en menor medida
cuando utilizamos una funcion de degradacion cubica. Ademas, las simulaciones
realizadas con una g(s) cuadratica son mas simples debido a que cuando se lleva a cabo
el método staggered, hace que el problema mecanico y de fractura sean lineales. Por el
contrario, el uso de una funcion de degradacion clbica otorga resultados mas cercanos a
la realidad, pero hace que la resolucion sea mas compleja y que el problema de fractura
no sea lineal. Por tanto, deberiamos haber implementado un Newton-Raphson para
resolverla, por eso, algunos resultados obtenidos con la g(s) cubica pueden resultar
extrafios si el nimero de incrementos es bajo. En el ejemplo 1 nos encontramos con este
incoveniente, vamos a mostrar a continuacion la fractura producida para ambos tipos de
funciones de degradacién:
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Figura 8. 1. Propagacion de la fractura con funciones de degradacién cuadratica a) y cibica b)

Finalmente, hemos realizado la simulacion de geometrias en 3D dentro el ambito
industrial. En los tres casos realizados podemos ver que se han obtenido resultados
coherentes, tal es asi que podemos ver como se produce el fendmeno de encuellamiento
en la probeta al igual que en un ensayo de traccion real. En la simulacion de la biela
también observamos como influyen los defectos de fabricacion en el comportamiento de
los materiales industriales, haciendo que la pieza se dafie antes y para una carga menor.

Mencionar que nos hubiera gustado realizar geometrias mucho méas complejas, asi como
mallados muy finos y utilizando un gran nimero de incrementos para obtener resultados
mas realistas, pero los medios computaciones son limitados y el tiempo necesario para la
realizacion de esas simulaciones hubiese sido muy extenso.

En conclusion, los objetivos propuestos en este proyecto han sido realizados de manera
satisfactoria, profundizando en el campo de elementos finitos, el cual es utilizado en
numerosos problemas de ingenieria para el disefio y mejora de productos y aplicaciones
industriales, ya sea en transmision del calor, aeronautica, analisis estructural, mecanica
de fluidos, etc. Tal es asi que se han desarrollado gran cantidad de softwares que se basan
en el método de elementos finitos para resolver problemas ingenieriles.
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ANEXOS

Anexo 1: Cuerpo rectangular

load "iovtk"; //Paquete para poder procesar los datos en Paraview

IIIMALLA

int nx=100;

int ny=300;

real Ix=1.0;//longitud eje x

real ly=3.0;//longitud eje y

mesh Th=square(nx,ny,[x*Ix,y*ly],flags=1);
plot(Th);

[IPARAMETROS FISICOS DEL PROBLEMA
real E=1, nu=0.4;

real lambda = E*nu/((1+nu)*(1-2*nu)),mu=E/(2*(1+nu));
real sqrt2=sqrt(2.);

real k=1e-5*E;

real Gc=5.0e-4; //energia de fractura

real h=0.1/nx;

real 1=2.0*h;

int n=200; //load increments

real ud=0.5; //desplazamiento impuesto

real du=ud/n;

real [int] Fvec(n);

real w;

real F;

//ESPACIO DE ELEMENTOS FINITOS
fespace Vh(Th,P1);

Vh ul,u2,v1,v2,dul,du;

fespace Vhs(Th,P1);

Vhs s,ds,vs,sold,;

fespace Wh(Th,P1);

Wh sigmavm;

/ICREACION DE MACROS

macro div(ul,u2) (dx(ul)+dy(u2)) //[EOM

macro epsilon(ul,u2) [dx(ul),dy(u2),(dy(ul)+dx(u2))/sqrt2] //EOM
macro grads(s) [dx(s),dy(s)]//EOM

macro ldentityMatrix [1.0, 0.0, 0.0, 1.0] /EOM

macro Trace(a) (a[0] + a[3]) /EOM

macro epsilonmatrix(ul,u2) [dx(ul), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)),
dy(u2)] //EOM
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macro  stress  (ul,u2)(lambda*ldentityMatrix*Trace(epsilonmatrix(ul,u2))  +2.
*mu*epsilonmatrix(ul,u2))//EOM

macro g(s) ((1-s)*2+k)//EOM

macro gprima(s) (2*(s-1)) //[EOM

macro gprimaprima(s) 2//EOM

macro FractureDiff(s,vs) (Gc*I1*(grads(s)*grads(vs))+(Gc/l)*s*vs) //[EOM

macro Welastic(ul,u2) 0.5*(stress(ul,u2)*epsilonmatrix(ul,u2)) //EOM

/IPLANTEAMIENTO DE LA FORMULACION VARIACIONAL
problem elasticidad([dul,du2], [v1,v2])= int2d(Th)(
g(s)*(stress(dul,du2)*epsilonmatrix(v1,v2)))
+int2d(Th)(g(s)*(stress(ul,u2)*epsilonmatrix(v1,v2)))

+ on (3,du2=du) //Condiciones de contorno

+ on( 1,dul=0,du2=0);

problem fractura (ds,vs)= int2d(Th)(
FractureDiff(ds,vs) + gprimaprima(s)*ds*Welastic(ul,u2)*vs)
+ int2d(Th)(FractureDiff(s,vs) + vs*gprima(s)*Welastic(ul,u2));

ofstream ff("F.dat");

/IRESOLUCION DEL PROBLEMA
for(int i=0;i<n;i++)

{

elasticidad;

ul=ul+dul;

u2=u2+du?2;

sold=s;
fractura;
s=s+ds;
s=min(s,1);
s=max(s,0);
s=max(s,sold);

w=int2d(Th)((1-s)"2*stress(ul,u2)*epsilonmatrix(ul,u2));
F=w/(ud*(i+1)/n);

Fvec[i]=F;

ff<<F<<endl;

/ITENSION DE VON MISSES

sigmavm=g(s)*(sqrt(stress(ul,u2)[0]*stress(ul,u2)[0]
+ stress(ul,u2)[3]*stress(ul,u2)[3]
-stress(ul,u2)[0]*stress(ul,u2)[3] +
3*stress(ul,u2)[1]*stress(ul,u2)[1]));
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savevtk("Ejemplol_DegQuadratic_n="+nx+"_n="+ny+"_Loadlncrements_"+n+"_"+i+
".vtk",Th,[ul,u2],i,s,sigmavm);
/[savevtk("Ejemplol_DegCubic_nx="+nx+"_n="+ny+"_ Loadlncrements_"+n+"_"+i+".
vtk",Th,[ul,u2],i,s,sigmavm);

}
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Anexo 2: Cuerpo en forma de L

load "iovtk"; //Paquete para poder procesar los datos en Paraview

[IIMALLA

border al(t=0,1){x=2*t;y=0;label=1;}
border a2(t=0,1){x=2;y=t;label=2;}
border a3(t=0,1){x=2-t;y=1;label=3;}
border a4(t=0,1){x=1;y=1+t;label=4;}
border a5(t=0,1){x=1-t;y=2;label=5;}
border a6(t=0,1){x=0;y=2-2*t;label=6;}
real n1=20;//resolucién aristas largas
real n2=10;//resolucidn aristas cortas
mesh

buildmesh(al(n1*10)+a2(n2*10)+a3(n2*10)+a4(n2*10)+a5(n2*10)+a6(n1*10));

plot(Th);

//PARAMETROS FISICOS DEL PROBLEMA
real E=1, nu=0.4;

real lambda = E*nu/((1+nu)*(1-2*nu)),mu=E/(2*(1+nu));
real sqrt2=sqrt(2.);

real k=1e-5;

real Gc=5.0e-4; //energia de fractura

real 1=5.0e-3;

int n=500; //load increments

real ud=-1; //desplazamiento impuesto

real du=ud/n;

real [int] Fvec(n);

real w;

real F;

real ag=0.1;

//ESPACIO DE ELEMENTOS FINITOS
fespace Vh(Th,P1);
Vhul,u2,v1,v2,dul,du;

fespace Vhs(Th,P1);

Vhs s,ds,vs,sold,;

fespace Wh(Th,P1);

Wh sigmavm;

/ICREACION DE MACROS

macro div(ul,u2) (dx(ul)+dy(u2)) //[EOM

macro epsilon(ul,u2) [dx(ul),dy(u2),(dy(ul)+dx(u2))/sqrt2] //EOM
macro grads(s) [dx(s),dy(s)]//EOM

macro IdentityMatrix [1.0, 0.0, 0.0, 1.0] /EOM
macro Trace(a) (a[0] + a[3]) //EOM
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macro epsilonmatrix(ul,u2) [dx(ul), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)),
dy(u2)] //EOM

macro  stress  (ul,u2)(lambda*ldentityMatrix*Trace(epsilonmatrix(ul,u2))  +2.
*mu*epsilonmatrix(ul,u2))//EOM

macro g(s) ((2-ag)*(s-1)"3+(3-ag)*(s-1)"2+k)//EOM

macro gprima(s) (3*(2-ag)*(s-1)"2+2*(3-ag)*(s-1)) /EOM

macro gprimaprima(s) (6*(2-ag)*(s-1)+2*(3-ag)) /EOM

macro FractureDiff(s,vs) (Gc*1*(grads(s)*grads(vs))+(Gc/l)*s*vs) //EOM

macro Welastic(ul,u2) 0.5*(stress(ul,u2)*epsilonmatrix(ul,u2)) /EOM

[IPLANTEAMIENTO DE LA FORMULACION VARIACIONAL
problem elasticidad([dul,du2], [v1,v2])= int2d(Th)(
g(s)*(stress(dul,du2)*epsilonmatrix(vl,v2)))
+int2d(Th)(g(s)*(stress(ul,u2)*epsilonmatrix(vl,v2)))

+ on (2,du2=du) //Condiciones de contorno

+ on (5,du1=0,du2=0);

problem fractura (ds,vs)= int2d(Th)(
FractureDiff(ds,vs) + gprimaprima(s)*ds*Welastic(ul,u2)*vs)
+ int2d(Th)(FractureDiff(s,vs) + vs*gprima(s)*Welastic(ul,u2));

ofstream ff("'F.dat");

/IRESOLUCION DEL PROBLEMA
for(int i=0;i<n;i++)

{

elasticidad;

ul=ul+dul;

u2=u2+du?2;

sold=s;
fractura;
S=s+ds;
s=min(s,1);
s=max(s,0);
s=max(s,sold);

w=int2d(Th)((1-s)"2*stress(ul,u2)*epsilonmatrix(ul,u2));
F=w/(ud*(i+1)/n);

Fvec[i]=F;

ff<<F<<endl;
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/ITENSION DE VON MISSES

sigmavm=g(s)*(sqrt(stress(ul,u2)[0]*stress(ul,u2)[0]
+ stress(ul,u2)[3]*stress(ul,u2)[3]
-stress(ul,u2)[0]*stress(ul,u2)[3] +
3*stress(ul,u2)[1]*stress(ul,u2)[1]));

savevtk("Ejemplo2_DegCubic_LoadIncrements_"+n+"_"+i+".vtk",Th,[ul,u2],i,s,sigma

vm);

ks
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Anexo 3: Cuerpo rectangular con grieta inducida

Con irreversibilidad de la fractura

load "gmsh"; //Paquete para poder cargar una malla de GMSH
load "iovtk"; //Paquete para poder procesar los datos en Paraview

[IIMALLA
mesh Th = gmshload("EJ3.msh");
plot(Th,wait=true);

/IPARAMETROS FISICOS DEL PROBLEMA
real E=1, nu=0.4;

real lambda = E*nu/((1+nu)*(1-2*nu)),mu=E/(2*(1+nu));
real sqrt2=sqrt(2.);

real k=1e-5;

real Gc=5.0e-4; /lenergia de fractura

real 1=5.0e-3;

int n=300; //load increments

real ud=0.2; //desplazamiento impuesto

real du=ud/n;

real [int] Fvec(n);

real w;

real F;

//ESPACIO DE ELEMENTOS FINITOS
fespace Vh(Th,P1);

Vh ul,u2,v1,v2,dul,du;

fespace Vhs(Th,P1);

Vhs s,ds,vs,sold,;

fespace Wh(Th,P1);

Wh sigmavm;

/ICREACION DE MACROS

macro div(ul,u2) (dx(ul)+dy(u2)) //EOM

macro epsilon(ul,u2) [dx(ul),dy(u2),(dy(ul)+dx(u2))/sqrt2] //EOM
macro grads(s) [dx(s),dy(s)]//EOM

macro ldentityMatrix [1.0, 0.0, 0.0, 1.0] /EOM

macro Trace(a) (a[0] + a[3]) //EOM

macro epsilonmatrix(ul,u2) [dx(ul), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)),
dy(u2)] //EOM

macro  stress  (ul,u2)(lambda*ldentityMatrix*Trace(epsilonmatrix(ul,u2))  +2.
*mu*epsilonmatrix(ul,u2))/EOM

macro g(s) ((1-s)"2+k)//EOM

macro gprima(s) (2*(s-1)) //EOM

macro gprimaprima(s) 2//EOM

macro FractureDiff(s,vs) (Gc*I*(grads(s)'*grads(vs))+(Gc/l)*s*vs) //EOM
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macro Welastic(ul,u2) 0.5*(stress(ul,u2)*epsilonmatrix(ul,u2)) //EOM

[IPLANTEAMIENTO DE LA FORMULACION VARIACIONAL
problem elasticidad([dul,du2], [v1,v2])= int2d(Th)(
g(s)*(stress(dul,du2)*epsilonmatrix(vi,v2)))
+int2d(Th)(g(s)*(stress(ul,u2)*epsilonmatrix(v1,v2)))

+ on (9,du2=du) //Condiciones de contorno

+ on (10,du2=-du) + on(11,du2=0) + on(12,dul=0);

problem fractura (ds,vs)= int2d(Th)(
FractureDiff(ds,vs) + gprimaprima(s)*ds*Welastic(ul,u2)*vs)
+ int2d(Th)(FractureDiff(s,vs) + vs*gprima(s)*Welastic(ul,u2));

ofstream ff("F.dat");

/IRESOLUCION DEL PROBLEMA
for(int i=0;i<n;i++)

{

elasticidad;

ul=ul+dul;

u2=u2+du?2;

sold=s;
fractura;
s=s+ds;
s=min(s,1);
s=max(s,0);
s=max(s,sold);

w=int2d(Th)((1-s)"2*stress(ul,u2)*epsilonmatrix(ul,u2));
F=w/(ud*(i+1)/n);

Fvec[i]=F;

ff<<F<<endl;

/ITENSION DE VON MISSES

sigmavm=g(s)*(sqrt(stress(ul,u2)[0]*stress(ul,u2)[0]
+ stress(ul,u2)[3]*stress(ul,u2)[3]
-stress(ul,u2)[0]*stress(ul,u2)[3] +
3*stress(ul,u2)[1]*stress(ul,u2)[1]));

savevtk("Ejemplo3_ Loadlncrements_"+n+" "+i+".vtk",Th,[ul,u2],i,s,sigmavm);

¥
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Sin irreversibilidad de la fractura

load "gmsh"; //Paquete para poder cargar una malla de GMSH
load "iovtk"; //Paquete para poder procesar los datos en Paraview

[IIMALLA
mesh Th = gmshload("EJ3.msh");
plot(Th,wait=true);

//PARAMETROS FISICOS DEL PROBLEMA
real E=1, nu=0.4;

real lambda = E*nu/((1+nu)*(1-2*nu)),mu=E/(2*(1+nu));
real sqrt2=sqrt(2.);

real k=1e-5;

real Gc=5.0e-4; /lenergia de fractura

real 1=5.0e-3;

int n=300; //load increments

real ud=0.2; //desplamiento impuesto

real du=ud/n;

real [int] Fvec(n);

real w;

real F;

//ESPACIO DE ELEMENTOS FINITOS
fespace Vh(Th,P1);

Vh ul,u2,v1,v2,dul,du;

fespace Vhs(Th,P1);

Vhs s,ds,vs;

fespace Wh(Th,P1);

Wh sigmavm;

/ICREACION DE MACROS

macro div(ul,u2) (dx(ul)+dy(u2)) //[EOM

macro epsilon(ul,u2) [dx(ul),dy(u2),(dy(ul)+dx(u2))/sqrt2] //EOM
macro grads(s) [dx(s),dy(s)]//EOM

macro ldentityMatrix [1.0, 0.0, 0.0, 1.0] /EOM

macro Trace(a) (a[0] + a[3]) //EOM

macro epsilonmatrix(ul,u2) [dx(ul), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)), 0.5*(dy(ul) + dx(u2)),
dy(u2)] //EOM

macro  stress  (ul,u2)(lambda*ldentityMatrix*Trace(epsilonmatrix(ul,u2))  +2.
*mu*epsilonmatrix(ul,u2))/EOM

macro g(s) ((1-s)"2+k)//EOM

macro gprima(s) (2*(s-1)) //[EOM

macro gprimaprima(s) 2//EOM

macro FractureDiff(s,vs) (Gc*I*(grads(s)'*grads(vs))+(Gc/l)*s*vs) //[EOM

macro Welastic(ul,u2) 0.5*(stress(ul,u2)*epsilonmatrix(ul,u2)) /EOM
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[IPLANTEAMIENTO DE LA FORMULACION VARIACIONAL
problem elasticidad([dul,du2], [v1,v2])= int2d(Th)(
g(s)*(stress(dul,du2)*epsilonmatrix(vi,v2)))
+int2d(Th)(g(s)*(stress(ul,u2)*epsilonmatrix(vi,v2)))

+ on (9,du2=du) //Condiciones de contorno

+ on (10,du2=-du) + on(11,du2=0) + on(12,dul=0);

problem fractura (ds,vs)= int2d(Th)(
FractureDiff(ds,vs) + gprimaprima(s)*ds*Welastic(ul,u2)*vs)
+ int2d(Th)(FractureDiff(s,vs) + vs*gprima(s)*Welastic(ul,u2));

ofstream ff("F.dat");

//IRESOLUCION DEL PROBLEMA
for(int i=0;i<n;i++)

{

elasticidad;

ul=ul+dul;

u2=u2+du?2;

fractura;
s=s+ds;
s=min(s,1);
s=max(s,0);

w=int2d(Th)((1-s)"2*stress(ul,u2)*epsilonmatrix(ul,u2));
F=w/(ud*(i+1)/n);

Fvec[i]=F;

ff<<F<<endl;

/ITENSION DE VON MISSES

sigmavm=g(s)*(sqrt(stress(ul,u2)[0]*stress(ul,u2)[0]
+ stress(ul,u2)[3]*stress(ul,u2)[3]
-stress(ul,u2)[0]*stress(ul,u2)[3] +
3*stress(ul,u2)[1]*stress(ul,u2)[1]));

savevtk("Ejemplo3_Loadlncrements "+n+" "+i+".vtk", Th,[ul,u2],i,s,sigmavm);

}
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Anexo 4: Probeta de ensayo de traccion

load "gmsh"; //Paquete para poder cargar una malla de GMSH
load "msh3"; //Paqueta para poder crear una malla 3D
load "iovtk";

/ICREACION DE LA MALLA//
mesh3 Th = gmshload3("probeta.msh");
plot(Th,wait=true);

[IPARAMETROS FISICOS Y CARGAS
real E=210, nu=0.3;

real lambda = E*nu/((1+nu)*(1-2*nu)),mu=E/(2*(1+nu));
real sqrt2=sqrt(2.);

real k=1e-5*E;

real Gc=2.5e-4; /lenergia de fractura

real 1I=1e-5;

int n=150; //load increments

real ud=28; //desplazamiento impuesto
real du=ud/n;

real [int] Fvec(n);

real w;

real F;

real ag=0.1;

//ESPACIO DE ELEMENTOS FINITOS
fespace Vh(Th,P1);

Vh ul,u2,u3,vl,v2,v3,dul,du2,du3;
fespace Vhs(Th,P1);

Vhs s,ds,vs,sold,;

fespace Wh(Th,P1); // elementos P1

Wh sigmavm;

Wh FS;

IIMACROS

macro div(ul,u2,u3) (dx(ul)+dy(u2)+dz(u3)) /EOM

macro epsilon(ul,u2,u3)
[dx(ul),dy(u2),dz(u3),(dz(u2)+dy(u3))/sqrt2,(dz(ul)+dx(u3))/sqrt2,(dy(ul)+dx(u2))/sqrt
2] Il EOM

macro grads(s) [dx(s),dy(s),dz(s)]//EOM

macro ldentityMatrix [1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0] /EOM

macro Trace(a) (a[0] + a[4] + a[8]) //EOM

macro epsilonmatrix(ul,u2,u3)

[dx(ul),0.5*(dy(ul)+dx(u2)),0.5*(dz(ul)+dx(u3)),0.5*(dy(ul)+dx(u2)),dy(u2),0.5*(dy(
u3)+dz(u2)),0.5*(dz(ul)+dx(u3)),0.5*(dy(u3)+dz(u2)),dz(u3)] /EOM
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macro stress (ul,u2,u3)(lambda*IdentityMatrix*Trace(epsilonmatrix(ul,u2,u3)) +2.
*mu*epsilonmatrix(ul,u2,u3))//EOM

macro g(s) ((2-ag)*(s-1)"3+(3-ag)*(s-1)"2+k)//EOM

macro gprima(s) (3*(2-ag)*(s-1)"2+2*(3-ag)*(s-1)) /EOM

macro gprimaprima(s) (6*(2-ag)*(s-1)+2*(3-ag)) /EOM

macro FractureDiff(s,vs) (Gc*I1*(grads(s)*grads(vs))+(Gc/l)*s*vs) //[EOM

macro Welastic(ul,u2,u3) 0.5*(stress(ul,u2,u3)*epsilonmatrix(ul,u2,u3)) /EOM

[IPLANTEAMIENTO DE LA FORMULACION VARIACIONAL
problem elasticidad([dul,du2,du3], [v1,v2,v3])= int3d(Th)(
g(s)*(stress(dul,du2,du3)*epsilonmatrix(vl,v2,v3)))
+int3d(Th)(g(s)*(stress(ul,u2,ud)*epsilonmatrix(v1,v2,v3)))

+ on (24,du3=du)

+ 0on(25,du1=0,du2=0,du3=0);

problem fractura (ds,vs)= int3d(Th)(
FractureDiff(ds,vs) + gprimaprima(s)*ds*Welastic(ul,u2,u3)*vs)
+ int3d(Th)(FractureDiff(s,vs) + vs*gprima(s)*Welastic(ul,u2,ud));

ofstream ff("F.dat");

//IRESOLUCION DEL PROBLEMA
for(int i=0;i<n;i++)

{

elasticidad;

ul=ul+dul;

u2=u2+du?2;

u3=u3+du3;

sold=s;
fractura;
S=s+ds;
s=min(s,1);
s=max(s,0);
s=max(s,sold);

w=int3d(Th)((1-s)"2*(lambda*div(ul,u2,u3)*div(ul,u2,u3)+2.
*mu*(epsilon(ul,u2,uld)*epsilon(ul,u2,ul))));
F=w/(ud*(i+1)/n);

Fvec[i]=F;

ff<<F<<endl;
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sigmavm=g(s)*sqrt(stress(ul,u2,u3)[0]*stress(ul,u2,u3)[0]

+ stress(ul,u2,u3)[4]*stress(ul,u2,u3)[4]

+ stress(ul,u2,u3)[8]*stress(ul,u2,u3)[8]
-stress(ul,u2,u3)[0]*stress(ul,u2,ul)[4]
-stress(ul,u2,u3)[4]*stress(ul,u2,u3)[8]
-stress(ul,u2,u3)[0]*stress(ul,u2,ul3)[8] +
3*stress(ul,u2,u3)[1]*stress(ul,u2,u3)[1] +
3*stress(ul,u2,u3)[2]*stress(ul,u2,u3)[2] +
3*stress(ul,u2,u3)[5]*stress(ul,u2,u3)[5]);

mesh3 Thd = movemesh3(Th, transfo=[x+ul, y+u2, z+u3]); // malla deformada
savevtk("Fractura3D_Probeta_"+i+".vtk",Thd,[ul,u2,u3],i,s,sigmavm);

by
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Anexo 5: Biela

load "gmsh"; //Paquete para poder cargar una malla de GMSH
load "msh3"; //Paqueta para poder crear una malla 3D
load "iovtk";

/ICREACION DE LA MALLA//
mesh3 Th = gmshload3("biela.msh");
plot(Th,wait=true);

[IPARAMETROS FISICOS Y CARGAS
real E=210, nu=0.30;

real lambda = E*nu/((1+nu)*(1-2*nu)),mu=E/(2*(1+nu));
real sqrt2=sqrt(2.);

real k=1e-5*E;

real Gc=1.5e-4; /lenergia de fractura

real 1I=1e-5;

int n=150; //load increments

real ud=10; //desplazamiento impuesto
real du=ud/n;

real [int] Fvec(n);

real w;

real F;

//ESPACIO DE ELEMENTOS FINITOS
fespace Vh(Th,P1);

Vh ul,u2,u3,vl,v2,v3,dul,du2,du3;
fespace Vhs(Th,P1);

Vhs s,ds,vs,sold,;

fespace Wh(Th,P1); // elementos P1

Wh sigmavm;

Wh FS;

IIMACROS

macro div(ul,u2,u3) (dx(ul)+dy(u2)+dz(u3)) //EOM

macro epsilon(ul,u2,u3)
[dx(ul),dy(u2),dz(u3),(dz(u2)+dy(u3))/sqrt2,(dz(ul)+dx(u3))/sqrt2,(dy(ul)+dx(u2))/sqrt
2] I/ EOM

macro grads(s) [dx(s),dy(s),dz(s)]//EOM

macro ldentityMatrix [1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0] /EOM

macro Trace(a) (a[0] + a[4] + a[8]) //EOM

macro epsilonmatrix(ul,u2,u3)

[dx(ul),0.5*(dy(ul)+dx(u2)),0.5*(dz(ul)+dx(u3)),0.5*(dy(ul)+dx(u2)),dy(u2),0.5*(dy(
u3)+dz(u2)),0.5*(dz(ul)+dx(u3)),0.5*(dy(u3)+dz(u2)),dz(u3)] //EOM

Daniel Blanco Benavides pag. 88



macro stress (ul,u2,u3)(lambda*IdentityMatrix*Trace(epsilonmatrix(ul,u2,u3)) +2.
*mu*epsilonmatrix(ul,u2,u3))//EOM

macro g(s) ((1-s)*2+k)//EOM

macro gprima(s) (2*(s-1)) //[EOM

macro gprimaprima(s) 2//EOM

macro FractureDiff(s,vs) (Gc*1*(grads(s)*grads(vs))+(Gc/l)*s*vs) //EOM

macro Welastic(ul,u2,u3) 0.5*(stress(ul,u2,u3)*epsilonmatrix(ul,u2,u3)) /EOM

/IPLANTEAMIENTO DE LA FORMULACION VARIACIONAL
problem elasticidad([dul,du2,du3], [v1,v2,v3])= int3d(Th)(
g(s)*(stress(dul,du2,du3)*epsilonmatrix(vl,v2,v3)))
+int3d(Th)(g(s)*(stress(ul,u2,uld)*epsilonmatrix(v1,v2,v3)))

+ on (188,du2=du)

+ 0on(187,dul1=0,du2=0,du3=0);

problem fractura (ds,vs)= int3d(Th)(
FractureDiff(ds,vs) + gprimaprima(s)*ds*Welastic(ul,u2,u3)*vs)
+ int3d(Th)(FractureDiff(s,vs) + vs*gprima(s)*Welastic(ul,u2,ud));

ofstream ff("F.dat");

//IRESOLUCION DEL PROBLEMA
for(int i=0;i<n;i++)

{

elasticidad;

ul=ul+dul;

u2=u2+du?2;

u3=u3+du3;

sold=s;
fractura;
S=s+ds;
s=min(s,1);
s=max(s,0);
s=max(s,sold);

w=int3d(Th)((1-s)"2*(lambda*div(ul,u2,u3)*div(ul,u2,u3)+2.
*mu*(epsilon(ul,u2,uld)*epsilon(ul,u2,ul))));
F=w/(ud*(i+1)/n);

Fvec[i]=F;

ff<<F<<endl;
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sigmavm=g(s)*sqrt(stress(ul,u2,u3)[0]*stress(ul,u2,u3)[0]

+ stress(ul,u2,u3)[4]*stress(ul,u2,u3)[4]

+ stress(ul,u2,u3)[8]*stress(ul,u2,u3)[8]
-stress(ul,u2,u3)[0]*stress(ul,u2,ul)[4]
-stress(ul,u2,u3)[4]*stress(ul,u2,u3)[8]
-stress(ul,u2,u3)[0]*stress(ul,u2,ul3)[8] +
3*stress(ul,u2,u3)[1]*stress(ul,u2,u3)[1] +
3*stress(ul,u2,u3)[2]*stress(ul,u2,u3)[2] +
3*stress(ul,u2,u3)[5]*stress(ul,u2,u3)[5]);

mesh3 Thd = movemesh3(Th, transfo=[x+ul, y+u2, z+u3]); // malla deformada

savevtk(“Fractura3D_Biela_"+i+".vtk", Thd,[ul,u2,u3],i,s,sigmavm);

by
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Anexo 6: Piston

load "gmsh"; //Paquete para poder cargar una malla de GMSH
load "msh3"; //Paqueta para poder crear una malla 3D
load "iovtk";

/ICREACION DE LA MALLA//
mesh3 Th = gmshload3(*piston.msh");
plot(Th,wait=true);

[IPARAMETROS FISICOS Y CARGAS
real E=70, nu=0.34;

real lambda = E*nu/((1+nu)*(1-2*nu)),mu=E/(2*(1+nu));
real sqrt2=sqrt(2.);

real k=1e-5*E;

real Gc=5e-5; //energia de fractura

real 1I=1e-5;

int n=200; //load increments

real ud=-5; //desplazamiento impuesto
real du=ud/n;

real [int] Fvec(n);

real w;

real F;

real ag=0.1;

//ESPACIO DE ELEMENTOS FINITOS
fespace Vh(Th,P1);
Vhul,u2,u3,v1,v2,v3,dul,du2,dus;
fespace Vhs(Th,P1);

Vhs s,ds,vs,sold,;

fespace Wh(Th,P1); // elementos P1

Wh sigmavm;

Wh FS;

IIMACROS

macro div(ul,u2,u3) (dx(ul)+dy(u2)+dz(u3)) /EOM

macro epsilon(ul,u2,u3)
[dx(ul),dy(u2),dz(u3),(dz(u2)+dy(u3))/sqrt2,(dz(ul)+dx(u3))/sqrt2,(dy(ul)+dx(u2))/sqrt
2] I/ EOM

macro grads(s) [dx(s),dy(s),dz(s)]//EOM

macro ldentityMatrix [1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0] /EOM

macro Trace(a) (a[0] + a[4] + a[8]) //EOM

macro epsilonmatrix(ul,u2,u3)

[dx(ul),0.5*(dy(ul)+dx(u2)),0.5*(dz(ul)+dx(u3)),0.5*(dy(ul)+dx(u2)),dy(u2),0.5*(dy(
u3)+dz(u2)),0.5*(dz(ul)+dx(u3)),0.5*(dy(u3)+dz(u2)),dz(u3)] /EOM
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macro stress (ul,u2,u3)(lambda*IdentityMatrix*Trace(epsilonmatrix(ul,u2,u3)) +2.

*mu*epsilonmatrix(ul,u2,u3))//EOM

macro g(s) ((2-ag)*(s-1)"3+(3-ag)*(s-1)"2+k)//EOM

macro gprima(s) (3*(2-ag)*(s-1)"2+2*(3-ag)*(s-1)) /EOM

macro gprimaprima(s) (6*(2-ag)*(s-1)+2*(3-ag)) /EOM

macro FractureDiff(s,vs) (Gc*1*(grads(s)*grads(vs))+(Gc/l)*s*vs) //[EOM

macro Welastic(ul,u2,u3) 0.5*(stress(ul,u2,u3)*epsilonmatrix(ul,u2,u3)) /EOM

/IPLANTEAMIENTO DE LA FORMULACION VARIACIONAL
problem elasticidad([dul,du2,du3], [v1,v2,v3])= int3d(Th)(
g(s)*(stress(dul,du2,du3)*epsilonmatrix(vl,v2,v3)))
+int3d(Th)(g(s)*(stress(ul,u2,uld)*epsilonmatrix(v1,v2,v3)))

+ on (2,du2=du)

+ on(3,dul=0,du2=0,du3=0)+ on(4,du1=0,du3=0);

problem fractura (ds,vs)= int3d(Th)(
FractureDiff(ds,vs) + gprimaprima(s)*ds*Welastic(ul,u2,u3)*vs)
+ int3d(Th)(FractureDiff(s,vs) + vs*gprima(s)*Welastic(ul,u2,ud));

ofstream ff("F.dat");

//IRESOLUCION DEL PROBLEMA
for(int i=0;i<n;i++)

{

elasticidad;

ul=ul+dul;

u2=u2+du?2;

u3=u3+du3;

sold=s;
fractura;
S=s+ds;
s=min(s,1);
s=max(s,0);
s=max(s,sold);

w=int3d(Th)((1-s)"2*(lambda*div(ul,u2,u3)*div(ul,u2,u3)+2.
*mu*(epsilon(ul,u2,uld)*epsilon(ul,u2,ul))));
F=w/(ud*(i+1)/n);

Fvec[i]=F;

ff<<F<<endl;

sigmavm=g(s)*sqrt(stress(ul,u2,u3)[0]*stress(ul,u2,u3)[0]
+ stress(ul,u2,u3)[4]*stress(ul,u2,u3)[4]
+ stress(ul,u2,u3)[8]*stress(ul,u2,ul3)[8]
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-stress(ul,u2,u3)[0]*stress(ul,u2,ul)[4]
-stress(ul,u2,u3)[4]*stress(ul,u2,u3)[8]
-stress(ul,u2,u3)[0]*stress(ul,u2,ul3)[8] +
3*stress(ul,u2,u3)[1]*stress(ul,u2,u3)[1] +
3*stress(ul,u2,u3)[2]*stress(ul,u2,u3)[2] +
3*stress(ul,u2,u3)[5]*stress(ul,u2,u3)[5]);

mesh3 Thd = movemesh3(Th, transfo=[x+ul, y+u2, z+u3]); // malla deformada

savevtk("Fractura3D_"+i+".vtk",Thd,[ul,u2,u3],i,s,sigmavm);

ks
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