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Resumen

En la presente Tesis Doctoral se han propuesto las bases para el diseno y
la fabricacion de engranajes cilindricos rectos y helicoidales de bajo nivel de
ruido y vibracién, asi como de transmisiones de engranajes de cara que per-
miten la transmisiéon de potencia entre ejes que se intersectan con relaciones

de transmisién relativamente grandes.

La metodologia del desarrollo de este trabajo se ha basado en la modifi-
cacion de las superficies de contacto de los dientes de los engranajes cilindri-
cos rectos y helicoidales para localizar el contacto y predisenar una funcién
parabolica de errores de transmision, capaz de absorber las funciones cuasi-
lineales y discontinuas de errores de transmisiéon producidas por los errores
de alineacion y/o fabricacion, y que constituyen la fuente principal de ruido
y vibracion.

Las ventajas de la aplicacién de engranajes cilindricos con geometria mod-
ificada para la reducciéon de los niveles de ruido y vibracion, se han compro-
bado mediante la simulacién del engrane y el andlisis del contacto de estas
transmisiones frente a posibles errores de alineacion y/o fabricacion, asi co-
mo mediante el anélisis tensional por el método de los elementos finitos para
estudiar la formacién del contacto durante el ciclo de engrane y comparar los
niveles tensionales de contacto y flexion entre la geometria modificada y la

geometria convencional.

Se han estudiado las condiciones del contacto en engranajes cilindricos de
perfil de evolvente con ejes que se cruzan para considerar el caso més general,
y estudiar la sensibilidad del contacto en estas transmisiones frente a la pres-

encia de errores de alineaciéon y fabricacion en funcién del dngulo entre ejes

VII



VIII Resumen

v. Se ha introducido el concepto de diseno canénico como aquel que propor-
ciona una disposiciéon éptima de los caminos de contacto. Se ha demostrado
que las transmisiones con ejes que se cruzan perpendicularmente son poco
sensibles a los errores de alineacién y fabricacion. Los engranajes cilindricos
rectos o helicoidales con ejes paralelos se han estudiado como un caso par-
ticular de los anteriores. Se ha demostrado que la sensibilidad del contacto
frente a la presencia de errores de alineacién y fabricacion en transmisiones
de engranajes cilindricos rectos o helicoidales con ejes paralelos es maxima y
la localizacién del contacto es imprescindible para poder evitar el contacto
en el borde de las superficies de los dientes. Se ha demostrado ademas que la
localizacion del contacto, no obstante, no es suficiente y se debe acompafar de
una modificacién adicional de las superficies que permita absorber los errores

de transmision producidos por errores de alineaciéon y/o fabricacion.

Se han estudiado y propuesto métodos para la modificacién de las super-
ficies de los dientes de engranajes cilindricos rectos y helicoidales, siempre
considerando como objetivos principales: (i) la localizacion del contacto y (ii)
la absorcion de las funciones cuasilineales y discontinuas de errores de trans-
misiéon producidas por los errores de alineaciéon y fabricacion. Estos métodos
de fabricaciéon se basan en la aplicaciéon de herramientas reales de corte o
rectificado. Se han propuesto tres métodos para la generacién de engranajes
cilindricos rectos y helicoidales de bajo nivel de ruido y vibracion: (1) medi-
ante disco de corte o rectificado, modificando la distancia entre los ejes del
disco y del pinion durante el proceso de generacion, (2) mediante cortador sin-
fin, modificando la distancia entre los ejes del cortador y del piién durante
la generacion y (3) mediante cortador sinfin, modificando la relacion entre
el giro del pinén y el desplazamiento del cortador durante el movimiento de
alimentacion del cortador segiin una funcién parabolica, siendo constante la

distancia entre ejes.

Se han desarrollado programas de ordenador para la simulacién del en-
grane y el analisis del contacto (TCA) en transmisiones de engranajes cilin-

dricos rectos y helicoidales con geometria modificada.

Se ha realizado el andlisis tensional de estas transmisiones mediante el

método de los elementos finitos, utilizando para ello un programa de elementos



IX

finitos de uso general. Para la construccion del modelo de elementos finitos
se ha desarrollado un programa que permite la total parametrizacion del
modelo, no siendo necesaria la utilizacién de programas CAD. El estudio de
la formacién del contacto ha permitido confirmar los resultados obtenidos del
andlisis del contacto y obtener el verdadero tamano de las elipses de contacto
para el par a transmitir. Los niveles tensionales obtenidos en ambos tipos
de geometria han confirmado las ventajas de utilizar las transmisiones con
geometria modificada.

Ademas, se han estudiado las transmisiones de engranajes de cara y se
ha propuesto un método de modificacion de su geometria para conseguir una
trayectoria longitudinal del camino de contacto. Esto permite evitar las zonas
de altas tensiones de contacto que se producen en la cabeza del diente de los
engranajes de estas transmisiones con geometria convencional. Se ha prop-
uesto un proceso de rectificado en la generacion del engranaje de cara basado
en la utilizacién de un cortador sinfin, que permite la utilizacién de super-
ficies endurecidas por tratamiento térmico y el aumento de la capacidad de

transmision de potencia.
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Capitulo 1

Introduccion y objetivos

1.1. Introduccion

Si bien las transmisiones por engranajes son tan antiguas como la palanca,
la polea, la rueda y otros mecanismos similares, en realidad no fue hasta
mediados del siglo XVIII cuando se empezaron a establecer las bases de la
teoria de engranajes y el desarrollo de la tecnologia de fabricaciéon y disefio

de los mismos.

Los primeros testimonios escritos sobre engranajes datan del ano 330 A.C.
y corresponden a Aristoteles [Dudley, 1969; Coy et al., 1985]. No obstante,
Aristoteles describe ya los engranajes como mecanismos muy conocidos de la
época. El testimonio més antiguo data de aproximadamente 2600 A.C. (Fig.
1.1.1) y se trata de un carro chino con funciones de brujula cuyo puntero
senala en direccién Sur independientemente de la direccién que siga dicho
carro. Analizando dicho mecanismo uno mismo puede llegar a la conclusion
de que las primeras transmisiones por engranajes se remontan a una época
aun mas primitiva.

Durante el siglo XVIII y la primera mitad del siglo XIX se llevaron a
cabo numerosas aportaciones a la teoria de engranajes [Dudley, 1969; Litvin,
1998]. El perfil epicicloidal fue analizado matematicamente por Philip de la
Hire hacia el ano 1694 y Charles Camus profundizé en la investigacion de dicho

perfil. Hacia el afio 1754, Leonard Euler establecio las bases para el disefio de

1



2 Capitulo 1. Introduccion y objetivos

Figura 1.1.1: Carro chino del 2600 A.C., cortesia de la Institucion Smithsoni-
an, Washington, D.C.; Fuente en [Dudley, 1969].

superficies conjugadas y muchos lo consideran el padre del perfil de evolvente
de circulo. Robert Willis [Willis, 1841] realizé6 numerosas aportaciones en el
campo de los engranajes por el ano 1832 entre las que se encuentra la ley del
engrane en engranajes rectos, y Edward Sang proporcioné las bases para el

diseno de maquinas herramienta por el afio 1852.

Durante el siglo XIX aparecieron gran cantidad de disenos de maquinas
de corte para la produccién en serie de engranajes y fue entonces cuando las
ideas de los pioneros del siglo anterior tuvieron su mayor aplicacion. La idea

bésica de estos disenos permanece en las maquinas de corte actuales.

La teoria de engranajes se fue enriqueciendo progresivamente durante el
siglo XIX. Olivier [Olivier, 1842] primero a través de la geometria proyecti-

va, y Gochman |Gochman, 1886] después a través de la geometria analitica,



1.1 Introduccion 3

introdujeron la idea del proceso de envolvente a una familia de curvas co-
mo requisito para la acciéon conjugada y aplicaron el concepto de superficie
auxiliar como superficie intermedia generadora.

En las primeras transmisiones, la relacién de transmision dada como co-
ciente de los numeros de dientes de pinéon y rueda se satisface sélo si se con-

sidera el cociente de las velocidades angulares medias wﬁ,{) del pinén y wg) de

la rueda
(1)
Wm N2
— == 1.1.1

donde N; y N3 son los numeros de dientes del pinén y de la rueda, respecti-
vamente. Esta relacion se deduce de la condicién de engrane consecutivo de
las parejas de dientes. En la Fig. 1.1.1 se observa que los dientes utilizados
son palos cortos que entran en contacto de forma consecutiva, satisfaciendo
la relacion dada en (1.1.1).

Sin embargo, la relaciéon de transmisién instantdnea mis dada por el co-
ciente de las velocidades angulares instantaneas w(®) del pifion y w® de la

rueda, es decir,
mi2 = —=v (112)
w

es en general distinta de la relacion dada por (1.1.1). Tales transmisiones
estaban pensadas para transmitir movimiento con potencias muy bajas. Desde
entonces hasta el siglo XIX se han utilizado distintos tipos de dientes, con
perfiles triangulares, de circulo, etc., pero en todas estas transmisiones la
relacion de transmision instantanea mio es en general distinta de la relacion
dada por (1.1.1), por lo que la transmisién de potencia y movimiento no es
uniforme y continua.

Introducido el concepto de superficies conjugadas, las transmisiones por
engranajes podian satisfacer el requerimiento de mis = Na/N; en cada in-
stante del ciclo de engrane y con ello mejorar considerablemente el fun-
cionamiento de la transmisién. La teoria moderna de engranajes establece las
condiciones necesarias y suficientes de existencia de superficies conjugadas. En
realidad, la acciéon conjugada no significa que la relacién mqo sea constante

en cada instante, sino que puede venir dada por una funciéon definida por
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el disenador. Un ejemplo lo constituyen los engranajes no cilindricos |Litvin,
1994].

En los engranajes cilindricos rectos y helicoidales, en los cuales se centra
el presente trabajo, la generacién de superficies conjugadas estd basada en
el concepto de generacion por cremallera y éste constituye la base para la
determinacién de la geometria de las herramientas de corte. El engrane si-
multaneo de la cremallera con las superficies a generar del pinién ¥; y de la
rueda X9 constituye la condicién necesaria para la accién conjugada entre Xy
y 9. Para ello, se considera conocida la superficie generadora ¥, de la cre-
mallera, la cual ha de ser una superficie regular [Litvin, 1994|. Igualmente se
conoce la ley del movimiento entre los sistemas de coordenadas S.(z¢, Ye, 2¢),
solidario a X, v S;(z;,yi, z;), solidario a la superficie a generar ¥;, donde
1 =1 en el pinén e ¢+ = 2 en la rueda. La superficie 3J; se obtiene entonces
en el sistema de coordenadas S;(z;, i, %) (1 = 1,2) como envolvente de la
familia de superficies definida por la superficie 3. en el movimiento relativo
del sistema de coordenadas S¢(z., Y., z.) respecto al sistema de coordenadas
Si(xi, i, zi). Dado que, desde un punto de vista teorico, la superficie 3. se
encuentra simultdneamente en contacto con las superficies a generar 3; del
pinon y Yo de la rueda, ambas superficies 31 y 39 reproducirdn durante su
engrane la misma ley del movimiento que durante la generacién simulténea,

garantizdndose asi la accién conjugada.

La variedad de tipos de superficies conjugadas es tan amplia como la
imaginacion del ser humano. Sin embargo, ha sido la superficie cuya curva base
es una evolvente de circulo la que ha tenido més aceptacién y uso generalizado
en la industria. La investigacion desarrollada en el presente trabajo tiene como
punto de partida las superficies con perfil de evolvente de circulo (de ahora

en adelante perfil de evolvente).

En engranajes rectos y helicoidales con ejes paralelos, el contacto entre
las superficies conjugadas con perfil de evolvente es lineal como se observa
en las Figuras 1.1.2(a) y (b) para el caso de engranajes rectos y helicoidales,
respectivamente. Las lineas de contacto en el caso del engranaje helicoidal son
rectas tangentes al cilindro base de la evolvente mientras que en el engranaje

recto son paralelas al eje de dicho cilindro. En el caso de engranajes con ejes
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cruzados el contacto es puntual como se muestra en la Figura 1.1.2(c). Ambos
tipos de contacto, el lineal y el puntual, definen un comportamiento diferente
de la transmision frente a posibles errores de alineaciéon y/o fabricacion como

se mostrard a lo largo del presente trabajo.

Lineas de contacto Lineas de contacto Puntos de contacto

(a) (b) (c)

Figura 1.1.2: Tipos de contacto en engranajes: (a) rectos con ejes paralelos,

(b) helicoidales con ejes paralelos, y (c) helicoidales con ejes cruzados.

Si bien la accién conjugada representa unas condiciones ideales de fun-
cionamiento, lo cierto es que las condiciones teéricas definidas en la generacion
de las superficies nunca se dan en el funcionamiento real de la transmision.
Los errores de alineacién de la transmision, de fabricacion de las superficies o
la propia deformacién elastica de las mismas como consecuencia de la carga
aplicada, son los responsables de que la acciéon entre las superficies deje, en la
mayoria de los casos, de ser conjugada. La relacién mis es entonces distinta
de (1.1.1).

Los errores de alineacion, fabricaciéon y la deformacion elastica de las su-
perficies son los responsables de que la posiciéon angular de la rueda respecto
al pinon difiera de la posicién tedrica que deberia tener si existiera accién
conjugada. A este error en la posicion angular se le denomina error de trans-
mision. Matematicamente, el error en la posiciéon angular de la rueda viene

dado como
Ad(tr) = (d2(n) — o(&”)) - % (41— ") (1.1.3)

donde ¢5 indica la posiciéon angular de la rueda, ¢; la posicién angular del

piném, y (bgo) un valor inicial de referencia del dngulo de giro del pinén. En
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[Welbourn, 1979; Smith, 1983; Townsend, 1991] se suele distinguir entre er-
rores de transmision sin carga y errores de transmisiéon con carga. Los primeros
consideran un comportamiento rigido de las superficies y tienen en cuenta
los errores de alineacién y fabricacién. Los segundos consideran un compor-
tamiento elastico y tienen en cuenta ademés la deformacion elastica de las
superficies. Los errores de transmision constituyen la fuente principal de rui-
do y vibracion en los engranajes [Townsend, 1991; Smith, 1999], como se ha

demostrado en investigaciones recientes |Palmer & Munro, 1995].

En la actualidad se estan aplicando distintas modificaciones a los perfiles
de los dientes de los engranajes con el fin de reducir los errores de transmision.
Las primeras modificaciones se aplicaron hacia el ano 1958 por Harris [Har-
ris, 1958|. Estas modificaciones consisten basicamente en la eliminacion de
material en los bordes de las superficies y permiten minimizar los errores de
transmision para la carga de disefio (véase [Gregory et al., 1963; Optiz, 1968;
Bradley, 1973; Welbourn, 1979; Drago, 1980]). Sin embargo, estas modifica-
ciones no afectan a toda la superficie por lo que la naturaleza del contacto

teorico sigue siendo lineal en el caso de engranajes con ejes paralelos.

En el caso de contacto lineal, se ha demostrado analiticamente que di-
cho tipo de contacto es muy sensible a los errores de alineacion y fabricacion
[Litvin, 1994]. En la Figura 1.1.3 se muestra el efecto de la desalineacion an-
gular responsable de que los ejes de pinén y rueda se crucen en el caso de
engranajes rectos. Como consecuencia de este error de alineacién, las super-
ficies 31 del pinén y Yo de la rueda dejan de contactar a lo largo de la linea
L, Ly (Fig. 1.1.3(a)) y el contacto se desplaza al punto M en el borde E; (Fig.
1.1.3(b)). El camino de contacto tiene lugar entonces a lo largo del borde E,
como se muestra en la Figura 1.1.4(a), con lo que es de esperar un aumento
considerable de las tensiones de contacto aunque lo mas importante es la fun-
cion resultante de errores de transmision (Figura 1.1.4(b)). Dicha funcion es
una funcién discontinua en diente de sierra y es la principal fuente de ruido

y vibracién en la transmision.

La localizacién del contacto en engranajes helicoidales fue propuesta por
Novikov [Novikov, 1956], basandose en la utilizacién de cremalleras con per-

files de circulo distintos y tangentes en un punto para la generaciéon de pinén
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L,

Figura 1.1.3: Superficies de dientes de engranajes rectos en: (a) contacto lineal

y (b) contacto en el borde.

y rueda. Aunque el principio de utilizaciéon de herramientas de geometria
diferente ha sido aplicado en la generaciéon de engranajes conicos espirales y
en transmisiones hipoidales antes de la invencién de Novikov, sin embargo
éste fue el primero que aplicé esta idea en engranajes helicoidales. Wildhaber
[Wildhaber, 1962| propuso igualmente la utilizacion del perfil de circulo, pero
utilizando la misma cremallera en la generacion del pinén y de la rueda. La
utilizacion del perfil de circulo permite obtener la tangencia interior entre
las superficies del pinén y de la rueda y con ello aumentar el area de con-
tacto respecto al caso de tangencia exterior, reduciendo de esta forma las
tensiones de contacto. Esta es la caracteristica principal de las transmisiones

del tipo Novikov-Wildhaber (de ahora en adelante transmisiones N-W). La
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Xy o
:
Mo
Trayectoria de contacto .
|

(a)
APz
' : ¢
21/Ns

(b)

Figura 1.1.4: (a) Trayectoria de contacto y (b) errores de transmision en una

transmisiéon de engranajes rectos con contacto en el borde.

localizacion del contacto en la version propuesta por Novikov permite ademas
estabilizar el contacto frente a los errores de alineacién y montaje. Este tipo
de transmisiones fueron consideradas en su momento como una gran con-
tribucién a los engranajes helicoidales y muchos investigadores han realizado
contribuciones al desarrollo de las mismas (véase por ejemplo [Niemann, 1961;
Litvin, 1962; Wells & Shotter, 1962; Davidov, 1963; Chironis, 1967]). Kudr-
javtsev |Kudrjavtsev, 1966] en Rusia y Winter y Looman |Winter & Looman,
1961] en Alemania propusieron un proceso de fabricacion mediante dos cor-
tadores sinfin cuyo disenio estd basado en dos cremalleras diferentes. A pesar
de la investigacion desarrollada, el uso de las transmisiones N-W se ha visto

muy limitado debido a las siguientes carencias:
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(1) La funcion de errores de transmision cuando aparecen desalineaciones es
una funcién discontinua, por lo que existe una gran aceleracion, fuente
de ruido y vibracién, en la transferencia del engrane entre parejas de

dientes consecutivas.

(2) Las tensiones de flexion son elevadas debido a la localizacion del con-

tacto.
(3) Se requieren formas méas complicadas de las herramientas de fabricacion.

Maés tarde se propusieron las transmisiones N-W con dos zonas de engrane,
utilizando perfiles mas complicados con doble arco de circulo que permiten
el contacto simultdneo en dos zonas con el fin de reducir las tensiones de
flexién, manteniendo la ventaja de tensiones de contacto bajas. Este tipo de
transmisiones han sido normalizadas en Rusia (ver [Kudrjavtsev, 1980]) y
en China |Chinese Standard, 1981]. No obstante, las desventajas (1) y (3)
comentadas anteriormente siguen existiendo.

Litvin y Tsay estudiaron en [Litvin & Tsay, 1985] la sensibilidad de las
transmisiones N-W con perfil de arco de circulo a los errores de alineacion,
concretamente a los errores en la distancia entre ejes y en el &ngulo entre ejes.
En dicho trabajo los autores demuestran mediante la simulacién del engrane y
el anélisis del contacto que el error en la distancia entre ejes no produce errores
de transmision, pero si el desplazamiento del camino de contacto. Igualmente
demuestran que el error en el &ngulo entre ejes produce el desplazamiento del
camino de contacto y, lo que es mas importante, errores de transmision. Se
proponen métodos para reducir la sensibilidad del desplazamiento del camino
de contacto frente al error en la distancia entre ejes modificando el angulo
de presion de las cremalleras, y al error en el angulo entre ejes modificando
el angulo de carga. Con la modificaciéon propuesta para el error en el angulo
entre ejes se observa ademés una reduccién de los errores de transmision,
aunque la funcién de los mismos sigue siendo discontinua.

Litvin y Lu estudiaron en |Litvin & Lu, 1995] el comportamiento de las
transmisiones N-W con doble arco de circulo frente a los errores de alineacion.
El error en la distancia entre ejes no produce errores de transmisiéon pero el

contacto simultdneo en las dos zonas de engrane se ve limitado a un area
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menor. Debido al error en el 4ngulo entre ejes, el contacto so6lo tiene lugar en
una de las zonas de engrane, aunque el juego en la otra zona de engrane es
muy pequeno (10 gm para un error de 3’ en el ejemplo presentado) por lo que
es de esperar que entre en contacto como consecuencia de las deformaciones
elasticas. El resultado mas importante es la discontinuidad en la funcién de

errores de transmision, similar a la representada en la Figura 1.1.4(b).

Litvin et al. han propuesto recientemente en el campo de las transmisiones
cilindricas helicoidales y rectas el doble abombamiento de las superficies de
los dientes de los engranajes para la localizacion del contacto y el predisenio de
una funcién parabdlica de errores de transmisiéon que sea capaz de absorber

los errores de transmisiéon producidos por las desalineaciones.

En el trabajo |Litvin et al., 1995] se propone la localizacion del contac-
to en las transmisiones helicoidales con perfil de evolvente mediante la uti-
lizacion de una cremallera con perfiles de circulo en la generaciéon del pifidn,
mientras que la cremallera que genera la rueda es una convencional con per-
files rectos. Ambas cremalleras presentan perfiles tangentes en un punto. Se
propone el abombamiento en la direcciéon longitudinal de la superficie de la
rueda para conseguir una funcién parabolica de errores de transmision, tanto
en las transmisiones de N-W con doble arco de circulo como en las nuevas
transmisiones modificadas de perfil de evolvente con contacto localizado. Para
conseguir dicho abombamiento se propone utilizar una funcién parabélica en
la relacién entre el desplazamiento de la cremallera y el angulo de giro de la
rueda durante la generacién. Se demuestra que la funcion parabdlica de er-
rores de transmision absorbe las funciones lineales de errores de transmision
debidas a las desalineaciones. Se menciona que la fabricacién de las nuevas
transmisiones ha de estar basada en la utilizaciéon de cortadores sinfin y de
méquinas de control numérico, aunque no se facilitan detalles de estos pro-
cesos de generacion y en particular de como proporcionar a la transmision el
abombamiento longitudinal para predisenar la funcién parabdlica de errores

de transmision utilizando cortadores sinfin.

En el trabajo [Litvin et al., 1996] se describen métodos para la localizacion
del contacto en diferentes tipos de transmisiones como engranajes cilindricos

helicoidales y rectos, engranajes de cara, engranajes conicos espirales y en-
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granajes de tornillo sinfin. En el caso de engranajes rectos se propone la
utilizaciéon de un disco de rectificado para conseguir la localizaciéon del con-
tacto, modificando la distancia entre los ejes del disco y del pifién durante
el proceso de generacion. Dicha modificacion estd basada en la utilizacion de
una funcién parabolica. El prediseno de la funcién parabdlica de errores de
transmision se obtiene en este caso modificando el perfil del disco de rectifica-
do que genera la rueda. Se proponen dos procedimientos para obtener el perfil
del disco: (a) a partir de un perfil de evolvente cuyo circulo base es mayor
que el circulo base teodrico, y (b) a partir de un perfil modificado de evolvente
obtenido de la aplicaciéon de una relaciéon no lineal entre el desplazamiento de
la cremallera y el dngulo de giro de la rueda. En el caso de engranajes heli-
coidales, la localizaciéon del contacto y el prediseno de la funcién parabdlica
de errores de transmision estan basados en las ideas descritas en [Litvin et al.,
1995].

En el trabajo [Litvin et al., 1999], se propone la localizacion del contacto
en engranajes helicoidales con perfil de evolvente mediante el uso del perfil
parabolico. Mientras la cremallera de la rueda es una cremallera convencional
constituida por perfiles rectos, la cremallera del pinén estd formada por per-
files parabdlicos tangentes a los perfiles rectos de la cremallera de la rueda. En
este trabajo se analiza el contacto en el borde en las transmisiones con perfil
de evolvente cuando aparecen las desalineaciones y se justifica de esta forma la
necesidad de localizar el contacto. Se muestra que la localizacion del contacto
evita el desplazamiento del mismo al borde de las superficies. La localizacion
del contacto, no obstante, es necesaria pero no suficiente, dado que la funcién
de errores de transmisién se convierte, ante la presencia de desalineaciones,
en una funcioén cuasilineal discontinua fuente de ruido y vibracién. Se justifi-
ca por tanto la necesidad de predisenar una funcién paraboélica de errores de
transmision, tal y como se propone en los trabajos anteriores [Litvin et al.,

1995).

En el trabajo |Litvin et al., 2000c| se propone la localizacion del con-
tacto en engranajes helicoidales utilizando perfiles parabdlicos tanto en la
cremallera del pinién como en la de la rueda, dando lugar a un tipo de trans-

misiéon mas general que los autores denominan como nueva version de las
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transmisiones N-W. Los coeficientes parabdlicos de ambos perfiles permiten
ajustar la curvatura relativa y obtener tangencia interior entre las superficies
del pinén y de la rueda, con lo que es posible aumentar la dimensién de la
elipses de contacto y con ello reducir las tensiones de contacto y flexién re-
specto al caso de tangencia exterior. Esta nueva version de las transmisiones
N-W se caracteriza ademas por incorporar una funcién parabodlica de errores
de transmision capaz de absorber las funciones lineales producidas por las
desalineaciones. Se proponen para ello dos métodos de fabricacién basados en
la utilizaciéon de un disco de corte o rectificado y de un cortador sinfin. En
ambos procesos la distancia entre los ejes del pinén y de la herramienta se
modifica segiin una funciéon parabdlica durante el movimiento helicoidal rela-
tivo entre pinén y herramienta. El proceso de generacion por cortador sinfin
se describe sustituyendo la rotacién del cortador por la traslacién del mismo
en la direcciéon axial, basandose en la idea de que el cortador y el pinén estan

simultdneamente engranando con la cremallera del pinén.

En el trabajo |Litvin et al., 2001a] se propone el prediseno de la funcion
parabolica de errores de transmision utilizando el proceso de fabricaciéon en
el que el cortador es similar al engranaje con el que engrana el pinén. El pro-
ceso se basa en modificar la distancia entre ejes entre el pifién y el cortador
segun una funcién parabolica durante el movimiento de alimentacién del cor-
tador, de forma similar al caso de generacion por cortador sinfin. El cortador
del pinén se obtiene a partir de una cremallera con perfiles parabdlicos con
el fin de localizar el contacto, mientras que la rueda es generada de forma

convencional.

Las ideas desarrolladas por Litvin et al. sobre localizaciéon del contacto
y prediseno de la funcién parabdlica de errores de transmision en el caso de
engranajes helicoidales y rectos con ejes paralelos han sido patentadas [Litvin
et al., 2001c]|.

En el caso de engranajes con ejes cruzados, el contacto estd localizado
(vease Fig. 1.1.2(c)). Las desalineaciones angulares producen un desplaza-
miento del camino de contacto pero no producen errores de transmision
[Litvin, 1994]. No obstante, dependiendo de la sensibilidad de la transmision

a las desalineaciones, se puede obtener contacto en el borde en una o en las
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dos superficies en contacto. Los errores de transmisiéon en este caso son de-
bidos tnicamente a la deformacién eldstica de las superficies bajo carga o a
la existencia de contacto en el borde.

En el caso de engranajes con ejes paralelos, la localizaciéon del contacto

puede obtenerse mediante la apropiada modificacién de la superficie:

(1) En direccion longitudinal cuando el camino de contacto sigue la direc-

cion del perfil.

(2) En direccion del perfil cuando el camino de contacto sigue la direccion

longitudinal.

Igualmente, para proporcionar una funcién parabolica de errores de trans-
mision se necesita proporcionar un abombamiento a las superficies basado en

una funcién parabdlica:

(1) En direccion del perfil cuando el camino de contacto sigue la direccion
del perfil.

(2) En direccion longitudinal cuando el camino de contacto sigue la direc-

cion longitudinal.

El caso (1) anterior corresponde a los engranajes rectos y el caso (2) se
aplica en los engranajes helicoidales. Pero en general, ambos tipos de modifi-
caciones, en direccion del perfil y en direcciéon longitudinal, contribuyen a la
localizacion del contacto y al prediseno de una funcién paraboélica de errores
de transmision, dependiendo dicha contribucién de la direcciéon del camino de
contacto. Las Figuras 1.1.5(a) y 1.1.5(b) muestran, respectivamente, la super-
ficie modificada en la direccion del perfil y la superficie modificada en ambas
direcciones. En general es suficiente aplicar estas modificaciones en uno sé6lo
de los elementos de la transmisiéon, normalmente el pinén por ser el elemento
con menor numero de dientes.

La Figura 1.1.6 muestra un ejemplo de superficie con doble abombamiento
en la que se han representado los valores en micréometros de material eliminado
de la superficie con perfil de evolvente. Esta superficie sirve de referencia y
se ha representado en un plano. La eliminacién de material puede llevarse a

cabo durante la fase final de fabricacion, en el rectificado de las superficies.
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Superficie con perfil
de evolvente

Swuperficie modificada segin
la direccion del perfil

(a)

Superficie con perfil
de evolvente
Superficie modificada segdn

las direcciones del perfil y longitudinal

(b)

Figura 1.1.5: Superficie modificada: (a) en la direccién del perfil y (b) en

direcciones del perfil y longitudinal.

El tipo de proceso de rectificado y las caracteristicas de la superficie her-
ramienta determinan la topografia de las superficies de contacto. El tipo de
acabado superficial constituye otra fuente de ruido en las transmisiones de
engranajes. Su optimizacion requiere un estudio de las superficies a nivel mi-
croscopico. En [Amini et al., 1998] se citan algunos trabajos en este area de
investigacion. El presente trabajo, no obstante, tiene como uno de sus obje-
tivos reducir los errores de transmisiéon debido a las desalineaciones angulares
y esto requiere un tratamiento de las superficies a nivel macroscépico, quedan-
do la optimizacién a nivel microscopico de la topografia de las superficies fuera

de los objetivos de la presente Tesis Doctoral.
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Figura 1.1.6: Ejemplo de superficie con doble abombamiento.

Objetivos

Los principales objetivos que se pretenden alcanzar con el desarrollo de la

presente Tesis Doctoral son los siguientes:

(1)

(3)

Reduccién del nivel de ruido y vibracién en transmisiones de engranajes
cilindricos rectos y helicoidales, mediante la localizacién del contacto y
el prediseno de una funcién parabdlica de errores de transmisiéon que sea
capaz de absorber las funciones cuasilineales y discontinuas de errores

de transmision producidas por los errores de alineacion y/o fabricacion.

Propuesta de métodos de localizacion del contacto frente a errores de
alineacion y/o fabricacion en transmisiones de engranajes cilindricos
rectos y helicoidales. Se sustituird el contacto lineal por el contacto
puntual entre superficies. Sin embargo, bajo carga, el contacto pun-
tual entre superficies se extenderd sobre un area eliptica. Mediante la
relacién entre las curvaturas de las superficies en contacto, la elipse de
contacto se disefiard con dimensiones suficientes para soportar la carga

transmitida.

Propuesta de métodos para el predisefio de una funcién parabodlica de
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errores de transmisién en transmisiones de engranajes cilindricos rectos

y helicoidales.

Mejora del reparto de carga en los extremos del ciclo de engrane. Se
utilizaran perfiles parabdlicos para las herramientas de generacién y se
proporcionaran funciones parabdlicas a los procesos de fabricaciéon del
pinon de la transmision. Esto permitird prediseniar una funcion parabdli-
ca de errores de transmision negativa, de modo que la rueda gire retrasa-
da con respecto al pinén. Las deformaciones elasticas de los dientes de
los engranajes en este caso mejoraran el reparto de carga entre pares de
dientes en el momento en el que una pareja estd terminando el ciclo de
engrane y la siguiente pareja estd empezando. Estos resultados se com-
probaran mediante el andlisis por elementos finitos de la transmisién

utilizando modelos tridimensionales de tres o cinco pares de dientes.

Reduccion de tensiones. La localizacion del contacto permitiréd evitar el
contacto en los bordes de las superficies de los dientes de los engranajes
por lo que se espera una reducciéon de los niveles tensionales, tanto de
contacto como de flexiéon, en engranajes con geometria modificada frente
a engranajes con geometria de perfil de evolvente. También se estudiaréd
la posibilidad de reducir las tensiones utilizando perfiles asimétricos en

los lados conductor y conducido.

Desarrollo de programas de ordenador para la simulaciéon del engrane y
el contacto asi como para la automatizaciéon del desarrollo de los mod-
elos de elementos finitos sin la aplicacién de programas de CAD. La
reduccion del tiempo de diseno de la transmisién se reducird drastica-
mente y se evitard la pérdida de precisién en la generaciéon del modelo
solido de la transmision. Este enfoque permitird la investigaciéon de la
formacién del contacto y transferencia de engrane, asi como detectar la

existencia de contactos indeseables en los bordes de la superficie.
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1.3. Metodologia

La simulaciéon del engrane y el estudio del contacto de las transmisiones
de engranajes requiere, por un lado, el desarrollo de programas de ordenador
para obtener los puntos tebricos de contacto entre superficies, el tamano de las
elipses de contacto y la funcién de errores de transmision y, por otro lado, la
aplicaciéon de programas de andlisis tensional por el método de los elementos
finitos para el estudio de la formacién del contacto y la determinaciéon de las

tensiones de contacto y flexion a lo largo del ciclo de engrane.

Para la simulacién del engrane y el estudio del contacto se utilizan las
superficies de los dientes que se obtienen en el proceso de generaciéon a par-
tir de la herramienta de corte. Los errores de fabricacion se consideran en la
disposicion entre herramienta y engranaje y los errores de alineacién se con-
sideran en la disposicion de la rueda en el sistema fijo de referencia. El punto
de contacto entre las superficies de pinén y rueda se determina utilizando el
algoritmo descrito en |Litvin, 1994] basado en la coincidencia de los vectores
posicién y en la colinealidad de las normales. Dicho punto de contacto se
extiende sobre un 4rea cuyas dimensiones corresponden aproximadamente a
las de una elipse como consecuencia de las deformaciones elasticas [Johnson,
1985]. Segun la teoria de Hertz del contacto elastico, la orientacion de los ejes
de simetria de la elipse y la relaciéon entre los mismos dependen tnicamente
de las curvaturas y direcciones principales de las superficies en el punto de
contacto, y no de la carga aplicada. La forma de las elipses es ligeramente
mas achatada que la forma de los contornos de separacién constante entre
las superficies [Johnson, 1985]. Para su determinacion se utiliza el algoritmo
descrito en [Litvin, 1994], el cual considera que la elipse tiene la misma forma
que los contornos de separacién constante entre las superficies, desprecian-
dose el pequenio achatamiento que predice la teoria elastica del contacto. El
tamano de la elipse depende del parametro de deformacion elastica d, que
depende de la carga aplicada y del tipo de material. Generalmente, se consid-
era un valor de § de 0.006 mm, que corresponde a engranajes poco cargados

[Litvin, 1994].

Los errores de transmision obtenidos del andlisis del contacto no tienen en
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cuenta las deformaciones elasticas dado que la posicién angular de la rueda se
obtiene a partir de la determinacién del punto de contacto entre superficies
rigidas en contacto. Cabe preguntarse si las deformaciones elasticas afectan
de forma importante al error maximo proporcionado por la funcién parabolica
de errores de transmision. Para responder a esta pregunta se ha de tener en
cuenta que los errores de transmisién debidos a las deformaciones elésticas
dependen de la variacion del valor de deformacion elastica a lo largo del ciclo
de engrane y no del valor en si mismo [Litvin, 1998|. La figura 1.3.1 muestra
la funcién de errores de transmisiéon para tres ciclos de engrane obtenidos
del programa de TCA, es decir, sin considerar las deformaciones elasticas. Si
se considera como referencia el pifion, en A la deformacion elastica llevara a
la rueda a ocupar la posicion A’, mientras que en B la deformacion elastica
llevara la rueda a ocupar la posicién B’. Es logico pensar que la magnitud AA’
es mayor que la magnitud BB’ dado que en A la carga esta siendo transmitida
por s6lo una pareja de dientes mientras que en B habra dos parejas de dientes
compartiendo la carga. Es evidente entonces que el nuevo error maximo A’B’
es ligeramente inferior a AB. Por tanto, el error maximo de transmisiéon como
consecuencia de los errores de alineacion y de las deformaciones elasticas serd
similar e incluso inferior al error maximo de transmisiéon debido tinicamente a
los errores de alineacién. El aumento de carga suaviza la funciéon resultante de
errores de transmisiéon y disminuye el ruido y la vibracién de la transmisién
con respecto a la misma menos cargada, siempre que no haya un aumento
considerable de los errores de alineaciéon como consecuencia del aumento de

la carga.

La aplicacion de programas de elementos finitos para el anélisis tensional
de las transmisiones de engranajes permite estudiar la formacién del contac-
to y la determinaciéon de las tensiones de contacto y flexion a lo largo del
ciclo de engrane. Los modelos de elementos finitos se desarrollan partiendo
de la informacién obtenida del anélisis del contacto para una determinada
posicién de contacto del pinén y la rueda. Los resultados obtenidos permiten
confirmar la orientaciéon de las elipses instantdneas de contacto y determinar
el tamano real de las mismas para la carga real a transmitir. El segundo obje-

tivo es determinar los niveles tensionales de contacto y flexiéon para comparar
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Figura 1.3.1: Funcién parabélica de errores de transmision e influencia de las

deformaciones eléasticas.

las distintas geometrias. El modelo de elementos finitos considera la carga a
través de un par torsor que actiia en el eje del pinén mientras la base de la
rueda se considera empotrada. Aunque se trata de un modelo de carga cuasi-
estatico, el hecho de que la formacién del contacto sea independiente de las
velocidades de giro de los engranajes, y el hecho de que los niveles tensionales
se utilicen como referencia para comparar los distintos tipos de geometria,
justifican la utilizacion de dicho modelo. A la hora de comparar las distintas
geometrias con el modelo cuasiestatico es importante considerar las distintas
transmisiones con un mismo nivel de error de transmisiéon, de manera que
los efectos dindmicos sean similares. En el caso de la geometria de perfil de
evolvente el modelo cuasiestitico de carga arroja valores superiores de ten-
siones de contacto y flexién como consecuencia del contacto en el borde que
las obtenidas en la realidad. Dado que la funcién de errores de transmision
es ademés discontinua, los efectos dindmicos serdn més perjudiciales en este
tipo de transmisiéon que en aquellas con una funcién parabolica continua de

errores de transmision.

1.4. Estructura y planteamiento

La presente Tesis Doctoral se ha estructurado en los siguientes capitulos:
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e Capitulo 1: Introducciéon y objetivos.
e Capitulo 2: Fundamentos teoricos.
e Capitulo 3: Engranajes cilindricos con perfil de evolvente.

e Capitulo 4: Engranajes cilindricos con geometria modificada. Generacion

por cremallera.

e Capitulo 5: Engranajes cilindricos con geometria modificada. Generacion

real por herramienta.

e Capitulo 6: Aplicacion de engranajes cilindricos en transmisiones con

ejes que se intersectan: Engranajes de cara.
e Capitulo 7: Resultados y conclusiones.

En el presente Capitulo se ha realizado una breve resena histérica de las
primeras aportaciones a la teoria de engranajes y a la tecnologia de fabri-
cacion y diseno de los engranajes. Asi mismo, se han descrito las principales
aportaciones al problema de la localizacién del contacto y reduccién del ruido
y vibracién en las transmisiones por engranajes durante los iltimos anos y
que han configurado el estado de la ciencia en el momento del inicio de la
investigaciéon que se presenta en este trabajo.

En el Capitulo 2 se presentan las bases tedricas de la teoria de engranajes
moderna en las que se ha basado el desarrollo del presente trabajo. Se definen
las condiciones necesarias y suficientes de existencia de la envolvente a una
familia de superficies. Se formulan las relaciones cineméticas necesarias para
la resolucién de los problemas bésicos de la teoria de engranajes, tales como la
determinacion de las singularidades en la envolvente a una familia de superfi-
cies, relaciones entre las curvaturas y direcciones principales de curvatura de
las superficies en el punto de contacto y determinacién de la elipse de contacto
entre superficies con contacto localizado. Se establecen las bases del analisis
del contacto en engranajes con contacto localizado con el fin de determinar el
camino de contacto sobre las superficies y la funcion de errores de transmision.
Se describe la interaccién de la funciéon parabélica con una funcién lineal, lo

que constituye la base para la absorcién de las funciones lineales de errores
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de transmision producidas por los errores de alineacién y fabricacién. Final-
mente, se propone una herramienta de anélisis de las transmisiones basada en
el método de los elementos finitos y que permite la construcciéon automatica

y parametrizada del modelo de la transmision.

En el Capitulo 3 se describen los engranajes cilindricos de perfil de evol-
vente. Se consideran en primer lugar los engranajes con ejes cruzados. Su
estudio permite analizar las condiciones de contacto en el caso més general
y entender céomo dichas condiciones se particularizan en engranajes con ejes
paralelos, ya sean helicoidales o rectos. En particular, se estudia la sensibili-
dad de la transmision frente a los errores de alineacion para diferentes valores
del 4ngulo entre ejes y se relaciona la misma con el desplazamiento de la linea
de accion. Se introduce el concepto de diseno canoénico de una transmision
con ejes cruzados, el cual constituye la base para el disefio de engranajes no

convencionales.

En el Capitulo 4 se describe la generacion de los engranajes cilindricos con
ejes paralelos a partir de dos cremalleras con geometria distinta, una para el
pinoén y otra para la rueda. Mientras que la geometria de perfil de evolvente
estd basada en la utilizacién de una cremallera comun de perfiles rectos que
genera simultdneamente el pinén y la rueda, la modificacién propuesta es-
t4 basada en la utilizaciéon de dos cremalleras con perfiles distintos de tipo
parabolico. Novikov ya propuso la utilizaciéon de cremalleras con perfiles de
circulo distintos en engranajes helicoidales con el fin de localizar el contacto.
El perfil parabolico, no obstante, incrementa la rigidez del diente con respecto
al perfil de circulo y posibilita ademas la obtencién de una funcién paraboélica
de errores de transmisiéon en engranajes rectos. La generaciéon por cremallera
presentada en este capitulo constituye la base para la determinacién de la

geometria de las herramientas de corte.

En el Capitulo 5 se determina la geometria de las herramientas de corte a
partir de las superficies modificadas segun la direccion del perfil del pinén y/o
de la rueda obtenidas en el Capitulo 4. Obtenida la herramienta, se determi-
nan los parametros del proceso de fabricacién con el fin de obtener la modifi-
cacion de la superficie del pinén y/o de la rueda en la direccion longitudinal.

La modificacién de las superficies en la direccion del perfil es transmitida di-
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rectamente de la geometria de la herramienta. Se han propuesto tres procesos
de fabricacion basados en la utilizacién de discos de corte o rectificado y de
cortadores sinfin: (i) mediante disco de corte o rectificado, modificando la dis-
tancia entre los ejes del disco y del pinén durante el proceso de generacion, (ii)
mediante cortador sinfin, modificando la distancia entre los ejes del cortador y
del pinén durante la generacion, y (iii) mediante cortador sinfin, modificando
la relacion entre el giro del pinén y el desplazamiento del cortador durante el
movimiento de alimentacién del cortador.

Asi mismo, se realiza el analisis tensional por el método de los elementos
finitos de las transmisiones con geometria modificada y con geometria de perfil
de evolvente. Se comparan los niveles tensionales de contacto y flexién y se es-
tudia la formacién del contacto frente a posibles errores de alineacién. Para el-
lo, se ha desarrollado un algoritmo que posibilita la construccién parametriza-
da y totalmente automaética de los modelos de elementos finitos en cada uno
de los puntos de contacto dados por el TCA. El desarrollo de dicho algoritmo
permite disponer de una herramienta de anlisis muy potente para el dis-
eno de tales transmisiones. Se ha estudiado ademaés la utilizacion de perfiles
asimétricos para la reduccién de tensiones.

En el Capitulo 6 se presenta una aplicacién especifica de los engranajes
cilindricos correspondiente a las transmisiones de engranajes de cara. Este es
un tipo de transmisiéon donde los ejes se intersectan y uno de los engranajes
presenta el dentado sobre la cara del engranaje. Los engranajes de cara, o
"face gears", tienen un amplio campo de utilizacion debido a su sencillez
constructiva y precisiéon de fabricaciéon en comparacién con los engranajes
conicos espirales.

En el Capitulo 7 se resumen los resultados obtenidos y se exponen las

principales conclusiones de la presente Tesis Doctoral.



Capitulo 2

Fundamentos tedricos

2.1. Introduccién

La teoria de engranajes es una rama de la ciencia relacionada con la
geometria diferencial, el diseno y la fabricaciéon. A continuacion, se exponen
los fundamentos tedricos de este trabajo, los cuales estan relacionados con
la generacién de superficies, determinacion de singularidades y anélisis del
contacto, y vienen explicados ampliamente en [Litvin, 1989; Litvin, 1994;
Litvin, 1998].

2.2. Envolvente a una familia de superficies

La accién conjugada entre superficies en contacto lineal y la generacion
de las mismas mediante una superficie herramienta (cremallera, disco, fresa,
etc.) estan basadas en el concepto de envolvente a una familia de superficies.
Zalgaller ha contribuido de forma importante a la teoria de las envolventes y
expuso las condiciones necesarias y suficientes de existencia de la envolvente
a una familia de superficies |Zalgaller, 1975; Zalgaller & Litvin, 1977|.

La determinacion de la superficie generada ¥y a partir de la superficie
generadora Y requiere la utilizacion de los sistemas de coordenadas S, So y
Sy, rigidamente conectados a ¥, ¥ y a la carcasa de la transmision donde

se encuentran montados los ejes de rotaciéon de X; y X9, respectivamente.

23
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La determinacion de la superficie 39 estd basada en el siguiente proceso:

(1)

(i)

La superficie ¥, se considera conocida y viene representada por

8r1 8r1

donde (u, ) son los parametros de superficie, £ es el dominio en el

rl(u, 0) € Ol,

que estan definidos los parametros, y C'! indica que la funcién vectorial
ri(u,0) tiene derivadas parciales continuas hasta al menos el primer

orden. La desigualdad en (2.2.1) indica que ¥; es una superficie regular.

La localizacion y orientaciéon de los ejes de la transmision y la funcién
1o(1h1), donde 1)1 y 19 son los angulos de rotacion de las superficies g

y 22, se consideran conocidos.

La transformacion de coordenadas del sistema S7 al sistema Sy permite

obtener la familia de superficies de X1 en el sistema S, como

I'Q(U,H,?,b) = M21(¢)r1(u,0) (222)

donde v es el parametro generalizado del movimiento. La matriz Mo (1)
se expresa como Mo (¢)) = Moy (1p2)Myq(11). Normalmente, 1) = 1) y
1o = 1po(1h1) = 1ho(1p). Para un valor dado de 1, la Ec. (2.2.2) representa

la superficie X en el sistema S5.

La envolvente ¥y resulta tangente a cada una de las superficies de la
familia de superficies definida en (2.2.2). La determinacion de g re-
quiere la consideracion simultanea de la ecuacion vectorial (2.2.2) y la

ecuacion
f(u,8,4) =0 (2.2.3)

denominada ecuacién de engrane.

Las matrices M utilizadas son de orden 4 x4 ya que se utilizan coordenadas

homogéneas. La utilizacién de coordenadas homogéneas fue propuesta para

la transformacion de coordenadas en la teoria de mecanismos por |Denavit &
Hartenberg, 1955] y [Litvin, 1955].

En la teoria de engranajes se consideran dos procedimientos para la ob-
tencion de la Ec. (2.2.3).
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Procedimiento 1. Este método fue propuesto en geometria diferencial y

estd basado en las siguientes consideraciones:

(1)

Consideremos que la ecuacion de engrane (2.2.3) se satisface en P(u(?),
6©) 1/)(0)). La funcion f € C! es conocida y supongamos que una de sus
tres derivadas parciales (fu, f, fy), por ejemplo f,, es distinta de cero en
P. Entonces, por el teorema de existencia de la funcién implicita [Korn
and Korn, 1968], la Ec. (2.2.3) puede resolverse en las proximidades de
P(u®,00©) ) por la funcion u (6, ).

La superficie X9 puede ser representada entonces como ry (6,1, u(6,1))).

Consideremos dos vectores tangentes a 2o

_8r2 81‘2 8_u R¢ 8r2 81‘2 8_u (2'2'4)

Ro="20 " ou "0 = T ou By

La normal Ng) a la superficie X en el sistema Sy viene dada como

. 8r2 8r2

(1) _ ora2 0orz
N _8ux(90

(2.2.5)
donde el subindice “2” en Ngl) indica que la normal se representa en
el sistema S, mientras que el superindice “(1)” indica que se esta con-

siderando la normal a Xj.

Si la envolvente g existe, ésta estd en tangencia con ;. Por lo tanto,
331 y ¥a deben tener un plano tangente comun. El plano tangente ng) a
Y9 viene definido por la pareja de vectores Rg y Ry,. El plano tangente
Hg) a X1 viene determinado por la pareja de vectores dry/Ou y Ore/00.
El vector Ry pertenece ademaés al plano Hgl). Las superficies %1 y 29
tendran un plano tangente comun si el vector drg /91 pertenece ademés
al plano Hgl). La condicion de que los vectores dry/du, Ory /00 y Ora /0
pertenezcan al mismo plano viene dada por la ecuacion

81‘2 (91‘2 (91‘2 .

la cual representa la condicién necesaria de existencia de la envolvente,

y se la conoce como ecuacion de engrane.
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Procedimiento 2. Este método estd basado en las siguientes considera-

ciones:

(1) El producto vectorial en la Ec. (2.2.6) representa en el sistema Sy la
normal a 3; (ver Ec. (2.2.5)).

(2) El vector dry/0%) es colinear con el vector velocidad vglz), el cual rep-

resenta la velocidad relativa de un punto de X1 con respecto al punto

coincidente en 5. Por tanto, la Ec. (2.2.6) se puede expresar

N v = f(u,0,4) = 0 (2.2.7)

(3) El producto escalar en (2.2.7) es independiente del sistema de coorde-
nadas utilizado. Por tanto,
1 12 .
N VD = 0,9) =0 (i=1,1,2) (2.2.8)
La determinacion de la ecuacion de engrane (2.2.8) es mas sencilla si
se considera el sistema ¢ = 1 6 i« = f. La Ec. (2.2.8) fue propuesta casi
simultdneamente por Dudley y Poritsky, Dadidov, Litvin, Shishkov y Saari
[Litvin, 1998]. Litvin ha demostrado que la Ec. (2.2.8) es la condicion necesaria
de existencia de la envolvente a una familia de superficies |Litvin, 1989].

En el caso de engranajes rectos, la ecuacién de engrane se puede repre-

sentar como

T x v =0 (2.2.9)

A
o bien

) )

(T(-l) « v(lz)) k=0 (i=1,f,2) (2.2.10)

donde Tl(-l) es el vector tangente al perfil, vglz) es la velocidad de deslizamiento
y k; es el vector unitario segun el eje z (suponiendo que el plano de engrane
se encuentra en el plano de los ejes x e y).

En el caso de engranajes rectos, la normal comun a los perfiles en el punto
de tangencia pasa por el centro instantaneo de rotacion [Willis, 1841]. En

el caso de engranajes con ejes que se intersectan, la normal comun pasa a
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través del eje instantaneo de rotacién. La ecuacién de engrane en el caso de

engranajes con ejes que se intersectan viene dada por
Xi—wm _Yi—yi  Zi—z

- - (2.2.11)
NT NG TN

donde (X;,Y;,Z;) son las coordenadas de un punto del eje instantaneo de
rotacion, (z;,y;, z;) son las coordenadas de un punto de la superficie gener-
adora o conductora, y (N%), Ng), ng) son las componentes de la normal a

la superficie generadora ;.

2.3. Condiciones suficientes de existencia de la en-

volvente a una familia de superficies

Las condiciones suficientes de existencia de la envolvente a una familia
de superficies garantizan que la envolvente existe, es una superficie regular
y es tangente a cada una de las superficies de la familia a lo largo de una
linea. Estas condiciones fueron descritas por Zalgaller |Zalgaller, 1975] en la
teoria general de envolventes y adaptadas por Litvin a la teoria de engranajes
[Zalgaller & Litvin, 1977; Litvin, 1994]:

(i) Se considera la familia de superficies r(u, 0,1) € C2.

(ii) Se designa por M (u(®,0® () el conjunto de parametros donde se

satisfacen las siguientes condiciones:

(1) La ecuacion de engrane:
f(u,0,9) = (ry xrg) -1y =0 (2.3.1)
(2) La superficie generadora de la familia, ¥, es una superficie regular:
r, Xrg#0 (2.3.2)

(3) La desigualdad:
|[ful +|fol # 0 (2.3.3)
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(4) La desigualdad:
N = (rg x ry)fu+ (ry X ro)fo + (ru X r9)fy #0  (2.3.4)

La verificacion de las condiciones de (1) a (4) permiten establecer en
el entorno de M que la envolvente 3o a la familia de superficies r(u,6,1))
existe como una superficie regular, contacta con la superficie 3; a lo largo
de una linea de tangencia, y la normal a Y es colinear con la normal a
¥1. La funcion vectorial r(u,8,1) y la ecuacion de engrane f(u,6,1) = 0,
consideradas simultdneamente, representan en el entorno de M la superficie
envolvente Yo a través de tres parametros relacionados. La existencia de dicha
envolvente en el dominio de valores de (u,#,) requiere que las condiciones
de (1) a (4) se verifiquen en todo el dominio.

Demostracion. Consideremos que la desigualdad (2.3.3) se satisface porque
se verifica f,, # 0. Entonces, por el teorema de existencia de la funciéon implici-
ta, la Ec. (2.3.1) puede ser resuelta por la funcién u(6,v) € C!. Diferenciando
la Ec. (2.3.1), se obtiene

fuvo+fo=0  fuuy+ fy =0 (2.3.5)
Jo Jo
Uy = — 4 Uy = ——F— 2.3.6
0 fu (4 u ( )
De las ecuaciones (2.3.6) y (2.2.4) se obtiene
Ry=ry9— %ru Ry =ry — f—wru (2.3.7)

El producto vectorial Ry X Ry corresponde a la normal a la envolvente N,
la cual verifica la condicién dada en (2.3.4). Por tanto la envolvente es una
superficie regular. Por otro lado, dado que se verifica la condicién dada en
(2.3.1), el plano tangente a la superficie 3, definido por los vectores r, y
ry, coincide con el plano tangente a la envolvente definido por los vectores
Ry y Ry, por lo que la normal a la envolvente es colinear con la normal a la
superficie 31 en el punto de tangencia M. La demostraciéon es similar si se
verifica fy # 0 en vez de f, # 0.
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Representacion de la envolvente Y9 en forma biparamétrica. La rep-
resentacion de Yo en funcion de dos parametros estd basada en las siguientes

consideraciones:

(i) Supongase que la desigualdad (2.3.3) se satisface porque
fu#0 (2.3.8)

(ii) El teorema de existencia de la funcion implicita establece que, debido a
la observacion de la desigualdad (2.3.8), la ecuacion de engrane (2.3.1)

puede ser resuelta en el entorno del punto M por la funcién

u=u(0,) (2.3.9)

(iii) Entonces, la superficie 39 puede ser representada como
RZ(eai/)) = r2(u(971/))a0a1/)) (2310)

(iv) La normal a 9 viene dada como

_ ORy _ OR,

(2) _ o2 OR2
Ny == x 50 (2.3.11)

Un procedimiento similar es aplicable cuando la desigualdad (2.3.3) se
satisface porque fy # 0 en lugar de verificarse (2.3.8). En este caso la superficie

envolvente se obtiene como

RZ(ufl/)) = r2(u70(ua1/))71/)) (2312)
y su normal viene dada por
2)  ORz ORy
Ny’ = - X —81,b (2.3.13)

2.4. Relaciones cineméaticas basicas

Las relaciones cineméticas basicas propuestas por Litvin en [Litvin, 1994]
relacionan las velocidades del punto de contacto y del vértice de la normal

unitaria de las superficies en engrane.
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La velocidad del punto de contacto viene dada por dos componentes: la de
arrastre con la superficie y la relativa respecto a la superficie. Considerando
la condicion continua de tangencia entre las superficies en engrane, se tiene

v® = y() 4 (12) (2.4.1)

r r

donde vfni) (1 = 1,2) es la velocidad relativa del punto de contacto sobre la
superficie Y;. De forma similar, la relaciéon entre las velocidades del vértice de

la normal unitaria viene dada por

T T

a® — a4 (w(lz) x n) (2.4.2)

donde " (1 = 1,2) es la velocidad del vértice de la normal en su movimiento

sobre la superficie y w(!?)

es la velocidad angular relativa del engranaje 1
respecto al engranaje 2.

La ventaja de la utilizacion de las Ecuaciones (2.4.1) y (2.4.2) es que
permiten la determinacion de v,(nz) y f11(~2) sin tener que utilizar las ecuaciones,
en general muy complicadas, de la envolvente ¥y. A partir de (2.4.1) y (2.4.2),
es posible resolver los principales problemas que se presentan en la teoria de
engranajes: (i) determinacion de singularidades en la superficie generada Yo,
(ii) determinacion de las curvaturas principales en Yo, y (iii) determinacion

de las dimensiones y orientacién de las elipses instantaneas de contacto.

2.5. Determinaciéon de singularidades en la superfi-

cie envolvente

La superficie generadora Y1 es una superficie regular por definicién dado
que se satisface la desigualdad (9r;/0u) x (0r;/00) # 0. La superficie a
generar Yo se obtiene como envolvente de la familia de superficies que ¥,
describe en el sistema Sy. La envolvente X5, no obstante, puede presentar
singularidades. La aparicién de puntos singulares en Yo predice que durante
la generacién pueda aparecer el problema de la penetracion.

La determinaciéon de puntos singulares en Yo puede llevarse a cabo me-

diante el teorema propuesto por Litvin en 1968 (véase su primera edicion
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en inglés en [Litvin, 1989]): si un punto M de la superficie Y9 es un punto

singular, entonces se verifica en M la siguiente condicién

r r

La Ec. (2.5.1) y la ecuacion diferencial de engrane

d

dt

permiten determinar una linea de puntos regulares L en ¥; que generan pun-
tos singulares en Ys. Delimitando la superficie 31 con la linea L se evita la
aparicion de puntos singulares en X,. La obtencién de dicha linea esta basada

en las siguientes consideraciones:

(i) La Ec. (2.5.1) se puede expresar como

Orydu  Orpdf (19
vat Faear T M (253)

donde los vectores Ory/0u, Ory/00 y vglz) estan representados en Sy.

(ii) La Ec. (2.5.2) se puede expresar como

Of du _9fdo _ Of dyp
dudi To0dr oy di (2.5.4)

(iii) Las Ecs. (2.5.3) y (2.5.4) representan un sistema de cuatro ecuaciones
escalares con dos incognitas: du/dt y df/dt. Este sistema tiene solucion

si la matriz

LSRG R E
ou 00 !

A= (2.5.5)
of of _of dy

ou 00 Oy di

tiene rango r = 2. Esto supone que

9z Oz _ ()
ou 00 el
|9 O ay |
A = T, vy =0 (2.5.6)
of of _ofdy

ou 00 Oy di
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9z Oz _ ()
ou 00 zl
_| 9 Oa ey |
Dy=| o= o vy | =0 (2.5.7)
of of _ofdy
ou 00 Oy di
Oy Oy _
ou 00 yl
_ |92 9n _ az | _
Dy=| o= = vy, | =0 (2.5.8)
of of _ofdy
ou 00 O dt

Ozy Oz (12)

ou 09 =
dy1 Oy (12)
4 ou 06 v (25.9)

02 0z ()
ou 00 21
La ecuacion (2.5.9) representa la ecuacion de engrane f(u,0,1) =0y

no se utiliza para la determinacién de las singularidades. La condicién
de que los determinantes Aj, Ay y Ajs sean iguales a cero se puede

expresar como

A2+ A2+ A2 =F(u,0,) =0 (2.5.10)
Con el fin de evitar las singularidades en s, las siguientes ecuaciones
r; =ri(u,0), f(u,0,¢) =0, F(u,0,%) =0 (2.5.11)

permiten determinar la linea L sobre Y y delimitar dicha superficie.

En la mayoria de los casos, para obtener F' = 0, es suficiente utilizar

cualquiera de las tres siguientes ecuaciones:

A =0, Ay=0, A3=0 (2.5.12)
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2.6. Relacion entre las curvaturas de las superficies

en contacto

Sean X; y X9 dos superficies en contacto describiendo un movimiento
conocido durante el cual ambas superficies son tangentes. Estas condiciones
corresponden a dos casos tipicos: (i) la generacion de superficies a partir
de una superficie herramienta y (ii) la transmision de movimiento entre las
superficies de dos engranajes.

Se deben considerar por tanto dos tipos de tangencia:

(i) Las superficies X1 y 39 contactan en cada instante en una linea y 3o es
la envolvente de la familia de superficies generada por 3 en el sistema
S9 solidario con 5. Este caso corresponde a la generacion de superficies

por herramienta.

(ii) Las superficies ¥; y 39 contactan en cada instante en un punto. Este
caso corresponde al contacto entre las superficies de los dientes de los

engranajes de una transmision, donde el contacto ha sido localizado.

La determinacién de la relacién entre las curvaturas de las superficies en
contacto es necesaria fundamentalmente para la sintesis local de las superfi-
cies y para la determinaciéon de la orientacién de las elipses instantaneas de
contacto.

El principal inconveniente para resolver este problema es que la superficie
generada Yo, al ser la envolvente de una familia de superficies, viene dada por
tres parametros relacionados. La determinacién de las curvaturas de X es mas
complicada que en el caso de la superficie generadora X, la cual viene dada
por dos parametros independientes. El método propuesto por Litvin |Litvin,
1994] permite simplificar este problema dado que las curvaturas de ¥o se
pueden expresar como funcién de las curvaturas de la superficie generadora
Y1 y de los parametros del movimiento.

Conocida la superficie ¥, el punto M de tangencia de las superficies (en
caso de contacto lineal, M es uno de los puntos de la linea de contacto entre
Y1y ¥9), la funcion (1) en M y la derivada 0o /0y en M, se pueden

resolver los siguientes problemas:
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(i) Determinacion de las relaciones entre las curvaturas y direcciones prin-

cipales de las superficies en contacto en M.

(ii) Determinacion de las curvaturas normales en un plano normal al plano

tangente comin de las superficies en contacto en M.
(iii) Determinacion de las curvaturas normales relativas en el punto M.
La solucién de estos problemas esta basada en:

(i) La aplicacion de las Ecs. (2.4.1), (2.4.2) y de la ecuacion diferencial de

engrane

% (n . V(12)> —0 (2.6.1)

(ii) La descomposicion del desplazamiento del punto de contacto sobre cada
superficie en dos componentes segin las direcciones principales de cur-
vatura de las respectivas superficies. Otra posible descomposicién del
desplazamiento es segiin dos direcciones perpendiculares cualesquiera
contenidas en el plano tangente comun, en particular cuando una de
estas direcciones es tangente a la linea de contacto en el caso de que la

superficie Yo sea la envolvente de .

El desarrollo matematico de la soluciéon de estos problemas viene amplia-

mente descrita en |Litvin, 1994].

2.7. Elipse instantidnea de contacto

En el caso de superficies en contacto puntual, Litvin [1994] ha propuesto
un método para la determinacién de las dimensiones y orientaciéon de las
elipses instantaneas de contacto a partir de las curvaturas y direcciones prin-
cipales de las superficies, y de la deformacion elastica de las mismas.

Debido a la elasticidad de las superficies en contacto, el contacto puntual
entre superficies se extiende sobre un area eliptica. El centro de simetria de la
elipse instantanea de contacto coincide con el punto tedrico de tangencia. La
huella de contacto entre las superficies estd formada por el conjunto de estas

elipses de contacto.
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El método propuesto viene desarrollado en |Litvin, 1994| y supone cono-
cido el parametro de deformacion eldstica d de las superficies, que depende
de la carga aplicada, la rigidez de los dientes en contacto y el moédulo de
elasticidad del material de los engranajes. El parametro § se ha considerado
igual a 0,006 mm (0,00025 in), el cuél es un valor asociado a engranajes poco
cargados. Aunque la dimensién de la elipse depende del valor del pardmetro ¢,
la orientacién y la relaciéon entre los ejes mayor y menor es independiente de
0 y solo depende de las curvaturas y direcciones principales de las superficies

en contacto.

1
i’

2
elg )

(2)

e

20,
o(12)

ef!)

o)

2b

Figura 2.7.1: Elipse instantanea y direcciones principales en el punto de con-

tacto.

La Figura 2.7.1 muestra la elipse instantianea de contacto. Se suponen

conocidas las curvaturas principales, kgl) y k%) en el punto de contacto M,

(1) (1)

y las direcciones principales de curvatura, e;’ y e;/, de ¥;. Igualmente se

(2) (2)

conocen las curvaturas principales, k;” y k;}/, y las direcciones principales,

e(I2) y egzl), de Ys. La dimension de la elipse, dada por los semiejes a y b, y la
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orientaciéon de la misma, dada por el dngulo oW vienen dados por

51172 51172
a—‘z b_‘E (2.7.1)
12
tg 201 = g2 sen 20112 (2.7.2)
g1 — go cos 20(12)
donde )
A= Z[k(zl) — kg) — (g7 — 2g1g2 cos 20112 4 g%)l/z] (2.7.3)
1
B = Z[k(zl) - k(zz) + (g7 — 29192 cos 20012 + g2)1/2] (2.7.4)
A R L VI I I (2.7.5)
siendo o1?) el angulo entre las direcciones principales e(Il) y e(12) (Fig. 2.7.1).

2.8. Generacion por doble envolvente

La generaciéon por doble envolvente ha sido investigada en el area de la
geometria diferencial. El movimiento de la superficie generadora 3; en el
sistema Sy viene definida en este caso por dos parametros independientes ¢

y 9. La familia de superficies 37 generada en S se representa como

ro(u, 0, ¢,19) = Moy (¢, ¥)r1(u, ) (2.8.1)

donde My (¢, 1)) es la matriz de transformacion de coordenadas del sistema
S al sistema Sj.

La definicién de la envolvente Yo requiere, ademés de la ecuacion vectorial
(2.8.1), dos ecuaciones de engrane:

N . L020) g N 028 (2.8.2)

7 % % 7

donde Ngl) es la normal a X, vi12:2)

; representa la velocidad relativa entre

Y1 y Yo debido al parametro ¢ cuando el parametro 1) es constante, y vglz’w)
representa la velocidad relativa debido al pardmetro 1 cuando el parametro

¢ es constante. Todos los vectores vienen representados en el mismo sistema
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El proceso de doble envolvente tiene su aplicaciéon en la generacion de su-
perficies donde la herramienta presenta simultaneamente dos tipos de movimien-
to, uno de los cuales es conocido como movimiento de alimentacién. Por
ejemplo, en el rectificado de engranajes rectos y helicoidales mediante cor-
tador sinfin, los dos tipos de movimiento son: (i) movimiento de rotacion del
engranaje y del cortador, y (ii) movimiento helicoidal relativo entre el en-
granaje y el cortador. Este segundo tipo de movimiento es el movimiento de
alimentacion.

En realidad, el proceso de fabricacién consistird en un proceso de sim-
ple envolvente debido a la imposibilidad fisica de que los parametros del
movimiento ¢ y 1 sean independientes. Siempre existird una relacion ()
entre ambos parametros. No obstante, el proceso de generaciéon por doble
envolvente permite determinar la superficie ideal 3o para su comparacion
con la superficie real ¥%. Esta se puede obtener segin un proceso de simple

envolvente teniendo en cuenta la relacion 1(¢).

2.9. Simulaciéon del engrane y andlisis del contacto

El analisis del contacto o “Tooth Contact Analysis” (TCA) en la literatura
inglesa, tiene como objetivo la simulaciéon del engrane de las superficies de los

dientes en contacto y permite:
(i) Determinar la trayectoria de contacto en cada una de las superficies.

(ii) Determinar los errores de transmision debidos a los errores de alineacion,

fabricaciéon y montaje.

(iii) Determinar la huella de contacto formada por el conjunto de las elipses
instantaneas de contacto, que incluye la orientacién y dimensiéon de las

mismas a lo largo del camino de contacto.

Para alcanzar estos objetivos, las superficies de los dientes se consideran
conocidas, asi como la localizacién y orientacion de los ejes de ambos engrana-

jes considerando los errores de alineacion.
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Las superficies X1 y Y9 vienen dadas en los sistemas coordenados S; y So,

respectivamente, por las siguientes funciones

or; 8rZ
Ou;

ri(u;, 0;) € C?, 75 0, (ui,0;) € E; (i=1,2) (29.1)

donde las normales unitarias vienen representadas por

or, _ Or;
Ou; ~ 00; x 00;
or; 8rZ
‘auz % 0;

(i=1,2) (2.9.2)

Considerando que el engranaje 1 gira con la superficie ¥; alrededor de un
eje fijo localizado en el sistema Sy, la familia de superficies generada por ¥

en Sy viene dada por

rsfl)(ula917¢1) = Mf1(¢1)r§1)(u1,01) (2.9.3)

y la normal unitaria a la superficie X1 se representa en Sy como

nfl)(ulaelad)l) = Lf1(¢1)n§1)(u1,01) (2.9.4)

donde ¢; es el angulo de rotacion del engranaje 1.

El engranaje 2 gira con la superficie Yo alrededor de otro eje fijo, pero
localizado en el sistema S;. La localizacién y orientaciéon de S, simula los
errores de alineaciéon de la transmision. La familia de superficies que genera

Yy en el sistema fijo Sy viene dada por

rf2) (u2, 62, p2) = quMq2(¢2)rgz) (u2,62) (2.9.5)

y la normal unitaria correspondiente por

nf2) (u2, 02, ¢2) = Ly Lga(¢2)ns (ua, b2) (2.9.6)

donde ¢ es el angulo de rotacion del engranaje 2.

Las matrices L son de orden 3 x 3 y resultan de eliminar la ultima fila y
la ultima columna de las correspondientes matrices M.

Las superficies 31 y Yo deben ser tangentes a lo largo del camino de

contacto y para ello se debe verificar la ignaldad de los vectores de posicion y la
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colinealidad de las normales unitarias a las superficies en el punto instantaneo

de contacto, como se muestra en la Fig. 2.9.1. Por tanto se debe verificar:

rgcl)(m,@l, $1) — rgcz)(uz, b2,¢2) = 0 (2.9.7)

nsfl)(ul, 01, ¢1) — n;z) (uz,02,¢2) = 0 (2.9.8)

La Ec. (2.9.7) representa tres ecuaciones escalares, pero la Ec. (2.9.8)

5 ' ' ; W) _ 1@ =

representa solo dos ecuaciones escalares independientes al ser [n}”| = [n}”| =

1. Las ecuaciones (2.9.7) y (2.9.8) representan por tanto cinco ecuaciones
escalares independientes con seis incognitas: uy, 01, ¢1, uz, 02 y ¢o. El sistema

de ecuaciones se puede representar como
filuy, 01, 41 02,02, 42) =0, fie Ot (i=1,2,3,4,5) (2.9.9)

El objetivo del andlisis es obtener del sistema de ecuaciones representado

en (2.9.9) las funciones

ur($1),01(¢1), ua($1), 02(h1), a(¢1) € CF (2.9.10)

De acuerdo con el teorema de existencia de sistemas de funciones implic-
itas [Korn & Korn, 1968, las funciones (2.9.10) existen en las proximidades
del punto

PO = @6/, ¢, uf?, 6, ¢}”) (2:9.11)

si se verifica: (1) las funciones [f1, fo, f3, f1, f5] € C* en un entorno de P,
(2) el sistema de ecuaciones (2.9.9) se satisface en P(9) y (3) el Jacobiano del
sisterna (2.9.9) en PO difiere de cero

on oh o Oh on
D(f13f23f37f47f5) _ 8UI 801 8“[2 802 8¢2

D(u1,61,u2, 0, ¢2)

: : : : : #0 (2.9.12)
Ofs 0fs 0fs Ofs Ofs
Ou; 00; 0Ouy 00y Opo

Las funciones dadas en (2.9.10) proporcionan toda la informacion nece-

saria sobre el engrane de las superficies en contacto. La funcion ¢o(¢1) rep-

resenta la relacion entre los dngulos de rotacion de los engranajes. Las fun-

ciones u1(¢1) vy 61(¢1) determinan el camino de contacto sobre la superficie
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(1) —n(2)
Ny =Ny

Zr

Figura 2.9.1: Condiciones del contacto puntual entre superficies.

Y1 mediante la funciéon rq(uq,6;), mientras que las funciones us(¢1) y 02(¢2)
determinan el camino de contacto sobre la superficie 39 mediante la funcién

ro(ug,03). La linea de accion viene dada por la funcion

r§1)(ul(¢1),91(¢1), $1) (2.9.13)
o bien por la funcion
r?) (u2(1), O2(¢1), P2(41)) (2.9.14)

En determinados casos, la superficie de uno de los engranajes puede venir
dada como funcién de tres parametros relacionados por una ecuacién adicional
correspondiente a la ecuacion de engrane utilizada en la generacion. En este
caso, el sistema de ecuaciones dado en (2.9.9) presenta una ecuacién mas y
una incognita mas correspondiente al pardmetro generalizado del movimiento

en el proceso de generacion.
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2.10. Prediseno de una funcién parabélica de er-

rores de transmision

La aplicacién de una funcién parabélica de errores de transmisiéon permite
absorber las funciones cuasilineales y discontinuas de errores de transmision
producidas por errores de alineacion, fabricacion y montaje. El prediseno de
una funcién parabolica de errores de transmision es la clave para la reduccion
de ruido y vibracién en transmisiones de engranajes. Esta idea estd basada

en las siguientes consideraciones:

(i) La funcién de transmision de una transmision ideal de engranajes es

una funciéon lineal representada mediante

P2 = ——¢1 (2.10.1)

siendo N; y ¢; (i = 1,2), el nimero de dientes y el angulo de rotacion,

respectivamente, de pinon (i = 1) y rueda (i = 2).

(ii) Debido a errores de alineacion, fabricacién o montaje (cambio del &n-
gulo de cruce entre ejes, cambio de la distancia entre centros en el caso
de engranajes con geometria modificada, desplazamiento axial de en-
granajes conicos espirales, hipoides, tornillo sinfin, etc.), la funciéon de
transmision se convierte en una funcién cuasilineal y discontinua (Fig.
2.10.1(a)) con periodicidad igual al ciclo de engrane de una pareja de
dientes. La funcién de errores de transmisiéon correspondiente se mues-
tra en la Figura 2.10.1(b). Este tipo de funcién de transmision se ha
confirmado mediante la simulacién del engrane y anélisis del contac-
to. Debido al salto de la velocidad angular en el inicio y final del ciclo
de engrane, la aceleraciéon tiene un valor muy alto que causa grandes

vibraciones y ruido en la transmision.

Esta demostrado en |Litvin, 1994] y [Litvin, 1998] que una funcién paraboli-
ca de errores de transmision puede absorber una funcién lineal producida por
los errores de alineacion y fabricacion.

La Figura 2.10.2(a) muestra la interaccion de la funcion parabdlica predis-

enada de errores de transmision A(bgl) = —a¢? con la funcién lineal Agbgz) =
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Figura 2.10.1: Relacion de transmision ¢o(¢py) y funcion Ago(¢y1) de errores

de transmision de una transmision desalineada.

bo1 provocada por los errores de alineacién y fabricacion. La funciéon resul-
tante Ao (1)1), obtenida mediante la suma de las funciones (Aqﬁgl) + A(ﬁg?)),
es una funcién paraboélica Ay = —arh? con el mismo coeficiente de parabola.
Se puede decir, por tanto, que la funcién predisenada de errores de trans-
mision A(ﬁgl)(qﬁl) ha absorbido la funcién lineal Aqﬁgz)(d)l) provocada por las
desalineaciones.

La Figura 2.10.2(b) muestra la funcion resultante de errores de trans-
mision Ag(1p1) para varios ciclos de engrane. Es evidente que la relacion de

transmisiéon ya no es una funcién lineal discontinua sino una funcién continua
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Figura 2.10.2: Interaccién de una funcién parabdlica y una lineal de errores

de transmision.
en la que los saltos de velocidad angular en los puntos de transferencia del
engrane se han reducido notablemente.

La Figura 2.10.2(a) muestra un cambio en el origen de la funcion A (1)
con respecto al origen de Agbgl)(qbl). Dicho cambio de origen se determina
mediante ¢ = b/2a y d = b?/4a. Los pardmetros ¢ y d indican que los puntos
iniciales de tangencia entre pinén y rueda se han modificado ligeramente sobre

las superficies de contacto.
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El coeficiente b caracteriza la sensibilidad de una transmisiéon por engrana-
jes frente a los errores de transmision. En el caso de un valor lo suficientemente
grande del coeficiente b, la funcién parabolica Aw(1)1) puede ser discontin-
ua en los puntos de transferencia del engrane. Para evitar esto, la funcion

prediseniada Agbgl)(qbl) debe ser proporcionada en el intervalo dado por

$1(A) — ¢1(B) > % + 2 (2.10.2)

donde A y B son los extremos de la funcion Aqﬁgl)(gbl) indicados en la Fig.
2.10.2(a). Los correspondientes extremos A* y B* en la funcion resultante
Apa(1p1) (Fig. 2.10.2(b)) ocupan posiciones asimétricas respecto al eje de
la parabola. No obstante, el engrane consecutivo de las parejas de dientes
permite que la funcién resultante de errores de transmisién esté constitui-
da por tramos simétricos como consecuencia del solapamiento de la funcién
Ay (1)1), siempre y cuando se cumpla la condicion dada por (2.10.2). En la
practica, cuando el valor de b es grande, se debe incrementar el valor méximo
|A¢gl) (¢1)|max de la funcion predisenada de errores de transmision (mediante
el incremento del coeficiente a de la funcién parabolica) para conseguir una
funcion continua Ao (1h1).

La relacion de transmision de una transmisiéon por engranajes con una fun-
cion predisenada de errores de transmision se muestra en la Figura 2.10.3(a).
La funcién parabolica prediseiada de errores de transmisiéon se muestra en
la Figura 2.10.3(b). Esta funcién debe ser negativa para que permita que
la rueda gire con retraso con respecto al pinén. De este modo, las deforma-
ciones elasticas del elemento conducido con respecto al elemento conductor
permitiran suavizar la transferencia del engrane entre las parejas de dientes
e incrementar el grado de recubrimiento debido a deformaciones elasticas.

Obviamente, la existencia de una funcién predisenada parabdlica de er-
rores de transmision induce tales errores en una transmision sin desalinea-
ciones estando representados mediante una funciéon parabodlica continua y
periddica de valor méximo limitado. Sin embargo, esta funcién serd capaz
de absorber las funciones lineales de errores de transmisiéon producidas por

los errores de alineacién cuando éstos aparezcan.
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Figura 2.10.3: Relacion de transmision ¢o(¢py) y funcion Ago(py) de errores

de transmisién de una transmisiéon con geometria modificada.

Como regla practica de disefio se puede decir que los errores de transmision
producidos por desalineaciones se pueden absorber por funciones predisenadas

parabdlicas de errores de transmisién con el siguiente valor maximo

2
|A¢§1)(¢1)Imax =a (N11> =[6 + 8] seg. ang. (2.10.3)

2.11. Aplicacién del método de los elementos finitos

en el diseno de engranajes

En el disenio de engranajes, el analisis de tensiones constituye una etapa
importante del mismo. El andlisis tensional se ha basado en el método de los
elementos finitos [Zienkiewicz & Taylor, 2000] y permite: (i) determinar las
tensiones de contacto y flexion, (ii) investigar la formacion del contacto y (iii)

detectar areas de contacto severo durante el ciclo de engrane.
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El primer paso en el anélisis tensional es la construccién del modelo de
elementos finitos, el cual requiere: (i) el mallado de los dientes, (ii) la definicion
de las superficies de contacto y (iii) el establecimiento de las condiciones
de contorno. La fase de preproceso o construcciéon del modelo de elementos
finitos se realiza de forma automatica y parametrizada, teniendo en cuenta
la geometria de las superficies de los dientes. Una vez generado el modelo, se
lleva a cabo el andlisis por elementos finitos con un programa de uso general
[Hibbit, Karlsson & Sirensen, Inc., 1998].

La generacién del modelo de elementos finitos se realiza siguiendo los
siguientes pasos:

Paso 1. Se determina el modelo geométrico del diente a partir de las
ecuaciones de las superficies que lo conforman. La Figura 2.11.1(a) muestra
el volumen a modelizar correspondiente a un diente de un engranaje recto.

Paso 2. El volumen a modelizar de cada diente es dividido en seis sub-
volumenes utilizando las superficies intermedias auxiliares 1 a 6 segun se
observa en la Figura 2.11.1(b).

Paso 3. Se determinan analiticamente las coordenadas de los nodos en
funciéon del namero de elementos previamente definidos en las direcciones
longitudinal y del perfil del diente (Figura 2.11.1(c)).

Paso 4. Se discretiza cada uno de los seis subvoliimenes en elementos finitos
utilizando los nodos determinados en el paso anterior (Figura 2.11.1(d)).

Paso 5. Las condiciones de contorno (véase Figura 2.11.2 para el caso de

un modelo de tres dientes) se establecen conforme a las siguientes ideas:

(i) Se fijan los nodos a ambos lados y en la parte inferior de la base de la

rueda, es decir, se restringen sus seis grados de libertad.

(ii) Se define una superficie rigida formada por los nodos de ambos lados
y de la parte inferior de la base del pifién. Las superficies rigidas son
estructuras geométricas tridimensionales que no pueden ser deformadas
pero que pueden desplazarse o girar como sélidos rigidos [Hibbit, Karls-
son & Sirensen, Inc., 1998]. Ademaés las superficies rigidas disminuyen el
tiempo de calculo dado que las traslaciones y rotaciones estan asociadas

a las de un solo nodo, llamado nodo de referencia.
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Diente _ Superficies
del pifion Auxiliares
Intermedias

(c) (d)

Figura 2.11.1: Tlustracion de: (a) volumen del diente a modelizar, (b) superfi-
cies auxiliares intermedias, (¢) determinacion de los nodos, y (d) discretizacion

del volumen por elementos finitos.

(iii) Se define el nodo N en el eje del pinon como nodo de referencia de la su-
perficie rigida. El nodo de referencia N y la superficie rigida constituyen

un cuerpo rigido.

(iv) Se establece como unico grado de libertad del nodo N el giro en torno al
eje del pinén, estando los restantes cinco grados de libertad restringidos

a cero. La aplicacién de un par T segin el grado de libertad libre del
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superficies
empotradas

rueda

pifién

superficies
rigidas

e
4

superficies
rigidas

nodo de referencia de
las superficies rigidas

(b)

Figura 2.11.2: Tlustracion esquematica de: (a) condiciones de contorno en
pinon y rueda, y (b) superficies rigidas para la aplicacion de las condiciones

de contorno en el pinoén.

nodo N permite transmitir dicho par al modelo del pinén a través de la

superficie rigida.

Paso 6. El algoritmo de contacto del programa de andlisis por elemen-
tos finitos utilizado requiere la definiciéon de las superficies de contacto. El
procedimiento de construccion del modelo permite identificar automética-

mente todos los elementos necesarios para la formaciéon de dichas superficies.
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Se deben definir dos tipos de superficies [Hibbit, Karlsson & Sirensen, Inc.,
1998], la superficie maestra y la superficie esclava. Generalmente la superficie
maestra es aquélla que pertenece al elemento mas rigido o al elemento con
el mallado menos denso en caso de que los dos elementos en contacto tengan
rigideces similares.

Las principales caracteristicas del modelo asi construido son las siguientes:

= El modelo de elementos finitos se puede determinar automaticamente
para cualquier posicion del pinén y de la rueda obtenida a través del
andlisis del contacto o TCA. La convergencia estd asegurada porque al

menos existe un punto de contacto entre las superficies.

= La suposicion de la distribucién de la carga sobre la superficie del di-
ente no es necesaria dado que el algoritmo de contacto del programa de
analisis por elementos finitos [Hibbit, Karlsson & Sirensen, Inc., 1998|
permite obtener el area de contacto y las tensiones de contacto y flexion
a partir de la aplicacién de un par torsor en el eje de giro del pinén mien-
tras la rueda se mantiene fija. El modelo de elementos finitos considerado
tiene en cuenta las superficies reales de pinén y rueda en contacto en
un determinado punto como resultado de la aplicacién del analisis del
contacto (TCA).

= Se pueden obtener modelos de elementos finitos con cualquier nimero
de dientes. Por ejemplo, la Figura 2.11.3 muestra el modelo de elemen-
tos finitos de una transmisién helicoidal completa. Modelos de tres o
cinco pares de dientes son méas adecuados dada la capacidad de los or-
denadores utilizados para el andlisis tensional. En la Figura 2.11.4 se
muestra el modelo de elementos finitos de tres pares de dientes corre-
spondiente a una transmisiéon de engranajes rectos. La Figura 2.11.5
muestra un modelo de cinco pares de dientes correspondiente a una

transmisién helicoidal.

El uso de modelos de elementos finitos de varios pares de dientes tiene

las siguientes ventajas:

(i) Las condiciones de contorno referentes a restricciones en los movimien-
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Figura 2.11.3: Modelo de elementos finitos de una transmisiéon completa de
engranajes helicoidales.

tos estan lo suficientemente alejadas de las zonas donde estan apli-
cadas las cargas.

(ii) Debido a la elasticidad de las superficies de los dientes de los en-

granajes pueden existir varias parejas de dientes en contacto al

mismo tiempo. Por tanto, es posible estudiar el reparto de carga

entre parejas de dientes en contacto simultaneo, asi como detectar
contactos en el borde y areas de contacto severo.

El método tradicional de la construccion del modelo de elementos fini-
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Figura 2.11.4: Modelo de elementos finitos de tres pares de dientes en una
transmision de engranajes rectos.
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Figura 2.11.5: Modelo de elementos finitos de cinco pares de dientes en una
transmision de engranajes helicoidales.
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tos mediante la aplicacion de programas CAD presenta, respecto al método

propuesto en el presente trabajo, los siguientes inconvenientes:

(1)

La construccién del modelo requiere en primer lugar la determinaciéon
numérica del modelo aldmbrico mediante curvas espaciales. El modelo
alambrico consiste en secciones planas de los dientes que son utilizadas

para la obtencién del modelo sélido.

El mallado requiere la aplicacién de programas de diseno asistido por

ordenador.

A continuacién se deben definir las condiciones de contorno en el mod-

elo.

El aumento de las secciones en el modelo aldémbrico permite aumentar

la precision del modelo sélido pero requiere tiempo.

El desarrollo de cada uno de los puntos descritos anteriormente requiere
una formacion adecuada del usuario del programa CAD, tiempo de elab-
oracién, y tienen que ser realizados para cada tipo de geometria prop-
uesta en el diseno, para cada punto de contacto, y para los distintos

casos de investigaciéon considerados.



Capitulo 3

Engranajes cilindricos con

perfil de evolvente

3.1. Introducciéon

Los engranajes cilindricos rectos y helicoidales de perfil de evolvente tienen
una gran aplicacion en la industria debido a sus numerosas ventajas: (i) las
herramientas de corte y rectificado se pueden generar con gran precision, (ii)
se pueden utilizar coeficientes de desplazamiento para variar facilmente el
espesor del diente, evitar apuntamiento y penetraciéon, y proporcionar una
transmision satisfactoria a distancias entre centros no nominales, y (iii) el
cambio de la distancia entre centros de diseno no produce errores de trans-
mision.

Uno de los focos principales de investigaciéon actual es cémo mejorar el
comportamiento de estas transmisiones frente a la presencia de errores de
alineacion y fabricacion, tales como el error angular entre ejes o el error en
el paso de hélice. Los efectos mas importantes de estos errores son: (i) de-
splazamiento del contacto sobre las superficies con la posibilidad de contacto
en el borde, y (ii) niveles elevados de ruido y vibracién debidos a errores de
transmision.

Los engranajes cilindricos de perfil de evolvente tienen su principal apli-

cacién en transmisiones con ejes paralelos aunque también encuentran apli-

93
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cacion en transmisiones con ejes cruzados. Un caso especial lo constituyen las
transmisiones cilindricas con ejes que se intersectan y que se denominan en

la literatura inglesa "face gears"(véase el Capitulo 6).

Figura 3.1.1: Transmision de engranajes helicoidales con ejes cruzados.

La Figura 3.1.1 muestra una transmisiéon de engranajes helicoidales con
ejes cruzados donde el angulo entre ejes es v = 90°. La Figura 3.1.2 muestra
una transmisién de engranajes helicoidales con ejes paralelos. Este segundo
tipo de transmision puede ser considerada como un caso particular de en-
granajes con ejes cruzados donde vy = 0°.

En las transmisiones de engranajes helicoidales de perfil de evolvente con
ejes cruzados el tipo de contacto es puntual. Sin embargo, en el caso particular
de v = 0° el contacto es lineal. Los efectos de los errores de alineacién en

ambos tipos de transmisiones, con contacto puntual y con contacto lineal,
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son claramente diferentes. La Figura 3.1.3 muestra los dos tipos de contacto

sobre un pinén helicoidal.

El estudio de los engranajes con ejes cruzados permite analizar las condi-
ciones del contacto en el caso méas general y estudiar la sensibilidad de la
transmision frente a los errores de alineacion en funcién del angulo entre ejes
v. En el caso particular de engranajes con ejes paralelos, dicha sensibilidad
es méaxima y la localizacion del contacto es imprescindible para poder evitar
el contacto en el borde. La localizacién del contacto, no obstante, no es sufi-
ciente y se debe acompanar de una modificacién adicional de las superficies

que permita absorber los errores de transmision.

Figura 3.1.2: Transmision de engranajes helicoidales con ejes paralelos.
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Lineas de contacto Puntos de contacto

\k

Cilindro base \

Cilindro base

(a) (b)

Figura 3.1.3: Tipos de contacto: (a) contacto lineal en una transmisién con

ejes paralelos, (b) contacto puntual en una transmision con ejes cruzados.

3.2. Superficies de perfil de evolvente

Las superficies de perfil de evolvente tienen como curva generatriz una
evolvente de circulo y como curva directriz una hélice en el caso de engranajes
helicoidales y una recta en el caso de engranajes rectos.

La Figura 3.2.1 muestra la superficie de perfil de evolvente de un engranaje
helicoidal. Dicha superficie constituye un helicoide caracterizado por el radio
del cilindro base rp; vy el paso de hélice p;. El d4ngulo de carga Ay; se obtiene

como funcién de rp; y p; mediante la relacion

tg o = L8 (i=1,2) (3.2.1)

Tbi
donde 7 = 1 en el caso del pinén e ¢ = 2 en el caso de la rueda. En el caso de
engranajes rectos, la relacion (3.2.1) es aplicable si se considera la recta como
una hélice de paso infinito, con lo que resulta Ap; = 90°.

El helicoide con perfil de evolvente se puede generar mediante el movimien-
to helicoidal de la recta M D (Fig. 3.2.1) con la condicion de que dicha recta
se mantenga tangente a la hélice del cilindro base. Las normales a lo largo
de la recta M D tienen la misma direcciéon por lo que la superficie de dicho

helicoide es una superficie desarrollable sobre un plano. La Figura 3.1.3(a)
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/ Cilindro base

Evolvente de
Circulo

Figura 3.2.1: Helicoide de perfil de evolvente.

muestra que la superficie del helicoide esta constituida por la familia de rectas
que, al igual que la M D, resultan tangentes a la hélice del cilindro base.

En el caso de transmisiones con ejes paralelos y sin desalineaciones, las
rectas como la M D constituyen las lineas de tangencia entre las superficies
conjugadas de los engranajes. La representacion de las lineas de contacto en
un sistema fijo de coordenadas muestra que dichas lineas pertenecen a un
mismo plano. La Figura 3.2.2 muestra las lineas de contacto L sobre el plano
I1, el cual resulta tangente a los cilindros bases de pinén y rueda.

La orientacién del plano IT respecto al pinén viene dada por el dngulo
o1, que es el &ngulo de presion transversal o de funcionamiento del pinén. La
orientacion respecto a la rueda viene dada por el correspondiente dngulo ao
(no representado en la Fig. 3.2.2). Las normales a la superficie de evolvente
resultan ortogonales a las lineas de tangencia y se encuentran en el plano

II, el cual constituye por tanto el plano de acciéon. Las lineas de contacto L
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Distancia

entre centros I7 -
02 Lineas

de contacto L
)\61

Figura 3.2.2: Lineas de contacto sobre el plano de acciéon II.

son rectas paralelas y estan inclinadas el angulo 90° — Ay respecto al eje del
pinén. En el caso de engranajes rectos dichas lineas resultan paralelas a los
ejes de pinén y rueda.

La representacion en el plano de engrane de las superficies de contacto y
del plano de accién en una transmisiéon con ejes paralelos permite visualizar
los perfiles de evolvente de circulo y la linea de accién, la cual coincide con
la normal comun a los perfiles en el punto de contacto. La Fig. 3.2.3 muestra
que la linea de accién 17 — 15 es tangente a los circulos base de radios 141 y
Tho.

Las consideraciones expuestas en el caso de transmisiones con ejes par-
alelos, en el que el contacto es lineal (Fig. 3.1.3(a)), se pueden extender al
caso de transmisiones con ejes cruzados en el que el contacto es puntual (Fig.
3.1.3(b)). Los cilindros base de una transmision con ejes cruzados presentan
una linea tangente comun en lugar de un plano tangente comin. La Figura
3.2.4 muestra la existencia de dos lineas A1 y Ao tangentes a las respectivas

hélices base en los cilindros base de pifion y rueda. Las lineas A; y Ao con-
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Figura 3.2.3: Linea de accion A en el plano de engrane de engranajes con ejes

paralelos.

stituyen las lineas de accién correspondientes al engrane de ambos lados del
diente.

El disefio de una transmisién con ejes cruzados debe garantizar cierta
relacion entre el angulo entre ejes y la distancia entre ejes con el fin de que
las dos lineas de accién se intersecten. Tal disefio recibe el nombre de diseno
canonico. La Figura 3.2.5 muestra las lineas de accién cuando la condiciéon de
diseno canoénico no se satisface. En este caso las lineas de accién no se inter-
sectan sino que se cruzan. No obstante, ambas lineas siguen siendo tangentes
a las hélices base de ambos cilindros base. El error en el dngulo entre ejes
A~ o el error en la distancia entre ejes AFE alteran las condiciones del disefio
canénico y producen el desplazamiento de ambas lineas de accién, impidiendo
su interseccién. Como consecuencia, el camino de contacto se desplaza sobre

las superficies de contacto.
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Figura 3.2.4: Lineas de accién en una transmision alineada con ejes cruzados.

3.3. Generacion de superficies conjugadas con perfil

de evolvente

Las superficies con perfil de evolvente se generan mediante una cremallera
cuya superficie generadora es un plano |Litvin, 1994|. La Figura 3.3.1(a) mues-
tra el plano generador X, de la cremallera. El 4ngulo /3, es el responsable de
la inclinacién de los dientes en el engranaje generado y es igual al angulo de
hélice. El subindice p indica que este angulo corresponde al cilindro primitivo

del engranaje.

La Figura 3.3.1(b) muestra las secciones normal y transversal, donde p, y
p¢ indican los pasos normal y transversal, respectivamente. Los angulos oy, y

ot son los angulos de presion en las respectivas secciones y estan relacionadas
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Figura 3.2.5: Lineas de accién en una transmisién desalineada con ejes cruza-

dos.

con el angulo 8, (o su complementario A,) mediante la relacién

ttgglaz = cos 3, =sen \, (3.3.1)
Dicha relacién se obtiene considerando que: (i) la altura de los perfiles de
las secciones normal y transversal es la misma y (ii) los pasos p, vy p; estan
relacionados por el dngulo 3,.

La Figura 3.3.1(c) muestra los espesores del hueco s,,1 y del diente s,,2
de la cremallera en la seccién normal.

Los parametros de la superficie ¥, se han designado por u, (Fig. 3.3.1(c))
y 6, (Fig. 3.3.1(a)).

En el proceso de generacion se utilizan los sistemas de coordenadas S
y S; (Fig. 3.3.1(d)) rigidamente conectados a la cremallera y al engranaje a

generar, respectivamente. El sistema S, (Fig. 3.3.1(d)) es un sistema auxiliar
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de referencia y es fijo. Durante la generacion, el movimiento relativo entre la
cremallera y el engranaje es de rodadura sin deslizamiento entre el plano II,
y el cilindro de radio ;. El plano II, y el cilindro representan los axoides del

movimiento.

w /™
/.
i
i
Spn2 Spnt
(a)
A, (c)
gt
\ \
)\p Pn x' x"'

Seccién A-A

(b)

Figura 3.3.1: Representacion esquematica de: (a) cremallera; (b) secciones
normal y transversal; (c) espesores spn1 ¥y Spn2 en la seccion normal; (d) sis-

temas coordenados utilizados en la generacion.

Considerando que el plano generador ¥, es dado y se quiere determinar la
superficie 33; del engranaje a generar, ésta se determina como la envolvente de
la familia de superficies definidas por %, en el sistema S;. La determinacion

de 3; estd basada en las siguientes ecuaciones:

1 (Ur, O, i) = Mip (i) 17 (ur, 0r) (3.3.2)
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fri(uraerai/)i) =0 (333)

donde 1; es el pardametro del movimiento en el proceso de generacion (Fig.
3.3.1(d)).

La funcién vectorial r;(u,,0,,1;) representa la familia de superficies de
Y, en el sistema S;. La ecuacion de engrane (3.3.3) se puede determinar por

cualquiera de los siguientes procedimientos |[Litvin, 1994]:

8I'Z' 81'2' 81'2'
. f— . .4
(aur x aer> o " (3.34)
(6]
N, - v =0 (3.3.5)

donde N, es la normal al plano generador de la cremallera y vﬁ”') es la ve-

locidad relativa entre la cremallera y el engranaje que esta siendo generado.
Los vectores N, y vﬁ”') se han representado en el sistema S, con el fin de
simplificar la ecuaciéon de engrane.

Las ecuaciones (3.3.2) y (3.3.3), consideradas simultaneamente, represen-
tan la superficie X; a través de tres parametros relacionados. No obstante, es
posible obtener las siguientes relaciones . (0,,1;), 0y (ur, ;) y ¥i(ur, 6,) de la
Ec. (3.3.3), por lo que ¥; se puede expresar como funciéon de dos parametros.

La superficie generada 32; es un helicoide con perfil de evolvente. Las lineas
de contacto entre las superficies X3, y 3; se pueden representar en el sistema
S, considerando simultaneamente la funcion vectorial r, (u,,60,) y la ecuacion

de engrane (3.3.3)
rr(ur(i/)i)a O (1/)1)) (336)

La representacion de las lineas de contacto en el sistema auxiliar fijo S,

viene dada por la funcién vectorial

ro(1i) = Moty (ur (i), 0: (i) (3.3.7)

Esta funcion vectorial representa una familia de lineas de contacto paralelas
y es similar a la familia de lineas de contacto representada en la Fig. 3.2.2.
La generaciéon de las superficies del pinén 1 y de la rueda 2 como super-

ficies conjugadas estd basada en la aplicaciéon de dos cremalleras con sendos
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planos generadores 29) y 29). Ambas cremalleras deben presentar una sec-
cion normal comun. Las magnitudes spp1 y Spn2 (Fig. 3.3.1(c)) son iguales a
los espesores de los dientes de pinén y rueda, respectivamente, medidos en
la secciéon normal comun y sobre los correspondientes cilindros primitivos.

Ambos espesores verifican la relacion
Spnl + Spn2 = Ty, (3.3.8)

donde m,, es el moédulo normal.
La generacién de superficies conjugadas se ha representado de forma es-
quemética en la Fig. 3.3.2. Los ejes 21 y z2 de pinén y rueda estan cruzados

segtin el angulo 7,. La distancia minima entre ejes viene dada por
Ep =Tp1 + Tp2 (339)

donde 7p1 y 12 son los radios de los cilindros primitivos de pinén y rueda,
respectivamente.

Durante el proceso de generacién del pinén, éste presenta un movimiento
de rotacién con velocidad angular w® en torno al eje z;, mientras que la

cremallera 29) se desplaza perpendicularmente al eje z; con la velocidad

vi) =l x O P (3.3.10)
De forma anéaloga, la rueda gira con velocidad angular w(? y la cremallera

Z&Z) se traslada perpendicularmente al eje z2 con la velocidad

vy

2 = wl? x 0,P (3.3.11)

En las Ecs. (3.3.10) y (3.3.11), O1P y O2P son iguales a los radios de
los cilindros primitivos de pifién y rueda, respectivamente. El plano II; y el
cilindro de radio 7,1 constituyen los axoides del movimiento en el proceso de
generacion del pinén. De forma similar, el plano Il y el cilindro de radio rp2
constituyen los axoides en el proceso de generaciéon de la rueda.

Durante el proceso de generaciéon se deben verificar las siguientes condi-

ciones:

(1) (2)

(1) Los planos generadores ¥,/ y ;" coinciden y el movimiento relativo

entre ellos es de deslizamiento el uno respecto al otro.



3.3 Generacion de superficies conjugadas con perfil de evolvente 65

Figura 3.3.2: Generacion esquemética de engranajes con ejes cruzados.

(2) Las velocidades angulares del pinion y de la rueda deben verificar la
relacion
w® N

mig = m = Fl (3.3.12)

Las superficies generadas ¥; y Yo se encuentran en contacto lineal con
sus respectivas superficies generadoras 27(}) y 27(02). Esto se debe a que cada
generacién estd basada en el concepto de envolvente a una familia de superfi-
cies. La Figura 3.3.3 muestra dos lineas de contacto, una entre las superficies
27(01) y 21, L,1, y otra entre 27(02) y X9, Lyo. Ambas lineas se han obtenido en
el mismo instante de generaciéon simultidnea y se encuentran sobre el mismo
plano siempre que se verifique la condicion (1). Ambas lineas se intersectan
en el punto IV, el cual es el punto comin de contacto entre las superficies 3 y
Yy. La verificacion de la condicion (2) garantiza la accion conjugada entre 3y
y Y2. En el caso particular en el que -y, = 0°, no existe movimiento relativo
entre los planos generadores 29) y 252), las lineas L,; y L,2 coinciden, y las

superficies X1 y Yo presentan contacto lineal.
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() _ 52
r r

Figura 3.3.3: Punto comin N de las lineas de contacto L,; y L2 en el plano

generador.

3.4. Diseno de engranajes cilindricos con ejes cruza-

dos

La generacion descrita en el apartado anterior permite obtener una trans-
misién de engranajes con ejes cruzados nominal o convencional. No obstante,
numerosas aplicaciones requieren el uso de transmisiones no convencionales.

Tanto si el disefio es convencional o no convencional, la geometria de
las superficies ¥y y Yo se puede obtener considerando el concepto de dos
cremalleras con una seccién normal comun y cuyos planos generadores 27(01) y
Z&Z) coinciden aunque puedan deslizar el uno respecto al otro.

Considerando el caso méas general de disefio no convencional, se tiene:

(1) Los planos II; y IIy de sendas cremalleras (véase Fig. 3.3.2) son tan-
gentes a los cilindros de operacién, los cuales difieren de los cilindros

primitivos.

(2) El angulo de presion a,, en la seccion comun de las cremalleras difiere

también del angulo de presion «y, correspondiente al disenio nominal.

(3) La distancia minima entre ejes F, es igual a la suma de los radios de

los cilindros de operaciéon

Ey,=ro1 + 702 (341)

(4) Los angulos de hélice en los cilindros de operacion f,1 v o2 estan rela-
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cionados con el 4ngulo entre ejes v, mediante

Yo = |Bo1 £ Boz| (3.4.2)

donde el signo superior corresponde a engranajes con la misma direccion
de las hélices (Fig. 3.4.1(a)) y el signo inferior corresponde a engranajes

con diferente direccion de las hélices (Fig. 3.4.1(b)).

En el caso particular del diseno convencional, los cilindros de operacién
coinciden con los cilindros primitivos y las relaciones (3.4.1) y (3.4.2) vienen
dadas por E, = rp1 +1rp2 y Vp = |Bp1 £ Bp2|, respectivamente.

La obtenciéon de la relacién de transmision mio estd basada en los poli-
gonos de velocidad mostrados en la Fig. 3.4.1. Teniendo en cuenta que la

velocidad de deslizamiento v(12)

en el punto P de tangencia de los cilindros
de operacién tiene la misma direcciéon que la tangente comun ¢ — t a las su-
perficies, se obtiene

w® 1o cos Boo

= = .4.
1 w2 To1 €08 Bo1 (3 3)

Larelacion de transmision puede expresarse en términos de los parametros
asociados a los cilindros base. Considerando en (3.4.3) las siguientes relaciones

bésicas de las superficies de evolvente:

tg aon .
t ;= = =1,2 4.4
g Upt; sen >\oi (Z y ) (3 )
Toi tg )\oi = Tp; tg )\bi (’L = 1, 2) (3.4.5)
cosagy = 2 (i=1,2) (3.4.6)

Toi
se obtiene
Tp2 SN A\po

= el 34.7
2 Tp1 Sen Apy ( )

La formulacién desarrollada en la obtencién de la relacién de transmision
m1o para el caso general de disefio no convencional es anédloga a la del caso
particular de diseno convencional, por lo que la relacion (3.4.7) se verifica
también en este caso. En realidad, la relacion (3.4.7) es un invariante de la

transmision, ya que pequenas modificaciones en el angulo entre ejes, Avy, o
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Figura 3.4.1: Poligonos de velocidad en engranajes helicoidales: (a) con las

mismas direcciones de hélice y (b) con distintas direcciones de hélice.

en la distancia entre ejes, AF, no modifican la relaciéon de transmision, por

lo que ésta se puede seguir expresando como
mio = — (348)

Esta constituye la propiedad mas importante de los engranajes cilindricos
con ejes cruzados y perfil de evolvente: los errores en el dngulo entre ejes o en

la distancia entre ejes no producen errores de transmision. No obstante, estos
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errores causan el desplazamiento del camino de contacto sobre las superficies

y puede aparecer contacto en el borde de las mismas en ciertos casos.

3.4.1. Diseno candnico

El diseno canénico proporciona las relaciones necesarias entre el dngulo
entre ejes v, y la distancia entre ejes F, para que las lineas de acciéon Ay y
A,y correspondientes a ambos lados del diente se intersecten en el punto de
tangencia de los cilindros de operacion (Fig. 3.2.4). Dicha disposicion de las
lineas de accién constituye la localizacion més favorable para el camino de
contacto, permitiendo minimizar las dimensiones de la transmision.

El diseno canodnico establece la relacion entre E, y 7, a través de los
parametros asociados a los cilindros base, rp1, rp2, Ap1 ¥ Ap2, v del dngulo de
presion ay, en la seccién normal comin de las cremalleras.

Debido a errores en el angulo entre ejes o a errores en la distancia entre
ejes, la relaciéon entre 7, y E, determinada por el diseno canénico deja de
verificarse. Las lineas de accién A; y As se desplazan entonces respecto a
su posicion inicial, cruzdndose (Fig. 3.2.5), y el camino de contacto aparece
desplazado sobre las superficies conjugadas. En el caso de que los engranajes

no dispongan de un ancho suficiente, el contacto en el borde es inevitable.

Distancia entre ejes

El objetivo es obtener E, como funcién de rp1, rp2, Ap1, Ap2 ¥ Qon-

Paso 1. Se consideran las relaciones

t
tgao = o (i=1,2) (3.4.9)
01
tg)‘oi .
= = 1,2 3.4.10
cosas = B34 (i=12) (3.4.10)

La Ec. (3.4.9) corresponde a la relacion entre los 4ngulos de presion de las
secciones normal y transversal y es similar a la obtenida en (3.3.1) en el caso
del diseno convencional.

La Ec. (3.4.10) es la relacion entre los angulos de carga en una superficie
helicoidal con perfil de evolvente y se obtiene considerando las relaciones

Toi 88 Aoi = Tpi 8 Api Y Thi = Toi COS ot
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Las ecuaciones (3.4.9) y (3.4.10) permiten obtener las siguientes relaciones:

(a)

tg? aon 9 1 tg? Ap;
1 =14+t = = 3.4.11
+ sen? \; + g Qori cos? oy t82 Mo ( )
tg? tg? Ay
14 8 Gon _ 08 Abi (3.4.12)

senZ \o;  tg2 Ao

(b) A partir de la Ec. (3.4.12), se deriva

sen Ap; +tg%2aon = cos? Ag; tg? Ny (3.4.13)
1 —cos® Api +t8% aon = €082 Agj tg% Api (3.4.14)
L+tgae = cos? Aoi(1+tg? Ny)  (3.4.15)
1 c08? Ao
= 3.4.16
c0s2 ap, €082 \p; ( )

Finalmente, se obtiene la relacion

>\ .
08 g = 22 (5= 1,9) (3.4.17)

COS Oy,

Paso 2. Considerando la relacion béasica rq; tg Api = 7p; t2 Aps, se tiene

_ Thi b Awi

o1 — ) = 1, 2 4.1
T — (¢ ) (3.4.18)

ot Ap1  Th2 tg Apo
tg >\01 tg >‘02

E,=7r, +10 = (3419)

Teniendo en cuenta la relacion obtenida en (3.4.17), se obtiene la siguiente

expresion de F,

7p1 SEN Ap1 7p2 SEN Apo
E, =

3.4.20
(cos? o, — €082 Ap1)%2 (082 Qg — €082 Apg )0 ( )

Angulo entre ejes

El objetivo es igualmente obtener 7y, como funcién de 7y, 7p2, Ap1, b2 ¥

Qon -
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Paso 1. Se considera la relaciéon

(i=1,2)  (Ver Ec. (3.4.17)) (3.4.21)

la cual da lugar a
COS Apl _ COS Ap1

coS \gy  COS Ap2 (3.4.22)
y la relaciéon
Yo = |Bo1 % Bz (3.4.23)
Paso 2. Las funciones cos<, y sen-~,, considerando (3.4.23), se expresan
como
CosYo = €081 €08 Boz T sen fo1 sen oo (3.4.24)
seny, = sen By cos Py2 T cos Py sen oo (3.4.25)

Paso 3. Teniendo en cuenta [y, = 90° — Ay, las ecuaciones (3.4.24) y

(3.4.25) se pueden expresar como

COS7Y, = Sen Ayl Sen Ay F COS Ay COS Ao (3.4.26)

Seny, = COS Ayl Sen Ao &£ sen Ayp cos Ay (3.4.27)
Paso 4. La siguiente relacion esta basada en la Ec. (3.4.26)
Sen Ay Sen g2 = COS Yo T COS A1 COS Ap2 (3.4.28)

sen? Yo cos? iy, =

= c0s? \p1 se€n? Ao £ 208 Ap1 COS A2 S€n App S€0 Ao + COS% Apg sen’ \pp =
2 cos? A\py cos% Ap2

= cos® Ap1 £ 2 cos A\pp COS Ap2 sen Ap1 sen Ago + cos? Ap2 — 5
CoS? Qop,

(3.4.29)

Paso 5. Las Ecs. (3.4.28) y (3.4.29) dan la siguiente expresion final

cos? ay, sen’ Yo = cos? Ap1 £ 2 €os Ap1 €OS Apo COS 7Y, + cos? Ap2 (3.4.30)

Las ecuaciones (3.4.20) y (3.4.30) establecen una relacion entre E, y -y, a
través de ayy, y los pardmetros asociados a los cilindros base.
A continuacién se presentan tres ejemplos de disefio en los que se verifican

las condiciones del disenio canonico.



72 Capitulo 3. Engranajes cilindricos con perfil de evolvente

Ejemplo 1. Diseno convencional
Datos de la transmision: N1 = 12; Ny = 29; 8,1 = 47,5°%; Bp2 = 42,5%;
Yp = 90°; my, = 4,0 mm; o, = 25°.

Angulos de presiéon transversal:

t
apy1 = arctg (&) = 34,6143°
cos Bp1
t
apiz = arctg (&) = 32,3122°
cos Bp2
Mobdulos en la seccién transversal:
Mpn
= ——— = 15,9207
Mp1 c08 fipn ) mm
Mpn
= = 5,4254
Mpt2 oS sz , min
Radios de los cilindros primitivos:
N
T = % = 35,5245 mm
N.
rpy = % = 78,6678 mm

Radios de los cilindros de base:

Tp1 = Tp1 COS 1 = 29,2365 mm

Th2 = Tp2 COS Qpyz = 66,4859 mm

Angulos de carga en los cilindros de base:

1
A1 = arctg (—) = 48,0717°
cos api1 tg Bp1
1
A2 = arctg (—) = 52,2445°
cos ape2 tg Bp2

Distancia minima entre ejes:
E, =rp1 +rp2 = 114,1923 mm
Espesores de los dientes en los cilindros primitivos:
s
Spt1 = mp1— = 9,3003 mm
ptl pl ]\/v1 )

Spt2 = T’pleZ = 8,5221 mm
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Radios de los cilindros de adendo y dedendo:

Tpal = Tp1 + Mpy = 39,5245 mm
Tpdl = Tpl - 1725mpn - 30,5245 min

Tpd2 = Tp2 — 1,25my,, = 73,6678 mm
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Se puede verificar que las ecuaciones (3.4.20) y (3.4.30) que relacionan E,

v Yo se satisfacen en el disefio convencional.

Ejemplo 2. Método 1 para el diseno no convencional de engranajes

helicoidales con ejes cruzados

Este procedimiento estd basado en las siguientes consideraciones:

(i) Los parametros Ap1, Ap2, 751, Tp2 son los mismos que los considerados en

el correspondiente diseno convencional.

(ii) Los espesores de los dientes sy y sp2 de los engranajes a disenar son

conocidos y distintos de los dados en el disefio convencional.

(iii) El juego circunferencial en los cilindros de operacion es nulo, satisfacién-

dose la relacién
Sot1 S€N Aol + Sot2 S€N Ap2 = Popy = TMop

donde
s
_ ptl . .
Sotl = [—r + 2(invag — 1nva0t1)] Tol
pl

s
pt2 . .
Soty = [— + 2(invay — 1nva0t2)] 702

’I“pz

N. .
ro = = (i=1,2)
Moty = —2" (= 1,2)

sen A\;

(3.4.31)

(3.4.32)

(3.4.33)

(3.4.34)

(3.4.35)
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A continuacion se desarrolla el algoritmo del método.

Se consideran los siguientes valores de los espesores de los dientes: sp;1 =
10,9568 mm y sp0 = 9,5341 mm, los cuales corresponden a los desplazamien-
tos de herramienta x; = 0,3my, y x2 = 0,2m,,, [Litvin, 1994].

Los angulos de presion transversal estan relacionados por el siguiente sis-

tema de ecuaciones:

Nyinvag + Noinvage = A (3436)
donde
Sptl . Spt2 .
A=N; (— + 1nvozpt1> + Ny (— + 1nvozpt2> -
2’)”p1 2’)”p2
y

SeN (yr1  Sen Ao

(3.4.37)

Sen gy Sen \pp

La Ec. (3.4.36) se obtiene utilizando las Ecs. (3.4.31) a (3.4.35). La Ec.
(3.4.37) se obtiene a partir de las ecuaciones (3.4.4) a (3.4.6).

Resolviendo el sistema anterior, se obtiene:
o1 = 36,1615°, oy = 33,7277°

Los radios de los cilindros de operaciéon vienen dados por:

b1

Tol = = 36,2125 mm
COS Q¢

To2 = U R 79,9412 mm
COS QL2

Los &ngulos de hélice en los cilindros de operaciéon valen:

Bo1 = arctg <L> — 48,0470°
Tp1 68 Ap1

T02 o
o = arctg | — 2 ) = 42,9586
Pz g(?“bitg)\bz)

Los engranajes con disefio no convencional se generan por dos cremalleras

con el mismo valor del angulo de presion normal «y,, el cual se obtiene como

Qop, = arctg(tg aor; cos Boi) = 26,0398° (i = 1,2)
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El nuevo médulo normal my,, viene dado por

27 4; €08 Boi

N =4,0348 mm (i=1,2)

Mon =
La nueva distancia minima entre ejes es
E,=ry +roe =116,1537 mm
El nuevo angulo entre ejes es
Yo = Bo1 + Boz = 91,0055°
Los nuevos radios de los cilindros de adendo y dedendo son:

Toal = Tol + Mop = 40,2473 mm
Toa2 = To2 + Mon — 83,9760 mim
Todl = Tol — 1,20m, = 31,1690 mm

Tod2 = To2 — 1,20my, = 74,8977 mm

Se puede comprobar que las relaciones (3.4.20) y (3.4.30) se verifican en
este método de disefio por lo que las lineas de accién en la transmision dis-

enada se intersectan en el punto de tangencia de los cilindros de operacién.

Ejemplo 3. Método 2 para el diseno no convencional de engranajes

helicoidales con ejes cruzados

El Método 1 de diseno de engranajes no convencionales expuesto en el
Ejemplo 2 muestra que el angulo entre ejes se ha de modificar ligeramente
respecto al dado en el disefio convencional (Ejemplo 1).

El objetivo principal del método 2 propuesto en este ejemplo es mantener
el mismo angulo entre ejes que en el caso del disefio convencional. Este método

estd basado en las siguientes consideraciones:

(i) El angulo entre ejes v, es el mismo que el dado en el disenio convencional

Yp-

(ii) El mo6dulo normal my, y el angulo de presién ayy, en la seccion normal

comun de las cremalleras son dados.
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(iii) Los desplazamientos de herramienta x; y x2 son conocidos y se verifica

la condicién de juego circunferencial nulo, medido sobre los cilindros de

operacion.

El algoritmo del método es un proceso iterativo, el cual se inicia asignando
valores iniciales a los dngulos de hélice 8,1 y Bp2. Los pasos del algoritmo son

los siguientes:
Paso 1. Determinacién de los pardametros asociados a los cilindros primi-

tivos en funcion de Bp1 y Bpo.

MpnV;
= L (=1,2
P 2 cos Bpi ’ 2)
tgapn .
Qpti = arct 1=1,2
Pl gcos i ( )
TMpn, _
Spti = m—FZXimpntgapti (1=1,2)

Paso 2. Determinacion de los parametros asociados a los cilindros bases.

Thi = Tpicosapy (i=1,2)
1
Api = arctg— (1=1,2
’ tg Bpi cos oy ( )
Spti . .
Soti = Tbi (Lm + 21nvapti> (i=1,2)
’f'pi

Paso 3. Determinaciéon de los pardmetros asociados a los cilindros de op-

eracion.
(cos? Ay & 2cos A A 2 \p2)0
b1 £ 208 Ap1 €OS Apa €OS Y, + €OS” Ap2)
COS Qpp, =
sen 7y,
Tpi SEN \p; )
Toi = 5 > (1=1,2)
\/ COS? o, — COS? A\p;
’I“b't )\b' .
Aoi = arctg —2>"" B Abi (1=1,2)
Toi
Thi .
Qoti = arccos — (i=1,2)
Toi
Shi o :
Soti = Toi (— — 21nva0ti> (1=1,2)
T'bi
2T01 sen )\01
mon = - xr

Ny
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Paso 4. Determinacién de las siguientes funciones:
Th2 SEN Apo

fi = ————— —mp
7p1 SEN Ap1

f2 = Sot1 €N Aol + Sop2 SEN A\g2 — TMMop

Para la determinacion de 3,1 y Bp2 se requiere un proceso iterativo hasta
que las ecuaciones f; = 0y fo = 0 sean satisfechas. La ecuaciéon f; = 0
corresponde a la condicion dada por la relacién de transmision (véase Ec.
(3.4.7)), mientras que la ecuacion fo = 0 corresponde a la condicion de juego
circunferencial nulo en los cilindros de operacion (véase Ec. (3.4.31)). Los
valores de p1 y Bp2 en la primera iteracién pueden ser los mismos que en el
diseno convencional. No obstante, la solucién es diferente e igualmente valida
si se consideran valores iniciales diferentes.

Los datos considerados en este ejemplo son los mismos que en el Ejemplo
2. Los desplazamientos de herramienta son x1 = 0,3mpy,, x2 = 0,2my,. El
angulo entre ejes es 7, = 7y, = 90°. El proceso iterativo arroja los siguientes

valores de los angulos de hélice:
Bp1 = 46,9860°, Bp2 = 42,0010°

Una vez determinados (1 y Bp2, los pardmetros de la transmision se obtienen

utilizando los pasos del 1 al 3. La nueva distancia minima entre ejes es:
E, =715 + 150 =115,1898 mm.
El angulo entre ejes v, = 90° se satisface ya que
Yo = 180° — Ap1 — Ag2 = 180° — 42,4631° — 47,5369° = 90,0000°

Tanto E, como 7, satisfacen las relaciones del diseno canénico por lo que
las lineas de accion se intersectan en el punto de tangencia de los cilindros de

operacion.
3.5. Analisis del contacto. Determinacién analitica

de las lineas de accion

El analisis del contacto o TCA en los engranajes con contacto localizado

estd basado en la igualdad de los vectores posicién y en la colinealidad de las
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normales en un sistema fijo de referencia (véase Fig. 2.9.1):

r}l)(m,wl, $1) — F}Z)(uz,i/)z, ¢2) =0 (3.5.1)
(1, ¢1) — 0 (12, §2) = 0 (3.5.2)

donde (u;, ;) (i = 1,2) son los pardmetros de superficie y ¢; (i = 1,2) son
los angulos de rotacion.

Las Ecs. (3.5.1) y (3.5.2) proporcionan un sistema de cinco ecuaciones
con seis incognitas (véase Apartado 2.9). Considerando ¢; como variable in-

dependiente es posible obtener las funciones

{ur (1), 1 (1), ua(hr), ha(dr), p2(¢1)} € C* (3.5.3)

en el entorno de P (ugo),@bgo), gi)go),ugo),@béo), qﬁgo)), siempre que: (i) P sea
un conjunto de valores que verifican el sistema de ecuaciones dado por (3.5.1)
y (3.5.2); (ii) el Jacobiano del sistema de ecuaciones dado por (3.5.1) y (3.5.2)
en P sea distinto de cero.

El anélisis del contacto permite obtener los caminos de contacto sobre ¥q

y 2o
ri(gn) = Mugrl (un (1), ¢1(61), 1) (3.5.4)
ra(1) = Maprl? (ua(d1), 92(61), b2 (1)) (3.5.5)

y la funcién de errores de transmision

Ao = ¢a(¢1) — %Q{)l (3.5.6)

La linea de acciéon viene dada por

rgvl)(uh%,(ﬁl); u1(¢1); P1(¢1) (3.5.7)

La aplicacion del TCA permite verificar que el disefio candnico garantiza
la interseccidon de las lineas de accién correspondiente a los dos lados del
diente en el punto de tangencia de los cilindros de operacion (primitivos en
el caso del diseno convencional). Igualmente se confirma que los errores en el
angulo entre ejes Ay o en la distancia entre ejes AE no causan errores de

transmision, aunque si el desplazamiento del camino de contacto.
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La Figura 3.5.1 muestra el desplazamiento del camino de contacto desde
la zona I hasta la zona II debido a un error A~. El contacto en la zona II
se encuentra fuera de los limites de la superficie y los errores de transmision
obtenidos valen cero. Sin embargo, dado que las superficies helicoidales 3 y
Y9 estan delimitadas por el ancho del diente, el contacto entre ambas super-

ficies no puede tener lugar en la zona II sino que tendré lugar en el borde de

S
=

las superficies.

Figura 3.5.1: Zonas de contacto en el caso de una transmisiéon alineada y otra

desalineada: la zona I corresponde a Ay = 0 y la zona II corresponde a

Ay # 0.

Las condiciones de contacto en el borde de la superficie del diente del
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pinén vienen dadas por

r§1)(u1(¢1),¢1, $1) — I‘Sc2) (u2,1p2, p2) = 0 (3.5.8)
ar(l)
N )
G B =0 (3.5.9)

El vector rg})(ul(i/)l), 11, ¢1) representa, para un valor de ¢y, una posicion
instantanea del borde de la superficie del diente del pinén. El vector 81"5}) /0
representa su tangente.

La Ec. (3.5.8) indica que el borde de la superficie del diente del pinén y la
superficie de la rueda estan en contacto. La Ec. (3.5.9) indica que la normal
a 29 es perpendicular a dicho borde.

En el caso de que el contacto tenga lugar entre la superficie del pinoén y el
borde de la superficie de la rueda, se obtiene un sistema de ecuaciones similar

al anterior. En este caso se tiene:

r?)(ul,wl, $1) — I”Srz) (u2(12),1b2, P2) =0 (3.5.10)
ar(z)
fooo (1) _
5y 0y =0 (3.5.11)

donde r}z) (uz(12), 12, P2) representa una posicion instantédnea del borde de
la superficie de la rueda y 8r502) /01, es un vector tangente a dicho borde.

Para resolver cualquiera de los sistemas anteriores, se considera un mismo
valor de ¢1. Cada sistema tiene entonces cuatro ecuaciones escalares y cuatro
incognitas. Resueltos los sistemas independientemente, se pueden obtener las
funciones ¢2(¢1) en cada uno de ellos. El sistema de ecuaciones que nos debe
proporcionar el punto de contacto es aquel que da un valor menor de ¢ para
un mismo valor de ¢;.

La Figura 3.5.2(a) muestra los caminos de contacto sobre los bordes E;
y Eo, resultado de aplicar los dos sistemas de ecuaciones mencionados ante-
riormente. El contacto en el borde impide que éste tenga lugar en la posicion
correspondiente a la acciéon conjugada. El contacto correspondiente a la ac-
cion conjugada se ha representado sobre una prolongacién de las superficies

Y1 y X2 en la Fig. 3.5.2(a). Para ello se han aplicado las ecuaciones del TCA
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entre dos superficies, considerando que no estan delimitadas por el ancho del

contacto en E, contacto en E.?
\ i b2

diente.

Zy

contacto debido
a la accion conjugada

(a)

A ¢2 (seg. ang.)
5000

4000
3000
2000

1000

—1000 ¢ (rad)
-0.6 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 17 1

(b)

Figura 3.5.2: Contacto en el borde y errores de transmision: (a) contacto sobre
los bordes E; y Es y contacto debido a la accion conjugada; (b) funcion de

errores de transmision debido al contacto en el borde.

Como consecuencia del contacto en una zona diferente a la debida a la

accion conjugada, es de esperar que aparezcan errores de transmision. La Fig.
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3.5.2(b) muestra los correspondientes errores de transmision, los cuales vienen
dados por una funcién discontinua, fuente de ruido y vibracion. El contacto
en el borde causa ademds tensiones de contacto elevadas.

Siempre que el contacto tenga lugar dentro de los limites de las superficies
con perfil de evolvente, los errores de transmisiéon no existen dado que se
garantiza la accién conjugada. Esta situacién, no obstante, no siempre es
posible, especialmente en transmisiones sensibles a los errores de alineacion.

Es importante, por tanto, determinar de forma analitica la lineas de acciéon
y su desplazamiento debido a los errores de alineacién. La determinaciéon del
desplazamiento de las mismas como funcién de los errores de alineacién, en
particular Ay y AFE, permite conocer la sensibilidad de la transmision frente

a dichos errores.

3.5.1. Determinacion analitica de las lineas de accion

La determinaciéon analitica de las lineas de accién en una transmisiéon de-
salineada es importante para predecir la existencia de contacto en el borde
(y de errores de transmision). Ademés permite conocer la sensibilidad de la
transmisiéon a los errores de alineacién. En las Figs. 3.2.4 y 3.2.5 se repre-
sentaron las lineas de accién en el caso de una transmisién alineada y otra
desalineada, respectivamente. Dicha representaciéon se obtuvo numéricamente
utilizando un programa desarrollado para el analisis del contacto (TCA).

La determinacion analitica de la linea de accién requiere su representacion
en el plano tangente al cilindro base de uno de los engranajes de la trans-
misiéon, por ejemplo el pinémn. Dicha representaciéon exige conocer su ori-
entacion y su localizacién.

En primer lugar se considera una transmision alineada donde 7, y E,
representan el dngulo entre ejes y la distancia entre ejes. La Fig. 3.5.3(a)
muestra la linea de accién Ago) sobre el plano II; tangente al cilindro base
del pinén. La orientacion del plano II; viene dada por el dngulo de presion
transversal de funcionamiento en el pinén ;. La orientaciéon de Ago) en II;
viene dada por la perpendicular a las lineas de contacto L, entre la superficie
> y su plano generador X,;. El angulo Ap; determina la orientaciéon de la

linea de accion en el plano II;. La localizacion de Ago) viene determinada por
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la intersecciéon de la misma con la recta 0103, correspondiente a la distancia
minima entre ejes. El punto de interseccién es el punto P de tangencia de los
cilindros de operaciéon de pinén y rueda.

A continuacién se considera una transmisiéon desalineada donde v} y E;
representan el nuevo dngulo entre ejes y la nueva distancia entre ejes debidos

a los errores de alineacion Ay y AFE, respectivamente. Se tiene entonces

Yo = Yo + Ay (3.5.12)
E: = E,+ AE (3.5.13)
Distancia entre ejes 02 II, Lineas de Distancia entre ejes 02 H; Lineas de

contacto L, contacto L,
T r!

(a) (b)

Figura 3.5.3: Localizacion de la linea de accion en los casos de: (a) transmision

alineada y (b) transmision desalineada.

La Fig. 3.5.3(b) muestra la nueva localizaciéon A; de la linea de acciéon so-
bre el plano II] tangente al cilindro de base del pinén. La orientacién del plano
II7 viene dada por el nuevo dngulo de presiéon transversal de funcionamiento
en el pinon o}, . La orientacién de A; en el plano II] viene dada por la per-
pendicular a las lineas de contacto L,; entre la superficie 31 y la superficie
1. El angulo Ap; determina la orientacion de la linea de accién en el plano

IT7. La localizacion de A; se determina a continuacién, utilizando como refer-
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encia el punto P correspondiente a la interseccién del plano II] con la recta
010s.

El procedimiento para obtener la localizaciéon de la linea de accién es el
siguiente.

Se considera una transmisién con ejes cruzados segin el angulo ) =
Yo + A7y y distancia entre ejes £} = E, + AE. Los pardmetros asociados a
los cilindros base 71, 752, Ap1 ¥ Ap2 son conocidos.

Paso 1. El dngulo de presiéon en la secciéon normal de las cremalleras se
obtiene utilizando la Ec. (3.4.30) como

2« cos? Ap1 % 2€08 Ay1 €os A2 c0S y¥ + cos? \yo
cos” o, =

(3.5.14)

sen? v

Los signos superior e inferior en la Ec. (3.5.14) corresponden a engranajes con

el mismo o diferente sentido de la hélice, respectivamente.

*

*1i (i =1,2) en las secciones transversales

Paso 2. Los angulos de presion «

de piném y rueda se obtienen como

*
N sen oy,

sen oy, =

,=1,2 3.5.15
Sl (=1 (35.15)

El angulo o,, determina la orientacién del plano II] en el pinén.
Paso 3. Se determinan los radios r}; (i = 1,2) correspondientes a los
cilindros axoides del proceso de generacion por las cremalleras cuyo angulo

de presion normal es o,

rr= Y (i=1,2) (3.5.16)

or *
COS ¢y,

La suma de los radios 7; (¢ = 1,2) en la transmision desalineada no tiene por
qué coincidir con la distancia existente entre ejes E.

Paso 4. Se determinan los pardmetros h; y he de desplazamiento de la
linea de accion en los respectivos planos 117 y 1I5. Los pardmetros hy y ho se

miden en direcciéon perpendicular a la linea de accién y vienen dados por
Cos aZtZ * *
Tp2 + e ——,— — B cosag,
Cos
h1 = 0 sen >\b1 (3517)

* *
Sen aot? sen -y,

A
hy = 5 (3.5.18)
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donde

*
COS

= 7oL+ Te2 7= — E] cosayy (3.5.19)

)
*
= sen \p Sen Qpy Sen -y,

+ €08 Ap2(cos ajyy sen agy — COS (g sen ayy €osy,)  (3.5.20)

La obtencién de h; y ho estd basada en las siguientes consideraciones:

(1)

La Figura 3.5.4 muestra los sistemas de coordenadas Sy y S, solidarios
al pinon. El plano IT (Fig. 3.5.4(a)) es tangente al cilindro base de
radio rp1. Las lineas de contacto entre las superficies ¥; y ;1 se han
representado sobre dicho plano. La orientacién de las lineas de contacto

viene dada por el angulo A\p; (Fig. 3.5.4(b)).

La linea de acci6on A; de la transmisiéon desalineada se encuentra de-
splazada la magnitud h; respecto al punto P;. La localizacién de un
punto M; sobre la linea A; viene dada por el parametro m; (Fig.
3.5.4(b)).

La Figura 3.5.5 muestra los sistemas de coordenadas Sy, y S, solidarios
a la rueda. El plano II5 (Fig. 3.5.5(a)) es tangente al cilindro base de
radio r42. Las lineas de contacto entre las superficies Yo y 3,9 se han
representado sobre dicho plano. La orientaciéon de las lineas de contacto

viene dada por el angulo Ay (Fig. 3.5.5(b)).

La linea de acci6on A; de la transmisiéon desalineada se encuentra de-
splazada la magnitud hy respecto al punto 5. El punto My se encuentra

sobre A; y dista de P; la distancia hs.

La Figura 3.5.6 muestra los sistemas de coordenadas S, y Sy. La deter-

minaciéon de hy y hg sobre los planos II] y II5 se basa en:

(i) El punto M; sobre el plano II} viene dado en el sistema Sy por el
vector
rgfl)(hlamla’rbla)\blaaZﬂ) (3521)

donde hy y mq se han de determinar.
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E‘
xf yz
T . 1
B =X
//
Gy O"‘/_/____
7
// //
7t / yf
)
%1
(a) (b)

Figura 3.5.4: Representacion de: (a) plano II} y lineas de contacto sobre IIj;

(b) linea de accion Ay y parametros hy y my.

. Lineas de
contacto

7, s
b2\ e
Y% ) 0?///26
RN
r* £ > o
02 P i 2
E v
/ £ ‘
Yy T, (o)
b b A
%, A, 1
(a) (b)

Figura 3.5.5: Representacion de: (a) plano II} y lineas de contacto sobre II3;

(b) linea de accion A; y parametro ho.
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™~

y4
f
Ly

0 Y

Figura 3.5.6: Sistemas de coordenadas fijos Sy y Sp.

(ii) El vector posicion del punto M sobre el plano IT5, usando la trans-

formacion de coordenadas del sistema S al Sy, viene dado por
I'Sg) (h27rb2a>‘b27a;t277;7E;) (3522)

(iii) Teniendo en cuenta que los puntos My y My pertenecen a la misma
linea de accion, la ecuacion vectorial rgcl)(Ml) = r?) (My) propor-
ciona un sistema de tres ecuaciones que permiten determinar hq,
ho y mq. Los parametros hy y he vienen dados por las ecuaciones
representadas en (3.5.17) y (3.5.18).

Los desplazamientos axiales de la linea de accién, segin los ejes del pinén

y de la rueda, respecto a los puntos P} y Py respectivamente, se determinan

Ccomo
h1
AZ, = .0.2
! sen A\pp (3.5.23)
h
AZy, = 2 (3.5.24)
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Las Figs. 3.5.7(a) y (b) muestran el desplazamiento AZ; de la linea de
accion en el plano II7 debido a los errores Ay y AE, respectivamente. Se han
considerando diferentes valores del angulo entre ejes 7,. Se puede observar
que la sensibilidad de la transmisiéon al desplazamiento de la linea de accién
aumenta cuando el angulo entre ejes disminuye. Para valores pequenos de 7,
el desplazamiento AZ; puede requerir dimensiones axiales de los engranajes

no razonables con el fin de que el contacto tenga lugar dentro de la superficie.

80

Ay=3min ang
ﬁy:?min ang
=1 min
70 7 ang
60
5 10 AE-3004m
9 AE=200#m
AZ (mm) 40 8 AE=1004m
30
20
10
0
0 & 10 16 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
7% (grados) 7% (grados)

(@) (b)

Figura 3.5.7: Representacion del desplazamiento axial AZ; de la linea de

accion debido a los errores: (a) Ay y (b) AE.

En el caso de engranajes con ejes paralelos el valor del 4ngulo entre ejes es
v, = 0°. Algunas ecuaciones desarrolladas para engranajes con ejes cruzados
no se pueden aplicar debido a las singularidades producidas cuando v = 0°. No
obstante, podemos aplicar las ecuaciones desarrolladas para engranajes con
ejes cruzados en un entorno de vy, = 0°. Se tiene entonces que la sensibilidad
de los engranajes con ejes casi paralelos es maxima y el contacto en el borde
y los errores de transmisiéon son inevitables. El andlisis del contacto muestra,
en el caso de v, = 0°, que la afirmacién anterior es cierta cuando se tiene un

error Avy. Sin embargo, en el caso de un error AE con 7y, = 0°, el contacto
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teorico sigue siendo lineal y no existen errores de transmision.

Dado que los errores de alineacion Ay y AFE siempre van a existir, por
muy pequenos que éstos sean o la tecnologia existente nos permita alcanzar,
los engranajes con ejes paralelos o bien con ejes cruzados pero con un valor
pequeno de 7,, requieren una modificaciéon de las superficies de perfil de evol-
vente. Dicha modificacién debe ser capaz de evitar el contacto en el borde y

absorber los errores de transmisién.






Capitulo 4

Engranajes cilindricos con
geometria modificada.

(Generacion por cremallera

4.1. Introduccién

Los engranajes cilindricos con perfil de evolvente y ejes paralelos requieren,
debido a la presencia de errores de alineacion y fabricacion, la modificaciéon de
sus superficies con un doble objetivo: (1) localizacion del contacto para evitar
el desplazamiento del contacto al borde de las superficies de los dientes y (2)
absorcion de las funciones cuasilineales de errores de transmisiéon que éstos
provocan en la transmisién. Lo anterior también es aplicable a engranajes
con ejes cruzados con un valor pequeno del dngulo entre ejes 7y, debido a su
gran sensibilidad frente a errores de alineacién como se ha visto en el capitulo
anterior.

En este capitulo y siguiente se describe como se realiza la modificacion de
las superficies de los dientes de engranajes con perfil de evolvente. La modi-
ficacién descrita en este capitulo estd basada en la utilizaciéon de cremalleras
diferentes en la generaciéon de pinén y la rueda, mientras que la modificacion
que se presentard en el siguiente capitulo estd basada en la utilizaciéon de

diferentes herramientas de corte o rectificado como disco y cortador sinfin.

91
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Para la obtencion de las cremalleras tedricas de generacion de pinén y
rueda se consideran en primer lugar los axoides que intervienen en el proceso
de generacion del engranaje pinén/rueda con su cremallera. Definida la ge-
ometria de las cremalleras, se generan las superficies del pinén y de la rueda
considerandose un proceso de generacién de superficies conjugadas de envol-
vente simple. Una vez obtenida la geometria del engranaje teérico de referen-
cia, en el capitulo siguiente se determinard la geometria de la herramienta que
genera el mismo engranaje que el obtenido mediante la generacion tedrica con
cremallera. Por tanto, las cremalleras no se utilizardn como herramientas en
el proceso de fabricaciéon sino que servirdn de referencia para la determinacion
de las herramientas de corte o rectificado.

El analisis del contacto de la transmisién cuya geometria modificada es-
t4 basada en la generaciéon mediante cremalleras de geometria diferente para
pinén y rueda muestra que los objetivos propuestos en el presente capitulo
se satisfacen s6lo parcialmente. Se tendrdn que realizar modificaciones adi-
cionales de la superficie con el fin de conseguir los dos objetivos propuestos,
es decir, la localizacion del contacto y una funcién continua de errores de

transmision.

4.2. Axoides

La Figura 4.2.1(a) muestra que los engranajes 1 y 2 giran en torno a ejes
paralelos con velocidades angulares w® v w® con la relacion w(l)/w(2) =
mq2, donde mqo representa la relaciéon de transmision. Los axoides de los
engranajes son dos cilindros de radios rp1 y rp2 y la linea de tangencia de
ambos cilindros designada como P, — P» representa el eje instantaneo de
rotacién en el movimiento relativo.

El plano II tangente a los axoides de los engranajes representa el axoide
de la cremallera en el proceso de generacién de cada uno de los engranajes. La
cremallera y el engranaje generado describen respectivamente los siguientes

movimientos:
(i) Traslacion con velocidad

v=w x0,P=w? x0,P (4.2.1)
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(b)

Figura 4.2.1: Axoides de pinoén, rueda y cremallera: (a) axoides; (b) superficie

del diente de una cremallera con dentadura inclinada segtn el angulo 3.

donde P pertenece a P — Ps.

(ii) Rotacion con velocidad angular w® (i = 1,2) alrededor del eje del
engranaje. El indice 4 = 1 hace referencia al pinén y el indice ¢ = 2 hace

referencia a la rueda.

La Figura 4.2.1(b) muestra la superficie de un diente de la cremallera
utilizada para la generacion de engranajes helicoidales. Dicho diente se en-
cuentra inclinado respecto a los ejes de los engranajes segtin el angulo 3. La
inclinacién mostrada en la Fig. 4.2.1(b) dara lugar a dentadura a izquierdas
en el pinén y a dentadura a derechas en la rueda. En el caso de un angulo

B = 0° se obtienen engranajes rectos, los cuales constituyen un caso partic-
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ular de los engranajes helicoidales. Esto permite determinar la geometria de
las cremalleras en el caso més general de engranajes helicoidales y como caso

particular en los engranajes rectos.

En el diseno convencional de engranajes cilindricos rectos o helicoidales
con perfil de evolvente se utiliza una tnica cremallera con perfil recto para
la generacion de pinén y rueda. Las superficies de los dientes de pifién y
rueda asi generados presentan contacto lineal. La Figura 4.2.2(a) muestra las
correspondientes lineas de contacto en un engranaje helicoidal con perfil de
evolvente. Estas lineas resultan tangentes al cilindro base. En el caso de un
engranaje recto las lineas de contacto resultan paralelas al eje del engranaje

como se muestra en la Fig. 4.2.2(b).

El contacto lineal es muy sensible a las desalineaciones y da lugar a con-
tacto en el borde de las superficies de los dientes. Es por tanto necesario
localizar el contacto para que, debido a la presencia de errores de alineacion
o fabricacién, éste permanezca dentro de las superficies de los dientes en con-
tacto. La disposicion de las lineas de contacto en un engranaje helicoidal y
en otro recto nos aporta una informacién muy importante para determinar el
método de localizacion del contacto en cada caso.

Lineas de
contacto

Lineas de
contacto

Cilindro
base

(a) (b)

Figura 4.2.2: Lineas de contacto sobre superficies con perfil de evolvente en

el caso de (a) engranaje helicoidal y (b) engranaje recto.
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La localizacion del contacto en una transmision de engranajes helicoidales
requiere simplemente la generacion de las superficies de los dientes de pinén
y rueda con dos cremalleras con perfiles distintos segiin se describe en el sigu-
iente apartado. No obstante, ambas cremalleras deben tener el mismo plano
IT (Fig. 4.2.1) como axoide en los respectivos procesos de generacion de pinon
y rueda, debiéndose verificar la relacion dada por la Ec. (4.2.1). Este método
aporta a uno o a los dos engranajes de la transmisiéon un abombamiento en
la direccién del perfil respecto al perfil de evolvente.

En una transmisién con engranajes rectos, el abombamiento en la direc-
cién del perfil de uno o de los dos engranajes no localiza el contacto. Esto es
debido a la disposicién de las lineas de contacto perpendiculares al perfil. En
este caso es necesario abombar una de las superficies de contacto en la direc-
cion longitudinal. No obstante, la generacién de engranajes rectos basada en
cremalleras distintas es util para proporcionar a la transmisiéon una funcién

continua de errores de transmision.

4.3. Pertiles de las cremalleras de referencia

La seccion normal de las cremalleras de referencia viene dada por la seccion
a — a (Fig. 4.2.1(b)) obtenida por un plano perpendicular al plano II y cuya
orientacion estd determinada por el angulo . La seccién transversal esté
determinada por un plano perpendicular al plano Il y con la orientaciéon de
b—b (Fig. 4.2.1(b)).

La Figura 4.3.1 muestra las secciones normales de dos cremalleras distintas
que generan separadamente pinén y rueda. La Figura 4.3.1(a) muestra que
los perfiles del lado conductor son tangentes en el punto () mientras que los
del lado conducido lo son en el punto QQ*. Las normales a ambos perfiles en
los puntos de tangencia coinciden y contienen al punto P perteneciente al eje
instantaneo de rotacion P, — P». Las Figuras 4.3.1(b) y 4.3.1(c) representan
las secciones normales de las cremalleras de pinén y rueda, respectivamente.

A continuacion se define una tercera cremallera con perfiles rectos (Fig.
4.3.2(a)) que es utilizada como referencia para definir las cremalleras de pifion
(Fig. 4.3.2(b)) y rueda (Fig. 4.3.2(c)). La cremallera de referencia se define
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(a)

),

(c)

Figura 4.3.1: Secciones normales de las cremalleras de pinéon y rueda: (a)
perfiles tangentes; (b) seccién normal de la cremallera del pinion; (c) seccion

normal de la cremallera de la rueda.

en el sistema S; (Fig. 4.3.2(a)), cuyo origen O; coincide con P (Fig. 4.3.1(a)).
Para definir los perfiles de cada lado de la cremallera se utilizan los sistemas 5;
y Sk. Los correspondientes origenes, O; y Oy, estan situados sobre los perfiles
rectos de forma que los segmentos m y m resultan perpendiculares a
sendos perfiles. Los origenes O; y Oy, coinciden con @) y Q*, respectivamente.

Los angulos a4 v o, (Fig. 4.3.2) representan los angulos de presion normal
del lado conductor y conducido del diente. Las dimensiones s; y so (Fig. 4.3.2)
coinciden con los espesores de los dientes medidos en una seccién normal sobre
los axoides de pin6én y rueda, respectivamente, y estan relacionadas con el

mo6dulo normal m y el coeficiente de espesor de la cremallera so; a través de
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Figura 4.3.2: Perfiles de las cremalleras (a) base, (b) del pinon y (c) de la

rueda.

las siguientes expresiones:

81+ S =Tmm

52

$21 = —

S1

(4.3.1)
(4.3.2)

El coeficiente s9; permite modificar la relaciéon entre los espesores del diente

de pinén y rueda. El subindice pn que indica que la variable considerada se

mide en el plano primitivo y en la secciéon normal se ha omitido con el objeto
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de simplificar.

Los segmentos lg = |0;0;| y l. = |0;Oy| (Fig. 4.3.2(a)) vienen dados por

T SeN (g COS (g COS e
1+ s91 sen(ag + ac)

la (4.3.3)

mm Sen a. CoS . COS g

l. = .
C 14 891 sen(ag + o)

(4.3.4)

En las Figuras 4.3.2(b) y 4.3.2(c) se representan los perfiles en una seccion
normal de las cremalleras de pinén y rueda, respectivamente. Cada uno de
los perfiles esta constituido por un perfil parabdlico que genera el perfil activo
del diente y un perfil de arco de circunferencia que genera el perfil de base
del diente.

Para la definicién de los perfiles parabélicos del lado conductor de las cre-
malleras de pinén y rueda se utilizan los sistemas S, (Fig. 4.3.2(b)) v S, (Fig.
4.3.2(c)), respectivamente. Ambos sistemas coinciden con el sistema S; de la
cremallera de referencia. Para la definiciéon de los perfiles de arco de circun-
ferencia se utilizan los sistemas Sy y Ss, que coinciden con el sistema S; de
la cremallera de referencia. La definicién de los perfiles del lado conducido es
anéloga a la del lado conductor. Es por ello por lo que se ha decidido presentar

sblo la formulacién de las ecuaciones correspondientes al lado conductor.

La Figura 4.3.3 muestra el perfil parabdlico del lado conductor definido en
la cremallera de referencia. El méximo de la parabola coincide con el punto
de tangencia ) y puede ser desplazado sobre el perfil recto de la cremallera
de referencia con el parametro ugy. Por tanto, el punto de tangencia ) de los
perfiles de las cremalleras de pinén y rueda no tiene por qué coincidir con O;
(1 = a,r). El desplazamiento del méximo de los perfiles parabolicos en el lado

conducido se designa como ucg-

El parametro ag; (i = a,r) (Fig. 4.3.3) es el coeficiente parabolico del
perfil del lado conductor, utilizandose a.; para el lado conducido. Un punto
cualquiera M (Fig. 4.3.3) del perfil viene determinado respecto al origen O;

(i = a,r) por el parametro u; (i = a,r). El perfil parabolico viene definido en
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Figura 4.3.3: Definicién del perfil parabélico.

el sistema S; (i = a,) como

Uy
(s — 2
rz(_p) — adZ(UZO udO) , (Z = a, 'r') (435)
1

El superindice (p) en la Ec. (4.3.5) hace referencia al perfil activo, utilizandose
posteriormente el superindice (f) para definir el perfil de la base del diente.

La normal unitaria al perfil parabélico viene dada en S; (i = a,r) como

(p)
» aar—z x k —2a4; (u; — Udo) 1
p) _ Uj _ _
n;,’ = p o) = 1 > 5 (436)
r, % k 0 \/1 + 4adi(ui — udo)
ou;

El perfil paraboélico y su normal unitaria en el sistema solidario a la cre-

mallera S; (j = b,s) vienen dados por rg-p) = Mjirgp) y ng-p) = Ljinz(-p),

siendo Mj; la matriz de transformacion de coordenadas entre los sistemas S;
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senqg — COSQy —lgcosay

M;; = (4.3.7)

0 0 0

0
cosag senag 0 lgsenay
1

0 0 0 1

y Lj; la submatriz 3 X 3 que se obtiene eliminando la tltima fila y la dltima
columna de la matriz Mj;. Se tiene entonces

ug sen g + ag; (u; — ugg)? cos ag — g cos ayg

rgp) () = u; cos ag — agi(u; — ugp)? sen ag + lgsen ag (438)
0
1
[ —2a4;(u; — ugo) sen ag + cos ag .
nﬁp) (w;) = —2a4;(u; — ugp) COS g — sen oy
0 \/1 + 4a3i(ui — ud0)2

(4.3.9)

La definicién de los perfiles de arco de circunferencia en ambas cremalleras
que generan el perfil de trocoide de la base del diente es muy similar. La
Figura 4.3.4 muestra el perfil de arco de circunferencia correspondiente al lado
conductor de la cremallera del pinén. A continuacion se define la geometria de
dicho perfil conjuntamente con el perfil del lado conductor de la cremallera de
la rueda. La Figura 4.3.4 muestra que un punto cualquiera N de los perfiles
viene determinado por el parametro \; (i = a,r), medido desde la recta
horizontal que contiene el centro de curvatura C. Utilizando el sistema S;

(j = b, s) se tiene

T £ pcosA;
Ny | Yo T psen);
r; (N) = 0 (4.3.10)
1

donde p es el radio del arco de circunferencia y (z¢,yc) son las coordenadas
del centro C' en el sistema Sj. El signo superior es utilizado en la cremallera

del pifién y el signo inferior en la cremallera de la rueda.
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Figura 4.3.4: Definiciéon del perfil de arco de circunferencia en la cremallera

del pinon.

La normal unitaria viene dada en el sistema S; por

COS \;
nl(\) = | —sen); (4.3.11)
0
Las coordenadas del centro de curvatura vienen definidas como z¢ = —¢,

yo = Fhg £ p (Fig. 4.3.4), siendo ¢ el parametro que debe garantizar la
tangencia del perfil parabélico y del perfil de circunferencia, y hq la altura de

dedendo. Planteando el sistema de ecuaciones

rjp)i = rg-f)i

Py = ¥ (4.3.12)
Brgp)_ Brgp) \

u? T oy |7
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se pueden obtener los valores de £, Ay y ur correspondientes al lado con-
ductor de cada cremallera, siendo Ay y up los valores de los parametros \;
y u;j, respectivamente, en el punto de entronque T (Fig. 4.3.4) con el perfil
parabolico.

Definidos los perfiles en la secciéon normal de las cremalleras de pinén y

rueda se procede a la determinacién de las correspondientes superficies.

4.4. Cremallera de generacién del pinén

La superficie de la cremallera del pinén Y. se determina en el sistema S,
(Fig. 4.4.1) a partir de la traslacion del perfil normal segun la direccion ¢ — ¢,
definida por el angulo de hélice . El pardmetro de traslacion es 6,. Dado que
el perfil normal esté constituido por el perfil parabdlico y el perfil de arco de
circunferencia, la superficie X, esta constituida por las superficies ng ) y zﬁf ),

definidas como

donde M., viene dada por

cosff 0 senf 6Oy,senpf
0 1 0 0
Mg = (4.4.3)
—senf3 0 cosf 6,cospf
0 0 0 1
Las normales unitarias correspondientes vienen dadas por
ngp) (ua) = chnl(,p) ('U'a) (4.4.4)
ngf) ()‘a) = chn[()f) (Aa) (4.4.5)

donde L es la submatriz de orden 3 x 3 que se obtiene eliminando la dltima

fila y la ultima columna de la matriz M.
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\

(&

Figura 4.4.1: Para la determinaciéon de las superficies de las cremalleras.

Aplicando la transformacién del sistema Sy al S, se tiene

[tg sen ag + agq (g — ud)? cos ag — g cos ag) cos B+ 0, sen B

Ug COS g — Ggq (g — ugo)? sen ag + Igsen ay

(n —
r =
¢ —[ug sen ag + agq (U — ugo)? cos ag — lg cos g sen B+ 0, cos B
1
(4.4.6)
[ (xo 4+ pcos Ag) cos B+ 0, sen 3
o) = yo — psenda (4.4.7)

—(zc + pcos Ay) sen 5 + 6, cos B
1
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[—2a4q (g — ugo) Sen ag + cos o) cos
n?) = —2a44 (Uq — Ugdp) COS (g — SEN Qg -
| —[—2ada(ua — udo) sen g + cos ag] sen B \/1 + 4, (ta — Uao)”
(4.4.8)
CoS A €08 3
ngf) = —sen A, (4.4.9)
| —cos Agsenf3

4.5. Cremallera de generacién de la rueda

La superficie de la cremallera de la rueda 3; se determina en el sistema
St, que coincide con el sistema S, definido en la Fig. 4.4.1. La superficie ¥,
estd constituida por las superficies Egp ) y ng ) correspondientes a los perfiles
parabdlico y de arco de circunferencia, respectivamente. Ambas superficies

vienen dadas por

v (ur, 6;) = M(0,)r (uy) (4.5.1)
r (0 0) = My(6)r)(\,) (4.5.2)

donde (uy, 6,) son los parametros de la superficie E%p ), (A\r, 0;) son los paramet-

ros de la superficie ng ), y M, es la matriz de transformacion de coordenadas
entre los sistemas S, (Fig. 4.3.2(c)) y Si. Dado que dicha transformacién co-
incide con la transformacion del sistema Sy al sistema S, (Fig. 4.4.1), se tiene
que My; = M, (ver Ecuacion 4.4.3). Las normales unitarias correspondientes

vienen dadas por

(p)

n;” (ur)

o) = LD\ (4.5.4)

I
=
~
w»
B
=
—
e
3
~—
I
ot
w

donde Ly coincide con L.
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Aplicando la transformacion del sistema S, al Sy, se tiene

[ [uy sen ag + agr (ur — ugo)? cos ag — g cos ag] cos B + 6, sen 3
® Uy €OS g — Gy (Ur — Ugg)? sen ag + lgsen ag
oo = —[uy sen ag + agy (u, — ug)? cos ag — I cos ag] sen B + 6, cos 8
i 1
(4.5.5)
[ (xzc — pcos Ay ) cos 5+ 6, sen
NO yo +psenh, (4.5.6)
—(xc — pcos A\y) sen B + 0, cos
i 1
[—2agr (ur — ugo) sen ag + cos agl cos
ngp) = —2ag, (uy — ugg) COS g — sen ay !
| —[—2aa, (ur — ugo) sen ag + cos ag] sen \/1 + 4a2r(uT — Uqo)?
(4.5.7)
[ — cos \, cos 8
ngf) = sen A\, (4.5.8)
cos A, sen 8

4.6. Superficies de los dientes de pinén y rueda con

abombamiento simple

Las superficies de los dientes de pinén y rueda con abombamiento sim-
ple, es decir, con abombamiento en la direcciéon del perfil, se designan como
Yy v 29, respectivamente, y se obtienen segin un proceso de generacion de
superficies conjugadas de envolvente simple a partir de sus correspondientes
cremalleras. La superficie del diente del pinén con doble abombamiento se

designa como ¥; y se obtendra en el siguiente capitulo.

4.6.1. Generacion de la superficie del pinén X,

La superficie del diente del pifién con abombamiento en la direccién del

perfil X, se obtiene como envolvente de la familia de superficies de la cre-
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mallera de generacion del pinén ¥, en un sistema de coordenadas fijo al

mismo. La generacion de ¥, estd basada en las siguientes consideraciones:

(i) Los sistemas de coordenadas Se(Z¢, Yc) y So (2o, Yo) son sistemas moviles
solidarios a la cremallera y al pifion a generar, respectivamente (Fig.
4.6.1(a)). El sistema de coordenadas Sy, es un sistema fijo. El coefi-
ciente x; en la Fig. 4.6.1(a) indica el coeficiente de desplazamiento de

la herramienta en la generacién del pinén.

Ym
Toz
10)
Y, Y, z
S
c 1-2
X, m
Oc mc Ot 2 xt
]'0 X ,m X ,m
Y%
(A z
a
x‘m x‘m
/0,0, 0,,
(a) (b)

Figura 4.6.1: Sistemas coordenados utilizados en la generacion de pinén y

rueda.

(ii) La cremallera y el pifion realizan movimientos de traslacion y rotacion,

respectivamente, segin se muestra en Fig. 4.6.1(a). Ambos movimientos
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(iii)

estan ligados por la condiciéon de rodadura sin deslizamiento segtn
Se
S =y
(2

donde s, es la traslacién de la cremallera y 1, el angulo de rotacion

(4.6.1)

del pinoén. El desplazamiento de herramienta no afecta a los axoides del

movimiento (Fig. 4.2.1(a)).

La familia de superficies correspondiente a las distintas posiciones de
la superficie de la cremallera Y. en el sistema de coordenadas S, se

expresa mediante la siguiente ecuaciéon
ro = Mgy (¢s)re (4.6.2)
donde

costp, sentpy, 0 (rp1 4+ x1m)senyy — rp1¢s oS Py
—sent, costhy 0 (rp1 + x1m) o8Py + rp11y sen i,
Mac =
0 0 1 0
0

0 0 1
(4.6.3)

La superficie del diente del pinién X, se determina como la envolvente
a la familia de superficies r, y se representa considerando simultanea-

mente el vector r, y la ecuacién de engrane
f o =10 (4.6.4)
La ecuaciéon f., = 0 se puede obtener de dos formas:

(a) Considerando que la normal comun a las superficies ¥, y 3, en la
linea de tangencia de ambas superficies intersecta al eje instantaneo
de rotacion P — Py (Fig. 4.2.1) |Litvin, 1994].
(b) Considerando la ecuacion de engrane
n.- vl =0 (4.6.5)
donde n. es la normal unitaria a 3. representada en S; y v&ca) es

la velocidad relativa representada en S..
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Las ecuaciones de engrane correspondientes a las superficies del perfil
activo del diente del pinén, (p), y al perfil de trocoide de la base del

diente, (f), vienen dadas por
fc(g) = —[uq + 202, (g — tg)® — 2a44lg(tq — ugg)] cos B

+[2a40 (e — ugo) €08 ag + sen o) (rp1ps — Oq sen f)

+[2a4q (ug — ugp) sen ag — cos aglxy1mcosf =0  (4.6.6)

f(,gf;) = (zc cos B+ Oasen B — rp11hs) sen Aq
+(yc + x1m) cos feos Ay =0 (4.6.7)

Generacion de ;. La generacion de la superficie del diente de la rueda
Yy se representa en la Figura 4.6.1(b) y viene dada por la consideracion

simultanea de las dos ecuaciones siguientes:

ry = Mo (¢2)ry (4.6.8)
fre =0 (4.6.9)

La Ec. (4.6.8) representa la familia de superficies de la cremallera de la rueda
en el sistema So, la Ec. (4.6.9) representa la ecuacion de engrane y 1y es el
parametro del movimiento. La matriz My (1)2) representa la transformacion

de coordenadas del sistema .S; al Sy y viene dada por

—costhy  senthy 0 —(rp2 + xem)senthy + ry2the cos Py

—sentpy —cosyy 0 (rpz + x2m) cos 1y + Tp21P2 sen 1o
My =
0 0 1 0
0 0 0 1

(4.6.10)
siendo 2 el coeficiente de desplazamiento de la cremallera de la rueda.
Las ecuaciones de engrane correspondientes a cada uno de los perfiles

vienen dadas por:

ft(Qp) = —[u, + 2a3r (up — ud0)3 — 2ag,lq(uy — ugp)] cos B
+[2a4y (ur — ugo) cos ag + sen o) (—rp2tp + 6, sen f5)

+[2agr (ur — ugp) sen ag — cos aglxamcos f =0 (4.6.11)
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ft(zf) = (¢ cos B + Op sen B — rppipo) sen A,
+(yc — x2m) cos fcos A, =0 (4.6.12)

4.6.2. Condiciones necesarias para la existencia de la envol-
vente a una familia paramétrica de superficies

Tales condiciones en el caso de la superficie 3, del pinén con abombamien-

to simple se formulan de la siguiente manera:

i) La funcién vectorial ry(uq,8q, %) de clase C? es dada.
(i) 0,

(ii) Se designa por M(u&o),ﬁ,(lo),i/)go)) el conjunto de parametros que satis-

facen la ecuacion de engrane (4.6.4) y las siguientes condiciones.

(iii) La superficie generadora Y. de la cremallera es una superficie regular
y satisface en M la siguiente desigualdad:

or. Or,

X

Oug 00,

Los vectores dr./du, y Or./00, resultan tangentes a las lineas coorde-

£0 (4.6.13)

nadas de la superficie 3. en el sistema de coordenadas S,. La desigual-

dad (4.6.13) significa que la normal N a la superficie X, es distinta

. ., c) . .
de cero. La designacion Ng) indica que la normal a X, se representa en

el sistema S, .

(iv) Las derivadas parciales de la ecuacion de engrane (4.6.4) satisfacen en
M la desigualdad

‘af“ #0 (4.6.14)

Ou,

Of o
90,

(v) Las singularidades de la superficie 3, se evitan mediante el proced-

imiento descrito en el Apartado 4.8.1.

Considerando las condiciones (i)-(v), la envolvente ¥, es una superficie
regular, contacta con la superficie generadora Y. en una linea y la normal
a X, es colinear con la normal a .. La funcion vectorial r,(uq,84,%s) v
la ecuacion de engrane (4.6.4) consideradas simultdneamente representan la
envolvente ¥, como funcion de tres parametros (ugq, 04,1, ) relacionados entre

si.
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4.6.3. Representacion de la envolvente ¥, como funcién de
dos parametros

La representacion de 3, en forma biparamétrica estd basada en las sigu-

ientes consideraciones:

(i) Supongase que se satisface la desigualdad (4.6.14) porque

Of o
90,

£0 (4.6.15)

(ii) El teorema de existencia de la funcion implicita [Korn & Korn, 1968]
establece que, debido a que se verifica la desigualdad (4.6.15), la solucion
a la ecuacion de engrane (4.6.4) viene dada en el entorno del punto M
por la funcién

O = Ou(ta, Vo) (4.6.16)
(iii) Se tiene entonces que la superficie ¥, se puede representar como

Ra(uaa@ba) = ra(ua,ﬁa(ua,%),%) (4'6'17)

El razonamiento para obtener la superficie ¥, como funcién de dos paramet-
ros también es aplicable cuando se satisface la desigualdad Of.,/0u. # 0 en

lugar de (4.6.15). En este caso, la superficie ¥, vendria dada como
Ry (0, %5) = vo(ta(0a, VYo ) 0as o) (4.6.18)

4.6.4. Representaciéon de la envolvente >y como funcién de
dos parametros

El procedimiento para obtener la superficie del diente de la rueda con
abombamiento simple en la direccidon del perfil en forma biparamétrica es sim-
ilar al caso expuesto anteriormente. La envolente a la familia de superficies de
la cremallera X en el sistema Sy viene dada por la consideracion simultéanea
de la funciéon vectorial ro(uy, 6,,19) v la ecuacion de engrane f;o = 0. Con-
sideraciones analogas a las expuestas en el apartado anterior nos permiten
obtener 9 como Ra(u,,2) o como Ra(60,,1s9).
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4.7. Simulacién del engrane de pinén y rueda con

abombamiento simple

Las superficies de los dientes de pifiéon y rueda obtenidas como envolventes
de sus correspondientes cremalleras, definidas en el Apartado 4.3, presentan
contacto puntual en el caso de engranajes helicoidales. No obstante, debido
a la deformacion eléstica, dicho contacto se extiende sobre una elipse de di-
mensiones suficientes para soportar la carga transmitida. La simulacion del
engrane y el andlisis del contacto permite la determinaciéon de las elipses in-
stantdneas de contacto y la funcién de errores de transmision.

En el caso de engranajes rectos, la modificacién de la geometria producida
por la generaciéon de pinén y rueda mediante las cremalleras definidas en el
Apartado 4.3, no permite localizar el contacto. Por tanto, para poder aplicar
el algoritmo aqui presentado se debe determinar el contacto en una seccidon
perpendicular al eje del engranaje, obteniéndose el punto intersecciéon de la
linea de contacto con dicha seccién normal.

El algoritmo de analisis del contacto estd basado en la tangencia de las
superficies a lo largo del camino de contacto mediante la condicién de igual-
dad de los vectores de posicién y de la colinealidad de las normales a las
superficies en el punto instantaneo de contacto representados en un sistema
fijo de coordenadas |Litvin, 1994|. La Figura 4.7.1 muestra la tangencia de
las superficies X, y X9 en el punto de contacto M. Ambas superficies estan
representadas en el sistema de referencia fijo Sy.

La simulacién del engrane y anélisis del contacto de ambas superficies 3,
y 29 exige la representacion de las mismas en un mismo sistema de referencia
fijo S¢ con el fin de considerar errores en el montaje o instalacion (Fig. 4.7.2).

La Figura 4.7.2(a) muestra los sistemas S, y Sy en la que los ejes z, y zf
coinciden. El dngulo ¢, representa la rotacion del pinén. La Figura 4.7.2(b)
muestra los sistemas auxiliares S, S, v Sy que simulan los errores de montaje,

todos ellos referidos a la rueda. Los errores de montaje tenidos en cuenta son:

(i) AE simula el error en la distancia entre centros de forma que E + AFE

localiza la posicion del sistema S, respecto del Sy.
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=

Y%

Figura 4.7.1: Condiciones de tangencia de las superficies de contacto X, y Xo.

(ii) A~, simula el error angular responsable de que los ejes de pinén y rueda

se corten y determina la posicion del sistema S, respecto del S,,.

(iii) A~y simula el error angular responsable de que los ejes de pinén y rueda

se crucen y determina la posiciéon del sistema S, respecto del S,,.

La Figura 4.7.2(c) muestra los sistemas S, y S2. El eje de giro de la rueda
es el eje zy, v ¢2 su dngulo de giro.

Ademas de los errores de montaje se considera el error de fabricaciéon en
el dngulo de hélice. Este error también esta referido a la rueda y significa que
su cremallera ¥; genera la rueda con un error angular A\ (véase Fig. 4.7.3).

Por tanto, la matriz Ma(1)2) expresada en (4.6.10) se debe modificar

para tener en cuenta el error AX. Esto supone sustituir la matriz expresada
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Y, Y
Y, Y,
% %.Y% |
x, A’)’1,|
% | %,
0.0, x, T
// 0,,0,,0, Loy Ty,
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2 £ (=) /1
7o , /| ] E+AE
a
Y, Yz A |
2,
b zc
9% Of xf
0,,0, z,
=~ ~ ‘L% Zf
(b)
Ty
z09z2 (c)

Figura 4.7.2: Sistemas de coordenadas para la simulacién del engrane y andli-

sis del contacto.

en (4.6.10) por la siguiente matriz

cosAN 0 senAX 0

0 1 0 0

M, (b2, AX) = Mo (1h2) 0 (4.7.1)
1

—sen AN 0 cosAM
0 0 0

Igualmente la ecuacion de engrane fp» = 0 difiere de la expresada en (4.6.11)
y (4.6.12), debiéndose sustituir 5 por S+ AN.

Una vez definidos los errores de montaje y fabricaciéon, se han de definir
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Figura 4.7.3: Definicién del error de fabricacion A\ durante la generaciéon de

la rueda.

cada una de las superficies Y, y Y2 en el mismo sistema de referencia fijo Sy
con el fin de establecer las condiciones de contacto.
La superficie del pinién ¥, y su normal unitaria en el sistema S, vienen

dadas por:
rg'a) = rg'o—)(uaaeaaqzba)? fcg(ua,ﬁa,¢g) = 0 (472)

n{?) = 0" (ug, ¥,) (4.7.3)

g

donde fq, = 0 es la ecuacién de engrane del pinién con su cremallera 3.
La superficie de la rueda 35 y su normal unitaria en el sistema Sy vienen

dadas por:
2 _ .(2) 9 9 —0 474
ry ry (ura T7¢2)7 ftZ(ur7 1",1/)2) ( . )
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n$” = nf? (u,, ) (4.7.5)

donde fi2 = 0 es la ecuacion de engrane de la rueda con su cremallera 3; y
el error A\ es considerado.
Las superficies ¥, y ¥ en el sistema fijo Sy vienen dadas por los vectores
(o) )

rplyrgly las correspondientes ecuaciones de engrane f., = 0y fio =

0. Ambos vectores vienen dados a partir de las siguientes transformaciones

matriciales
v (ua. Oas Yo bo) = Mo (6)r5) (ua, O s (4.7.6)
2 (4,0 =M 2 (4,0 4.7.7
rf (UT‘7 1"’1/)27¢2) f2(¢2)1'2 (UT‘7 1"’1/)2) ( b )
donde
cosp, —send, 0 0
sen¢g, cosgp, 0 0
M o\Po) = 4.7.8
jalr) = | 0T 0 (4.7.8)
0 0 01
Yy
My = My (AE)Myy (Avy) Myw (Avn) M2 (¢2) (4.7.9)
siendo
1 00 0
01 0 E+AFE
M., (AE) = 4.7.10
fu( ) 00 1 0 ( )
0 00 1
[ 1 0 0 0
0 Ay, — Ay, 0
M., (Av,) = o8 TR Y (4.7.11)
0 senAy, cosAy, 0
| 0 0 0 1
[ cos Ay, 0 senAy, 0
0 1 0 0
My (Ava) = (4.7.12)
—senAy, 0 cosAvy, 0
| 0 0 0 1
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CcoS o sen ¢y

0
Ma(dy) = | 002 00892 (1) (4.7.13)
0

0 0
0 0

— o O O

Las normales unitarias a las superficies de pinén y rueda en el mismo

sistema Sy vienen dadas por los vectores ngf) y ngg) respectivamente

ng”a) (’U/a, Yo, ¢0) = Lfa((ﬁa)n((ya) ('U/a, ng) (4714)
ngvz) (Ur, P2, 2) = Lf2(¢2)ng2) (up, 12) (4.7.15)

donde Ly, y L2 son las submatrices de orden 3 x 3 que resultan de eliminar la
ultima fila y la tltima columna de las matrices M, y Mg, respectivamente.

En el caso de engranajes helicoidales donde el contacto esté localizado, la
tangencia de las superficies ¥, y ¥ se obtiene en el sistema Sy mediante el

siguiente sistema de ecuaciones no lineales,

v (ta, O, o bo) = 17 (ur, 00,12, 62) = 0 (4.7.16)
0" (ua, o, do) — 0 (ur, P2, b2) = 0 (4.7.17)
fca(uaa eaa 1/)0) =0 (4.7.18)
ft?(uTveTa/I;b?) =0 (4719)

La ecuacion vectorial (4.7.16) proporciona tres ecuaciones escalares inde-
pendientes. La ecuacion vectorial (4.7.17) proporciona solamente dos ecua-
ciones escalares independientes al ser ‘nsfa)‘ = ‘n%) =1.

Las ecuaciones vectoriales (4.7.16) y (4.7.17) con las ecuaciones de engrane
(4.7.18) y (4.7.19) constituyen un sistema de siete ecuaciones escalares f; = 0,
(1t =1,---,7) y ocho incognitas. Fijando una de las incognitas, por ejemplo

¢, se pueden determinar las siguientes funciones,

{ua(@0),00(b0)s Yo (Do), ur(bo), Or(d0)s P2 (do), d2(bs)} € c! (4.7.20)

El proceso de calculo es iterativo y se debe partir de un valor inicial

PO@®, 90 O 4 Oyl 500y (4.7.21)

a g
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que debe satisfacer el sistema de ecuaciones f; = 0 (i = 1,--- ,7) y ademas

verificar que el Jacobiano del sistema en P(®) sea distinto de cero,

D(flaf23f37f47f57f6af7)
D(uaa0a7¢aaura0ra¢2a¢2)

En el caso de engranajes rectos, la tangencia de las superficies 3, y 2o

#0 (4.7.22)

tiene lugar a lo largo de una linea siempre que no se presenten errores de
montaje y/o fabricacion. En este caso, el algoritmo anteriormente explicado
es aplicable para determinar el punto interseccion de la linea de contacto con

una seccion normal cualquiera. El sistema de ecuaciones es el siguiente:

v (g, o, $o) — £ (ur, 2, 2) = 0 (4.7.23)
n(f”) (Uas Yor Po) — n}z) (ur,1h2, $2) = 0O (4.7.24)
feo(tia, s) =0 (4.7.25)
fra(ur, th2) =0 (4.7.26)

Los pardametros 6, y 6, no aparecen en este sistema porque son constantes e

iguales. En este caso, la ecuacion vectorial (4.7.23) proporciona dos ecuaciones

escalares independientes al ser rgcgz) = r}zz). La ecuacion vectorial (4.7.24) pro-

@) _ @ _p

porciona solamente una ecuacién escalar independiente al ser n fo =np, =

(o)
Yy |y

sistema de cinco ecuaciones escalares con seis incognitas. Por tanto, es posible

2 . .
= ‘n;)‘ = 1. Junto con las dos ecuaciones de engrane se tiene un
aplicar el algoritmo anterior.

Determinacién de la funcién de errores de transmisién. La funciéon
de errores de transmisiéon viene dada por la diferencia entre el valor de la
funcion ¢2(¢,) obtenida del analisis del contacto y el que tedricamente deberia
tener, esto es, (N1/N2)¢,. La funcion de errores de transmision A¢o(¢,) viene

dada por:
Ba(dn) = (62(60) = 0202 = 3 (8 — o) (@727

donde ¢((f0) es un valor inicial de referencia del dngulo de giro del pinén.
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Determinaciéon de las elipses instantaneas de contacto. Las dimen-
siones y orientacién de las elipses instantdneas de contacto se obtienen a
partir de las curvaturas principales y direcciones principales de curvatura de
las superficies de los dientes en el punto de contacto |Litvin, 1994], asi co-
mo en funcion del parametro de deformacion elastica, § (Apartado 2.7). Este
parametro, obtenido experimentalmente para transmisiones por engranajes
cargadas ligeramente, se ha considerado igual a 0,006 mm para la determi-
nacién aproximada de las elipses de contacto. Este parametro depende de las
propiedades mecanicas del material, el par aplicado y las curvaturas de las

superficies.

Ejemplo numérico 4.7.1. La transmisiéon considerada estd constituida por
un pinén y una rueda helicoidales con simple abombamiento. Los datos son
los siguientes: Ny = 17 dientes, Ny = 77 dientes, m = 5,08 mm, s9; = 0,7,
B =20° ag = a. = 25° ag, = 0,016739 mm~!, ag = 0,0155 mm~!. Se
han considerado los siguientes errores de montaje y fabricacion: (i) error en la
distancia entre centros AE = 70 um, (ii) error en el d&ngulo de carga A\ = 2
min. ang., (iii) error en el angulo entre ejes A7y, = 2 min. ang.

Los resultados obtenidos del anélisis del contacto son los siguientes:

(i) El camino de contacto esté orientado longitudinalmente (Figs. 4.7.4(a)
y 4.7.4(b)). Las elipses de contacto se han representado considerando el

centro de simetria y el eje mayor.

(ii) El error AFE en la distancia entre centros no produce errores de trans-

misién pero desplaza el camino de contacto.

(iii) El error de alineacion A7y, y el error de fabricacion AX dan lugar a
errores de transmision, representados mediante una funcién discontinua
como se puede observar en la Fig. 4.7.4(c). Por tanto, la transicion del
engrane de una pareja de dientes a la siguiente tiene lugar con una gran
aceleracion, siendo ésta una de las fuentes principales de vibracién y

ruido en la transmision.

Esta es la razon por la que en engranajes helicoidales el abombamiento en

la direccion del perfil de una de las superficies, del pinén o de la rueda, o bien
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(a)

. A¢2 (seg. ang.)

¢”(Tad)
0.6

-0.6 -0/ -0.2 0 0.2 0.4

Figura 4.7.4: Resultados del TCA en una transmision de engranajes heli-
coidales con simple abombamiento: (a) camino de contacto con un error AE
[70pm]; (b) camino de contacto con un error Ay, |2 min.ang.|; (c) funcion de

errores de transmision con un error Ay, [2 min.ang.].

las dos, como en el ejemplo presentado, aunque localiza el contacto, produce
una funcién discontinua de errores de transmision cuando aparecen errores de
montaje y/o fabricacion. Es por tanto necesario proporcionar a una de las su-
perficies, el pinén por ejemplo por ser el elemento de la transmisién con menor
numero de dientes, un segundo abombamiento en la direccién longitudinal.
Este abombamiento debe proporcionar a la transmisién una funcién paraboli-

ca de errores de transmision capaz de absorber las funciones discontinuas de
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errores de transmisiéon producidas por errores de alineacién y montaje. Da-
do que el camino de contacto es predominantemente longitudinal como se
muestra en la Figura 4.7.4, se deduce que el abombamiento de la superficie
responsable de modificar los errores de transmisiéon debe ser aplicado en la

direccién longitudinal.

Ejemplo numérico 4.7.2. En este ejemplo la transmisiéon considerada es-
t4 constituida por engranajes rectos. Los datos son los siguientes: N7 = 21
dientes, No = 50 dientes, m = 4,0 mm, s9; = 1,0, 8 = 0°, ag = a, = 25°,
age = 0,0005 mm™!, ag, = 0,0 mm~!. En este caso el piiéon presenta abom-
bamiento en la direccion del perfil pero la rueda tiene geometria convencional
con perfil de evolvente al ser el coeficiente parabdlico ag- nulo. No se han
considerado errores de montaje y/o fabricacion con el fin de que el algoritmo
anteriormente explicado para el caso de engranajes rectos sea aplicable.

Los resultados obtenidos son los siguientes:

(i) El camino de contacto esté constituido por el conjunto de puntos inter-
seccion de las lineas de contacto con la seccion central como se muestra
en la Figura 4.7.5(a). Las lineas de contacto correspondientes también

se han representado.

(ii) La funcion resultante de errores de transmision es una funciéon paraboli-
ca como se muestra en la Figura 4.7.5(b) para tres ciclos de engrane. Se
observa que la funcién obtenida es continua con un valor maximo del

error de 8 seg. ang.

El abombamiento en la direcciéon del perfil del pifién es el responsable de
la funcién parabdlica de errores de transmisiéon. El prediseno de esta funcién
a través del coeficiente ag4, induce errores en una transmisiéon sin desalinea-
ciones como la presentada en el ejemplo. Sin embargo, esta funciéon de errores
serd capaz de absorber las funciones cuasilineales de errores de transmisién
producidas por desalineaciones cuando éstas aparezcan, estando tales errores
representados por una funcién continua y peridédica de valor méximo limita-
do. Normalmente se recomienda un disefio con un valor maximo del error en

torno a 6+8 seg. ang.
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Figura 4.7.5: Resultados del TCA en una transmisién de engranajes rectos
con simple abombamiento: (a) camino de contacto, (b) funciéon de errores de

transmision.

Aunque la transmision analizada presenta una funciéon de errores de trans-
misién favorable, sin embargo el contacto no esté localizado y ciertas desalin-
eaciones pueden producir contacto en el borde, con el consiguiente aumento
de las tensiones de contacto y flexién. Es por tanto necesario la localizacién
del contacto mediante el abombamiento longitudinal de las superficies de los

dientes.

Los ejemplos numéricos presentados muestran que la generaciéon de las
transmisiones helicoidales y rectas basada en la utilizacién de cremalleras
diferentes proporciona un abombamiento en la direccién del perfil a uno o a

los dos engranajes. Este abombamiento permite:

(1) La localizacion del contacto en engranajes helicoidales.
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(2) El prediseno de una funcién parabolica de errores de transmision en

engranajes rectos.

En el siguiente capitulo se exponen los diferentes métodos para conseguir el

abombamiento longitudinal con dos objetivos principales:

(1) El prediseno de una funciéon parabolica de errores de transmision en

engranajes helicoidales.
(2) La localizacion del contacto en engranajes rectos.

Para ello, se considera conocida la superficie del pinén con abombamiento sim-
ple Y, presentada anteriormente. A partir de 3, se determina la geometria
de la herramienta de corte o rectificado. Esta herramienta es capaz de generar
la misma superficie X, que la obtenida por cremallera cuando los parametros
del proceso de fabricaciéon son los convencionales. Tales parametros se habran
de modificar con el fin de aportar al pinién un segundo abombamiento en la
direccién longitudinal.

Es importante garantizar que la superficie del pinén X, esté libre de singu-
laridades y no presente apuntamiento. La presencia de un perfil paraboélico en
la cremallera constituye una condicién més desfavorable tanto en el problema

de la penetracion como en el del apuntamiento respecto al perfil recto.

4.8. Penetraciéon y apuntamiento

La penetraciéon y el apuntamiento constituyen dos problemas que delimi-
tan la superficie de los dientes. En este apartado se estudian ambos problemas
en la superficie del pinén con abombamiento en la direccion del perfil ;. Su
estudio en la superficie X9 es andlogo por lo que no se considera necesaria su

exposicion.

4.8.1. Penetracion

Para evitar la penetracion en la superficie ¥, se deben considerar las

siguientes ideas:
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(i) La aparicion de puntos singulares en la superficie generada X, puede

significar que la superficie ha sido penetrada en el proceso de generacion.

(ii) Los puntos singulares de la superficie 3, son generados por puntos
regulares en la superficie generadora 3. cuando la velocidad del punto

de contacto en su movimiento sobre 3, es igual a cero:

V(@) — (@) 4 yler) _ g (4.8.1)

T T

(iii) La ecuacion (4.8.1) y la ecuacion diferencial de engrane

d
E[f(uaa eaai/)zr)] =0 (4'8'2)

permiten determinar sobre la superficie 3. la linea L que genera puntos
singulares sobre Y. Limitando Y. con la linea L se evita la aparicion

de puntos singulares en la superficie 3.
La obtencién de la linea L est4 basada en las siguientes consideraciones:

(1) La ecuacion (4.8.1) se puede escribir en la forma

or. du or. do
c a c “Ya - _ (co’) 4
Dug dt 00, dt . ° (483)

donde Or./0ug, Or./00, v vﬁw) son tres vectores representados en el
sistema S. de la cremallera del pinén.
(2) De la ecuacion (4.8.2) se obtiene

Of dug  Of dby _ Of dips
Oug dt — 00, dt O, dt

(4.8.4)

(3) Las ecuaciones (4.8.3) y (4.8.4) representan un sistema de cuatro ecua-
ciones lineales y dos incognitas: du,/dt and df,/dt. Este sistema tiene
solucion si la matriz

or. Or. _V(ca)
ou, 00, ¢
A= (4.8.5)
of of  Of dips
Ou, 06, O, dt
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tiene rango r = 2. Esto supone que

Ay

Ag

Ay =

oz,
Ou,

Y
Ou,

of
Ou,

0z,
Ou,

0z,
Ou,

of
Ou,
e
Oug

0z,
Ou,

of
Ouyg
0z,
Ou,

Y
Oug

0z,
Oug

oz,
00,

0Ye
oo,

of
90,

0z,
00,

0z,
00,

of
00,
Y
o9,

0z,
00,

of

00,
0z,
00,

Y.
o9,

0z,
00,

(co)

—Vzec

(co)

— vy
Of dips
O, dt
(co)

—Vzc

(co)

—Vze

of dips
My dt

(co)

—Vye

(co)

—Uzc

of dips
Ny dt
(co)

—Ugc

(co)

_Uyc

(co)

—Uzc

(4.8.6)

(4.8.7)

(4.8.8)

(4.8.9)

La ecuacion (4.8.9) representa la ecuacion de engrane f(uq,64,%5) =0y

no se utiliza para la determinacion de las singularidades. La condicién

de que los determinantes Aj, As y Ajz sean iguales a cero se puede

expresar como

AT+ AZ+A=0

(4.8.10)
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La ecuacion (4.8.10) nos permite determinar singularidades y se puede

escribir en la forma

F(ug,0q,%5) =0 (4.8.11)

En la mayoria de los casos, para obtener F' = 0, es suficiente utilizar

cualquiera de las tres siguientes ecuaciones:

Ar=0, Ay=0, A3=0 (4.8.12)

Las singularidades en el pinén se pueden evitar limitando la superficie de
su cremallera ¥, con la linea L. La determinacion de L se basa en el siguiente

procedimiento:

(1) Utilizando la ecuacion de engrane f., = 0 se puede obtener en el plano
de parametros (ug,6,) la familia de lineas de contacto entre el pinén y
su cremallera. Cada linea de contacto se determina para un valor fijo

del parametro del movimiento 1), .

(ii) La linea limite L se determina en el espacio de pardmetros (ug,0q)
mediante la consideraciéon simultédnea de las ecuaciones foo, =0y F =0
(Fig. 4.8.1(a)). Igualmente se puede obtener la linea limite L sobre la
superficie de la cremallera (Fig. 4.8.1(b)). La linea limite L sobre la
superficie de la cremallera estd constituida por puntos regulares que

generan puntos singulares en la superficie del pinén.

Limitando la superficie de la cremallera con la linea L nos permite evitar
los puntos singulares sobre la superficie del pinén.

Los puntos singulares sobre la superficie del pinén se pueden obtener por
transformaciéon de coordenadas desde la linea L sobre la superficie 3, a la

superficie X,.

4.8.2. Apuntamiento

Existird apuntamiento cuando los perfiles de los dos lados del diente de
un engranaje se intersectan en el radio de cabeza, es decir, cuando el ancho

de cabeza del engranaje es cero.
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Figura 4.8.1: Lineas de contacto L., y linea limite L: (a) en el plano de

parametros (ugq,6,); (b) sobre la superficie 3.

cremallera
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Figura 4.8.2: Dimensiones limite h; y ho de la cremallera: (a) seccion transver-

sal del pinion y la cremallera; (b) funciones hy(Ny) y ho(Ny).

La Figura 4.8.2(a) muestra las secciones transversales del pinén y de su
cremallera. El punto A. de la cremallera genera el punto limite A, en el pinén
donde la singularidad todavia no se produce. El punto B, de la cremallera
genera el punto B, en el pinén. El pardmetro s, constituye el espesor elegi-

do en la cabeza del pifién. El pardmetro «; constituye el dngulo de presion
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transversal en el punto (). Los parametros h; y hgy localizan los puntos limites
A. y B respectivamente sobre la cremallera. La Figura 4.8.2(b) muestra las
funciones hi(Ny) y ho(Ny) donde Nj es el namero de dientes del pinén. Los
datos utilizados son g = 25°, 8 = 20°, coeficiente de abombado del perfil
age = 0,016739 mm~!, s, = 0,3m, parametro ss; = 1 (ver Ec. (4.3.2)) y

médulo m = 1 mm.






Capitulo 5

Engranajes cilindricos con
geometria modificada.
(Generacion real por

herramienta

5.1. Introduccién

La generacién de engranajes cilindricos basada en la utilizacién de cre-
malleras con distinto perfil para el pinén y la rueda proporciona un abom-
bamiento en la direccién del perfil a uno o a los dos miembros de la trans-
mision. Este abombamiento es el responsable de la localizacion del contacto
en engranajes helicoidales y del prediseno de una funcién parabolica de errores
de transmisién en engranajes rectos.

El problema de localizacion del contacto y predisenio de una funcién
parabolica de errores de transmision esté entonces resuelto s6lo parcialmente
en cada tipo de transmisiéon ya que, como se ha visto en el capitulo anteri-
or, desalineaciones tales como un error en el dngulo entre ejes producen una
funcién discontinua de errores de transmision en engranajes helicoidales. En
engranajes rectos, dichos errores se pueden absorber por la funcién predisena-

da de errores de transmision (como se vera mas adelante), pero el contacto no

129
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estara localizado, siendo inevitable el contacto en el borde de las superficies
de los dientes cuando las desalineaciones estén presentes.

Un segundo abombamiento en la direccién longitudinal es por tanto nece-
sario. En este capitulo se presentan tres métodos para conseguir dicho objeti-
vo. Dichos métodos parten de la geometria del pinén abombado en la direcciéon
del perfil, cuya geometria se representé en el capitulo anterior. En primer lu-
gar se determina la geometria de la herramienta de corte o rectificado de tal
forma que la aplicacion de la herramienta en un proceso de generacién normal
genere la misma superficie que la obtenida a partir de la cremallera. Final-
mente se aplicaran las modificaciones necesarias en el proceso de generaciéon
con el fin de conseguir el abombamiento longitudinal.

Las herramientas de corte o rectificado que se han considerado son dos,
disco y cortador sinfin ("hob"en la literatura inglesa). Los tres métodos prop-

uestos son:

(1) Mediante disco de corte o rectificado, modificando la distancia entre los

ejes del disco y del pin6én durante el proceso de generacion.

(2) Mediante cortador sinfin, modificando la distancia entre los ejes del

cortador y del pinén durante la generacion.

(3) Mediante cortador sinfin, modificando la relacion entre el giro del pinén
y el desplazamiento del cortador durante el movimiento de alimentaciéon

del cortador.

Las Figuras 5.1.1 y 5.1.2 muestran los modelos en tres dimensiones de la
generaciéon de un pifién helicoidal mediante un disco de corte o rectificado y

un cortador sinfin, respectivamente.

5.2. Generacion mediante disco de corte o rectifica-
do

La generacion del pinén mediante disco de corte o rectificado exige deter-
minar en primer lugar la superficie del disco que genera la misma superficie

del pinén X, que la obtenida a partir de su cremallera. A continuacion se
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Figura 5.1.1: Generaciéon de un pinén helicoidal mediante disco de corte o

rectificado.
presenta el procedimiento para determinar la superficie del disco Xp cuando
la superficie a generar X, es conocida:

(i) La superficie del pifion con abombamiento simple ¥, y su normal uni-

taria vienen definidas en el sistema S, (Fig. 5.2.1(a)) como

rgg) = rs,f’)(ua,aa,ng), fca(uaaaa’¢0) =0 (5'2'1)
ngg) = n((ra) (tas o) (52.2)

(ii) Dado que el disco ha de generar el hueco entre dientes del pifién, cada

uno de los lados conductor y conducido de la superficie ¥, han de
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Figura 5.1.2: Generacion de un pinén helicoidal mediante cortador sinfin.

girar en sentido contrario el angulo correspondiente a la mitad del paso
angular del pinén, 7/Njp, segin se observa en la Fig. 5.2.1(b) para el
lado conductor, 25,“), y en la Fig. 5.2.1(c¢) para el lado conducido, 25}’).
La superficie del pinén ¥, y su normal unitaria se consideran entonces
en el sistema S, como

o)

I'sn :['rmz "my Tmz 1]T = Mmargg)(uaagaawa)

fC(T(uaagaad)a') = 0 (523)

ngg) = [nmz Ny ”mz]T = Lmtfn((ra) (uaa¢0) (5'2'4)
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Y, Un 3, vy
a

(@) (b)

m I
N N
x x. Lo
(4 | m —_— :
00' Om’ 00' z, Om’ Oa' Zm

(a) (b) (c)

Figura 5.2.1: Disposicién de los perfiles conductor y conducido de la superficie
del pinon X, para la determinacion de la superficie del disco X p: (a) seccion
transversal del diente del pinon; (b) giro del perfil conductor; (c) giro del

perfil conducido.

donde M,,,, viene dada por
s Y
COS _N1 + sen Tl

M,y = (5.2.5)

0 0

0
:FsenNi1 COSNL1 0
1

0 0 0

_ o O O

utilizdndose el signo superior para el lado conductor y el signo inferior
para el lado conducido. La matriz L,,, se obtiene de eliminar la ultima

fila y la ultima columna de la matriz M,,,.

(iii) La superficie del disco de corte o rectificado X p se obtiene en el sistema
Sp a partir de la superficie ¥, definida en el sistema S, (Fig. 5.2.2)

segun el siguiente procedimiento |Litvin, 1994]:

(1) Elradio del disco pp se considera conocido (Fig. 5.2.2(a)). Los ejes
del disco y del pinén estan cruzados segun el angulo 7yp,, igual al

angulo de carga A, del pinon (Fig. 5.2.2(b)). La distancia entre
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Yp
disco
/\ pifion
“ i,
K 3
A, %op
EDp /
D
Zm, T
O'm
(a) (b)
Figura 5.2.2: Disposicion del disco de corte respecto al pinon: (a) distancia
entre ejes; (b) dngulo entre ejes.

ejes Ep, viene definida como
EDp =rq +pbD (526)

donde r4; es el radio del pinén correspondiente al dedendo y viene
dado por rq; = rp1 — hai.

En el caso particular de un pinén recto, el angulo de carga es de
90°. Por tanto los ejes del disco y del pinén estan cruzados segin

el angulo yp, = 90°.

La superficie 3 p es una superficie de revoluciéon y la condiciéon de
tangencia con la superficie 3, se define a partir del teorema prop-
uesto por Litvin |Litvin, 1994|, segtn el cual la linea de tangencia
entre la superficie conocida ¥, y la superficie por conocer Xp es la
linea en la que las normales a Y, intersectan el eje de rotaciéon de

la superficie de revoluciéon X p. Esta condicién se puede expresar
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mediante la siguiente ecuacion

Xm_rmm:Ym_'rmy:Zm_rmz (527)

Nmax Ny Nz

donde X,,, Yo, y Zp, representan las coordenadas en el sistema S,
del punto I de interseccién de la normal a la superficie X, y del
eje de rotacion del disco. Las coordenadas de I en el sistema Sp
vienen dadas por Xp, Yp v Zp, donde Xp = 0 e Yp = 0, dado
que I pertenece al eje de rotaciéon zp. Las coordenadas X, Y v

Z,, vienen dadas entonces por

Xm 0
Yo | =Mpup | 0 (5.2.8)
Zm ZD

donde M,,,p viene dada como

cosypp 0 —senyp, 0

M,.p = o1 0 Epy (5.2.9)
" senypp, 0 cosvypy 0
0 0 0 1

Sustituyendo el valor de las coordenadas X,,, Yy, v Z,, dadas por
(5.2.8) en la ecuacion (5.2.7), es posible eliminar el valor de Zp de

dicha ecuacién y obtener

foD(ta,04,%5) = (EDp - Tmy)(nmm COS YDp + Tz SEN 7Dp)
+TmaTmy COS YDp + TmzMumy SenYpp = 0

(5.2.10)

La ecuaciéon f,p = 0 representa la condicién de tangencia entre
las superficies 3, y Xp y permite determinar la linea de tangencia
L,p (Fig. 5.2.3(a)). En el sistema Sp, la linea L,p viene dada por

la consideracién simultanea del siguiente sistema de ecuaciones:

r(DL)(uaaeaﬂ;ba) = MDmrg)(uaaeaaQﬁU)
fca(uaaeaai/)a) =0 (5.2.11)
fop(ta,00,%5) = 0
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donde M p,,, viene dada por

cosypp 0 senyp, 0

My, = ! b0 by (5.2.12)
—senypp 0 cosvypp 0
0 0 0 1

La rotacion de la linea L,p alrededor del eje del disco permite
representar Xp como la familia de lineas L,p. El pardametro de

rotacion utilizado es 0p (Fig. 5.2.3(a)) y la superficie ¥p viene

dada por
D) (g B, o, 0p) = My(0p)Mpmrl® (ug, 6
ry (uaa as Yo D) = L( D) DmTy, (uaa aai/)zr)
fca(uaaeaﬂ,ba) = 0 (5.2.13)

ng(’U,a,ea,?,bo—) =0

donde My (fp) es la matriz de rotacién de la linea de tangencia

L,p en el sistema Sp. Dicha matriz viene representada por

cosflp senfp 0 0

—senfp cosfp 0 O
My (0p) = 5.2.14
+(¥p) 0 0 10 (5.2.14)

0 0 01

La normal unitaria correspondiente a Y>p viene dada por
0 (a9, 00) = L(0p)Lpmnld (e, o)

fca(uaaeaawa) =0 (5215)

fo—D(’U,a,ea,?,bg) =0

donde L, (0p) v Lpy, son las submatrices 3 x 3 que resultan de eliminar
la dltima fila y la ultima columna de las matrices My (6p) y Mpp,

respectivamente.

Si la superficie X p describe un movimiento relativo helicoidal respecto
al pinén con el parametro de helicoide p; del pinén, ¥p generard una
superficie ¥, (Fig. 5.2.3(b)) que coincide con la superficie X, del pinén

definida en el sistema S,.
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(a) (b)

Figura 5.2.3: Determinacion de la superficie del disco Xp: (a) linea L, p de
tangencia entre las superficies X, y Xp; (b) determinacion de la superficie 3,

a partir de la superficie Xp.

En el caso particular de un pinén recto, la linea de tangencia entre la
superficie del disco Xp y la del pinén X, se obtiene como caso particular de
un engranaje helicoidal. La condicién de tangencia dada por la Ec. (5.2.10)

se expresa entonces como

faD(uaa q;btf) = (EDp - Tmy)nmz + TmeNmy = 0 (5-2'16)

Esta ecuacion no depende del pardmetro 6,, lo cual significa que la linea de
tangencia L,p entre la superficie del disco y de la del pinén estd contenida
en una secciéon normal del pinén. El procedimiento para obtener la linea de
tangencia L,p es el mismo que el explicado anteriormente (ver el sistema de
ecuaciones (5.2.11)). Dicha linea coincide con el perfil de la seccion normal
del pinén como se muestra en la Figura 5.2.4(a).

La rotaciéon de la linea L, p alrededor del eje del disco permite representar

Yp como la familia de lineas L,p. El pardmetro de rotaciéon utilizado es
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Op (Fig. 5.2.4(b)) y la superficie £p viene dada por el mismo sistema de
ecuaciones expresado en (5.2.13).

Es evidente que un desplazamiento del disco segtn la direccidon del eje del
pinoén generard la misma superficie 3, definida en el sistema S, para el caso

de un pinén recto.

Y.YD Y. YUp
<D Op zp
LaD
Epyp
aD
0. Im, O Zm
(2) (b)

Figura 5.2.4: Definicion de la geometria del disco de rectificado en el caso
particular de un pinon recto: (a) disposicion del disco y del pinéon; (b) deter-

minaciéon de Xp.

Una vez que la superficie 3 p es conocida, el objetivo ahora es proporcionar
un abombamiento a la superficie del pinén en la direcciéon longitudinal. La
generacion de la superficie del pinén con doble abombamiento 3; se muestra
en la Figura 5.2.5 para el caso general de un engranaje helicoidal. La gen-
eracion aqui presentada considera el movimiento relativo del pinén respecto
al disco, sin que por ello se condicione el proceso de fabricacion.

La generacion del pinén estd basada en las siguientes ideas:
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(0)
E Y Y,
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BN \ 2
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m zZ .z - <
(c) v j Bttt

Figura 5.2.5: Generacion por disco de corte de la superficie del pinién con doble
abombamiento X;: (a) posiciones iniciales del disco y el pinon; (b) generacion;

(c) sistemas de coordenadas aplicados.

(i) Las Figuras 5.2.5(a) y 5.2.5(b) muestran dos posiciones del pinén a
generar con respecto al disco. Una de las posiciones con la distancia entre

(0)

ejes B Dy Tepresenta la posicién inicial, mientras que la otra posiciéon con
(0)

Epp(11) es la posicion actual. La distancia E}, viene dada por la Ec.
(5.2.6).

(ii) El sistema de coordenadas Sp es solidario al disco herramienta (Fig.

5.2.5(c)) y se considera fijo.

(iii) El sistema de coordenadas S es solidario al pinén y describe un movimien-

to helicoidal respecto al disco y de aproximaciéon hacia el disco. Los sis-



140

Capitulo 5. Generacion real por herramienta

temas de coordenadas Sy, y S, se utilizan en la Fig. 5.2.5(c) para una

mejor comprension de dichos movimientos. Ambos movimientos estan

caracterizados por:

(1)

El movimiento helicoidal presenta dos componentes: (a) traslacion
I, colinear con el eje del pinon, y (b) rotacion t; alrededor del
eje del pinon (Figs. 5.2.5(b) y 5.2.5(c)). Las magnitudes I, y 1,
estan relacionadas a través del parametro del helicoide del pinéon
P1 COMO

l, = p1in (5.2.17)

El movimiento de aproximacién al disco consiste en una traslacion
segn una funcién parabélica apl(lp—lo)Z, donde ay es el coeficiente
parabolico y [, es el pardmetro que representa la posicion inicial
del pinén respecto al disco. Este movimiento permite definir la
distancia entre ejes Ep, (Figs. 5.2.5(b) y 5.2.5(c)) como

Epy = Ep) — ap(ly — l,)? (5.2.18)

Los movimientos de traslacion I, y a,(l,—1,)? se representan como
desplazamientos del sistema S, respecto al sistema Sy,. El mismo
desplazamiento es realizado por el sistema 57 que ademés gira un

angulo 11 respecto al sistema Sj.

(iv) La superficie ¥; se determina en el sistema S; como envolvente de la

familia de superficies del disco Xp que se origina en el movimiento

relativo entre el disco y el pinén. La determinaciéon de 3; estd basada

en las siguientes ideas:

(1)

La familia de superficies del disco ¥ viene dada en el sistema Sp

por la siguiente ecuacién vectorial
D
r ('U'aa eav q;bO'a 0D7 Q,bl) = MID(/I;bl)r(D )('U'aa eaa /l;b(Tv eD) (5219)
y las dos ecuaciones escalares previamente obtenidas

fca(uaaeaai/)a) = 0 (5.2.20)
fUD(uaaeaai/)zr) = 0 (5221)
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M;p es la matriz de transformacion de coordenadas del sistema
Sp al sistema Si. Se considera como variable del movimiento de
la superficie ¥p en S7 la magnitud 1, siendo I, funcién de 9
a través de la relacion (5.2.17). La matriz M;p viene dada como
Mip (1) = Mig(¥1)Mgm (lp (1)) Mpp donde

costy —sentpy 0 0
M. — sentpy cosypp 0 0 (5.2.22)
1q 0 0 1 0 -
0 0 01
1 00 0
Mo 00 )~ 1) (5.2.23)
qm 0 0 1 —lp(¢1)
000 1

y M,,,p viene dada por la Ec. (5.2.9).

La envolvente ¥, a la familia de superficies ¥p se determina con-
siderando simultdneamente la ecuacion vectorial (5.2.19), las dos
ecuaciones escalares (5.2.20) y (5.2.21), y la condicion de envol-
vente segin la cual

nP) . v(Ph = (5.2.24)

donde n(P)

es la normal unitaria a la superficie ¥p en un punto
que pertenece a la envolvente y v(PD eg1a velocidad relativa entre
el disco y el pin6én en dicho punto. Dado que el disco se considera
fijo, se tiene que v(P1) = —v(_ La Ec. (5.2.24), expresada en el

sistema 51, viene dada por

Ip1(ta, 00, %s,0D,%1) = nig[2app1(l, — o) senpy — 1]
+n1y[—2app1(ly — o) cos 1 + 712] — p1ni, =0
(5.2.25)

En esta ecuacion (rig, 71y, r1,) son las componentes de rq y (nig,
Ny, ni,) son las componentes de ny. El vector ry se obtiene de

la ecuacion vectorial (5.2.19) como funcién de rp mientras que el
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vector nj se obtiene de la ecuaciéon n; = Lipnp como funcién
de np. La matriz Lip es una submatriz 3 X 3 que se obtiene de

eliminar la dltima fila y la dltima columna de la matriz M p.

La ecuacion vectorial (5.2.19) representa la superficie 37 a través
de cinco parametros (uq, 64, %, 0p, 1) relacionados por las ecua-
ciones escalares (5.2.20), (5.2.21) y (5.2.25). Dicha superficie corre-
sponde al hueco entre dientes. Si se quiere obtener el diente habré
que girar cada lado del hueco el angulo 7/N; en sentido contrario
a como se hizo anteriormente para generar la superficie del disco.

La matriz de giro sera la traspuesta de la expresada en (5.2.5).

En el caso particular de un pifién recto, los dos movimientos que definen

el movimiento relativo del pinén respecto al disco (definidos en el punto (iii)

para el caso mas general de un engranaje helicoidal) presentan las siguientes

particularidades:

(1) El movimiento helicoidal presenta en este caso un paso p; infinito, es

decir, se convierte en un desplazamiento de magnitud [, finita y rotacién

11 nula.

(2) El movimiento de aproximacion viene definido por la misma ecuacion

que la expresada en (5.2.18).

En la Figura 5.2.6 se ha representado el movimiento relativo del disco

respecto a un pinén recto. En este caso, el desplazamiento del disco se designa

por Ip y es de la misma magnitud y de signo contrario al desplazamiento I,

definido en el movimiento relativo del pinén respecto al disco. La posicién

inicial del disco se designa en la Fig. 5.2.6 por Ip, y es igualmente de la

misma magnitud y de signo contrario que /,. La condicién de envolvente se

puede obtener como caso particular de la expresada en (5.2.25) y viene dada

como

2apl(lp — lo)ny1 +n,, =0 (5.2.26)

o bien en funcién de los parametros Ip y I[p, como

2ap1(Ip — Ipo)nyr —nz1 =0 (5.2.27)
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i (lp— lo)®
Ip

(0)
Dp

Figura 5.2.6: Definicion de la trayectoria longitudinal parabélica del disco de

rectificado en un pinén recto.

5.3. Generacion mediante cortador sinfin

En este método se utiliza una fresa o cortador sinfin (de ahora en adelante
cortador) con el fin de proporcionar un abombamiento longitudinal al pinoén.
La disposicién del cortador respecto del pindén a generar estd basada en el
engrane de dos helicoides. La Figura 5.3.1 muestra dos helicoides a izquierdas
que representan el cortador y el pinén a generar. La Fig. 5.3.1 muestra que

el 4ngulo entre ejes es
’pr = )\p + Aw (531)

donde A\, y A son los angulos de carga definidos en los cilindros primitivos
del pinén y del cortador, respectivamente. En el caso de un engranaje recto,
Ap =7/2.

La Figura 5.3.1 muestra que los cilindros primitivos del cortador y del
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pinoén son tangentes en el punto M, perteneciente a la recta méas corta entre

ejes. El poligono de velocidades en M satisface la relaciéon
v®) —vP) — 5, (5.3.2)

donde v(*) y v(P) son las velocidades del cortador y del pinén en M, i; es un
vector unitario segin la tangente comun a las hélices y p un factor escalar.

La Ec. (5.3.2) indica que la velocidad relativa en M es colinear con el vector

1.

Cortador

Figura 5.3.1: Disposicion del cortador respecto al pifidn.

Con el fin de obtener la misma superficie del diente del pinén con simple
abombamiento ¥, que la obtenida con su cremallera ¥, (ver Capitulo 4),
la determinacién de la superficie del cortador ¥, ha de estar basada en el
engrane simultaneo de las superficies Y., ¥, y %,. La Figura 5.3.2 muestra
los axoides de estas tres superficies, siendo II el axoide de la cremallera. La
distancia entre ejes se ha aumentado para una mejor representacion.

La superficie 3, se obtiene mediante el siguiente procedimiento:
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Paso 1. La superficie de la cremallera Y. es dada, asi como la direccién

t —t, y los radios primitivos rp1 y 7y del pinén y del cortador.

Axoide del pifion

Axoide del cortador

Figura 5.3.2: Axoides del cortador, pinén y cremallera.

Paso 2. La traslaciéon de la superficie 3. en direccion perpendicular al eje del
pinon y la rotaciéon de éste permite obtener la superficie 3, como envolvente
de la familia de superficies de X.. La cremallera se desplaza con la velocidad
vi (Fig. 5.3.2) mientras que el pifion gira con la velocidad w(!). La relacion

entre v, y wV) viene dada por

v = w(l)rpl (5.3.3)

Paso 3. Si al desplazamiento anterior de la cremallera se le anade un se-
gundo desplazamiento con velocidad vg,, segin la direcciéon ¢ — ¢ tangente a

las hélices, dicho desplazamiento no afecta a la superficie X,. No obstante,
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la ecuaciéon vectorial vo = v 4 vy, n0s permite obtener el vector velocidad
vy de tal forma que resulta perpendicular al eje del cortador. Es posible en-
tonces generar la superficie X, a partir de la superficie ¥, considerando que
la cremallera se desplaza con la velocidad vy mientras el cortador gira con la

velocidad angular w(®) . La relacion entre vy y w(®) viene dada por
vy = w(w)rpw (5.3.4)

La superficie del cortador ¥, se puede obtener entonces como envolvente
de la familia de superficies ¥, siguiendo el procedimiento descrito a contin-
uacion (Fig. 5.3.3):

(1) Se definen dos sistemas de referencia fijos Sy y Sj, donde se definen los

movimientos de la cremallera y del cortador, respectivamente.

(2) El sistema Sy, solidario al cortador gira respecto al sistema S, la mag-

nitud ,,. El eje de giro es el eje zj, el cual coincide con el eje z,.

(3) Elsistema S, solidario a la cremallera se desplaza respecto al sistema .S,
la magnitud s, segun la direccion de vy (Fig. 5.3.3(b)). La magnitud s,
esta relacionada con 1, por la condicién de rodadura sin deslizamiento

de los axoides de cortador y cremallera:

Se = Tpwuw (5.3.5)

(4) Considerando 1), como variable del movimiento, la superficie ¥, se
determina como envolvente de la familia de superficies X en el sistema

S mediante la consideracion simultianea de la ecuacion vectorial

Ty (Uas Oa, Yuw) = Mue(thw)re(ta, 0a) (5.3.6)

y la ecuacién de engrane

fcw(uaaeaaww) = n(c) 'V(Cw) =0 (5.3.7)
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Cremallera

Cortador

-
| '/ 1o
| Pifion

(a)

147
Yo
Yol
¥,
0,.0,
/ Y, o
2.2y,
n :xn
Tow |
Y%
\
T
g
M’Og 7wp
xc
Oc\
2z, 2,
(b)

Figura 5.3.3: Determinacion del cortador: (a) Esquema de generacion; (b)

sistemas de coordenadas utilizados.

La matriz My, en (5.3.6) esta determinada por Mye = My, MpgMg.

donde

1 00
010

M —
9¢ 001
0 00
COS Yup

0

My, =

— Sen Yy

Tpw Py COS Ywp
0

(5.3.8)
TpwPw SEN Yup
1
0 senvyyp O
1 0 w
r (5.3.9)
0 cosyyp O
0 0 1
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cos,, senty, 0 0
—sent,, cost, 0 0
M, = 5.3.10
ol 0 0 10 (5.3.10)
0 0 0 1

El vector v(¢) en (5.3.7) representa la velocidad relativa entre la cre-
mallera y el cortador en el punto de la envolvente. La ecuacién de en-

grane fq, = 0 en el sistema S, viene dada por

fcw = (ncm COS Yuwp + N, sen 'pr)'rcy

—Ney(Tea COS Yup + Tez SEN Yyp + TpuwPy) =0 (5.3.11)

La ecuacion vectorial (5.3.6) representa la superficie 3, a través de tres

parametros (ugq, 64,1y, relacionados por la ecuacion escalar (5.3.11).

La normal unitaria a >, viene dada por

Ny (Ugs Yrw) = Lye (P )ne(ug) (5.3.12)

donde L, es la submatriz de orden 3 x 3 que resulta de eliminar la

altima fila y la daltima columna de la matriz M.

Paso 4. Se obtiene entonces que ambas superficies Y, y 3, se pueden

generar por la misma cremallera .. Cada una de las superficies generadas

Yy ¥ Xy presentan contacto lineal con la superficie de la cremallera .. Se

designa por L., una de las lineas de contacto entre 3.y 3, y por L., una de

las lineas de contacto entre X, y ¥,,. Las lineas L., y L¢y se han representado

sobre la superficie 3. en la Fig. 5.3.4 utilizando un determinado valor de las

variables del movimiento de Y., X, v X, que estan relacionadas entre si a

través del poligono de velocidades (Fig. 5.3.1). Las lineas de contacto L., y

L.y no coinciden pero se intersectan como se muestra en la Fig. 5.3.4. El punto

N de interseccion de las lineas L., y Ly €s el punto comun de tangencia de

las superficies Y., Xy ¥ Xy.
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Figura 5.3.4: Lineas de contacto L., y L¢, correspondientes al engrane de la
superficie de la cremallera Y. con las superficies del pinén y del cortador X,

y 2w, respectivamente.

5.3.1. Generacién por cortador del pinén con abombamiento
simple

La superficie del pinién con abombamiento simple X, se ha obtenido en
el capitulo anterior utilizando la superficie ¥, de la cremallera del pinén. El
objetivo ahora es utilizar la superficie del cortador ¥,, para generar directa-
mente la superficie del pinién X,. Este proceso estd basado en las siguientes

ideas:

(a) La superficie del cortador X, y la del pinén a generar ¥, giran en
torno a sus respectivos ejes con las velocidades angulares w®) y w(l).
Como se ha expuesto anteriormente, las superficies ¥, y 3, presentan
contacto puntual, siendo N (Fig. 5.3.4) uno de los puntos instantaneos
de contacto entre ¥, y 3. Por tanto, la rotaciéon del cortador y la del
pinoén no genera una superficie sino una linea formada por puntos como
el N.

b) La generacion directa de X, por X, ha de estar basada necesariamente
8
en un proceso de doble envolvente [Litvin, 1994] constituido por dos

conjuntos independientes de variables de movimiento:

(i) El primer conjunto de variables lo forman los angulos de giro del
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cortador y del pinén, relacionados por

P _ N
Q,bl Nw

donde N; es el nimero de dientes del pinén a generar y N, el

(5.3.13)

namero de filetes del cortador. Normalmente se considera N, = 1.

El segundo conjunto de variables lo forman: (1) el desplazamiento
sy del cortador colinear con el eje del pinén (Fig. 5.3.5(a)), (2) el
angulo adicional Ay de giro del piién en torno a su eje de rotacion
con el fin de mantener la tangencia entre las superficies del cortador
y del pinén. Ambas variables s,, y At estan relacionadas por el

parametro de helicoide del pinén p; como:

Sw
= 3.14
A p1 (5.3.14)

(¢) La determinacion de X, como doble envolvente de la familia de super-

ficies ¥, esta basada en el siguiente procedimiento (Fig. 5.3.5(b)):

(1)

Se consideran los sistemas de coordenadas .Sy, y Sp, como sistemas
fijos donde se definen los movimientos del pinén y del cortador,
respectivamente. El eje z,, coincide con el eje del pinén z;. El eje
zp, coincide con el eje del cortador cuando s,, = 0. La distancia

On Oy, es igual a la distancia mas corta entre ejes dada por

Eyp =1p1 + 1p0w + x1mM (5.3.15)

La traslacion del cortador viene definida por el sistema S, cuyo
eje zp coincide siempre con el eje del cortador. El desplazamiento
Sy se mide en la direccion del eje del pinédn 2.

El sistema S,, solidario al cortador se traslada con S, y ademés

gira respecto al sistema S, la magnitud ¢,,.

El sistema Sy solidario al pinén gira la magnitud 11 + Aty donde
11 es funcion de ¢y, a través de la Ec. (5.3.13) y A es funcion
de s, a través de la Ec. (5.3.14).
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Pifion

Movimiento /
. 2= /
de alimentacién //

Cortador

(a) (b)

Figura 5.3.5: Generacién de la superficie del pinén 3, con simple abom-
bamiento por cortador: (a) esquema de la generacion; (b) sistemas de coor-

denadas utilizados.

(v) Considerando ¢, y s, como variables independientes del movimien-

to, la superficie ¥, viene dada por la consideraciéon simultdnea de:

(1) La ecuacion vectorial

rl(uaaeaﬂpwad)waSw) = le(¢Wa3w)rw(uaa0aa¢w) (5'3'16)

que representa la familia de superficies X, en el sistema Sj.
Ha de tenerse en cuenta que los parametros (uq, 04, %) estan

relacionados por la ecuaciéon de engrane

fcw(uaaeaaww) =0 (5317)
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obtenida anteriormente en la generacion del cortador (véase
Ec. (5.3.11)). La matriz My, representa la transformacion de
coordenadas del sistema Sy, al sistema S y viene dada como
le = MlmMmthnan donde

cos(tp1 + Aey)  sen(¢pp +Apy) 0 0
—sen(1 + Apy) cos(ipy + Ayy) 0 0
My, =
0 0 10
0 0 0 1
(5:3.18)
CosSYwp 0 —senvyy, 0
0 1 0 E
M, = wp (5.3.19)
senywp 0 COSYyp 0
0 0 0 1
I 0 0 sysenvyyy
010 0
My, = (5.3.20)
0 0 1 s5ycosyup
0 00 1
coS¢y —seng, 0 0
seng, cos¢g, 0 0
M, = 5.3.21
" 0 0 10 ( )
0 0 0 1
(2) Las dos ecuaciones de engrane
w

I35 (s Oy Y, b, 500) = 0 w2190 =0 (5.3.22)
sz;SIW)(uaveaaqzbwa buw, Sw) = n®) ‘wast) =0 (5.3.23)

donde n®) representa la normal unitaria a la superficie 2,
dada por la ecuacion (5.3.12), vq(uwl’%) representa la velocidad
relativa entre el cortador y el pinén cuando ¢, es variable y
Sy es fijo, y vq(uwl’sw) representa la velocidad relativa entre el
cortador y el pinén cuando s, es variable y ¢,, es fijo. Ambas

ecuaciones de engrane (5.3.22) y (5.3.23) se pueden obtener en
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el sistema S,, como:

w Ny
qu;qi ) = Nng |:_'r'nyN—w + (’rny + Ewp) COs 'pr:|

1
+Npy [TWN— — Tpg COS Yyyp + Tz SEN ’ywp]
w

1z [—(ny + Ewp) senyup) =0 (5.3.24)

P = ninalprsenYup + (ruy + Eup) €08 Yuy)

F1y (—Tna COS Yup + Tnz SEN Yyp)

+nnz[p1 COS Ywp — ('f'ny + Ewp) sen ’pr] =0 (5.3.25)

donde (rng, TnysTnz) ¥ (Pna, Nny, Minz) se obtienen de las ecua-
ciones vectoriales r, = Mpy,ry v N, = Ly,ny,, respectiva-
mente. En estas ecuaciones, ry, y n, son conocidos, M, viene
dada por la Ec. (5.3.21) y Ly, se obtiene de eliminar la ultima

fila y la ultima columna de la matriz M,,,,.

(vi) La ecuacion vectorial (5.3.16) representa la superficie del pinén con
abombamiento simple Y, a través de cinco parametros relaciona-
dos por las ecuaciones escalares (5.3.17), (5.3.22) y (5.3.23).

El proceso descrito corresponde al caso general de un engranaje helicoidal.
En el caso particular de un engranaje recto, el angulo de carga A, = 90° y el
paso de helicoide p; tiende a infinito. Se tiene entonces que el angulo entre
ejes del pinoén y del cortador es y,p = 90° + Ay y el angulo adicional de
giro del pinon (ver Ec. (5.3.14)) es Aw; = 0 para cualquier desplazamiento
del cortador s,. Las ecuaciones de engrane (5.3.24) y (5.3.25) vienen dadas

entonces como
N
quﬁw) = Npg |:_TnyN—1 - (Tny + Ewp) sen Aw:|
w

N
TNy |Tne—— + Tne SeN Ay + Tz COS Ay
Ny

+1pz [=(Tny + Ewp) cos Ay] =0 (5.3.26)

FU) = 08 Ay — Tz sen Ay = 0 (5.3.27)

wl
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5.3.2. Generacién por cortador del pinén con abombamiento
doble

Anteriormente se ha descrito la generacién por cortador de la superficie
del pinén con simple abombamiento ¥,. Sin embargo, el objetivo es generar
una superficie del pifién con superficies doblemente abombadas X; que sea
capaz de absorber los errores de transmision cuasilineales producidos por de-
salineaciones o errores de fabricaciéon en el caso de engranajes helicoidales
y de localizar el contacto en el caso de engranajes rectos. Se han propuesto
dos métodos con el fin de proporcionar a la superficie ¥, un segundo abom-

bamiento en la direccién longitudinal:

(a) Por acercamiento del cortador (Fig. 5.3.6), modificando la distancia en-
tre ejes de pin6on y cortador durante la generaciéon. Esta modificacion
consiste en un acercamiento del cortador hacia el pifién, siendo la mag-
nitud de tal acercamiento funcién de la posicién relativa del cortador
en el movimiento de alimentacién. Se tiene entonces que la distancia
entre ejes F,, no es constante sino que se expresa como una funcién de
la variable s,, (Fig. 5.3.6(a)). La nueva funcion Ey,;,(s,) se define como
(Fig. 5.3.6(b)):

Bup(sw) = EL) — ayi(sw — so)* (5.3.28)

(0)

donde a,; es el coeficiente parabdlico, Ewy es la distancia entre ejes
inicial definida por la Ec. (5.3.15), y s, representa la posicion inicial del

cortador respecto del pinon (Fig. 5.3.6(b)).

El acercamiento del cortador segun la Ec. (5.3.28) durante la generacion
del piién permite proporcionar a la transmisién una funcién parabdlica
predisenada de errores de transmisiéon en el caso de engranajes heli-
coidales. En el caso de engranajes rectos permite localizar el contacto.
El parametro s, tiene una especial importancia en el diseno de la trans-
misién cuando se trata de desplazar el camino de contacto sobre las

superficies.

(b) Por variaciéon de la relacion entre el movimiento de alimentaciéon del

cortador y el giro adicional del pinén a generar. La relacion entre ambas
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variables, s,, y Ay, viene dada en la generacién convencional por la
relacion (5.3.14). Con la modificacion propuesta en este método se trata
de aplicar la siguiente funcion
S
Aty (sy) = p_zf + G (S0 — 50)? (5.3.29)
donde ay,, es el coeficiente parabolico y s, representa la posicion ini-
cial del cortador. En el caso particular de engranajes rectos, la funcion

anterior viene dada como

Awl (S’w) = Qmyr (Sw - 30)2 (5330)

Las ecuaciones (5.3.29) 6 (5.3.30) permiten proporcionar a las super-
ficies del pinén un abombamiento longitudinal. La Ec. (5.3.29) en en-
granajes helicoidales proporciona una funcién parabdlica de errores de
transmision. La Ec. (5.3.30) en engranajes rectos localiza el contacto. A
diferencia del método anterior, la distancia entre ejes permanece con-
stante e igual a la definida en la Ec. (5.3.15).

La obtencién de la superficie 31 a partir de la superficie del cortador
> siguiendo las directrices de los dos métodos propuestos estd basada en
un proceso de doble envolvente similar al presentado en la generacién por
cortador de la superficie X,. Las principales modificaciones se presentan a

continuacién para cada uno de los métodos:

(a) En el método de acercamiento del cortador, debe sustituirse en todo
el algoritmo presentado en la generaciéon de X, por X, el valor con-
stante de la distancia entre ejes E,,;, por la funcion E,,(s,) definida en
(5.3.28). Igualmente la ecuacion de engrane féflw) = 0 viene dada en el

caso de engranajes helicoidales por

fzsfl“’) = Nz [P1 5N Yup + (Tny + Euwp(Sw)) €OS Yup)

1y [—2ap1 (S0 — S0)P1 — Tna COS Yuwp + Tnz SEN Yypp)
+npy [pl COS Ywp — (Tny + Ewp(sw)) sen 7wp] =0 (5'3'31)
y en el caso de engranajes rectos

f(sw)

i = Nz €08 Ay — Ty 20 (Sw — S0) — Nz s€N Ay = 0 (5.3.32)
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Pifioén
S \\ G
Sw
2
Oy

EQ

(b)

Figura 5.3.6: Generacién de la superficie del pinén Y1 con doble abombamien-

to por cortador.
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(b) En el método de variacion de las variables en el movimiento de ali-
mentacion del cortador, la relacion Ay = s, /p1 debe sustituirse por la
expresada en (5.3.29) en el caso de engranajes helicoidales y en (5.3.30)
en el caso de engranajes rectos. La distancia entre ejes E,,, es constante
y la ecuaciéon de engrane f15181w) = 0 en el caso de engranajes helicoidales
viene dada por

1
qu)slw) = Ny [Sen Ywp + (Tny + Ewp) €08 Yup (17_1 + 20y (S — so)>]

|

1
gz [cos Yup — (Tny + Ewp) €11 Yup (p— + 2y (S — 80))] =0
1
(5.3.33)

1
+1py [(—rnm COS Yap + Tnz SEN Yypp) (19_1 + 2y (Sw — So)

En el caso particular de engranajes rectos la ecuacion de engrane qu}slw) =
0 viene dada por

f(Sw)

w1 = Npg [€0s Ay — 2(rny + Eyp) s€n Xy Gy (Sw — So)]

200y (T S€D Ay + T2 €OS Ay Gy (Sw — o)

F1p, [—sen Ay — 2(rny + Eup) €08 Ay (56 — 80)] =0 (5.3.34)

5.4. Simulacién del engrane de una transmisién con

doble abombamiento en el pinén

En este apartado se estudia la simulacién del engrane y anélisis del con-
tacto de una transmision en la que el pindn presenta superficies con doble
abombamiento y la rueda puede o no presentar abombamiento en la direc-
cion del perfil. En el caso de un coeficiente parabélico de la cremallera de la
rueda aq- = 0 se tiene una rueda con geometria de perfil de evolvente.

La superficie del pinén 31 con doble abombamiento y la superficie de la
rueda X9, con simple abombamiento o sin él, contactan en un punto. Esto

es debido en el caso de engranajes helicoidales a que la generaciéon de ambas
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superficies estd basada en la utilizaciéon de cremalleras distintas. En el ca-
so de engranajes rectos el contacto estd localizado gracias al abombamiento
longitudinal de la superficie del pinén. La representacién de ¥y y 3o en el
mismo sistema de referencia permiten establacer las condiciones de tangencia
de ambas superficies. Tales condiciones son las mismas que las expuestas en
el Apartado 4.7 para una transmisiéon de engranajes helicoidales con simple
abombamiento en la que el contacto también esté localizado. Los errores de
montaje y fabricacién son los mismos que los considerados en dicho apartado
y estan igualmente asociados a la rueda (véase Fig. 4.7.2 para los errores de
montaje y 4.7.3 para el error de fabricacion). Estas condiciones permiten estu-
diar los efectos de los errores de montaje y fabricacién en la nueva transmisién
propuesta con doble abombamiento en el pinién.

La representacion de la superficie 31 en el sistema de referencia fijo Sy

viene dada por la consideracion simultdnea de la ecuacién vectorial

rl (g, O 1, oory 0, $1) = M1 (1)r( (g, O, 01, ) (5.4.1)
y de n ecuaciones escalares f; = 0 (i = 1,...,n) correspondientes a n ecua-
ciones de engrane utilizadas en la derivacion de ;.

En la Ec. (5.4.1), (uq,6,) representan los parametros de superficie de la
cremallera del pifién X, ¢ es la variable de movimiento de X; en el sistema
de referencia fijo y a; (i = 1,...,n) representa el conjunto de parametros
utilizados en la formulacion de ¥1. Los parametros utilizados en cada uno de

los métodos de generacién propuestos son:
(1) Generacion por disco: a1 = ¢,, ag = 0p, ag = 1h;.
(2) Generacion por cortador: oy = ¥y, @g = ¢y, a3 = Sy.

Anélogamente, la superficie de la rueda Y3 en el sistema Sy viene dada

por la ecuaciéon vectorial

1‘502) (ur, Or, b2, P2) = Mf2(¢2)r52) (ty, O, 1h2) (5.4.2)

y la ecuacion de engrane fio(uy, 6y, 12) = 0.
Las matrices My y My son iguales a las matrices My, y My, represen-
tadas en el Apartado 4.7.
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Por otro lado, las normales unitarias en el sistema fijo Sy se obtienen como

nsfl)('u'aa A1,y .05 Qp, ¢1) = Lf1 (gbl)ngl)(ua, Ay enny Oén) (5.4.3)
n(fz) (try P2, ) = Lipa (o)’ (ur, 12) (5.4.4)

donde Ly; y Ly son iguales a las matrices Ly, y Lo representadas en el
Apartado 4.7.
La tangencia de las superficies ¥1 y Y3 se obtiene en el sistema Sy medi-

ante el siguiente sistema de ecuaciones no lineales,

rsfl) (ua,ﬁa, a1, ..., Op, ¢1) - rng) (uraeruw2a ¢2) =0 (545)
ngfz)(uaa A1y .0y Qpy ¢1) - nng)(uraqﬁ?a ¢2) =0 (546)
filug, 00,1y ) =0 (i =1,...,n) (5.4.7)
ft2(ur79ra1/)2) =0 (548)

La ecuacion vectorial (5.4.5) representa tres ecuaciones escalares. La ecuacion
vectorial (5.4.6) representa dos ecuaciones escalares independientes al ser
‘nsfl)‘ = ‘n?)‘ = 1. Junto con las n + 1 ecuaciones de engrane, se tiene
un sistema de F; (i = n+ 6) ecuaciones escalares con n+ 7 incognitas: ug, 0,
Sy Ory d1, 2, 12 v los n pardmetros ag, ..., ay,. El algoritmo para resolver el
sistema es el mismo que el utilizado en el Apartado 4.7. Fijando una de las

incognitas, por ejemplo ¢1, se pueden determinar las siguientes funciones,

{ua($1),0a(h1), ur($1), 0r(h1), 1 (hr), ooy i (B1), 2(h1), 2(h1)} € C!

(5.4.9)
El proceso de calculo es iterativo y se debe partir de un valor inicial
POW®, 00 4® 9O o O O 0 (5.4.10)

que debe satisfacer el sistema de ecuaciones F; = 0 (i = n + 6) y ademas
verificar que el Jacobiano del sistema en P(®) sea distinto de cero,
D(Fla "'7F7’L+6)
D(Ua, 0(13 Uy, 91"3 aq, ..., Qp, q;bZa ¢2)

A continuacion se presentan dos ejemplos numéricos donde se analizan los

£ 0 (5.4.11)

métodos de fabricacién expuestos en los Apartados 5.2 y 5.3 en el caso de

engranajes helicoidales y en el caso de engranajes rectos.
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Ejemplo numérico 5.4.1. Se han considerado tres transmisiones con en-
granajes helicoidales correspondientes a los tres métodos propuestos para
obtener un pinén con superficies doblemente abombadas. Los datos son los
indicados en la Tabla 5.4.1. La Figura 5.4.1 muestra el camino de contacto
correspondiente a un ciclo de engrane sobre cada una de las superficies del

pinon.

Tabla 5.4.1: Datos de diseno en una transmision de engranajes helicoidales.

Numero de dientes del pinén, Ny 21
Numero de dientes de la rueda, Ng 7
Modulo, m 4,0 mm
Angulo de presién en el lado conductor, ag 25°
Angulo de presién en el lado conducido, o, 25°
Angulo de hélice, 20°
Ancho de cara, F 80 mm
Radio del disco, pp 80 mm
Radio del cortador, rp, 70 mm
Coeficiente parabdlico abombado perfil pinén, aq, 0,002 mm™!
Coeficiente parabdlico abombado perfil rueda, aq, 0,0 mm™!
Coeficiente parabolico abombado longitudinal, a,; 0,00006 mm~*

Coeficiente parabolico abombado longitudinal, a,,, 0,0000007 mm

Parametro de tangencia de la parabola, ugg -1,3277 mm

Las elipses instantaneas de contacto se han determinado a partir de las
curvaturas principales y direcciones principales de curvatura en el punto de
contacto, considerando un parametro de deformacion eléstica § = 0,006 mm.
Se han representado los ejes mayor y menor de las elipses en cada uno de los
puntos de contacto considerados. En el punto central del camino de contacto
se ha representado ademas el contorno de la elipse de contacto. La Figura
5.4.2 muestra la funciéon de errores de transmision cuando el abombamien-
to longitudinal se obtiene mediante disco de corte o rectificado. La funciéon

parabolica obtenida es consecuencia del doble abombamiento parabélico de
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LN AT AN

(a) (b) ()

Figura 5.4.1: Camino de contacto sobre pinén helicoidal: (a) método de gen-
eracion por disco; (b) método de generacion por cortador modificando la
distancia entre ejes; (c¢) método de generacion por cortador modificando la

relacion de giro.

la superficie del pinén. Los otros dos métodos de generacién basados en la
utilizaciéon de un cortador también dan lugar a una funcién parabdlica de
errores de transmision.

El algoritmo desarrollado permite simular el engrane para distintos tipos
de errores de montaje y/o fabricacion. La Figura 5.4.3 muestra el desplaza-
miento del camino de contacto en los siguientes casos: (a) error Ay, = 3 min.
ang.; (b) error Ay, = 3 min. ang.; (c) error AX = 3 min. ang.; (d) com-
binacion de errores Ay, = 3 min. ang. y AX = 3 min. ang. En los cuatro
casos considerados se ha representado el eje mayor de la elipse de contacto
considerando un valor de 6 = 0,006 mm.

El camino de contacto en el caso (d) coincide con el camino de contacto
cuando no se tienen errores y es un ejemplo de que en ocasiones los efec-
tos de los errores se compensan. En todos los casos, la funcién de errores de
transmision es una funcién parabdlica similar a la representada en la Fig.
5.4.2. Se puede afirmar por tanto que la funcién paraboélica de errores de
transmision ha absorbido los errores cuasilineales (véase el Ejemplo numeéri-
co 4.7.1) producidos por los errores de montaje y/o fabricacion. Por tanto,

el abombamiento longitudinal de la superficie del pinén segin los métodos



162 Capitulo 5. Generacion real por herramienta
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Figura 5.4.2: Funcién parabolica de errores de transmisioén correspondiente a
tres ciclos de engrane en una transmisiéon de engranajes helicoidales en la que
el pin6on presenta superficies doblemente abombadas y la rueda presenta el

perfil de evolvente.

de generacion propuestos en los Apartados 5.2 y 5.3 permiten aportar a la
transmision la capacidad de absorber los errores cuasilineales de transmisién
producidos por los errores de montaje y/o fabricacion. La funciéon resultante
de errores de transmision es una funcién continua y permite suavizar la trans-

ferencia del engrane entre dos parejas de dientes consecutivas.

Ejemplo numérico 5.4.2. En este caso se consideran tres transmisiones
con engranajes rectos correspondientes a los tres métodos de fabricaciéon prop-
uestos. Los datos de diseno se muestran en la Tabla 5.4.2. La Figura 5.4.4
muestra el camino de contacto sobre la superficie del pinén correspondiente
a un ciclo de engrane en cada uno de los métodos propuestos, asi como la
funcion parabdlica de errores de transmision para tres ciclos de engrane (Fig.
5.4.4(d)). Esta funciéon es similar en las tres transmisiones consideradas y el

valor méaximo de los errores de transmision es de aproximadamente 8 seg. ang.
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(d)

Figura 5.4.3: Influencia de los errores de montaje y fabricaciéon en el camino
de contacto: (a) Ay, [3 min. ang.|; (b) A7y, [3 min. ang.|; (¢) AX |3 min. ang.|;

(d) combinacion de errores A7y, = 3 min. ang. y A\ = 3 min. ang.

para los datos de diseno considerados. El coeficiente ag4, es el responsable de
dicha funcion de errores de transmisién mientras que el coeficiente apy 0 @y
es el responsable de la localizacién del contacto. El camino de contacto en
cada una de las transmisiones se ha delimitado exactamente a un ciclo de

engrane.

La Figura 5.4.5 muestra el desplazamiento del camino de contacto sobre
la superficie del pinén en cada uno de los métodos propuestos cuando se tiene
un error angular Ay, = 4,8 min. ang. La funcion de errores de transmision es
también una funcién parabdlica y continua similar a la presentada en la Fig.
5.4.4(d). Las Figuras 5.4.5(a), 5.4.5(b) y 5.4.5(c) muestran que el efecto del

error angular en el desplazamiento del camino de contacto es notablemente
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Figura 5.4.4: Camino de contacto sobre pifion recto: (a) método de generacion
por disco; (b) método de generacién por cortador modificando la distancia
entre ejes; (¢) método de generacion por cortador modificando la relacion de

giro; (d) funcion parabolica de errores de transmision.
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Tabla 5.4.2: Datos de disefio en una transmision de engranajes rectos.

Nuamero de dientes del pinén, Ny 21
Numero de dientes de la rueda, Ng 50
Moédulo, m 4,0 mm
Angulo de presion en el lado conductor, ag 25°
Angulo de presion en el lado conducido, 25°
Angulo de hélice, 0°
Ancho de cara, F' 60 mm
Radio del disco, pp 60 mm
Radio del cortador, rp,, 60 mm
Coeficiente parabdlico abombado perfil pinén, aq, 0,0005 mm ™"
Coeficiente parabolico abombado perfil rueda, a4, 0,0 mm~*
Coeficiente parabolico abombado longitudinal, a,; 0,00015 mm~*

Coeficiente parabolico abombado longitudinal, a,,, 0,00000167 mm™!

Pardametro de tangencia de la parabola, ugg -1,3277 mm

distinto en el caso de la generacién por disco respecto a los otros dos casos
de generacion por cortador. En cualquier caso, el contacto aparece localizado
como consecuencia del abombamiento longitudinal del pinén.

El abombamiento en la direccién del perfil es el responsable de propor-
cionar una funcién parabdlica de errores de transmision capaz de absorber los
errores cuasilineales producidos por las desalineaciones. Estos errores cuasi-
lineales se muestran en la Fig. 5.4.6(b) en el caso de generacion por disco
donde se ha considerado un error Ay = 4,8 min. ang. y un coeficiente agq = 0
mm ! . La Fig. 5.4.6(a) muestra el correspondiente camino de contacto. Se
puede afirmar por tanto que el abombamiento en la direcciéon del perfil ha
permitido absorber tales errores.

Finalmente, en las Figuras 5.4.7 y 5.4.8 se ha representado la desviacién en
micrémetros de la superficie con doble abombamiento respecto a la superficie
con perfil de evolvente. Se han considerado los tres métodos de fabricacion

correspondientes a los datos de diseno presentados en la Tablas 5.4.1 y 5.4.2,
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(c)

Figura 5.4.5: Influencia del error angular Ay, [4,8 min. ang.| en el desplaza-
miento del camino de contacto en: (a) pinion generado por disco; (b) pifion
generado por cortador modificando la distancia entre ejes; (¢) pinén generado

por cortador modificando la relacion de giro.

respectivamente. Se puede observar que la desviaciéon maxima es inferior a
100 pm. En el caso de engranajes rectos (Fig. 5.4.8), los dos métodos de
fabricacion por cortador sinfin proporcionan una desviacién més uniforme en

la direccién del perfil que en el método de fabricacién por disco de corte.

5.5. Analisis tensional de engranajes cilindricos con

geometria modificada

El andlisis tensional de engranajes cilindricos con geometria modificada
se basa en el método de los elementos finitos y permite conocer las tensiones
de flexién y contacto en los dientes de pinén y rueda a lo largo del ciclo
de engrane. El andlisis tensional permite ademas investigar la formacion del
contacto, que se extiende sobre un area de forma aproximadamente eliptica

en el caso de la geometria modificada propuesta. El camino de contacto esta
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Figura 5.4.6: (a) Camino de contacto y (b) funciéon de errores de transmision
con pinén abombado sélo longitudinalmente frente a un error de alineacién

Ay = 4,8 min. ang.

formado por el conjunto de elipses instantaneas de contacto sobre la superficie
del diente. La trayectoria del camino de contacto asi como la orientaciéon de
las elipses instantaneas de contacto permiten investigar la existencia o no de
posibles zonas de contacto severo.

El analisis tensional nos permitird ademas descubrir las ventajas que se
derivan de la utilizacion de la geometria modificada frente a la geometria
tradicional de perfil de evolvente y demostrar por qué el contacto “puntual”
es preferible al contacto lineal.

Para llevar a cabo el andlisis tensional se ha desarrollado un algoritmo

que permite la construcciéon parametrizada y totalmente automatica de los
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(a) () (c)

Figura 5.4.7: Material eliminado de la superficie con perfil de evolvente para
obtener una superficie con doble abombamiento en un pinén helicoidal en los
métodos de generacion por: (a) disco de corte, (b) cortador sinfin modificando
la distancia entre ejes, (c) cortador sinfin modificando la relacion entre el

desplazamiento del cortador y el giro del pinén.

(a) (b) (c)

Figura 5.4.8: Material eliminado de la superficie con perfil de evolvente para
obtener una superficie con doble abombamiento en un pinén recto en los
métodos de generacion por: (a) disco de corte, (b) cortador sinfin modificando
la distancia entre ejes, (c) cortador sinfin modificando la relacién entre el

desplazamiento del cortador y el giro del pinén.

modelos de elementos finitos de las transmisiones de engranajes rectos y heli-
coidales. El desarrollo de dicho algoritmo permite disponer de una herramien-

ta de analisis muy potente para el diseno de estas transmisiones.

La descripcién y generacion del modelo de elementos finitos se ha descrito
en el Capitulo 2. A continuacién se analizardn en primer lugar las transmi-
siones de engranajes rectos y se compararan los resultados obtenidos en el

caso de la geometria modificada frente a la geometria con perfil de evolvente.
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Se discutiran ademas las ventajas o no de la utilizaciéon de perfiles asimétri-
cos para la reduccion de tensiones propuesta recientemente por [Kapelevich,
2000] y [Litvin et al., 2000b|. Finalmente se analizaran las transmisiones de
engranajes helicoidales con geometria modificada, considerando dos casos: (i)
rueda con perfil de evolvente, (ii) rueda con perfil abombado segun la di-
reccion del perfil. En este segundo caso es posible obtener tangencia interior
entre las superficies del pinién y rueda gracias a un pequena diferencia entre
las curvaturas principales de pinén y rueda con lo que es posible disminuir el
valor de las tensiones de contacto. Este tipo de geometria se puede considerar

como una nueva versiéon de engranajes Novikov-Wildhaber.

5.5.1. Analisis tensional de engranajes rectos

El anélisis tensional de engranajes rectos se ha llevado a cabo en tres tipos

de geometria:

(i) Pinon y rueda de perfil de evolvente. El contacto entre sus superficies

es lineal.

(ii) Pinén con geometria modificada por disco de corte o rectificado para
conseguir el doble abombamiento de sus superficies y rueda de perfil
de evolvente. El contacto se ha localizado mediante el abombamiento
longitudinal y se ha predisenado una funcién parabolica de errores de

transmision mediante el abombado en la direccion del perfil.

(iii) Pinon de perfiles asimétricos con geometria modificada por disco de
corte y rectificado para conseguir el doble abombamiento de sus super-
ficies y rueda de perfil de evolvente. Se consideran perfiles asimétricos

para el estudio de la posibilidad de reducciéon de tensiones.

Los objetivos del andlisis tensional de los tres tipos de geometria presen-

tados anteriormente son los siguientes:

(a) Estudio de la formacion del contacto y comparacion de los estados ten-
sionales en transmisiones de engranajes rectos de perfil de evolvente y

de geometria modificada frente a la presencia de errores de alineacion.
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(b) Estudio de la utilizacion de perfiles asimétricos en transmisiones de

engranajes rectos para la reduccion de tensiones.

La Tabla 5.5.1 muestra los datos de diseno que se han utilizado para la
generacion de los tres tipos de geometria de engranajes rectos considerados.
El anélisis del contacto (TCA) permite seleccionar cualquier punto sobre la
trayectoria de contacto para construir el modelo de elementos finitos de la
transmisiéon. La generaciéon automaética de los modelos de elementos finitos
permite analizar cuantos puntos se quieran sobre la trayectoria de contacto
para estudiar la evolucién de las tensiones de contacto y flexién tanto en el
pinién como en la rueda durante un ciclo de engrane.

Se han considerado modelos de elementos finitos formados por tres pares
de dientes (Fig. 2.11.4). Los elementos utilizados son del tipo C3D8I [Hibbit,
Karlsson & Sirensen, Inc., 1998| de primer orden mejorados mediante modos
de deformacién incompatibles para mejorar su comportamiento a flexion. El
numero total de elementos considerados es de 25662 con 31876 nodos. El
material utilizado para el pinién y rueda es acero con moédulo de elasticidad
E = 2,068 - 10> MPa y un coeficiente de Poisson v = 0,29. En todos los casos
el par torsor aplicado al pinén es de 500 N-m.

El primer anélisis considerado corresponde a una transmisiéon por engrana-
jes rectos de geometria tipo (i) de perfil de evolvente sin errores de alineacion
o fabricaciéon. La Figura 5.5.1 muestra las tensiones de contacto y flexiéon
obtenidas en el piién. Como era de esperar, en ausencia de errores de fabri-
cacion y/o montaje, se obtiene contacto lineal y la carga se reparte uniforme-
mente, incluso entre varios dientes. La tensiéon maxima de contacto obtenida
en la posicién mostrada es de 238 MPa y la tensiéon méxima de flexién en la
base del diente es de 58 MPa.

En la Figura 5.5.2 se muestran las tensiones de contacto y flexion asi
como la formacién del contacto en una transmisién por engranajes rectos
con geometria modificada de tipo (ii). El contacto aparece localizado como
consecuencia del abombamiento longitudinal de la superficie del pinién. La
tension méxima de contacto obtenida es de 726 MPa y la tensién maxima de
flexion en la base del diente de 127 MPa. La tensiones de contacto y flexiéon son

més elevadas en este tipo de geometria que las obtenidas en el caso anterior
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Tabla 5.5.1: Datos de diseno.

Numero de dientes del pinén, Ny
Numero de dientes de la rueda, N
Moédulo, m

Ancho de cara, F

Radio del disco, pp

Coeficiente paraboélico abombado perfil)), aq,
Coeficiente paraboélico abombado longitudinal™®), ap
Angulo de presion en el lado conductor(?), aqy
Angulo de presion en el lado conducido™), a,

Coeficiente paraboélico abombado perfil®), aq,
Coeficiente parabolico abombado longitudinal®, ap
Angulo de presion en el lado conductor(?, aqy
Angulo de presion en el lado conducido®, a,

Coeficiente paraboélico abombado perfil®) caso a, a4,
Coeficiente parabolico abombado perfil®), caso b, agq
Coeficiente parabolico abombado longitudinal®), api
Angulo de presion en el lado conductor®, ay

Angulo de presion en el lado conducido® | a..

21

50

4,0 mm
60,0 mm
60,0 mm

0,0 mm~!

0,0 mm !
25°

25°

0,0005 mm !
0,00015 mm~!
25°

25°

0,0003438 mm !
0,000802 mm™!
0,00015 mm ™!
30°0(a) 9go(d)
20°(a) gpo(d)

(1) Geometria de perfil de evolvente
(2) Geometria con doble abombamiento

(3) Geometria con doble abombamiento y perfiles asimétricos

para pinén y rueda de perfil de evolvente.

Si bien es cierto que la modificacién de las superficies del pinén para

localizar el contacto y predisenar una funcién paraboélica de errores de trans-

misiéon conduce a un incremento de las tensiones de contacto y flexion, las

condiciones en las que se han considerado los modelos anteriores para las

geometrias tipo (i) y (ii) son teoricas e ideales.
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S, Mises (MPa)

(Ave. Crit.: 75%)
+2.38e+02
+2.18e+02 T.flex.: 58 MPa
+1.98e+02
+1.78e+02
+1.58e+02
+1.39e+02
+1.19e+02
+9.90e+01
+7.92e+01
+5.94e+01
+3.96e+01
+1.98e+01
+1.22e-02

Figura 5.5.1: Tensiones de contacto y flexiéon en el pinén de una transmision

con geometria de perfil de evolvente y sin errores de alineacion.

S, Mises (MPa)

(Ave. Crit.: 75%)
+7.26e+02 T.flex.: 127 MPa
+6.66e+02
+6.05e+02
+5.45e+02
+4.84e+02
+4.24e+02
+3.63e+02
+3.03e+02
+2.42e+02
+1.82e+02
+1.21e+02
+6.05e+01
+3.00e-02

Figura 5.5.2: Tensiones de contacto y flexiéon en el pinén de una transmision

con geometria modificada y sin errores de alineacién.
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S, Mises (MPa)

(Ave. Crit.: 75%)
+1.26e+03 T.flex.: 275 MPa
+1.16e+03
+1.05e+03
+9.46e+02
+8.41e+02
+7.36e+02
+6.31e+02
+5.26e+02
+4.20e+02
+3.15e+02
+2.10e+02
+1.05e+02
+1.78e-03

Figura 5.5.3: Tensiones de contacto y flexiéon en el pinén de una transmision

con geometria de perfil de evolvente y con un error de alineacion A~y = 0,08°.

S, Mises (MPa)
(Ave. Crit.: 75%)
+6.70e+02 T.flex.: 118 MPa
+6.14e+02
+5.58e+02
+5.02e+02
+4.47e+02
+3.91e+02
+3.35e+02
+2.79e+02

+2.23e+02
+1.67e+02
+1.12e+02
+5.58e+01
+8.12e-03

Figura 5.5.4: Tensiones de contacto y flexiéon en el pinén de una transmision

con geometria modificada y con un error de alineacion Ay, = 0,08°.
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En el montaje y funcionamiento real de las transmisiones siempre existiran
errores de alineacién o fabricaciéon por muy pequenos que éstos sean y la
tecnologia existente nos permita alcanzar.

La Figura 5.5.3 muestra la formacion del contacto y las tensiones de con-
tacto y flexién en una transmisién por engranajes rectos de perfil de evolvente
(geometria tipo (i)) cuando los ejes del pinon y rueda no son paralelos sino
que se cruzan, es decir, cuando existe un error de alineacion A-~y, = 0,08°.
El contacto se desplaza a los bordes de las superficies de las dentaduras del
pinén y de la rueda alcanzédndose niveles de tensiones de contacto y flexién
de 1260 y 275 MPa, respectivamente.

En la Figura 5.5.4 se muestra la formacion del contacto y las tensiones de
contacto y flexion en una transmision con geometria modificada de tipo (ii)
cuando se tiene el mismo error considerado en el caso anterior (A, = 0,08°).
Se observa que el contacto permanece localizado dentro de las superficies de
las dentaduras del pifién y rueda alcanzandose niveles de tensiones de contacto
y flexion de 670 y 118 MPa, respectivamente, similares a los obtenidos para
el caso en el que no existen errores de alineacion (Fig. 5.5.2)

Se han considerado los siguientes tres casos de diseno para el estudio com-
pleto de la evolucion de las tensiones de contacto y flexion en transmisiones

de engranajes rectos de tipo (i) y (ii):

» Caso 1: Geometria modificada tipo (ii) sin errores de alineacion y/o

fabricacion.

» Caso 2: Geometria modificada tipo (ii) con un error de alineacion Ay, =
0,08°.

» Caso 3: Geometria tradicional de perfil de evolvente (i) con un error de

alineacion Ay, = 0,08°.

La Figura 5.5.5 muestra la evolucion de las tensiones de contacto en pinén
y rueda para los tres casos mencionados. Igualmente la Figura 5.5.6 muestra
las tensiones de flexion en pifién y rueda.

Los resultados obtenidos nos permiten afirmar que la utilizaciéon de la

geometria modificada tipo (ii) arroja niveles tensionales més bajos que la
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Figura 5.5.5: Evolucion de las tensiones de contacto en (a) pinon y (b) rueda

para los casos considerados 1, 2 y 3.

geometria tradicional de perfil de evolvente tipo (i) cuando aparecen errores

de alineacion y/o fabricacion. Al mismo tiempo, la geometria modificada tipo

(ii) permite absorber las funciones discontinuas de errores de transmision

producidas por los errores de alineacién y montaje de forma que la transmisién

tendra niveles mas bajos de ruido y vibracion que en la geometria tipo (i).

Comparando el comportamiento de la transmision tipo (ii) frente a la de

tipo (i) cuando existe un error de alineacion Ay = 0,08°, se consigue en el
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Figura 5.5.6: Evolucion de las tensiones de flexion en (a) pinén y (b) rueda

para los casos considerados 1, 2 y 3.

pinion hasta una reduccion media del 39,02 % en las tensiones de contacto
alcanzadas con la geometria convencional de perfil de evolvente. Igualmente,
las tensiones de flexion se reducen hasta un valor medio del 42,24 %. Para la
rueda se obtienen reducciones similares del 39,07 % y 43,07 % en las tensiones

de contacto y flexion, respectivamente.

La capacidad de localizacion del contacto depende del valor del coeficiente

ap de la trayectoria parabolica del disco de rectificado, de manera que exis-
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tird un determinado valor del error A7y a partir del cual el contacto aparece
en el borde. En cualquier caso, se puede aumentar la capacidad de la trans-
mision para absorber errores aumentando el valor del coeficiente a,;, a costa
de aumentar el nivel de tensién de contacto y flexion.

Con respecto a la utilizacion de perfiles asimétricos (geometria tipo (iii)),
se han analizado dos posibles casos: (a) utilizacion de un angulo de presion
mayor en el lado conductor que en el conducido, y (b) utilizacion de un
angulo de presiéon mayor en el lado conducido que en el conductor. Los casos
de diseno considerados para el estudio de la utilizacién de perfiles asimétricos

en comparaciéon con el de perfiles simétricos son:

» Caso 1: Geometria tipo (ii), sin errores de alineaciéon y/o montaje con un

angulo de presion de 25° en el lado conductor y 25° en el lado conducido.

» Caso a: Geometria tipo (iii), sin errores de alineaciéon y/o montaje,
con un angulo de presion de 30° en el lado conductor y 20° en el lado

conducido.

» Caso b: Geometria tipo (iii), sin errores de alineacion y/o montaje,
con un angulo de presion de 20° en el lado conductor y 30° en el lado

conducido.

En ambos casos, el coeficiente de abombamiento en la direccién del perfil se
ha determinado de forma que la funcién predisefiada de errores de transmision
tenga un valor maximo de 8 segundos angulares (véase Tabla 5.5.1).

El analisis del contacto (TCA) y el analisis de las curvaturas |Litvin,
1994] permite determinar la trayectoria del contacto asi como el tamano y
orientaciéon de las elipses de contacto. En la Figura 5.5.7 se muestran las
trayectorias de contacto y el tamano y orientacién de las elipses de contacto
para los casos 1, a y b. En todos ellos, la funcién de errores de transmision es
la que se muestra en la Figura 5.5.7(d).

Un primer andlisis de las tensiones de contacto y flexién en el pinén se
muestra en las Figuras 5.5.8 y 5.5.9 para los casos a y b respectivamente. El
punto de contacto considerado ocupa una posiciéon similar en la trayectoria

de contacto a la mostrada en la Figura 5.5.2 para el caso 1.
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Figura 5.5.7: Anélisis del contacto: (a) trayectoria de contacto en el caso 1,
(b) trayectoria de contacto en el caso a, (c) trayectoria de contacto en el caso

b, (d) funcion de errores de transmision en los casos 1, a y b.

Se ha realizado un estudio completo de la evolucién de las tensiones de
contacto y flexion a lo largo de la trayectoria de contacto para los casos
de disefio a y b. En la Figuras 5.5.10 y 5.5.11 se muestran las tensiones de
contacto y flexion respectivamente, tanto en pinén y rueda, para los casos 1, a
y b. Se observa una ligera disminucién de las tensiones de contacto en el caso

(b) como era de esperar por el tamano relativamente mayor de las elipses de
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Figura 5.5.8: Tensiones de contacto y flexiéon en el pinén de una transmision
con geometria modificada de perfiles asimétricos tipo 30-20 y sin errores de

alineacion.

contacto segin se observa en la Figura 5.5.7(c).
No obstante, no se ha observado una reduccién notable de las tensiones
de contacto y/o de flexion con la utilizacion de perfiles asimétricos tanto en

el pin6én como en la rueda.

5.5.2. Analisis tensional de engranajes helicoidales

El anélisis tensional de engranajes helicoidales se ha llevado a cabo en dos

tipos de geometria:

(1) Pinon con geometria modificada por cortador para conseguir el doble
abombamiento de sus superficies y rueda con abombamiento en la direc-
cion del perfil. El contacto se ha localizado mediante el uso de diferentes
abombamientos en la direccién del perfil en pinién y rueda. Se ha pre-
disenado una funciéon parabdlica de errores de transmisiéon mediante el

abombamiento en la direccién longitudinal de la superficie del pinén.
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Figura 5.5.9: Tensiones de contacto y flexién en el pinén de una transmision

con geometria modificada de perfiles asimétricos tipo 20-30 y sin errores de

alineacion.

(2) Pinon con geometria modificada por cortador para conseguir el doble

abombamiento de sus superficies y rueda de perfil de evolvente. El con-

tacto se ha localizado mediante el abombamiento en la direccion del

perfil v se ha prediseniado una funcién paraboélica de errores de trans-

misiéon mediante el abombamiento en la direccién longitudinal.

La diferencia entre los dos tipos de geometria es que en el primer tipo

es posible obtener tangencia interior entre las superficies de pinén y rueda

frente a la tangencia exterior del segundo tipo. La tangencia interior se obtiene

como consecuencia de una pequena diferencia en el valor de las curvaturas

principales entre las superficies de pinén y rueda.

La geometria tipo (2) constituye una modificacion de las transmisiones

convencionales con perfil de evolvente en la que el pifién es el elemento mod-

ificado mientras que la rueda es un engranaje convencional.

La geometria tipo (1) constituye una nueva version de las transmisiones de

Novikov-Wildhaber, donde la tangencia interior es una caracteristica de esto
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Figura 5.5.10: Evolucién de las tensiones de contacto en (a) pinén y (b) rueda

para los casos considerados 1, a y b.

tipo de transmisiones. Las diferencias entre esta nueva version y las versiones

anteriores de las transmisiones de Novikov-Wildhaber son las siguientes:

(1) La nueva version incorpora un abombamiento en la direccion longitudi-
nal de la superficie del pinén que permite el prediseno de una funciéon
parabdlica de errores de transmision. Tal funciéon es capaz de absorber
los errores cuasilineales producidos por los errores de alineacién, por lo

que el ruido y la vibracién se han de reducir notablemente respecto a
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Figura 5.5.11: Evolucion de las tensiones de flexion en (a) pinén y (b) rueda

para los casos considerados 1, a y b.

las versiones anteriores.

(2) El abombamiento en la direccion del perfil esté basado en perfiles paraboli-
cos de las cremalleras de referencia en lugar de perfiles de circulo. Esto
aporta a las superficies una mayor rigidez para un mismo radio de cur-
vatura [Litvin et al., 2002d].
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La comparacion de los estados tensionales en las geometrias tipo (1) y (2)

mostrara las ventajas de la utilizacion de la geometria tipo (1).

Tabla 5.5.2: Datos de diseno.

Numero de dientes del pinén, Ny 17
Numero de dientes de la rueda, N, 7
Modulo, m 5,08 mm
Angulo de presion en el lado conductor, ag 25°
Angulo de presion en el lado conducido, a. 25°
Angulo de hélice, 3 20°
Parametro de espesor relativo, so; 0,7
Ancho de cara, F 90 mm
Radio primitivo del cortador, 98 mm
Coeficiente paraboélico abombado perfil pinon"), aqq, 0,016739 mm !
Coeficiente paraboélico abombado perfil rueda™, ag, 0,0155 mm~!
Coeficiente parabolico abombado longitudinal™®), a, 0,00005 mm™!
Coeficiente paraboélico abombado perfil pinon‘®), aqq, 0,016739 mm !
Coeficiente paraboélico abombado perfil rueda®, ag, 0,0 mm !
Coeficiente parabolico abombado longitudinal®, apl 0,0000315 mm™*
(1) Geometria tipo (1) de Novikov-Wildhaber (2) Geometria tipo (2)

Los datos de disefio utilizados para el andlisis de ambas geometrias se
muestra en la Tabla 5.5.2. El andlisis del contacto permite determinar el
camino de contacto en cada tipo de geometria. La Figs. 5.5.12(a) y 5.5.12(b)
muestran el camino de contacto sobre la superficie del pifién en los casos
(1) y (2) respectivamente. Los coeficientes parabolicos para el abombamiento
longitudinal (véase Tabla 5.5.2) permiten en cada caso obtener un funcion
parabolica de errores de transmisiéon con un valor méximo del error en torno
a 8 seg. ang. En la Fig. 5.5.12(c) se muestra dicha funcion.

Una vez obtenidos los resultados del TCA se lleva a cabo la construc-
cién del modelo de elementos finitos en el punto de contacto elegido por el

disenador. Se ha considerado un modelo de tres dientes para el andlisis. Se
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Figura 5.5.12: Resultados del TCA: (a) camino de contacto en una transmision
con geometria tipo (1) de Novikov-Wildhaber; (b) camino de contacto en
una transmision con geometria tipo (2); (c) funcion parabolica de errores de

transmision.

han utilizado elementos C3D8I [Hibbit, Karlsson & Sirensen, Inc., 1998]. El
ntmero total de elementos considerados es de 71460 con 87360 nodos. El ma-
terial utilizado para el pinén y la rueda es acero con moédulo de elasticidad
E = 2,068 - 10° MPa y un coeficiente de Poisson v = 0,29. En todos los ca-
sos el par torsor aplicado al pinén es de 500 N-m. La Figura 5.5.13 muestra
el modelo de elementos finitos para la geometria tipo (1) en el punto medio

de contacto. Las Figuras 5.5.14 y 5.5.15 muestran las tensiones maximas de
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Figura 5.5.13: Modelo de elementos finitos con tres pares de dientes en la

geometria tipo (1).

contacto y flexién en el punto medio de contacto en las geometrias tipo (1)
y (2) respectivamente. Se observan unos valores de tensiones de contacto y
de flexion inferiores en la geometria tipo (1) respecto de la geometria tipo
(2) como consecuencia de un mayor tamano de la elipse de contacto en la
geometria tipo (1) (véase Figs. 5.5.12(a) y (b)).

Se ha estudiado la evolucion de las tensiones de contacto y flexion a lo
largo del ciclo de engrane en las geometrias tipo (1) y tipo (2). Las Figuras
5.5.16 y 5.5.17 muestran la variacion de las tensiones de contacto y flexion
respectivamente en ambos casos. Se puede observar una reduccién importante
de las tensiones de contacto en la geometria tipo (1). Las tensiones de flexion
también se han reducido.

Se puede afirmar que la modificacién de los coeficientes parabdlicos de
abombado en la direccién del perfil permite optimizar los niveles de tension.
Para ello, el TCA y el anéilisis de tensiones deben ser aplicados en el pro-
ceso iterativo de disenio. EI TCA permite obtener la orientacion de los ejes
principales de las elipses de contacto, mientras que el tamano se determina

de forma aproximada considerando un coeficiente de deformacion eléastica 4.
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Figura 5.5.14: Tensiones de contacto y flexion en el punto medio de contacto

sobre la superficie del pinén en la geometria tipo (1).
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Figura 5.5.15: Tensiones de contacto y flexion en el punto medio de contacto

sobre la superficie del pinén en la geometria tipo (2).
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Figura 5.5.16: Evolucién de las tensiones de contacto en las geometrias tipo
(1) y (2) en: (a) el pinén, (b) la rueda.
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Figura 5.5.17: Evolucion de las tensiones de flexion en las geometrias tipo (ii)

y (iii) en (a) el pinon y (b) la rueda.
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La geometria tipo (1) (Fig. 5.5.12(a)) supone un aumento del tamano de las
elipses de contacto respecto a la geometria tipo (2) (Fig. 5.5.12(b)). Sin em-
bargo, el camino de contacto en la geometria tipo (1) se desvia de la direccion
longitudinal y se debe tener especial cuidado porque pueden aparecer areas
de contacto severo. El anélisis de tensiones confirma la orientacién de los ejes
de las elipses obtenidas en el TCA y determina de forma mas aproximada el
tamano de las elipses, permitiendo detectar la presencia de areas de contac-
to severo. En el diseno propuesto para la geometria tipo (1) se han evitado

dichas areas.






Capitulo 6

Aplicaciéon de engranajes
cilindricos en transmisiones con
ejes que se intersectan:

Engranajes de cara

6.1. Introducciéon

Los engranajes cilindricos tanto rectos y helicoidales se aplican normal-
mente en transmisiones con ejes paralelos (o con ejes que se cruzan en el caso
de helicoidales). No obstante, los engranajes cilindricos también se pueden
utilizar en transmisiones con ejes que se intersectan si se modifica la disposi-
cion de los dientes en uno de los engranajes. La Figura 6.1.1 muestra las
diferentes disposiciones del dentado en la rueda cuando se modifica el angulo
entre ejes, pasando de una transmision con ejes paralelos (Fig. 6.1.1(a)) a otra
transmision con ejes que se intersectan (Figs. 6.1.1(b) y (c)).

Las transmisiones de engranajes cilindricos y ejes que se intersectan se
denominan transmisiones de engranajes de cara (“face gear drives” en la liter-
atura inglesa) dado que los dientes aparecen en la cara de uno de los engrana-
jes. Los engranajes de cara encuentran su mayor aplicacién en transmisiones

donde se requiere bifurcar la transmisiéon del par torsor, es importante la sen-

191
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Figura 6.1.1: Transmisiones con engranajes cilindricos: (a) con ejes paralelos,

(b) v (c) con ejes que se intersectan.

cillez constructiva y el peso es un factor critico. La Figura 6.1.2 muestra una
aplicacion tipica en helicopteros donde la bifurcacién del par torsor permite
aumentar la capacidad de transmisién de potencia. En comparacién con sus
competidores, los engranajes conicos espirales, los engranajes de cara presen-
tan una mayor precision y sencillez de fabricacion. Sin embargo, los engranajes
de cara se utilizan con relaciones de transmisién entre 4 y 10 aproximada-
mente, mientras que para relaciones menores los engranajes conicos espirales
constituyen una mejor solucion.

La investigaciéon desarrollada sobre transmisiones de engranajes de cara
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Figura 6.1.2: Aplicacién de engranajes de cara en una transmision utilizada

en helicépteros.

es muy amplia |Litvin et al., 1992; Handschuh et al., 1992; Handschuh et al.,
1996; Zhang & W., 1996; Litvin et al., 2000a; Litvin et al., 2000d; Litvin
et al., 2001b; Litvin et al., 2002a; Litvin et al., 2002b; Litvin et al., 2002¢].

El método de fabricacion del engranaje de cara estd basado en la uti-
lizacion de un cortador similar al pinén con el que engrana (véase Fig. 6.1.3).
El numero de dientes del cortador Ny es distinto del nimero de dientes del
pinon Ny (Ny — N; =2+ 3) con el fin de localizar el contacto entre el pinon
y el engranaje de cara. La transmision asi diseiada presenta un camino de
contacto segun la direccion del perfil. Los errores de alineaciéon producen el
desplazamiento del camino de contacto pero no producen errores de trans-
mision.

La investigaciéon desarrollada en el presente capitulo tiene un doble obje-

tivo:

(i) Modificar la geometria existente con el fin de conseguir una trayectoria
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Figura 6.1.3: Tlustracion del engrane entre el engranaje de cara y el cortador

convencional.

longitudinal del camino de contacto. La desviaciéon del camino de con-
tacto de la direccion del perfil evita las areas de contacto severo que se

producen en la cabeza del diente con geometria convencional.

(ii) Aplicar un proceso de rectificado en la generacion del engranaje de cara
basado en la utilizacién de un cortador sinfin. El proceso de rectificado
permite la utilizacién de superficies endurecidas por tratamiento térmico
y con ello aumentar la capacidad de transmisiéon de potencia. El proceso
de rectificado mediante cortador sinfin ha sido estudiado anteriormente
en el caso de engranajes rectos [Litvin et al., 2000a]. En este trabajo se

amplia su estudio a los engranajes helicoidales. La Figura 6.1.4 muestra
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el cortador sinfin en engrane con el engranaje de cara.

Figura 6.1.4: Tlustracion del engrane entre el engranaje de cara y el cortador

sinfin.

6.2. Geometria convencional y geometria propuesta

En la geometria existente o convencional de los engranajes de cara, la
localizacion del contacto se obtiene como consecuencia de la aplicaciéon de un
cortador con un numero de dientes N, diferente del ntmero de dientes del
pinén N;. Normalmente Ny — N1 = 2+ 3. La superficie del engranaje de cara
se obtiene como envolvente de la familia de superficies del cortador.

El anélisis del contacto y el andlisis de tensiones muestran que, en la ge-

ometria existente, el camino de contacto estd orientado segun la direccion del
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perfil y el contacto en el borde es inevitable. En el presente capitulo se propone
un nuevo tipo de geometria en el que la superficie del pinén y del cortador que
genera el engranaje de cara se obtienen como envolvente de cremalleras con
perfiles parabolicos. Las ideas desarrolladas han sido previamente aplicadas
en engranajes de cara con pinon recto |Litvin et al., 2002b| y se extienden en
el presente trabajo a engranajes de cara con pinén helicoidal.

A continuacion se describen ambos tipos de geometria.

6.2.1. Geometria convencional con perfiles de evolvente

La obtencion de la superficie de evolvente del pinén (y del cortador) a

partir de su cremallera estd basada en las siguientes consideraciones:

(1) La superficie generadora de la cremallera es un plano cuya orientacion

viene determinada por el angulo 8 (Fig. 6.2.1(a)).

(2) Las secciones normal y transversal de la cremallera vienen dadas por
planos perpendiculares al plano II segin las direcciones a —a y b —
b, respectivamente (Fig. 6.2.1(a)). Los perfiles de la cremallera en la
seccion normal ¢ —a (Fig. 6.2.1(b)) y en la seccion transversal b— b son
lineas rectas. Los espesores del diente s, y del espacio entre dientes w,

(Fig. 6.2.1(b)) vienen relacionados por

So + w, = ™My, (6.2.1)
So
— = A 6.2.2
- (6.22)

donde m,, es el moédulo en la secciéon normal y A, es el pardametro de

espesor relativo. Normalmente, A, = 1.

(3) Durante la generacion (Fig. 6.2.1(c)), la cremallera y el pinon (cortador)

describen movimientos relacionados por
SC = T‘pi'l/)i (623)

donde 7; es el radio del cilindro primitivo. En la Ec. (6.2.3), ¢ =1 en

el caso del pinén e ¢ = s en el caso del cortador.
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So Wo

Seccidon a—a

(b)

(e)

Figura 6.2.1: Generacion de las superficies del pifion y del cortador: (a) su-
perficie de la cremallera X, (b) seccion normal, (¢) sistemas de coordenadas

utilizados en la generacion.
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(4) Los parametros u; (Fig. 6.2.1(b)) y /; (Fig. 6.2.1(a)) representan los

parametros de superficie de la cremallera.

La superficie ¥; (i = 1, s) del pinén (cortador) se obtiene como envolvente

de la familia de superficies X, en el sistema S; (1 = 1, s) y viene dada por
ri(ui, li, i) = Mic(¥i)re(us li) (i =1,) (6.2.4)

Jeiluisliypi) = me - v =0 (i=1,5) (6.2.5)
donde r¢(u;,l;) y n. representa la superficie de la cremallera y su normal
unitaria, r;(u;, [, 1;) representa la familia de superficies de la cremallera, f.; =
0 es la ecuacion de engrane y M;.(1);) es la matriz de transformacion de

coordenadas.

6.2.2. Geometria propuesta
La geometria propuesta esti basada en las siguientes ideas:

(i) En la generacion del pinon y del cortador se utilizan dos cremalleras
diferentes denominadas Y1 y ¥¢s (Fig. 6.2.2). Para la definicion de las
mismas se utiliza la cremallera de referencia Y., la cual corresponde a

la cremallera convencional de perfiles rectos.

(ii) Las cremalleras X, y X.s estan constituidas por perfiles parabolicos
tangentes con el perfil recto de la cremallera convencional .. La Fig.
6.2.2(a) muestra una desviacion exagerada de .1 y X.s respecto a 3.
Los perfiles parabodlicos de un lado del diente de las cremalleras Y. y
Y1 se muestran en las Figs. 6.2.2(b) y (c). Los coeficientes parabolicos
para las cremalleras del pinén y del cortador se designan por a; y as,
respectivamente. La superficie de la cremallera 3. (i = 1,s) se repre-
senta en el sistema de coordenadas S, (Fig. 6.2.1(c)) mediante el vector

r.(u;j,l;), cuyas componentes vienen dadas por

So
Te(ui, ;) = = cos oy sen ay, + (U — Ug) COS Qi + a;u? sen ay,

So
yc(u l; ) = (=2 cos? oy, — (u; — u,) sen oy, + aiu? cos an> cos B8 —I;senf

2
(%0 cos? oy, — (u; — up) sen ay, + a;u? cos an> senf3 + l; cos B
(6.2.6)
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Figura 6.2.2: Ilustracion de: (a) cremallera de referencia con perfiles rectos,
(b) perfil parabolico de la cremallera del cortador, (¢) perfil parabdlico de la

cremallera del pinén.
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El pardmetro wu, determina la posicién del punto de tangencia entre los

perfiles parabolicos y el perfil recto.

(iii) Las superficies del pinén X; y del cortador Xs se obtienen como envol-
ventes a las superficies de las cremalleras . y .5, respectivamente.
El proceso es similar al descrito anteriormente. En este caso, de la
ecuacion de engrane f.; = 0 se deriva el siguiente valor del pardmetro
del movimiento ;:

B [2a2u? + (1 + a;so cos ay, )u; — U] cos B

VYi(ug, ;) =

(sen oy, — 2a;u; COS O )T
[l; sen a,, — 2a;u;l; cos ay ] sen B

6.2.7
(sen o, — 2au; COS O )i ( )

Entonces, es posible representar 3; como
Ri(ui, i) = ri(ug, li, i(ui, 1)) (6.2.8)

La normal a ¥; se determina como
OR; OR;

N;(ug, l;) = — 6.2.9
’L(’U’Z? Z) 8”@ X 8lZ ( )

6.3. Generacion del engranaje de cara

La superficie del engranaje de cara o se obtiene como envolvente de la
familia de superficies del cortador ¥.. Dado que se han descrito dos tipos de
geometria, la superficie del cortador X5 puede venir dada: (i) por las ecua-
ciones (6.2.4)-(6.2.5) en el caso de una superficie con perfil de evolvente, o
(ii) por la ecuacion (6.2.8). En ambos casos se debe considerar en dichas
ecuaciones un subindice ¢ = s.

La Figura 6.3.1 representa de forma esquemaética la generacion del en-
granaje de cara. Los sistemas de coordenadas utilizados en la formulacion de
Y9 son los sistemas fijos Sy, y Sg v los sistemas moviles Sy y Ss. El pardmetro
Ly se considera de forma que O, se encuentra en la seccién central del corta-

dor. Los parametros Lo y Ly determinan las dimensiones exterior e interior
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del engranaje de cara y pueden ser determinados a partir de las condiciones
de penetracién y apuntamiento.

El angulo 7, es el angulo entre ejes del cortador y el engranaje de cara.
La distancia rps es el radio del cilindro primitivo del cortador. La distancia
ay constituye el adendo del engranaje de cara. El cortador y el engranaje
de cara estdn sometidos a sendas rotaciones alrededor de los ejes z, v Zm,

respectivamente, y segtn la siguiente relacion:

b _ N
¢2 Ns

donde 1 es el angulo de rotacién del cortador y 19 es el angulo de rotacion

(6.3.1)

del engranaje de cara.
La superficie 39 se determina mediante la consideracién simultdnea de las

siguientes ecuaciones

r2(us, s, Ps) = Mas ()15 (us, ls) (6.3.2)
81‘2 81‘2 81‘2 . .
(aus X 8ls> . a—'é/)s = fso(us,ls,1s) =0 (6.3.3)

El vector ro(us, s, 1s) representa la familia de superficies del cortador X
en el sistema Ss. La ecuacion fso = 0 representa la ecuaciéon de engrane.
Las ecuaciones (6.3.2) y (6.3.3) consideradas simultaneamente representan la
superficie X5 a través de tres parametros relacionados. La ecuacién de engrane

puede ser determinada ademéas como

N, - V§52) = st(u87lsa¢s) =0 (6.3.4)

donde Ny es la normal a X, representada en Sy y vgsz) es la velocidad relativa

representada en Ss.

Teniendo en cuenta que la superficie del cortador estd formada por la
superficie con perfil de evolvente y por la superficie de cabeza (Fig. 6.3.2(a)),
la superficie del diente del engranaje de cara (Fig. 6.3.2(b)) estara formada
por: (i) la superficie activa generada por la superficie de evolvente o por la
superficie modificada de evolvente (segun el tipo de geometria considerada),
y (ii) por la superficie de acuerdo generada por la superficie de cabeza del

cortador. La superficie de cabeza del cortador estd definida por el arco de
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Figura 6.3.1: Sistemas de coordenadas utilizados en la determinaciéon de la
superficie del engranaje de cara Xo: (a) sistemas fijos S, y Sg; (b) sistemas

moviles Sy y Ss.
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radio p, el cual es tangente al circulo de adendo del cortador. La utilizacion
de la superficie de cabeza del cortador definida segin el radio p permite reducir

las tensiones de flexion en el engranaje de cara [Litvin et al., 2002b).

Superficie de cabeza

pes

Detalle de cabeza

Superficie de
evolvente

Diente del cortador

(a)

acuerdo

Diente del engranaje de cara

(b)

Figura 6.3.2: Estructura de las superficies del cortador y del engranaje de
cara: (a) superficies de evolvente de circulo y de cabeza del cortador, (b)

superficies activa y de acuerdo del engranaje de cara.

La longitud del diente del engranaje de cara viene limitada por las dimen-
siones L1 y Ly (Fig. 6.3.1(a)) con el fin de evitar la penetracion en el plano
A y el apuntamiento en el plano B (Fig. 6.3.2(b)).

Para evitar la penetracion se debe considerar (véase Apartado 2.5):

(i) La penetracion esta asociada a la presencia de puntos singulares en la

superficie generada g.
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(i)

(iii)
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Los puntos singulares son generados por puntos regulares de la super-
ficie generadora Y cuando la velocidad del punto de contacto en su

movimiento sobre o se hace igual a cero:

r r

La Ec. (6.3.5) y la ecuacion diferencial de engrane

%[fSQ(us,ls,¢s)] —0 (6.3.6)

permiten obtener un sistema de cuatro ecuaciones lineales con dos in-
cognitas: dus/dt y dls/dt. El sistema tiene solucion si la matriz del

sistema

ory  Org e
Ooug Ol s
A= (6.3.7)
8f52 ast o ast di/)s
dus  Ol, O, dt

tiene rango r = 2. Esto permite obtener la ecuacién

Fs?(umlsﬂps) =0 (6-3.8)

La ecuacion de engrane (6.3.4) y la ecuacion (6.3.8) permiten obtener
sobre la superficie ¢ una linea de puntos regulares Lg que generan
puntos singulares en ¥,. La limitacién de la superficie X5 por la linea
L permite evitar la aparicién de puntos singulares en »,. Limitando la
superficie del cortador con el plano A (Fig. 6.3.3) se evita la aparicion de
la linea L, sobre la superficie de cortador, obteniéndose el valor minimo
de L.

El apuntamiento en el engranaje de cara significa que el ancho de cabeza

es cero. La méxima longitud Lo se obtiene considerando la condiciéon de que

las superficies activas de ambos lados del diente se intersectan.

La longitud méxima del diente del engranaje de cara viene dada por la

diferencia Ly — Ly y se puede expresar mediante el coeficiente adimensional

Ly Ly

mnp

(6.3.9)

C
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Superficie X

Plano A

Figura 6.3.3: Linea limite L, sobre la superficie del cortador que genera puntos

singulares sobre la superficie X».

El coeficiente ¢ depende de la relacion de transmision mis y del angulo de
hélice. La Figura 6.3.4 muestra que el dngulo de hélice afecta ligeramente al
coeficiente c¢. Dicho coeficiente ha sido determinado teniendo en cuenta que
en una transmision helicoidal la zona céncava del diente es la que limita la
longitud L;. Las condiciones de penetracién en la zona convexa dan valores
maés pequenos de L;. Los datos considerados en la Fig. 6.3.4 son: «a,, = 27,5°,
Ae = 1,0, my, = 3,175 mm, y,, = 90°.

6.4. Analisis del contacto (TCA)

El analisis del contacto o TCA permite simular el engrane entre las su-
perficies del pinén helicoidal 3; y del engranaje de cara g considerando el
efecto de los errores de alineacion en los errores de transmisién y en el de-
splazamiento del camino de contacto. El algoritmo del TCA estd basado en
la condicion de tangencia de las superficies X1 y Xy durante el engrane (véase
Fig. 2.9.1).

El TCA ha sido aplicado en las dos versiones de geometria consideradas:
(a) basada en superficies de evolvente, (b) basada en superficies conjugadas

de cremalleras con perfil parabdlico.
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NN, =8 — =10
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m,,=5
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" ///‘//
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Figura 6.3.4: Variacion del coeficiente adimensional c.

El programa de TCA esta basado en las siguientes consideraciones:

(1)

La superficie helicoidal del pinién ¥ y su normal unitaria vienen dadas

en el sistema .S; por
rp (ulall)a n; (Ul,ll) (641)

De forma anéloga, la superficie del engranaje de cara o y su normal

unitaria vienen dadas en Sy por los vectores

rz(us,lsﬂ/)s), n2(u57lsa1/)s) (6'4'2)

y la ecuacién de engrane entre el cortador y el engranaje de cara

f25(u53l53¢5) =0 (6.4.3)

Ademas de los sistemas de coordenadas S y So rigidamente conectados
al pinén y al engranaje de cara, respectivamente, se considera el sistema

fijo Sy donde se considera el engrane entre X; y Xo.
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(iii) La condicion de tangencia de las superficies ¥; y 3o en el sistema S

viene dada por

r‘(fl) (u1,ll,¢1) - rg‘?) (u571571/)sa¢2) =0 (644)
nsfl)(ulallu¢1) - ;2)('”5,[5,1/)57@52) =0 (645)
f82(u57lsa1/)s) =0 (646)

(iv) El sistema de ecuaciones (6.4.4)-(6.4.6) contiene seis ecuaciones no lin-
eales independientes y siete incognitas, dado que |n5f1)| = |n5f2)| = 1.
El Jacobiano del sistema de ecuaciones es distinto de cero dado que
las superficies 31 y 39 son tangentes en un punto. Usando el teorema
de existencia de la funciéon implicita [Korn & Korn, 1968|, se obtiene
la solucién del sistema de ecuaciones (6.4.4)-(6.4.6) como funcion del
parametro ¢;. La soluciéon se obtiene mediante un proceso iterativo

basado en el método de Newton-Raphson.

En las Figs. 6.4.1(a) y 6.4.1(d) se representan los sistemas de coordenadas
S1, S2y 8. Los sistemas de coordenadas auxiliares Sy, Sp, y Se (Figs. 6.4.1(b),
(c) y (d)) se utilizan para la simulacion de los errores de alineacion Avy,,, AE
y Aq. La magnitud B representa la distancia entre centros entre el cortador

y el pinén y viene dada por
p="n Nsi= I (6.4.7)

2 cos f3

Los resultados obtenidos del TCA en los dos tipos de geometria obtenidos

SOIl:

Caso 1: Las superficies de los dientes de pinén y cortador presentan

perfiles de evolvente.

(i) La trayectoria del contacto esta orientada en la direccion del perfil tanto

en una transmisién con pinén helicoidal como con pinén recto.

(ii) Los errores de alineacion A<y correspondiente al dngulo entre ejes, Ag
correspondiente al desplazamiento axial del engranaje de cara y AE
correspondiente a la distancia entre ejes no producen errores de trans-

misién.
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Figura 6.4.1: Sistemas de coordenadas utilizados en la simulacién del engrane:

(a) sistemas S; y Sp; (b) sistemas Sy y Sq; (c) sistemas S,, Sy y Se; (d)

sistemas S, y So.

(iii) No obstante, los errores de alineacion antes mencionados producen el

desplazamiento del camino de contacto. El desplazamiento axial Aq del

engranaje de cara y el desplazamiento AFE del pinén respecto del en-

granaje de cara pueden utilizarse para desplazar el contacto a la posicién

original.

Caso 2: Las superficies de los dientes de pinén y cortador se de-

terminan como envolventes de cremalleras con perfiles parabélicos.
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(i) Existe un fenomeno de asimetria en la formacion del contacto el cual es

mas evidente cuando el angulo de hélice es mayor (véase Fig. 6.4.2).

Figura 6.4.2: Contacto asimétrico en una transmisiéon de engranaje de cara

con pinén helicoidal en la segunda version de geometria.

(ii) El camino de contacto esté orientado en la parte convexa segun la di-
reccion longitudinal y ésta representa la ventaja mas importante de este

tipo de geometria.

(iii) Se evita el contacto en el borde, como se demostrara en el Apartado 6.8

sobre analisis de tensiones.

(iv) En el nuevo tipo de geometria aparece una funcion de errores de trans-
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(v)
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mision de tipo parabolico y con un nivel méximo de error (Fig. 6.4.3).

A¢21 (seg. ang.)

Figura 6.4.3: Funcién de errores de transmision.

El camino de contacto puede ser optimizado mediante la variaciéon de
la diferencia entre los coeficientes de parabola de los perfiles de las cre-
malleras del pifion y del cortador. La Fig. 6.4.4(a) muestra el camino
de contacto obtenido para los siguientes valores de los coeficientes de
parabola: a; = 0,003 mm™" en la cremallera del cortador y a; = 0,002
mm ! en la cremallera del pifion. La Fig. 6.4.4(b) muestra el desplaza-
miento del camino de contacto debido a un error Ay = 3 min. ang.
En la Fig. 6.4.4(c) se ha desplazado el contacto a la posicién original

utilizando el desplazamiento Ag.

El abombamiento longitudinal del pinén utilizando, por ejemplo, un
disco de rectificado, permite disminuir la sensibilidad de la transmisién a
los errores de alineacion. La Fig. 6.4.4(d) muestra que el desplazamiento
del contacto debido al mismo error Ay = 3 min. ang. que el mostrado
en la Fig. 6.4.4(b) es menor. En este caso se utilizo un coeficiente a, =
0,0001 mm™" en la funcién paraboélica de la distancia entre los ejes del

disco y del pin6on durante el proceso de generacion.
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Figura 6.4.4: Caminos de contacto en los siguientes casos: (a) sin errores
de alineacion; (b) con un error Ay = 3 min.ang.; (c) desplazamiento axial
Aq = —0,65 mm aplicado para restablecer el camino de contacto; (d) error

A~y = 3 min.ang. y aplicacién de un abombamiento longitudinal en el pinén.

6.5. Diseno del cortador sinfin

El diseno del cortador sinfin para el rectificado del engranaje de cara
permite la aplicacion de materiales endurecidos. También es posible utilizar el
cortador sinfin como herramienta de corte en lugar del cortador convencional.

El diseno del cortador sinfin exige:
(i) Diseno del cortador sinfin considerando los dos tipos de geometria.

(ii) Estudio de las singularidades de superficie.
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(i)
(iv)

6.5.1.

Capitulo 6. Engranajes de cara

Limitaciones del cortador sinfin debido al angulo de hélice.

Determinaciéon de la superficie del engranaje de cara generada por el

cortador sinfin.

Angulo entre ejes del cortador convencional y el corta-
dor sinfin

La determinacion del angulo entre ejes se obtiene como sigue:

(1)

(i)

(iii)

Las superficies ¥, del cortador convencional, >, del cortador sinfin y
39 del engranaje de cara tienen un punto de tangencia comin P, el
cual pertenece a las superficies primitivas del cortador convencional,

del cortador sinfin y del engranaje de cara (Fig. 6.5.1).
La distancia méas corta entre ejes E, (Fig. 6.5.1) viene dada por

Eys = rpw — Tps (6.5.1)
donde rps y Ty son los correspondientes radios primitivos.

La velocidad de deslizamiento y el vector i; tangente comun a las hélices
del cortador convencional y del cortador sinfin son colineales. Con-
siderando la igualdad de los pasos normales en ambos elementos se

obtiene:

Yws = 90° — ,B £ Ay (652)

Tps Ny cos 3

_— 6.5.3
Ns(Ews + Tps) ( )

Ay = arcsen

donde Ny y N, son los nimeros de dientes del cortador convencional y
el nimero de filetes del cortador sinfin. El signo superior e inferior en la
ecuacion (6.5.2) corresponden a la utilizacion de un cortador a derechas

y otro a izquierdas, respectivamente.
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Figura 6.5.1: Tangencia del engranaje de cara, el cortador convencional y el

cortador sinfin en el punto P.

6.5.2. Generacion de la superficie del cortador sinfin >,

La superficie del cortador sinfin 3, se obtiene como envolvente de la
familia de superficies del cortador convencional Y. La superficie ¥, viene

dada en el sistema de coordenadas S,, por:

ry(Us, ls, Ps) = Muys(s)rs(us, ls) (6.5.4)

NS ) Vgsw) = fs’w(u57 lsa¢s) = 0 (655)

El vector ry(us,ls) representa la superficie del cortador convencional. La
matriz My,s(1)s) es la matriz de transformacion de coordenadas del sistema
S, al sistema Sy, (Fig. 6.5.2). El vector ry,(us,ls,1s) representa en el sistema
Sy la familia de superficies X5 del cortador convencional. La Ec. (6.5.5) es

la ecuaciéon de engrane entre las superficies del cortador convencional y del
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Figura 6.5.2: Sistemas de coordenadas utilizados en la determinacién de la

superficie del cortador sinfin.

cortador sinfin. El pardmetro 15 es el pardmetro generalizado del movimien-
to considerando que el cortador convencional y el cortador sinfin presentan
movimientos de rotacion alrededor de los ejes z, y z.. Ambas rotaciones estan
relacionadas por la siguiente ecuacion

Y5 _ Do (6.5.6)

$w N

Las ecuaciones (6.5.4) y (6.5.5) consideradas simultaneamente represen-
tan la superficie del cortador sinfin a través de tres parametros relacionados
(us,ls,1s). La Fig. 6.5.3 muestra el engrane simultaneo del engranaje de cara,

el cortador convencional y el cortador sinfin.
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Cortador sinfin

Engranaje de

Cortador convencional

Figura 6.5.3: Ilustracion del engrane simultaneo del cortador sinfin, el cortador

convencional y el engranaje de cara.

6.6. Singularidades del cortador sinfin

El procedimiento para obtener las singularidades en el cortador sinfin es
similar al representado en la Seccion 6.3.
El procedimiento desarrollado estd basado en las siguientes considera-

ciones:

(i) El cortador convencional y el cortador sinfin se encuentran en contac-
to lineal y las lineas de contacto se han representado en el plano de

parametros (us,ls) del cortador convencional (Fig. 6.6.1).

(ii) Se obtiene una linea instantédnea de contacto para cada valor consider-

ado del parametro ;.

(iii) Utilizando el procedimiento de determinacion de singularidades, se puede

determinar la linea de penetracion constituida por puntos regulares en



216 Capitulo 6. Engranajes de cara

el cortador convencional que generan puntos singulares en el cortador

sinfin.

lTneas de penetracion

us(mm)

1, (mm)
(a)
lineas de penetracion
. \Wz
\. \ 1, (mm)

(b)

Figura 6.6.1: Lineas de contacto y penetraciéon correspondientes a la gen-
eracion de un cortador sinfin por un cortador convencional con un angulo de

hélice de 5°: (a) lado conductor, y (b) lado conducido.

El 4rea entre las dos lineas de penetracion esta libre de singularidades y los
valores del pardmetro 1 en dicha &rea estdn permitidos. La rotaciéon méxima
s debe ser mayor que 27/ Ny, que representa el angulo de giro correspondiente
a un diente del cortador convencional.

En el caso de un valor elevado del angulo de hélice, puede resultar que la
rotacion maxima de 1, sea inferior a 27 /N, con lo que el angulo de rotacion
del cortador sinfin sera inferior a 27 /N,,, donde N,, es el nimero de filetes del
cortador sinfin. Esto significa que la superficie del cortador sinfin necesaria

para la generacion presenta singularidades.
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La disminucién del d&ngulo de hélice o del diametro del cortador sinfin per-
miten obtener un cortador sinfin cuya superficie necesaria para la generacion
estd libre de singularidades. La Fig. 6.6.2(b) muestra un cortador sinfin con
un didmetro inferior al del cortador convencional con el fin de evitar las sin-
gularidades. Las lineas de contacto y de penetraciéon se han representado en
el plano de parametros del cortador convencional en la Fig. 6.6.3 para este
caso, el cual muestra la existencia de la envolvente E a las lineas de contacto.

El grafico de la Fig. 6.6.4 muestra el dngulo de hélice permisible en el
cortador como funcién del ratio ry, /rps. Los datos de disefio considerados
se muestran en la Tabla 6.6.1. El incremento de area corresponde a la uti-
lizacion de la geometria modificada en el cortador convencional, donde se ha
utilizado un abombamiento basado en una funcién parabdlica con un valor

del coeficiente a; = 0,003 mm—".

Tabla 6.6.1: Parametros de diseno del cortador sinfin.

Numero de dientes del cortador convencional, N, 30
Nuamero de dientes del engranaje de cara, Na 140
Nuamero de filetes del cortador sinfin, N, 1
Modulo, my, 3,175 mm
Angulo de presién normal, oy, 27,5°
Parametro de espesor relativo, A, 0,95

6.7. Generacion del engranaje de cara a partir del

cortador sinfin

La generacién del engranaje de cara que engranard con el pinén se ob-
tiene normalmente a partir de un cortador convencional. A continuaciéon se
presenta la generacion del engranaje de cara a partir del cortador sinfin. Dicha
generaciéon estd basada en el engrane simultdneo del cortador sinfin, el cor-
tador convencional y el engranaje de cara (Fig. 6.5.3) teniendo en cuenta lo

siguiente.
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(b)

Figura 6.6.2: Tlustracion del engrane de: (a) el cortador convencional y el
engranaje de cara y (b), el cortador sinfin y el engranaje de cara donde el

didmetro del cortador sinfin es inferior al del cortador convencional.
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Figura 6.6.3: Lineas de contacto, penetraciéon y envolvente E a la familia de
lineas de contacto: (a) y (b), lineas de contacto en el lado conductor corre-
spondiendo a dos regiones, donde cada regiéon estd limitada por una de las
lineas de penetracion y la envolvente; (c¢) y (d) lineas de contacto en el lado

conducido para dos regiones similares.
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Incremento del Grea
permisible

Area permisible

Angulo
de hélice

2 3 5 & 7 8
07365 0,88 1.11 167\ 227 405
1,23 1,49 1,89 26 3,97 7,23

Ratio de radios T

primitivos Toe
Figura 6.6.4: Relacion entre el &ngulo de hélice y el ratio de los radios prim-
itivos del cortador sinfin y el cortador convencional con el fin de obtener un

filete del cortador sinfin libre de singularidades.

La superficie del cortador convencional > presenta contacto lineal con la
superficie del engranaje de cara X5 y con la superficie del cortador sinfin .
Las lineas Lgo y Lgy, indican las lineas de tangencia de las superficies g y
Y9, v de las superficies ¥ y X, respectivamente (Figs. 6.7.1(a) y (b)). Sin
embargo, las superficies del cortador sinfin ¥, y del engranaje de cara X9 se
encuentran en contacto puntual en cada instante dado que las lineas Lgo y
Ly, no coinciden sino que se intersectan (Fig. 6.7.1(c)).

Si consideramos ahora que el cortador sinfin y el engranaje de cara giran

en torno a sus respectivos ejes segin la siguiente ecuacion

w N
ZZ—Q = N—i (6.7.1)

debido a la tangencia en un punto entre ¥, y X9, el cortador sinfin generara
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Figura 6.7.1: Lineas de contacto sobre la superficie del cortador convencional
¥s: (a) lineas de contacto Lgy entre g y Yo, (b) lineas de contacto Ly, entre
Y5y Xy, (c) lineas de contacto Lgo y Ly, para un determinado valor del

pardmetro del movimiento.

un linea sobre la superficie Y.
La generacion de la superficie completa Yo a partir del cortador sinfin re-
quiere la aplicaciéon de un proceso de doble envolvente basado en las siguientes

ideas:

(1) El cortador sinfin, el cortador convencional y el engranaje de cara en-
granan simultdneamente, como se representa en la Fig. 6.5.3. El cor-

tador sinfin y el engranaje de cara presentan movimientos de rotacion
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(4)
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relacionados por la Ec. (6.7.1). Sin embargo dichos movimientos no son

capaces de generar la superficie completa del engranaje de cara.

La superficie completa del engranaje de cara se obtiene si se aporta al
cortador sinfin un movimiento de alimentacién respecto al engranaje de

cara.

El movimiento de alimentacion significa que la posicién del cortador
sinfin varia durante el proceso de generacion. El cortador sinfin genera

en cada posicién una linea sobre la superficie del engranaje de cara.

Las distintas posiciones del cortador sinfin, el cortador convencional y

el engranaje de cara se realizan de la siguiente forma:

(i) El cortador sinfin se traslada en la direccion del eje del cortador
convencional la magnitud Al,, y, simultdneamente, el cortador con-
vencional gira el angulo Ay, (Fig. 6.7.2). Las magnitudes Al, y
A, son componentes del movimiento helicoidal que el cortador
sinfin realiza alrededor del eje del cortador convencional y estan

relacionadas como

Al,
As

donde p; es el parametro de helicoide del cortador convencional.

Ds (6.7.2)

La ecuacion (6.7.2) permite que las superficies X, y X5 sean tan-

gentes en cada posicion del cortador sinfin.

(ii) La tangencia simultinea de las tres superficies en cada posicion
del cortador sinfin requiere que el engranaje de cara gire un dngulo

adicional Ats, el cual se determina como

N _ Al N,
Ny ps No

Ay = Arpy - (6.7.3)
La obtencion de la superficie del engranaje de cara a partir del cor-
tador sinfin se puede representar como un proceso continuo de doble
envolvente basado en la aplicaciéon de dos conjuntos independientes de

parametros:
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Yt

Tas

Figura 6.7.2: Sistemas de coordenadas utilizados en la generacion del engrana-

je de cara por un cortador sinfin.

(i) El conjunto de parametros (i)y,12) relacionados por la ecuacion
(6.7.1).

(ii) El conjunto de parametros (Al,,, At)y) relacionados por la ecuacion
(6.7.3).

La superficie 5 del engranaje de cara se determina como envolvente a una
familia biparamétrica de superficies del cortador sinfin y viene representada

por las siguientes ecuaciones:

ro (Usa Psy Yw, Alw) = Moy, (¢wa Alw)Rw (’U’Sa ¢s) (6-7'4)

Ny - v§0200) = £ (uy, 1y, P, Aly) = 0 (6.7.5)
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N, - vguwz,Azw) - fTE]ZZ)(usai/)Sur‘/)qulw) =0 (6.7.6)

La ecuacion vectorial ro(us, 1, Py, Aly) representa en el sistema de coorde-
nadas Sy la familia de superficies del filete del cortador sinfin; las Ecs. (6.7.5)
y (6.7.6) representan las ecuaciones de engrane; (us, 15) son los parametros de
superficie del cortador sinfin; 1, y Al,, son los parametros independientes del
movimiento; N, es la normal a la superficie del cortador sinfin en el punto de
contacto; el vector V&wZ,ww) representa la velocidad relativa entre el cortador
sinfin y el engranaje de cara cuando el parametro 1, varia y el parametro
Al,, se mantiene fijo; el vector vq(uwz’m“’) representa la velocidad relativa entre
el cortador sinfin y el engranaje de cara cuando el parametro Al, varia y
el parametro 1, es fijo. Ambos vectores de velocidad relativa, asi como la
normal, estan representados en el sistema .S,,. Los sistemas de coordenadas
utilizados estan representados en la Fig. 6.7.2. La superficie obtenida coincide

con la generada a partir del cortador convencional.

6.8. AnAlisis tensional
Los objetivos del anélisis tensional son:
(i) Estudio de la formacion del contacto a lo largo del ciclo de engrane.

(ii) Comparacion de los estados tensionales de contacto y flexion en las dos

versiones de geometria (ver Apartado 6.2).

El anéilisis de tensiones estd basado en el método de los elementos finitos
[Zienkiewicz & Taylor, 2000] y en la aplicaciéon de un programa de elementos
finitos de uso general [Hibbit, Karlsson & Sirensen, Inc., 1998].

El procedimiento para la construcciéon del modelo ya ha sido presentado
en el Capitulo 2. Los modelos se determinan considerando las ecuaciones de
las superficies de los dientes. Las Figs. 6.8.1(a) y (b) muestran los modelos de
elementos finitos para un diente del pinién y otro diente del engranaje de cara.
La generacion del modelo del engranaje de cara debe considerar la estructura

peculiar del diente del engranaje de cara (véase Fig. 6.3.2).
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Figura 6.8.1: Modelos de elementos finitos de (a) un diente del pifion y (b)
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un diente del engranaje de cara.

Las condiciones de contorno se establecen segtn las directrices explicadas

en el Capitulo 2. La Figura 6.8.2 muestra el caso de un modelo de tres pares

de dientes.

2

Ejemplo numérico

6.8.1.

El anilisis de tensiones se ha realizado para los dos tipos de geometria

descritos en el Apartado 6.2: (i) las superficies de los dientes del pinén y del

cortador convencional corresponden a superficies de evolvente de circulo, y

~ 4

(ii) las superficies de los dientes del pinon y del cortador convencional son

envolventes de cremalleras con perfiles parabélicos. Los caminos de contacto

longitudinal en los

on

: 2

estan orientados en la direccion del perfil y en la direcci

casos (i) y (ii) respectivamente.

fa se han analizado considerando los siguientes

Los dos tipos de geometr

ejemplos, con los pardmetros de diseno que se representan en la Tabla 6.8.1.

inén con perfil

Ejemplo 1. Se considera una transmisiéon formada por un pi

de evolvente y un engranaje de cara generado por un cortador convencional

basado igualmente en el perfil de evolvente.

inén con

2 y 3. Se considera una transmisiéon formada por un pi

Ejemplos
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Tabla 6.8.1: Parametros de disenio en los Ejemplos 1, 2 y 3.

Parametro de diseno Ej.1 Ej. 2 Ej. 3
Nuamero de dientes del pinén, N 25 25 25
Numero de dientes del cortador, Ny 28 28 28
Numero de dientes del engranaje de cara, No | 160 160 160
Modulo, m,, (mm) 6,35 6,35 6,35
Angulo de presiéon normal, oy, (deg.) 25 25 25
Parametro de espesor relativo, A, 0,9 0,9 0,9
Angulo entre ejes, vy, (deg.) 90 90 90
Angulo de hélice, 8 (deg.) 15 15 15
Radio interior engranaje de cara, Ly (mm) 500 510 510
Radio exterior engranaje de cara, Ly (mm) 590 590 590
Coeficiente parabolico, a; (mm™!) 0,0 -0,002  +0,002
Coeficiente parabolico, a; (mm ') 0,0 +0,003  +0,003
Localizacion veértice parabola, u, (mm) - 1,99678  0,99839
Coeficiente parabolico, a, (mm~1) 0,0 0,0001  0,0001
Desplazamiento AE (mm) 0,0 -0,5 -0,5

superficies modificadas y un engranaje de cara cuyo cortador también pre-
senta superficies modificadas. La modificacién de las superficies estd basada
en la utilizacion de cremalleras con perfiles parabélicos. Las condiciones del
contacto se optimizan utilizando el desplazamiento AE (véase Fig. 6.4.1),
variando los coeficientes de los perfiles parabolicos, desplazando el vértice de
las parabolas (véase Fig. 6.2.2) o mediante el abombamiento longitudinal del
pinon.

La optimizacion de los parametros de disefio en el segundo tipo de ge-

ometria es un proceso iterativo que permite obtener:

(i) Dimensiones suficientes de las elipses instantaneas del contacto y una

orientacion mas favorable de las mismas.

(ii) Las mejoras mencionadas en (i) pueden verse acompanadas por una
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ligera desviacion de la trayectoria longitudinal.
(iii) El proceso iterativo permite excluir areas de contacto severo.

Los parametros de diseno correspondientes a los Ejemplos 2 y 3 (véase
Tabla 6.8.1) constituyen dos casos intermedios en el proceso iterativo de op-
timizaciéon de las condiciones de contacto. La Figura 6.8.3 muestra que los
caminos de contacto estdn orientados: (i) segun la direccion del perfil en el
caso de un pinén con geometria de evolvente (Fig. 6.8.3(a)), y (ii) en la di-
reccion longitudinal en el caso de un pin6on con geometria modificada (Figs.
6.8.3(b), 6.8.3(c)).

La Figura 6.8.4 muestra el modelo aplicado de elementos finitos con tres
pares de dientes. Las Figuras 6.8.5 a 6.8.8 muestran los resultados del anélisis
de tensiones y la formacion del contacto.

Los elementos considerados en el modelos son del tipo C3DS8I de primer
orden (mejorados con modos incompatibles para mejorar el comportamien-
to a flexion). El namero total de elementos es 71460 con 87360 nodos. El
material es acero con un moédulo de Young E = 2,068 - 10° MPa y un coefi-
ciente de Poisson de 0,29. El par aplicado es de 4000 Nm en los tres ejemplos
considerados.

Las Figs. 6.8.5(a) y 6.8.5(b) muestran la formacion del contacto sobre las
superficies del pinén y del engranaje de cara, respectivamente, en el caso del
ejemplo 1. El camino de contacto en la direccion del perfil es el responsable
del contacto en el borde de cabeza.

Las Figs. 6.8.6(a) y 6.8.6(b) muestran la formacion del contacto sobre la
superficie de los dientes del engranaje de cara en los Ejemplos 2 y 3, respecti-
vamente. El camino de contacto esta orientado longitudinalmente con lo que
se evita el contacto en el borde. Las dimensiones de la elipse de contacto son
mayores en el Ejemplo 3.

Las Figs. 6.8.7(a) y 6.8.7(b) muestran la formacion del contacto sobre la
superficie del pinon en los Ejemplos 2 y 3, respectivamente. La Fig. 6.8.7(b)
muestra un area de contacto severo sobre la superficie del pinén correspondi-
ente al Ejemplo 3.

Se ha analizado el valor de las tensiones de contacto y flexion a lo largo
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Nodos fijos

Engranaje de cara
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Figura 6.8.2: Esquema de: (a) condiciones de contorno en el pinén y en el en-
granaje de cara, y (b) superficies rigidas para la aplicacion de las condiciones

de contorno en el pinoén.
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(a) engranaje de cara pifién

.

[ —— | L

(b) engranaje de cara pifion

[ = | | === |

| — — 1

engranaje de cara pifion

(c)

Figura 6.8.3: Caminos de contacto sobre el pifién y el engranaje de cara en:

(a) Ejemplo 1, (b) Ejemplo 2 y (¢) Ejemplo 3.

del ciclo de engrane. Las Figuras 6.8.8 y 6.8.9 muestran la variaciéon de las
tensiones de contacto y flexion, respectivamente, en los tres casos considera-
dos. El contacto en el borde se evita en los Ejemplos 2 y 3 y ésta es la razon
por la que los picos elevados de tension de contacto (Fig. 6.8.8) aparecen en
el Ejemplo 1 pero no en los Ejemplos 2 y 3. Las tensiones de flexién son més
elevadas en el Ejemplo 2 porque la distribucién de la carga estd concentrada
en un area menor. Esto se ha mejorado en el Ejemplo 3. La gran ventaja de
la geometria propuesta (Ejemplos 2 y 3) es que se evita el contacto en el bor-
de. El diseno representado en el Ejemplo 3 representa una mejora del disenio
representado en el Ejemplo 2 dado que el nivel de las tensiones de contacto y

flexion se ha reducido. Sin embargo, el Ejemplo 3 es todavia mejorable si se
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Figura 6.8.4: Modelo de elementos finitos con tres pares de dientes.
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los coeficientes de parédbola para conseguir una trayectoria mas longitudinal.
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S, Mises (MPa)
(Ave. Crit.: 75%)
+6.974e+02
+6.393e+02
+5.812e402
+5.231e402
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+1.73de402
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+5.813e+01
+7.833e-03

S, Mises (MPa)
(Ave. Crit.: 75%)
+7.279e+02
+6.673e+02
+6.066e+02
+5.460e+02
+4.853e+02
+4.246€+02
+3.640e+02
+3.033e+02
+2.426e+02
::IL,SZOS+02 T. Flex.: 105.2 MPa
+6.
+4.

Figura 6.8.5: Tensiones de contacto y flexion para cierto punto de contacto

en el Ejemplo 1 en: (a) piion y (b) engranaje de cara.
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T. Flex.: 204 MPa

(a)

T. Flex.: 192 MPa

(b)

Figura 6.8.6: Tensiones de contacto y flexiéon en el engranaje de cara para

cierto punto de contacto en: (a) Ejemplo 2 y (b) Ejemplo 3.
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S, Mises (MPa) T. Flex.: 306 MPa
(Ave. Crit.: 75%)
+1.205e+03
+1.100e+03
+1.008e+03
+9.167e+02
+8.250e+02
+7.333e+02
+6.417e+02
+5.500e+02
+4.583e+02
+3.667e+02
+2.750e+02
+1.833e+02
+9.168e+01
+1.264e-02

\(31

(a)

S, Mises (MPa) T. Flex.: 254 MPa
(Ave. Crit.: 75%)
+1.125e+03
+1.000e+03
+9.167e+02
+8.333e+02
+7.500e+02
+6.667e+02
+5.833e+02
+5.000e+02
+4.167e+02
+3.334e+02
+2.500e+02
+1.667e+02
+8.336e+01
+3.183e-02

Area de contacto
2 severo

\<31

(b)

Figura 6.8.7: Tensiones de contacto y flexiéon en el pifién para cierto punto de

contacto en: (a) Ejemplo 2 y (b) Ejemplo 3.
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Tension de Contacto (MPa)

Capitulo 6. Engranajes de cara

Contacto en el Borde
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Figura 6.8.8: Variacion de las tensiones de contacto a lo largo del ciclo de

engrane en los tres ejemplos de disefio: (a) en el pifion y (b) en el engranaje

de cara.
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Figura 6.8.9: Variacion de las tensiones de flexion a lo largo del ciclo de
engrane en los tres ejemplos de disefio: (a) en el pifion y (b) en el engranaje

de cara.






Capitulo 7
Resultados y conclusiones

En la presente Tesis Doctoral se han propuesto las bases para el diseno y
la fabricacion de engranajes cilindricos rectos y helicoidales de bajo nivel de
ruido y vibracién. Las ventajas de la aplicacién de engranajes cilindricos con
geometria modificada para la reduccion de los niveles de ruido y vibracion, se
han comprobado mediante la simulaciéon del engrane y el estudio del contacto
de estas transmisiones frente a posibles errores de alineacion y/o fabricacion,
asi como mediante el anélisis tensional por el método de los elementos finitos.
Ademas, se ha presentado la geometria de las transmisiones de engranajes de
cara, en los que un engranaje cilindrico, ya sea recto o helicoidal, engrana con
una rueda que tiene sus dientes tallados en una de sus caras, y que permite
la transmisién de potencia entre ejes que se intersectan con relaciones de

transmision relativamente grandes.

Se han estudiado las condiciones del contacto en engranajes cilindricos de
perfil de evolvente con ejes que se cruzan para considerar el caso més gen-
eral, y estudiar la sensibilidad del contacto en estas transmisiones frente a
la presencia de errores de alineacién y fabricacién en funcién del angulo en-
tre ejes . Se ha obtenido que la huella del contacto (representacion de las
sucesivas elipses instantdneas de contacto) se desplaza sobre las superficies
de los dientes cuando se presentan errores de alineacién y/o fabricacion. El
valor del desplazamiento depende de la cuantia del error, del tipo de error y

de la sensibilidad de la transmisién al tipo de error considerado. La funcién
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de errores de transmision, no obstante, es nula, y la acciéon conjugada existe
aun en la presencia de errores de alineacion y/o fabricacion, siempre que el
contacto tenga lugar dentro de la superficie real de los dientes en contacto.
Puesto que las superficies de los dientes tienen unas dimensiones finitas, cuan-
do el contacto teodrico se desplaza més alld de los limites de las superficies,
el contacto real tendra lugar entre el borde de un diente y la superficie del
otro, o entre los dos bordes de ambas superficies de contacto. En este caso,
aparecen grandes errores de transmision y la accién de engrane deja de ser

conjugada.

Se ha demostrado que las transmisiones con ejes que se cruzan perpen-
dicularmente son poco sensibles a los errores de alineacién y fabricacion y
el contacto se mantiene normalmente dentro de la superficie de los dientes
para los errores considerados. Cuando el angulo entre ejes disminuye, la sen-
sibilidad del contacto frente a los errores de alineacién y/o fabricacion es
mayor, obteniéndose un mayor desplazamiento del contacto para un mismo
valor del error considerado. Las transmisiones en las que el d&ngulo entre ejes
es cero, es decir, con ejes paralelos, constituyen el caso extremo, en el que
por muy pequenio que sea el error en el angulo entre ejes, el contacto siempre
se desplaza al borde de las superficies. La funcién de errores de transmision
resulta entonces una funcién cuasilineal y discontinua. Estas condiciones son
muy perjudiciales para la transmisiéon dado que, por un lado, el contacto en el
borde supone un aumento considerable de las tensiones de contacto y flexiéon
y, por otro lado, los errores de transmisién constituyen la fuente principal de
ruido y vibracién, més ain cuando la funcién de errores de transmisién es

una funcién discontinua.

Los engranajes cilindricos rectos o helicoidales con ejes paralelos, se han
estudiado como un caso particular de los anteriores. Se ha demostrado que
la sensibilidad del contacto frente a la presencia de errores de alineaciéon y
fabricacion en estas transmisiones es maxima y la localizacién del contacto es
imprescindible para poder evitar el contacto en el borde de las superficies de
los dientes. Se ha demostrado ademas que la localizaciéon del contacto no es
suficiente y se debe acompanar de una modificacién adicional de las superficies

que permita absorber los errores de transmision.
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Se han estudiado y propuesto métodos para la modificacién de las super-
ficies de los dientes de engranajes cilindricos rectos y helicoidales, siempre
considerando como objetivos principales: (i) la localizacion del contacto y (ii)
la absorcion de las funciones cuasilineales y discontinuas de errores de trans-
misiéon producidas por los errores de alineacién y fabricacion. En primer lugar
se ha estudiado la influencia de la aplicacién de un abombamiento en la di-
reccion del perfil a las superficies de los dientes de uno o los dos elementos
de una transmision para la consecucién de los objetivos anteriores. El analisis
del contacto de estas transmisiones, cuya geometria modificada estd basada
en la generacién mediante cremalleras de geometria diferente para pinén y
rueda, muestra que los objetivos propuestos se satisfacen sélo parcialmente y
por tanto se demuestra la necesidad de realizar modificaciones adicionales de

la superficie con el fin de conseguir los dos objetivos propuestos.

Se han estudiado y propuesto diferentes métodos de fabricaciéon de en-
granajes cilindricos rectos y helicoidales con doble abombamiento. Se ha in-
troducido un abombamiento adicional en la direccién longitudinal que, junto
con el abombamiento en la direcciéon del perfil, permite la localizacién del con-
tacto y el prediseno de una funcién paraboélica de errores de transmisién capaz
de absorber las funciones cuasilineales y discontinuas de errores de transmision
producidas por los errores de alineacion y fabricacion. Estos métodos de fabri-
cacion se basan en la aplicaciéon de herramientas reales de corte o rectificado.
Se han propuesto tres métodos para la generacién de engranajes cilindricos
rectos y helicoidales de bajo nivel de ruido y vibracion: (1) mediante disco de
corte o rectificado, modificando la distancia entre los ejes del disco y del pinén
durante el proceso de generacion, (2) mediante cortador sinfin, modificando
la distancia entre los ejes del cortador y del pinion durante la generacion y (3)
mediante cortador sinfin, modificando la relacién entre el giro del pinén y el
desplazamiento del cortador durante el movimiento de alimentacion del cor-
tador, segtin una funcién parabdlica, siendo constante la distancia entre ejes.
Los dos procesos basados en la utilizacién de cortador sinfin se describen uti-
lizando los movimientos reales que el cortador describe durante la generacion.
Las funciones parabdlicas utilizadas para obtener el doble abombamiento se

caracterizan, no solo por el coeficiente de parabola, sino también por la lo-
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calizacion del vértice de la parabola, siendo éste un parametro fundamental
para desplazar el camino de contacto en el disefio de la transmisiéon y para
aumentar la tolerancia de la transmision frente a determinados errores cuando
se conoce de antemano la direccién en la que tienen lugar dichos errores. En
la definicion de la geometria de la cremallera que sirve de referencia para la
obtencion de las superficies de las herramientas (disco y cortador sinfin), se
ha definido un parametro de espesor relativo que permite modificar los espe-
sores del diente y del hueco en el engranaje generado, permitiendo variar la
rigidez de los dientes. Se han utilizado ademas dngulos de presion diferentes
en ambos lados para considerar la posibilidad de transmisiones con perfiles

asimeétricos.

Se han desarrollado programas de ordenador para la simulacién del en-
grane y el analisis del contacto (TCA) en transmisiones de engranajes cilin-

dricos rectos y helicoidales con geometria modificada.

Se ha realizado el andlisis tensional de estas transmisiones mediante el
método de los elementos finitos, utilizando para ello un programa de uso
general. Para la construccion del modelo de elementos finitos se ha desarrol-
lado un programa que permite la total parametrizaciéon del modelo, no siendo
necesaria la utilizacion de programas CAD. Los objetivos considerados para
el analisis tensional han sido: (i) estudiar la formacion del contacto durante el
ciclo de engrane y (ii) comparar los niveles tensionales de contacto y flexion
entre la geometria modificada y la geometria con perfil de evolvente. El estudio
de la formacién del contacto ha permitido confirmar los resultados obtenidos
del analisis del contacto y obtener el verdadero tamano de las elipses de con-
tacto para el par a transmitir. Los niveles tensionales obtenidos en ambos
tipos de geometria confirman las ventajas de utilizar las transmisiones con

geometria modificada.

Ademas, se ha estudiado un tipo de transmisiéon con engranajes cilindricos
en el que los ejes se intersectan, conocida con el nombre de transmision de
engranajes de cara. En este tipo de transmision el contacto se encuentra
localizado porque se utiliza un cortador para generar la rueda con un nimero
de dientes ligeramente superior al del pinén que engranard con la misma. Se

han estudiado las transmisiones de engranaje de cara con pifiéon helicoidal y se
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han propuesto modificaciones de la geometria existente con el fin de conseguir

un camino de contacto longitudinal. Se ha obtenido ademas la geometria de

un cortador sinfin libre de singularidades para el rectificado de las superficies

de la rueda. Dicho rectificado permite la utilizaciéon de materiales endurecidos

térmicamente con lo que es posible aumentar la resistencia de los dientes de

la rueda.

Las principales conclusiones que se han obtenido de la realizacién de la

presente Tesis Doctoral son las siguientes:

(1)

La simulacién del engrane y el estudio del contacto en las transmisiones
de engranajes cilindricos ha confirmado que, en el caso de transmisiones
con ejes paralelos y perfil de evolvente, se requiere el doble abombamien-
to de las superficies de los dientes de uno de los elementos de la trans-
mision, tanto en la direccion del perfil como en la direcciéon longitudinal,
con el fin de estabilizar el contacto y absorber las funciones cuasilineales
y discontinuas de errores de transmisién producidas por los errores de

alineacion y fabricacién.

El prediseno de una funcién parabodlica de errores de transmision per-
mite absorber las funciones cuasilineales y discontinuas de errores de
transmisiéon producidas por las desalineaciones. El anélisis del contacto
ha confirmado que la funcién resultante de errores de transmisién es

una funcién continua cuando se consideran varios ciclos de engrane.

La localizacién del contacto evita el contacto en los bordes de las su-
perficies de los dientes de los engranajes. El anélisis de tensiones por el
método de los elementos finitos ha confirmado la reduccién de tensiones
de contacto y flexién en las transmisiones con geometria modificada

frente a las transmisiones con perfil de evolvente.

El predisenio de una funcién parabolica negativa de errores de trans-
mision favorece la descarga progresiva de la pareja de dientes en con-
tacto y la carga progresiva de la pareja de dientes siguiente. El reparto
de carga en los extremos del ciclo de engrane se ha mejorado notable-

mente, produciéndose de forma gradual. El diseno de un camino de con-



242

Capitulo 7. Resultados y conclusiones

tacto longitudinal evita la existencia de contacto en el borde de cabeza
del diente y una mejor transicion de la carga. El camino de contacto
en la direccion del perfil requiere una buena localizacién del camino de
contacto. El control de la posicién de la funcién predisenada de errores
de transmisién durante el proceso de generacion es fundamental para

conseguir dicho objetivo.

Las condiciones idéneas de contacto en las transmisiones con ejes cruza-
dos y perfil de evolvente vienen representadas por el disenio canénico,
que se produce cuando las lineas de accién se intersectan. El contacto
se encuentra entonces localizado en la parte central de las superficies.
La accién conjugada existe ain en el caso de existencia de errores de
alineacion. Dichas condiciones se dan siempre que el error no desplace

el camino de contacto al borde de las superficies.

La utilizacion de perfiles asimétricos para los dientes de los engranajes
con el fin de reducir las tensiones de contacto y flexién no ha mostrado
ventajas considerables frente al caso convencional de utilizacién de per-
files simétricos, habiéndose obtenido niveles tensionales a lo largo del

ciclo de engrane muy similares al caso de perfiles simétricos.

Las transmisiones de engranajes de cara y pinén helicoidal con contac-
to localizado se pueden disefiar para conseguir un camino de contacto
longitudinal, pero un fenémeno de asimetria del contacto aparece como
restriccion en la obtencién de un cortador sinfin para el rectificado de

la rueda.

El trabajo desarrollado ha abierto nuevas lineas de investigacién para

futuros trabajos, entre los que se destacan:

(1)

(2)

Simulaciéon del engrane y andlisis del contacto bajo carga de transmi-
siones de engranajes cilindricos teniendo en cuenta las deformaciones

elasticas en las dentaduras.

Desarrollo de un cédigo propio de andlisis tensional basado en el método

de los elementos de contorno para su integraciéon en los programas de
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ordenador desarrollados y que permita acortar el tiempo de anélisis

considerablemente.

Aplicacion de la sintesis local al disenio de los engranajes cilindricos rec-
tos y helicoidales para la obtenciéon de la superficie buscada de forma
directa, sin iteraciones. La sintesis local aplicada a engranajes cilindri-
cos no permitird un abanico tan amplio de posibilidades como para
el caso de los engranajes conicos espirales o hipoides, pero permitira
obtener directamente los coeficientes de abombado longitudinal y en la
direccion del perfil para conseguir las dimensiones de las elipses de con-
tacto deseadas y el predisefio de una funcién parabélica de errores de

transmision de un valor maximo prefijado.

Aplicacion de la teoria moderna de engranajes para el disefo, simu-
lacién del engrane y estudio del contacto, y andlisis tensional de otras
transmisiones de engranajes como tornillos sinfin, engranajes hipoides,

engranajes planetarios, etc.
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