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OBJETIVO 
 

    Este proyecto se enfoca al estudio de las aplicaciones prácticas que tienen el trabajo de 

las curvas NURBS dentro de la industria naval. 

    Para poder entender la importancia de estas curvas debemos comprender las 

herramientas previas de trabajo en el diseño de formas de barcos y los métodos que 

existían para poder afrontar los retos que ofrecían. 

    Las formas de un barco siguen un patrón de trazado con curvas suaves y naturales lo 

cual desde un punto de vista estructural permite un mejor reparto de los esfuerzos y hace 

que este pueda soportar de forma más eficaz los embistes del mar, los esfuerzos de su 

propio peso y la carga que soporten en el desarrollo normal de su trabajo e incluso en 

situaciones de emergencia. 

    Además, las formas del buque se ensanchan más cuanto mayor es su calado para poder 

ofrecer una mejor estabilidad ante movimientos de balance y cabeceo, así como la escora 

o trimado que se pueda generar por el reparto de pesos en su interior. 

    Todo esto hace entender que a la hora de diseñar las curvas del barco se conocen unos 

determinados patrones de diseño, límites de dimensiones y proporciones del buque, pero 

las propias formas de las curvas no se determinan por el diseñador per se, sino que estas 

deben ser dibujadas de forma suave y natural pasando entre determinados puntos que 

definen de forma muy exacta las proporciones que tendrá una determinada cuaderna, 

pudiendo de esa forma controlar el reparto de volumen a lo largo del buque o flotador, 

así como sus coeficientes de formas. 

    Para este diseño, inicialmente y durante muchos años se ha hecho uso del dibujado de 

grandes planos proyectados sobre superficies mediante el uso de junquillos, estos 

elementos de madera, plástico o metal tienen una alta flexibilidad y al flexionarse 

escriben una curva suave y homogénea. Haciendo analogía con las curvas NURBS 

estudiadas en este proyecto, se utilizaba el junquillo para poder visualizar la forma de la 

curva racional que se trazaba entre dos puntos, de manera que mediante una hoja de 

gran tamaño se rotulaba esta curva sobre papel. Los puntos entre los que se hacía curvar 

al junquillo se fijaban a la superficie físicamente con elementos de fijación, de forma que 

estos elementos forzaban el paso del junquillo entre esos puntos determinados pero sin 

afectar a la libertad de giro de este, por ejemplo mediante clavos en dicha superficie (sin 

llegar a perforar el junquillo) se guiaba al elemento a pasar por los puntos deseados y 

determinaba mediante su flexión la curva de la cuaderna, la cual se rotulaba sobre papel. 

Además, se podía controlar la curvatura del junquillo para determinadas curvas que 

requerían un mayor grado de curvatura al natural del junquillo mediante el uso de pesas 

que se apoyaban sobre el junquillo mediante diversos medios, normalmente este peso 

era de entre una y cuatro libras y los puntos donde se colocaban hacían la función que 

hoy día llevan a cabo los puntos de control en una curva racional. 



 

    Este método de dibujado, aunque rústico, ha sido el que hasta la era de la computación 

se ha llevado usando con unos grandes resultados en el diseño de las formas del casco 

(dominado por las formas curvas frente a los tramos rectos predominantes en la 

Arquitectura terrestre). 

    Hoy día, con la gran capacidad de cómputo de los ordenadores se pueden calcular y 

dibujar esas mismas curvas mediante las propiedades de las curvas de Béizer racionales 

no uniformes (NURBS) y mediante estas curvas paramétricas se pueden representar las 

curvas de diseño del casco de un barco, incluso su superficie. 
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Capítulo 1

NURBS

1.1. Introducción a las NURBS

Un objeto tridimensional está compuesto por curvas y super�cies. Los dos méto-
dos más comunes para representar una curva o una super�cie son el método implícito
y el paramétrico. El método implícito es una función la cual depende de las variables
de los ejes, y está igualada a cero. Describe una relación entre las distintas variables
de los ejes. Por ejemplo, la función:

f(x; y) = x2 + y2 � 1 = 0

En el método paramétrico, cada variable es una función de un parámetro indepen-
diente. De esta forma, una curva podría estar de�nida con la variable independiente
u como

C(u) = [x(u); y(u)] a � u � b

Para representar el primer cuadrante de un círculo en forma paramétrica, podemos
escribirla de varias formas, por ejemplo

C(u) = [cos(u); sin(u)] � � u � �=2

ó también

C(u) = [(1� t2)=(1 + t2); 2t=(1 + t2)] 0 � t � 1

Es decir, la representación de una curva en forma paramétrica no es única. Una
clase de curvas y super�cies paramétricas son las Non-Uniform Rational BSpline

5
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(NURBS). NURBS son usadas por razones de computación tales como facilidad de
procesar por un ordenador, ser estable frente a errores en punto �otante y requerir
poca memoria y su habilidad para representar cierta clase de curvas y super�cies.
Las NURBS son la generalización de las B-Splines no racionales, las cuales están
basadas en las curvas de Bézier racionales. Finalmente, la curva de Bézier racional
es una generalización de la curva de Bézier. Las características más importantes de
las curvas de Bézier son:
- El polígono de control es una aproximación a la curva.
- Los puntos de control extremos coinciden con el valor de la curva para u=0 y

u=1.
- Las tangentes en P0 y PN son paralelas a P0 � P1 y PN�1 � PN :
El problema de las curvas de Bézier es que no son capaces de representar curvas

cónicas (curvas provenientes del corte de un plano con un cono). Las curvas cónicas se
pueden representar usando una función racional, la cual es de�nida como el cociente
entre dos polinomios según:

X(u) = X(u)=W (u) � y(u) = Y (u)=W (u) � z(u) = Z(u)=W (u)

Los wi son escalares llamados pesos. Cuando los pesos son variados, un punto de
control creará atracción o repulsión sobre las curva. Una curva formada por un sólo
segmento de curva de Bézier racional es a menudo inadecuado. Los problemas con
un sólo segmento, necesitan un alto grado para de�nir una forma compleja, lo que
es ine�ciente para procesar , además de ser numéricamente inestable.
Realizar un diseño con un sólo segmento tiene limitaciones para realizar formas

locales. Esto se soluciona con la de�nición en trozos de la curva. Una curva de Bézier
o una B-Spline formada por trozos, está construida por varias curvas unidas en unos
puntos llamados puntos de ruptura con algún tipo de continuidad entre ellos.
A los puntos de ruptura en las B-Splines se les denomina nodos. Una secuencia

de nodos forma el vector de nodos, y está de�nido como U = u0; :::; um; el cual debe
cumplir que es una secuencia de números reales no decreciente, es decir, ui � ui+1
para todo i = 0; :::;m. Los nodos son, por tanto, los puntos donde se anudan los
trozos de curva.
Las curvas NURBS tienen cuatro elementos fundamentales en su de�nición: pun-

tos de control, pesos, vector de nodos, y grado (cuando se habla de orden, se re�ere
al grado de las funciones base más uno).
- Los puntos de control que van a de�nir una aproximación de la curva. Estos

puntos de control tendremos la posibilidad de desplazarlos en el espacio y así mod-
i�car la forma de la super�cie. Los puntos de control forman un vector de puntos
si se trata de una curva, y el polígono formado por unir en el orden establecido los
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puntos de control se denomina polígono de control. El polígono de control tiene una
propiedad muy importante que el diseñador debe conocer: todos los puntos de la
curva están contenidos en el interior del polígono de control, siendo sus extremos el
primer y último punto de control. El hecho de que una curva esté o no contenida en
un plano, está vinculada a que todos los puntos de control estén o no contenidos en
un plano. Es decir, una curva contenida en un plano paralelo al XY, será aquella que
tenga todos sus puntos de control con la coordenada z constante.
- Los pesos corresponden matemáticamente a la coordenada homogénea, en

un espacio de cuatro dimensiones (x,y,z,w), solo existiendo en curvas y super�cies
racionales. Los pesos están asociados a los puntos de control. Intuitivamente, cuanto
mayor sea el peso de un punto de control, mayor será la atracción que el punto ejerce
sobre la curva. El incremento (decremento) de un peso produce una aproximación
(un alejamiento) del punto de control asociado. Un peso de valor unidad, no modi�ca
la curva respecto a la no racional. Con pesos mayores de uno, se acerca la curva al
punto de control. Con valores menores de uno, la curva se aleja con límite la línea
recta que une los puntos de control anterior y siguiente. No se trabaja con pesos neg-
ativos. La modi�cación conjunta de pesos y puntos de control permite modi�caciones
locales de las curvas y super�cies.
- El vector de nodos divide la curva en partes de forma que las funciones

base (funciones que de�nen analíticamente la curva) son diferentes según el intervalo
entre nodos donde se encuentre. Si se tratara de una B-Spline, por de�nición debería
tener todos sus nodos uniformemente distribuidos. Una NURBS es una Non Uniform
Rational B-Spline; es decir, es una B-Spline que al ser racional implica que tiene pesos
y se puede actuar sobre ellos, y que sus nodos no están distribuidos uniformemente.
Si se trata de una curva, sólo habrá un vector de nodos en la dirección U. Cuando se
trata de una super�cie, se trabajará con dos vectores U y V, siendo cada uno para
una dirección. Estas direcciones son paramétricas, de forma que las direcciones en el
espacio 3D están de�nidas por los puntos de control.
- El grado de la curva nos indicará si es cuadrática, cúbica, cuártica, etc. A

mayor grado, manteniendo el polígono de puntos de control constante, la curva se
suaviza más respecto al polígono de control, siendo grado cero los puntos de control
y grado uno el polígono de control.
Es importante tener en cuenta que al modi�car la posición de un punto de control,

se produce una modi�cación local de la super�cie. La zona afectada por dicha modi-
�cación vendrá dada por el grado de la super�cie y de la situación de los otros puntos
de control, si se mantienen inalterados los vectores de nodos; es decir, podemos re-
alizar una modi�cación en un área reducida insertando �las y columnas de puntos de
control alrededor de la zona donde se vaya a trabajar, y posteriormente, desplazando
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los puntos que necesarios. Al insertar nuevos puntos de control, la curva no varía; sin
embargo, al eliminar puntos de control se producen variaciones en la curva, pudiendo
llegar a ser la curva resultante muy diferente de la curva inicial.
Una motivación muy importante para usar curvas NURBS es la capacidad de

controlar la suavidad. El modelo NURBS permite de�nir curvas sin torceduras ni
cambios repentinos de dirección o por el contrario, de�nir el control exacto de las
torceduras que ocurren. Intuitivamente, la suavidad es como si recorriésemos sobre
una partícula la curva experimentando un paseo agradable, liso, sin parada o cambios
repentinos de velocidad o dirección. Esta noción intuitiva puede ser expresada en
términos matemáticos: Imaginemos una �echa que siempre señala en la dirección en
la cual nuestra partícula viaja a lo largo de la curva. Matemáticamente, la �echa
de dirección corresponde a la tangente de la curva, que puede ser calculada como la
derivada de la función de la curva en lo que concierne a la t del parámetro tiempo
Q�(t).
En la �gura 1.1 denominamos al punto sobre la curva correspondiente al tiempo tA

como Q(tA), y el vector director (tangente) en ese punto como Q0(tA). Si la tangente
no salta de repente de una dirección a otra, la función de la curva tiene continuidad
de la primera derivada, denotada como C1.

Figura 1.1

Ahora miremos Q(tB) donde hay un pico. El vector director es totalmente distinto
un instante (�) antes de otro después de este punto. Matemáticamente, llaman a esto
una discontinuidad.
La segunda derivada puede ser continua o no, si lo es, decimos que la función

original tiene continuidad de segunda derivada, o C2. Como la primera derivada
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describe la dirección de la curva, la segunda derivada describe como de rápido varía
la dirección. La segunda derivada caracteriza el grado de curvatura de la curva, si
esta es continua, se denominará continuidad de la curvatura.

1.2. Curvas NURBS

Ahora que conocemos como trabajan las funciones paramétricas podemos usarlas
para construir una de�nición para curvas NURBS. Si llamamos a nuestra función Q,
el lado izquierdo de nuestra ecuación se parecerá a esto: Q(t) =
Evaluando esta función en t conseguiremos una serie de pares (x, y) con los que

trazar nuestra curva, �gura 1.2. Ahora todo lo que tenemos que hacer es de�nir el
lado derecho de la ecuación.

Figura 1.2

1.2.1. Puntos de Control

Una de las características claves de las curvas NURBS es que su forma viene
determinada (entre otras cosas) por una serie de puntos, los puntos de control, como
los Bi o (Pi) de la �gura 1.3. Los puntos de control a menudo van unidos mediante
líneas de conexión formando un polígono de control.
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Figura 1.3

La segunda curva en la Figura 1.3 es la misma curva, pero con uno de los puntos
de control (B7) movido un poco. Notemos que la forma de la curva no ha cambiado
en todas partes a lo largo de su longitud, sólo en un contorno cercano al punto cam-
biado. Esto es una propiedad muy deseable, ya que esto nos permite hacer cambios
localizados moviendo puntos de control, sin afectar a la forma total de la curva. Ca-
da punto de control in�uye en la parte de la curva más cercana, pero tiene poco o
ningún efecto sobre las partes de la curva más alejadas. Un modo de pensar en esto
es plantearse cuanta in�uencia tiene cada uno de los puntos de control sobre la curva
en cada instante de tiempo. En cualquier instante, la posición de nuestra partícula
será un promedio ponderado de todos los puntos de control, pero con más peso en
los puntos cercanos a ella y menos en los alejados. Podemos expresar esta noción
intuitiva como:

Q(t) =
nX
i=0

BiNi;p(t)

En otras palabras, para encontrar la posición de la partícula móvil en un cierto
tiempo, sumaremos las posiciones de todos los puntos de control (Bi) pero variando
la fuerza de la contribución de cada punto en el tiempo.

1.2.2. Funciones de Base

En la función Ni;p(t), la p determina la in�uencia del punto Bi en la curva en
el tiempo t. El valor de esta función es un número real. Hasta ahora, hemos usado
las palabras �cerca�y �lejos�de un modo bastante vago, vamos ahora a precisar un
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poco más... Como hemos de�nido nuestra curva paramétricamente en lo que hemos
llamado �una parte�o �la región�de la curva como una parte del intervalo de tiempo.
La Figura 1.4 muestra un ejemplo típico de a lo que una función de base podría
parecerse; tiene su máximo efecto en algún punto de�nido en t y se a�la suavemente
mientras se va alejando del punto. En la curva Ni;p(t) de la �gura muestra que Bi
tiene su mayor efecto (aproximadamente al 95%) en t = 3.

Figura 1.4

Ya que cada punto de control tiene su propia función base, una curva NURBS
con digamos, 5 puntos de control tendrá cinco funciones. En t =2.3 de la �gura
1.5, B0 tiene un peso aproximadamente de 0.2, B1 aproximadamente de 0.7, y B2
aproximadamente de 0.05. Como t va de 0.0 a 7.0, cada efecto del punto de control
sobre la forma de la curva es al principio 0, aumenta gradualmente a un máximo y
luego del mismo modo disminuye otra vez hasta 0.
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Figura 1.5

1.2.3. Nodos

Todas las funciones de base en la Figura 1.5 tienen exactamente la misma forma
y cubren intervalos de tiempo iguales. Deberíamos ser capaces de variar la anchura
de los intervalos (de modo que algunos puntos de control afecten a una región más
grande de la curva y otros a una más pequeña) y la altura máxima de las curvas (de
modo que algunos puntos de control afecten a la forma de la curva más fuertemente
que otros). De aquí viene la NU de NURBS (no uniforme).
La solución se obtiene de�niendo una serie de puntos que dividen el tiempo en

intervalos; variando las longitudes relativas de los intervalos, podemos variar la can-
tidad de tiempo que cada punto de control afecta a la partícula. Denominamos a los
puntos que marcan los intervalos como nodos, y al conjunto ordenado de ellos como
vector nodo (Figura 1.6). El vector nodo para las funciones base mostradas en la
Figura 1.5 es {0.0, 1.0, 2.0, 3.0, 4.0, 5.0, 6.0, 7.0}. Esto es un ejemplo de un vector
nodo uniforme, dado que todas las funciones cubren intervalos de tiempo iguales. La
Figura 5.7 muestra un ejemplo de una curva creada con dicho nodo vector.

Figura 1.6
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Figura 1.7

Si cambiamos el vector nodo a {0.0, 1.0, 2.0, 3.75, 4.0, 4.25, 6.0, 7.0}, con-
seguiríamos un juego de funciones de base no uniformes como los mostrados en
la Figura 1.8 y una curva (Figura 1.9) parecida a la Figura 1.7, ya que usamos el
mismo juego de puntos de control. Vemos que las funciones de base N2;3 (t) y N3;3
(t), asociadas a B2 y B3, son más altas y estrechas que las demás. Si comparamos las
Figuras 1.7 y 1.9, vemos que la curva en la Figura 1.9 es tirada más fuertemente por
los puntos B2 y B3. Esto es porque las funciones de base para estos puntos de control
tiene un valor mayor máximo. Mirando el vector nodo, podemos ver que los interva-
los de nodo para estos dos puntos de control son más estrechos que los demás {3.75,
4.0} y {4.0, 4.25}, el signi�cado es que sus efectos sobre la curva están concentrados
en menos tiempo.
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Figura 1.8

Figura 1.9

1.2.4. Torceduras

Notemos que el vector nodo no uniforme no es realmente muy útil para controlar
la forma de la curva, aun así, tiene dos buenas aplicaciones:
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1. Hasta ahora, en todas nuestras curvas NURBS los puntos �nales de las curvas
no coinciden con ningún punto de control. En la práctica, generalmente deberemos
ser capaces de controlar de forma exacta los puntos �nales, dado que frecuentemente
querremos que coincidas con el punto inicial de la siguiente curva.

2. Hasta ahora también, hemos trabajado con curvas bastante lisas. En gener-
al, esto es deseable, pero a veces tendremos la necesidad de crear una curva con
torceduras o esquinas.

Podemos lograr ambos objetivos usando un caso bastante extremo de no uniformi-
dad: dar a varios nodos consecutivos el mismo valor de t. Por ejemplo, un vector nodo
como {0.0, 0.0, 0.0, 3.0, 4.0, 5.0, 6.0, 7.0} produce un juego de funciones de base co-
mo Figura 1.10 y una curva (usando los mismos puntos de control que antes) tal
que Figura 1.11. En la Figura 1.10 vemos que en t = 0 todas las funciones de base
asociadas tienen un valor de 0, excepto el primer punto de control (B0), lo cual le
con�ere el control total de la curva; así la curva en t = 0 coincide con el primer punto
de control.

Figura 1.10
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Figura 1.11

Del mismo modo, si agrupamos algunos nodos en medio el vector de nodos {0.0,
1.0, 2.0, 3.0, 3.0, 5.0, 6.0, 7.0}, conseguimos las funciones de base mostradas en la
Figura 1.12 y la curva de la Figura 1.13. En t = 3.0 todas las funciones de base
excepto N2;3(t) tienen valor 0; luego B2 es el único punto que afecta a la curva en
ese instante, así la curva coincide con el en ese punto.
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Figura 1.12

Figura 1.13

En términos matemáticos, la continuidad (suavidad) es cuestión sólo de las uniones
de�nidas por los nodos de la curva; donde dos segmentos de la curva se encuentran,
la curva es absolutamente lisa y continua. Una curva típica, en la cual cada unión
corresponde a un solo nudo, tiene la continuidad CN�1 donde n es el grado de la
curva. Si dos nudos coinciden, la continuidad en dicha unión disminuye un grado; si
coinciden tres, disminuye otro grado, etcétera.
Esto quiere decir que podemos colocar un pico en un punto de la curva añadiendo

nodos al vector nodo en dicho punto.

1.3. De�nición de funciones de base

Ajustando la nomenclatura, sea U= {u0 , u1 , ..., um} una secuencia no decreciente
de números reales, es decir, ui � ui+1; i = 0; :::;m � 1. Los ui se denominan nodos
y U vector de nodos. La i-ésima función básica B-spline de grado p (orden p+1),
denotada por Ni;p(u), está de�nida recursivamente:

Ni;0(u) =

�
1 si ui � u � ui+1
0 si de otro modo

�
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Ni;p(u) =
u� ui
ui+p � ui

Ni;p�1(u) +
ui+p+1 � u
ui+p+1 � ui+1

Ni+1;p�1(u)

Nótese que las funciones Ni;0(u), i = 0,..., m son funciones salto, idénticamente
nulas excepto en el intervalo semiabierto [ui , ui+1) (el cual puede tener longitud
cero, pues ambos nodos pueden ser iguales). En cambio para p > 0 la función Ni;p(u)
es una combinación lineal de dos funciones básicas de grado (p-1). Por supuesto, la
computación de las funciones básicas requiere especi�car el vector de nodos U y el
grado p.

1.4. Curvas racionales

Usaremos una representación cuadridimensional para puntos de control tridimen-
sionales: {x, y, z, w} en vez de {x, y, z}. La razón de esto es que nos permite rep-
resentar de forma exacta curvas cónicas (círculos, elipses, parábolas, e hipérbolas).
Como ya sabemos llamaremos w al peso del punto de control. Generalmente, ca-
da punto de control lleva un peso de 1.0, demostrando que todos los puntos tienen
un in�uencia igual sobre la forma de la curva. Las curvas de�nidas de este modo
se llaman curvas racionales. La visualización de objetos en cuatro dimensiones es
un poco difícil, pero podemos entender el concepto considerando curvas racionales
bidimensionales; es decir, curvas de�nidas en 3D y proyectadas en un plano. Exis-
ten dos formas diferentes para representar los puntos de control en términos de sus
coordenadas cuadridimensionales:
1. Homogéneo, en el cual las coordenadas representan la posición del punto en

el espacio cuadrimensional. Para proyectarlo en tres dimensiones, los componentes
deben ser divididos por w {x/w, y/w, z/w}.
2. Ponderado Euclídeo, en el cual se considera que las coordenadas ya han sido

divididas por w. Así los tres primeros componentes {x, y, z} representan directamente
la posición del punto en el espacio tridimensional y el cuarto (w) representa su peso.

1.5. De�nición y propiedades de Curvas NURBS

Matemáticamente deberemos incorporar esta división en nuestra de�nición de
una curva NURBS:
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C(u) =

nX
Ni;p(u)wiPi

i=0
nX

Ni;p(u)wi

i=0

a � u � b

donde los Pi son los puntos de control, los wi son los pesos, y Ni;p(u) las funciones
de base B-splines de�nidas en un no periódico nodo vector

U = fa; :::; a| {z }
p+1

; up+1; :::; um�p�1; b; :::; b| {z }
p+1

g

Si asumimos que a = 0, b = 1, y wi > 0 para todo i

Ri;p(u) =
Ni;p(u)wi
nX
j=0

Rj;p(u)wj

Podemos escribir la anterior ecuación como:

C(u) =
nX
i=0

Ri;p(u)Pi

Ri;p(u) son funciones de base racionales; son tramos de funciones racionales de u
2 [0,1].
Ri;p(u) tiene las siguientes propiedades:
- No negatividad: Ri;p(u) � 0 8i; p y u 2 [0; 1]:

- Partición de la unidad:
nX
i=0

Ri;p(u) = 1 8 u 2 [0; 1]

- Ro;p(0) = Rn;p(1) = 1:
- Para p>0, todo Ri;p(u) alcanza un máximo en el intervalo u 2 [0; 1]:
- Apoyo local: Ri;p(u) = 0 para u =2 [ui; ui+p+1): Además, en cada nodo dado, al

menos p+1 de los Ri;p(u) son distintos de 0.
- Todas las derivadas de Ri;p(u) existen en el espaciado del nodo, la cual es una

función racional con denominador distinto de cero. En un nodo, Ri;p(u) es p-k veces
continuamente diferenciable, donde k es la multiplicidad del nodo.
- Si wi = 18i; Ri;p(u) = Ni;p(u)8i:
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Estas propiedades dan como resultado las siguientes características geométricas
de las curvas NURBS:
- C(0) = P0 y C(1) = Pn:
- Invarianza afín: una transformación afín es aplicada a la curva aplicándola a los

puntos de control. Las curvas NURBS son también invariantes bajo las proyecciones
en perspectiva.
- C(u) es in�nitamente diferenciable en el intervalo del nodo y es p �k veces

diferenciable en un nodo con multiplicidad k.
- Propiedad de la variación decreciente: ningún plano tiene más intersecciones

con la curva que con el polígono de control.
- Una curva NURBS sin nodos interiores es una curva Bezier racional, ya que

Ni;p(u) reduce a Bi;n(u). Las curvas NURBS contienen B-splines no racionales y
curvas Bezier racionales y no racionales en casos especiales.
- Aproximación local: si movemos el punto de control Pi o cambiamos el peso wi

afectaremos solo a la porción del intervalo u 2 [ui; ui+p+1):
Tal como en el caso de las curvas Bézier racionales, las coordenadas homogéneas

nos brindan un e�ciente método de representación. Para el grupo dado de puntos
de control, Pi , y los pesos, wi , construimos los puntos de control con los pesos,
Pwi = (wixi; wiyi; wizi; wi). Luego, de�nimos la curva B-spline no racional en cuatro
dimensiones como:

Cw(u) =
nX
i=0

Ni;p(u)P
w
i

Podemos intercambiar cada Cw(u) o C(u) como una curva NURBS, aunque es-
trictamente hablando, Cw(u) no es una curva racional.

1.6. Derivadas de una Curva NURBS

Vamos a desarrollar las formulas de las derivadas de C(u) en términos de las
derivadas de Cw(u):
Sea

C(u) =
w(U)C(u)

w(u)
=
A(u)

w(u)

donde A(u) es la función vector valor, sus coordenadas son las tres primeras
coordenadas de Cw(u):
Luego
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C 0(u) =
w(u)A0(u)� w0(u)A(u)

w(u)2
=
w(u)A0(u)� w0(u)w(u)C(u)

w(u)2
=
A0(u)� w0(u)C(u)

w(u)

Con A(u) y w(u) representando las coordenadas de Cw(u), hemos obtenido la
primera derivada. Hallaremos órdenes mayores de derivación diferenciando A(u) me-
diante la regla de Leibnitz

A(k)(u) = (w(u)C(u))(k) =

kX
i=0

�
k

i

�
w(i)(u)C(k�1)(u) = w(u)C(k)(u)+

kX
i=1

�
k

i

�
w(i)(u)C(k�i)(u)

de lo que obtenemos

C(k)(u) =

A(k)(u)�
kX
i=1

�
k
i

�
w(i)(u)C(k�i)(u)

w(u)

Esta ecuación nos da el orden k de derivación de C(u) en términos de la derivada
k de A(u), y de (k-1) derivadas de C(u) y de w(u).
Veamos las expresiones de la primera derivada de la curva NURBS en los puntos

�nales (u = 0, u = 1)

A0(0) =
p

up+1
(w1P1 � w0P0) w0(0) =

p

up+1
(w1 � w0)

Si sustituimos en C 0(u) = A0(u)�w0(u)C(u)
w(u)

obtenemos:

C 0(0) =

p
up+1

(w1P1 � w0P0)� p
up+1

(w1 � w0)P0
w0

=
p

up+1

w1
w0
(P1 � P0)

C 0(1) =
p

1� um�p�1
wn�1
wn

(Pn � Pn�1)

1.7. De�nición y propiedades de Super�cies NURBS

Una super�cie NURBS de grado p en la dirección u y de grado q en la dirección
v es un vector valor bivariante función racional por tramos de la forma
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S(u; v) =

nX
i=0

mX
j=0

Ni;p(u)Nj;q(v)wi;jPi;j

nX
i=0

mX
j=0

Ni;p(u)Nj;q(v)wi;j

0 � u; v � 1

Los Pi;j forman una malla bidireccional de control, los wi;j son los pesos, y los
Ni;p(u) y Nj;q(v) son las funciones básicas B-splines no racionales de�nidas en los
vectores de nodos

U = f0; :::; 0| {z }
p+1

; up+1; :::; ur�p�1; 1; :::; 1| {z }
p+1

g

V = f0; :::; 0| {z }
q+1

; vq+1; :::; vs�q�1; 1; :::; 1| {z }
q+1

g

donde r=n+p+1 y s=m+q+1
Introduciendo la función básica racional por tramos

Ri;j(u; v) =
Ni;p(u)Nj;q(v)wi;j

nX
k=0

mX
l=0

Nk;p(u)Nl;q(v)wk;l

Así, la ecuación de la de�nición quedaría escrita tal que

S(u; v) =
nX
i=0

mX
j=0

Ri;j(u; v)Pi;j

Las propiedades de las funciones Ri;j(u; v) son aproximadamente las mismas que
para las funciones básicas no racionales Ni;p(u); Nj;q(v)
- No negatividad: Ri;j(u; v) � 0 8i; j; u; v:

- Partición de la unidad:
nX
i=0

mX
j=0

Ri;j(u; v) = 1 para todo (u,v)2 [0; 1]x[0; 1]:

- Apoyo local:Ri;j(u; v) = 0 si (u,v) está fuera del rectángulo dado por [ui; ui+p+1)x[vj; vj+q+1):
- En cualquier rectángulo de la forma [ui0 ;ui0+1)x[vj0 ;vj0+1) por lo menos (p+1)(q+1)

funciones base son distintas de cero.
- Extrema: si p > 0 y q > 0 Ri;j (u,v) logra exactamente un valor máximo.
- R0;0(0; 0) = Rn;0(1; 0) = Rn;m(1; 1) = 1
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- Diferenciabilidad: en el interior del rectángulo formado por las líneas nodo u y
v existen todas las derivadas parciales de Ri;j(u,v). En el u nodo (v nodo) es p �k (q
- k) veces diferenciable en la dirección u (v), donde k es la multiciplicidad del nodo.
- Si todos los wi;j = a para 0 � i � n; 0 � j � m y a 6= 0;
Ri;j(u; v) = Ni;p(u)Nj;q(v)8i; j:
Estas propiedades dan como resultado las siguientes características geométricas

de las super�cies NURBS:
- Interpolación de un punto anguloso: S(0; 0) = P0;0; S(1; 0) = Pn;0; S(0; 1) =

P0;m; y S(1; 1) = Pn;m:
- Invarianza afín: se aplica a la super�cie aplicándola a los puntos de control.
- Modi�caciones locales: si movemos Pi;j o cambiamos wi;j afectaremos a la forma

de la super�cie solo en el rectángulo [ui; ui+p+1)x[vj; vj+q+1).
- B-splines no racionales, Bezier y super�cies Bezier racionales son casos especiales

de super�cies NURBS.
- Diferenciablilidad: S(u; v) es p � k (q � k) veces diferenciable con respecto a

u(v) en el nodo u (v nodo) de multiplicidad k.
Es conveniente representar las super�cies NURBS en coordenadas homogéneas

Sw(u; v) =
nX
i=0

mX
j=0

Ni;p(u)Nj;q(v)P
w
i;j

donde Pwi;j = (wi;jxi;j; wi;jyi;j; wi;jzi;j; wi;j): Podemos intercambiar S
w(u; v) o S(u; v)

en una super�cie NURBS.

1.8. Derivada de una Super�cie NURBS

Vamos a desarrollar las formulas de las derivadas de S(u,v) en términos de las
derivadas de Sw(u,v).
Sea

S(u; v) =
w(u; v)S(u; v)

w(u; v)
=
A(u; v)

w(u; v)

donde A(u,v) es el numerador de S(u,v).
Luego

Sa(u; v) =
Aa(u; v)� wa(u; v)S(u; v)

w(u; v)

donde � denota cada u o v.



24 CAPÍTULO 1. NURBS

En general

A(k;1) = [(wS)k]l = (
kX
i=0

�
k

i

�
w(i;0)S(k�i;0))1 =

kX
i=0

�
k

i

� lX
j=0

�
l

j

�
w(i;j)S(k�i;1�j)

= w(0;0)S(k;1)+
kX
i=1

�
k

i

�
w(i;0)S(k�i;l)+

lX
j=1

�
l

j

�
w(0;j)S(k;l�j)+

kX
i=1

�
k

i

� lX
j=1

�
l

j

�
w(i;j)S(k�i;1�j)

De esto se desprende que

S(k;l) =
1

w
(A(k;l) �

kX
i=1

�
k

i

�
w(i;0)S(k�i;l) �

lX
j=1

�
l

j

�
w(0;j)S(k;l�j)+

�
kX
i=1

�
k

i

� lX
j=1

�
l

j

�
w(i;j)S(k�i;1�j))

De esta ecuación obtenemos

Suv =
Auv � wuvS � wuSv � wvSu

w

Suv =
A uu � 2wuSu � w uuS

w

Suv =
Avv � 2wvSv � wvvS

w

De lo visto hasta ahora deducimos

Su(0; 0) =
p

up+1

w1;0
w0;0

(P1;0 � P0;0)

Sv(0; 0) =
q

vq+1

w0;1
w0;0

(P0;1 � P0;0)

Suv(0; 0) =
pq

w0;0up+1vq+1
(w1;1P1;1 �

w1;0w0;1
w0;0

(P1;0 + P0;1) + (
2w1;0w0;1
w0;0

� w1;1)P0;0)



Capítulo 2

INTERPOLACIÓN GLOBAL

2.1. Introducción

Ahora vamos a estudiar el ajuste de curvas y super�cies NURBS. Existen dos
tipos de ajuste: interpolación y aproximación. En la interpolación construimos una
curva o super�cie que satisface exactamente los datos suministrados. La Figura 2.1
muestra una curva que interpola cinco puntos y su vector primera derivada en los
puntos �nales. En la aproximación, construimos curvas y super�cies que no tienen
porque satisfacer exactamente los datos dados, solo una aproximación.

Figura 2.1

La mayoría de los algoritmos de unión entran dentro de una de estas dos cate-
gorías: global o local. Con un algoritmo global, el sistema de ecuaciones o el problema

25
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de optimización se plantea y se resuelve. Por otro lado, un algoritmo local es más
geométrico por naturaleza, construye la curva o super�cie segmento a segmento, us-
ando solo datos locales para cada paso. Una perturbación en los datos suministrados
solo cambia la curva o super�cie localmente.

2.2. Interpolación Global de puntos con una Cur-
va

Supongamos que disponemos de una serie de puntos {Qk}, k = 0, ..., n, y queremos
interpolar eso puntos con una curva B-spline no racional de grado p. Si asignamos
un valor parámetro, �uk, para cada Qk, y seleccionamos un vector nodo apropiado
U=fu0; :::; umg, podemos construir un sistema lineal de ecuaciones (n + 1) x (n + 1)

Qk = C(�uk) =
nX
i=0

Ni;p(�uk)Pi

Los puntos de control, Pi; son los n+1 incógnitas.
El problema sobre la elección de �uk y de U persiste, dicha elección afecta a la

forma y a la parametrización de la curva. Tres métodos comunes para determinar �uk
(el parámetro pertenece al intervalo u2[0,1]) son:
- Equiespaciados:
�u0 = 0 �un = 1
�uk =

k
n

k = 1; :::; n� 1
Este método no es muy recomendado, ya que puede producir �guras erróneas

cuando se dan de forma dispar.
- Conjunto de tramos: Sea d la longitud total de los tramos

d =
nX
k=1

jQk �Qk�1j

Luego �u0 = 0 �un = 1
�uk = �uk�1 +

jQk�Qk�1j
d

k = 1; :::; n� 1
Este es el método más usualmente usado. Da una buena parametrización de la

curva en el sentido de que la aproxima a una parametrización uniforme.
-Método centrípeto: Sea

d =

nX
k=1

p
jQk �Qk�1j
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Luego �u0 = 0 �un = 1

�uk = �uk�1 +

p
jQk�Qk�1j

d
k = 1; :::; n� 1

Este es un nuevo método que consigue mejores resultados que el �conjunto de
tramos�cuando los datos tienen muchos virajes agudos.

Los nodos pueden estar equiespaciados

u0 = ::: = up = 0 um�p = :::um = 1

uj+p =
j

n� p+ 1 j = 1; :::; n� p

Sin embargo, este método no es recomendable. Pero si lo usamos conjuntamente
con los métodos �conjunto de tramos� y �método centrípeto�, resulta un singular
sistema de ecuaciones.

Recomendaremos la siguiente técnica promedio

u0 = ::: = up = 0 um�p = ::: = um = 1

uj+p =
1

p

j+p�1X
i=j

�ui j = 1; :::; n� p

La Figura 2.2 nos muestra los puntos de control, parámetros, y el vector nodo
de una curva cónica interpolando siete puntos. Los parámetros han sido escogidos
por el método �conjunto de tramos�, y los nodos por este último método promedio.
En la Figura 2.3 se ilustra una comparación de diferentes parametrizaciones. En la
Figura 2.4, se ve la misma comparación usando más puntos dispersos al azar. En
ambos casos una curva cúbica para por los siete puntos, usando parámetros y nodos
uniformes
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Figura 2.2

Figura 2.3
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Figura 2.4

2.3. Interpolación Global con derivada �nal es-
pecí�ca

Es habitual que se nos especi�quen en los datos los vectores derivada. En este
caso, el proceso es el mismo al dado anteriormente:
1. computar los parámetros ūk correspondientes a los puntos Qk:
2. computar el vector nodo U.
3. evaluar las funciones bas para construir el sistema lineal de ecuaciones, con los

puntos de control como incógnitas.
4. resolver el sistema.
Solo los pasos 2 y 3 son ligeramente diferentes de lo anterior. Cada derivada

ocasiona un nodo y un punto de control adicional, en consecuencia una nueva ecuación
lineal.
Vamos a ilustrar con ejemplos, usando la primera derivada.
Otra vez, sea {Qk}, k=0,..., n, son los puntos, D0 y Dn son el vector primera

derivada en el punto inicial y �nal de la curva, respectivamente.
Interpolaremos con los datos mediante una curva de grado p
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C(u) =
n+2X
i=0

Ni;p(u)Pi

Después, computaremos los ūk; k=0,...,n, usando el método de �conjunto de
tramos�o el �método centrípeto�. Sea m=n+p+3 así obtendremos los nodos m+1
mediante

u0 = ::: = up = 0 um�p = ::: = um = 1

uj+p =
1

p

j+p�1X
i=j

�ui j = 1; :::; n� p

Luego

Qk = jC(�uk) =
n+2X
i=0

Ni;p(u)Pi

Las ecuaciones de las primeras derivadas en los puntos �nales de una curva B-
spline:

C 0(0) = Q0 =
p

up+1
(P1 � P0)

C 0(1) = Qn�1 =
p

1� um�p�1
(Pn � Pn�1)

Nos dan las dos ecuaciones adicionales que nos faltan

�P0 + P1 =
up+1
p
D0

�Pn+1 + Pn+2 =
1� um�p�1

p
Dn

Insertando estas dos ecuaciones en Qk = C(�uk) =

n+2X
i=0

Ni;p(u)Pi en el segundo

lugar, y así hasta el �nal, obtenemos el sistema lineal de ecuaciones (n + 3) x (n
+ 3). La Figura 2.5 muestra una curva cúbica interpolada con las tangentes �nales
especi�cadas. La �gura 2.6 muestra la interpolación sobre los mismos puntos, pero
con diferente tangente �nal y magnitudes para las derivadas.
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Figura 2.5

Figura 2.6

2.4. Interpolación por Curva Spline Cúbica

El método que acabamos de ver es válido para cualquier grado p > 1. Si p = 3,
existe un algoritmo más e�ciente y da lugar al tradicional spline cúbico C2 . Los ūk
son hallados como anteriormente. Los nodos son

u0 = ::: = u3 = 0 un+3 = ::: = un+6 = 1
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uj+3 = �uj j = 1; :::; n� 1

En otras palabras, la interpolación de los Qk ocurre en los nodos. Las dos primeras
y las dos últimas ecuaciones son, respectivamente

P0 = Q0

�P0 + P1 =
u4
3
D0

y

�Pn+1 + Pn+2 =
1� un+2

3
Dn

Pn+2 = Qn

Esto puede resolverse directamente. Recordando que solo hay tres funciones bási-
cas cúbicas distintas de cero, las restantes n-1 ecuaciones son de la forma

Qk = C(�uk) = Nk;3(�uk)Pk +Nk+1;3(�uk)Pk+1 +Nk+2;3(�uk)Pk+2

Para k=1,...,n-1. Siendo

ak = Nk;3(�uk) bk = Nk+1;3(�uk) ck = Nk+2;3(�uk)

Da lugar al sistema tridiagonal

2666664
R2
R3
...

Rn�1
Rn

3777775 =
2666664

Q1 � a1P1
Q2
...

Qn�2
Qn�1 � cn�1Pn+1

3777775

=

2666664
b1 c1 0 ::: 0 0 0
a2 b2 c2 ::: 0 0 0
...

...
...
. . .

...
...

...
0 0 0 ::: an�2 bn�2 cn�2
0 0 0 ::: 0 an�1 bn�1

3777775

2666664
P2
P3
...

Pn�1
Pn

3777775
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2.5. Interpolación Global por Curva con 1a deriva-
da especí�ca

Vamos a suponer ahora que la primera derivada, Dk, nos la dan en cada punto,
Qk, k = 0, ..., n. Hay 2(n + 1) datos y los mismos puntos de control desconocidos.
Las n + 1 ecuaciones que expresan los Qk son

Qk = C(�uk) =
2n+1X
i=0

Ni;p(�uk)Pi

las n + 1 ecuaciones que expresan las primeras derivadas, Dk, son

Dk = C
0(�uk) =

2n+1X
i=0

N 0
i;p(�uk)Pi

Los parámetros ūk, se computan usando el método de �conjunto de tramos�o el
�método centrípeto�. El número de nodos es

2(n+ 1) + p+ 1

y ellos deben ser elegidos re�ejando la distribución de los ūk. Para p = 2 y p =
3 los empíricamente satisfactorios son

U = f0; 0; 0; �u1
2
; �u1;

�u1 + �u2
2

; �u2; :::; �un�1;
�un�1 + 1

2
; 1; 1; 1g

y

U = f0; 0; 0; 0; �u1
2
;
2�u1 + �u2

3
;
�u1 + �u2
3

; :::;
�un�2 + 2�un�1

3
;
�un�1 + 1

2
; 1; 1; 1; 1g

respectivamente. Las ecuaciones de Qk y Dk se mezclan alternativamente dando
lugar a un sistema de ecuaciones 2(n+ 1)x2(n+ 1): Por ejemplo, para p=3.

Denotemos el primer y el último nodo interior de la anterior ecuación con

u4 =
�u1
2

um�p�1 =
�un�1 + 1

2

El sistema de ecuaciones queda
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P0 = Q0

�P0 + P1 =
u4
3
D0

N1;3(�u1)P1 + :::+N4;3(�u1)P4 = Q1

N 0
1;3(�u1)P1 + :::+N

0
4;3(�u1)P4 = D1

...

N2n�3;3(�un�1)P2n�3 + :::+N2n;3(�un�1)P2n = Qn�1

N 0
2n�3;3(�un�1)P2n�3 + :::+N

0
2n;3(�un�1)P2n = Dn�1

� P2n + P2n+1 =
1� um�p�1

3
Dn

P2n+1 = Qn

La Figura 2.7 una curva cuadrática (línea contínua) y una cúbica (línea entrecor-
tada) interpolada con los puntos y las derivadas. La Figura 2.8 ilustra una com-
paración entre diferentes curvas interpoladas obtenidas usando varios valores de las
derivadas en los puntos dato.

Figura 2.7
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Figura 2.8

2.6. Interpolación Global por Super�cies

Tenemos una serie (n+1)x(m+1) de puntos dato fQk;1g; k = 0,..., n y l = 0,..., m,
y queremos construir una super�cie B-Spline no racional de grado (q,p) interpolado
esos puntos

Qk;l = S(�uk; �vl) =
nX
i=0

mX
j=0

Ni;p(�uk)Nj;q(�vl)Pi;j

Una vez más, lo primero es hallar valores razonables para (�uk; �vl) y para los
vectores nodo U y V. Ya hemos visto anteriormente como determinar �uk y análoga-
mente �vl. Lo más común es usar el método de �conjunto de tramos�o el �método
centrípeto�para computar los parámetros �ul0 , ..., �u

l
n para cada l, para luego obtener

los �uk promediando entre todos los �ulk, l = 0,..., m, esto es
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�uk =
1

m+ 1

mX
1=0

�ulk k = 0; :::; n

Una vez calculados los (�uk; �vl), obtenemos los vectores nodo mediante el método
técnica promedio estudiado anteriormente

u0 = ::: = up = 0 um�p = ::: = um = 1

uj+p =
1

p

j+p�1X
i=j

�ui j = 1; :::; n� p

Ahora vamos a computar los puntos de control. Fácilmente vemos que la ecuación
Qk;l = S(�uk; �vl) representa las (n+1)x(m+1) ecuaciones lineales de los Pi;j. No ob-
stante, siendo S(u,v) es un producto tensorial, los Pi;j pueden ser obtenidos más
simple y e�cientemente como una secuencia de interpolación de las super�cies. Fi-
jando l escribimos Qk;l = S(�uk; �vl) como

Qk;l =
nX
i=0

Ni;p(�uk)(
mX
j=0

Nj;q(�vl)Pi;j) =
nX
i=0

Ni;p(�uk)Ri;l

donde

Ri;l =
mX
j=0

Nj;q(�vl)Pi;j

Nótese que la ecuación Qk;l =
nX
i=0

Ni;p(�uk)Ri;l es justo la interpolación de la

curva sobre los puntos Qk;l; k = 0; :::; n: Los Ri;l son los puntos de control de la
curva isoparamétrica en S(u,v) al �jar v = �vl: Ahora �jando �i� y variando �l�

Ri;l =
mX
j=0

Nj;q(�vl)Pi;j es la curva interpoladora a través de los puntos Ri;0; :::; Ri;m;

siendo Pi;0; :::; Pi;m los puntos de control computados. Así, el algoritmo para obtener
todos los Pi;j es:
1. Usando U y los �uk; se construyen m+1 curvas interpoladoras a través de

Q0;1; :::; Qn;1 (para l = 0,..., m); esto da lugar a los Ri;l (Figura 2.9)
2. Usando V y los vl, se construyen n+1 curvas interpoladas a través deRi;0; :::; Ri;m

(para i = 0,..., n); esto da lugar a los Pi;j (Figura 2.10)
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Figura 2.9

Figura 2.10

La Figura 2.11 representa la super�cie resultado. Fácilmente se ve que el algoritmo
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es simétrico. La misma super�cie se obtiene con:
1. Haciendo n+1 curva interpoladoras a través de Qk;0; :::; Qk;m para obtener los

Rk;j (puntos de control de las curvas isoparamétricas S(�uk; v))
2. Luego, haciendo m+1 curvas interpoladoras a través deR0;j; :::; Rn;j para obten-

er los Pi;j:

Las derivadas límite pueden también incorporarse dentro de la interpolación glob-
al de super�cies. Conceptualmente, las formulas de las derivadas anteriormente vistas
pueden usarse para de�nir una ecuación lineal por cada derivada especi�cada. Des-
graciadamente si el número de los datos límite no es el mismo en cada �la o columna,
la resolución del problema se complica por los puntos de control de la super�cie de-
sconocidos.

Figura 2.11



Capítulo 3

INTERPOLACIÓN LOCAL

3.1. Preliminares

Sean {Qk}, k = 0,..., n, dados. Por interpolación local de la curva entendemos un
método que construye n segmentos polinomiales o racionales de curvas, Ci(u); i =
0; :::; n� 1; cuando Qi y Qi+1 son los puntos �nales de Ci(u): Los segmentos vecinos
se unen con un nivel de continuidad prescrito. Las ecuaciones que aparecen son
locales solo en unos pocos segmentos vecinos. En el marco de las NURBS, nosotros
construimos los segmentos usando curvas racionales de Bézier o curvas polinómicas,
luego obtenemos una curva NURBS seleccionando un vector de nodos adecuado.
Sea �ui denotando el parámetro inicial de Ci(u) y el parámetro �nal de Ci�l(u):

Ci(u) y Ci�l(u) cumplen en �ui con Gl continuidad. Si sus direcciones tangentes coin-
ciden; esto es, si C 0i(�ui) y C

0
i�l(�ui) apuntan en la misma dirección. Aunque sus magni-

tudes sean diferentes. La continuidad Gl implica que la curva se ve continua (suave)
pero tiene una discontinuidad en la parametrización. Un algoritmo local apropiado
se designa dándole algún nivel a cada G ó C de continuidad; en este capítulo veremos
solo algoritmos de continuidad Gl ó Cl. Métodos locales de mayor continuidad no
son muy usados. Sin embargo G2 y C2 son posibles con cúbicas.
Para obtener segmentos de Béizer, Ci(u); se requiere computar los puntos de con-

trol de Bézier interiores, un punto para cuadráticas, dos para cúbicas. Estos puntos
de control descansan sobre las líneas tangentes a la curva en los Qk; así, requeriremos
vectores tangentes Tk para cada Qk. En algunos casos estos pueden ser introducidos
con los Qk; por ejemplo, se obtienen fácilmente cuando computamos puntos inter-
sección entre dos super�cies. Sin embargo, si no los introducimos así, ellos deben
ser computados como parte del algoritmo adecuado. Existen varios métodos; Boeh,
contempla varios métodos. Sea

39
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��uk = �uk � �uk�l qk = Qk �Qk:l dk =
qk
��uk

Todos los métodos tienen una de estas dos formas

Dk = (1� �k)dk + �kdk+1 (3.1)

Tk =
Vk
jVkj

Vk = (1� �k)qk + �kqk + 1 (3.2)

Nótese que la ecuación (3.1) anteriores asumen que los valores para los �uk han
sido asignados. Los vectores Dk pueden ser vistos como estimación de las derivadas.
La ecuación (3.2) no usa parámetros �uk, y los vectores resultantes pueden ser

vistos solo como direcciones tangentes. La asignación de magnitudes y parámetros
debe ser hecha en conjunción uno del otro; no son independientes. Nótese que usamos
la notación T estrictamente para unidades de longitud de vectores tangentes. Las
ecuaciones (3.1) y (3.2) son interpolaciones lineales. Las diferentes combinaciones
di�eren en el modo en el que se computa el parámetro de interpolación �k; es típico
que dependa de 3 o 5 puntos vecinos. Por ejemplo, el método de Bessel es un método
de tres puntos usando

�k =
��uk

��uk +��uk+1
k = 1; :::; n� 1 (3.3)

junto con la ecuación (3.1). Tenemos

�k =
jqk�1 � qkj

jqk�1 � qkj+ jqk+1 � qk+2j
(3.4)

junto con la ecuación (3.2) resulta un método de cinco puntos para obtener Tk.
Este tiene la ventaja que tres puntos colineales, Qk�1; Qk; Qk+1, resultan un Tk que
es paralelo a la línea segmento. El denominador de la ecuación (3.4) desaparece si
Qk�2; Qk�1; Qk; son colineales y Qk; Qk+1; Qk+2; son colineales.
Esto implica o un ángulo en Qk o un segmento de línea recta desde Qk�2 hasta

Qk+2. En estos casos �k puede ser de�nida de muchas formas; nosotros hemos elegido

- �k = 1, el cual implica Vk = qk+1; esto produce un ángulo en Qk si uno está
implícito en el dato.
- �k = 1=2, implica Vk = 1=2(qk + qk+1); resuelve el ángulo si uno está implícito.

Todos los métodos requieren un tratamiento especial en los �nales. Para el caso
de los tres puntos podemos decir
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D0 = 2d1 �D1 Dn = 2dn �Dn�1 (3.5)

y para el caso de los cinco puntos usaremos

q0 = 2q1 � q2 q�1 = 2q0 � q1 (3.6)

qn+1 = 2qn � qn�1 qn+2 = 2qn+1 � qn

para sustituir en las ecuaciones (3.4) y (3.2) para obtener T0; T1; Tn�1; Tn:
Ahora ya estamos listos para presentar algunos métodos de interpolación local.

3.2. Interpolación local con curvas parabólicas

Empezaremos con una simple combinación cuadrática, no racional, en dos dimen-
siones. Sea {Qk}, k = 0,..., n, puntos en el plano xy. Usamos algunas estimaciones
de las tangentes para computar los correspondientes {Tk}, por ejemplo las ecua-
ciones (3.2), (3.4), y (3.6). Lk denota la línea de�nida por (Qk; Tk), y Rk el punto
intersección de Lk�1 y Lk. Asumiremos de momento que la intersección existe, y que


k�1 > 0 
k < 0 (3.7)

donde
Rk = Qk�1 + 
k�1Tk�1 Rk = Qk + 
kTk

Luego vamos a elegir nuestros puntos de control

Q0; R1; Q1; R2; :::; Rn; Qn (3.8)

Sea �u0 = 0 y �un = 1: Si {�ui}, i = 1; :::; n � 1, es cualquier secuencia de números
satisfaciendo �ui�1 < �ui < �ui+1; los puntos de control de la ecuación (3.8) junto con
el vector nodo

U = f0; 0; 0; �u1; �u1; �u2; �u2; :::; �un�1; �un�1; 1; 1; 1g (3.9)

de�nen una curva no-racional, de continuidadG1 B-spline cuadrática interpolando
los {Qk}. La elección de los nodos internos no afecta a la malla de la curva, solo a
la parametrización. Es posible elegir los nodos para que la curva resultante sea C1

continua; haciendo esto, nosotros podemos eliminar los puntos de controlQ1; :::; Qn�1.
Nosotros sencillamente comparamos la derivada inicial y la �nal en Qk�1; usando las
ecuaciones siguientes, transformadas para los intervalos [�uk�2; �uk�1] y [�uk�1; �uk]
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C 0(0) = Q0 =
p

up+1
(P1 � P0)

C 0(1) = Qn�1 =
p

um�p�1
(Pn � Pn�1)

se obtiene la formula

�u0 = 0 �u1 = 1

�uk = �uk�1 + (�uk�1 � �uk�2)
jRk �Qk�1j
jQk�1 �Rk�1j

k = 2; :::; n (3.10)

Las curvas continuas C l interpolando los {Qk} se de�nen por los puntos de control
Q0; R1; R2; :::; Rn�1; Rn; Qn y por los nodos

U = f0; 0; 0; �u1
�un
;
�u2
�un
; :::;

�un�2
�un

;
�un�1
�un

; 1; 1; 1g (3.11)

Pagaremos un precio por la continuidad C l y por la reducción del número de
los puntos de control, a saber en la parametrización. Ahora vamos a abandonar la
restricción dada en la ecuación (3.7) y detallar dos casos especiales que se dan cuando
computamos los Rk :

- Tk�1 y Tk son paralelos, de ahí Rk no puede ser computado como intersección;
esto puede indicar segmentos colineales, un punto de in�exión, o que la curva gira
180o.
- Rk puede ser computada, pero 
k�1 y 
k no satisfacen la ecuación (3.7); esto

indica o un punto de in�exión o un giro de mas de 180o

El caso de los segmentos colineales se aplica si Tk�1 y Tk son los dos paralelos a
la cuerda Qk�1 y Qk. Trataremos este caso fácilmente señalando

Rk =
1

2
(Qk�1 +Qk) (3.12)

Todos los demás casos especiales son tratados creando dos segmentos parabóli-
cos entre Qk�1 y Qk en vez de uno. Hasta aquí, debemos computar tres puntos
adicionales, R0k,Q

0
k y R

0
k+1. Siendo

R0k = Qk+1 + 
kTk�1 R0k+1 = Qk � 
k+1Tk (3.13)
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Q0k =

kR

0
k+1 + 
k+1R

0
k


k + 
k+1
(3.14)

Está por verse determinar elecciones razonables para 
k y 
k+1. Si Tk�1 y Tk son
paralelas (pero no Qk�1 y Qk), tenemos


k = 
k+1 =
1

2
jQk�1Qkj

Ahora consideramos el caso cuando Tk�1 y Tk son paralelas, pero la ecuación
(3.7) no se cumple. Intuitivamente 
k y 
k+1 deben depender de los ángulos �k�1 y
�k sustentado por la cuerda Qk�1 y Qk y La tangentes Tk�1 y Tk, respectivamente
(0 � �k�1; �k � 90o) .

3.3. Interpolación local con curvas racionales cuadráti-
cas

El siguiente método puede ser modi�cado para producir una curva no-racional
cuadrática. Todos los pesos en Qk son 1; pesos en Rk pueden ser elegidos libremente.
Por ejemplo, algunas aplicaciones pueden desear que los segmentos sean más circu-
lares en vez de parabólicos. Más especí�camente, para k = 1 ,..., n, se de�ne un arco
cónico con Qk�1; Rk; Qk, y el peso !k en Rk. El !k puede ser designado como sigue:

1. Si Qk�1; Rk; Qk son colineales, !k = 1;
2. Si el triángulo isósceles (jQk�1Rkj = jQkRkj), sea !k acorde con la ecuación

que precisa un arco circular;
3. Si el triángulo no es isósceles, sea !k como sigue (mirar la �gura)

- Sea M = 1=2(Qk�1 +Qk);
- S1 es la intersección de MRk con el bisector del ángulo \RkQk�1Qk;
- S2 es la intersección de MRk con el bisector del ángulo \Qk�1QkRk;
- Sea S = 1=2(S1 + S2);
- Con S usa la ecuación S = (1 � s)M + sP1 donde s = w1

1+w1
y w1 = s

1�s
para computar !k:

3.4. Interpolación local con curvas cúbicas

Las cúbicas soportan fácilmente los datos en tres dimensiones y puntos de in-
�exión sin un especial tratamiento. Vamos a empezar derivando un caso general de
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curvas cúbicas de Bézier. Sea P0 y P3 dos puntos �nales, y T0 y T3 son sus corre-
spondientes direcciones tangentes. Es posible construir una curva cúbica de Bézier,
C(u), u 2 [0; 1], con estos puntos �nales y direcciones tangentes, y satisface

� = jC 0(0)j = jC 0(1
2
)j = jC 0(1)j (3.15)

Mira la �gura, esto es, la velocidad es igual en el punto inicial, medio, y �nal de
la curva. Las ecuaciones (3.15) y C 0(0) = n(P1 � P0) C 0(1) = n(Pn � Pn�1)

implican

P1 = P0 +
1

3
�T0 P2 = P3 �

1

3
�T3 (3.16)

Aplicando las ecuaciones C 0(0) = n(P1 � P0) C 0(1) = n(Pn � Pn�1) y con-
siderando la bisección del rango del parámetro, esto da

C 0(
1

2
) = 6(P 21 � P 30 ) (3.17)

Ajustando la velocidad igual a �, substituyendo el Algorítmo de Casteljau (P 21 �
P 30 =

1
8
(P3 + P2 � P1 � P0)) para u = 1

2
en C 0(1

2
) = 6(P 21 � P 30 )

usando las ecuaciones P1 = P0 + 1
3
�T0 P2 = P3 � 1

3
�T3 obtenemos

8

6
� = jP3 + P2 � P1 � P0j

= jP3 + (P3 �
1

3
�T3)� (P0 +

1

3
�T0)� P0j

esto lleva a

16�2 = �2jT0 + T3j2 � 12�(P3 � P0)(T0 + T3) + 36jP3 � P0j2

y �nalmente

a�2 + b� + c = 0 (3.18)

donde

a = 16� jT0 + T3j2 b = 12(P3 � P0)(T0 + T3) c = �36jP3 � P0j2

La ecuación (3.18) tiene dos soluciones reales para �, una positiva y otra negativa.
Substituyendo la solución positiva en la ecuación (3.16) resultan los deseados P1 y
P2.
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Volvamos ahora al problema de la interpolación cúbica. Sea fQkg; k = 0; :::; n;
sea un set de puntos tridimensionales dato. Si los vectores tangentes no son dados,
los computaremos (ecuaciones 3.2, 3.4, 3.6). Debemos construir un segmento curvo
cúbico de Bézier, Ck(u), entre cada pareja, Qk; Qk+1. Denotaremos los puntos de
control de Bézier como

Pk;0 = Qk Pk;1 Pk;2 Pk;3 = Qk+1 (3.19)

Debemos determinar la localización apropiada para Pk;1 y Pk;2 a lo largo de Tk
y Tk+1, respectivamente. Es posible obtener continuidad C1 cúbica y alcanzar una
buena aproximación en la parametrización uniforme. Una verdadera parametrización
uniforme signi�ca una velocidad constante por encima del parámetro de rango entero.
Vamos a construir una curva con la misma velocidad en cada Qk y en el punto medio
de cada segmento. Sea �u0 = 0. Ahora, para k = 0; :::; n� 1; el �uk+1 y los dos puntos
de control interiores de Ck(u) se computan como sigue:

1. Usa la ecuación (3.18) para computar � y (3.16) para computar Pk;1 y Pk;2;

2. Sea

�uk+1 = �uk + 3jPk;1 � Pk;0j (3.20)

Este algoritmo produce n segmentos de Bézier, estos teniendo la velocidad igual
a 1 en sus �nales y medios puntos con respecto a sus rangos de parámetro, [�uk; �uk+1].
De esta manera, una curva B-spline cúbica con continuidad C1 interpolando los Qk
se de�ne por los puntos de control (ver �gura)

Q0; P0;1; P0;2; P1;1; P1;2; :::; Pn�2;2; Pn�1;1; Pn�1;2; Qn (3.21)

y los nodos

U = f0; 0; 0; 0; �u1
�un
;
�u1
�un
;
�u2
�un
;
�u2
�un
; :::;

�un�1
�un

;
�un�1
�un

; 1; 1; 1; 1g (3.22)

La Figura 3.1 muestra un ejemplo de curva cúbica interpolada usando este méto-
do. La curva esta marcada con puntos correspondientes a valores de los parámetros
equiespaciados.



46 CAPÍTULO 3. INTERPOLACIÓN LOCAL

Figura 3.1

3.5. Interpolación local con super�cies bicúbicas

Una C(1;1) combinación de interpolaciones locales de super�cies continuas bicúbi-
cas, es también posible una continuidad C(1) en las direcciones u y v. Sea {Qk;l}, k
= 0,..., n
La Figura 3.2 es una parametrización de una interpolación de una curva local;

los puntos están equiespaciados con respecto a los valores parámetro.
y l = 0,..., m, una serie de puntos dato, y sea {(�uk; �vl)} las correspondientes

parejas de parámetros, calculados por el valor promedio de �conjunto de tramos�. El
siguiente método da a lugar una super�cie bicúbica, S(u,v), satisfaciendo

S(�uk; �vl) =
2n+1X
i=0

2m+1X
j=0

Ni;3(�uk)Nj;3(�vl)Pi;j (3.23)

Obtenemos la super�cie construyendo nm partes bicúbicas de Béizer, {Bk;l(u; v)},
k = 0,..., n-1; l = 0,..., m-1 donde Qk;l; Qk+1;l; Qk;l+1; Qk+1;l+1 son los puntos de las
esquinas del trozo, y los trozos se unen con continuidad C(1;1) con los límites del
siguiente trozo. Excepto para las super�cies límite, todas las �las y columnas de los
puntos de control que contienen el original {Qk;l} son eliminados (véase Figura 3.3
y 3.4) dejando (2n + 2)(2m + 2)
puntos de control en el �nal de la super�cie B-spline. Los vectores de nodos son:

U = f0; 0; 0; �u1; �u1; �u2; �u2; :::; �un�1; �un�1; 1; 1; 1g
V = f0; 0; 0; �v1; �v1; �v2; �v2; :::; �vn�1; �vn�1; 1; 1; 1g
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Un trozo de bicúbica de Bézier tiene 16 puntos de control. Los 12 puntos de control
límite son obtenidos con una iteración inicial através de las m + 1 �las y las n +
1 columnas de datos y usando una combinación de curvas cúbicas interpoladas. La
combinación es ligeramente diferente de la que hemos detallado previamente, porque
nosotros ya tenemos los parámetros f(�uk; �vl)g.
Nosotros podemos forzar la continuidad C l en los segmentos puntos �nales, pero

no podemos forzar la misma velocidad en los puntos medios de los segmentos de las
curvas de Bézier. Más especí�camente, sea �jado l = l0, y considerese la interpolación
de la curva cúbica de los puntos Q0;l0 ; :::; Qn;l0. Sea rl0 denotando la longitud del
tramo de �la l0. Para cada punto, Qk;l0 , se computa los, T

u
k;l0
(la unidad tangente en

la dirección u). Después los puntos de Bézier interiores de la �la se calculan como:

P k;l01;0 = Qk;l0 + aT
u
k;l0

P k;l02;0 = Qk+1;l0 � aT uk+1;l0 (3.24)

Donde

a =
rl0(�uk+1 � �uk)

3
=
rl0��uk+1

3

La curva resultante tiene continuidad C1 , con magnitud derivable igual a rl0 en
todos los Qk;l0. La misma técnica se aplica en las n + 1 columnas de los datos. Esto
permanece al calcular los cuatro puntos de control interiores de cada trozo Bézier.
Esto requiere estimaciones para las derivadas parciales,Duv

k;l, para cada Qk;l. Nosotros
derivamos la formula para , Duv

k;l basando nos en el método de Bessel. Sea rl y sk la
longitud total de tramos de la �la �l�(columna �k�). Luego

Du
k;l = rlT

u
k;l Dv

k;l = skT
v
k;l (3.25)

Luego sea

dvuk;l = (1� �k)
Dv
k;l �Dv

k�1;l

��uk
+ �k

Dv
k+1;l �Dv

k;l

��uk+1

duvk;l = (1� �l)
Du
k;l �Du

k;l�1

��vl
+ �l

Du
k;1+l �Du

k;l

��vl+1

Con

�k =
��uk

��uk +��uk+1
�l =

��vl
��vl +��vl+1

Finalmente

Duv
k;l =

�kd
uv
k;l + �ld

vu
k;l

�k + �l
(3.26)
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Cuatro puntos de control de los trozos (k,l) son calculados:

P k;l1;1 = 
Duv
k;l + P

k;l
0;1 + P

k;l
1;0 � P

k;l
0;0

P k;l2;1 = �
Duv
k+1;l + P

k;l
3;1 � P

k;l
3;0 + P

k;l
2;0

P k;l1;2 = �
Duv
k;l+1 + P

k;l
1;3 � P

k;l
0;3 + P

k;l
0;2

P k;l2;2 = 
Duv
k+1;l+1 + P

k;l
2;3 + P

k;l
3;2 � P

k;l
3;3

donde


 =
��uk+1��vl+1

9

En la Figura 3.2 los puntos dato se muestran enmarcados.

Figura 3.2

La Figura 3.3 ilustra los puntos de control de los trozos Bézier. Eliminando los
puntos Bézier interiores a través de las �las y columnas, resulta la malla de la super-
�cie de control NURBS (Figura 3.4)
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Figura 3.3

Figura 3.4
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Capítulo 4

APROXIMACIÓN GLOBAL

La aproximación es más di�cultosa que la interpolación. En la interpolación, el
número de puntos de control se determina automáticamente por el grado elegido y el
número de datos, el emplazamiento de los nodos es sencillo, y no hay que comprobar
errores en las super�cies. En la aproximación, una curva/super�cie error asociada es
implementada para ajustar los datos. No sabremos cual será el número de puntos
que necesitaremos para obtener la precisión deseada �E�, ya que los métodos de
aproximación son iterativos. A grosso modo, los métodos globales preceden de una
de las dos formas siguientes:

1)
a. empezando por un mínimo o un número de puntos de control pequeños;
b. ajustar una aproximación a la curva o super�cie dato, usando un método global

de ajuste;
c. comprobar la desviación de la curva/super�cie de los datos;
d. si la desviación en cualquier lugar es menor que �E�, regresa; incrementa el

número de puntos de control y vuelve al paso 1)b.

2)
a. empezando con el número máximo de puntos de control, su�cientes para que

la primera aproximación cumpla con el valor de �E�;
b. ajustar la curva/super�cie a los datos usando el método global;
c. comprobar si la desviación �E�se satisface en todos los sitios;
d. si �E�no se satisface vuelva a curva o super�cie previa, reduciendo el número

de puntos de control y volviendo al paso 2)b.

El ingrediente central de los dos métodos es que nos �jen el número de puntos de
control, llamado �n�, con el que ajustamos una aproximación de la curva/super�cie

51
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a los datos. Hay muchas formas de hacer esto. Por ejemplo, un problema de opti-
mización no lineal puede resolverse con los puntos de control, parámetros �uk, nodos,
e incluso el peso de las incógnitas. La función objetivo debe determinar el error de
algún modo, mínimos cuadrados o desviación máxima. En los siguientes capítulos,
vamos a presentar la curva o super�cie usando métodos de ajuste en los que el número
de puntos de control es la única incógnita.

4.1. Aproximación por mínimos cuadrados

Para abordar el problema no lineal, usaremos pesos 1, y precalcularemos valores
para los parámetros y nodos. Luego, resolveremos el único problema de mínimos
cuadrados lineal para los puntos de control desconocidos. Empezaremos con un ajuste
simple de la curva a los datos. Asumiremos que p � 1; n � p, y Q0; :::; Qm (m > n)
son dados. Buscaremos un grado �p�de la curva no racional

C(u) =
nX
i=0

Ni;p(u)Pi u 2 [0; 1] (4.1)

satisfaciendo que:
- Q0 = C(0) y Qm = C(1)
- El resto de los Qk se aproximan en el sentido de mínimos cuadrados

m�1X
k=1

jQk � C(�uk)j2 (4.2)

es un mínimo con respecto a las n+1 variables, Pi; los {�uk} son los valores
parámetro precomputados.
Enfaticemos que generalmente la curva resultante no pasa precisamente a través

de Qk, y C(�uk) no es el punto más cercano en C(u) a Qk. Sea

Rk = Qk �N0;p(�uk)Q0 �Nn;p(�uk)Qm k = 1; :::;m� 1 (4.3)

Luego sea
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f =

m�1X
k=1

jQk � C(�uk)j2 =
m�1X
k=1

jRk �
n�1X
i=1

Ni;p(�uk)Pij2

=
m�1X
k=1

 
Rk �

n�1X
i=1

Ni;p(�uk)Pi

! 
Rk �

n�1X
i=1

Ni;p(�uk)Pi

!

=
m�1X
k=1

j
"
RkRk � 2

n�1X
i=1

Ni;p(�uk)(RkPi) +

 
n�1X
i=1

Ni;p(�uk)Pi

! 
n�1X
i=1

Ni;p(�uk)Pi

!#

f es un valor escalar función de las n-1 variables, P1; :::; Pn�1: Para minimizar f
hacemos las derivadas de f con respecto a los n-1 puntos, Pl, iguales a cero. Las l
derivadas son

@f

@Pl
=

m�1X
k=1

 
�2Nl;p(�uk)Rk + 2Nl;p(�uk)

n�1X
i=1

Ni;p(�uk)Pi

!
lo que implica que

�
m�1X
k=1

Nl;p(�uk)Rk +
m�1X
k=1

n�1X
i=1

Nl;p(�uk)Ni;p(�uk)Pi = 0

esto sigue de la forma

n�1X
i=1

 
m�1X
k=1

Nl;p(�uk)Ni;p(�uk)

!
Pi =

m�1X
k=1

Nl;p(�uk)Rk (4.4)

La ecuación (4.4) eso una ecuación lineal en los desconocidos Pl; :::; Pn�1. Siendo
l = l; :::; n� 1 da lugar al sistema de n� 1 ecuaciones y n� 1 incógnitas

(NTN)P = R (4.5)

donde N es la matriz de escalares (m� 1) � (n� 1)

N =

�
N1;p(�u1) Nn�1;p(�u1)
N1;p(�um�1) Nn�1;p(�um�1)

�
(4.6)

R es el vector de n-1 puntos
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264 N1;p(�u1)R1 : : : N1;p(�um�1)Rm�1
...

Nn�1;p(�u1)R1 : : : Nn�1;p(�um�1)Rm�1

375 (4.7)

P =

266664
P1
:
:
:

Pn�1

377775
Fíjese en que la ecuación (4.5) tiene una matriz de coe�ciente uno, con 3 lados

derechos y 3 conjuntos de coordenadas desconocidas (x, y, z). A �n de construir las
ecuaciones (4.6) y (4.7), se requiere un vector nodo U = fu0; :::; urg y los parámetros
f�ukg. El emplazamiento de los nodos debe re�ejar la distribución de los f�ukg. Si d
es un número real positivo, denota con i = int(d) el número entero más grande tal
que i � d. Necesitamos un total de n + p + 2 nodos; hay n - p nodos internos, y n -
p + 1 nodos internos espaciados. Sea

d =
m+ 1

n� p+ 1 (4.8)

Luego se de�nen los nodos internos por

i = int(jd) � = jd� i

up+j = (1� �)�ui�l + ��ui j = 1; :::; n� p (4.9)

La ecuación (4.9) garantiza que cada espacio de nodo contiene por lo menos un
�uk. Bajo esta condición se muestra la matriz (NTN) que tiene una semiamplitud
menor que p + 1 (si Ni;j es el elemento para las �las i , columnas j , Ni;j = 0 si
ji� jj > p).
Finalmente, concerniendo a la implementación, notemos que la matriz N (ecuación

4.6) puede ser muy larga, y muchos de sus elementos 0; en algunas aplicaciones esto
no es fuera de lo común para m = 1000 y n = 100. Por consiguiente, el implementador
puede querer desarrollar un plan de almacenaje donde se guarden solo los elementos
distintos de 0 de N. Una vez que (NTN) y R (ecuación 4.7) son computadas, N puede
ser redistribuida. Similarmente, solo el grupo distinto de cero de (NTN) puede ser
almacenado.
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Las Figuras 4.1, 4.2 y 4.3 muestran ejemplos de un ajuste simple por mínimos
cuadrados. En la Figura 4.1 siete puntos de control son especi�cados. La Figura
4.2 muestra nueve puntos de control ajustados, mientras que en la Figura 4.3 se
representan once puntos de control ajustados. Notemos que hablando de distancia,
la aproximación mejora a medida que los puntos de control aumentan. No obstante,
cuando el número de puntos de control se aproxima al número de los puntos dato
pueden ocurrir formas indeseables si los datos tienen ruido o torsiones no deseadas.

Figura 4.1
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Figura 4.2

Figura 4.3
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4.2. Pesadez y acotación en el ajuste por mínimos
cuadrados

Vamos a presentar un método general para ver como afecta el peso y la precisión
en el ajuste por mínimos cuadrados. Sean fQig, i = 0,..., r, los puntos a aproxi-
mar. Opcionalmente, la primera derivada Di de cada Qi puede ser especi�cada. Sean
fDi(j)g, j = 0,...,s , el grupo de derivadas; -1 � s � r , donde s =-1, signi�ca que no ha
sido especi�cada derivada. Además, cada Qi o Di(j) puede ser acotada (interpolada
exactamente). Vamos a dividir los fQig y los fDi(j)g en grupos acotados y no acota-
dos. Denotamos por Qui(0); :::; Q

u
i(ru)

y Du
i(0); :::; D

u
i(su)

los términos no acotados, y por
Qci(0); :::; Q

c
i(rc)

yDc
i(0); :::; D

c
i(sc)

los términos acotados (su; sc; rc igual a -1 signi�ca que
no hay dato correspondiente al índice). Nótese que r = ru + rc + 1 y s = su + sc + 1.
También permitimos un peso positivo para determinar a los términos no acotados,
por lo tanto tenemos wqi(0); :::; w

q
i(ru)

y wdi(0); :::; w
d
i(su)

(wqi ; w
d
i > 0):

Estos pesos tienen una in�uencia adicional sobre la �rigidez�de la aproximación
en cada dato en relación a sus vecinos. Por defecto wqi ; w

d
i = 1 . Incrementar el peso

incrementa la rigidez de la aproximación en los distintos términos, mientras que si
decrecemos el peso a�ojamos la aproximación de los términos. Nótese que estos pesos
no tienen nada que ver con los pesos de las NURBS.
Ahora sea mu = ru+ su+1 y mc = rc+ sc+1. Queremos aproximar los datos no

acotados con los mínimos cuadrados e interpolar los datos acotados con una curva
no racional de grado p, C(u), con n + 1 puntos de control. El siguiente algoritmo
requiere que

mc < n mc + n < mu + 1 (4.10)

Sea:
Sk; k = 0; :::;mu; son los k términos no acotados (los Qu o los Du);
Tk; k = 0; :::;mc; son los k términos acotados (los Qc o los Dc);
wk; k = 0; :::;mu; son los k términos de peso (los wq o los wd);

De�nimos los vectores/matrices:
S=[Sk] (un vector de mu+1 elementos);
T=[Tk] (un vector de mc+1 elementos);
W=[wk](una (mu + 1)�(mu + 1) matriz diagonal, con los wk en la diagonal);
P=[Pk] (un vector con n+1 puntos de control desconocidos);
N=[NDi;p(�uk)], donde NDi;p(�uk) son las i funciones básicas o sus primeras derivadas,

evaluadas en �uk, que es un parámetro correspondiente a los términos no acotados da-
to; esto es una matriz de escalares (mu + 1)�(n+ 1);
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M=[MDi;p(�uk)], donde MDi;p(�uk) son las i funciones básicas o sus primeras
derivadas, evaluadas en �uk, que es un parámetro correspondiente a los términos
acotados dato; esto es una matriz de escalares (mc + 1)�(n+ 1):
Los nudos uj pueden ser calculados con las ecuaciones (4.8 y 4.9) (reemplazando

m por r en la ecuación 4.8).
Determinar la curva es básicamente un problema de minimizar la acotación, en-

volviendo n+1 incógnitas (los Pi ) y las mc + 1 acotaciones. El método estándar
de solución es usando los multiplicadores de Lagrange. La idea es introducir mc + 1
incógnitas adicionales, �k (multiplicadores de Lagrange), de ese modo se obtiene el
sistema de ecuaciones (n+mc+2) � (n+mc+2).De este sistema se obtiene primero
unas solución de mc + 1�k y consecuentemente de los n+ 1Pi. Sea

A = [�k]

el vector de los multiplicadores de Lagrange; nótese que cada �k es un vector con
la misma dimensión que fQig y fDi(j)g:
Las ecuaciones no acotadas son

NP = S

y las ecuaciones acotadas son

MP = T

El error en las ecuaciones no acotadas es S�NP , y queremos minimizar la suma
de los pesos cuadráticos de este error, contenido en MP = T . De ahí, usando los
multiplicadores de Lagrange queremos minimizar la expresión

(ST � P TNT )W (s�NP ) + AT (MP � T )

con respecto a las incógnitas, A y P. Diferenciando y haciendo igual a cero se
obtiene

�2(STWN � P TNTWN) + ATM = 0

MP � T = 0

Transponiendo y factorizando el 2 fuera de A se obtiene

NTWNP +MTA = NTWS (4.11)
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MP = T (4.12)

o en matriz partida como

�
NTWN MT

M 0

� �
P
A

�
=

�
NTWS
T

�
(4.13)

Debemos resolver la ecuación (4.13) para A y P. Tiene solución única si NTWN
y M(NTWN)�1MT son las dos invertibles. Esto fue visto resolviendo la ecuación
(4.11) para P, esto es

P = (NTWN)�1NTWS � (NTWN)�1MTA (4.14)

Multiplicando por M se obtiene

MP =M(NTWN)�1NTWS �M(NTWN)�1MTA

Finalmente, de la ecuación (4.12) encontramos que

M(NTWN)�1MTA =M(NTWN)�1NTWS � T (4.15)

ó

A = (M(NTWN)�1MTA)�1(M(NTWN)�1NTWS � T ) (4.16)

Por lo tanto, resolveremos primero para A y después para P substituyendo A en
la ecuación (4.14).

La Figura 4.4 muestra un ajuste no acotado con los pesos de valor 1
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Figura 4.4

4.3. Aproximación a la super�cie por mínimos cuadra-
dos

Vamos a ver ahora la aproximación de super�cies con un número determinado de
puntos de control. Sea fQk;lg; k = 0; :::; r y l = 0; :::; s, los (r + 1) � (s + 1) grupo
de puntos para ser aproximados con la super�cie no racional de grado (p; q), con
los (n + 1) � (m + 1) puntos de control. Aunque es posible montar y resolver un
problema general de ajuste de super�cie por mínimos cuadrados, lineal o no lineal,
con pesos o sin ellos, acotado o sin acotar, el proceso es mucho más complicado
que con las curvas. Vamos a presentar un plan para realizar la aproximación de la
super�cie construida sobre nuestro método de mínimos cuadrados para curvas, es
muy simple, y es bastante adecuado para muchas aplicaciones. Como fue hecho para
la interpolación global de super�cies, simplemente ajustamos curvas con los datos que
cruzan en una dirección, luego ajustamos curvas a través de los puntos de control
resultantes que cruzan en la otra dirección.
La Figura 4.5 muestra los datos originales unidos por líneas rectas. La Figura

4.6 representa la super�cie ajustada por mínimos cuadrados de grado (2,3) usando
una malla de control (5,6). La Figura 4.7 muestra una aproximación con una malla
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(8,8), la calidad de esta aproximación es mucho mejor. Para comparar, la Figura 4.8
muestra una interpolación global de grado (2,3) (usando los parámetros del método
�conjunto de tramos�) con respecto a los datos de la �gura 4.5. Por supuesto, se
puede ajustar primero con las (r+1) columnas, y después con las (m+1) columnas
de los puntos de control resultantes. En general los resultados no son los mismos.
No tenemos un criterio para decidir que aproximación dará el mejor resultado para
ajustar cada conjunto de datos en particular.

Figura 4.5
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Figura 4.6

Figura 4.7
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Figura 4.8

4.4. Aproximación con precisión especí�ca

Retomemos el problema de la aproximación de datos con un error limitado es-
peci�cado por el usuario, E. Como indicábamos al inicio de este tema, métodos iter-
ativos empiezan también con puntos de control, ajuste, veri�cación de la desviación,
y añadir puntos de control si es necesario (Tipo 1); o comienzan con más puntos de
control, ajuste, veri�cación de la desviación, y descarte de puntos de control si es
posible (Tipo 2). Los métodos dados antes son apropiados para los pasos del ajuste.
La desviación revisada en cada paso normalmente mide la distancia máxima, como

m�ax
0�k�m

jQk � C(�uk)j ó m�ax
0�k�r

0�l�s

jQk;l � S(�uk; �vl)j (4.17)

o como
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m�ax
0�k�m

( m��n
0�u�1

jQk � C(�uk)j) ó m�ax
0�k�r

0�l�s

( m��n
0�u�1

0�v�1

jQk;l � S(�uk; �vl)j) (4.18)

Llamamos a la ecuación (4.18) �desviación patrón máxima�. Los �uk(�uk; �vl) son
buenos puntos de comienzo para las iteraciones de Newton. Obviamente, la ecuación
(4.18) es mucho más cara de aplicar que la (4.17). No obstante, es la que normalmente
se quiere medir, y generalmente lleva a curvas y super�cies con menos puntos de
control, desde

m��n
0�u�1

jQk � C(u)j � jQk � C(�uk)j (4.19)

Enfaticemos que los métodos Tipo 1 y Tipo 2 pueden malograrse para la conver-
gencia, y esta eventualidad debe tratarse con una implementación de software.
El método de aproximación a la curva Tipo 1 puede proceder como sigue. Arranca

con p + 1 puntos de control (el mínimo). Ajusta una curva usando la ecuación (4.3
y 4.5 a 4.7). Después de cada ajuste, usa la ecuación (4.18) para comprobar si la
desviación de la curva es menos que E. Un registro se guarda para cada separación
entre nodos, indicando si ha convergido o no; un espacio [uj; uj+1) ha convergido si
la ecuación (4.18) se satisface para todos los k tales que �uk 2 [uj; uj+1).
Después de cada ajuste y subsecuentemente revisada la desviación, un nudo se

añade en medio de cada espacio no convergente, de este modo añadiendo puntos
de control. Este algoritmo debe de estar de acuerdo con el caso de que un espacio
pueda resultar vacío cuando los nodos son añadidos, por ejemplo, que el espacio no
contenga �uk, así producimos un singular sistema de ecuaciones en el paso del ajuste.
El método de aproximación a la super�cie Tipo 1 puede ser implementado de

un modo similar, con un mejor rendimiento. Durante la revisión de la desviación,
determinamos la �la l0 y la columna k0 que tienen el mayor número de puntos con
desviación mayor que E. Después extrae las curvas isoparamétricas C�uk0 (v) y C�vl0 (u),
e independientemente las aproximamos a E. Esto produce nuevos (incrementados)
vectores de nodos, U y V, para usar en el ajuste de la siguiente super�cie. Usando este
método, normalmente solo algunas super�cies ajustadas y sus subsecuentes revisiones
de desviación son requeridas.
Vamos ahora a desarrollar el método 2 de aproximación a una curva. Primero

necesitamos unos cuantos más nodos. Sea ur un nodo interior de grado p de la curva
no racional, C( u ), ur 6= ur+1, y denotando la multiplicidad de ur por s. Sea Ĉ(u)
denota la curva obtenida quitando algún ur. Denominamos a los nuevos puntos de
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control, P 1i y P
1
j , y son computados de izquierda a derecha. Derivamos los límites

del error para dos casos:
asumiendo (p+ s) mod 2 = 0; sea k = (p+s)

2
y

Br = jPr�k � �r�kP 1r�k+1 � (1� �r�k)P 1r�k�1j (4.20)

donde

�r�k =
ur � ur�k

ur�k+p+1 � ur�k
después

jC(u)� Ĉ(u)j � Nr�k;p(u)Br para u 2 [0; 1] (4.21)

asumiendo (p+ s) mod 2 = 1; sea k = (p+s+1)
2

y

Br = jP 1r�k � P 1r�k+1j (4.22)

luego jC(u)� Ĉ(u)j � (1� �r�k+1)Nr�k+1;p(u)Br para u 2 [0; 1] (4.23)

con
�r�k+1 =

ur � ur�k+1
ur�k+p+2 � ur�k+1

Los Br son las distancias computadas en el nodo eliminado.
Ahora sea fQkg una red de puntos y f�ukg la red asociada de parámetros. De-

notemos por fekg al conjunto de errores asociados a los puntos, y E el máximo error
límite. Dando una curva C(u) con la propiedad de que la máxima desviación de cada
Qk de la C(u) es menor o igual a ek. La nueva curva que obtenemos se representa
por �n, Û y P̂i. El algoritmo mantiene dos listas, la del nodo error removido, Br,
para cada nodo interior; y para cada función base, Ni;p(u), el rango de los índices
representa los parámetros �uk que caen con el dominio de esa función. Claramente,
cuando un nodo es removido esta lista debe de ser actualizada; sin embargo, el efecto
es local. El límite, Br, de algunos nodos vecinos cambia, y solo unas pocas funciones
base vecinas (y sus dominios) cambian. Supongamos que removemos ur, el cual tiene
multiplicidad s antes de ser removido. Después de ser quitado tiene una función base
menos, y en el nuevo esquema numérico el rango de �uk se indica solo por las funciones
base

Ni;p(u) i = r � p� 1; :::; r � s (4.24)
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deben de ser computadas. Los valores de Br cambian para todos los nodos que
sus viejos espacios caen en el rango

m�axfr � p; p+ 1g; :::;m��nfr + p� s+ 1; ng (4.25)

Las ventajas de empezar con una curva lineal y trabajar con un grado p tiene
tres aspectos:

- características geométricas inherentes en los datos tendentes a ser capturados
en una apropiada fase; si los datos son suaves podemos empezar con grado 2;
- la evolución de la curva tiende a asentarse en una parametrización natural;
- una regla general cuando ajustamos globalmente un largo número de puntos es

que los grados superiores, los demás nodos, reducen el espacio entre nodos conforme
aumenta el grado;

La Figura 4.9 muestra una curva cúbica ajustada. La tolerancia es E = 7
100
. La

Figura 4.10 muestra la parametrización de esa curva, con su polígono de control.

Figura 4.9
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Figura 4.10

El máximo error límite �E�es garantizado en los nudos removidos. El error que
resulta del ajuste por mínimos cuadrados se garantiza que será igual o menor que
el error anterior (nodo eliminado de la curva). En cualquier caso, el máximo error
norma puede ser fácilmente monitorizado durante el paso de la proyección del punto
cuando ek y �uk son actualizados.
Un análogo método Tipo 2 de aproximación a la super�cie puede ser desarrollado.

Sea

S(u; v) =
nX
i=0

mX
j=0

Ni;p(u)Nj;q(v)Pi;j (u; v) 2 [0; 1]x[0; 1]

sean (p; q) los grados de la super�cie B-Spline. Asumiendo que ur es un nodo u
con multiplicidad s, y Ŝ(u; v) denota la super�cie obtenida cuando removemos una
incidencia de ur. Considerando la estructura del producto tensorial de S(u; v), y
usando las técnicas de Tiller, puede mostrarse como:
- si (p+ s) mod 2 = 0, sea k = (p+s)

2
y

Bjr = jPr�k;j � �r�kP 1r�k+1;j � (1� �r�k)P 1r�k�1;jj j = 0; :::;m (4.26)

donde
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�r�k =
ur � ur�k

ur�k+p+1 � ur�k

Luego

jS(u; v)� Ŝ(u; v)j � Nr�k;p(u)
mX
j=0

Nj;q(v)B
j
r

para (u; v) 2 [0; 1]x[0; 1] (4.27)

- si (p+ s) mod 2 = 1, sea k = (p+s+1)
2

y

Bjr = jP 1r�k;j � P 1r�k+1;jj j = 0; :::;m (4.28)

Luego

jS(u; v)� Ŝ(u; v)j � (1� �r�k+1)Nr�k+1;p(u)
mX
j=0

Nj;q(v)B
j
r

para (u; v) 2 [0; 1]x[0; 1] (4.29)

con

�r�k =
ur � ur�k+1

ur�k+p+2 � ur�k+1

Análogamente estas ecuaciones se aplican a la dirección v de nodo removido.
Usando estas ecuaciones podemos desarrollar de un modo similar la estrategia de los
nodos removidos para las super�cies. Esto, combinado con el ajuste de las super�cies
por mínimos cuadrados da lugar a un método para la aproximación de un conjunto
de puntos fQk;lg con una tolerancia E.
La Figura 4.11 muestra una super�cie de grado (2; 2) obtenida con una interpo-

lación con E = 0. Incrementando E hasta 1 se produce la super�cie de la Figura
4.12.
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Figura 4.11

Figura 4.12
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Asumiendo que durante la fase de remover nodos, un número signi�cativo de
nodos pueden ser removidos, si esto produce alguna falta de ajuste, un modo sencillo
de repararlo es reiniciar el proceso con una curva de grado superior.



Capítulo 5

APROXIMACIÓN LOCAL

Sean dadas Q0; :::; Qm y E. Vamos a coger dos ejemplos de aproximación local de
una curva; la primera produce una curva racional cuadrática B-Spline, y la segunda
produce una curva no racional cúbica B-Spline. En ambos casos las curvas son G1

continuas para la construcción; ellas pueden tener una continuidad C1, pero no es
recomendado para el caso de la cuadrática porque puede producir parametrizaciones
muy pobres. La curva cuadrática ajusta datos en el plano, mientras que la curva cúbi-
ca arbitrariamente datos en las tres dimensiones. Un buen algoritmo de aproximación
tratara de generar los menores segmentos que sean posibles. Una manera de hacer
esto es siendo ks = 0, luego encontramos el más largo ke � m tal que Qks ; :::; Ske
puedan ser ajustadas con una tolerancia E con un segmento de grado p. Una vez
encontrada, sea ks = ke y repetimos el proceso para encontrar el más largo ke � m
tal que Qks ; :::; Qke pueda ser ajustado con un segmento de grado p. Esto continua
hasta ks = m. Desde que m es bastante larga en la aproximación, una búsqueda
binaria es mucho más rápida que una búsqueda lineal. De manera práctica, debe de
ser deseable limitar los números de puntos dato que puedan ser aproximados en un
segmento. Denotamos este límite con Km�ax, esto es que el algoritmo de búsqueda
binaria se modi�ca para garantizar que

ke � ks � Km�ax

siempre se mantiene. Esto es logrado inicializando desde ke hasta ks + Km�ax

al comenzar cada búsqueda para el siguiente segmento. Hay dos ventajas al usar
Km�ax < m:

- para una determinada tolerancia E, un Km�ax menor produce un ajuste más
exacto;

71
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- si m es larga y E es bastante pequeño (que suele ser el caso), la media del
número de puntos aproximados por cada segmento es menor relativo a m; en este
caso el algoritmo es mucho más e�ciente si Km�ax es substancialmente más pequeño
que m.

Desarrollaremos las rutinas en los sucesivos capítulos. Estas rutinas tratan de
ajustar los puntos Qks ; :::; Qke con una tolerancia E con un segmento cónico o cúbico.
Si el ajuste es satisfactorio, la rutina o acepta el segmento o incrementa el ke y se llama
a la rutina de nuevo para tratar de encontrar un segmento más largo (dependiendo
de la estrategia de búsqueda). Si el ajuste no es satisfactorio la rutina decrecerá el
ke y llamara al ajuste de la rutina otra vez.

Para los dos casos, la cuadrática y la cúbica, el vector de nodos se construye
conforme los segmentos son aceptados. El doble de nodos internos son usados en
ambos casos, produciendo curvas G1 cuadrática yG1 cúbica. Los conjuntos de tramos
acumulados correspondientes a los segmentos límite son usados para los valores de
los nodos de las curvas cuadráticas; Ecuación (3.22) se usa para computar los nodos
en las curvas cúbicas.

5.1. Aproximación local con curva racional cuadráti-
ca

Asumiendo que los puntos Qks ; :::; Qke pertenezcan a un único plano, y que las
tangentes �nales sean dadas. Considerando la Figura 5.1, asumamos de momento
que

R = Qks + 
sTs R = Qke + 
eTe (5.1)

con


s > 0 
e < 0 (5.2)
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Figura 5.1

Para determinar una aproximación cónica, procedemos en tres pasos:

1. interpola cada punto Qi; i = ks + 1; :::; ke � 1, con una cónica, usando Qks ,
R, y Qke como polígono de control. Esto da como resultado el peso medio, wi, y la
correspondiente coordenada del punto, si = wi

(1+wi)
;

2. computa la aproximación cónica con el promedio de las si

s =
1

ke � ks � 1

ke�1X
i=ks+1

si (5.3)

El punto de la aproximación cónica es S = (1 � s)M + sR, y el peso medio es
w = s

(1�s) ;
3. Revisar cada Qi de la aproximación cónica para veri�car si todos ellos cumplen

la tolerancia.
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Hay tres casos especiales que se manejan de diferente modo:

- ke � ks = 1, no hay puntos interiores; el algoritmo computa un segmento inter-
polación entre Qks y Qke;

- Ts y Tc son paralelos; si son paralelos al conjunto Qks Qke y los puntos Qks ,...,Qke
son colineales, un segmento cónico es retornado el cual es normalmente una línea;
sino no se atiende a ningún ajuste;

- R se computa pero la ecuación (5.2) no se sostiene; entonces ningún ajuste es
atendido.

Las Figuras 5.2 y 5.3 muestran dos curvas ajustadas localmente por una curva
cuadrática. La Figura 5.2 tiene unos parámetros de E = 1

1000
y Km�ax = 50, mientras

que la Figura 5.3 tiene una E = 1
10
y Km�ax = 10.

Figura 5.2
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Figura 5.3

5.2. Aproximación local con curva no racional cúbi-
ca

Sean P0 = Qks y P3 = Qke denotados como los puntos iniciales y �nales del
segmento cúbico de Bézier, y Ts y Te las tangentes iniciales y �nales. Debemos de-
terminar los dos puntos de control interiores, P1 y P2. Siendo

P1 = P0 + �Ts P2 = P3 + �Te

Debemos determinar valores para � y � tal que la curva cúbica de Bézier se de�na
por P0; P1; P2; P3 combinado con la tolerancia E de todos los Qk, ks < k < ke. Si
ke�ks = 1, teóricamente, algún � y � puede hacerse; sin embargo, deben ser elegidos
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tal que las magnitudes derivadas combinen naturalmente con sus magnitudes vecinas.
Se consideran estimaciones razonables para las derivadas Dks y Dke en Qks y Qke

Dks = Vks si ks = 0

Dj =
cj+1 � cj
cj � cj�1

Vj j 6= f0;mg j = ks o j = ke

Dke = Vke si ke = m (5.4)

Donde los feig son los conjuntos de tramos acumulados. Luego sea

� =
jDks j
3

� = �jDkej
3

(5.5)

Ahora asumiendo que ke � ks > 1. Nuestro algoritmo consiste en tres pasos:

1. para cada k; ks < k < ke, interpolamos un segmento de una curva Bézier con
los datos P0; Ts; Qk; P3; Te, obteniendo así un �k y �k; los segmentos de Bézier, Ck(u),
son de�nidos en el intervalo normalizado u 2 [0; 1];
2. el promedio de los �k y los �k para obtener � y �; esto de�ne los candidatos

para el segmento Bézier, C(u);
3. revisa si todos los Qk; ks < k < ke, están con la distancia E de C(u).

Sean los P = Qk puntos a interpolar, y denotemos con Bi;3 los polinomios cúbicos
de Bernstein de u 2 [0; 1]. Escribimos P como

P = B0;3P0 +B1;3P1 +B2;3P2 +B3;3P3 (5.6)

P0(B0;3 +B1;3) + �TsB1;3 + �TeB2;3 + P3(B2;3 +B3;3)

y �nalmente

P = Pc + aTs + bTe (5.7)

donde el punto

Pc = P0(B0;3 +B1;3) + P3(B2;3 +B3;3) (5.8)

yace sobre la línea P0P3; y
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a = �B1;3 b = �B2;3 (5.9)

de este modo

� =
a

B1;3
� =

b

B2;3
(5.10)

Considerando la Figura 5.4, con la ecuación (5.7) obtenemos P empezando por
Pc, yendo en una dirección paralela a Ts durante cierta distancia (hasta Pd), luego
continuando en dirección opuesta de Te para otra distancia. Desde que Ts y Te tienen
la unidad por longitud, se ordenan como sigue

a = jPcPdj b = �jPdP j (5.11)

Por consiguiente, debemos computar Pc y Pd, luego a y b de la ecuación (5.11),
y �nalmente � y � de la ecuación (5.10).

Hay dos casos que considerar, si es coplanar o no coplanar. Primero asumimos
que los vectores Ts y Te, y P0P3 no son coplanares. De esto se saca que hay una única
curva cúbica de Bézier que pasa a través de P; Pc y Pd se construyen como sigue (ver
Figura 5.4);



78 CAPÍTULO 5. APROXIMACIÓN LOCAL

Figura 5.4

1. sea � el plano de�nido por P0; P3; yTs;
2. la intersección de � con la línea que pasa a través de P y es paralela a Te da

como resultado Pd;
3. Pc se obtiene cruzando la línea P0P3 con la línea que pasa a través de Pd y es

paralela a Ts.

La ecuación (5.11) produce a y b. Para poder computar � y � con la ecuación
(5.10), se requiere el (único) valor parámetro, û, el cual la curva pasa por P . De la
ecuación (5.8) y del hecho que Bi;3 suma 1, tenemos

Pc = 
P0 + (1� 
)P3 (5.12)
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donde


 =
jPcP3j
jP0P3j

= B0;3 +B1;3 (5.13)


 se computa como un cociente de distancias directas, 
 2 [0; 1] si y solo si Pc
yace entre P0 y P3. El polinomio B0;3 + B1;3 es cúbico en u, y para cada 
 2 [0; 1]
dado hay una sola solución para la ecuación (5.13) la cual yace en [0; 1]. Si 
 =2 [0; 1],
el ajuste se aborta. La ecuación cúbica (5.13) puede resolverse por iteraciones de
Newton. Una manera de obtener buenos valores de inicio es tabular algunos valores
de û correspondientes a los valores de 
 entre 0 y 1. Luego, dado cualquier 
, una
búsqueda rápida en la tabla dará lugar a un û inicial. Finalmente, substituyendo û
en la ecuación (5.10) obtenemos � y �.
Si Ts; Te; y P0P3 son coplanares, más de una curva que pasa a través de P puede

existir, y la construcción geométrica anterior de Pc y Pd fracasa. Hay unos cuantos
casos especiales que complican la cuestión, de ahí derivamos un grupo de ecuaciones
que siempre nos dan � y �. Primero asignamos un parámetro, û, a P . Una buena
estimación se obtiene usando la parametrización �conjunto de tramos�

ûks = 0

ûk = ûk�1 +
ck � ck�1
cke � cks

(5.14)

Los ûk son, de hecho, los parámetros normalizados de �conjunto de tramos�para
los Qk en Qks ,...,Qke. Ahora si P = Qk; ks < k < ke; luego û = ûk:
Pasamos a computar la tangente Tp en P . Sea

s = 1� û t = û

Con la de�nición

P = s3P0 + 3s
2tP1 + 3st

2P2 + t
3P3 (5.15)

con el algoritmo de deCasteljau podemos derivar

P 20 = s2P0 + 2stP1 + t
2P2 (5.16)

P 21 = s2P1 + 2stP2 + t
2P3

donde P 20 y P
2
1 yacen sobre la línea de�nida por P y Tp, (ver Figura 5.5). De este

modo
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0 = Tpx(P
2
1 � P 20 ) = Tpx(t2P3 + t(2s� t)P2 + s(s� 2t)P1 � s2P0) (5.17)

Substituyendo P1 = P0 + �Ts y P2 = P3 + �Te en las ecuaciones (5.15 y 5.16) se
obtiene

(3s2tTs)�+ (3st
2Te)� = P � (s3 + 3s2t)P0 � (t3 + 3st2)P3 (5.18)

s(s� 2t)(TpxTs)�+ t(2s� t)(TpxTe)� = 2st(Tpx(P0 � P3)) (5.19)

La Figura 5.5 muestra una curva cúbica de Bézier construida especi�cando los
puntos �nales, las tangentes �nales, un punto de la curva, y la dirección tangente en
ese punto.

Figura 5.5

La ecuación (5.18) envuelve el punto limitado, P , y la ecuación (5.19) la tangente
limitada, Tp. Cada una de ellas contribuye con tres ecuaciones con dos incógnitas,
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haciendo un total de seis ecuaciones (o cuatro, si el dato esta en el plano xy). Algunos
casos especiales son:

- si TsjjTe, la ecuación (5.18) da solo una ecuación; la ecuación (5.19) suplirá las
ecuaciones adicionales necesarias;
- si P = (s3+3s2t)P0+(t3+3st2)P3, la ecuación (5.18) es un sistema homogéneo;

en este caso, � = � = 0 puede ser la única solución, o pueden existir in�nitas
soluciones no triviales. Asumiendo que hemos eliminado el caso de la línea recta,
tenemos Tpx(P0 � P3) 6= 0, por lo tanto la ecuación (5.19) suple las ecuaciones no
homogéneas necesarias.

Un simple modo de resolver las ecuaciones (5.18 y 5.19), las cuales evitan la
preocupación de los casos especiales, es poner las seis ecuaciones juntas y resolverlas
por mínimos cuadrados. Después de resolver, debe de ser comprobado que � > 0 y
� < 0; si esto no se cumple, el ajuste debe de ser abortado.
Una vez que las ecuaciones se han resuelto los � y � son simplemente los prome-

dios, esto es

� =
1

ke � ks � 1

ke�1X
i=ks+1

�i � =
1

ke � ks � 1

ke�1X
i=ks+1

�i (5.20)

Los candidatos para la curva cúbica de Bézier, C(u), se de�nen con P0; P1 =
P0+�Ts; P2 = P3+�Te; y P3. Ahora debemos veri�car si cada Qk esta dentro de la
distancia E para la curva C(u) (ks < k < ke). Esto requiere iteraciones de Newton,
y que los û computados previamente son buenos valores iniciales. Recordemos que
Qk = Ck(ûk). Sea ��k = �k�� y ��k = �k��. Luego de la ecuación (5.6) tenemos

jQk � C(ûk)j = jCk(ûk)� C(ûk)j

j��kB1;3(ûk)Ts ���B2;3(ûk)Tej (5.21)

La ecuación (5.21) puede ser usada rápidamente como un test aceptable: si es
menor o igual a E, las iteraciones de Newton no son requeridas.
Veamos unos ejemplos de ajustes en un plano. La Figura 5.6 muestra un valor

de E = 1
10
y Km�ax = 11, mientras que la Figura 5.7 muestra un valor de E = 1

100
y

Km�ax = 11.
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Figura 5.6

Figura 5.7

Veamos unos ejemplos de ajustes fuera del plano. La Figura 5.8 muestra un valor
de E = 1

10
y Km�ax = 20, mientras que la Figura 5.9 muestra un valor de E = 1

100
y

Km�ax = 20.
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Figura 5.8

Figura 5.9

Una tolerancia de valor cero resultaría una curva interpolada.
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Capítulo 6

APLICACIÓN PRÁCTICA EN
LA INDUSTRIA NAVAL

6.1. De�nición de características del buque

6.1.1. Planos y líneas de referencia del casco

- Plano de crujía: Es el plano de simetría del barco en sentido longitudinal. La
intersección de este plano con el casco se llama línea de crujía. Los planos paralelos
al de crujía que cortan el casco se llaman planos longitudinales.

Figura 6.1

- Plano de �otación: Es el plano perpendicular al de crujía que representa
la super�cie del agua sin oleaje. El plano de �otación de trazado, o �otación de
trazado, es el situado a la altura de la �otación de trazado o proyecto del buque.
La intersección de este plano con el casco se llama línea de �otación de trazado. Se
llama plano base al plano paralelo a la �otación de trazado que pasa por el canto
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superior de la quilla en la sección media. A la intersección del plano base con el de
crujía se le llama línea base.

Figura 6.2

- Plano transversal: Es un plano perpendicular a los dos anteriores. Las in-
tersecciones de planos transversales con el casco se llaman cuadernas de trazado o
secciones. El conjunto de cuadernas que representan las formas de un barco se llaman
caja de cuadernas.

Figura 6.3
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6.2. Diseño de formas de embarcaciones

En el diseño de un barco existen unas determinadas curvas con los que se repre-
sentan las formas y de las cuales se pueden obtener datos importantes como la dis-
posición del centro de carena del buque, el reparto de las áreas de sección transversal
o los momentos de las mismas, estos elementos de diseño son los siguientes:

6.2.1. Rejilla

La base de cualquier plano de formas es una rejilla exacta, que muestre las líneas
de agua, líneas longitudinales (en perspectiva de líneas rectas), las líneas de crujía, las
ordenadas y la pendiente de las diagonales. Normalmente, esta rejilla se dibuja a tinta
sobre papel especial para tiralíneas, que no se estira y contrae con tanta facilidad
como el papel de calco. Al dibujar la rejilla hay que ser muy exacto. Se debe medir y
volver a medir. Se debe asegurar que las líneas sean realmente paralelas o que formen
ángulos rectos según corresponda.

6.2.2. Líneas de agua

Son cortes horizontales a través del casco, paralelos a la línea base. Una línea de
agua aparece como una línea recta en la vista de per�l y en la sección, y como una
curva en planta. Las semimangas a partir de la línea de crujía deben concordar en
las vistas en planta y transversal.

6.2.3. Longitudinales

Son cortes verticales a través del casco que van paralelos a las líneas de crujía
vertical. Aparecen como líneas rectas en las vistas de planta y transversal y como
curvas en la de pre�l. La altura de una longitudinal por encima o por debajo de la
línea de máxima carga debe ser igual en las vistas de per�l y transversal.

6.2.4. Diagonales

Al dibujar las secciones sobre el plano de un barco de pantoque redondo, podrá
verse que algunas partes de su forma no están bien de�nidas por líneas de agua o
por longitudinales. En ese aso se utilizan las diagonales como ayuda adicional. Deben
disponerse de manera que corten el máximo número de secciones en ángulos lo más
próximo posibles al ángulo recto. Las diagonales no tienen que se paralelas entre sí,
aunque frecuentemente se dibujan así.
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Figura 6.4

6.2.5. Caja de cuadernas

Son cortes transversales a través del casco producidos por la intersección de este
con un plano perpendicular al plano de crujía. Aparecen como líneas rectas en las
vistas de planta y per�l.

6.3. Curvas NURBS en el diseño de formas

Como se ha visto a lo largo de los anteriores capítulos la curva NURBS es una
curva muy versatil que permite representar todo tipo de �guras a través de un diseño
cuidadoso de sus puntos de control y los pesos de estos, es por esto que en la industria
naval cobra un gran sentido la aplicación de este tipo de curva como herramienta.
Tradicionalmente el diseño naval se ha apoyado en el formato papel para la creac-

ción de los planos de curvas, haciendo uso de plantillas de curvas, junquillos, línea de
alefriz (o rebajo), tiralíneas, planímetros y demás herramientas que permitían dis-
eñar las formas con el menor error posible, pero estos medios tradicionales además
de ser muy aparatosos, requerían mucha práctica y habilidad dibujando por parte
del diseñador a la hora de usarlas, ya que fácilmente se podían cometer errores en
el dibujado o la medida sobre el papel (Material que por el hecho de ser deformable
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producían un error a la hora de representar las curvas, hecho que requería el uso de
planos de tamaños muy grandes y por tanto di�ciles de transportar y conservar).

Una vez que se desarrolló lo su�ciente la tecnología de los ordenadores, consigu-
iendo que tuviesen una capacidad de cómputo considerable y un precio asequible
se produjo una búsqueda de herramientas más potentes y complejas que nos per-
mitiesen realizar un trabajo más cómodo y preciso, ahí es donde se llega al uso de
curvas NURBS para poder sustituir a los medios tradicionales de dibujado.

Estas curvas son muy versátiles, pero requieren de algoritmos complejos para
su representación que gracias al apoyo de ordenadores se pueden realizar de forma
rápida y sencilla, ahorrando tiempo y trabajo a la hora de realizar los planos. Las
propiedades de las curvas NURBS son muy deseables en la industria naval por el
reparto no uniforme de pesos entre los puntos de control, esto permite controlar la
curvatura de un modo preciso en los tramos donde ésta debe representar una forma
más brusca y permite dar una mayor continuidad en los demás tramos de forma que
la curva se mueve con una forma más natural. Este proceso es el que antiguamente
se ha realizado en grandes salas de dibujo con la ayuda de la plantillas de curvas, los
junquillos y pesos.

6.4. Cálculos a través de NURBS para el análisis
del casco

Una utilidad que se puede destacar haciendo el desarrollo de las curvas NURBS
que representan el barco es la de los cálculos de ciertas propiedades del mismo que
adquieren una gran importancia en los distintos campos del análisis de compor-
tamiento del buque en la mar.

Estas propiedades son por ejemplo sus coe�cientes de forma, los cuales determinan
la relación entre las medidas principales del barco, como por ejemplo el coe�ciente
prismático (Figura 6.5) que compara el volumen de la carena del buque con el de un
prisma recto cuya sección es la del área de la cuaderna maestra (la de mayor manga
del buque) en el caso de la horizontal o con el de un prisma cuya sección es la de la
�otación de proyecto en el caso del coe�ciente prismático vertical.
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Figura 6.5

Otros cálculos que permiten analizar por ejemplo la estabilidad inicial del barco
son el análisis del metacentro transversal y el radio metacéntrico, estos parámetros
de�nen el centro de giro del buque cuando se produce una escora en ángulos inferiores
a 8o ya que en ángulos mayores este se desplaza escribiendo una curva comunmente
llamada evoluta metacéntrica (Figura 6.6).

Figura 6.6

Este parámetro del buque solo depende de la geometría del casco del buque y por
tanto no se obtiene mediante los ensayos de pesos o de estabilidad, este dato debe
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ser calculado matemáticamente por medio de las propiedades geométricas del casco,
la fórmula que describe el radio metacéntrico transversal de un barco es:

BMT =
IF
V ol

(6.1)

Siendo IF el momento de inercia del área de �otación respecto de su eje de
simetría y V ol el volumen de la obra viva del buque. Es por ello que previamente se
debe conocer el volumen de la carena del barco y la altura respecto a la quilla de su
centroide, llamado centro de carena.

Lo más sencillo en la industria naval es que si eres el creador del barco dispongas
del modelo 3D original y sea relativamente sencillo obtener dichos datos por análisis
geométrico computacional mediante alguno de los programas de dibujo técnico ex-
istentes, pero esta condición se da en el menor de los casos, siendo la realidad que
en una gran cantidad de análisis que haga un ingeniero naval ese modelo 3D no esté
disponible teniendo que crearlo uno mismo mediante una toma de datos del casco
real o de un modelo a escala del mismo y el dibujado posterior del plano de formas
del buque para hacer posteriormente el análisis de las distintas secciones mediante
métodos de integración aproximada a lo largo del buque, como se puede observar en
la �gura 6.9.
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Figura 6.9

Por todo ello en este trabajo se ha buscado desde un comienzo la aplicación
práctica en la industria naval de una herramienta basada en las curvas NURBS para
el cálculo y dibujado de las secciones del barco y su posterior análisis, así como el de
la carena del buque y el metacentro transversal en condiciones de proyecto.



Capítulo 7

HERRAMIENTA DE DIBUJADO
Y ANÁLISIS DE LA CARENA

7.1. Con�guración previa

La herramienta desarrollada hace uso de los datos del barco a analizar, de esta
forma se tiene que tener en cuenta que hay que introducir previamente a su uso
dichos datos en la carpeta raíz del programa.

Los datos que requiere la herramienta para su funcionamiento dependen de las
acciones que se deseen realizar (dibujado de sección, análisis de carena, etc), en caso
de desear dibujar y analizar una sección en concreto se deberá situar un archivo
en formato �txt�con el contenido de las medidas del casco en dicha sección, siendo
necesario para el diujado de la curva que el primer y último punto estudiados sean los
de la cuaderna, además para el análisis de la carena se requiere que se tomen medidas
de la sección por debajo de la línea de �otación y una medida sobre la misma, (Figura
7.1) el resto de medidas se deberán tomar en función de la curvatura del tramo
posterior, no teniendo que ser ninguno de los puntos mencionados equidistantes entre
si a lo largo de la curva.
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Figura 7.1

El documento de texto con el contenido de cada sección debe ser llamado �sec�
seguido del número de la sección a la que corresponda, por ejemplo �sec3.txt� es
el archivo que corresponde a las medidas de la sección 3 y el �sec0,5�contiene las
medidas realizadas sobre la sección 0,5. Estas coordenadas se introducirán tomando
como origen el mismo que el del barco, normalmente la perpendicular de popa, el
eje de crujía y la línea base serán los ejes de origen, además las coordenadas en el
archivo se presentarán en dos columnas, la primera correspondiente a la dirección
transversal de la sección (semimanga) y la segunda es la perteneciente a la altura
respecto al plano base del punto.
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Figura 7.2

En el caso de que en una sección de proa exista un corte del bulbo que se represente
mediante una curva independiente y no como una continuación del casco éste se
debe medir a parte e introducirse en un archivo con el nombre �bul�y el número
de la sección donde se encuentra dicho corte del bulbo, por ejemplo �bul10.txt�.
Finalmente, si deseamos analizar una �otación especí�ca (Normalmente la �otación
de proyecto) se deberán tomar medidas de los puntos del casco a lo largo de la
eslora de �otación e introducirlos en un archivo de texto al igual que en los casos
anteriores, este archivo debe llamarse �LA� seguido del número de línea de agua
que estemos midiendo, por ejemplo �LA6.txt�. Las medidas se introducen con la
primera coordenada representando la medida transversal (semimanga) y la segunda
es la medida a lo largo de la eslora de �otación.

7.2. Presentación del modelo

Para la demostración de la herramienta se utilizará un modelo digital perteneciente
a un buque arrastrero con las siguientes características principales:
- Eslora entre perpendiculares: 58 m.
- Asiento de proyecto: 1,5 m.
- Manga de trazado: 11,7 m.
- Puntal de la cubierta superior: 7,1 m.
- Puntal de la cubierta principal: 4,75 m.
- Calado de trazado: 5m.
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- Separación entre línea de agua: 750 mm.
- Separación entre secciones: 5800 mm.
- Separación entre longitudinales: 1000 mm.

Figura 7.3

Para su representación y análisis el casco se ha dividido en 10 secciones, correspon-
diendo dichos cortes a 6 semi-intervalos equidistantes iniciales en popa, 6 intervalos
equidistantes a lo largo del cuerpo cilíndrico y 6 semi-intervalos equidistantes �nales
en proa (Figura 7.4).

Figura 7.4
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En el análisis de este buque el último tramo no se tendrá en cuenta ya que se
encuentra por encima de la �otación que vamos a estudiar y por tanto la propia
herramienta desechará sus cálculos a pesar de que las incluyamos, las secciones anal-
izadas se pueden ver en la Figura 7.5 por medio de cortes realizados sobre el casco,
como dato importante a tener en cuenta para el volumen de trazado de un buque,
así como los estudios de estabilidad del mismo no se tienen en cuenta ninguno de
los apéndices de este, por lo que la herramienta solo los tendrá en cuenta para la
representación del buque.
En el caso del buque arrastrero analizado el único apéndice que tiene es el bulbo

de proa.

Figura 7.5

7.3. Menú principal

La herramienta realizada en este trabajo se compone de un menú principal (Figura
7.6) desde el cual se hace la llamada a las distintas subrutinas que realizan las tareas
indicadas.
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Figura 7.6

Lo primero que se aprecia al abrir el programa es la división de las funciones
mediante un selector numérico, permitiendo al usuario que elija aquella función que
precise en cada momento, también permite como opción última el cierre de programa,
pidiendo veri�cación previa al cierra en caso de haber marcado por error dicha opción.
En caso de a�rmar el cierra se nos mostrarán los créditos del programa como se
muestra a continuación en la Figura 7.7.

Figura 7.7



7.4. DIBUJAR UNA SECCIÓN 99

El menú se ha desarrollado haciendo uso de un loop in�nito que se rompe al
ejecutar el cierre de programa.

7.4. Dibujar una sección

La primera subrutina del programa te permite dibujar la curva de una de las
cuadernas a elegir y poder ver el resultado representado, para ello se debe indicar
primero la sección que se desea analizar entre las que hemos medido previamente en
el barco, a continuación indicamos el grado de curvatura con el que deseamos sibujar
la curva, se aconseja elegir grado 3 para curvas con formas suaves y grado 2 para
curvas con tramos muy bruscos (Por ejemplo las cuadernas 5 y 6 del arrastrero que
estamos analizando).
Lo siguiente que se debe indicar es el número de particiones de la curva, este

parámetro representa la de�nición de la curva, a partir de 30 es una curva bien
representada aunque se puede elegir una resolución mayor si se desea.
Finalmente el programa te da la opción de hacer dos tipos de curva NURBS, con

derivada inicial y �nal o sin ella, esto es si se desea que tenga continuidad de segundo
grado al comenzar y al �nalizar o no, lo que es lo mismo, si se desea que al comienzo
y al �nal la curva comienze con un tramo igual al del polígono de control de la curva,
personalmente esta opción la desaconsejo por limitar la forma de la curvatura al
comienzo y �nal de la sección, lo cual no corresponde con la forma de diseño de una
cuaderna, esto produce que la curva no se ajuste todo lo deseado a la cuaderna real.

Figura 7.8

Para esta subrutina se ha creado una función llamada Programa1 al cual se le
introducen la longitud de la matriz de datos medidos, el grado de curvatura de la
curva NURBS, la dimensión de la partición de la curva y el nombre del archivo donde
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están los datos de la matriz de datos medidos. La función a su vez devuelve la matriz
de puntos de control y la curva, dibujada con la resolución deseada tanto grá�camente
como en una matriz de coordenadas para poder ser posteriormente analizada.

Figura 7.9
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Figura 7.10

Los datos mostrados en las Figuras 7.9 y 7.10 pertenecen a las sección 3 del
arrastrero con las opciones mostradas anteriormente, a continuación se representará
en las Figuras 7.11 y 7.12 la misma sección con derivada inicial y �nal para poder
comparar ambas curvas.
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Figura 7.11
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Figura 7.12

La diferencia es más apreciable en la distribución de los puntos de control, ya que
estos deben modi�car su posición y peso para mantener dicha restricción inicial y
�nal. La curva con derivada inicial y �nal se representa mediante una función creada
para tal �n llamada Programa2.

7.5. Dibujar varias secciones

Esta subrutina se ha diseñado con la idea en mente de poder representar y com-
parar distintas curvas del buque, pero sobre todo para poder representar la caja de
cuadernas del barco deseado simplemente tomando unos puntos en las secciones in-
dicadas del casco, el valor real de esta subrutina es la posibilidad de comprobar, 1o

la calidad de las medidas tomadas en el mismo momento debido a la simplicidad de
la forma de introducir los datos en el programa y segundo para poder observar la
variación de las formas del buque a lo largo del buque y analizar si las cuadernas y
cortes elegidos representan correctamente la complejidad de la curvatura del casco o
si por lo contrario se requiere añadir algún corte más en una sección problemática o
poco representada.
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Para esta subrutina se usa una versión modi�cada de los Programas 1 y 2, lla-
madas Programa3 y Programa4 al cual se le ha añadido la posibilidad de crear un
ciclo de�nido de curvas en función de una serie de datos de entrada con el nombre de
las secciones que queremos estudiar y los datos explicados previamente para el dibu-
jado de una sección, posteriormente el programa almacena todas las curvas en una
matriz de 3 dimensiones, siendo las dos primeras dimensiones las correspondientes a
las coordenadas de las curvas y la tercera la que identi�ca la curva que representan.
Una vez creadas las curvas y almacenadas se representan con la distribución

estandarizada para la representación de una caja de cuadernas en la industria naval,
en la izquierda las curvas pertenecientes a las cuadernas a popa de la sección media y
a la derecha se representan las que están a proa de dicha sección. Además se pregunta
si existe algún corte perteneciente a un bulbo en las secciones de proa para poder
dibujarlo en la sección correspondiente.

Figura 7.13

En la �gura 7.13 se puede ver el funcionamiento del programa en el que se nos
pregunta inicialmente que curvas vamos a analizar, debemos introducirlas separadas
por una coma, a parte de esto nos da la opción de personalizar la forma en la que
representamos cada una de las secciones o cuadernas que queremos representar y nos
pide que indiquemos si existe alguna sección con un corte con bulbo.

Como se ha podido ver en la Figura 7.3 el barco que estamos analizando sí tiene
bulbo y en la Figura 7.4 se ven perfectamente en los cortes que estamos analizando
que la sección 10 tiene un corte del bulbo.
La caja de cuadernas de este buque queda de las siguiente forma:
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Figura 7.14

Figura 7.15

La leyenda se muestra junto la grá�ca pero en este documento por razones de
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formato se han separado para que puedan ser observados con un mayor tamaño
cómodamente.

7.6. Analizar sección

El análisis de la sección consiste en el cálculo por medio del método de los
trapecios del área encerrada por la cuaderna. Para hacer la división del área en
trapecios se selecciona la región encerrada entre la curva de un lado de la cuaderna
y el eje de simetría en la dirección del puntal, de esta forma se pueden subdividir
los trapecios con la misma resolución con la que se de�ne la curva NURBS (Figura
7.16).

Figura 7.16

La resolución elegida para la herramienta es de 100 subdivisiones, la cual se con-
sidera una alta resolución que permite hacer simpli�caciones de cálculo por ejemplo
en el siguiente punto del análisis de la sección, el cálculo del momento de primer
orden respecto la línea base.
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Para este apartado se ha utilizado nuevamente el método de los trapecios, gracias
a la alta resolución utilizada se puede simpli�car, con un error insigni�cante, la
posición del Yg de los trapecios y suponerlas en la mitad del tramo dy.
Por tanto, para el área se ha usado:

A =
X
i=100

(xi + xi+1)

2
� dy (7.1)

y para el momento de primer orden:

Mk =
X
i=100

(xi + xi+1)

2
� yg(trapecio) � dy (7.2)

Al analizar la cuaderna se tiene en cuenta que solo se debe analizar el área de
la sección que se encuentre por debajo de la línea de �otación ya que es el dato que
después podemos utilizar para hacer los análisis de la estabilidad inicial del buque.
Para hacer una muestra se seleccionarán dos cuadernas del buque y se analizarán
con la herramienta de cálculo.

Figura 7.17

Como se observa en la Figura 7.17 al introducir la sección a analizar te pregunta
a que calado quieres realizar el análisis, en este caso estamos considerando la carena
de proyecto que tiene una altura de 5 metros.
A continuación se va a analizar una de las secciones de proa que como ya se ha

mencionado previamente se encuentran completamente fuera del agua.
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Figura 7.18

Como se puede observa el programa analiza la curva y detecta que ningún tramo
se encuentra bajo la línea de agua por lo que el análisis resultante es el de un área y
un momento nulos.

7.7. Calcular volumen de trazado

Para esta sección se han creado dos programas, uno que analiza cada una de las
secciones que le escribas y las almacena en un vector de áreas llamado Programa6, el
método usado para el cálculo es el mismo que el usado para el programa5, debiendo
introducir las cuadernas que quieras analizar separadas entre sí por comas. Para
poder hacer el cálculo del volumen se utiliza el método de integración aproximada
de Simpson, de esta forma se combinan la primera y segunda regla de Simpson para
obtener el valor del volumen que se obtiene de integrar la curva de áreas de la carena.
1a Regla de Simpson

I =
h

3

X
(yi + 4 � yi+1 + yi+2) (7.3)

La primera regla solo es válida para la integración de un área encerrada por una
curva de la que se tengan 3 puntos equidistantes a lo largo del eje de integración, para
una curva de mayor número de puntos se deberá combinar en tramos compatibles
con la regla.
2a Regla de Simpson
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I =
3h

8

X
(yi + 3 � yi+1 + 3 � yi+2 + yi+3) (7.4)

La segunda regla solo es válida para la integración de un área encerrada por una
curva de la que se tengan 4 puntos equidistantes a lo largo del eje de integración, para
una curva de mayor número de puntos se deberá combinar en tramos compatibles
con la regla.
Si los tramos de una curva no son compatibles con ninguna de las dos reglas

se pueden combinar ambas por tramos para poder integrar dicha curva siempre y
cuando se mantenga para cada tramo la regla que se esté usando.
Para los cálculos de la integración por medio del método de Simpson se ha creado

un programa llamado Simpson. Para el barco arrastreto el análisis del volumen de
carena muestra el siguiente resultado:

Figura 7.19

Un dato muy importante es el hecho de que se deben mantener las equidistancias
a lo largo de la integración para que esta regla funcione, como en el caso de un buque
hay tramos que requieren una mayor precisión lo que se hace es que se introducen
semi-intervalos. La herramienta pregunta si este buque que se analiza tiene este
tipo de intervalos y cuantos son para poder tenerlo en cuenta a la hora de realizar
la integración, con la eslora de la �otación que se desea integrar y el número de
intervalos en los que se va a dividir esta se hace el cálculo de la longitud de cada
intervalo de integración, aplicandose completo para los intervalos y la mitad en los
semi-intervalos.
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7.8. Calcular posición del centro de carena

Para el cálculo de la altura del centro de carena (Centroide del volumen sumergi-
do) respecto de la línea base se usa la fórmula:

KB =
Mk

V ol
(7.5)

Mk es el momento de primer orden del volumen de carena respecto a la línea
base y V ol es el volumen de la carena sumergida.
Para el cálculo del momento se utiliza el mismo procedimiento que para el cálculo

del volumen de carena, primero se calcula dicho momento para cada sección medi-
ante Programa6 y después se integran para todo el volumen mediante el método de
Simpson. Finalmente se aplica la fórmula, dando el siguiente resultado para el caso
del buque arrastreto analizado:

Figura 7.20

7.9. Dibujar línea de agua 6 (o �otación deseada)

Para dibujar la línea de agua 6 se ha utilizado una versión modi�cada de los
programas 1 y 2 en los cuales el procedimiento es exactamente el mismo, pero cambia
la descripción de la grá�ca.
En el caso de la línea de agua 6 no se debe identi�car que línea de agua se quiere

dibujar porque solo se busca la visualización de la �otación de proyecto del buque.
Para el caso del arrastrero la grá�ca es la siguiente:
- Sin derivada inicial y �nal:
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Figura 7.21

Figura 7.22

- Con derivada inicial y �nal:
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Figura 7.23

Figura 7.24

7.10. Calcular área de �otación

El área de �otación se calcula con el Programa5 al igual que se hizo con el área
de las cuadernas, para el arrastrero se obtiene el siguiente valor:
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Figura 7.25

7.11. Calcular radio metacéntrico y posición ver-
tical del metacentro

El cálculo del radio metacéntrico es realmente importante para determinar si un
buque es estable o no, de hecho si este fuese demasiado pequeño, incluso 0, podríamos
asegurar no solo que ese buque no es apto para la navegación sino que en cuanto
cayese al agua abocaría.

Como se ha dicho en el capítulo previo, se requiere el momento de inercia transver-
sal de la �otación respecto a su eje de simetría además del volumen de carena, dato
que ya hemos calculado previamente y que en este caso se consigue de la misma
forma.

Para calcular el momento de inercia de la �otación se ha acudido nuevamente al
método de los trapecios debido a la alta resolución de la curva (200 puntos). Se ha
integrado por este método la fórmula del momento de inrecia de un diferencial de
área respecto de un eje que pasa por su base (Figura 7.26).
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Figura 7.26

De forma que el momento de inercia a calcular queda:

Iy =
1

3

bZ
a

x3cdy (7.6)

El programa creado para la resolución de la integral mediante el método de los
trapecios es integral_doble_x_2.

Con los datos necesarios calculados se obtiene el radio metacéntrico mediante
la ecuación descrita en el capítulo anterior, que sumandole la altura del centro de
carena nos da también la distancia entre la línea base y el metacentro transversal.

Para el buque que estamos estudiando se obtienen los siguientes resultados:
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Figura 7.27

De este resultado se puede obtener la conclusión previa, antes de poder conocer
el reparto de pesos, de que el casco tiene una geometría estable, con un buen radio
metacéntrico que permite una cierta libertad a la hora de realizar sus funciones de
arrastre y carga sobre cubierta.
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Capítulo 8

ANEXOS

8.1. ANEXO I (Programa principal)

clear all
while 3
clear
clc
fprintf(�***************************************************************************nn�);
fprintf(�***************************************************************************nn�);
fprintf(�****** /

********nn�);
fprintf(�****** ooo ooo oooooo ooo oo

oo oo ********nn�);
fprintf(�****** ooonn /ooo oo oo o oo

oo oo ********nn�);
fprintf(�****** oooonn/oooo oooo oo oooo

oo oo ********nn�);
fprintf(�****** ooo ooo oo oo ooo

oo oo ********nn�);
fprintf(�****** ooo ooo oooooo oo oo

ooooo ********nn�);
fprintf(�****** ********nn�);
fprintf(�***************************************************************************nn�);
fprintf(�***************************************************************************nn�);
fprintf(�nnnn�)
fprintf(�1. Dibujar una sección.nn�);

117
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fprintf(�2. Dibujar varias secciones.nn�);
fprintf(�3. Analizar sección.nn�);
fprintf(�4. Calcular volumen de trazado.nn�);
fprintf(�5. Calcular posición del centro de carena.nn�);
fprintf(�6. Dibujar línea de agua 6 (o �otación deseada).nn�);
fprintf(�7. Calcular Área de �otación.nn�);
fprintf(�8. Calcular radio metacéntrico y posición vertical del metacentro.nn�);
fprintf(�9. Cerrar el programa.nn�);
fprintf(�nnnn�)
sel=input(�¿Qué programa desea ejecutar?, indíquelo escribiendo el correspondi-

ente número: �);
fprintf(�nn�)
switch sel
case 1
clc
secinput=input(�¿Qué sección deseas dibujar? (Ejemplo "2"): �,�s�);
fprintf(�nn�)
pp=input(�¿Qué grado de curvatura tendrá la curva NURBS? (Ejemplo "3"): �);
fprintf(�nn�)
dim=input(�¿Particiones de la curva? (Ejemplo "30"): �);
fprintf(�nn�)
secinput=strrep(secinput,�.�,�,�);
seccion=strcat(�sec�,secinput,�.txt�);
datos=load(seccion);
n=length(datos);
tipo=input(�¿Desea que se dibuje la curva con derivada inicial y �nal? (s/n): �,�s�);
if tipo==�s�
pp=3;
end
fprintf(�nn�)
if tipo==�n�
[A,C]=Programa1(n,pp,dim,seccion);
else
[A,C]=Programa2(n,pp,dim,seccion);
end
fprintf(�nn�)
pau=input(�Pulse ENTER para volver al Menú Principal�,�s�);
close all
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case 2
clc
curvas=input(�¿Qué secciones se van a analizar? (Ejemplo "1,1.5,2,3"): �,�s�);
fprintf(�nn�);
Bulbo=input(�¿Hay bulbo en alguna de las secciones? (s/n): �,�s�);
fprintf(�nn�);
if Bulbo==�s�
Numbulbo=input(�Indique en que secciones (Ejemplo "9,10,10.5"): �,�s�);
fprintf(�nn�);
Numbulbo=strrep(Numbulbo,�,�,��);
Numbulbo=strrep(Numbulbo,�;�,��);
Entradabulbo=sscanf(Numbulbo,�%g�);
longbulbo=length(Entradabulbo);
for i=1:longbulbo
Nsecb=num2str(Entradabulbo(i));
Nsecb=strrep(Nsecb,�.�,�,�);
Sb=strcat(�bul�,Nsecb,�.txt�);
Bulbos(i)=cellstr(Sb);
pp=3;
datos=load(Sb);
nb=length(datos);
[Ab,Cb]=Programa3(nb,pp,50,Sb,Entradabulbo(i));
cstringb=strcat(�Bulbo de sección No �,Nsecb);
Cstb(i)=cellstr(cstringb);
CCb(:,:,i)=Cb;
end
end
curvas=strrep(curvas,�,�,��);
curvas=strrep(curvas,�;�,��);
Entrada=sscanf(curvas,�%g�);
longitud=length(Entrada);
tipo=input(�¿Desea que se dibujen las curvas con derivada inicial y �nal? (s/n):

�,�s�);
fprintf(�nn�);
dim=input(�¿Particiones de las curvas? (Ejemplo "50"): �);
fprintf(�nn�);
for i=1:longitud
Nsec=num2str(Entrada(i));
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Nsec=strrep(Nsec,�.�,�,�);
S=strcat(�sec�,Nsec,�.txt�);
Secciones(i)=cellstr(S);
fprintf(�nn*** *CUADERNA%s* ***nnnn�,Nsec);
pp=input(�¿Qué grado de curvatura tendrá la curva NURBS? (Ejemplo "3"): �);
if tipo==�s�
pp=3;
end
fprintf(�nn�);
seccion=strcat(�sec�,Nsec,�.txt�);
datos=load(seccion);
n=length(datos);
if tipo==�n�
[A,C]=Programa3(n,pp,dim,seccion,Entrada(i));
else
[A,C]=Programa4(n,pp,dim,seccion,Entrada(i));
end
fprintf(�nn�);
cstring=strcat(�Cuaderna No �,Nsec);
Cst(i)=cellstr(cstring);
CC(:,:,i)=C;
end
for k=1:longitud
plot(CC(:,1,k),CC(:,2,k));
ylim([-1 inf]);
axis(�equal�);
hold on;
end
if Bulbo==�s�
for k=1:longbulbo
plot(CCb(:,1,k),CCb(:,2,k));
ylim([-1 inf]);
axis(�equal�);
end
Cst=[Cst Cstb];
end
title(�CUADERNAS�);
legend(Cst,�Location�,�eastoutside�,�Orientation�,�vertical�);
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fprintf(�nn�);
pau=input(�Pulse ENTER para volver al Menú Principal�,�s�);
close all
case 3
clc
secinput=input(�¿Qué sección deseas analizar? (Ejemplo "2"): �,�s�);
fprintf(�nn�)
pp=3;
dim=100;
secinput=strrep(secinput,�.�,�,�);
seccion=strcat(�sec�,secinput,�.txt�);
datos=load(seccion);
n=length(datos);
calado=input(�¿Cual es el calado que se desea analizar? (En metros, ejemplo "5"):

�);
[in,Mom,C]=Programa5(n,pp,dim,seccion,calado);
fprintf(�nn�)
fprintf(�* **ANÁLISIS DE LA CUADERNA%s** *nnnnnn- Área de la sección:
%gm^2nnnn- Momento de primer orden respecto a la línea base:%gm*m^2�,secinput,in,Mom)
fprintf(�nnnnnn�)
fprintf(�nn�)
pau=input(�Pulse ENTER para volver al Menú Principal�,�s�);
case 4
clc
[Areas,Momentos]=Programa6;
fprintf(�nn�)
longitud=input(�¿Cuál es la eslora de �otación? (En metros, Ejemplo "100") : �);
fprintf(�nn�)
semipopa=1;
semiproa=1;
pregpp=input(�¿Existen cuadernas con intervalos intermedios en popa? (s/n):

�,�s�);
fprintf(�nn�)
if pregpp==�s�
semipopa=input(�¿Cuantas son? (Ejemplo "5") : �);
end
fprintf(�nn�)
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pregpr=input(�¿Existen cuadernas con intervalos intermedios en proa? (s/n):
�,�s�);
fprintf(�nn�)
if pregpr==�s�
semiproa=input(�¿Cuantas son? (Ejemplo "5") : �);
end
fprintf(�nn�)
cuerpo=input(�¿Cuantas cuadernas con intervalo completo hay? (Ejemplo "5") :

�);
Volumen=Simpson(Areas,longitud,pregpp,semipopa,pregpr,semiproa,cuerpo);
fprintf(�nn�)
fprintf(�nn�)
fprintf(�El volumen de trazado del buque es:%g m^3�,Volumen);
fprintf(�nn�)
fprintf(�nn�)
fprintf(�nn�)
pau=input(�Pulse ENTER para volver al Menú Principal�,�s�);
case 5
clc
[Areas,Momentos]=Programa6;
fprintf(�nn�)
longitud=input(�¿Cuál es la eslora de �otación? (En metros, Ejemplo "100") : �);
fprintf(�nn�)
semipopa=1;
semiproa=1;
pregpp=input(�¿Existen cuadernas con intervalos intermedios en popa? (s/n):

�,�s�);
fprintf(�nn�)
if pregpp==�s�
semipopa=input(�¿Cuantas son? (Ejemplo "5") : �);
end
fprintf(�nn�)
pregpr=input(�¿Existen cuadernas con intervalos intermedios en proa? (s/n):

�,�s�);
fprintf(�nn�)
if pregpr==�s�
semiproa=input(�¿Cuantas son? (Ejemplo "5") : �);
end
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fprintf(�nn�)
cuerpo=input(�¿Cuantas cuadernas con intervalo completo hay? (Ejemplo "5") :

�);
Volumen=Simpson(Areas,longitud,pregpp,semipopa,pregpr,semiproa,cuerpo);
Momento=Simpson(Momentos,longitud,pregpp,semipopa,pregpr,semiproa,cuerpo);
B=Momento/Volumen;
fprintf(�nnnnLa altura del centro de carena es:%.3g m�,B);
fprintf(�nnnnnn�)
pau=input(�Pulse ENTER para volver al Menú Principal�,�s�);
case 6
clc
fprintf(�nn�)
pp=input(�¿Qué grado de curvatura tendrá la curva NURBS? (Ejemplo "3"): �);
fprintf(�nn�)
dim=100;
fprintf(�nn�)
seccion=�LA6.txt�;
datos=load(seccion);
n=length(datos);
tipo=input(�¿Desea que se dibuje la curva con derivada inicial y �nal? (s/n): �,�s�);
if tipo==�s�
pp=3;
end
fprintf(�nn�)
if tipo==�n�
[A,C]=Programa7(n,pp,dim,seccion);
else
[A,C]=Programa8(n,pp,dim,seccion);
end
fprintf(�nn�)
pau=input(�Pulse ENTER para volver al Menú Principal�,�s�);
close all
case 7
clc
seccion=�LA6.txt�;
datos=load(seccion);
n=length(datos);
calado=10000;
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[in,Mom,C]=Programa5(n,3,200,�LA6.txt�,calado);
fprintf(�nn�)
fprintf(�Área de la línea de agua 6:%g m^2�,in)
fprintf(�nnnnnn�)
fprintf(�nn�)
pau=input(�Pulse ENTER para volver al Menú Principal�,�s�);
case 8
clc
%Calculamos primero el momento de inercia de la �otación de
%proyecto respecto a su eje de simetría
seccion=�LA6.txt�;
datos=load(seccion);
n=length(datos);
%Primero dibujamos la curva NURBS
calado=10000;
[in,Mom,C]=Programa5(n,3,200,�LA6.txt�,calado);
%Ahora calculamos el momento de inercia del área encerrada por
%la curva
Iy=integral_doble_x_2(C);
%Lo siguiente es calcular el volumen de carena
[Areas,Momentos]=Programa6;
fprintf(�nn�)
longitud=input(�¿Cuál es la eslora de �otación? (En metros, Ejemplo "100") : �);
fprintf(�nn�)
semipopa=1;
semiproa=1;
pregpp=input(�¿Existen cuadernas con intervalos intermedios en popa? (s/n):

�,�s�);
fprintf(�nn�)
if pregpp==�s�
semipopa=input(�¿Cuantas son? (Ejemplo "5") : �);
end
fprintf(�nn�)
pregpr=input(�¿Existen cuadernas con intervalos intermedios en proa? (s/n):

�,�s�);
fprintf(�nn�)
if pregpr==�s�
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semiproa=input(�¿Cuantas son? (Ejemplo "5") : �);
end
fprintf(�nn�)
cuerpo=input(�¿Cuantas cuadernas con intervalo completo hay? (Ejemplo "5") :

�);
Volumen=Simpson(Areas,longitud,pregpp,semipopa,pregpr,semiproa,cuerpo);
RadMeta=Iy/Volumen;
Momento=Simpson(Momentos,longitud,pregpp,semipopa,pregpr,semiproa,cuerpo);
B=Momento/Volumen;
KM=B+RadMeta;
fprintf(�nnnn�)
fprintf(�El BM (Radio metacéntrico) es:%.3g m�,RadMeta)
fprintf(�nnnnEl KM(Distancia entre la quilla y el metacentro) es:%.3g m�,KM)
fprintf(�nnnn�)
pau=input(�Pulse ENTER para volver al Menú Principal�,�s�);
case 9
clc
seguridad=input(�¿Está seguro que desea cerrar la aplicación? (s/n): �,�s�);
if seguridad==�s�
clc
fprintf(�CRÉDITOS:nnnn�)
pause(2)
fprintf(�CREADOR DE LA HERRAMIENTA: Sergio Flores Zamorannnn�)
pause(2)
fprintf(�DIRECTORA DEL PROYECTO: Sonia Busquier Sáeznnnn�)
pause(2)
fprintf(�CODIRECTOR DEL PROYECTO: Juan Ruiz Álvarez�)
pause(2)
fprintf(�nnnnnnnnnnnnnnCierre del programa, hasta pronto.�)
pause(4)
clc
break
end
end
end
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8.2. ANEXO II (Programa1)

function [A,C]=Programa1(n,pp,dim,seccion)
%Programa para el dibujado de la curva NURBS que pasa por unos puntos dados
%y sus puntos de control correspondiente a una cuaderna.
%Variables:
%Salida
% A
% C
% Entrada
% n => número de datos en cada columna
% pp => grado de la curva
% dim => número de valores de la partición
% seccion=> nombre del archivo con las coordenadas
% Lectura
% Q_k => son los datos (puntos con coordenadas (x,y))
%Internas
% dQ => distancia
% d => sumatorio de las dQ
% U => separación entre nodos
% UU => vector de nodos
%Lectura de los datos
datos=load(seccion);
%************************************************************************
% cálculo de los U barra, los denotamos como U
%************************************************************************
% hallamos el parámetro dQ
% dQ=distancia entre nodos
% inicializamos variable para poder hacer el sumatorio de las dQ
d=0;
% queremos d=sumatorio de k=1:n de la raiz cuadrada del valor absoluto de
% la diferencia de los puntos
for i=1:n-1
dQ(i)=sqrt((datos(i+1,1)-datos(i,1))^2+(datos(i+1,2)-datos(i,2))^2);
d=d+dQ(i);
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end
% formamos los U (U barra)
% los U barra iran desde el U_1 hasta U_{n}
U(1)=0;
U(n)=1;
% los restantes los calculamos como
for i=2:n-1
U(i)=U(i-1)+dQ(i-1)/d;
end
%************************************************************************
% cálculo de los U, los denotamos UU
%************************************************************************
for i=1:pp+1
UU(i)=0;
end
% denotamos m=n+pp+1
m=n+pp+1;
for i=m-pp:m
UU(i)=1;
end
% queremos caclular el resto como u(j+pp)=1/p por el sumatorio desde i=j
% hasta j+p-1 de los u(i)barra
%inicializamos variable
for j=2:n-pp
sum=0;
for i=j:j+pp-1
sum=sum+U(i);
end
UU(j+pp)=(1/pp)*sum;
end
%************************************************************************
% cálculo de las funciones base
%************************************************************************
% las denotamos como N(i,p) donde p es el grado en cada momento
% renombramos los valores de los u barra
for k=1:n
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V=U(k);
% grado cero
for i=1:m-1
% cuando trabajamos con N_i,0 (U) se puede discernir entre 1 si
% U(i)<=UU<U(i+1) o 0 en otro caso
% para comprobar
if (UU(i)<=V && V<UU(i+1))
N(i,1)=1;
else
N(i,1)=0;
end
end
% grados > 0 es decir p>1
% de�nido antes m=n+pp+1, numero maximo de funciones, se da en grado 0,
for p=1:pp
for i=1:m-p-1
den1=UU(i+p)-UU(i);
den2=UU(i+p+1)-UU(i+1);
if den1==0
part1=0;
else
num1=(V-UU(i));
part1=num1/den1;
end
if den2==0
part2=0;
else
num2=(UU(i+p+1)-V);
part2=num2/den2;
end
N(i,p+1)=(part1)*N(i,p)+(part2)*N(i+1,p);
end
end
%************************************************************************
% cálculo de los coe�cientes de la matriz
%************************************************************************
for jj=1:n
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A(k,jj)=N(jj,pp+1);
end
end
A(n,n)=1;
% ***********************************************************************
% introducimos el vector de términos independientes, lo denotamos por r
%************************************************************************
for i=1:n
r(i,1)=datos(i,1);
r(i,2)=datos(i,2);
end
%************************************************************************
% resolvemos el sistema
%************************************************************************
% obtenemos los puntos de control interiores
Px=Anr(:,1);
Py=Anr(:,2);
%************************************************************************
% formamos la curva C(U)
%************************************************************************
% calculo de las funciones base
% renombramos los valores de los u barra
% hacemos la particion, obtenemos los U
% VV(k) particion de [0,1]
for kk=1:dim
VV(kk)=(kk-1)/(dim-1);
end
% grado cero
for kk=1:(dim-1)
V=VV(kk);
for i=1:m-1
% cuando trabajamos con N_i,0 (U) se puede discernir entre 1 si
% U(i)<=UU<U(i+1) o 0 en otro caso
% para comprobar
if (UU(i)<=V && V<UU(i+1))
N(i,1)=1;
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else
N(i,1)=0;
end
end
% grados > 0 es decir p>1
% de�nido antes m=n+pp+1, numero maximo de funciones, se da en grado 0,
for p=1:pp
for i=1:m-p-1
den1=UU(i+p)-UU(i);
den2=UU(i+p+1)-UU(i+1);
if den1==0
part1=0;
else
num1=(V-UU(i));
part1=num1/den1;
end
if den2==0
part2=0;
else
num2=(UU(i+p+1)-V);
part2=num2/den2;
end
N(i,p+1)=(part1)*N(i,p)+(part2)*N(i+1,p);
end
end
% hacemos C(U) denotamos como C(V)
% inicializamos variable
Cx=0;
Cy=0;
for i=1:n
Cx=Cx+N(i,pp+1)*Px(i);
Cy=Cy+N(i,pp+1)*Py(i);
end
C(kk,1)=Cx;
C(kk,2)=Cy;
end
C(dim,1)=datos(n,1);
C(dim,2)=datos(n,2);
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%Creo la matriz simétrica de la curva para poder representar la cuaderna
%completa
C2=C;
sizeC= size(C);
DimC=sizeC(1);
for i=1:DimC;
operador=C(i);
C2(i,1)=C(i,1)-2*C(i,1);
end
%************************************************************************
% dibujo
%************************************************************************
% dibujamos los datos
�gure;
plot(datos(:,1),datos(:,2),�*�)
hold on
% dibujamos los puntos de control
plot(Px,Py,�o�)
axis(�equal�);
title(�Representación de los puntos de control�)
legend(�Datos introducidos�,�Puntos de control�,�Location�,�northoutside�,�Orientation�
,�horizontal�)
% dibujamos la curva
hold o¤
�gure;
plot(datos(:,1),datos(:,2),�*�,C(:,1),C(:,2),�-r�,C2(:,1),C2(:,2),�-r�)
axis(�equal�);
title(�CUADERNA�)
legend(�Datos introducidos�,�Curva�,�Location�,�northoutside�,�Orientation�,�horizontal�)

8.3. ANEXO III (Programa2)

function [A,C]=Programa2(n,pp,dim,seccion)
%Programa para el dibujado de la curva NURBS que pasa por unos puntos dados
%y sus puntos de control correspondiente a una cuaderna.
%Variables:
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%Salida
% A
% C
% Entrada
% n => número de datos en cada columna
% pp => grado de la curva
% dim => número de valores de la partición
% seccion=> nombre del archivo con las coordenadas
% Lectura
% Q_k => son los datos (puntos con coordenadas (x,y))
%Internas
% dQ => distancia
% d => sumatorio de las dQ
% U => separación entre nodos
% UU => vector de nodos
%Lectura de los datos
datos=load(seccion);
% de los n datos que tenemos utilizaremos el primero y el ultimo para el
% calculo de la derivada, y los restantes como puntos, luego tenemos n-2
% datos
%************************************************************************
% cálculo de los U barra, los denotamos como U
%************************************************************************
% hallamos el parámetro dQ
% dQ=distancia entre nodos
%inicializamos variable para poder hacer el sumatorio de las dQ
d=0;
% calculamos de los datos Q_2 a Q_{n-1}, obtenemos d_2 hasta d_{n-2}
for i=2:n-2
dQ(i)=sqrt((datos(i+1,1)-datos(i,1))^2+(datos(i+1,2)-datos(i,2))^2);
d=d+dQ(i);
end
%************************************************************************
% cálculo de los U barra, los denotamos como U
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%************************************************************************
% los U barra iran desde el U_2 hasta U_{n-1}
% sabemos que U_2=0 y U_{n-1}=1
U(2)=0;
U(n-1)=1;
for i=3:n-2
U(i)=U(i-1)+dQ(i)/d;
end
%************************************************************************
% cálculo de los U, los denotamos UU
%************************************************************************
for i=2:pp+2
UU(i)=0;
end
for i=n+2:n+pp+2
UU(i)=1;
end
for i=pp+3:n+1
UU(i)=U(i-3);
end
%************************************************************************
% cálculo de las funciones base
%************************************************************************
% las denotamos como N(i,p) donde p es el grado en cada momento
% tenemos en nuestro caso particular 17 n+p+1
% grado cero
for i=2:pp+1
N(i,1)=0;
end
for i=n+2:n+pp+1
N(i,1)=0;
end
for k=3:n-2
V=U(k);
for i=pp+2:n+1
% cuando trabajamos con N_i,0 (U) se puede discernir entre 1 si
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% i<=UU<=i+1 o 0 en otro caso
% para comprobar
if (UU(i)<=V && V<UU(i+1))
N(i,1)=1;
else
N(i,1)=0;
end
end
% grados > 0 es decir p>1
% número máximo de funciones, se da en grado 0
nm=n+pp+1;
for p=1:pp
for i=2:nm-p
den1=UU(i+p)-UU(i);
den2=UU(i+p+1)-UU(i+1);
if den1==0
part1=0;
else
num1=(V-UU(i));
part1=num1/den1;
end
if den2==0
part2=0;
else
num2=(UU(i+p+1)-V);
part2=num2/den2;
end
N(i,p+1)=(part1)*N(i,p)+(part2)*N(i+1,p);
end
end
%************************************************************************
% cálculo de los coe�cientes de la matriz
%************************************************************************
a(k-2)=N(k,pp+1);
b(k-2)=N(k+1,pp+1);
c(k-2)=N(k+2,pp+1);
end
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% ***********************************************************************
% formamos la matriz
% ***********************************************************************
for i=1:n-pp-1
for j=1:n-pp-1
if j==i+1 && i~=n-pp-1
A(i,j)=c(i);
elseif i==j+1%&& i~=n-pp-1
A(i,j)=a(i);
else
A(i,j)=0;
end
A(i,i)=b(i);
end
end
%************************************************************************
% cálculo de los P
%************************************************************************
P(1,1)=datos(2,1);
P(1,2)=datos(2,2);
P(2,1)=P(1,1)+(U(3)/3)*(datos(2,1)-datos(1,1));
P(2,2)=P(1,2)+(U(3)/3)*(datos(2,2)-datos(1,2));
P(1,1)=datos(1,1);
P(1,2)=datos(1,2);
P(2,1)=datos(2,1);
P(2,2)=datos(2,2);
P(n,1)=datos(n-1,1);
P(n,2)=datos(n-1,2);
P(n-1,1)=P(n,1)+((1-U(n-2))/3)*(datos(n,1)-datos(n-1,1));
P(n-1,2)=P(n,2)+((1-U(n-2))/3)*(datos(n,2)-datos(n-1,2));
P(n,1)=datos(n,1);
P(n,2)=datos(n,2);
P(n-1,1)=datos(n-1,1);
P(n-1,2)=datos(n-1,2);
% introducimos el vector de términos independientes, lo denotamos por r
r(1,1)=datos(3,1)-a(1)*P(2,1);
r(1,2)=datos(3,2)-a(1)*P(2,2);
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r(n-pp-1,1)=datos(n-2,1)-c(n-pp-1)*P(n-1,1);
r(n-pp-1,2)=datos(n-2,2)-c(n-pp-1)*P(n-1,2);
for i=4:n-pp
r(i-2,1)=datos(i,1);
r(i-2,2)=datos(i,2);
end
% resolvemos el sistema
% obtenemos los puntos de control interiores
Px=Anr(:,1);
Py=Anr(:,2);
% renombramos los puntos anteriores para que todos los puntos de control
% se llamen igual
for k=1:n-pp-1
P(k+2,1)=Px(k);
P(k+2,2)=Py(k);
end
%************************************************************************
% Formamos la curva C(U)
%************************************************************************
% hacemos la particion, obtenemos los U
% VV(k) particion de [0,1]
for kk=1:dim
VV(kk)=(kk-1)/(dim-1);
end
%************************************************************************
% cálculo de las funciones base
%************************************************************************
% grado cero
for i=2:pp+1
N(i,1)=0;
end
for i=n+2:n+pp+1
N(i,1)=0;
end
for kk=1:dim-1
V=VV(kk);
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for i=pp+2:n+1
% cuando trabajamos con N_i,0 (U) se puede discernir entre 1 si
% i<=UU<=i+1 o 0 en otro caso
% para comprobar
if (UU(i)<=V && V<UU(i+1))
N(i,1)=1;
else
N(i,1)=0;
end
end
% grados > 0 es decir p>1
nm=n+pp+1;
% número máximo de funciones, se da en grado 0
for p=1:pp
for i=2:nm-p
den1=UU(i+p)-UU(i);
den2=UU(i+p+1)-UU(i+1);
if den1==0
part1=0;
else
num1=(V-UU(i));
part1=num1/den1;
end
if den2==0
part2=0;
else
num2=(UU(i+p+1)-V);
part2=num2/den2;
end
N(i,p+1)=(part1)*N(i,p)+(part2)*N(i+1,p);
end
end
%************************************************************************
% hacemos C(U) denotamos como C(V)
%************************************************************************
%inicializamos variable
Cx=0;
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Cy=0;
for i=1:n
Cx=Cx+N(i+1,pp+1)*P(i,1);
Cy=Cy+N(i+1,pp+1)*P(i,2);
end
C(kk,1)=Cx;
C(kk,2)=Cy;
end
C(dim,1)=datos(n,1);
C(dim,2)=datos(n,2);
%Creo la matriz simétrica de la curva para poder representar la cuaderna
%completa
C2=C;
sizeC= size(C);
DimC=sizeC(1);
for i=1:DimC;
operador=C(i);
C2(i,1)=C(i,1)-2*C(i,1);
end
%************************************************************************
% dibujo
%************************************************************************
% dibujamos los datos
�gure;
plot(datos(:,1),datos(:,2),�*�)
hold on
% dibujamos los puntos de control
plot(Px,Py,�o�)
axis(�equal�);
title(�Representación de los puntos de control�)
legend(�Datos introducidos�,�Puntos de control�,�Location�,�northoutside�,�Orientation�
,�horizontal�)
% dibujamos la curva
hold o¤
�gure;
plot(datos(:,1),datos(:,2),�*�,C(:,1),C(:,2),�-r�,C2(:,1),C2(:,2),�-r�)
axis(�equal�);
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title(�CUADERNA�)
legend(�Datos introducidos�,�Curva�,�Location�,�northoutside�,�Orientation�,�horizontal�)

8.4. ANEXO IV (Programa3)

function [A,C]=Programa3(n,pp,dim,seccion,num)
%Programa para el cálculo de la matriz de coordenadas de la curva NURBS que
%pasa por los puntos indicados para su posterior dibujado en una caja de
%cuadernas, dependiendo de la posición respecto a la sección media se
%dibujará la curva a la derecha o izquierda del eje de simetría respecto al
%criterio del diseño naval.
%Variables:
%Salida
% A
% C
% Entrada
% n => número de datos en cada columna
% pp => grado de la curva
% dim => número de valores de la partición
% num => número de cuaderna que se está analizando
% Lectura
% Q_k => son los datos (puntos con coordenadas (x,y))
%Internas
% dQ => distancia
% d => sumatorio de las dQ
% U => separación entre nodos
% UU => vector de nodos
%Lectura de los datos
datos=load(seccion);
%************************************************************************
% cálculo de los U barra, los denotamos como U
%************************************************************************
% hallamos el parámetro dQ
% dQ=distancia entre nodos



140 CAPÍTULO 8. ANEXOS

% inicializamos variable para poder hacer el sumatorio de las dQ
d=0;
% queremos d=sumatorio de k=1:n de la raiz cuadrada del valor absoluto de
% la diferencia de los puntos
for i=1:n-1
dQ(i)=sqrt((datos(i+1,1)-datos(i,1))^2+(datos(i+1,2)-datos(i,2))^2);
d=d+dQ(i);
end
% formamos los U (U barra)
% los U barra iran desde el U_1 hasta U_{n}
U(1)=0;
U(n)=1;
% los restantes los calculamos como
for i=2:n-1
U(i)=U(i-1)+dQ(i-1)/d;
end
%************************************************************************
% cálculo de los U, los denotamos UU
%************************************************************************
for i=1:pp+1
UU(i)=0;
end
% denotamos m=n+pp+1
m=n+pp+1;
for i=m-pp:m
UU(i)=1;
end
% queremos caclular el resto como u(j+pp)=1/p por el sumatorio desde i=j
% hasta j+p-1 de los u(i)barra
%inicializamos variable
for j=2:n-pp
sum=0;
for i=j:j+pp-1
sum=sum+U(i);
end
UU(j+pp)=(1/pp)*sum;
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end
%************************************************************************
% cálculo de las funciones base
%************************************************************************
% las denotamos como N(i,p) donde p es el grado en cada momento
% renombramos los valores de los u barra
for k=1:n
V=U(k);
% grado cero
for i=1:m-1
% cuando trabajamos con N_i,0 (U) se puede discernir entre 1 si
% U(i)<=UU<U(i+1) o 0 en otro caso
% para comprobar
if (UU(i)<=V && V<UU(i+1))
N(i,1)=1;
else
N(i,1)=0;
end
end
% grados > 0 es decir p>1
% de�nido antes m=n+pp+1, numero maximo de funciones, se da en grado 0,
for p=1:pp
for i=1:m-p-1
den1=UU(i+p)-UU(i);
den2=UU(i+p+1)-UU(i+1);
if den1==0
part1=0;
else
num1=(V-UU(i));
part1=num1/den1;
end
if den2==0
part2=0;
else
num2=(UU(i+p+1)-V);
part2=num2/den2;
end
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N(i,p+1)=(part1)*N(i,p)+(part2)*N(i+1,p);
end
end
%************************************************************************
% cálculo de los coe�cientes de la matriz
%************************************************************************
for jj=1:n
A(k,jj)=N(jj,pp+1);
end
end
A(n,n)=1;
% ***********************************************************************
% introducimos el vector de términos independientes, lo denotamos por r
%************************************************************************
for i=1:n
r(i,1)=datos(i,1);
r(i,2)=datos(i,2);
end
%************************************************************************
% resolvemos el sistema
%************************************************************************
% obtenemos los puntos de control interiores
Px=Anr(:,1);
Py=Anr(:,2);
%************************************************************************
% formamos la curva C(U)
%************************************************************************
% calculo de las funciones base
% renombramos los valores de los u barra
% hacemos la particion, obtenemos los U
% VV(k) particion de [0,1]
for kk=1:dim
VV(kk)=(kk-1)/(dim-1);
end
% grado cero
for kk=1:(dim-1)
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V=VV(kk);
for i=1:m-1
% cuando trabajamos con N_i,0 (U) se puede discernir entre 1 si
% U(i)<=UU<U(i+1) o 0 en otro caso
% para comprobar
if (UU(i)<=V && V<UU(i+1))
N(i,1)=1;
else
N(i,1)=0;
end
end
% grados > 0 es decir p>1
% de�nido antes m=n+pp+1, numero maximo de funciones, se da en grado 0,
for p=1:pp
for i=1:m-p-1
den1=UU(i+p)-UU(i);
den2=UU(i+p+1)-UU(i+1);
if den1==0
part1=0;
else
num1=(V-UU(i));
part1=num1/den1;
end
if den2==0
part2=0;
else
num2=(UU(i+p+1)-V);
part2=num2/den2;
end
N(i,p+1)=(part1)*N(i,p)+(part2)*N(i+1,p);
end
end
% hacemos C(U) denotamos como C(V)
% inicializamos variable
Cx=0;
Cy=0;
for i=1:n
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Cx=Cx+N(i,pp+1)*Px(i);
Cy=Cy+N(i,pp+1)*Py(i);
end
C(kk,1)=Cx;
C(kk,2)=Cy;
end
C(dim,1)=datos(n,1);
C(dim,2)=datos(n,2);
fprintf(�nn�)
%Creo la matriz simétrica de la curva para poder representar las cuadernas
%del cuerpo de popa
if num<5
C2=C;
sizeC= size(C);
DimC=sizeC(1);
for i=1:DimC;
operador=C(i);
C2(i,1)=C(i,1)-2*C(i,1);
end
C=C2;
end

8.5. ANEXO V (Programa4)

function [A,C]=Programa4(n,pp,dim,seccion,num)
%Programa para el cálculo de la matriz de coordenadas de la curva NURBS que
%pasa por los puntos indicados para su posterior dibujado en una caja de
%cuadernas, dependiendo de la posición respecto a la sección media se
%dibujará la curva a la derecha o izquierda del eje de simetría respecto al
%criterio del diseño naval.
%Variables:
%Salida
% A
% C
% Entrada
% n => número de datos en cada columna



8.5. ANEXO V (PROGRAMA4) 145

% pp => grado de la curva
% dim => número de valores de la partición
% num => número de cuaderna que se está analizando
% Lectura
% Q_k => son los datos (puntos con coordenadas (x,y))
%Internas
% dQ => distancia
% d => sumatorio de las dQ
% U => separación entre nodos
% UU => vector de nodos
%Lectura de los datos
datos=load(seccion);
% de los n datos que tenemos utilizaremos el primero y el ultimo para el
% calculo de la derivada, y los restantes como puntos, luego tenemos n-2
% datos
%************************************************************************
% cálculo de los U barra, los denotamos como U
%************************************************************************
% hallamos el parámetro dQ
% dQ=distancia entre nodos
%inicializamos variable para poder hacer el sumatorio de las dQ
d=0;
% calculamos de los datos Q_2 a Q_{n-1}, obtenemos d_2 hasta d_{n-2}
for i=2:n-2
dQ(i)=sqrt((datos(i+1,1)-datos(i,1))^2+(datos(i+1,2)-datos(i,2))^2);
d=d+dQ(i);
end
%************************************************************************
% cálculo de los U barra, los denotamos como U
%************************************************************************
% los U barra iran desde el U_2 hasta U_{n-1}
% sabemos que U_2=0 y U_{n-1}=1
U(2)=0;
U(n-1)=1;
for i=3:n-2
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U(i)=U(i-1)+dQ(i)/d;
end
%************************************************************************
% cálculo de los U, los denotamos UU
%************************************************************************
for i=2:pp+2
UU(i)=0;
end
for i=n+2:n+pp+2
UU(i)=1;
end
for i=pp+3:n+1
UU(i)=U(i-3);
end
%************************************************************************
% cálculo de las funciones base
%************************************************************************
% las denotamos como N(i,p) donde p es el grado en cada momento
% tenemos en nuestro caso particular 17 n+p+1
% grado cero
for i=2:pp+1
N(i,1)=0;
end
for i=n+2:n+pp+1
N(i,1)=0;
end
for k=3:n-2
V=U(k);
for i=pp+2:n+1
% cuando trabajamos con N_i,0 (U) se puede discernir entre 1 si
% i<=UU<=i+1 o 0 en otro caso
% para comprobar
if (UU(i)<=V && V<UU(i+1))
N(i,1)=1;
else
N(i,1)=0;
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end
end
% grados > 0 es decir p>1
% número máximo de funciones, se da en grado 0
nm=n+pp+1;
for p=1:pp
for i=2:nm-p
den1=UU(i+p)-UU(i);
den2=UU(i+p+1)-UU(i+1);
if den1==0
part1=0;
else
num1=(V-UU(i));
part1=num1/den1;
end
if den2==0
part2=0;
else
num2=(UU(i+p+1)-V);
part2=num2/den2;
end
N(i,p+1)=(part1)*N(i,p)+(part2)*N(i+1,p);
end
end
%************************************************************************
% cálculo de los coe�cientes de la matriz
%************************************************************************
a(k-2)=N(k,pp+1);
b(k-2)=N(k+1,pp+1);
c(k-2)=N(k+2,pp+1);
end
% ***********************************************************************
% formamos la matriz
% ***********************************************************************
for i=1:n-pp-1
for j=1:n-pp-1
if j==i+1 && i~=n-pp-1
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A(i,j)=c(i);
elseif i==j+1%&& i~=n-pp-1
A(i,j)=a(i);
else
A(i,j)=0;
end
A(i,i)=b(i);
end
end
%************************************************************************
% cálculo de los P
%************************************************************************
P(1,1)=datos(2,1);
P(1,2)=datos(2,2);
P(2,1)=P(1,1)+(U(3)/3)*(datos(2,1)-datos(1,1));
P(2,2)=P(1,2)+(U(3)/3)*(datos(2,2)-datos(1,2));
P(1,1)=datos(1,1);
P(1,2)=datos(1,2);
P(2,1)=datos(2,1);
P(2,2)=datos(2,2);
P(n,1)=datos(n-1,1);
P(n,2)=datos(n-1,2);
P(n-1,1)=P(n,1)+((1-U(n-2))/3)*(datos(n,1)-datos(n-1,1));
P(n-1,2)=P(n,2)+((1-U(n-2))/3)*(datos(n,2)-datos(n-1,2));
P(n,1)=datos(n,1);
P(n,2)=datos(n,2);
P(n-1,1)=datos(n-1,1);
P(n-1,2)=datos(n-1,2);
% introducimos el vector de términos independientes, lo denotamos por r
r(1,1)=datos(3,1)-a(1)*P(2,1);
r(1,2)=datos(3,2)-a(1)*P(2,2);
r(n-pp-1,1)=datos(n-2,1)-c(n-pp-1)*P(n-1,1);
r(n-pp-1,2)=datos(n-2,2)-c(n-pp-1)*P(n-1,2);
for i=4:n-pp
r(i-2,1)=datos(i,1);
r(i-2,2)=datos(i,2);
end
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% resolvemos el sistema
% obtenemos los puntos de control interiores
Px=Anr(:,1);
Py=Anr(:,2);
% renombramos los puntos anteriores para que todos los puntos de control
% se llamen igual
for k=1:n-pp-1
P(k+2,1)=Px(k);
P(k+2,2)=Py(k);
end
%************************************************************************
% Formamos la curva C(U)
%************************************************************************
% hacemos la particion, obtenemos los U
% VV(k) particion de [0,1]
for kk=1:dim
VV(kk)=(kk-1)/(dim-1);
end
%************************************************************************
% cálculo de las funciones base
%************************************************************************
% grado cero
for i=2:pp+1
N(i,1)=0;
end
for i=n+2:n+pp+1
N(i,1)=0;
end
for kk=1:dim-1
V=VV(kk);
for i=pp+2:n+1
% cuando trabajamos con N_i,0 (U) se puede discernir entre 1 si
% i<=UU<=i+1 o 0 en otro caso
% para comprobar
if (UU(i)<=V && V<UU(i+1))
N(i,1)=1;
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else
N(i,1)=0;
end
end
% grados > 0 es decir p>1
nm=n+pp+1;
% número máximo de funciones, se da en grado 0
for p=1:pp
for i=2:nm-p
den1=UU(i+p)-UU(i);
den2=UU(i+p+1)-UU(i+1);
if den1==0
part1=0;
else
num1=(V-UU(i));
part1=num1/den1;
end
if den2==0
part2=0;
else
num2=(UU(i+p+1)-V);
part2=num2/den2;
end
N(i,p+1)=(part1)*N(i,p)+(part2)*N(i+1,p);
end
end
%************************************************************************
% hacemos C(U) denotamos como C(V)
%************************************************************************
%inicializamos variable
Cx=0;
Cy=0;
for i=1:n
Cx=Cx+N(i+1,pp+1)*P(i,1);
Cy=Cy+N(i+1,pp+1)*P(i,2);
end
C(kk,1)=Cx;
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C(kk,2)=Cy;
end
C(dim,1)=datos(n,1);
C(dim,2)=datos(n,2);
fprintf(�nn�)
%Creo la matriz simétrica de la curva para poder representar las cuadernas
%del cuerpo de popa
if num<5
C2=C;
sizeC= size(C);
DimC=sizeC(1);
for i=1:DimC;
C2(i,1)=C(i,1)-2*C(i,1);
end
C=C2;
end

8.6. ANEXO VI (Programa5)

function [in,Mom,C]=Programa5(n,pp,dim,seccion,calado)
%Programa para el cálculo de la matriz de coordenadas de la curva de la
%cuaderna, del área y el momento de primer orden respecto a la línea base.
%Variables:
%Salida
% in
% mom
% C
% Entrada
% n => número de datos en cada columna
% pp => grado de la curva
% dim => número de valores de la partición
% seccion=> nombre del archivo con las coordenadas
% calado=> este valor solo es relevante en el caso del estudio de
% secciones transversales del barco, representa el calado de
% análisis para el área y el momento de la sección
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% Lectura
% Q_k => son los datos (puntos con coordenadas (x,y))
%Internas
% dQ => distancia
% d => sumatorio de las dQ
% U => separación entre nodos
% UU => vector de nodos
%Lectura de los datos
datos=load(seccion);
%************************************************************************
% cálculo de los U barra, los denotamos como U
%************************************************************************
% hallamos el parámetro dQ
% dQ=distancia entre nodos
% inicializamos variable para poder hacer el sumatorio de las dQ
d=0;
% queremos d=sumatorio de k=1:n de la raiz cuadrada del valor absoluto de
% la diferencia de los puntos
for i=1:n-1
dQ(i)=sqrt((datos(i+1,1)-datos(i,1))^2+(datos(i+1,2)-datos(i,2))^2);
d=d+dQ(i);
end
% formamos los U (U barra)
% los U barra iran desde el U_1 hasta U_{n}
U(1)=0;
U(n)=1;
% los restantes los calculamos como
for i=2:n-1
U(i)=U(i-1)+dQ(i-1)/d;
end
%************************************************************************
% cálculo de los U, los denotamos UU
%************************************************************************
for i=1:pp+1
UU(i)=0;
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end
% denotamos m=n+pp+1
m=n+pp+1;
for i=m-pp:m
UU(i)=1;
end
% queremos caclular el resto como u(j+pp)=1/p por el sumatorio desde i=j
% hasta j+p-1 de los u(i)barra
%inicializamos variable
for j=2:n-pp
sum=0;
for i=j:j+pp-1
sum=sum+U(i);
end
UU(j+pp)=(1/pp)*sum;
end
%************************************************************************
% cálculo de las funciones base
%************************************************************************
% las denotamos como N(i,p) donde p es el grado en cada momento
% renombramos los valores de los u barra
for k=1:n
V=U(k);
% grado cero
for i=1:m-1
% cuando trabajamos con N_i,0 (U) se puede discernir entre 1 si
% U(i)<=UU<U(i+1) o 0 en otro caso
% para comprobar
if (UU(i)<=V && V<UU(i+1))
N(i,1)=1;
else
N(i,1)=0;
end
end
% grados > 0 es decir p>1
% de�nido antes m=n+pp+1, numero maximo de funciones, se da en grado 0,
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for p=1:pp
for i=1:m-p-1
den1=UU(i+p)-UU(i);
den2=UU(i+p+1)-UU(i+1);
if den1==0
part1=0;
else
num1=(V-UU(i));
part1=num1/den1;
end
if den2==0
part2=0;
else
num2=(UU(i+p+1)-V);
part2=num2/den2;
end
N(i,p+1)=(part1)*N(i,p)+(part2)*N(i+1,p);
end
end
%************************************************************************
% cálculo de los coe�cientes de la matriz
%************************************************************************
for jj=1:n
A(k,jj)=N(jj,pp+1);
end
end
A(n,n)=1;
% ***********************************************************************
% introducimos el vector de términos independientes, lo denotamos por r
%************************************************************************
for i=1:n
r(i,1)=datos(i,1);
r(i,2)=datos(i,2);
end
%************************************************************************
% resolvemos el sistema
%************************************************************************
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% obtenemos los puntos de control interiores
Px=Anr(:,1);
Py=Anr(:,2);
%************************************************************************
% formamos la curva C(U)
%************************************************************************
% calculo de las funciones base
% renombramos los valores de los u barra
% hacemos la particion, obtenemos los U
% VV(k) particion de [0,1]
for kk=1:dim
VV(kk)=(kk-1)/(dim-1);
end
% grado cero
for kk=1:(dim-1)
V=VV(kk);
for i=1:m-1
% cuando trabajamos con N_i,0 (U) se puede discernir entre 1 si
% U(i)<=UU<U(i+1) o 0 en otro caso
% para comprobar
if (UU(i)<=V && V<UU(i+1))
N(i,1)=1;
else
N(i,1)=0;
end
end
% grados > 0 es decir p>1
% de�nido antes m=n+pp+1, numero maximo de funciones, se da en grado 0,
for p=1:pp
for i=1:m-p-1
den1=UU(i+p)-UU(i);
den2=UU(i+p+1)-UU(i+1);
if den1==0
part1=0;
else
num1=(V-UU(i));
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part1=num1/den1;
end
if den2==0
part2=0;
else
num2=(UU(i+p+1)-V);
part2=num2/den2;
end
N(i,p+1)=(part1)*N(i,p)+(part2)*N(i+1,p);
end
end
% hacemos C(U) denotamos como C(V)
% inicializamos variable
Cx=0;
Cy=0;
for i=1:n
Cx=Cx+N(i,pp+1)*Px(i);
Cy=Cy+N(i,pp+1)*Py(i);
end
C(kk,1)=Cx;
C(kk,2)=Cy;
end
C(dim,1)=datos(n,1);
C(dim,2)=datos(n,2);
%calculamos la integral entre el eje y y la curva NURB mediante la regla
%del trapecio, la coordenada x se multiplica por 2 ya que calculamos la
%cuaderna entera
x_in=2*C(:,1);
y_in=C(:,2);
for k=1:length(y_in)
if y_in(k)>calado
x_in(k)=0;
end
end
h_in=abs(y_in(2:end)-y_in(1:end-1));
media_in=(x_in(2:end)+x_in(1:end-1))/2;
in=h_in�*media_in;
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%calculamos el momento de primer orden entre el área de la cuaderna y el
%eje de abscisas, al haber escogido una resolución de la curva muy alta
%podemos hacer la simpli�cación de considerar que la coordenada del
%centro de gravedad de los trapecios respecto al eje de abscisas se
%aproximan mucho a los de un rectángulo con la misma separación entre
%coordenadas que el trapecio
yg=y_in(1:end-1)+((y_in(2:end)-y_in(1:end-1))/2);
for i=1:length(yg)
mom(i)=h_in(i)*media_in(i)*yg(i);
end
%sumo los momentos de los trapecios para obetener el momento de la cuaderna
Mom=0;
for i=1:length(mom)
Mom=Mom+mom(i);
end

8.7. ANEXO VII (Programa6)

function [Areas,Momentos]=Programa6
%Programa para el cálculo de la matriz de coordenadas de las curvas de las
%cuadernas, del área y el momento de primer orden respecto a la línea base de

cada una.
%Variables:
%Salida
% Areas
% Momentos
% Lectura
% Q_k => son los datos (puntos con coordenadas (x,y))
%Internas
% dQ => distancia
% d => sumatorio de las dQ
% U => separación entre nodos
% UU => vector de nodos
%Lectura de los datos
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calado=input(�¿Cual es el calado que se desea analizar? (En metros, ejemplo "5"):
�);
fprintf(�nn�)
curvas=input(�¿Qué secciones se van a analizar? (Ejemplo "1,1.5,2,3"): �,�s�);
curvas=strrep(curvas,�,�,��);
curvas=strrep(curvas,�;�,��);
Entrada=sscanf(curvas,�%g�);
longitud=length(Entrada);
dim=100;
for repe=1:longitud
Nsec=num2str(Entrada(repe));
Nsec=strrep(Nsec,�.�,�,�);
S=strcat(�sec�,Nsec,�.txt�);
Secciones(repe)=cellstr(S);
pp=3;
seccion=strcat(�sec�,Nsec,�.txt�);
datos=load(seccion);
n=length(datos);
datos=load(seccion);
%************************************************************************
% cálculo de los U barra, los denotamos como U
%************************************************************************
% hallamos el parámetro dQ
% dQ=distancia entre nodos
% inicializamos variable para poder hacer el sumatorio de las dQ
d=0;
% queremos d=sumatorio de k=1:n de la raiz cuadrada del valor absoluto de
% la diferencia de los puntos
for i=1:n-1
dQ(i)=sqrt((datos(i+1,1)-datos(i,1))^2+(datos(i+1,2)-datos(i,2))^2);
d=d+dQ(i);
end
% formamos los U (U barra)
% los U barra iran desde el U_1 hasta U_{n}
U(1)=0;
U(n)=1;
% los restantes los calculamos como
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for i=2:n-1
U(i)=U(i-1)+dQ(i-1)/d;
end
%************************************************************************
% cálculo de los U, los denotamos UU
%************************************************************************
for i=1:pp+1
UU(i)=0;
end
% denotamos m=n+pp+1
m=n+pp+1;
for i=m-pp:m
UU(i)=1;
end
% queremos caclular el resto como u(j+pp)=1/p por el sumatorio desde i=j
% hasta j+p-1 de los u(i)barra
%inicializamos variable
for j=2:n-pp
sum=0;
for i=j:j+pp-1
sum=sum+U(i);
end
UU(j+pp)=(1/pp)*sum;
end
%************************************************************************
% cálculo de las funciones base
%************************************************************************
% las denotamos como N(i,p) donde p es el grado en cada momento
% renombramos los valores de los u barra
for k=1:n
V=U(k);
% grado cero
for i=1:m-1
% cuando trabajamos con N_i,0 (U) se puede discernir entre 1 si
% U(i)<=UU<U(i+1) o 0 en otro caso
% para comprobar
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if (UU(i)<=V && V<UU(i+1))
N(i,1)=1;
else
N(i,1)=0;
end
end
% grados > 0 es decir p>1
% de�nido antes m=n+pp+1, numero maximo de funciones, se da en grado 0,
for p=1:pp
for i=1:m-p-1
den1=UU(i+p)-UU(i);
den2=UU(i+p+1)-UU(i+1);
if den1==0
part1=0;
else
num1=(V-UU(i));
part1=num1/den1;
end
if den2==0
part2=0;
else
num2=(UU(i+p+1)-V);
part2=num2/den2;
end
N(i,p+1)=(part1)*N(i,p)+(part2)*N(i+1,p);
end
end
%************************************************************************
% cálculo de los coe�cientes de la matriz
%************************************************************************
for jj=1:n
A(k,jj)=N(jj,pp+1);
end
end
A(n,n)=1;
% ***********************************************************************
% introducimos el vector de términos independientes, lo denotamos por r
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%************************************************************************
for i=1:n
r(i,1)=datos(i,1);
r(i,2)=datos(i,2);
end
%************************************************************************
% resolvemos el sistema
%************************************************************************
% obtenemos los puntos de control interiores
Px=Anr(:,1);
Py=Anr(:,2);
%************************************************************************
% formamos la curva C(U)
%************************************************************************
% calculo de las funciones base
% renombramos los valores de los u barra
% hacemos la particion, obtenemos los U
% VV(k) particion de [0,1]
for kk=1:dim
VV(kk)=(kk-1)/(dim-1);
end
% grado cero
for kk=1:(dim-1)
V=VV(kk);
for i=1:m-1
% cuando trabajamos con N_i,0 (U) se puede discernir entre 1 si
% U(i)<=UU<U(i+1) o 0 en otro caso
% para comprobar
if (UU(i)<=V && V<UU(i+1))
N(i,1)=1;
else
N(i,1)=0;
end
end
% grados > 0 es decir p>1
% de�nido antes m=n+pp+1, numero maximo de funciones, se da en grado 0,
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for p=1:pp
for i=1:m-p-1
den1=UU(i+p)-UU(i);
den2=UU(i+p+1)-UU(i+1);
if den1==0
part1=0;
else
num1=(V-UU(i));
part1=num1/den1;
end
if den2==0
part2=0;
else
num2=(UU(i+p+1)-V);
part2=num2/den2;
end
N(i,p+1)=(part1)*N(i,p)+(part2)*N(i+1,p);
end
end
% hacemos C(U) denotamos como C(V)
% inicializamos variable
Cx=0;
Cy=0;
for i=1:n
Cx=Cx+N(i,pp+1)*Px(i);
Cy=Cy+N(i,pp+1)*Py(i);
end
C(kk,1)=Cx;
C(kk,2)=Cy;
end
C(dim,1)=datos(n,1);
C(dim,2)=datos(n,2);
%calculamos la integral entre el eje y y la curva NURB mediante la regla
%del trapecio, la coordenada x se multiplica por 2 ya que calculamos la
%cuaderna entera
x_in=2*C(:,1);
y_in=C(:,2);
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for k=1:length(y_in)
if y_in(k)>calado
x_in(k)=0;
end
end
h_in=abs(y_in(2:end)-y_in(1:end-1));
media_in=(x_in(2:end)+x_in(1:end-1))/2;
in=h_in�*media_in;
%calculamos el momento de primer orden entre el área de la cuaderna y el
%eje de abscisas, al haber escogido una resolución de la curva muy alta
%podemos hacer la simpli�cación de considerar que la coordenada del
%centro de gravedad de los trapecios respecto al eje de abscisas se
%aproximan mucho a los de un rectángulo con la misma separación entre
%coordenadas que el trapecio
yg=y_in(1:end-1)+((y_in(2:end)-y_in(1:end-1))/2);
for i=1:length(yg)
mom(i)=h_in(i)*media_in(i)*yg(i);
end
%sumo los momentos de los trapecios para obetener el momento de la cuaderna
Mom=0;
for i=1:length(mom)
Mom=Mom+mom(i);
end
Areas(repe)=in;
Momentos(repe)=Mom;
end

8.8. ANEXO VIII (Programa7)

function [A,C]=Programa1(n,pp,dim,seccion)
%Programa para el dibujado de la curva NURBS que pasa por unos puntos dados
%y sus puntos de control correspondiente a la Línea de agua 6, �otación.
%Variables:
%Salida
% A
% C
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% Entrada
% n => número de datos en cada columna
% pp => grado de la curva
% dim => número de valores de la partición
% seccion=> nombre del archivo con las coordenadas
% Lectura
% Q_k => son los datos (puntos con coordenadas (x,y))
%Internas
% dQ => distancia
% d => sumatorio de las dQ
% U => separación entre nodos
% UU => vector de nodos
%Lectura de los datos
datos=load(seccion);
%************************************************************************
% cálculo de los U barra, los denotamos como U
%************************************************************************
% hallamos el parámetro dQ
% dQ=distancia entre nodos
% inicializamos variable para poder hacer el sumatorio de las dQ
d=0;
% queremos d=sumatorio de k=1:n de la raiz cuadrada del valor absoluto de
% la diferencia de los puntos
for i=1:n-1
dQ(i)=sqrt((datos(i+1,1)-datos(i,1))^2+(datos(i+1,2)-datos(i,2))^2);
d=d+dQ(i);
end
% formamos los U (U barra)
% los U barra iran desde el U_1 hasta U_{n}
U(1)=0;
U(n)=1;
% los restantes los calculamos como
for i=2:n-1
U(i)=U(i-1)+dQ(i-1)/d;
end
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%************************************************************************
% cálculo de los U, los denotamos UU
%************************************************************************
for i=1:pp+1
UU(i)=0;
end
% denotamos m=n+pp+1
m=n+pp+1;
for i=m-pp:m
UU(i)=1;
end
% queremos caclular el resto como u(j+pp)=1/p por el sumatorio desde i=j
% hasta j+p-1 de los u(i)barra
%inicializamos variable
for j=2:n-pp
sum=0;
for i=j:j+pp-1
sum=sum+U(i);
end
UU(j+pp)=(1/pp)*sum;
end
%************************************************************************
% cálculo de las funciones base
%************************************************************************
% las denotamos como N(i,p) donde p es el grado en cada momento
% renombramos los valores de los u barra
for k=1:n
V=U(k);
% grado cero
for i=1:m-1
% cuando trabajamos con N_i,0 (U) se puede discernir entre 1 si
% U(i)<=UU<U(i+1) o 0 en otro caso
% para comprobar
if (UU(i)<=V && V<UU(i+1))
N(i,1)=1;
else
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N(i,1)=0;
end
end
% grados > 0 es decir p>1
% de�nido antes m=n+pp+1, numero maximo de funciones, se da en grado 0,
for p=1:pp
for i=1:m-p-1
den1=UU(i+p)-UU(i);
den2=UU(i+p+1)-UU(i+1);
if den1==0
part1=0;
else
num1=(V-UU(i));
part1=num1/den1;
end
if den2==0
part2=0;
else
num2=(UU(i+p+1)-V);
part2=num2/den2;
end
N(i,p+1)=(part1)*N(i,p)+(part2)*N(i+1,p);
end
end
%************************************************************************
% cálculo de los coe�cientes de la matriz
%************************************************************************
for jj=1:n
A(k,jj)=N(jj,pp+1);
end
end
A(n,n)=1;
% ***********************************************************************
% introducimos el vector de términos independientes, lo denotamos por r
%************************************************************************
for i=1:n
r(i,1)=datos(i,1);
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r(i,2)=datos(i,2);
end
%************************************************************************
% resolvemos el sistema
%************************************************************************
% obtenemos los puntos de control interiores
Px=Anr(:,1);
Py=Anr(:,2);
%************************************************************************
% formamos la curva C(U)
%************************************************************************
% calculo de las funciones base
% renombramos los valores de los u barra
% hacemos la particion, obtenemos los U
% VV(k) particion de [0,1]
for kk=1:dim
VV(kk)=(kk-1)/(dim-1);
end
% grado cero
for kk=1:(dim-1)
V=VV(kk);
for i=1:m-1
% cuando trabajamos con N_i,0 (U) se puede discernir entre 1 si
% U(i)<=UU<U(i+1) o 0 en otro caso
% para comprobar
if (UU(i)<=V && V<UU(i+1))
N(i,1)=1;
else
N(i,1)=0;
end
end
% grados > 0 es decir p>1
% de�nido antes m=n+pp+1, numero maximo de funciones, se da en grado 0,
for p=1:pp
for i=1:m-p-1
den1=UU(i+p)-UU(i);
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den2=UU(i+p+1)-UU(i+1);
if den1==0
part1=0;
else
num1=(V-UU(i));
part1=num1/den1;
end
if den2==0
part2=0;
else
num2=(UU(i+p+1)-V);
part2=num2/den2;
end
N(i,p+1)=(part1)*N(i,p)+(part2)*N(i+1,p);
end
end
% hacemos C(U) denotamos como C(V)
% inicializamos variable
Cx=0;
Cy=0;
for i=1:n
Cx=Cx+N(i,pp+1)*Px(i);
Cy=Cy+N(i,pp+1)*Py(i);
end
C(kk,1)=Cx;
C(kk,2)=Cy;
end
C(dim,1)=datos(n,1);
C(dim,2)=datos(n,2);
%Creo la matriz simétrica de la curva para poder representar la cuaderna
%completa
C2=C;
sizeC= size(C);
DimC=sizeC(1);
for i=1:DimC;
operador=C(i);
C2(i,1)=C(i,1)-2*C(i,1);
end
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%************************************************************************
% dibujo
%************************************************************************
% dibujamos los datos
�gure;
plot(datos(:,1),datos(:,2),�*�)
hold on
% dibujamos los puntos de control
plot(Px,Py,�o�)
axis(�equal�);
title(�Representación de los puntos de control�)
legend(�Datos introducidos�,�Puntos de control�,�Location�,�northoutside�,
�Orientation�,�horizontal�)
% dibujamos la curva
hold o¤
�gure;
plot(datos(:,1),datos(:,2),�*�,C(:,1),C(:,2),�-r�,C2(:,1),C2(:,2),�-r�)
axis(�equal�);
title(�LÍNEA DE AGUA 6 (FLOTACIÓN)�)
legend(�Datos introducidos�,�Curva�,�Location�,�northoutside�,�Orientation�,�horizontal�)

8.9. ANEXO IX (Programa8)

function [A,C]=Programa2(n,pp,dim,seccion)
%Programa para el dibujado de la curva NURBS que pasa por unos puntos dados
%y sus puntos de control correspondiente a la Línea de agua 6, �otación.
%Variables:
%Salida
% A
% C
% Entrada
% n => número de datos en cada columna
% pp => grado de la curva
% dim => número de valores de la partición
% seccion=> nombre del archivo con las coordenadas
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% Lectura
% Q_k => son los datos (puntos con coordenadas (x,y))
%Internas
% dQ => distancia
% d => sumatorio de las dQ
% U => separación entre nodos
% UU => vector de nodos
%Lectura de los datos
datos=load(seccion);
% de los n datos que tenemos utilizaremos el primero y el ultimo para el
% calculo de la derivada, y los restantes como puntos, luego tenemos n-2
% datos
%************************************************************************
% cálculo de los U barra, los denotamos como U
%************************************************************************
% hallamos el parámetro dQ
% dQ=distancia entre nodos
%inicializamos variable para poder hacer el sumatorio de las dQ
d=0;
% calculamos de los datos Q_2 a Q_{n-1}, obtenemos d_2 hasta d_{n-2}
for i=2:n-2
dQ(i)=sqrt((datos(i+1,1)-datos(i,1))^2+(datos(i+1,2)-datos(i,2))^2);
d=d+dQ(i);
end
%************************************************************************
% cálculo de los U barra, los denotamos como U
%************************************************************************
% los U barra iran desde el U_2 hasta U_{n-1}
% sabemos que U_2=0 y U_{n-1}=1
U(2)=0;
U(n-1)=1;
for i=3:n-2
U(i)=U(i-1)+dQ(i)/d;
end
%************************************************************************
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% cálculo de los U, los denotamos UU
%************************************************************************
for i=2:pp+2
UU(i)=0;
end
for i=n+2:n+pp+2
UU(i)=1;
end
for i=pp+3:n+1
UU(i)=U(i-3);
end
%************************************************************************
% cálculo de las funciones base
%************************************************************************
% las denotamos como N(i,p) donde p es el grado en cada momento
% tenemos en nuestro caso particular 17 n+p+1
% grado cero
for i=2:pp+1
N(i,1)=0;
end
for i=n+2:n+pp+1
N(i,1)=0;
end
for k=3:n-2
V=U(k);
for i=pp+2:n+1
% cuando trabajamos con N_i,0 (U) se puede discernir entre 1 si
% i<=UU<=i+1 o 0 en otro caso
% para comprobar
if (UU(i)<=V && V<UU(i+1))
N(i,1)=1;
else
N(i,1)=0;
end
end
% grados > 0 es decir p>1
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% número máximo de funciones, se da en grado 0
nm=n+pp+1;
for p=1:pp
for i=2:nm-p
den1=UU(i+p)-UU(i);
den2=UU(i+p+1)-UU(i+1);
if den1==0
part1=0;
else
num1=(V-UU(i));
part1=num1/den1;
end
if den2==0
part2=0;
else
num2=(UU(i+p+1)-V);
part2=num2/den2;
end
N(i,p+1)=(part1)*N(i,p)+(part2)*N(i+1,p);
end
end
%************************************************************************
% cálculo de los coe�cientes de la matriz
%************************************************************************
a(k-2)=N(k,pp+1);
b(k-2)=N(k+1,pp+1);
c(k-2)=N(k+2,pp+1);
end
% ***********************************************************************
% formamos la matriz
% ***********************************************************************
for i=1:n-pp-1
for j=1:n-pp-1
if j==i+1 && i~=n-pp-1
A(i,j)=c(i);
elseif i==j+1%&& i~=n-pp-1
A(i,j)=a(i);
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else
A(i,j)=0;
end
A(i,i)=b(i);
end
end
%************************************************************************
% cálculo de los P
%************************************************************************
P(1,1)=datos(2,1);
P(1,2)=datos(2,2);
P(2,1)=P(1,1)+(U(3)/3)*(datos(2,1)-datos(1,1));
P(2,2)=P(1,2)+(U(3)/3)*(datos(2,2)-datos(1,2));
P(1,1)=datos(1,1);
P(1,2)=datos(1,2);
P(2,1)=datos(2,1);
P(2,2)=datos(2,2);
P(n,1)=datos(n-1,1);
P(n,2)=datos(n-1,2);
P(n-1,1)=P(n,1)+((1-U(n-2))/3)*(datos(n,1)-datos(n-1,1));
P(n-1,2)=P(n,2)+((1-U(n-2))/3)*(datos(n,2)-datos(n-1,2));
P(n,1)=datos(n,1);
P(n,2)=datos(n,2);
P(n-1,1)=datos(n-1,1);
P(n-1,2)=datos(n-1,2);
% introducimos el vector de términos independientes, lo denotamos por r
r(1,1)=datos(3,1)-a(1)*P(2,1);
r(1,2)=datos(3,2)-a(1)*P(2,2);
r(n-pp-1,1)=datos(n-2,1)-c(n-pp-1)*P(n-1,1);
r(n-pp-1,2)=datos(n-2,2)-c(n-pp-1)*P(n-1,2);
for i=4:n-pp
r(i-2,1)=datos(i,1);
r(i-2,2)=datos(i,2);
end
% resolvemos el sistema
% obtenemos los puntos de control interiores
Px=Anr(:,1);
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Py=Anr(:,2);
% renombramos los puntos anteriores para que todos los puntos de control
% se llamen igual
for k=1:n-pp-1
P(k+2,1)=Px(k);
P(k+2,2)=Py(k);
end
%************************************************************************
% Formamos la curva C(U)
%************************************************************************
% hacemos la particion, obtenemos los U
% VV(k) particion de [0,1]
for kk=1:dim
VV(kk)=(kk-1)/(dim-1);
end
%************************************************************************
% cálculo de las funciones base
%************************************************************************
% grado cero
for i=2:pp+1
N(i,1)=0;
end
for i=n+2:n+pp+1
N(i,1)=0;
end
for kk=1:dim-1
V=VV(kk);
for i=pp+2:n+1
% cuando trabajamos con N_i,0 (U) se puede discernir entre 1 si
% i<=UU<=i+1 o 0 en otro caso
% para comprobar
if (UU(i)<=V && V<UU(i+1))
N(i,1)=1;
else
N(i,1)=0;
end
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end
% grados > 0 es decir p>1
nm=n+pp+1;
% número máximo de funciones, se da en grado 0
for p=1:pp
for i=2:nm-p
den1=UU(i+p)-UU(i);
den2=UU(i+p+1)-UU(i+1);
if den1==0
part1=0;
else
num1=(V-UU(i));
part1=num1/den1;
end
if den2==0
part2=0;
else
num2=(UU(i+p+1)-V);
part2=num2/den2;
end
N(i,p+1)=(part1)*N(i,p)+(part2)*N(i+1,p);
end
end
%************************************************************************
% hacemos C(U) denotamos como C(V)
%************************************************************************
%inicializamos variable
Cx=0;
Cy=0;
for i=1:n
Cx=Cx+N(i+1,pp+1)*P(i,1);
Cy=Cy+N(i+1,pp+1)*P(i,2);
end
C(kk,1)=Cx;
C(kk,2)=Cy;
end
C(dim,1)=datos(n,1);
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C(dim,2)=datos(n,2);
%Creo la matriz simétrica de la curva para poder representar la cuaderna
%completa
C2=C;
sizeC= size(C);
DimC=sizeC(1);
for i=1:DimC;
operador=C(i);
C2(i,1)=C(i,1)-2*C(i,1);
end
%************************************************************************
% dibujo
%************************************************************************
% dibujamos los datos
�gure;
plot(datos(:,1),datos(:,2),�*�)
hold on
% dibujamos los puntos de control
plot(Px,Py,�o�)
axis(�equal�);
title(�Representación de los puntos de control�)
legend(�Datos introducidos�,�Puntos de control�,�Location�,�northoutside�,�Orientation�,�horizontal�)
% dibujamos la curva
hold o¤
�gure;
plot(datos(:,1),datos(:,2),�*�,C(:,1),C(:,2),�-r�,C2(:,1),C2(:,2),�-r�)
axis(�equal�);
title(�LÍNEA DE AGUA 6 (FLOTACIÓN)�)
legend(�Datos introducidos�,�Curva�,�Location�,�northoutside�,�Orientation�,�horizontal�)

8.10. ANEXO X (Simpson)

function Integ=Simpson(Datos,longitud,pregpp,semipopa,pregpr,semiproa,cuerpo)
%Programa que realiza una combinación de la primera y segunda regla de
%Simpson de integración aproximada de curvas
%De�nimos el intervalo de integración
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Integ=0;
intervalos=(cuerpo-1)+(semipopa-1)*0.5+(semiproa-1)*0.5;
h=longitud/intervalos;
%Calculo la integral mediante el método de simpson combinando la primera y
%segunda regla
i=1;
Fa=0;
%Cálculo en caso de que existan tramos intermedios en popa
pri=1;
seg=2;
ter=3;
cuar=4;
if pregpp==�s�
while i<semipopa
if semipopa==3jjsemipopa==5jjsemipopa==7jjsemipopa==9jjsemipopa==11
jjsemipopa==13jjsemipopa==15
i=i+2;
for j=1:3
switch j
case 1
Fa=Fa+Datos(pri);
case 2
Fa=Fa+Datos(seg)*4;
case 3
Fa=Fa+Datos(ter);
end
end
pri=i;
seg=pri+1;
ter=seg+1;
elseif semipopa==4jjsemipopa==10jjsemipopa==16
i=i+3;
for j=1:4
switch j
case 1
Fa=Fa+Datos(pri);
case 2
Fa=Fa+Datos(seg)*3;
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case 3
Fa=Fa+Datos(ter)*3;
case 4
Fa=Fa+Datos(cuar);
end
end
pri=i;
seg=pri+1;
ter=seg+1;
cuar=ter+1;
elseif semipopa==6jjsemipopa==8jjsemipopa==12jjsemipopa==14
if i<semipopa-3
i=i+2;
for j=1:3
switch j
case 1
Fa=Fa+Datos(pri);
case 2
Fa=Fa+Datos(seg)*4;
case 3
Fa=Fa+Datos(ter);
end
end
pri=i;
seg=pri+1;
ter=seg+1;
cuar=ter+1;
else
Integ=Integ+(h/6)*Fa;
Fa=0;
i=i+3;
for j=1:4
switch j
case 1
Fa=Fa+Datos(pri);
case 2
Fa=Fa+Datos(seg)*3;
case 3
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Fa=Fa+Datos(ter)*3;
case 4
Fa=Fa+Datos(cuar);
end
end
pri=i;
seg=pri+1;
ter=seg+1;
cuar=ter+1;
end
end
end
if semipopa==3jjsemipopa==5jjsemipopa==7jjsemipopa==9jjsemipopa==11
jjsemipopa==13jjsemipopa==15
Integ=Integ+(h/6)*Fa;
elseif semipopa==4jjsemipopa==10jjsemipopa==16
Integ=Integ+(3*h/16)*Fa;
elseif semipopa==6jjsemipopa==8jjsemipopa==12jjsemipopa==14
Integ=Integ+(3*h/16)*Fa;
end
end
%Calculo la integral del tramo con intervalos completos
pri=i;
seg=pri+1;
ter=seg+1;
cuar=ter+1;
Fa=0;
i=semipopa;
while i<semipopa+cuerpo-1
if cuerpo==3jjcuerpo==5jjcuerpo==7jjcuerpo==9jjcuerpo==11jjcuerpo==13
jjcuerpo==15jjsemipopa==17jjsemipopa==19jjsemipopa==21
i=i+2;
for j=1:3
switch j
case 1
Fa=Fa+Datos(pri);
case 2
Fa=Fa+Datos(seg)*4;
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case 3
Fa=Fa+Datos(ter);
end
end
pri=pri+2;
seg=seg+2;
ter=ter+2;
elseif cuerpo==4jjcuerpo==10jjcuerpo==16
i=i+3;
for j=1:4
switch j
case 1
Fa=Fa+Datos(pri);
case 2
Fa=Fa+Datos(seg)*3;
case 3
Fa=Fa+Datos(ter)*3;
case 4
Fa=Fa+Datos(cuar);
end
end
pri=pri+3;
seg=seg+3;
ter=ter+3;
cuar=cuar+3;
elseif cuerpo==6jjcuerpo==8jjcuerpo==12jjcuerpo==14jjsemipopa==18jjsemipopa==20
if i<semipopa+cuerpo-4
i=i+2;
for j=1:3
switch j
case 1
Fa=Fa+Datos(pri);
case 2
Fa=Fa+Datos(seg)*4;
case 3
Fa=Fa+Datos(ter);
end
end
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pri=pri+2;
seg=seg+2;
ter=ter+2;
cuar=ter+1;
else
Integ=Integ+(h/3)*Fa;
Fa=0;
i=i+3;
for j=1:4
switch j
case 1
Fa=Fa+Datos(pri);
case 2
Fa=Fa+Datos(seg)*3;
case 3
Fa=Fa+Datos(ter)*3;
case 4
Fa=Fa+Datos(cuar);
end
end
pri=pri+3;
seg=seg+3;
ter=ter+3;
cuar=cuar+3;
end
end
end
if cuerpo==3jjcuerpo==5jjcuerpo==7jjcuerpo==9jjcuerpo==11jjcuerpo==13jjcuerpo==15
Integ=Integ+(h/3)*Fa;
elseif cuerpo==4jjcuerpo==10jjcuerpo==16
Integ=Integ+(3*h/8)*Fa;
elseif cuerpo==6jjcuerpo==8jjcuerpo==12jjcuerpo==14
Integ=Integ+(3*h/8)*Fa;
end
%Calculo la integral del tramo con intervalos intermedios en proa
if pregpr==�s�
pri=i;
seg=pri+1;
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ter=seg+1;
cuar=ter+1;
Fa=0;
while i<semipopa+cuerpo-1+semiproa-1
if semiproa==3jjsemiproa==5jjsemiproa==7jjsemiproa==9jjsemiproa==11jjsemiproa==13
jjsemiproa==15
i=i+2;
for j=1:3
switch j
case 1
Fa=Fa+Datos(pri);
case 2
Fa=Fa+Datos(seg)*4;
case 3
Fa=Fa+Datos(ter);
end
end
pri=pri+2;
seg=seg+2;
ter=ter+2;
elseif semiproa==4jjsemiproa==10jjsemiproa==16
i=i+3;
for j=1:4
switch j
case 1
Fa=Fa+Datos(pri);
case 2
Fa=Fa+Datos(seg)*3;
case 3
Fa=Fa+Datos(ter)*3;
case 4
Fa=Fa+Datos(cuar);
end
end
pri=pri+3;
seg=seg+3;
ter=ter+3;
cuar=cuar+3;
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elseif semiproa==6jjsemiproa==8jjsemiproa==12jjsemiproa==14
if i<semipopa+cuerpo+semiproa-5
for j=1:3
switch j
case 1
Fa=Fa+Datos(pri);
case 2
Fa=Fa+Datos(seg)*4;
case 3
Fa=Fa+Datos(ter);
end
end
pri=pri+2;
seg=seg+2;
ter=ter+2;
cuar=ter+1;
i=i+2;
else
Integ=Integ+(h/6)*Fa;
Fa=0;
for j=1:4
switch j
case 1
Fa=Fa+Datos(pri);
case 2
Fa=Fa+Datos(seg)*3;
case 3
Fa=Fa+Datos(ter)*3;
case 4
Fa=Fa+Datos(cuar);
end
end
pri=pri+3;
seg=seg+3;
ter=ter+3;
cuar=cuar+3;
i=i+3;
end
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end
end
if semiproa==3jjsemiproa==5jjsemiproa==7jjsemiproa==9jjsemiproa==11jjsemiproa==13
jjsemiproa==15
Integ=Integ+(h/6)*Fa;
elseif semiproa==4jjsemiproa==10jjsemiproa==16
Integ=Integ+(3*h/16)*Fa;
elseif semiproa==6jjsemiproa==8jjsemiproa==12jjsemiproa==14
Integ=Integ+(3*h/16)*Fa;
end
end
end

8.11. ANEXO XI (integral_doble_x_2)

function I=integral_doble_x_2(C)
%integramos dos veces x^2 en el dominio dado por los puntos (x,y) del
%argumento y el eje Y. Para ello aplicamos la regla del trapecio 2 veces.
x=C(:,1)�;
y=C(:,2)�;
int_x=zeros(1,length(x));
%calculamos integrales mediante la regla del trapecio en la dirección de x
% for i=1:length(x)
% x_int=linspace(0,x(i),n);
% y_int=x_int.^2;
% h_x=x_int(2:end)-x_int(1:end-1);
% media_int_x=(y_int(2:end)+y_int(1:end-1))/2;
% int_x(i)=h_x*media_int_x�;
% end
%podemos evitar la anterior integracion numérica, ya que conocemos la
%integral de x^2. Si no conocieramos la integral del integrando mas interno,
%tendriamos que utilizar el bucle anterior
int_x=(x.^3)/3;
%calculamos integral mediante la regla del trapecio en la dirección de y
media_in_y=(int_x(2:end)+int_x(1:end-1))/2;
h_y=y(2:end)-y(1:end-1);
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I=h_y*media_in_y�;
I=2*I;%añadimos el momento de la parte especular
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