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Resumen. En esie trabajo se describe la dindmica hamiltoniana, en wnas variedades invariantes del
mavimienta kepleviano en un sistema de referencia rotante. Por medio del teorema de Liowville-Arnold
voun estudio particilar de o aplicacion momento en sus puntos criticos, oblenemas wia completa
clasificacion del espacio fdsico asociado a este sistema. Este problema modela momerosos fipos de
mavimientos de cuerpos comao el movimiento de wn satélite con respecto a wn sistema de veferencia
situado en la tierra, el movimiento relativa de drbitas v el movimiento de sarélites volantes en
Jormacidn, esto es, los satélites nilriples que trabajan juntos en un grupo para lograr el objetiva de

wuno mids grande, generalmente mads cosioso.

1 Introduccion

Ll problema clasico de los dos cuerpos involuera el
movimiento de un cuerpo alrededor de otro Influen-
ciados por su gravitacidn mutua, (ver [4]). Los
gjemplos mas comunes incluyen un satélite que se
mueve en una drbita alrededor de un planeta, de un
planeta que se mueve en una drbita alrededor de una
estrella v de un electron clasico que s& mueve en una
orbita alrededor de un nicleo atdmico, Newton
soluciond el problema considerando los dos cuerpos
como masas puntuales. Algunos casos generalizados
son mas realistas, por ejemple un cuerpo rigido ¥ una
masa puntual o dos cuerpos rigidos. Fste trabajo
presenta el estudio cualitativo del flujo de fases de un
maovimiento kepleriano en un sistema de referencia
rotante.

Recientemente,  Condurache vy Marlinust han
cstudiado ¢l problema de Kepler en sistemas  de
referencia giratorios (véase [2] v [3]). Condurache v
Martinusi utilizan una regularizacion vectorial del
tiempo v dan una solucion exacta vectorial para este
problema. La aportacion de esie trabajo es presentar
una clasificacion  topologica del Muje de fases
asociado a este sistema. Por medio del teorema de
Liowville-Amold v de un analisis particular de la
aplicacidon  momento, obtenemos  la  clasificacidn
topologica completa del flujo. Ln este trabajo
utilizamos téenicas similares a las usadas en [3].

Consideremos va el ohjeto de nuestro estudio. Fn
unas  wvariedades  invariantes  del movimiento,  la
dinamica del sistema candnico viene descrita por la
funcidn hamiltoniana & : £ —0 dada por
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donde ¢ = es una constante estructural del sistema

v E=0"=8'=0", es el espacio de fases donde el
hamilloniano csta delinido.

Motese que {{ =1,

Fepider

+ap, donde I, . representa

¢l hamiltoniane de Kepler asociado al problema de
los dos cuerpos ¥ el término ap,, afade a la

dindmica de Kepler el efecto asociado a la rotacidén
del sistema de referencia.

Definimos (. p,): £
cion momento asociada al sistema. Decimos que el
valor {h,.ﬂ') ell?
aplicacion momento si dicha aplicacion no es

diferenciable en ese valor, en caso contrario decimos
que es un valor regular.

—17, como la aplica-

es un valor critico para la

2  Dinamica hamiltoniana del

sistema

Si gueremos realizar wn estudio cualitative de la
dindmica asociada al sisterma hamiltoniano, debemos
considerar los siguientes conjuntos:

Ly —H_l{h}—{(fﬁﬂoﬂzﬁ;_}]tL:E{-’:PwPu}—h},
I, = {zc E:p, =.ﬁ:},

T, = £, m

siendo z={r.ﬁ, pops) v E =g '(h), donde =
denota “difeomorfo a” ¥ g~ (/) es una superficie de

[ s [*) . denominada superficic de energia. Eslos
conjuntos son denominados variedades de energia
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constante,  variedades de  momento  constante v
variedades de energia-momento  constante.  Fstas
variedades son invariantes por el fujo hamilloniano
del sistema, va que H v p, son dos integrales
primeras independientes v en involueion. Por lanto, ¢l
sislema hamilloniano es inlegrable.

Ll teorema de Liouville-Arnold demuestra que, para
los sistemas hamiltonianos integrables, los conjuntos
invariantes asociados a las intersecciones de todas las
integrales primeras independientes v en involucidn
son genéricamente subvariedades del espacio de
tases. Por otra parte, si el flujo en tales subvariedades
es completo, entonces estas subvariedades son
difeomortas a la unidn de cilindros generalizados v el
tlujo en ellos se conjuga a un flujo lineal. (Para mas
detalles sobre sistemas hamiltonianos y la prueba del
teorema anterior véase [1] v [4].

Cuando no eslamos bajo las hipolesis del weorema de
Liouville-Amaold  tenemos  gue  hacer un estudio
particular de los conjuntos  invarianies para los
valores eriticos de la aplicacion momento.  Estos
valores corresponden a los puntos de equilibrio de la
aplicacion momento o a los valores donde hay un
maximo o un minimo de la superficie de energia.

3 Regiones de Hill

Las regiones de Iill son regiones del espacio de fases
donde ocurre el movimiento de todas las drbitas que
tiemen energia f. Fstas regiones se caraclerizan
completamente por medio del  polencial.
Completando cuadrados en el hamiltoniano tenemos

1, 1 a1
H—E[ﬂﬁr—!(mﬂ”] 7 )

donde ¥ir)=(-a’r’/2-1/r) es el potencial en

coordenadas polares simplécticas,

las regiomes de Hill vienen determinada por los
puntos eriticos del potencial ¥ | estos puntos eriticos
vicnen dados por las raices reales posilivas de la
ecuacién 1 «'r’ =0. Es facil ver que esta ecuacion
tiene una unica raiz real positiva que denotamos por
.

¥

Para cada /e definimos las regiones de Hill A

de [, como R(kj=#(1,) donde 7:F »7" xS esla

proyeceion natural. Asi pues, para cada =0
region de Hill esta delinida por

la

Ry =1(r el =8 V<h

v es ficil comprobar que R(h)={re |~ Vo= R 8
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Tabla 1: Clasificacion topologica de las regiones de
Hill, donde /i, es el punto critico del potencial.

T (viase Fig. 1)

h<h, R{h}&[[n*"'lJ"'JlAy'"Jjj:lx‘ql

hzh, R{h)=(0,1x)=S'

¥ re)

Fig. 1: Grifica del potencial F(r)={-a’r’/2-1/r)

donde }i = F(r) esel punto critico de V.

Denotamos por /1 = #¥(r,) el valor del potencial en
el punto critice » . Los valores 4 v 4. son los
puntos de interseccidn entre el gratico del potencial ¥
la recta ¥ =h, usando los resultados anteriores, la
clasificacion opoldgica de las regiones de Hill se da
en Tahbla | v la grafica de la funcidn potencial se
puede ver en Fig. 1.

4 Clasificacion topologica del flujo
de fases

Frn esta seccion estudiamos la topologia de los
conjuntos invariantes £, e [, . Para dar la clasifi-
cacidn Wwpoldgica de eslos conjuntos necesilamos los
siguientes resullados y notacidn.

Observe que z, = (n.6..p, .p, )= £ s un punto de
equilibrio del flujo hamiltoniano 51y solamente 1
Z =(r.6) es un punto critico del potencial. Por
miz,)=%,.
hamiltoniano tiene un Unico punto de equilibrio.
Denotamos por /i, = H(rf,ﬁp,ﬂ, pﬁ,‘,} a diche punto

olra parle, Por csla raedn, ¢l Nujo

de equilibrio.

Para el cdleulo de los cxiremos de la superficic de
energia, usamos el teorema de la Tuncion implicita,
obteniendo la ecuacién —1-2kp; + 2ap, = 0. cuyas
raices reales determinan los maximos y minimos de
la superficie. Denotamos por ¢, i=1,2.3 a estos
Cxlremos.
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Tabla 2: Clasilicacion lopologicade £ e [, .

ox
h E. I
¢ o =k
S k=rc
heh, | g (s 08" §ix g | Dek<g
S'x k=10

5w 5! a< k<

§'=0l | k=a

L o <k

& k=g

§wg | 0akag
h=h, | ¥ (viasc Fig 2) 5wl k=0

§wst b=k

5' k=h,

glag! | askah

8'x k=a

i e <k

5 k=

§'x§ | U=k<q

Sl k=0
h=h | 180 8bholsis'l | 8«8 | e k<D

i e, <k <,

5 k=g

S'=§ k=g

S'=0 k =a

Pura clasificar las lrayeclorias necesilamos un nuevo
valor a. Fste dltimo valor es la raix real positiva de la
ecuacion h—ap, = 0. Es facil ver que, de a en
adelante, todas las trayeciorias dejan de estar aco-
tadas. Cusndo estamos en g, =& =0 las drbitas
tampoco son acotadas. Lo el resto de los casos o no
tenemos superficie de energia, o tenemos un punto o
tenemos una trayectoria acotada.

Finalmente, 8" con n=1,es laesferade 7" ¢ Fes
la unidn de dos abiertos solides,  identificandose
punto a punto con dos circulos de cada toro que no
pueden contraerse a un punto aislado del corres-
pondiente toro (véase [3]).

Fig. 2: ¢ '{h) para fi =i, donde f, es el punto de
equilibrio ¥ ¢ corresponde al valor de & para el
extremo de la superlicie de energia.

La elasificacion lopologica de F, ¢ 1, scdacn la
Tabla 2. Para comprender esta topologia se presenta
la figura de la superficie de energia, véase Fig. 2.

5 Conclusiones

Lin este trabajo hemos considerado ¢l problema de
Kepler en un sistema de referencia rotante. 8¢ ha
deserito la dindmica hamiloniana en las variedades
invariantes £, J, ¢ [,y fnalmente, se ha obie-
nido una completa clasificacion topoldgica del espa-
cio de fases asociado al sistema, la cual nos servird
para en posteriores trabajos calcular las variables
accidn-dngulo v dar una completa clasificacion de las
trayectorias periddicas v cuasiperiddicas.
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