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Prélogo

Este texto constituye el primer esfuerzo del Area de Ingenieria del Terreno en elaborar material
docente que facilite a los alumnos del Grado y Master de Ingenieria Civil el estudio de los contenidos
relacionados con la Geotecnia. Nuestra primera idea era sencillamente elaborar un libro de problemas,
pues sabemos la importancia y valoracidn que los alumnos dan a estos textos de caracter practico en
los que se refugia el alumno como un recurso definitivo y seguro para aprobar la materia que abordan.
No hemos podido y, quizas, no hemos querido reducirlo a una ‘relacion de problemas’, y menos aun a
una relacion de problemas al uso, sin profundizar, sin discutir aspectos tedricos derivados del
conocimiento basico, sin extender las preguntas hacia derroteros mas amplios e incluso sin dejar
aspectos abiertos a un trabajo complementario. No se trata pues de un libro de problemas ‘al uso’.
Cada una de las cuatro partes que contiene esta precedida por una breve descripcion tedrica de los

contenidos desarrollados en los correspondientes problemas.

En relacion con el contenido, el objetivo primero fue el de elaborar un conjunto de problemas de
mecanica de suelos relacionados con la aplicacién del Circulo de Mohr a la determinacién de esfuerzos,
quizas uno de los temas mas complejos de ingenieria del terreno para los alumnos. Hemos mantenido
este objetivo al que se dedica el grueso de los problemas, incorporando otros contenidos que hemos
considerado previos y que completan los principios de elasticidad: equilibrio de fuerzas y momentos,

propiedades eldsticas y sus relaciones, tensor de esfuerzo y sus propiedades, etc.

Algunos problemas pueden soslayarse sin perjuicio de continuidad en el desarrollo de los contenidos.
En particular, los problemas pueden separarse en dos partes, una mas elemental o de grado y otra de
mayor nivel correspondiente al master. Nuestro deseo es que se convierta en un libro de interés para
la compresién de conceptos y de ayuda, cdmo no, para el aprobado de la materia. Todos los

comentarios seran bienvenidos.

Los autores
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Capitulo 1. El concepto de esfuerzo. Tipos

Capitulo 1

El concepto de esfuerzo. Tipos

1.1. Introduccion. El concepto de esfuerzo

A pesar de que el esfuerzo (fuerza por unidad de area, N/m?) no puede medirse directamente mediante
instrumento alguno, ni informa de coémo las fuerzas se transmiten a través de los medios sélidos
(cristalinos 0 no), o a través de los puntos de contacto en materiales granulares como suelos y rocas,
es una magnitud universalmente usada por los ingenieros en el disefio y analisis de problemas eldsticos

en general y de geotecnia en particular.

La Figura 1 (a) ilustra el concepto de esfuerzo mediante la aplicacion de una fuerza de traccién axial,
F, (N), distribuida uniformemente sobre las bases de un cilindro de seccidn transversal constante, A,
(m?), y propiedades elasticas homogéneas. Fijemos nuestra atencién (manteniendo la muestra intacta)
en las dos partes del cilindro separadas por la seccidn transversal que define el plano m, normal al eje

de simetria, partes que se han representado como si fueran cuerpos distintos en la Figura 1(b).

El equilibrio estatico del cilindro y el de cada una de las partes en que lo hemos dividido
(imaginariamente) requiere que la suma de fuerzas y momentos que actiian sobre cada parte y sobre
el cilindro completo sea nula. Para cumplir este requisito, y en coherencia con el principio de accién-

reaccion de fuerzas entre las dos partes del cilindro, es necesario que

e sobre la cara derecha de la pieza de la izquierda, de seccién A, y contenida en el plano T,
actle una fuerza F,, dirigida hacia la derecha y distribuida uniformemente sobre A,, y

e sobrelacaraizquierda de la pieza de la derecha, de la misma seccidn y contenida en el mismo
plano, actie la misma fuerza pero dirigida hacia la izquierda y distribuida asimismo

uniformemente sobre la seccién. La igualdad de fuerzas (opuestas en sentido) en los pares de
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bases de cada mitad asegura el equilibrio de fuerzas, y su distribucion uniforme el equilibrio

de momentos.

2Ro

dFy

Figura 1. Cilindro homogéneo sometido a fuerzas de traccion

Con esta exposicion elemental queremos decir que hablar de fuerzas actuando sobre superficies
interiores de un cuerpo podria parecer equivoco. Las fuerzas actian realmente sobre los propios
cuerpos y lo hacen bien en las regiones definidas por sus fronteras (cargas o fuerzas aplicadas sobre
las superficies exteriores o, eventualmente, interiores del cuerpo), bien en regiones definidas por
fronteras interiores imaginarias (fuerzas de cohesidn), o bien en regiones macizas del cuerpo limitadas
por una superficie cerrada (fuerzas de volumen, como la gravitatoria o la eléctrica). Asi, si hablamos de
una superficie (imaginaria o no) interior a un cuerpo, debemos hacerlo con cuidado y, en general,

distinguir a qué regién del cuerpo separada por dicha superficie referimos nuestras fuerzas.

La Figura 2 muestra un prisma metdlico de masa m, (peso m.g), en equilibrio, empujado contra una
pared fija (cara EFGH) por una carga F; aplicada a través de su superficie lateral opuesta a la pared
(cara ABCD) y distribuida uniformemente en dicha superficie. Una carga exterior F, uniformemente
distribuida se aplica asimismo sobre la cara superior del prisma (ABEF). Las superficies definidas por
los planos indicados T, 7z y T3 son fronteras exteriores del prisma, las definidas por los planos 7, 7s y
e son fronteras (o superficies) imaginarias interiores definidas por secciones rectas y, finalmente, m;

es también una frontera imaginaria interior definida por una superficie curva.

Por hipétesis del enunciado, la distribucién uniforme de las fuerzas F; y F, en las caras ABCD y EFGH
da origen a una ‘fuerza por unidad de 4rea’ constante en dichas superficies; pero esta afirmacién no
podemos extenderla, en absoluto al resto de las superficies del cuerpo sefialadas en la figura, ni

siquiera a la superficie en contacto con la pared. Sélo podemos asegurar que:

e  para mantener el cuerpo en equilibrio de fuerzas, la pared debe ejercer sobre el cuerpo a
través de su superficie EFGH una fuerza cuya resultante ha de tener dos componentes: una

dirigida hacia la izquierda para compensar la fuerza externa F; (equilibrio de las componentes
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horizontales) y otra dirigida hacia arriba para compensar las fuerzas mog y F, (equilibrio de
las componentes verticales), y

e  para asegurar el equilibrio de momentos, las componentes anteriores no pueden distribuirse
uniformemente sobre la cara EFGH (de ser asi, el momento sobre el centro de masas de las

componentes vertical no podria anularse).

pared fija
F,
A ‘wawwwww
) ¢NWWNWWW&M
Fi ;~> B
D e E
C
oy Ty T T 7
A E
" B %F s j !
5)%7/ W g o7 NY 7/
C G

Figura 2. Prisma metalico sometido a cargas externas y superficies 7; a 17

Las secciones 74 a 7 separan al cuerpo en dos partes, y sobre las superficies de cada parte del cuerpo
a que dan lugar dichas secciones se ejerceran fuerzas iguales y opuestas distribuidas no
uniformemente por razones del mismo indole que las aludidas en el parrafo anterior (el desequilibrio

de momentos verticales u horizontales).

Mads tarde presentaremos una definicion mas precisa del esfuerzo y sus tipos, una magnitud que, al
igual que la fuerza, actiia en cada punto de un cuerpo. Por el momento, diremos que el esfuerzo que
actla en un pequefio elemento de su superficie dA,€A, (es decir, sobre los puntos del cuerpo
contenidos en dicha superficie infinitesimal), Figura 1(c), sobre el que actia la fuerza dF,
perpendicular a dicha superficie, viene dado por

dF,
Onda, = dAz (1)

y ello es asi merced a la distribucion regular de dF, sobre dA., o por asumir la hipétesis corriente de
que el elemento de superficie es tan pequefio que podemos considerar que dF, no cambia de un punto
a otro en el elemento. La expresion (1), oy ga,, define lo que se llama ‘esfuerzo normal’ ya que dF,
es perpendicular a la superficie dA,. También, por ser las fuerzas aplicadas de traccién, 6, g5, €s un

esfuerzo normal de traccién. Para la Figura 1, esta expresién podemos generalizarla a toda la superficie
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A., merced a que F, estd distribuida uniformemente en A,, y escribir la expresién del esfuerzo normal
de traccidn en los puntos del cilindro contenidos en la superficie A, en la forma

Ona, = 2 (2)

0

En relacion con la Figura 1(a), diremos finalmente que el hecho de que en los puntos del cilindro
contenidos en la superficie A, solo actien esfuerzos de tipo normal convierte a la direccién
perpendicular al plano ©t, en una ‘direccién principal’ y al eje asociado a dicha direccién que pasa por
un punto concreto de A, en ‘eje principal de esfuerzos’ asociado a dicho punto. Asi, todos los puntos
de una misma seccién tienen un eje principal paralelo al eje de simetria en el escenario de la Figura 1
(esto es asi por la distribucidn particular de cargas exteriores; para otra distribucién lo anterior no es
necesariamente cierto). Pero, dado que todos los puntos del cilindro pertenecen a alguna seccidn
transversal y el esfuerzo en ellos en la direccidn perpendicular a la mencionada seccion tiene sélo
componente normal, todos los puntos de cilindro tienen una direccién principal paralela al eje de

simetria y un eje principal paralelo a esta direccidn y que contiene el mencionado punto.

El hecho de que para la geometria y configuracidn de cargas de la Figura 1 el eje de simetria del cilindro
defina una de las direcciones principales de esfuerzos en cualquier punto, no significa que los ejes de
simetria de un cuerpo definan necesariamente direcciones de ejes principales de esfuerzos. Como se
ha mencionado, otra configuracion de cargas exteriores en el cilindro puede cambiar las direcciones

principales de esfuerzos en algunos (o todos los) puntos del cuerpo.

Recuérdese que en mecanica del sélido rigido, los llamados ‘ejes principales de inercia’ coinciden con
los de simetria (cuando existen) porque se definen por las distribuciones espaciales de masa sin
atencién a las cargas aplicadas y su distribucién. En elasticidad, los ejes principales de tensiones o
esfuerzos dependen de los esfuerzos en cada punto, los cuales a su vez dependen de las cargas
exteriores e interiores aplicadas al cuerpo, por lo que son independientes de las simetrias (puramente

geomeétricas o de masa) existentes en el sélido.

Volviendo a la disciplina de elasticidad, y como justificaremos mas tarde, en cualquier punto de un
cuerpo deformado pueden definirse tres direcciones principales de esfuerzo (que, insistimos, cambian
en general de un punto a otro aunque el cuerpo tenga propiedades elasticas homogéneas e isétropas)
y tres ejes principales asociados a las mismas. Las fuerzas sobre las superficies elementales
(infinitesimales) normales a estos ejes son paralelas a dichos ejes y, de ahi, los esfuerzos que causan

sélo tienen componente normal.

Los esfuerzos, pues, cambian en general de un punto a otro y, ademas, el esfuerzo normal (también el
esfuerzo tangencial, como veremos) en un punto dado (P,) depende de la orientacion del plano al que

se refiere dicho esfuerzo. En una direccién normal a un elemento de superficie dA que contiene el
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punto P, el esfuerzo normal se define aplicando el limite a la ecuacién (1); en éste (dA — P, equivale

a decir que dA — 0 en un entorno de P,) podemos escribir

Onp, = dll;i_rf}:o (CL_FA“) (3)

En esta definicién, dF, es la componente normal de la fuerza que actda sobre dA. En general, si
llamamos dF a la fuerza total que actta sobre la superficie elemental del cuerpo dA (dF y la normal a
dA pueden formar un dngulo arbitrario, no necesariamente recto), la fuerza total que actua sobre una

region finita del cuerpo definida por la superficie S viene dada por
F= fs dF

y su componente normal a la superficie por

F‘11 = fs d?n = fs (dF udA)

donde ug4 es el unitario normal a dA en cada punto. Si repetimos el analisis del cilindro de la Figura 1

con fuerzas de compresidn, Figura 3, basta cambiar el sentido de todas las fuerzas.

plano mo
a)
Eo:; ***** f’ 2R,
b) <)
= ~- 2R,
P N 7 i Fo 2Ro dA
< <

dFy

Figura 3. Cilindro homogéneo sometido a fuerzas de compresion

Criterio de signos para los esfuerzos normales.

Los esfuerzos definidos por (1) y (2) son idénticos en compresion y en traccidén por lo que para

distinguirlos sera necesario adoptar un criterio de signos.

En elasticidad y resistencia de materiales cldsica los esfuerzos normales de traccidn son positivos y los

de compresion negativos, mientras que en mecanica de suelos (geotecnia) se ha adoptado el criterio
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inverso sobre la base de que los suelos apenas ofrecen resistencia a la traccion; en esta disciplina los

esfuerzos de compresion son positivos y los de traccion negativos.

Problema 1.1

Se quiere estudiar las fuerzas que actuan sobre la rebanada ‘imaginaria’ mostrada en la Figura 1.1a, de
seccion transversal constante A,, perpendicular al eje del cilindro, y espesor .. Las fuerzas de traccién
se distribuyen homogéneamente sobre las bases del cilindro. Se desprecia su peso. ¢Cdmo seria el

analisis para un cilindro de peso myg si sélo se aplican fuerzas de traccion en sus bases?
Respuesta:

Puede considerarse el cilindro separado (imaginariamente) en tres partes: la rebanada y los dos
cilindros mas pequefios situados a su izquierda y a su derecha. Cada una de estas tres partes ha de
mantenerse en equilibrio y las fuerzas que actlan sobre las partes en contacto son ‘pares’ accion-
reaccion (que, de acuerdo con el principio de accién-reaccidn aplicable en mecanica, son fuerzas del

mismo valor, la misma direccidn y sentido opuesto).

Es inmediato deducir que las fuerzas sobre la rebanada son del mismo valor que las aplicadas a las
bases del cilindro y distribuidas homogéneamente sobre sus caras, Figura 1.1. Se dirigen hacia la
izquierda en la cara izquierda de la rebanada y hacia la derecha en su cara derecha. Con ello se

mantiene la rebanada en el equilibrio exigido.

SEEIEEIAE
P

- = c.d.m
Fo< " ‘

mog/ ZT

22Y’
22222 N2}

-—
<
<
<~/
-
<
<
-—
-
-

l Mog

Figura 1.1. Cilindro de propiedades elasticas homogéneas sometido a traccion
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Para un cilindro de peso m,g, se requieren fuerzas verticales en sus bases que compensen el peso. La
simetria de la figura y el equilibrio de momentos requieren, en cada base, la aplicacion de una fuerza

externa dirigida hacia arriba de valor (1/2)m,g, Figura 1.1.

. myd .
De la misma forma, el peso de la rebanada ﬁ ha de compensarse aplicando a sus bases las fuerzas
1 1 e
1( myde8

2\ Ties ); estas fuerzas se obtienen de la cohesion entre particulas (mientras dicha cohesién sea
1 1 e

2
suficiente). Cémo se distribuyen estas fuerzas sobre las caras de la rebanada es un tema que dejamos

por el momento.

1.2. Esfuerzos normales y esfuerzos tangenciales

Veamos los esfuerzos sobre el plano mtp, de seccidn Ag, que resulta de girar el plano 7o de la Figura 1 un
angulo  en sentido de las agujas del reloj; las secciones A,, transversal, y Ag, tienen el mismo centroy
el giro se realiza de modo que las lineas perpendiculares a dichas secciones, contenidas en el plano del
papel, forman un angulo B. Asi, las superficies Ag y Ao se relacionan mediante la expresion

_ Ao
AB - cos(B) (4)

De nuevo, podemos afirmar que el equilibrio de las dos mitades en que queda dividido el cilindro
requiere la existencia de fuerzas normales y tangenciales (o de corte) sobre cada una de las piezas que

crea el corte imaginario por la seccion Ag, Figura 4.

Ao

Figura 4. Cilindro bajo fuerzas de traccidn en sus bases. Seccion inclinada

Sillamamos dN y dT a las fuerzas normales y de corte que acttian sobre el elemento de superficie dAg

de las caras inclinadas, las fuerzas resultantes sobre una y otra cara vienen dadas por
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Zl
I
b
U
=]

Fuerzas normales (resultante):

=l
Il
b
QU
—l

Fuerzas de corte (resultante):

y sus direcciones son las mostradas en la figura.
Los esfuerzos normales (ya definidos) y los tangenciales (que se definen ahora), c,5 v 1

respectivamente, valen

P N
np = Al
il
_ T (5)
T[}_ A_;

Problema 1.2
Deducir las dependencias de los esfuerzos o, g y Tg con la fuerza exterior (F,) y la seccién transversal
(Ap ), Figura 1.2(a). Aplique el criterio de signos de ingenieria del terreno para el esfuerzo normal y

deduzca la necesidad de un criterio para el esfuerzo tangencial.

Ay
dO
b) L
T
F Ao
o 7
e
region izquierda Ai
del cilindro P Se
Figura 1.2. Rebanada inclinada sobre un cilindro a traccién
Respuesta:

El equilibrio de cada mitad del cilindro permite escribir

= N cos(B) + T sen(p) } (6)

F,
Nsen(B) = T cos(B)

ecuaciones de las que pueden deducirse las relaciones de Ny T con F:
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(7)

Advierta que estas ecuaciones definen las proyecciones de F, sobre la normal al plano Ag y sobre el
propio plano (direcciones de los vectores N y T). De las ecuaciones (5) y (7), los esfuerzos normales y
de corte en el plano mg pueden escribirse en términos de la fuerza aplicada al cilindro (F,) y de su
seccién transversal (Ao):
Onp =3, =~ 1205’ (B)
+ (8)

Tg = reln Z—‘;sen(ﬁ)cos(ﬁ) = 211’0 sen(2B)

El signo negativo del esfuerzo normal se debe a que es un cilindro sometido a traccion.

Criterio de signos para los esfuerzos de corte.

Para deducir un criterio de signos para tg veremos c6mo se compensan los momentos de los esfuerzos

normales y de corte sobre la rebanada inclinada de cilindro de la Figura 1.2a.

La Figura 1.2b representa la parte de cilindro a la izquierda de la rebanada y las fuerzas resultantes que
actlan sobre ella con sus puntos de aplicacidn (que son los centros de las bases ya que la distribucién
de fuerzas es uniforme), mientras que las Figuras 1.2c y 1.2d muestran el detalle de las fuerzas que
actuan sobre la rebanada. No existen fuerzas en la superficie lateral de la rebanada por la condicién
de contorno impuesta al problema en esta frontera. El par de fuerzas normales tiende a hacer girar la
rebanada en sentido contrario al movimiento de las agujas de reloj mientras que el par de fuerzas de
corte en el sentido del movimiento de las agujas (a partir de ahora usaremos la expresion sentido

contrario de las agujas del reloj o sentido de las agujas del reloj).

Las resultantes N y T de las fuerzas distribuidas en las caras acttan sobre los puntos de aplicaciéon O, y
0, de forma que es inmediato comprobar que se satisfacen los equilibrios de fuerzas y de momentos

sobre la rebanada para los valores de la ecuacién (7).
Tomando momentos respecto de 04

TS, = NJ,

que con

8¢ = d cos(P)

5, = dsen(B)

se obtiene la ecuacion (6).
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Para definir los esfuerzos cortantes en un plano del cilindro paralelo al de la galleta, nos vamos al limite
d¢ = 0 (0o d— 0), y es ahora cuando tenemos que asignar un criterio de signos. El adoptado en

ingenieria del terreno es el siguiente:

los esfuerzos que tienden a girar el plano (limite de la galleta con 3,—0) en sentido contrario a las
agujas del reloj son positivos mientras que los que lo hacen girar en sentido de las agujas de reloj,

negativos.

Con este criterio, debemos corregir el signo de tg en la ecuacién (8):

Fo
Onp = — A—ocosz(B)

Fo
™ sen(2f3)

(9)

Tﬁz—

1.3. Criterio de signos y simbolos de tensiones en geotecnia
Para geometrias 2-D, Figura 5, los criterios se sintetizan en los siguientes puntos:

e Los esfuerzos de compresion son positivos mientras que los de tensidn son negativos,

e Llatension o esfuerzo de corte 1, actia en la direccién del eje z (es perpendicular, por tanto,
al eje y. Lo contrario para el esfuerzo 1,,, que actuando en la direccién del eje y, es
perpendicular al eje z.

e Los esfuerzos de corte que causan giros contrarios a las agujas del reloj se consideran
positivos mientras que aquellos que lo hacen en el sentido de las agujas del reloj se asumen
negativos. Asi, en la Figura 5 el esfuerzo t,,, es positivo mientras que t,,, es negativo.

0
> v
l/czz
ATy B
Tsz —_
ny ny
Tyz
D — C
T
Ozz
L 4

Figura 5. Sistema generalizado de esfuerzos biaxiales

La Figura 6 muestra un paralelepipedo sometido a esfuerzos normales y de corte en sus seis caras que

servira de guia para establecer los acuerdos de signos en 3-D.
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Oz
O ‘
—p X
| #/'sz
Tzx |
v |
e
L Tyx
. Txz
A U Aol
¥y
4

Figura 6. Tensiones sobre un elemento cubico

Estos criterios se resumen en los siguientes puntos:

Los esfuerzos de compresion son positivos mientras que los de tension son negativos,

En general, la tensidn o esfuerzo de corte Ty %, (con X1: X,¥,Z; X5 X,y,z) actua en la direccién
del eje x5, y estd contenido en el plano perpendicular al eje x4, por tanto, es perpendicular
axq)

Adoptaremos un sistema de referencia dextrégiro (‘right hand’ o ‘dextrorsum’), es decir, un
sistema cartesiano cuyos ejes se disponen de modo que iAj=k, Figura 6, y un paralelepipedo
con esfuerzos normales y de corte en sus caras. Definiremos el momento del par 7y v, que
actla sobre caras opuestas del paralelepipedo, mediante su correspondiente vector axial
cuyo sentido es el del avance del sacacorchos cuando el paralelepipedo gira de acuerdo con
las fuerzas del par.

Cuando el sentido del vector axial es opuesto al eje positivo x4, el esfuerzo de corte 1y 4, es
positivo; en caso contrario, T, x, es negativo. Con este convenio, los signos de los esfuerzos
sefialados en la Figura 6 son:

Ty POSItiVO, T, Negativo, Ty, negativo, Ty, Positivo, Tyx positivo y Ty, negativo.

Problema 1.3

Indicar los signos de las tensiones de los cubos de la Figura 1.3 con arreglo al convenio de signos en

geotecnia.

11



Capitulo 1. El concepto de esfuerzo. Tipos

Figura 1.3. Cubo bajo la accién de esfuerzos

Respuesta:

Adviértase que los sistemas de referencia de ambos cubos son dextrdgiros. Para el cubo superior los

signos de las tensiones son:

Oxx>0, Oyy>0, 04,<0, Ty;<0, 7T45>0, 7Tyx>0, Tyx<0
mientras que para el inferior

0xx<0,  ©;,>0, Txy<0! Tyx>0

Problema 1.4

En relacién con la Figura 1.4a:
i) écudl es la orientacion de los planos que poseen el esfuerzo normal maximo y cual la de aquellos

sometidos al esfuerzo de corte maximo?,

12



Capitulo 1. El concepto de esfuerzo. Tipos

ii) équé valores tienen estos esfuerzos (normal y de corte) maximos?,

iii) justificar, sin calculos, que para un plano mg orientado un angulo =452, los esfuerzos normales y de
corte, G, Y T, respectivamente, tienen el mismo valor, y

iv) representar graficamente los esfuerzos o, y © en funciéon de B y comentar esta dependencia
discutiendo los signos de los esfuerzos con arreglo al criterio de signos expuesto en la seccion anterior.

v) éCémo interpreta que en el plano B=mr no existan esfuerzos normales ni de corte, Gn(p-n)=T(p=r)=0?

plano mo
= A (mZ) -
F06<> ****** 0*7777*7?% 2Ro
< \ —

Figura 1.4a. Cilindro bajo traccién

Respuesta:

De la ecuacion (8), el esfuerzo normal maximo, 6,8 (maximo), OCUrre para cos?(B) = 0, esto es, para

B=0y B=180, es decir, para el plano w,, de la Figura 1.3. El valor de este esfuerzo es

On,B (maximo) = A

De la misma ecuacion (8), el esfuerzo de corte maximo, Ty g(maximo), tiene lugar para sen(2p3) = 0,
esto es para los planos definidos por los dngulos =45 y $=135. Se trata de planos perpendiculares
entre si. El valor de este esfuerzo es

_ Ko
Tn,p(méaximo) = 27,

La relacidn entre estos esfuerzos maximos viene dada por

On,p (méximo) = 2 Tn p(méaximo)

Para B=n/4

n(B=r/a) = T(B=r/a) = = 5 -

que en valor absoluto coincide con la tensién de corte maxima. Por otro lado, para p=3m/4
- _ _ =_-9°

On(p=3n/a) = ~T(p=3/4) = = 5

que, de nuevo, coincide en valor absoluto con la maxima tensidn de corte. Advierta sin embargo que

mientras T(p-r/s) €s negativa (tenderia a hacer girar el plano limite de la rebanada a favor de las agujas

de reloj), tp-3r/4) €s positiva (causando un giro potencial de sentido contrario). La Figura 1.4b

13



Capitulo 1. El concepto de esfuerzo. Tipos

representa las dependencias 6n() and () con el eje vertical normalizado al valor absoluto de las

. - F, F .
tensiones maximas normales y de corte, A—° y A—°, respectivamente.
0 0

To
| To = mi4|
Ony
[Onp=0]
0.5+ Ty
0 n/4 3n/4 0
/2 b
-054
Onp
1

Figura 1.4b. Dependencias de o, y T con 3 para el cilindro de la Figura 1.4a

Para responder a la pregunta de cémo se interpreta la solucién G,p-n=1-n=0 podemos razonar lo
siguiente. La existencia de esfuerzos normales en cualquier plano horizontal implicaria que los planos
sucesivamente adyacentes al mismo hacia el exterior del cilindro también tendrian esfuerzos
normales, incluso en el plano mas exterior (superficie lateral del cilindro); pero esto es incompatible
con la condicion de contorno del cilindro en esta frontera ya que no existen fuerzas externas aplicadas
a la misma. La conclusidn es que en los planos horizontales el esfuerzo normal es nulo. Tampoco
existen esfuerzos de corte pues no hay que compensar los momentos de los esfuerzos normales. En

resumen, no existen esfuerzos normales ni tangenciales en cualquier plano horizontal.
Problema 1.5

El cilindro de la Figura 1.5a esta sometido a fuerzas de compresion de valor 10 kN en sus bases. Su

longitud es de 50 mm y su didmetro de 30 mm.

Figura 1.5a. Cilindro bajo fuerzas de compresion
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Capitulo 1. El concepto de esfuerzo. Tipos

Bajo estas condiciones, obtener:

i) On,B (maxima), Tn,p(maxima):
i) On(=r/6) Y T(B=n/6), On(B=n/a) Y T(B=r/a), On(B=r2) Y T(B=r/2), On(p=3r/a) Y T(B=3r/a) ¥
iii) los angulos para los que o, = 31, 6, =-37, 6, = (1/3)t y on = -(1/3)1, y iV).

Representar graficamente los valores reales y los normalizados a la unidad de los esfuerzos normales
y de corte en funcién de B.

Respuesta:

De acuerdo con el criterio de signos los esfuerzos normales son todos de compresion y por tanto
positivos; en cuanto a los de corte son positivos para 0<B<n/2 y -n/2<B<n (pues harian girar la
rebanada imaginaria en la posicién del plano en sentido contrario a las agujas del reloj), y negativos

para 0>B>-1/2 y /2<B<7 (pues la harian girar en el sentido de la agujas).
Asi los esfuerzos normales y de corte vienen dados por las expresiones (9) positivas:

Fo
Onp = oo cos?(B)

Fo
= oa sen(2p)

. _ _ Fo _ 10
i) On,$ (maxima) = On,p=0 = A, 7(0.015) kP,
F 10

)

Tp (maxima) = Tp=45 = 23"~ T50015)2

La tension es maxima también en n=-n/4, pero negativa.

ii) En B=m/6 = 302:

_ 10 3 _ 10 V3
Onlb=r/6) = T 015)7 2 T B8 Ztp 015y 2.
En B=m/4 = 459°:
10 1 10
On(p=n/4) = "0 015)2 4 kP, T(p=r/a)= 21(0.015)2 kP
En B=m/2 = 902:

Gn(p=rs2) = 0 kP, T(p=r/2)= 0 kP

En B=3n/4 = 1352:

On(B=3n/4) =

10

kP, T(B=3n/4)= — W kP

0 1
7 (0.015)2 4

iii) Para 6, = 31, cos?(B) = %sen(ZB) =tg(B) = %5 B=33.692 (el angulo 213.699, que también satisface

la condicion, representa la misma solucion).
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Capitulo 1. El concepto de esfuerzo. Tipos

Los esfuerzos son:

10-0.692 0.290-10

7 (0.015)2 kP, T(p-33.600= 27(0.015)2 kP

On(B=33.692) =

Para G, = -31, cos2(B) = —gsen(ZB) =tg(B) = — 2; B=-33.692.

10-0.692 0.290-10
On(p=33.69%) = 0015y kP, T(p-33.699= — 272(0.015)2 kP
Para o, = (1/3)1, cos?(B) = ¢ sen(2P) = tg(B) = 6; B=80.542.
10-0.027 0.324-10
On(p=80549) =~ 70707 kP, T(8=33.600= 272(0.015)2 kP

Por Gltimo, para o, = -(1/3)r, cos?(B) = —%sen(ZB) = tg(B) = —6; p=-80.542.

10-0.027 0.290-10

7 (0.015)2 kP, T(p-33.690= — 27(0.015)2 kp

On(B=33.692) =

iv) La representacion gréfica de los esfuerzos se muestra en la Figura 1.5b. En la grafica de esfuerzos
normalizados se han tomado como referencia los esfuerzos maximos:

10 10
On,(méxima) = (0.015)2 kPy T(méaxima) = 72(0.015)? kP.

kPa

T(B)
on (B)

14147 4 Gn

7074

nl4 3n/4 Sn/4 7/4 B

0
n\/x 3m 2
7074 o T

14147

T (B) norm.

Sn (B) norm.

Gnnorm.

nl4 3n/4 sn/4 7/4 B

! e 3m 2

Tnorm.

Figura 1.5b. Graficas 6, = 6,(B) y T, = t(B). Valores reales (superior) y normalizados (inferior)
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Capitulo 2. Ley de Hooke

Capitulo 2

Ley de Hooke

2.1. La ley de Hooke. El médulo de elasticidad

La elasticidad estudia el comportamiento de los cuerpos que recuperan su forma y posicién cuando las
cargas a las que estan sometidos, y que producen las deformaciones, se retiran. Se trata de una teoria
fisica pues los pardametros (elasticos) envueltos en ese comportamiento dependen, en UGltima estancia
de su estructura atémica, cristalina o granular. Cuando las cargas aplicadas son grandes nos salimos de

la teoria eldstica y entramos en los diferentes tipos de teorias plasticas.

Para pequefias fuerzas (comportamiento elastico), el desplazamiento relativo entre cualquier par de
puntos (o ‘particulas’) del cuerpo es proporcional a la fuerza aplicada, ésta es la ley de Hooke.
Tomemos el bloque paralelepipedo granular (no cristalino), homogéneo, de material elastico
representado en la Figura 7. Los experimentos confirman que, para una gran cantidad de materiales
sélidos, existe una dependencia proporcional entre la elongacidn (Aa) de la barra y la fuerza aplicada

(F) o, mejor, entre la elongacion unitaria (Aa/a) y el esfuerzo normal (c=F/A):

Aa
o oC —
a

El coeficiente de proporcionalidad es el llamado ‘mddulo de elasticidad’ (E), un parametro que sélo

depende de la naturaleza del material del bloque.

(Ley de Hooke) (10)

= |5

Las unidades de E son las mismas que las del esfuerzo, N/m? o pascales (P), ya que la elongacidn unitaria

es un parametro adimensional
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Capitulo 2. Ley de Hooke

N

Figura 7. Desplazamientos en un bloque paralelepipedo bajo esfuerzos de compresion

Sin embargo, la elongacién del lado a no es el Unico efecto de la fuerza aplicada. Dicha elongacidn lleva
aparejada una disminucién de la longitud de los otros lados del bloque, en los que se producen sendas
contracciones unitarias de valores (Ab/b) y (Ac/c), ambas proporcionales a Aa/a. El coeficiente de
proporcionalidad entre estos cocientes es el llamado coeficiente de Poisson (v, un parametro

adimensional, en general positivo y de valor menor que 0.5):

oot w
Los parametros E and v son suficientes para la completa caracterizacion del comportamiento elastico
de cuerpos sdlidos homogéneos, isétropos y no cristalinos (granulares), como los metalicos,
aleaciones, suelos, rocas y otros materiales de tipo organico. En los cristales, las elongaciones y
contracciones pueden depender de las direcciones espaciales, de forma que el niUmero de parametros
elasticos necesario para caracterizarlos dependen de su estructura cristalina y son siempre mas de dos
parametros. Por otro lado, los cuerpos estan sometidos a solicitaciones mas complejas que la de una
simple traccion o compresion de forma que su comportamiento en cada escenario de cargas puede
caracterizarse (por ejemplo, la relacién entre deformaciones unitarias en cualquier direccién y las
cargas en la misma u otra direccidon) mediante ‘mddulos’ particulares para cada escenario (véanse los
ejercicios siguientes). Sin embargo, estos ‘mddulos’ especificos que caracterizan cualquier solicitacién

no son independientes y pueden expresarse en funcidén de los pardmetros mas generales E y v.

Merced a que las expresiones (10) y (11) son lineales en las fuerzas y en los desplazamientos, podemos
aplicar el principio de superposicion: ‘el desplazamiento resultante causado por un conjunto de fuerzas
es la suma de los desplazamientos causados por cada una de ellas, separadamente’. Y esto es todo lo
que necesitamos (junto con algunos fundamentos matematicos importantes) para resolver los

problemas elasticos.
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Capitulo 2. Ley de Hooke

Problema 2.1 (el médulo de compresién volumétrico o ‘bulk modulus’)

Aplicar el principio de superposicion al bloque paralelepipedo de la Figura 2.1a, sometido a una presion
hidrostdtica constante u,, para obtener el médulo de compresién volumétrica (médulo de elasticidad
de volumen), definido como el coeficiente de proporcionalidad entre el esfuerzo normal y el cambio

unitario de volumen (otra vez la ley de Hooke).

Justifique a partir del resultado que el médulo de Poisson debe ser menor que 0.5, v<0.5.

L

1IREREREE

I EA
T *

a

mn

Figura 2.1a. Paralelepipedo bajo presidn hidrostatica constante

Respuesta:

Bajo esta presidn el bloque experimentara una reduccion de volumen de valor

AV= Viinal - V= (a+Aa)(b+Ab)(c+Ac) - abc =
=+(bcAa+caAb+abAc)+(aAbAc+bAaAc+cAaAb)+AaAbAc

con Aa, Ab y Ac negativos. Dividiendo entre el volumen

Av Aa Ab Ac Ab Ac Ac Aa Aa Ab Aa Ab Ac
7—(:+?+?)+(?7+?:+:?)+(:??)

y asumiendo pequefios desplazamientos,

Uy = K& (2.1-1)
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La relacién entre K y los coeficientes E y v puede obtenerse mediante el principio de superposicion y
algunas manipulaciones matematicas. Asi, la presion sobre las caras del bloque puede considerarse
como el resultado de aplicar sucesivamente u, sobre cada uno de los tres pares de caras opuestas,

manteniendo en cada caso las otras dos caras a presion nula, Figura 2.1b.

Fq/ab uO

HW Scccr
/////// e

g UL

n
g\
.
>
(a]
=
_—
_—
_—
_—
e
e
e

Figura 2.1b. Superposicion de las fuerzas de presién

Las deformaciones causadas por las fuerzas de presidn en la direccion OX vienen dadas por

(Aa) _ 1 Fy _  uo
a /debido a Fy E (bxc) E

(Ab) =—yv (Aa) _ Lug
b /debido a Fy a /debido a Fy E

(5 tonr, = S, =5
¢ /debido a Fy a /debido a Fy E

mientras que las producidas en las direcciones OY and OZ son:

(), =2
b /debido a Fy xc E
(Aa) (A ) _ Ly,
a /debidoaFy b /debido a Fy E
() — () _ o
¢ /debido a Fy, debido a Fy E
y
(E) — g _ _ W
¢ /debidoaF, bxc E
R C R
a/debidoaF, ¢ /debidoaF, E
& o () _ o
b /debidoaF, ¢ /debidoaF, E

De esta forma, la deformacion total en las tres direcciones espaciales vine dada por
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Capitulo 2. Ley de Hooke

Aa Aa Aa Aa u
)= O, o, * s, =202
a /total a /debido a Fy 2 /debidoaFy a/debidoaF, E

(%)total (%)total - (é)total - _%(1 - ZU)

Av
de modo que, con u, = =K v llegamos a

Av
\'4

Av Aa | Ab  Ac 3u, _ _
7:+(:+F+—)=_T(1_2U)— (1—-2v)

c E

de donde la relacidn entre K, E y v vale

_E

T 3(1-2v)
Merece la pena comentar algunas conclusiones derivadas de este resultado. En primer lugar al ser K
un numero positivo, (lo que se justifica por su propia definicidn, ecuacién (2.1-1), en el escenario de la

Figura 2.1a), debe cumplirse la condicidn
v<0.5

Desde el punto de vista energético, las fuerzas de presidn realizan un trabajo sobre el cuerpo ya que
los desplazamientos de los puntos de la superficie exterior en donde se aplica u, llevan la misma
direccién que las fuerzas aplicadas. Este trabajo, de valor ¢f u,dV, entregado por las fuerzas se
almacena en el cuerpo en forma de energia eldstica al desplazar las particulas del cuerpo de sus

posiciones de equilibrio.

Un valor de K negativo (o un valor v>0.5) supone un aumento de volumen del cuerpo con lo que la
fuerza asociada a u, y el desplazamiento de las particulas de la superficie tienen sentido contrario lo
que da lugar a un trabajo negativo, ¢f u,dV<0. Esto supone una extraccién de energia del cuerpo que,
a su vez, se dilata bajo el efecto de la presidn aplicada. Dado que no existen cambios de energia
potencial el cuerpo, esta entrega de energia no es posible; asi, v no puede ser superior a 0.5

(iestariamos sacando energia gratis!).

Finalmente, el valor v=0.5 supone un mdédulo de compresibilidad infinito, es decir el cuerpo no sufre
cambios de volumen sea cual sea el valor de u,; bajo esta condicién el trabajo realizado por las fuerzas
de presion es nulo y el cuerpo no soporta cambios ni positivos ni negativos de su energia potencial; se

trata de una condicién limite, vV—0.5 desde valores inferiores.

Advierta que el médulo de compresidén volumétrica es un parametro referido al escenario particular,
el de la Figura 2.1a, un escenario en el que todo el dominio exterior del cuerpo se halla sometido a una
presidn o esfuerzo normal constante. En el problema 1.7 siguiente, se discuten los cambios de volumen

para un escenario en donde la presion u, sélo se aplica en un par de caras opuestas.
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Problema 2.2

Qué puede decir sobre el valor del médulo de Poisson a la vista de la ecuacién (11) y del escenario de
la Figura 2.2a, épuede justificar sin calculos, en este caso, que el maximo valor del coeficiente de

Poisson (v) sea 0.5? Para un mismo valor de deformacién unitaria a lo largo del eje x (es decir para un
. Aa . AV Aa .. . s .
mismo (T)’ represente los cocientes v y:frente al coeficiente de Poisson. Justifique e interprete los

resultados obtenidos.

z z
/ y
D' £
- < ' | *éFO
Fo<s—/A"_| B/ — -
< G' —>,
[c A& —/ /bab
( X
0 atAa C
e
Fo
- —>
b e D e Feerc
X
A i B .
- G ~ F C
Fapes Foera

Figura 2.2a. Bloque bajo traccion. Fuerzas y deslazamientos

Respuesta:

Ab Ac . .
Para v=0.5, tanto - como — (ambos positivos), son en valor absoluto la mitad del valor de la
.z . . Aa . . .
elongacidn unitaria . (un nimero negativo). Esto supone que el cambio neto del volumen del bloque

es cero (para v=0.5). En efecto, el cambio de volumen (despreciando los términos de segundo orden)
es

AV = (a + Aa)(b + Ab)(c + Ac) — a% = ab(Ac) + ac(Ab) + bc(Aa)

. . Ab A A
con lo que, para que este cambio sea nulo, AV = 0, y teniendo en cuenta que (T) = —U% % =

Aa
-V %, tenemos

@) _ @b @9 _
a b c

2

U(ATa) =>v=05

También, escribiendo AV en la forma
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V) _ @) | (0 | @) _ @a) 4
T_b+c+a_a(120)

es inmediato deducir (puesto que Aa es negativo) que para valores v>0.5 el bloque experimenta un
aumento de volumen (AV > 0), mientras que para v<0.5 experimenta una contraccion de volumen
(AV > 0). Sin embargo, tanto en un caso como en otro, el trabajo de las fuerzas de presion sobre las
caras normales al eje OX es siempre positivo y queda almacenado en forma de energia potencial
elastica aumente o no el volumen del cuerpo. Asi, justificar que v debe ser menor que 0.5 en este
escenario, no es una tarea directa. En todo caso admitiremos como cierta la hipdtesis de que un cuerpo
sometido a compresidn en parte de su superficie exterior siempre experimenta una contraccion de
volumen cuyo valor es una funcién del coeficiente de Poisson; contraccién tanto mayor cuanto menor

sea dicho coeficiente.

La Figura 2.2b representa la funcion

@y _
Gaya (1-2v)
Valores despreciables de v, que suponen valores despreciables de (ATb)y@frente a % hacen que la

., . P . .. (AV) (Aa) .
contraccion volumétrica sea practicamente la asociada a la contraccion del lado a, ~ mientras

que valores de v cercanos a 0.5 hacen que la contraccién volumétrica sea despreciable cualquiera que

.. (Aa
sea la contraccién %.

AV/V
Aa/a

1 A

0.5

@an/v
(Aa)/a

Figura 2.2b. Representacién de la funcion =(1-2v)
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Problema 2.3

Determinar las deformaciones unitarias, en cada direccidon, de un cubo y de un paralelepipedo
sometido a la presion p, en sus cuatro caras verticales, Figura 2.3. Determine la relacién entre la
presién p, y la deformacién unitaria de volumen, una especie de ‘mddulo de compresibilidad

volumétrico’ especifico para este escenario.

Po
A, N JTIITTT7
s N Sl VS
a Po

a

Figure 2.3. Cubo y paralelepipedo rectangular bajo presién en sus cuatro caras verticales

Respuesta:

Siguiendo los resultados del problema anterior,

O CNIEEE S

a /debido a Fy E a/debidoaFy, b E

Bsorr ™ 272 B, =%
b/ debido a Fy a E b /debidoaFy E

(Ac) - (Aa) (Ac) - - (Ab) (Ac) -0
€ /debido a Fy a /total ¢ /debido aFy b /total € /debido aF,

De estos resultados

D = &) +(3)

a /total a /debido a Fy a/debido a Fy
Ab Aa Aa

™ O, S, =20
b /total a /debido a Fy a/debidoaF, E

Ac Ac Ac Aa Ab 2
) o, * = [y (2), ) =200
€ /total € /debido a Fy € /debido a Fy a /total b /total E

- A Ab A .
Adviértase que (—a) <0, (—) <0 y que (—C) > 0, como esperdbamos. De estas
a /total b /total € /total

Po-1

relaciones y escribiendo, para simplificar,

(Aa) _ Aa (Ab) _Ab v (Ac) _ Ac
a /total a’ \ b /total b ¢ /total c’

tenemos

E Aa _ Aa

Po= G032 = "ERG
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_ _E Mb_ o b
Po= G0 = "R

— __E Ac_ Ac
Po = v-1) ¢ Fz¢

donde, Eg , Epy = Eg, v Eg, (que se han definido positivos con arreglo a los signos de las anteriores

expresiones) serian los ‘mddulos elasticos de cada direccién’ (diferentes uno de otro), que gobiernan

este escenario, ambos funciones de E y v:

E
Ep, = Ep, =— (-1
E

Ep = ————

F, v(vb—1)
El primer ‘mddulo’ (Eg, o EFy), asociado a las direcciones en las que acttan las fuerzas, relaciona
deformaciones y fuerzas en una misma direccion (la x o la y); en este sentido responde a la definicion
propia de un médulo elastico; el segundo (Eg_), sin embargo, relaciona deformaciones en una direccién

con fuerzas en direcciones perpendiculares a la deformacion por lo que no responde a la definicion
clasica de un modulo elastico. Advierta que Eg, > Eg, lo cual es coherente en tanto que no hay fuerzas

que se opongan a la deformacién en la direccién OZ y las del problema (Fy y Fy) causan deformaciones
en el mismo sentido. En relacién con el tema de los signos, debe tenerse especial cuidado si se trabaja

en mecanica de suelos (vea la seccidn de criterio de signos del Capitulo 1).

¢Qué podemos deducir del ‘mdédulo de compresibilidad’ de este escenario? Podriamos llamarlo
‘pseudomddulo de compresibilidad’ para eliminar la ambigliedad de la nomenclatura de este
parametro. Buscaremos una relacion entre el cambio de volumen unitario y el Unico esfuerzo aplicado
(aunque no lo esté a todas las caras del cubo). Empezaremos por calcular el cambio de volumen; para
ello, haciendo uso de la ‘simetria’ del problema en las direcciones OX y OY que implica deformaciones

idénticas en esas direcciones (Aa=Ab), escribimos

AV=Vina-Vinicial =(a+Aa)?(c+Ac)-abc=2ac(Aa)+c(Aa)*+a?(Ac)+2a(Ac)(Aa)+(Aa)?Ac
y, despreciando los sumandos de orden menor,

AV=x2ac(Aa)+a?(Ac)

0, en términos de deformaciones unitarias

Usando ahora las relaciones anteriores

42 _Pory 1) A _Po(y—
a—E(U 1),C— EU(U 1)
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, AV

Po =Kev

donde Kj es el pseudomédulo mddulo de compresibilidad volumétrica asociado al escenario de la

Figura 2.3, llegamos a

2

Po o Po _ _ 2Po _ _2& _ _
K_g~2E(U D-=o-D="0-DA-v)

con lo que
r._ __E
e 2(1-v)2 °

Pueden compararse ahora los médulos de compresibilidad de los escenarios de las Figuras 2.2a (que
define el mddulo clasico de compresibilidad volumétrico o ‘bulk modulus’) y 2.3 (que define el

pseudomddulo de compresibilidad de otro escenario diferente):

E

T 3(1-20)
E

T 2(1-v)2

Figura 1.7a: K=
Figura 1.8: Kex

Se ve que para valores pequefios de v (b—0), K, > K por lo que el volumen se deforma menos en el
escenario de la Figura 2.3; sin embargo, para valores grandes de v (b—0.5), Ki < K, por lo que cuesta

mas trabajo cambiar el volumen en el escenario de la Figura 2.2a.

El estudiante puede comprobar que se obtienen los mismos resultados para un paralelepipedo

rectangular.

Problema 2.4 (el médulo de corte)

El comportamiento de un material homogéneo e isétropo ante fuerzas cortantes, Figura 2.4a, se
caracteriza mediante el mdédulo de corte. El paralelepipedo de la figura estd sometido a una fuerza
Fo,ss aplicada en la superficie superior del mismo (a través de un pequefio bloque fijado a esta
superficie) y a fuerzas aplicadas a su superficie inferior (una opuesta a Fo,si para ‘casi’ equilibrar el
movimiento horizontal del cuerpo) mas un conjunto de fuerzas verticales distribuidas para “casi’
equilibrar el momento (respecto al centro de masas) que causa el par ‘F, s5,F, si’. Decimos ‘casi’ para
permitir un desequilibrio que dé lugar a la pequefia deformacion. No existen fuerzas ni en las caras
frontales ni en las laterales. Ante esta solicitacion el paralelepipedo se inclina un angulo vy, una suerte
de ‘deformacion especifica ingenieril’. Se trata de encontrar el coeficiente de proporcionalidad (un
maodulo de corte) entre el esfuerzo aplicado y el angulo girado. Un mddulo que, como sabemos, puede

expresarse en funcion de E y v.
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A — B RN - S
V4 I N
Fol ] Fo |30 M 2 P

e c N

DLLA= C v P N

Fo Vo, N vor,

2 ZZEL AN
Figura 2.4b. Esfuerzo cortante puro (izquierda) y configuracion equivalente (derecha)

Respuesta:

Puede comprobarse la equivalencia entre configuraciones estudiando el equilibrio del tridngulo ANB y
determinando la fuerza que actua sobre el lado AB. Dejamos esta comprobacidén para el alumno.

Usando los resultados del Problema 1.8, con A la superficie de las bases de paralelepipedo, tenemos:

% = %(1 +v) para la elongacion de la diagonal CB
% = —%(1 +v) para el acortamiento o elongacidn negativa de la diagonal AD

. Ad . e .
Relacionemos ahora I los dngulos By v. En la teoria fisica de elasticidad es frecuente expresar el
PR , . Fo ‘ .
modulo de corte puro’ como cociente entre los esfuerzos cortantes 2 B, dngulo girado por

cualquiera de los lados del paralelepipedo medido respecto de su posicion original, Figura 2.4c.

En ingenieria (resistencia de materiales), sin embargo, se utiliza el ‘mdédulo de corte ingenieril’,

. F .
cociente entre los esfuerzos cortantes K° y y=2p, Figura 2.4a.

Veamos como se relacionan las deformaciones especificas y estos angulos. En el triangulo C'B'H
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c H
s

DI
Figura 2.4c. Bloque ABCD original y deformado y detalle

con lo que, para pequerios angulos

- —don _Ad
p=tg®) =3"" =7

y, usando los resultados anteriores,

2(Ad) _ 2(1+v) Fo

v=2p== E A
con lo que
Fo__E __
A 2(1+u)y =y
Fo__E g_
A = ey P = Ping?
El factor
E —
2040 M

es el ‘'modulo de corte puro’ o ‘coeficiente de rigidez pura’, mientras que

_E _ K
(14+v) Hing =3

es el ‘mddulo de corte ingenieril’ o ‘coeficiente de rigidez ingenieril’. Es evidente que u>0 ya que, de

otra forma, podriamos extraer trabajo de un bloque autocortante.
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Problema 2.5 (elongacidn sin contraccion lateral)

Encontrar las fuerzas F, y F, (funciones de F,) que deben ser aplicadas al paralelepipedo de la Figura

2.5a para que éste no sufra deformacidn lateral.

WL

A A A A /b

Figura 2.5a. Paralelepipedo sujeto a elongacion sin contracciones laterales
Respuesta:

Volvemos al principio de superposicion para determinar la elongacién unitaria de cada lado del bloque:

(§)total - (%)debidaa Fx + (§)debidaa Fy + (é)debidaa F; . éi—i - Ef\_}:’ - Ei—z = (%) :_i -V (:_}; + 11:_2)] (25-1)
(%)total = (%) % -v (ﬁ—x + Z_)] (2.5-2)
(D= G [Z_ - CT * :_)] (2.5-3)

Como debe cumplirse

Ab Al

I )
b /total ¢ /total

las ecuaciones (2.5-2) y (2.5-3) permiten expresar F, y F, en funcién de Fy:
v Fx
- (E)A_x

Esta es la condicién para una elongacion en el eje OX sin contracciones en las direcciones OY y OZ.

Fy F.

=z
Ay

Sustituyendo este resultado en (2.5-1), tenemos la solucién
Al (l) (1—0—202)& _ (l) ((1+u)(1—20))&
I, \E 1-v JAyx  \E 1-v Ay

o bien
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Fx _ (1-v) A_lx
Ay (1+o(1-20) E ( lx)

(1-v)

Como ve([0,0.5], el cociente Troa—20

crece apreciablemente con v desde 1 hasta infinito, el
pseudomddulo de elasticidad que caracteriza el comportamiento de un material con elongacion sin
(1-v)

contraccion lateral (de valor —————
(1+v)(1-2v)

veces E) es siempre mayor que E y se incrementa

apreciablemente con v. jUn bloque es mas resistente a la elongacién cuando sus caras laterales se

mantienen firmes!

(1-v)

m en funcion de v.

La Figura 2.5b muestra el factor

1-v
(1+v)(1-2v)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

. . (1-v)
Figura 2.5b. Dependencia del factor o025 con v
En el intervalo util ve[0,0.5] este factor crece mondétonamente desde 1 hasta infinito, lo que significa
valores crecientes del mdédulo de Poisson incrementan fuertemente el pseudomaodulo elastico. Asi,

cuesta tanto mas trabajo estirar el paralelepipedo cuando mayor es el médulo de Poisson.

Se podria plantear el calculo de un pseudomédulo de compresibilidad para este escenario, que podria

expresarse en funcion de K (el médulo de compresibilidad) y v. Se deja como tarea para el alumno.
Problema 2.6 (contraccion en dos direcciones sin contraccion lateral en la tercera)

Encontrar la fuerza F, (funcién de F, y Fy) que deben ser aplicadas al paralelepipedo de la Figura 2.6
para que éste no sufra deformacion lateral en sentido vertical. Encontrar las expresiones de los
pseudoméddulos elasticos asociados a cada direccion OX y OY, y su dependencia respecto de los

esfuerzos aplicados en esas direcciones.
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F,
N R -
=] F V= R
— | A o — ¢

Figura 2.6. Paralelepipedo sujeto a contracciones perpendiculares sin contraccion en la tercera cara

Respuesta:

De nuevo, usando con la superposicion:

(= (oL 45

(%)total = (%) % -v (ﬁ—x + Z_)] (2.6-2)
() = @02+ Z_)] (26-3)
Como

(%)total =0

la ecuacidn (2.6-3) permite expresar F, en funcion de Fyy Fy:

F, F, F.
—Z = pl2X4+=2
A, Ay A,

Sustituyendo esta expresion en (2.6-1) y (2.6-2), tenemos

2o (u e (ol 2e0
e Qo -og e

con lo que los pseudomédulos elasticos asociados a cada una de las direcciones OX y QY dependen de

la relacidn de esfuerzos aplicados (una muy interesante influencia) en estas dos direcciones. Sélo en el
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F. F . . . . .
caso A—X = A—y estos modulos son iguales y se deducen de las anteriores ecuaciones. Para esta igualdad
X y

entre esfuerzos resulta

%= (%)(1+202—U)Z—i

%=(é)(1+202—u)i—§

que da un médulo E’ de valor

E' = (57

Buscaremos ahora, sélo para el caso de una dependencia lineal entre esfuerzos que escribiremos en la
forma

Fx

=C0A_X

> |‘<-r1

y

con ¢, constante, los pseudomddulos asociados a las direcciones OX y OY, y cémo dependen éstos de
los esfuerzos aplicados. Introduciendo esta relacién en las expresiones (2.6-1) y (2.6-5), que siguen

siendo vélidas, podemos escribir

2o B)a+) B+ ()0 -ve == 2{(3) (1+uZ)+co(UZ—u)]}

B (Darn i ()o-u( >—z=z—zf<>[u+ oy + 22

o, en forma convenientemente agrupada

Fx _ E Aa ]
Ac ((1+DZ)+C0(UZ—U)) a (2.6-6)
Fy E Ab

a, 2.6-7
Ay ((1+uz)+(U ")) ( )

De estas expresiones se deducen dos mddulos diferentes, uno para cada una de las direcciones OX y
QY, dependientes de E, v y ¢, de forma compleja, pero cuyo cociente es independiente de E. Sélo para
el caso ¢, = 1 estos pseudomddulos son iguales y su valor es

E

E'= —
1-v

Como en casos anteriores se deja para el estudiante la obtencién de un pseudomdédulo de compresion

volumétrica para este escenario.
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Problema 2.7 (la velocidad de las ondas en medios y los médulos elasticos)

Es conocido que los diferentes tipos de ondas en los medios se propagan con diferentes velocidades
pero, para cada tipo (denotado con el subindice (), la velocidad (v;) es proporcional a la raiz cuadrada

del cociente entre el médulo de elasticidad asociado al tipo de onda (E;) y la densidad de material (p):

E

Estudiar, basdndose en los resultados de los problemas anteriores, qué se puede decir de la relacion
entre las velocidades de las ondas de corte y las ondas longitudinales, con o sin restriccion transversal

al movimiento de las particulas en las Gltimas.
Respuesta:

De acuerdo con (2.7-1), y usando el ‘mddulo de corte puro’ obtenido en el Problema 2.4, podemos

escribir

V= \/% = \’ (2(1E+u))% (2.7-2)

La aplicacion de un esfuerzo de corte ‘rapido’ a uno de los extremos de una barra de seccion transversal

rectangular produce ondas de corte puras, mientras que la aplicacion de esfuerzos de torsién en el
extremo de una barra cilindrica o cilindro hueco produce ondas de corte torsionales, pero ambas
tienen la misma velocidad ya que en su expresion se usa el mismo modulo elastico de corte. Como
sabemos, en las ondas de corte el desplazamiento de las particulas del sélido es perpendicular a la
direccidn de propagacion de la perturbacion. Ademas, en general, en las ondas de corte la deformacidn
del sélido no cambia su volumen pero el esfuerzo se distribuye segun el tipo de onda: una distribucién
plana en un bloque paralelepipedo para las ondas de corte puras y una circular en una barra cilindrica,
hueca o no, para las ondas torsionales. Los sismélogos han encontrado ondas de corte que se propagan

en el interior de la tierra con foco en el epicentro.

En las ondas de compresidon o longitudinales el desplazamiento de las particulas y la velocidad de
propagacion de la perturbacion tiene la misma direccidn espacial. Estas ondas son como las de sonido
en los gases, liquidos o solidos. Pero no todas las ondas son de corte o longitudinales; también existen
ondas que combinan estos comportamientos como las ondas Rayleigh. Dentro de las ondas
longitudinales podemos distinguir dos tipos de condiciones de contorno que dan lugar a diferentes
velocidades de propagacion. Estas condiciones pueden enunciarse en términos del cociente entre la
longitud de onda y un espesor (transversal) caracteristico del cuerpo; cuando este cociente es menor
que la unidad, el cuerpo no puede dilatar lateralmente (merced a su gran tamafio en fia direccion

transversal) de modo que el movimiento de sus particulas se restringe Unicamente a la direccion de
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propagacion. Por el contrario, cuando el cociente es mayor que la unidad (cuerpos de pequefia seccién
transversal en comparacion con su extension longitudinal) , las particulas se mueven tanto lateral como
longitudinalmente.

Ya hemos estudiado los mddulos de elasticidad asociados a este tipo de escenarios. Son: E para

(1-v)

——————E para elongaciones con restriccién lateral. Con todo, la Tabla
(1+v)(1-2v)

elongaciones sin restriccién y

2.7 muestra los modulos eldsticos y las velocidades de propagacion de los tipos de ondas estudiadas.

Tipo de onda Mddulo elastico asociado Velocidad de propagacién
(E)
E
Mdédulo de corte v, = == B
Ondas de corte B, =p= E P P
I=p=—
2(1+4v) ~ ( E ) 1
@ +v/p
Ondas longitudinales sin Mddulo de elasticidad E E
restriccion transversal E, =E v, = A
p p
. E3
Ondas longitudinales con _ 1-v) vy = |[—
restriccion transversal 3T (1+v)(1-2v) P
_ (1-v) (E)
T J@+v)a-2v)\p

Tabla 2.7. Médulo elastico especifico y velocidad de propagacién de los tipos de ondas

Como ve([0,0.5], es inmediato ver que E1< E»< E3, esto es, u< E< Es, pues

1 (1-v)
2(1+v) (1+v)(1-2v)

En consecuencia, las ondas longitudinales viajan mas rapido que las ondas de corte y, dentro de las
primeras, aquellas para las que esta impedido el movimiento transversal a la direccidn de propagacién

son las que tienen la mayor velocidad.

Las medidas de estas velocidades y de la densidad es una técnica muy precisa para la determinacion
de las constantes eldsticas E y v de un material. Los sismélogos miden el tiempo transcurrido entre la
onda longitudinal con restriccion lateral (merced a la condicidon de contorno de espesor muy alto
impuesto por la tierra como medio) y la onda de corte, procedentes de una misma estacion, para

determinar la distancia desde la estacion receptora al epicentro del terremoto.
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Capitulo 3

La matriz de esfuerzos. Transformaciones

3.1. La matriz de esfuerzos

Se trata de una matriz de segundo rango que contiene toda la informacién sobre los esfuerzos en un
punto del cuerpo; un conjunto de nueve nimeros (asociados a cada punto) o de nueve funciones de
las coordenadas para el dominio completo del medio. La matriz o tensor de esfuerzos es la entidad
matematica que mejor describe las fueras internas y esfuerzos en el interior de un cuerpo sometido a

solicitaciones mecanicas (cargas y deformaciones en su superficie exterior).

Considérese un bloque de material elastico, por ejemplo goma o gelatina, bajo la accién de fuerzas
conocidas aplicadas en parte o toda la superficie externa del mismo, Figura 8. Asumiremos, para

simplificar el analisis, que el peso del bloque es despreciable en relacién con estas fuerzas.

+AFzx

Al Al

—AFzx

/

Aa

Figura 8. Bloque de goma bajo fuerzas aplicadas en su superficie (izquierda).
Fuerzas que acttan sobre la rebanada de bloque definida por el plano 7 (derecha)

Las particulas del bloque estan fijas en sus localizaciones merced al equilibrio de las fuerzas interiores

entre ellas y sus vecinas; los esfuerzos se definen en términos de tales fuerzas. Pero, si cortamos el
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bloque por cualquier plano, las particulas a cada lado del material se desplazaran (en general) a causa
de la pérdida de equilibrio. Fije un sistema de referencia orientado OXYZ en un punto cualquiera del
bloque y considere una rebanada de espesor despreciable en torno al plano = de la figura. Merced al
equilibrio, fuerzas iguales y opuestas se ejercen en las caras de la rebanada sobre la superficie
elemental AIxAl del plano m; llamaremos AF: y -AFx a estas fuerzas que, en general, no serdn

perpendiculares al plano.

Para liquidos viscosos y no viscosos, en reposo, las fuerzas si son perpendiculares a la superficie y su

. AF. . . S -
cociente AS", en el limite, define la presion hidrostatica
. AF
p= lim —=
AS—0 AS

Sin embargo, para sélidos o liquidos viscosos en movimiento, las fuerzas que actian sobre pequeias
superficies no son necesariamente perpendiculares a éstas, como se ha dicho. La proyeccion del
. . AF - ] - .
cociente AlslmoA—S" sobre la superficie define el esfuerzo de corte y la proyeccién sobre la linea

—>

perpendicular a la superficie el esfuerzo normal.

Tomemos un punto del cuerpo como origen de coordenadas, elijamos tres planos que se corten en
dicho punto para formar un sistema cartesiano ortogonal y apliquemos lo expuesto anteriormente.
Sobre cada uno de estos tres planos pueden definirse esfuerzos (en torno al punto) a partir de las
fuerzas que actlan sobre cada plano que, repetimos una vez mas, no son necesariamente
perpendiculares a los planos ni del mismo valor de un plano a otro. Las componentes (normales a las
superficies) de estas fuerzas daran origen (en el limite anterior) a los respectivos esfuerzos normales
sobre cada plano, mientras que las proyectadas sobre las superficies, también en el limite, daran origen
a los llamados esfuerzos de corte. Todos estos esfuerzos, como veremos, resultan en nueve nimeros
concretos que informan de la matriz o tensor de esfuerzos asociado al punto y a los mencionados
planos. Si cambiamos la orientacion de los planos ortogonales pero mantenemos el punto en el que se
cortan, los nueve nimeros del tensor de esfuerzos cambian; asi, cada orientacion del triedro ortogonal
cartesiano da lugar a un conjunto diferente de nueve nimeros. Y esto ocurre, eventualmente, para

cada punto del medio.

Ahora bien, las fuerzas interiores, bajo unas solicitaciones externas dadas, son las que son; es decir,
son univocas para cada punto, superficie o subdominio del medio. Y del mismo modo, son univocos los
esfuerzos. Lo que cambian son las proyecciones de éstas y éstos de un plano a otro. Asi, es obvio que
podra deducirse alguna expresién matematica que permita, a partir de los nueve nimeros del tensor
de esfuerzos en un punto y referido a unos determinados planos cartesianos, obtener los nueve
numeros del tensor para cualquier para cualquier otra terna de planos cartesianos (en el mismo punto)
cuya orientacidn con respecto a la primera terna es conocida (y, en general, obtener los esfuerzos de

plano de orientacién conocida en la primera terna). Volveremos en seguida a este punto.
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La Figura 9 muestra la fuerza neta que actua sobre tres pequeias superficies, perpendiculares la una
a la otra, que intersectan en el punto P en el que queremos obtener el tensor de esfuerzos. La fuerza
AF,_sobre la superficie AS,=AyAz se separa en tres componentes (Figura 9a): AF,_ en la direccién del
eje OX, y AF; y y AF, ,, en las direcciones OY and OZ, respectivamente (estas Ultimas fuerzas estadn
contenidas en el plano 7). En el limite, AS,—0, estas componentes definen los esfuerzos normales y

de corte

AF g x

lim AF 7
ASx—0 ASx

lim
ASx—0 ASy

Oxx =

’ Txy -

AFryy -

lim T
ASy—>0 ASy Xz

Es importante advertir que el segundo subindice de 1 se refiere a la direccidn en la que actua la fuerza
mientras que el primero indica la direccidn perpendicular al plano al que se refiere el esfuerzo. De la

misma forma se definen los esfuerzos sobre los planos AS,=AxAz y AS,=AxAy AS, (Figuras 9b y 9c):

AF . AF . AF

Ty X nyy nyz

T —_ Y G —_ Y. T —_ Y
X = ’ - ’ zZ

VX ASy—0 ASy YV ASy>0 ASy Y2 ASy—0 ASy

= lim AP = lim A oo = lim APz

ZX T AS, >0 AS, Y AS,—>0 AS; ZZ T AS, 0 AS,

La expresion del tensor de esfuerzos es:

& =[x Ow Ty (12)
Tzx  Tzy Ogzz

La primera fila de nimeros, (o, Txy, Txz) cONtiene las componentes del tensor asociadas al plano YOZ
(direccién OX): el esfuerzo normal, 6y, y las componentes 1,y y 1y, del esfuerzo de corte; en la primera
de ellas la fuerza actta en la direccién OY mientras que en la segunda lo hace en la direcciéon OZ. De la
misma forma, la segunda fila (oyy, Tyy, Ty,) son las componentes asociadas al plano XOZ (direccién OX):
el esfuerzo normal, oyy, y las componentes 1y, (con fuerza en la direccién OX) y 1y, (con fuerza en la
direccion OY) del esfuerzo de corte. Finalmente, la tercera fila (6,4, T4y, T,,) definen las componentes
asociadas al plano XOY (direccién OZ): el esfuerzo normal, c,,, y las componentes 1,4 (con fuerzas en
la direccién OX) y 1,y (con fuerzas en la direccion OY) del esfuerzo de corte.

El ejercicio siguiente, Problema 3.1, demuestra que si conocemos las 9 componentes del tensor ii]. o

en un punto O, origen del sistema cartesiano S{OXYZ}, todo lo que necesitamos para obtener sus
componentes @i]. o’ €N un nuevo sistema cartesiano S'{OX’Y’Z’}, es la orientacidn relativa entre los

planos de ambos sistemas. Por otro lado, como demostramos en el Problema 3.4, el equilibrio del
cuerpo deformado bajo la accién de cargas externas hace que el tensor de esfuerzos sea simétrico, es

decir, que se cumplan las siguientes relaciones entre sus componentes:

Tyx = Txy» Tzx = Txz Tyz = Tzy (13)
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Asi, todas las propiedades de los tensores simétricos son aplicables al tensor de esfuerzos.

Problema 3.1
Demostrar que si conocemos las componentes del tensor de esfuerzos en un punto P, EJi]. . XYZP.
W1 1

referidas a una sistema cartesiano ortogonal S{P, XYZ}, cuyos ejes espaciales P; X, P; Y y P, Z intersectan
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en Py, el estado interno de tensiones estd completamente caracterizado. Es decir, para cualquier otro
sistema cartesiano ortogonal S'{P;X'Y'Z’} cuyos ejes P, X', P,Y' y P,Z' intersectan en el mismo punto
P;, las componentes del tensor de esfuerzos éij,Pl,X’Y’Z' pueden deducirse de las componentes de
&iLPLXYZPl y de la informacidn relativa a la orientacion del segundo sistema respecto del primero (esta
informacidn podria ser la de los cosenos directores de los vectores unitarios del segundo sistema, o de
sus ejes, respecto de los unitarios o ejes del primer sistema). La Figura 3.1a muestra los dos sistemas
(se ha proyectado un punto del eje P, X’ sobre los ejes P, X, P, Y y P, Z para una mejor visién espacial de

la figura).

Figura 3.1a. Sistemas S{P; XYZ}y S'{P,X'Y'Z’'}

Respuesta:

Buscaremos, en primer lugar, los esfuerzos sobre el plano Y'P,Z’ (perpendicular a la direccion P;X')
del nuevo sistema S'{P;X'Y'Z'}. Tomemos una pequefia pirdmide no regular P;ABC, de vértice P, y base
el triangulo ABC. Las aristas de la piramide, lados Ax, Ay y Az, se eligen de forma que el plano Y'P,Z'

sea paralelo al plano 7, que contiene el triangulo ABC, Figura 3.1b.

~__ fuerza de corte total
en el plano 15

paralelo al ey

Figura 3.1b. Pirdmide para la determinacion de las fuerzas que acttan sobre el plano Y'P,Z’
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La geometria completa de la pirdmide (localizacion de los cuatro vértices de la base, medida de sus

lados, superficie de sus caras, angulos, etc.) se deduce bajo esta condicidn una vez elegido un vértice

cualquiera de su base ABC.

A partir de las fuerzas que acttan sobre las caras AP; B, BP;C y CP; A (deducidas como productos de las
componentes del tensor de esfuerzos <";i]. p, xvzp, POT las superficies de dichas caras) y del equilibrio de

las fuerzas que acttan sobre todas las caras de la piramide, pueden obtenerse las componentes de la

fuerza que se ejerce sobre su base (tridngulo) ABC, AF . Estas componentes quedan expresadas en

términos de los vectores unitarios de la base S{P; XYZ} y sus cocientes entre Spagc, en el limite (Ax—0,

Ay—0y Az—0, que implica na%nY/p;Z/), proporcionan las tres componentes (primera fila) del tensor

de eSerrZOS, E-’i]',Pl,X’Y'Z’: g-’xlx,Pl,X'Y’Z" E-’le,Pl,X’Y'Z’ s E-’XIZ,Pl,X'Y’Z"

Procedamos. Escribiremos en primer lugar las fuerzas que actuan sobre las caras CP;B, CP;A y AP;B

(Fcaracp,Bs Fcaracp,a Y Fcaraap,B), €n términos de las componentes del tensor dado:

Fcaracp,B: SxxScp, Bl + TxyScp, Bl + TxzScp, BK
Fearacp,a! TyxScp,al + OyyScp,al + TyzScp,aK
Fcara ap, B TuxSap, Bl + T25Sap,BJ + 02,5ap,BK

La resultante de estas tres fuerzas es la que actta sobre la cara ABC hacia fuera,

Fcara ABC» vale Fcara ABC — Fcara CP,B + lTcara CP,B + lTcara AP,B

o bien

Feara ABC = (oxxScp,B*TyxScp,a + TzxSap,B)i + (TxyscplB + oyyScp,a t+ szSAplB)i + (szSCPlB +

TyzScp,a T GZZSAPlB)k

Fcara aBC

Como es el esfuerzo sobre la cara ABC, sus componentes en el sistema S{P1XYZ} son:

SaBc SaBc SaBc SaBc
Feara ABC | { ScpyB . Scpya SAPlB} {‘E ScpyB to Scpya M} {‘E ScpyB
SABC *X Sanc YX Sasc ZX Sapc )y U™ Sapc YY Sagc ZY SapcJ, " U*% Spapc
Scpqia SAE}
Y2 Sasc “% SaBc ),

Ahora bien, llamando i’ al vector unitario normal al plano m,, tenemos

ScpyB

S .. s .
1A — cos(j, i) 2418 — cos(k,i’)
SABC

= cos(i, i’
(1) SaBc SaBc
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de modo que llevando la expresién anterior al limite Sygc—0 (con la base ABC siempre paralela al
plano m,), obtenemos las componentes del esfuerzo en P; en un plano paralelo a m,. Estas

componentes son:

‘:xrx,Pl,x’Y’z' = {oxy cos(i, i) + Tyx €08(j, 1) + 1, cos(k, i')}x (3.1-2)
F’xry,Pl,X’Y’Z’ = {Txy cos(i,i') + oyy cos(j,i') + 1,y cos(k, i')}y (3.1-3)
Cxrap X7 = {5z cos(i, i) + 1y, cos(j, i) + o, cos(k, i’)}Z (3.1-4)
La simbologia empleada trata de explicitar lo mas posible el significado de los términos: E:xrx,Pl,x’Y'Z’
es la componente del tensor en el sistema S'{P;X'Y'Z’'}, en el P, y asociada al plano , (cuya normal es

la direccidn del eje X’). En términos matriciales, las expresiones (3.1-2) a (3.1-4) se escriben en la forma

Oxx Txy Txz
(éxlx'plvx’y’z’ ax,y'plvx’y’z’ axyz,pl'x’y’z’):(COS(i,i’) cos(j,i") cos(k,i")) (Tyx Oyy  Tyz (3.1-5)
Tzx  Tzy  Ozz

Procediendo de igual forma sobre los planos 7, y 7., paralelos a los planos Z'P/X’ y X'P/Y’ del nuevo
sistema S'{P;X'Y'Z’}, llegariamos a expresiones similares para las restantes componentes del tensor
&ij P, X'Y'Z! Las Figuras 3.1cy 3.1d muestran la geometria para estos engorrosos célculos que dejamos
como ejercicio para el estudiante.

Figura 3.1d. Piramide para la determinacion de las fuerzas que actdan sobre el plano X'P; Y’
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Estas componentes son:

Oxx Txy Txz
(E-’yrx,Pl,X’Y’Z’ E—’yry,Pl,X’Y’Z’ EJylz,Pl,X’Y’Z’) = (cos(i,j") cos(j,j") cos(k,j")) (Tyx Oyy ryZ> (3.1-6)
Tzx  Tzy  Ozz
Oxx Txy Txz
Gaxpoxv'z Saypoxvz Suzpoxy'z) = (cos(i, k) cos(j, k) cos(k k") (Tyx Oyy TyZ) (3.1-7)
Tzx  Tzy Ozz

con lo que el tensor de esfuerzos en el nuevo sistema, en términos matriciales tiene la forma

éxrx,Pl,X'Y'Z’ éxry,Pl,X'Y’Z' éxlz,Pl,X'Y'Z’ cos(i,i) cos(j,i") cos(k i)\ /Oxx Txy Txz

Sy x'v'z  Syypxiv'z’ Symeyxiy'z | =| cos(,j)  cos(,j)  cos(k,j) <Tyx Oyy TyZ) (3.1-8)
; ; T Tz O

Eob X'¥'Z  Coyp Y7 SuzpXY'T cos(i,k’) cos(j k) cos(k k)/ \Tex Tzy Oz

Expresion que podemos reducir (sin perder de vista la interpretacion de los simbolos) a la forma

! ! !
Oxx Txy Txz cos(i,i") cos(j,i") cos(k i)\ /Oxx Txy Txz
Ty Oy Tz | =/ cos(i,j)  cos(,j) cos(k,j) || Tvx Oy Tyz (3.1-9)

Ty Ty O cos(i,K") cos(j,K) cos(k,K)/ \Tzx Tzy Oz

Adviértase que cos(i,i"), cos(j,i") y cos(k,i") son las proyecciones de los vectores i, j y k sobre el
vector i/, cos(i,j"), cos(j,j") y cos(K,j') son las proyecciones de los vectoresi, j y k sobre el vector j/, y
cos(i, k"), cos(j, k') y cos(k, K") son las proyecciones de los vectores i, j y k sobre el vector k. Mediante
el dlgebra de vectores es facil deducir la expresidon de la matriz de los cosenos directores o matriz de

cambio de ejes mediante el calculo de las proyecciones anteriores (Problema 3.2).

Finalmente hay que ver que para establecer las ecuaciones de equilibrio hemos considerado sélo las
fuerzas normales y de corte que acttan sobre las caras, despreciando las fuerzas de volumen a las que
el cuerpo podria estar sujeto (tales como fuerzas gravitacionales, de inercia...). Sin embargo, la
eliminacion de estas ultimas fuerzas no cambia los resultados obtenidos ya que, en el limite, éstas
(siempre proporcionales a AV=AxAyAz) son de orden de magnitud inferior a las fuerzas superficiales

(normales y de corte), estas Ultimas proporcionales a AS=AxAy, o AyAz, o AxAz.

Problema 3.2

Las componentes del tensor de esfuerzos para un determinado sistema cartesiano ortogonal de

vectores unitarios (i,j,k) vienen dadas por

Oxx Txy Txz 1 —-0.6 0.1
cij=|TWx Oyy Tz |=[-06 3 0.5
Tzx Tzy Ozz 0.1 0.5 2
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Determinar:

i) Las componentes del tensor en el mismo punto asociadas a un plano normal al vector j-2k,

ii) Las componentes del tensor en el mismo punto asociadas a un plano normal al vector 2i-2j-k,

iii) las componentes del tensor para un nuevo sistema ortogonal en el que uno de sus planos es
perpendicular al vector 2j+k,

iv) las componentes del tensor para un nuevo sistema ortogonal en el que uno de sus planos es

perpendicular al vector i+j-k.

Respuesta:
i) De la Figura 1.14a,

0 = arctg(0.5)=26.562

y los cosenos directores del vector j-2k (angulos que forman los vectores i, j y k con el vector j-2k) son:
cos(i,j — 2k) = cos(90) =0

cos(j,j — 2K) = sen(0) = 1/V5

cos(K,j — 2Kk) = —cos(0) = —2//5

Asi, las componentes buscadas (en términos de los unitarios i, j y k) son:

1 -0.6 0.1
(Ckx  Txy Txz) = (cos(i,j —2K) cos(j,j — 2k) cos(k,j— 2K)) (—0.6 3 0.5) =

0.1 0.5 2
1 —-0.6 0.1
=(0 145 —2/\/§)<—0.6 3 0.5)=(—0.357 0.894 -1.567)

0.1 0.5 2

z

0

k

A

! y
j-2k

|

g

X

Figura 3.2a. Apartado i). Plano normal al vector j-2k

i) De la Figura 3.2b, los cosenos directores del vector 2i-2j-k son:
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cos(i,2i—2j— k) =12/3
cos(j,2i—2j—k)=-2/3
cos(k,2i—2j—k)=-1/3

Asi, las componentes buscadas (en términos de los unitarios i, j y k) son:

1 —-0.6 0.1
(Ckx Ty Txz) =(2/3 -2/3 1/3)(—0.6 3 O.5>=(1.10 —2.23 0.40)
0.1 0.5 2

Figura 3.2b. Apartado ii). Plano normal al vector 2i — 2j — k

i) Los ejes OXYZ y OX’Y’Z’ de los dos sistemas se muestran en la Figura 3.2c. El sistema OX’Y’Z’ es el
resultado de girar el primer sistema en torno al eje OX en sentido contrario a las agujas del reloj un
angulo de valor 6 = arctg(0.5)=26.562.

Figura 3.2c. Sistemas de referencia S{OXYZ} y S’{OX’Y’Z’} del apartado iii)
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La matriz de cambio de ejes (puede comprobar que su determinante es la unidad) viene dada por

cos(i,j’) cos(j,j) cos(k,j") 0 cos(0) sen(0)

cos(i,i’) cos(j,i’) cos(k,i") 1 0 0 )
cos(i,K) cos(j,K') cos(k, k") (0 —sen(0) cos(0)

mientras que la matriz de esfuerzos en nuevo sistema viene dada por

?;cx T;,cy T}z 1 0 0 1 —06 0.1
‘rxyyx Cyy Txz | = (0 cos(0) sen(@)) (—0_6 3 0.5) =
0 —sen(B) cos(0) 01 05 2

! r !
Tzx Tzy Ozz

1 0.6 0
= (—0.6 cos(0) + 0.1sen(0) 3 cos(0) + 0.5sen(0) 0.5 cos(0) + 25en(9)> =
—0.6sen(0) + 0.1cos(0) 3sen(6) + 0.5cos(0) 0.5sen(0) + 2cos(0)

1 0.6 0
=<—0.4-9 291 1.34>

-0.18 179 2.01

iv) La Figura 3.2d muestra el vector i+j-k, que representa uno de los planos del nuevo sistema OX'Y'Z’

(por ejemplo el normal a la direccién i’= i+j-k). Puede buscar otros dos vectores que representen las

direcciones j’ y k’; bastard, por ejemplo, con elegir un vector cualquiera (de componentes sencillas)

normal a direccidn i’= i+j-k, por ejemplo j+k, y asignarle la direccion j’; y, finalmente buscar un vector

perpendicular a los vectores i'= i+j-k y j’= j+k, que puede ser por ejemplo el producto vectorial de

ambos (i+j-k)A(j+k)=(2i-j+k,) y asignarle la direccion k'.

Asi, las nuevas direcciones vienen dadas por los vectores

i’= i+j-k
=itk
K'= 2i-j+k

Con todo, es inmediato obtener

cos(i,i’) cos(j,i") cos(k,i") 1/¥3 13 -1/V3
cos(i,j) cos(G,j) coskj) |=( o 142 1/N2
cos(i, k") cos(j, k) cos(k k") 2N6 -1/M6  1/V6

y los componentes del tensor de esfuerzos en los nuevos planos:

S Ty T\ /13 13 13\, 1 _06 01

Ty Ow Tz |=| 0 1NZ 142 (—0.6 3 o.5>=

T’zx T,zy G;z 2/\/6 —1/\/6 1/\/6 0.1 0.5 2
0.17 1.11 -081

=|-035 247 1.77

1.10 -1.51 0.69
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2i-j+k

Figura 3.2d. Sistemas de referencia S{OXYZ} y S'{OX’Y’Z’} del apartado iv)

Problema 3.3

Sea ?;i]._pl’Xszlel tensor de esfuerzos en P; asociado a los planos XP|'Y, YXZy YP| Z, Figure 3.3. Encontrar
los esfuerzos que actlan sobre el plano mg (plano definido por la cara CBEF). Determinar las
componentes normales y de corte del esfuerzo sobre el plano mg. Generalizar el resultado anterior
encontrando la matriz de esfuerzos en el punto P; referida a un sistema ortogonal cartesiano de planos
en el que uno de los planos es mg. Aplicar el problema a los datos:

1 —-0.6 0.1
iij,Pl,XYZPl =1-0.6 3 0.5 |, y plano mtg definido por el vector i+3j-2k.
0.1 0.5 2

eue,direcci(')n plano ABED = eue,z

e eua,d'\reccio’n plano ACFD = euu,y

Ug (vector plano mo=Tcger)

Az / y
, Tlo=TlcBEF

%/ B

i |
b 1
AX

Figura 3.3. Fuerzas sobre el plano definido por el angulo 0
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Respuesta:

Sea ug el vector unitario (versor) que define (es perpendicular a) el plano my, y AF, la fuerza incégnita
que actua sobre este plano. El equilibrio de todas las fuerzas actuantes sobre la cuiia permite
determinar las componentes OX, OY y OZ de la fuerza AF,. Calculemos en primer lugar la componente

OX’ de esta fuerza, AF v o AF que debe equilibrar las componentes OX’ de las fuerzas sobre

TCBEFX
las otras cuatro caras (ABED, ACFD, ABC y DEF), las cuales pueden expresarse en términos de las
componentes del tensor de esfuerzos &

ij,P,,XYZP, -
AFT[ABEDX' = TyShseD

AFT[ACFDX' = ToxSAcFD

AF“ABCX’ = Oxx(en la superficie ABC)SABC

AFTEDEFXI = -Oxx(en la superficie DEF)SDEF

donde las dos Ultimas expresiones tienen el mismo valor en el limite Ay—0, y se equilibran entre si (ya

QUE Oxx(en la superficie ABC)=Oxx(en la superficie DEF)- De esta forma, pOdemOS escribir
AF .« = TyxSaBED + T2xSackp T OxxSaBc + OxxSperF = TyxSaABED T TzxSacrp

Como AF, v/ = T7,¢/ Sy, siendo 1, s la componente OX’ del tensor de esfuerzos relacionada con el

plano e, es inmediato verificar que

_ SABED SACED __
mox’ = Tyx S + Tux S, Tyx cos(9u9,y) + T cos(euQ,Z) (3.3-1)

con Oy, y ¥ Oy, los angulos del versor ue con las direcciones espaciales OY y OZ, respectivamente.
Generalizando la orientacion del versor uq (y de su plano asociado mg), la ecuacién (3.3-1) se escribe

en laforma
esfuerzoy , = oy cos(@ue_x) + Tyx cos(Gue_y) + Tox cos(@ue_z) (3.3-2)

con Cos(eue'x) el dngulo entre el versor uq y la direccién espacial OX. Advierta que hemos escrito
esfuerzo, , en lugar de T, porque esta magnitud no es necesariamente un esfuerzo de corte.

Siguiendo un procedimiento similar, las componentes OY y OZ de AF, vienen dadas por

esfuerzoy,, = Ty cos(OuB‘X) + oyy cos(GuG'y) + 1,y cos(eue'z) (3.3-2)

esfuerzo, , = Ty, cos(QuG’X) + Ty, cos(eu@y) + 06, cos(eu‘;‘z) (3.3-3)

En resumen, a partir del tensor inicial de esfuerzos, F,i]. p. xyzp.» Podemos encontrar las componentes
W1 1

OX, OY y OZ de este tensor para un plano definido por sus cosenos directores. En forma matricial:
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stressy -, Oxx  Tyx Tzx COS(eue,x)

stressy ., | = | Txy Oyy Tay COS(OuG’y) (3.3-4)
T T G

stress; Xz yz 7z Cos(eue,z)

Es inmediato comprobar que esta expresion puede también escribirse en la forma

stressy -, Oxx Txy Txz
stressy | = (cos(0y,x) €08(0y,y) €0s(0y,2))| Tyx Oy  Tyz (3.3-5)
stress, Tzx  Tzy Ozz

Para determinar la componente normal del esfuerzo sobre el plano my basta proyectar el esfuerzo total

en la direccién perpendicular al plano (la direccién de ug). Esta componente vale

Ug

Or, = {(stressxyne)i + (stressy,ne)j + (stresszyne)k}m (3.3-6)
0

En cuanto a la componente de corte basta restar la anterior del esfuerzo total

Try = {(stressxlne)i + (stressy,ne)j + (stressz'ne)k} — O, (3.3-7)

Por ultimo, para encontrar la matriz de esfuerzos en P; referida a un sistema ortogonal cartesiano de

planos con my uno de los planos, generalizamos el resultado anterior enunciando lo siguiente: Si

Oxx Tyx Tazx

= Gyy T

éi]’,Pl,Xszl Xy vy tzyr
Txz Tyz Ozz

son las componentes del tensor de esfuerzos en P; referidas a tres planos ortogonales de direcciones
XP1Y, XP1Z y YP1Z; las componentes del tensor en el mismo punto, referidas a otros tres planos

ortogonales, X'P1Y’, X'P1Z" y Y’'P1Z’, uno de los cuales es mg,

Oxrxr Tylxl Tarxr

= o 1
Siipx'y'z'P, Xyro Ty ey
TXIZI TylZl GZIZI

estan relacionadas con las primeras mediante la expresion

cos (9 cos (6 cos (6

7‘x’Pl\{"X) "x’Plz"X) "Y’Plz"x)

cos (6 cos (6 cos (6

“x’Plv"y) “X’Plz"y) “Y’Plz"y)
cos (e“x’Ply"Z) cos (e“x’Plz"Z) cos (e"v’Plz“Z)

E—‘i]’,Pl,X’Y'Z’Pl = E—‘i]’,Pl,XYZPl
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cos (00gy5) €05 (Ongn ) 05(Ongn 1)
Cyrxr Ty!xl Torxr Oyxx TyX Tox X'P1Y’ X'P1Z Y'P1Z
Txryr  Oyiyr - Tayr | = Txy  Oyy  Tzy cos (enx’Pl\{"y) cos (e"x’Plz"y) cos (O"Y’piz"y) (33-8)

Txrzr Tylzl Gz Txz ‘Cyz Gzz
cos (6 cos (6 cos (6

nX'PlY"Z) nX'Plz"Z) “Y’Plz"z)

con 0 ,z los cosenos directores del vector unitario que define (es

0 0
gl pyy! X! UTiglp !y Y T pyy

perpendicular a) el plano X'P1Y’, 6 0

T[XIP1Y1,X' nX,P1Y1,y Y enX’PlYl'Z
"z los que definen el plano Y'P,Z’.
1

aquellos que definen el plano X'P1Z’, y

enX’P1Y1'X’ enX’PlYl‘y y enXIP

El resultado anterior puede escribirse también en la forma

cos (GK x) cos (6,[ x) cos (6,[ X)
Oxixr Tyrxr  Tarxe x'Pyy” X'P1z" Y'Pyz” Oxx Txy Txz
Txryr  Oyryr Tzryr | = | cos (enX’PlY"y) cos (e“x’Plz"y) cos (e“Y’Plz"y) Tyx  Oyy Tyz (3.3-9)
Txrzr ‘Cyrzr Gzrzr Tzx sz Ozz

cos (enx’Plv”z) cos (e”x'plz"z) cos (GRY,HZ,,Z)

1 —-0.6 0.1
Aplicacion al tensor E_,i]. P XYZP. = (—0.6 3 0.5) y al plano definido por el vector ug = i+3j-2k.
T Nor 05 2

A partir de la expresion general (3.3-7), o de la simplificada (3.3-4), las componentes cartesianas del
esfuerzo en el plano (no se hace referencia explicita al punto en el que se determina el esfuerzo), a las

que llamaremos (Gy,xs, Tyrxrs Tzrxr), SON

Oxx Txy Txz >

(erxt Tyrxr Tzlxr) = (COS (enX’PlY"X) Ccos (enX’Plz"X) CcoSs (enY’Plz"X)) (Tyx Oyy Tyz
Tzx  Tzy Ozz

1 -06 01
=(1/N14 3/V14 —2/\/ﬁ)<—0.6 3 0.5)=(—0.27 1.98 —0.64)
01 05 2

Por otro lado, las componentes normales y de corte del esfuerzo en el mismo plano se determinan

mediante (3.3-5) y (3.3-6), respectivamente

. . 1 . . . .
Gy, = {—0.27i + 1.98) — 0.641(}“—: = 75 (=0.27i + 1.98] — 0.64k}{i + 3j — 2k} = 1.86

[uol

Ty = {(stressxlne)i + (stressy‘ne)j + (stresszlne)k} —{—0.27i + 1.98j — 0.64Kk}
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Problema 3.4

Demostrar que el tensor de esfuerzos es simétrico.

Respuesta:

Oxx Tyx Tzx
Txy Oyy Tzy| el tensor de esfuerzos en el punto P,, centro de un pequefio cubo de
Txz Tyz Ozz

Sea &

ijPy

lado dl,, Figura 3.4. Como Ax, Ay y Az tienden a cero para el calculo de esfuerzos en el punto, los pares
de esfuerzos en caras opuestas del cubo (no necesariamente los mismos) tienden a ser iguales en el

limite pues se refieren al esfuerzo en un mismo plano. Asi,

Oxx,BFGC = Oxx,AEHD; Gyy,ABCD = Oxx,EFGH, Yy G22,DHGC = Oxx,AEFB
Txy,BFGC = Txy,AEHD y Tzy,BFGC = Tzy,AEHD,
Tyx,ABCD = Tyx,EFGH Yy Tzx,ABCD = Tzx,EFGH
Txz,DHGC = Txz,AEFB Yy Tyz,DHGC = Tyz,AEFB
|
E T Oz F
! [
S S
A L4 ¥
1 \ B
1 Tyz
Txz T Oxx
i X
Oyy ¥X Tl p, .
—_— 44—+ | + —p
- i‘r/yx Oyy v
Oxx ' T
x| Xy Txz
Tyz !
X |
H. G
s
T Ty Ty
D i IS
Ozz
dl

Figura 3.4. Distribucidn de los esfuerzos en un cubo infinitesimal

Ademas, el equilibrio del cubo impone que el momento total de todos los esfuerzos de corte debe ser
nulo (las fuerzas normales, si estan regularmente distribuidas no causan momento). Esta condicion

aplicada a cada eje del cubo da como resultado

Axis OX: Tyz = Tay,
Axis OY: Txz = Tax
Axis OZ: Tyx = Tyy
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En definitiva, el tensor de esfuerzos es un tensor simétrico y, merced a esta importante propiedad,
dicho tensor puede ser relacionado con tres ejes principales de esfuerzos en los cuales no existen
tensiones de corte, esto es, en los planos principales normales a dichos ejes sélo existen esfuerzos
normales. Para cualquier tensor de tensiones con esfuerzos de corte no nulos referido a un punto del
solido, es siempre posible elegir un sistema de referencia (cuyas direcciones son los ejes principales de
tensiones) para el cual el tensor de tensiones se reduce a un tensor diagonal cuyos valores son las

tensiones normales sobre planos normales a dichos ejes.

Si el elipsoide degenera en una esfera es facil demostrar que no existen esfuerzos de corte en ningun
plano (ver el siguiente problema) y los esfuerzos normales tienen el mismo valor en todos las
direcciones. En general, como el tensor de tensiones puede cambiar de un punto a otro del cuerpo,
para describir el estado tensional del cuerpo en todos sus puntos se requieren nueve funciones de las

coordenadas, que se reducen a seis independientes por la propiedad de simetria del tensor.

Problema 3.5

Estudiar el campo tensorial de un pieza esférica de radio R (de plastico, metal, suelo granular, o de
cualquier otro material) sujeta a una presion uniforme en su superficie, p,. éComo seria el tensor de
esfuerzos si el material fuera un fluido ideal o viscoso? Piense que la presion se aplica envolviendo el

material con una delgada capa de goma. Se desprecia el peso del material.
Respuesta:

La solucion requiere un poco de reflexion y algunas matematicas. Para el caso de un material liquido
(ideal o real) en reposo, como éste no soporta esfuerzos de corte en equilibrio (el fluido ideal en
movimiento tampoco soporta esfuerzos de corte), la Unica componente de presién en cada punto es
la normal; y como se desprecia el peso del fluido, la presidn en su interior es la misma en todos los
puntos. En consecuencia, el tensor de tensiones es diagonal con 6,=G,,=G2=p,. Si el material es un
sélido, para determinar el esfuerzo en cualquier plano de simetria, cortaremos la esfera en dos parte
iguales, Figura 3.5a, y escribiremos las ecuaciones de equilibrio de la semiesfera superior. Para mas

comodidad trabajaremos con coordenadas esféricas.

Tomemos una superficie infinitesimal (dSge)1) alrededor del eje OZ, de espesor (arco) R(dO) y radio r

=R cos(0), para la que
dSShell = ZTEI‘R(dG)
La fuerza sobre esta superficie debida a la presion exterior, dirigida por simetria hacia el centro de la

esfera, viene dada por

dFdS = PodSshen Ur = 27 porR(d0) u,

shell

51



Capitulo 3. La matriz de esfuerzos. Transformaciones

N o/
~ ~ Ty
7 x v
B ~ ™~
/ \
y
Tcxoy
Figure 3.5a. Esquema fisico y superficies infinitesimales
siendo su componente vertical
dFgs, .z = 27 PorR(d6) sin(0) = 21 p,R? sin(6) cos(0) (d0) = m p,R? sin(20) (d6) (3.5-1)

Podemos olvidarnos de su componente horizontal, dFdSshell' ya que para cada tramo dentro de dSgpen
existe un tramo opuesto de igual tamafo cuyas componentes horizontales de fuerza se compensan; la
consecuencia es que la componente horizontal neta de la fuerza en cada rodaja superficial dSgpe); €S
nula. La componente vertical Fgs, ., , de cada rodaja, sin embargo, debe ser equilibrada por la fuerzas
(dFgs,,..z) causadas por la tension normal en la corona circular de la base de la semiesfera, de
superficie dSp,se (dSpase €S la superficie proyectada por dSge); Sobre la base), Figura 3.5b. Esta fuerza

vale

dFgs,,..z = OxxdSpase = Oxx@Sshen SiN(O) = o, R? sin(20) (d6) (3.5-2)
Igualando las ecuaciones (3.5-1) y (3.5-2) resulta

Oxx = Po

Asi, el esfuerzo en la base de la semiesfera es uniforme y del mismo valor que la presién exterior. Como
la solucién no dependen de 6, el corte de la esfera por cualquier seccidn maxima (cualquier diametro)

da la misma solucidn. En sintesis, el tensor de tensiones en cualquier punto interior de la esfera viene

dado por
Po 0 O
<tﬁj,cualquier punto de la esfera = [ 0 Po 0 ]
0 0 po
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N 7 —

N e B e ~
Thoy — P :/

R — < TV

Figura 3.5b. Equilibrio de la semiesfera y corte por una seccién no diagonal

En efecto, la afirmacidn anterior es cierta merced a que todos los puntos interiores de la esfera estan
contenidos en algun plano diagonal, un razonamiento simple y directo que justifica tal afirmacion.
Podriamos trabajar sobre un corte de la esfera por un plano arbitrario que no contenga una diagonal,
Figura 3.5b, y repetir los calculos anteriores para demostrar que la presion en cualquier punto de la
superficie de separacidn es también p,; pero éste seria sin duda un trabajo mas dificil que ha sido

evitado (como ocurre con frecuencia) con razonamientos sencillos.

Problema 3.6

Representar un plano arbitrariamente orientado que contenga el punto O para el cual el tensor de
esfuerzos es diagonal con c=0G,,=0,,. Demostrar que los esfuerzos en dicho plano son también
normales. A diferencia del ejercicio anterior, estudiamos un escenario mas simple, ya que hacemos
referencia a un punto en particulary no a todos los puntos de cuerpo. Sin embargo, usaremos de nuevo
conocimientos matematicos basicos, y sencillos razonamientos fisicos, para justificar la afirmacidn del

enunciado.
Respuesta:

La Figura 3.6 muestra un plano m arbitrariamente orientado alrededor del punto O y que contiene
dicho punto. El equilibrio del prisma OABCD requiere que la fuerza que actua sobre el plano 7 sea igual

y opuesta a la suma de las fuerzas que actuan sobre las caras AOB, AOC y BOC.
Las fuerzas individuales sobre estas caras son

= - ab -

FSAOB = OxxSaoBi = 7Gxxl

_ . _ac . _ ac -
FSAOC = nySAOC] = 7ny] = 7(7)()(]
= bc bc
FSAOB = GZZSBOC k= TGZZk = 7Gxxk

y la resultante de ellas

= Oxx . .
RS, 05+Sa0c+Ss0c = 5 (abi + acj + bck)

53



Capitulo 3. La matriz de esfuerzos. Transformaciones

Para demostrar que esta resultante es perpendicular al plano © construiremos en primer lugar un
vector perpendicular a este plano a partir de los vectores Vg,: (ai — bj) y ¥gc = (ck — bj); por

ejemplo, el producto vectorial de ambos vgaAVac:

i j k
VparVge = (ai — bj)A(ck — bj) = (a -b 0) = —bci — caj — bak
0 -b ¢

plano paralelo al

Figura 3.6. Plano arbitrariamente orientado en torno a O

De este modo, los vectores ﬁSAOBJrSAOCJrSBOC y VgaAVgc son paralelos (aunque de sentido opuesto).
Como la fuerza debida al esfuerzo total sobre 7 (AFx) debe equilibrar (en el limite a—0, b—0y c—0)

las fuerzas sobre las otras caras, podemos escribir

AF; = — Rs, 5+Sa00+Ss0c = —% (abi + acj + bck)

pero AF,, con uy el vector unitario normal al plano 7, se define también como
AF; = 6;SapcUp

de modo que sustituyendo la superficie

SaBc= % |[VgaAVgc | = |bci + caj + bak|

en las ecuaciones anteriores de |AF,| y |§SAOB+SAOC+SBOC , resulta

cn% |bci + caj + bak| = Gzﬂ |abi + acj + bck|
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Cuya solucion da, como se esperaba,
GT[ = GXX

La independencia de la orientacion del plano = significa, en efecto, que el esfuerzo el cualquier plano

que contenga el punto O sélo tiene componente normal.

3.2. La matriz de cambios entre sistemas de referencia cartesianos
3.2.1. Transformaciones entre versores de sistemas ortogonales cartesianos de diferente orientacion

Sean Sx;X,X3 ¥ Sx1X5X5 dos sistemas ortogonales con el mismo origen y diferente direccién espacial,

ysean {e;} = {e, e, e;}y{e;} = {e], e}, es} sus respectivos vectores unitarios, Figura 10.

FiguralO. Sistemas cartesianos ortogonales y sus vectores unitarios

Denominemos Qj;s_,s al simbolo matricial que representa los cosenos directores de los angulos que
forman los ejes x| y x;. Advierta que el angulo formado por cualquier par de ejes x; y x; se extiende al
intervalo [0,7] rad por lo que COS(Xi’, X]-) es un numero positivo o negativo. También, note que el angulo
que definen cualquier par de ejes que se cruzan, uno en el sistema x; y otro en x;, puede definirse

mediante dos angulos suplementarios,  y 2n-f3, que tienen el mismo coseno en valor absoluto.
En general, cos(x;, x;) # cos(x],X;), ya que el par de ejes x{ y x; no tienen nada que ver con el par xj
y X;; por ejemplo, el par x;1-X, es diferente del par x5-X;. Asi, Qijs—»s €s, en general, una matriz que

no es simétrica ni antisimétrica.

Escribimos
cos(x,X;) cos(xy,X,)  cos(xq,Xz) Qi1s5s' Quzsss' Quzsos!
Qijsos = cos(x],x;) = [ cos(x},x;) cos(xy,x;) cos(xy,x3) | = Qarsos’ Qazsos’ Qassos
cos(x3,X;) cos(x3,Xz) cos(x3,X3) Qa1s5s’ Qazsss’ Qazsos?
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Usando las componentes de Qjjs_,s', s inmediato expresar las componentes de los unitarios del
sistema Sx{x5x3, {e], e}, e5} en términos de los vectores del sistema Sx;X,X3, {€;,e,,e3}. Estas

relaciones vienen dadas por

e; = cos(xy,X;) € + cos(xy,X;) €, + cos(xy,X3) €3 = Qqq5,57€1 + Q25 ,57€2 + Q35 ,57€3

e; = cos(Xp,Xq) €1 + cos(Xp,Xp) €, + cos(xp,X3) €3 = Qay5,57€1 + Qazs5,57€2 + Q35 ,57€3
€3 = cos(X3,X1) €; + cos(X3,X;) €, + cos(X3,X3) €3 = Q315 ,57€1 + Q3z5 ,57€, + Q335,57€3
o bien por

Y Qi1s5s Qizsss Qizsss') /eq

e, | =1 Qasss’ Qazsss' Qazsos || €2

e; Qz155s" Qazsos’ Qazsos’/ \€3

En notacion indicial e; = Qij,s—>s'€j- De la misma forma, los unitarios {e1, e,, €3} pueden expresarse
, . ’ I .
en términos de los vectores {e}, e}, e5}:

e; = cos(xy,x7) €] + cos(xy,Xp) €, + cos(Xy,X3) €3 = Qq1 5 ,5€1 + Qia5 ,5€5 + Qi35 ,5€3

e, = cos(Xp,X1) €] + cos(xp, Xp) €; + cos(xz,X3) €3 = Quy57 551 + Q257 5€2 + Q357 ,5€3
e; = cos(x3,X1) €] + cos(Xz,X;) €, + cos(X3,X3) €3 = Q315 ,5€1 + Q3y57 ,5€7 + Q3357 ,5€3
Pero como

cos(xq,x1) = cos(x1,X1)
cos(Xy,X5) = cos(X5,X1)
cos(xq,X5) = cos(xj,Xq)
cos(xy, x1) = cos(X1,Xy)
cos(xy, x3) = cos(xX3,X5)
cos(x,, x3) = cos(x3,X,)
cos(x3,x1) = cos(x1,X3)
cos(x3,x35) = cos(x3,X3)

Q11,S’—>S = Q11,S—>S’
Q12,s’as = Qz1,s»s’
Q13,s’as = Q31,s»s’
Q21,s’»s = Q12,s»s’
Q225555 = Q2255
Q235555 = Qaz 55
Q31555 = Quz s
Q32,S’—)S = Q23,S—>S’
Q33,S’—)S = Q33,S—>S’

L R R V (a

cos(x3, X3) = cos(x3, X3)
podemos escribir
_ ! ! ’
e; = Q15551 + Qaisssr€z +Q3q5 5,573
— ! ! I
e; = Qiz5,57€1 + Qaz5,57€2 + Q325 ,57€3

— 4 ! I
e3 = Q35,571 + Qa35,57€2 + Q335 ,57€3

— ! .z ..
0, €; = Qjjs_s’ €j- En notacion matricial

T
e, Qll,S—)S’ Q21,S—>s’ Q31,S—>S' 8'1 Qll,S—>S’ Q12,S—>S’ Q13,S—>s’ e'1
e | = Qizsss’ Qazsss’ Qazsos || €2 | =1 Qausss’ Qazsss’ Qazsos e
€3 Quizsss’ Qazsss’ Qazsos’/ \e3 Q31555 Qszs5s’ Qszsos e;
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por lo que la matriz que se aplica a los vectores unitarios de Sx;x5x5, {€}, e}, €3}, para obtener los
unitarios de Sx;X,X3, {€;,€,, €3}, es la traspuesta de la que se aplica a los unitarios de Sx;X,Xs,

{e,, e, 3}, para obtener los unitarios de Sx;1x5x3, {e7, e5, e5}.

En notacidn matricial estos resultados se denotan como €{ = Qjjs_,5'€j Y €; = Qjis_,s’ €]

Las matrices Qjjs_,s' Y Qjiss’ Se relacionan pues en la forma

T
Qjis»s’ = (Qij,S—>S’)

e, Qiisss’ Quzsos’ Quzsos' reg
Sustituyendo ahora el valor de [ €2 | en la expresion | Qz15 557 Q22555 Q23555 || €2 | resulta
€3 Q31555 Qazsss’ Qazsos’/ \€3
e] Qiis5s’ Quizsss' Quzsos'\ /Quisss' Qaisss' Qsisos) [ef
e; | =1 Qaisss’ Qazsss’ Qazsos || Quzsss’ Qazsss’ Qazsos' || e)
e; Qs155s" Qazsss’ Qsazsss’/ \Qizsss' Qazsss’ Qazsos’/ \e3
Una ecuacion que solo se satisfice bajo la condicidn:
Q11,s»s’ Q12,s»s’ Q13,s»s’ Q11,s»s’ Q21,S»S’ Q31,s»s’ 1 0 O
Q21558 Qazsss’ Qazsss’ || Quzsss’ Qazsss' Qazsss' |=(0 1 0 (14)
Q31,s»s’ Q32,S»S’ Q33,s»s’ Q13,s»s’ st,s»s’ Q33,s»s’ 0 0 1

(0]

2 2 2
(Quisos) + (Q12,s»s’) +(Quzsss) =1

Q11,555 Q21,558 + Q12555 Q22555 + Qi3555'Qa3 555 =0
Q11,555'Qa1,55s + Q12555 Q3255s" + Quzs55'Q3z555 =0
Q21,555'Q11,55s" + Q22,555 Q12,555" + Q23555 Q23555 =0

2 2 2

(Qz15557) + (Quzsss)” + (Quasos) =1

Q21,555 Qz1,55s" T Q2255532555 + Q23,555 Q3z 555 =0
Q31,555 Quisos’ + Qazs5s'Quizss’ + Q33555 Qizssr =0

Q31,555 Qa1,s5s' T Q32555'Q2z,55s' T Q33,555 Qazsss' =0
2 2 2
(Q31,5—>S') + (Q32,5—>S’) + (Q33,S—>S’) =1

Las matrices que satisfacen las condiciones anteriores reciben el nombre de ortogonales; una matriz
Q.p, para la cual se cumple Q. (Qap)" = dj; se dice que es ortogonal. Todas las matrices que expresan

las transformaciones de coordenadas entre dos sistemas cartesianos ortogonales de diferente
orientacién son ortogonales. Las condiciones anteriores se simplifican a ‘Qj;s_,5'Qkis—s’ = Jii’, una

expression Util para comprobar la condicion de ortogonalidad de una matriz.
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Finalmente, tomando el determinante de ambos lados de la ecuacién (14), y como
T

det[Q; s ,s'] = det[Qijs 5]

las dos posibles soluciones son

det[Qys5] = +1

Otra condicién para comprobar la ortogonalidad de una matriz conocida.

3.2.2. Como transformar las componentes de un vector dado de un sistema de coordenadas

cartesianas a otro con orientacion especial diferente

Volvamos a la figura 13. Qjs_,s' ¥ Qjis»s’ = (Qjjs7—,s) son las matrices de transformacion entre dos

sistemas de coordenadas; recuerde que Qj;s_,s' ¥ Qjis_,s’ SON Matrices ortogonales que satisfacen la
. T

relacion Qjis_,s' = (Qi]’,s—>5’) .

Un vector cualquiera v puede expresarse en términos de cualquiera de los sistemas:

V=v.e; +vye,+ vie; =vje (15)
vie (16)

vV =vie; +viye, + vies
Sustituyendo e; = Qjis_,s’ €] en (15)

!

V =vie; = viQjis_s'€ (17)

Y usando (16) en la forma V = v/e;, resulta v/e; = v;Qj;s_,s'€;, 0

Vi =ViQjis s’ (18)
De forma similar, sustituyendo e; = Qijs—s'€j en (16)

V=vie; = viQjjs,5'€ (19)
y usando (15) en | forma v = v;e;, resulta

vj = ViQijs s’ (20)

Las expresiones (18) y (20) son las reglas de transformacion de las componentes cartesianas de
cualquier vector bajo un cambio de sistema de coordenadas. Desde luego, mientras un vector siempre
retiene el mismo mddulo y orientacion, sus componentes cambian al hacerlo el sistema de referencia

desde el que se observa.
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Problema 3.7

La matriz Qjj5_,s' que permite expresar los vectores unitarios {e{} del sistema cartesiano Sxix;x3 en
términos de los vectores unitarios {e;} del sistema original Sx;X,X3, asi como determinar las
componentes de cualquier vector en el sistema Sx1x5X5 en términos de las componentes del sistema

original, viene dada por

1 0 0
Qisos =0 2/V5 1/45
0 1/¥5 -2/V5

i) verificar que Qjjs_,s’ €s una matriz ortogonal,
ii) determinar las dependencias entre los vectores {e;} y {e;}, y viceversa,

iii) determinar las expresiones de los siguientes vectores en el sistema Sx]x3X5:
e, — e, 3e; — 3e,,2e; + e; —3e;ye; + e, +e;

Repetir los calculos para la matriz de transformacion

0 —1/N2 1/V2
Qijs»s =1 1 0 0
0 1/V2 1/V2

Respuesta:

i) La matriz es ortogonal si Qij,s—>s'(Qij,s—>s')T = §;;. En efecto,
1 0 0 1 0 0 \"
T
Qijsos(Qjsos) =(0 2/V5 1/V5 |[0 2/v5 1/V5 | =

0 1/4/5 =2/V/5/\0 1/7/5 -2/v5
1 0 0 1 0

0 10 0
=(0o 2/45 1/V/5 ||0 2/V5 1/45 =(0 1 0>=5“
0 1/4/5 -2/V5/\0 1/V/5 -2/45 0 0 1

. T . . .
ii) Como Qjjss = (Qii,sﬁsz) = Qjis—s', las dependencias entre {e{} y {e;}, y viceversa, vienen

dadas por
e 1 0 0 e
e = Qijsos'g = e, |=(0 2/V5 1/V5 <e2>
e} 0 1/V5 —2/5/ \es
e] 1 0 0 e;
e = Qjiss' €] = e, |=(0 2/V5 1/V5 <e2>
e} 0 1/V5 —2/5/ \es
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1

= _ _ . [ 1 _

i) Las componentesde V= e; — e, = (—1) en el sistema Sx3X;X3, Vj = v;Qj; 55, son:
0

v 1 0 0 1 1
vy l=(0 2/V5 1/45 <—1>= —-2/V5
v4 0 1/4/5 —2/V5/\0 -1/4/5

obienV = vie] + vye, + vie; = e} —2/V5e, — 1/V5 e}

3
mientras que las de v = 3e; — 3e, = (—3) son:
0

Vi 1 0 0 3 3
vi|=10 2/V5 1/V5 <_3>= -6/V5
V3 0 1/V5 —2/V5/\0 -3/V5

3 1

obien, Vv = 3e} — 6/V/5 e}, — 3/V/5 e}. Advierta que como (—3) es tres veces <—1>, la componentes
0 0

del primer vector en Sx;x5X5 son también tres veces las del segundo vector.

2
Componentesde Vv =2e, + e, —3e; = ( 1 )en Sx1X5X5:
-3

Vi 1 0 0 2 2
vy|=[0 2/V/5 1/45 ( 1 ) =|-1//5
\& 0 1/V5 —2/V5/\-3 7/V5

obienv = 2e; —1/V5e, +7/V5 e}

1
Finalmente, las componentesdev =e; + e, + e; = <1 en Sx;x5x5 valen:
1

Vi 1 0 0 1 1
vyl=(0 2/V/5 1/V5 <1>= 3/V5
vh 0 1/4/5 —2/V5/\1 -1/V5

obienv = 2e} +3/vV5e, —1/V5 e}

0 —-1/v2 1/42
En cuanto a la matriz de transformacién Qij,S—>S’ =(1 0 0
0 1/V2 1/V2

i) Se trata asimismo de una matriz ortogonal,
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1 0 0 1 1 0 1 0 0
Qij,SaS’(Qij,SaS’)Tz 0 2/¥5 1/V5 |[-1/V2 0 1/¥2 =(0 1 0)=8i]-
0 1/¥V5 -2/V5/\1/N2 0 1/V2 0 0 1

- T . . .
ii) Como Qijs»s' = (Qijss’) = Qjiss, las dependencias entre {e{} y {e;}, y viceversa, vienen

dadas por

e] 1 0 0 e;
e = Qijs,5'€ = e, 0 2/V5 1/V5 <e2>
A 0 1/V5 —2/45/ \es
e] 1 0 0 e;
e = Qjiss' €] = e, 0 2/V5 1/V5 <e2>
e} 0 1/V5 —2/V5/ \es

1
iii) Las componentes de Vv = e; — e, = (—1) en Sx;X;X3, Vi = ViQjis,g', SON:
0
' 1 0 0 1 1
ul={o 2 118 <_1> _ (=245
v} 0 1/¥5 —2/V5/\0 -1/V5

V=vje, +vie, + vie; =ej —2/\5e, —1/V/5e}

3
mientras que las de Vv = 3e; — 3e, = (—3) en Sx;X3X5 son:
0
Vi 1 0 0 3 3
vy |=1(0 2/V5 1/V5 (_3> =|-6/V5
V3 0 1/V5 -2/V5/\0 -3/V5

conloque vV = 3e; — 6/V5e, —3/V5e;

3 1
De Nuevo, como <—3> es tres veces (—1 , las componentes de ambos vectores se mantienen en la

0 0
misma proporcion.

2
Las componentes de vV = 2e, + e, — 3e; = ( 1 ) in Sx1X5X5 0N
-3

4 1 0 0 2 2
vyl=(0 2/V5 1/45 ( 1 > =(-1//5
V3 0 1/V5 —2/V5/\-3 7/\5

61



Capitulo 3. La matriz de esfuerzos. Transformaciones

ConloqueV = 2e} —1/v/5e, +7/V5 e}

1
Finalmente, las componentesdev =e; + e, + e; = (1 in Sx1X5X3 son:
1

Vi 1 0 0 1 1
vyl=(0 2/V5 1/V5 <1>= 3/V5
v4 0 1/4/5 —2/V5/\1 -1/V5

asi,v=2e, +3/V5e, —1/V5¢e;}
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Capitulo 4

Esfuerzos en geotecnia. Circulo de Mohr

4.1. Los esfuerzos en mecanica de suelos

Como hemos dicho, conocidos los esfuerzos en un plano pueden determinarse los esfuerzos en
cualquier otro plano en funcién de ellos y de la orientacion (geometria) del nuevo plano respecto del
primero. En problemas 2-D esta relacién se deduce graficamente mediante el circulo de Mohr, una
herramienta, obtenida por Culmann en 1866, y desarrollada en detalle por Mohr en 1882 de quien

recibio su nombre.

4.2. Problemas 2-D. Circulo de Mohr

La Figura 11 muestra un elemento (2-D) cuadrado sujeto a un sistema de fuerzas generalizado.

0
\LGZ
B 7Y C
rsz
Gy% <— Oy
Tyz
A N — D
[
Oz
zZv

Figure 11. Elemento cuadrado bajo un sistema generalizado de fuerzas 2-D
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Capitulo 4. Esfuerzos en geotecnia. Circulo de Mohr

Recuérdese que, segln el criterio de signos y simbolos en geotecnia:

e  Tjactua en la direccién del segundo subindice (eje OY), sobre la cara normal al eje asociado
al primer subindice (eje OX).

e Los esfuerzos de corte que causen un giro potencial en sentido contrario a las agujas del
reloj son positivos,

e los esfuerzos de compresion son positivos, y

e los esfuerzos de corte en caras perpendiculares son iguales en valor absoluto (Ty; = -T4).

Problema 4.1 (placa bajo esfuerzos normales)

La Figura 4.1a muestra un escenario simple de esfuerzos de compresién en un elemento rectangular
2-D. Se quiere determinar los esfuerzos sobre un plano mg (plano normal a Y’OZ’), inclinado un dngulo

6 sobre la horizontal, en funcién de G,y y G..

X

Qo

Figura 4.1a. Placa rectangular (2-D bajo esfuerzos de compresion en sus superficies laterales

Respuesta:

Es el escenario 2-D de mayor simplicidad, sean a, y b, los lados de la placa de propiedades elasticas
homogéneas, Ax su espesor constante (por simplicidad tomaremos Ax=1), y Gy, Y G, los esfuerzos
normales que actuan perpendicularmente a sus superficies laterales (direcciones OY y OZ), Figura 4.1b.
Se ha localizado el sistema de referencia con el origen en el centro de la placa y planos paralelos a sus
caras. Las lineas QY y OZ son ejes principales de esfuerzos ya que no existen tensiones de corte sobre
las caras normales a estas lineas. Desde luego, OX es también un eje principal de esfuerzos sobre el
que actua un esfuerzo normal nulo. De las ecuaciones de equilibrio aplicadas a las dos piezas de la
placa que resultan de cortarla por secciones paralelas a XOY, XOZ e YOZ, se deduce que los Unicos
esfuerzos en cualquier punto de la placa que acttan en planos paralelos a los anteriores son también
Gyy, Oz Y Oxx(=0), respectivamente. Para encontrar el esfuerzo que actua sobre el plano 7y de la Figura
4.1b, con o, Y T, los esfuerzos normales y de corte sobre g, escribamos las condiciones de equilibrio

de la cufia de seccién CDM.
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E F
A§ A Sn, Or,
) 3N ) GW:M ////// 6W%M ‘Cnu\
/ G - 0 = — 0
K c c
B ] C

Figura 4.1b. Plano my y fuerzas sobre la cufia limitada por esta seccién

Advierta que el sentido del esfuerzo de corte 1 que actua sobre la superficie de la cufia depende del
sentido del momento del resto de la fuerzas y es opuesto al mismo; para evitar los complejos calculos
de estos momentos podemos seguir un razonamiento légico: i) si 6,>Gyy, cualquiera que sea la
geometria de la placa, la parte (el trapecio) superior se mueve hacia la derecha mientras que la parte
(el triangulo) inferior lo hace hacia la izquierda, esto significa que el esfuerzo de corte sobre la
superficie MC se dirige hacia abajo del plano; ii) Por el contrario, si 6,,<G,y, la parte superior de la placa
se mueve hacia la izquierda y la parte inferior hacia la derecha, de modo que la tensién de corte sobre
la superficie MC se dirige hacia arriba del plano. En la Figura 4.1c, para la que se asume que G;;>Gyy,
se detallan las fuerzas que actuan sobre las caras de la cuiia y sus descomposiciones en las direcciones
de los esfuerzos oy, y 1, Tanto las longitudes como los valores de estas fuerzas se muestran en la

figura.

% cosO
Tr,
Gyy'aosend M \
/ o
w5 I %
q_sen‘d _—
Oyy' @0 o5 0 ?P
Gyy'a0-tgo ® 0
D C
do
f f
0
Gzz:do

Gz2:A0-COSO
AN

2)

\
Gzz-20-5€N0O

Figura 4.1c. Plano e y fuerzas sobre la cufia limitada por esta seccién

El equilibrio de fuerzas en la direccién de c,, permite la determinacion directa de estos esfuerzos en

funcién de 6,y oy:
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Capitulo 4. Esfuerzos en geotecnia. Circulo de Mohr

. sin%(0)

Ory oate) = 072 20€05(0) + Oyy a0 Lo

o bien

Gne =0, COSZ(e) + ny Sinz (9) (41-1)

mientras que en la direccion de 1., proporciona los valores de este esfuerzo:

a, . .
T ros(e) — 0% a,sin(0) + oyy a, sin(0)

o bien

Tn, = Oyz5in(0)cos(0) — oy sin(0)cos(0) = % (GZZ — Oyy )sin(ZG) (4.1-2)

Problema 4.2 (placa bajo esfuerzos normales)

Para la Figura 4.13,
i) encontrar el dngulo 6, para el cual 1, tiene el maximo valor; écudl es el valor de o, para 0

Tmax *

ii) éExisten otros planos en la placa (no necesariamente perpendiculares a YOZ) para los cuales el

esfuerzo de corte es mayor que el determinado en el apartado anterior?

Respuesta:

Sobre los planos perpendiculares a YOZ la tension de corte (Problema 4.1) viene dada por 1., =
G4 5in(B)cos(0) — oy sin(0)cos(0) = % (GZZ — Oyy )sin(29). El valor maximo ocurre cuando

sin(20) = 1, de modo que

0., =452 or n/4 rad

TOrmax % (022 — ny)

Advierta que ty_  se mantiene constante siempre que la diferencia entre la tensién normal y la de
max

cote se mantenga, aunque sus valores individuales aumenten o disminuyan en una misma cifra. Para
0

considerablemente (sin cambiar tq__ ) cuando o, y 6,y aumenten o disminuyan (el mismo valor). Sin
max

1
—450 i == . —

tmax =402, S€ tiene Oyge = 5 (GZZ + oyy ) de esta forma el valor o5 = %, .. puede crecer

1 ‘o . . .
embargo, 2 (GZZ - cyy) es la maxima tension de corte sélo en planos perpendiculares a YOZ. En
. . . o, O; .

planos perpendiculares a XOZ y XQY las tensiones maximas de corte son %y %, respectivamente.
Esto es facilmente demostrable escribiendo el equilibrio de las fuerzas que acttan sobre las dos partes

de la placa cortadas por planos perpendiculares a XOZ y XOY (una tarea que se deja para el estudiante).

Los resultados son:
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Capitulo 4. Esfuerzos en geotecnia. Circulo de Mohr

i) si 6,, > oy la tension de corte maxima en la placa es % y se da en el plano normal a XOZ cuyo
vector (perpendicular al plano) esta 452 desviado de los ejes OX and OZ; bajo la misma condicién (G,, >
Gyy), la méxima tensién de corte en un plano norma a XOY cuyo vector de direccién esta 452 desviado
de los ejes OX y OY es %, y

T .2 7. G .
ii) sic,, < oyy latensién de corte méxima en la placa es% y se da en un plano normal a XOY, desviado

452 de los ejes OX y OY, mientras que la maxima tensién de corte en un plano normal a XOZ, desviado

452 de los ejes OXy OZ es % .

Problema 4.3 (placa bajo esfuerzos normales)

Estudiar los esfuerzos en el plano me de una placa 2-D bajo esfuerzos de compresién y traccidn
aplicados a los pares de caras opuestas de la misma, Figuras 4.3a y 4.3b. Siguiendo los pasos del
Problema 4.11, responda a las mismas cuestiones listadas alli. Compare los resultados finales entre los
escenarios de estos problemas. Para suelos bajos los esfuerzos descritos y valores crecientes de las

tensiones G,y Y 0z, éCudl de ellos rompera antes por efecto exclusivo de la tensién de corte?

vy
V2R Oyy
- ° —
S —
<~ — Y b
< b S —
/ Ax=1

X

Ao

Figura 4.3a. Placa rectangular 2-D bajo la accién de esfuerzos normales en sus superficies

Or,

Sr,
A
N B | my M \\\\\ M
1 <~
My Oy <— \ = Oy Tr
< 0 - < 0
HF<L4 2455 G

: e 0

D C

Figura 4.3b. Plano e y fuerzas en la cufia limitada por este plano

Respuesta:

Al no existir fuerzas de corte en las caras exteriores, las lineas OX, OY y OZ son ejes principales de
esfuerzos, como en el Problema 4.1. También, los Unicos esfuerzos en cualquier punto interior de la
placa, sobre planos paralelos a XOY, XOZ y YOZ, son Gyy, Gz, ¥ 0x(=0), respectivamente. 6, y T, son
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los esfuerzos normales y de corte sobre el plano me; el sentido de T, es hacia abajo del plano (la

direccidn contraria, hacia arriba, no permitiria el equilibrio de la cuiia, ino es asi!). La Figura 4.3c detalla
todas las fuerzas que actuan sobre la cufia y su descomposicion en las direcciones de 6y, Y Ty, .

Tr,
Gy 30-5€N0 M \ 0
/ Yy aD/COSO
sen’0 S
—

cosO 0
Gyy-ao-tgo 0

Oyy 3o

ao-tgh

Ao

0

Gzz-a
G12°80-COSO o
AN

<)

\
Gzz+d0:S€NO

Figure 4.3c. Diagrama de fuerzas sobre la cufia y su descomposicion

Las ecuaciones de equilibrio de fuerzas proyectadas en las direcciones o, y 1, , Figura 4.3c, permiten

la determinacién directa de estos esfuerzas en funcién de 6., y oyy:

o in?(6) .
S cose) = O a,c05(0) — oyy Ao Scl:s(e) o O, = 047 €05%(0) — oyy sin?(0)  (4.3-1)
o ) . 1 )
Try %(e) = 04, 2,5In(0) + oyy a4 sin(0) ) Tng =3 (o4 + Cyy )sin(26) (4.3-2)

La tension de corte maxima, que se da para Grmax=459 o /4 rad, vale

e =3 (G2 + Oy )

En contraste con el escenario del Problema 4.1, To, no se mantiene constante para la misma
max

diferencia entra las tensiones normales 6, y oy, pero su valor aumenta cuando crece cualquiera de

estas tensiones (G;; 0 G,y). También, 5 (GZZ + oyy ) es el valor de la maxima tensidn de corte en planos
Syy

2 ?
respectivamente. Asi, T €S la suma de las tensiones de corte maximas en los planos anteriores
(XOY y X0OZ). Para 0, =452, G450 = Gg

Ozz = Oyy Mientrasquecy = 0.

perpendiculares a YOZ; en planos perpendiculares a XOZ y XQY, la tensidn de corte maxima es Zzz y
2

1 .
= E(GZZ — Gyy ). En particular, para 6,, = oy, Tg

Tmax Tmax
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La respuesta a la ultima cuestién, ¢cudl de las muestras de las Figuras 4.1a y 4.3a rompera antes
basandose exclusivamente en el valor de la tensidén de rotura?, es ahora inmediata. Si las muestra
tienen la misma resistencia a la rotura, para valores crecientes de las tensiones G,y y G, romperd
primero la de la figura 4.3a. El criterio de rotura basado exclusivamente en el valor del esfuerzo de
rotura no es valido; como se sabe, la rotura se produce por una combinacién limite de esfuerzos

normales y de corte (criterio de Mohr-Coulomb).

Problema 4.4

A partir de los resultados de los Problemas 4.1y 4.3 en relacion con las soluciones de 6, y T, Figuras

. . G T . s
4.1ay 4.3a, y asumiendo que 6,,Gyy, estudiar los valores de Uﬂ y Gﬂ en funcién de 0 para cada
yy yy

escenario. En particular, considerar los casos 6, = 56y, G,; = 20yy Y Oz; = Gyy.
Respuesta:

Se deja como trabajo para el estudiante.

Problema 4.5

La Figura 4.5 muestra una placa 2-D de piedra blanda de cantera, de lados iguales de longitud I, y
espesor e,. Se aplican esfuerzos normales de tensién G,y y compresion G,; en las caras opuestas de la

placa segun las direcciones OY y OZ, respectivamente y se asume que Gy; > Gyy.

=
<
<
p=!
<
<

Oyy

(AN
W

P Tow

/Ax=1

»
X

Figura 4.5. Geometria del Problema 4.5

La prueba se lleva a cabo partiendo de un par de valores de tension, Gyy,ini Y Oz,ini, que aseguran que el
esfuerzo en cualquier plano de la muestra estd por debajo de la resistencia al corte de la piedra. Si el
fallo ocurre cuando el esfuerzo de corte en cualquier plano excede un valor umbral T, écuales son

los valores de oy y 65, en el fallo si:

i) 02, - Oy = ATy, i) O,1/0y = -ATy,
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donde Aty y At, son valores positivos constantes? Se trata de un criterio de rotura basico.

Aplicacién: I, = 100 mm, e, = 25 mm, T, = 0.65 MPa, At; = 1MPa, At, =1, 3 and 5 MPa.

Respuesta:
. _ . o
i) Con o, - Gyy = ATy, COMO Ty, tiene lugar para 0, = 459,
1 Aty

Tmaxg=sse) ~ 3 (022 — GYY) Tz
Asi,

. Aty ,
Sl Tlim 27 - la muestra no rompera

. At , )
sl Tlim < 71 g la muestra rompera para cualquier par de valores de 6,, y Gy

ii) Con ©,,/0yy = AT,, de nuevo, como Ty, SW da para 0;,.. = 45%

X

_ 1+Ar, | |

Tmaxg=ssey = ~ 5 |Oyy
Asi,

. 1+At, ¢
sl Tiim ZT |ny | - la muestra no rompera

. 1+At, .
si Tim<—— oy | — la muestra rompera
Aplicacion:

i) Para Aty = 1IMPa, como Tjim = 0.65 MPa > % = 0.5MPa, la muestra nunca rompera.
El esfuerzo normal en el plano de corte (6=452) estd dado por G, = Gy, cos?(0) — Gyy sin?(8) =

i (622 — Oyy )-

i) Para At, = 1, la muestra rompera para las tensiones |cyy | =0.65 MPa (oyy, =-0.65) y 5,, = 0.65 MPa.
Realmente estos son los valores limite de la rotura. Para At = 3, la muestra rompera para las tensiones
|ny | =0'2i5= 0.325 MPa (oyy =-0.325) y 6,, = 0.975 MPa. Finalmente, para At, = 5, la muestra rompera

para las tensiones |oyy | = 285 - 0.2166 MPa (Gyy =-0.2166) y G, = 1.830 MPa.

3

1

El esfuerzo normal que actian sobre el plano de rotura es 6, = 3 (0.65+0.65) = 0.65 MPa para At =

1, % (0.975+0.325) = 0.65 MPa para At; = 3, yé (0.2166+1.830) = 0.6498 MPa para At; = 5.

Al adoptar un criterio basico de rotura, ésta no depende del valor del esfuerzo normal en el plano de

rotura, lo cual no se ajusta al comportamiento real.
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Problema 4.6

¢Coémo influye el valor de la resistencia al corte de la muestra en el Problema 4.5? Aplicar a los casos
de resistencia: i) 0.2, ii) 0.5 y iii) 0.8 MPa.

Respuesta:

i) Para 6, - oyy = A1y, la muestra no romperd nunca si

Thim = % and |oy, [<0.2 (caso de resistencia 0.2 MPa),
Tiim = % and |ny |<0.5 (caso de resistencia 0.5 MPa), y
Thim 2 % and |ny |<0.8 (caso de resistencia 0.8 MPa).

ii) Para 6,,/Gyy = ATy, la muestra no romperd nunca si

1+A . .

Thim = % |ny | and |0yy |<0.2 (caso de resistencia 0.2 MPa),
1+A . .

Tim >~ |oyy | and |oyy |<0.5 (caso de resistencia 0.5 MPa), y
1+At, . .

Thim 2= — |csyy | and |0yy |<O.8 (caso de resistencia 0.8 MPa),

Aplicacion:

i) Para At; = 1MPa, la placa nunca rompera siempre que |ny |<0.2 (caso de resistencia 0.2 MPa),

|0yy |<0.5 (caso de resistencia 0.5 MPa), y |0yy |<0.8 (caso de resistencia 0.8 MPa).

i) Para At, = 1, la placa rompera para tensiones |cyy| =0.2 y 6,,=0.2 MPa. Para At; = 3, rompera
para tensiones |ny| = 0.325 y 6,, = 0.975 MPa. Finalmente, para At; = 5, la placa romperd para
tensiones |oyy | = 0.2166 y 6, = 1.830 MPa.

Problema 4.7

Asumir, en la muestra de los problemas anteriores (4.1 a 4.6), un plano débil de orientacién 0,,=302
inclinado respecto al eje OZ, cuya resistencia al corte es de 0.4 MPA. ¢ Como afecta la existencia de este
plano a los valores de oy, y G,; en la ruptura en el supuesto de que el criterio de rotura se base

exclusivamente en el valor de la resistencia al corte?
Respuesta:

La Figura 4.7 muestra el plano mg  en relacion con los ejes de aplicacién de las tensiones Gyy y Gz

La tensidn de corte en el plano my , (0,,=302 = 0= 602, medido desde el eje OY axis) es

Try =5 (622 — Oyy )sin(26) = 0.433(c,, — oyy )

71



Capitulo 4. Esfuerzos en geotecnia. Circulo de Mohr

G2

Figura 4.7. Orientacién del plano de esfuerzo débil

i) For At; = 1MPa,

Ty, = 0.433(0,, — oy ) = 0.433(Ary) = 0.433 MPa.

De nuevo,
. 1+At ,
sl Tiim 2~ 2 |ny | - la muestra no rompera
. 1+At .
si Tim<— oy | — la muestra rompera
Aplicacion:

i) Para At = 1MPa, como Tjim = 0.4 MPa, la placa no rompera siempre que |ny |<O.4 MPa

La tension normal que actua sobre el plano de corte (6=602) esta dada por

. 1004 12
Orggy = Ozz2 C05%(0) — Gy sin?(0) = S (T + T) = 0.2 MPa
1 (12 , 04

=2 (2+%) =02wmpa

G“e=150 2 4 4

. 0.8 L .
Para At; = 3, la muestra rompera para |0yy| == 0.2 MPa. La tensién normal que actua sobre el

plano de corte (0=602) esta dada por

Orgcy = Ozz C0S2(0) — oy sin?(0) = % (0.6% +0.2 %) = 0.15 MPa

1 3 1
Orporso = 3 (063 +0.25) = xx MPa

Finalmente, para At, =5, la placa rompera para |csyy | = %8 =0.1333 MPa.

= 6, c05%(0) — Gy sin?(0) = 3 (0.1333% +0.6666 %) =0.266 MPa

1 3 1
Crporso = 5 (01332 +0.66661) = 1.333 MPa

G“e:so
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Problema 4.8

En los problemas anteriores hemos trabajado con placas 2-D rectangulares sometidas a esfuerzos
normales en sus bordes, bien de compresion en todas ellos, bien de compresion y traccidn en pares
opuestos de bordes. Son esfuerzos principales y los ejes normales a sus planos de aplicacién, ejes
principales de esfuerzos. Recuérdese que la solucidn para los esfuerzos normal y de corte en cualquier
otro plano 1o cuya perpendicular es el resultado de girar el eje OZ (normal al plano de aplicacién de

G2z) un angulo 6 en sentido contrario a las agujas del reloj, Figura 4.8a, viene dada por

O, = Oz C05%(0) + oy sin®(6)

1 ;
Ty = 3 (622 — Cyy )sin(26)

Oyy Oyy

— = = P

lo | ——= ES B _—

= \0 < = | .- \® —_—
Oyy Oyy

Figura 4.8a. Plano me. Placas bajo esfuerzas de compresion (izquierda),
y de compresion y traccion (derecha)

i) Utilice relaciones trigonométricas para expresar las ecuaciones anteriores como funciones armdnicas
de 6, y represente las dependencias 6, = 6,,(0) y T, = 1,,(8). Comente los graficos para valores

significativos de los esfuerzos.
ii) Elimine 6 de las anteriores dependencias para encontrar la solucién o, = ‘P(‘Ene).

Respuesta:
Introduciendo las relaciones trigonométricas

1+cos(20)
2

1—cos(20)

cos?(8) = >

y sen?(0) =

en las expresiones de oy, Y T, €s inmediato deducir las dependencias armonicas buscadas:

Oy = i (czz + ny) +% (Gzz — Oyy )cos(29) (4.8-1)
Try = 5 (Ozz — Gyy )sin(20) (4.8-2)
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La Figura 4.8b muestra estas funciones para dos pares de valores 6, y Gyy : 65, =10y Gyy, =2 (a), Y G,
=10y oyy = -2 (b). Recuérdese que los valores positivos son de compresion y los negativos de traccion

de acuerdo con el criterio de signos.

Oro
Tro |
10
G 9= 06+4sen(20)
Tro = 65en(20) / ‘
] /
4
Tro = 4sen(20)
C.p =4+ 6sen(20)
6
0 1 2
\
-4
-6

Figura 4.8b Soluciones 6, = 6,(0)y T, = ‘rne(e) en placa 2-D bajo esfuerzos normales de
compresion. (a): o, =10, 6y = 2; (b): 64, =10, 5y, = -2

Advierta que mientras que las tensiones de corte siempre son siempre simétricas (de valor medio
nulo), las tensiones normales pueden ser positivas y negativas, aunque no necesariamente. Tiene
mucho interés el cociente entre las primeras y las segundas pues esta asociado al criterio de corte de

Mohr-Culomb como veremos en problemas posteriores. .

Finalmente, para encontrar la dependencia o, = \P(’Cne), elevaremos las ecuaciones (4.8-1) y (4.8-2)

al cuadrado y las sumaremos (recuerde que sin?(B) + cos?(B)=1). El resultado es

2 2
{Gne _% (G Oyy )} + 1,0 = {% (622 = Oyy )} (4.8-3)

En el plano o, (abscisa) te (ordenada), la ecuacion anterior define una circunferencia de radio r, =

1 . . + .
3 (GZZ—ny) y centro en el eje de abscisas en el punto (@ ,0), Figura 4.8c, llamado

circunferencia o circulo de Mohr.
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T (MPa)

G (MPa)

Figura 4.8c. Dependencia o, = \P(’Cne) para 6,; =10y Gyy = 6 (a), 65, =10y oyy =2 (b), 5,, =10y
Gyy =-10(c), 65, =10y Gyy, =-6 (d), y 5,5 =10, Gyy = -2 (e)

Cada punto de la circunferencia define el par (o, ;) relacionado con un valor particular de 6 que
corresponde a un plano particular 7g. El arco de circunferencia entre dos puntos define un angulo que
es el doble del angulo entre los planos asociados a los extremos del arco. Si vamos de un punto a otro
del arco en el sentido de las agujas del reloj, el plano referido al primer punto debe girarse en el mismo
sentido, la mitad del angulo definido por el arco, para obtener el plano correspondiente al otro

extremo del arco, y viceversa.

Problema 4.9

¢En qué cambian las soluciones del problema anterior si la placa es rectangular?
La solucién se deja como trabajo para el alumno.

Problema 4.10 (placa bajo esfuerzos normales y de corte)

Este escenario biaxial, mas complejo, esta formado por una placa cuadrada de lado |, y espesor unidad,

Figura 4.10a. Encontrar:

i) los esfuerzos normales y de corte sobre el plano 1o que resulta de girar un angulo 6, en el sentido de
las agujas del reloj, la base de la placa,
i) los planos my__ en los cuales la tensién de corte es cero (planos principales),
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iii) las tensiones normales en los planos principales, y
iv) los planos y_en os que tiene lugar la tensién de corte maxima.
max

o, y
sz,arriba Gy
B < C Ty

Tyz,izquierda E

T
yz,izquierda 4 . \
E Oy Oy 0
— P < 0 D
Oy

A T .
T a - Tyz,derecha 5 > zy,abajo
A 8 I --. D -~
—

Oz

Figura 4.10. Placa 2-D bajo un sistema de esfuerzos generalizado (izquierda).
Geometria y esfuerzos de la cufia ADE (derecha)

Respuesta:

i) De acuerdo con la descomposicion de esfuerzos que acttan en la pieza triangular ADE de la figura, la
condicién de equilibrio de las fuerzas sobre la cuiia da lugar a dos ecuaciones con dos incégnitas, Go y
t0. Proyectando las fuerzas sobre los ejes perpendiculares y paralelos a la hipotenusa DE, estas
ecuaciones son (advierta que hemos asignado sentido a las tensiones de corte de acuerdo con el
criterio de signos en geotecnia; asi, las tensiones de corte son positivas y T,,=T4):

1
Go coso(e)

lo
To cos(0)

= Gyglo c0s(0) + oyylotg(0)sen(0) + t,yl, sen(0) + 1y,1,tg(@)cos(0)
+ 04l sen(0) + 1y,l,tg(0)sen(0) = 1,1, cos(0) + oyyl,tg(6)cos(0)

o, reorganizando las ecuaciones

Oy = 0y, €05%(0) + oyy sen?(0) + 1,, sen(20) (4.10-1)
Ty = %(cyy — G,,) sen(20) + 1y, cos(20) (4.10-2)
ii) Los angulos de estos planos se deducen igualando a cero la ecuacién anterior,

27y

To = %(ny — G,,) sen(20) + 1y, c0s(20) = 0 = tg(20) = (4.10-3)

Oyy ~Ozz

Existen dos soluciones:
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_1 21y,
Oymoref-20z] =3 arcte (22)

Oyy —Ozz

_ l 21Ty,
62(r=0).E[+” Z] =z tg (cyy—szz)

2’2

Advierta que 20; + 20, = m, de modo que 0; + 0, = g; se trata de dos planos ortogonales definidos
por angulos complementarios. Ademas, la condicion de esfuerzo de corte nulo hace que my, y 7o, sean

dos planos principales de esfuerzo.

iii) El esfuerzo normal en estos planos principales se determina resolviendo la ecuacién (4.10-1) usando
(4.10-3). Partiendo de esta Gltima y de la relacién sen?(20) + cos?(20) = 1, tenemos

sen(20) = %
[(o22=0yy)" +472y?]
cos(20) = ——= %W

1/2
[(GZZ—ny)2+4 szz]

Con estas expresiones y las relaciones trigonométricas

COSZ(Q) — 1+cozs(26)
__ 1-cos(20)

sen?(0) 5

La ecuacion (4.10-1) da lugar a
Oy = Gy, c0s%(0) + oyy sen?(0) + 1,y sen(26) (4.10-4)

iv) Los planos o, . €N los que el esfuerzo de corte es maximo se obtienen derivando respecto a 0, e

igualando a cero, la ecuacion (4.10-3)

Tg = %(csyy - czz) sen(26) + 1y, cos(26) (4.10-5)
Haciendo uso de relaciones trigonométricas ya citadas, la solucion es

1/2
T, = 3{(0m — 0yy)” + 41,7} (4.10-6)

Tmax

Problema 4.11
Siga los pasos matematicos necesarios para derivar la ecuacién (4.10-4).
Respuesta:

La sustitucién de
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1+cos(20)
2

1-cos(20)

cos?(9) = >

y sen?(0) =

en la ecuacion (4.10-1) conduce a la relacion

1+c0s(20 1-cos(20
Gp = Oyy (%()) + oyy (%()) + 14y sen(26)

0, mediante manipulaciones, a

Gy = %(GZZ + ny) + %czz cos(20) — %cyy sen(260) + 1,y sen(20)

Ahora, haciendo uso de

27Ty, Gzz—Oyy

T 2z iz
[(GZZ—ny)Z+4TZyZ]

sen(20) = 7z Y €os(20) =

[(GZZ—ny)2+4 szz]

en la ecuacién anterior, podemos escribir

e ]1/2 - %ny[ 5 ]1/2 + sz[ s

1 1
Gy = E(GZZ + ny) + EGZZ 172

[(GZZ—ny)2+4sz2 (GZZ—ny)Z +41,,2 (czz—csyy)2+4rzy2]

o bien

1
1 ("zz—‘:’yy)z*“”‘73'22 2

2
Gg = i(czz +oyy) + % [(022-0yy)" +41, 2]1/2 - %(Gzz + GYY)ii [(GZZ —oy) 4123’2]
zZZ yy. zy

Esta expresidon proporciona dos valores de e, uno para el signo positivo de la raiz y otro para el

negativo. El mayor de ellos es el esfuerzo principal mayor, el otro el esfuerzo principal menor.

¢Cémo saber la relacion entre los angulos o planos definidos por

el(r=0),e[—§,+§] y 92(‘|:=0),e [+§ ,32—]1]

y los valores mayor y menor de c4? Es una cuestion que dejamos como trabajo al estudiante.

Problema 4.12
Siga los pasos matematicos necesarios para deducir la ecuacién (4.10-5).
Respuesta:

Diferenciando la ecuacién (4.10-3), 1y = ;(ny — 0,,) sen(26) + Ty, C0s(20), tenemos
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dg

1
o= E(ny - GZZ) 2 cos(20) — 21y, sen(20) =0

de modo que
tg(20) = % (4.12-1)
yz

De esta solucidon se deducen dos planos ortogonales, o, .o €N los que actua la maxima tension de

corte:

1 (ny—szz))

O mare|-242] T2 ATCtE ( 21y,

(oyy =0z ))

1
0 3] = = arct;
Z(Tmax)»€[+g.+7n] 2 8 21y,

Sustituyendo (4.12-1) en (4.10-3) se obtienen los valores de las tensiones de corte maximas:

1/2
] (4.12-2)

1 2 2
Tmax = 5 [(ny - GZZ) + 41,y

Advierta que la expresion anterior proporciona realmente dos soluciones matematicas del mismo valor
absoluto, las raices positiva y negativa del miembro derecho de la ecuacidn, valores que corresponden
al valor maximo y minimo del esfuerzo de corte que actta sobre planos ortogonales definidos por los
angulos 0y¢; ) Y 02(z,,, Y@ mencionados (qué angulo corresponde a cada tensién es un tema ya

trabajado por el estudiante en el problema anterior).

Desde el punto de vista fisico, el valor del esfuerzo de corte minimo es cero, asi que los anteriores
valores maximo (positivo) y minimo (negativo, pero del mismo valor absoluto) se interpretan como los
esfuerzos de corte que causan momentos (vectores axiales) en contra y a favor de las agujas del reloj

en un elemento infinitesimal del cuerpo.

Problema 4.13

¢Qué se puede decir (comparandolos) de los angulos relacionados con la tensién de corte maxima y
minima y los dngulos relacionados con los planos principales o planos de tension de corte nula?

E'+E] and 6
2 2

and 0

el(Tmax)»G[_ Z(Tmax)»€[+g.+%]

Oemorel£.4] 2]

2(1=0),e [+'E 5

Se deja como trabajo para el estudiante.
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Problema 4.14 (circulo de Mohr 2-D)

Encontrar la relacién entre 6,9 Y Tg como la ecuacién de una circunferencia cuyo centro estd en el eje
OX. Los ejes en que se representa esta circunferencia son el de tensiones normales (eje OX) y el de
tensiones tangenciales (eje OY). Expresar el centro y el radio de la circunferencia en funcién de las

tensiones generales aplicadas a caras opuestas del elemento, Figura 4.14a.

Oz y
sz,arriba

B e — c

Tyz,izquierda

E %
— B
G
v I - Tyz,derecha
0 -
A = D
Oz 1\ sz,abajo
P
z |o

Figura 4.14a. Esfuerzos generales 2-D sobre un elemento
Respuesta:
Sustituyendo (4.12-1) en (4.10-4) resulta

1 1
Ono =5 (GZZ + ny) =3 (GZZ - oyy) c0s(20) + 1, sen(20) (4.14-1)

De esta ecuacion y la (4.10-5), después de algunas manipulaciones matematicas se obtiene

2 2
[Gne - %(GZZ + ny)] + 192 = E (64 — ny)] + Tgy°

Escribiendo
d, =1 icién del del circul
0= E(GZZ +Gyy) posicién del centro del circulo
2
2 |2 _ 2 . ,
re = [2 (czz oyy)] + 14y radio del circulo

la expresién anterior adopta la forma mas sencilla
2 2 _ .2
[Gne - do] + 19" =T1g

que define la ecuacion de una circunferencia (llamada circulo de Mohr de esfuerzos) en el plano t-c,

de radio r, y cuyo centro esta sobre el eje ¢ a una distancia d, del origen, Figura 4.14b. Esta
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representacion recoge todo el estado tensional del cuerpo en el punto considerado que resulta de

reducir al limite el elemento de la Figura 4.14a.

Tmax

Ty

G2 O1

Figura 4.14b. Circulo de Mohr

La Figura 4.14c representa, sobre el circulo de Mohr dibujado a partir de los datos d, y r, las tensiones
del elemento de la Figura 4.14a, 6, Yy T, sobre las caras horizontales y oy y Ty, sobre las verticales.
Advierta que si partimos del punto definido por las tensiones en las caras horizontales, ,, y T,y (punto
P, de la figura), las tensiones sobre las caras verticales (resultado de girar las horizontales 902 en
sentido de las agujas del reloj) definidas en el punto P, Gy y Ty, Se obtienen girando P, 1802 sobre el
circulo (un dngulo 2 veces 909) en sentido contrario de las agujas del reloj (o en el mismo sentido, en
este caso, puesto que se trata de un angulo de 1802). En general, si giramos el plano AD de la Figura
4.14a un angulo 6 en sentido contrario de las agujas del reloj hasta el nuevo plano AE, las tensiones
sobre las caras AE vienen dadas por el punto del circulo resultado de girar P; un angulo 26 en sentido
contrario de las agujas del reloj, es decir por el punto D; de la Figura 4.14c, tensiones Gy 9 Y T1 9. POr
otro lado las tensiones sobre sus caras opuestas procedentes de girar las caras verticales del elemento
el angulo 0, también en sentido contrario de las agujas del reloj, vienen dadas por el punto del circulo
resultado de girar P, un angulo 20 en sentido contrario de las agujas del reloj, es decir por el punto D,,
tensiones G0 Y T29 = —Ty €n la Figura 4.14c. Vea que los puntos D; y D, tienen diferente esfuerzo
normal pero el mismo esfuerzo de corte, este ultimo con diferente signo para producir momentos que
se equilibren (advierta que, en cada cara, el signo del esfuerzo cortante es coherente con el criterio de

signos en geotecnia).

Estos mismos razonamientos se podrian realizar para angulos 6 girados en sentido de las agujas del
reloj. En particular, los puntos A y B que representan los planos para los que no existen esfuerzos de
corte (planos principales de esfuerzos), se obtienen de girar los puntos P; y P, un angulo que
llamaremos 2a en sentido de las agujas del reloj. Las tensiones principales mayor y menor viene dadas
por oy Y O,, respectivamente. La orientacidon de estos planos principales en relacién con los planos

originales donde se definen las tensiones de la Figura 4.14a se determina del siguiente modo:
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i) girando el plano horizontal del elemento un angulo a=%(2a) en el sentido de las agujas del reloj
obtenemos el plano principal en el que se da la tensidn normal maxima (es lo mismo que girar P; un

angulo 2a en sentido de las agujas del reloj hasta el punto A, y

ii) girando el plano vertical del elemento un angulo a=%(2a) en el sentido de las agujas del reloj
obtenemos el plano principal en el que se da la tensién normal minima (es lo mismo que girar P, un

angulo 2a en sentido de la agujas del reloj hasta el punto B.

¢Como se obtienen las tensiones Gy 9, Gpz ¥ To @ partir de los datos Gyy, G5, ¥ T4y (=-Ty,)?

T

Figura 4.14c. Representacidn de esfuerzos en el plano 6 de la Figura 4.14a

En primer lugar deducimos G4 , solucién ya presentada anteriormente en forma grafica. De la Figura

4.14c podemos escribir
1
Cno = E(Gzz + cyy) +r, cos(2a — 260)

ecuacion en la que sustituyendo las expresiones

_ Tz
To sen(2a)
21 (4.14-2)
zy
tg(Z(X) = E

obtenemos (4.14-1). Por otro lado, de la misma figura, se obtiene
Tg = Iy sen(2o — 260)
expresion en la que sustituyendo (4.14-2) se obtiene la dependencia ya conocida
19 = = (Oyy — Gz) s€N(26) + 1, cos(26)
6= 5 Pyy zz zy
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Problema 4.15

Los esfuerzos sobre un elemento como el representado en la Figura 4.15a vienen dados por los puntos
Ay B del circulo de Mohr mostrado en la Figura 4.15b. El punto A representa los esfuerzos normales y
de corte en los planos horizontales mientras que el punto B representa los correspondientes a los

planos verticales. Responder a las siguientes cuestiones:

i) interpretar los signos de las tensiones en los puntos Ay B,

ii) definir los planos principales de esfuerzos y su orientacidn respecto de los planos en los que se
definen los esfuerzos de los puntos Ay B,

iii) definir los planos de los esfuerzos correspondientes a los puntos Cy Dy a los puntos Ey F,

iv) ¢qué orientacidn tiene los planos con tensiones de corte maximas en relacién con los planos que

definen las tensiones de Ay B? ¢y en relacidn con los planos principales?

<

(9 : ,
M & .
o i - M )
Gp | !
o Tg| | |8
)
0 H (&)
[ !
[} =
Cc [
TA
Oa ; : A T
O £ | N \ ™
ON

Figura 1.34a. Circulo de Mohr de tensiones en el elemento

Respuesta:

i) Las tensiones normales en las caras opuestas del elemento son positivas por lo que se trata de

esfuerzos de compresion.

Figura 4.15b. Esfuerzos sobre el elemento (puntos Ay B del circulo de Mohr)
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El punto A marca las tensiones en los planos horizontales y el punto B en los planos verticales, Figura
4.15b. También, como T,,, (tensién de corte en A) es negativa, el momento que causa (de acuerdo con
el criterio de signos en geotecnia) provoca un giro potencial del elemento en el sentido de las agujas
del reloj, asi T, se dirige hacia la regién negativa del eje OY en la cara superior y hacia la positiva en
la cara inferior. En el punto B, T,,, es positivo provocando un giro del elemento en sentido contrario a
las agujas del reloj, este esfuerzo se dirige hacia la region positiva del eje OX, en cara derecha del

elemento, y hacia la regidn negativa en la cara izquierda.

ii) Los puntos del circulo que definen las tensiones principales son Hy J.

Figura 4.15c. Planos y esfuerzos en C, D, E y F (Figura 4.15a)

La tensidn principal mayor 6, (de compresidn) se aplica sobre un plano (wy, Figura 4.15b) que resulta
. . ‘ 0 . . ) . L .
de girar el plano horizontal un angulo 72 en sentido contrario a las agujas del reloj; la tensién principal
menor o, (también de compresién) se aplica sobre un plano perpendicular al anterior (resultado de

n+0,
2 )

girar el plano horizontal un dngulo

iii) Los puntos C y D definen los esfuerzos en planos que resultan de girar los originales (horizontal y
. . . 0 . . . . .
vertical, respectivamente) un angulo 71 en sentido contrario de las agujas del reloj. Las tensiones
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normales en ambos planos, 6¢ y op son de compresién. La tensidn de corte en C (t¢) es negativa lo
que implica giros potenciales en el sentido de las agujas del reloj mientras que la tensidn de corte en
D (tp = t¢, en valor absoluto) es positiva y produce giros potenciales en el sentido contrario al giro de
las agujas del reloj. La Figura 4.15c muestra estos planos en relacion a los planos originales y los

sentidos de los esfuerzos de corte.

Por otro lado, los puntos E y F definen los esfuerzos en planos que resultan de girar los originales
(horizontal y vertical, respectivamente) un angulo 92—3 en sentido contrario de las agujas del reloj. Las
tensiones normales en ambos planos, ¢ y op son también de compresion (itodas las tensiones
normales asociadas a cualquier plano son de compresién!). La tension de corte en E (tg) es positiva
mientras que la tension de corte en F (g = T, en valor absoluto) es negativa; ambas se representan

en la misma Figura 4.15c de acuerdo con el criterio de signos en geotecnia.

iv) Los planos de maxima tensidén de corte se definen en los puntos M y N del circulo. Son los que
. - - . . 0 .

resultan de girar los originales (definidos en puntos Ay B del circulo) un dngulo 7" En M, la tensién de

corte (tpy) positiva se aplica en el plano que resulta de girar el horizontal original, en sentido contrario
a las agujas del reloj, un dngulo %‘*; el momento potencial de 1y sobre el elemento lo hace girar en
sentido contrario a las agujas del reloj. En N, Ty es negativa (ty = Ty, en valor absoluto) y se aplica al
plano que resulta de girar el plano vertical original, en sentido contrario a las agujas del reloj, un angulo

0 . L .
7“. Las tensiones normales en estos planos son de compresién y del mismo valor oy = oy. Todas estas

tensiones y sus sentidos se muestran en la Figura 4.15d.

Figura 4.15d. Planos y esfuerzos en My N (Figura 4.15a)

La relacién entre los planos con tensiones de corte maximas y los planos principales (de tensién de

corte nula) puede deducirse directamente de la Figura 4.15b. Naturalmente, estos pares de planos son
mutuamente perpendiculares. Girando cada uno de los planos principales un angulo g se obtienen los

planos de maxima tension de corte.

85



Capitulo 4. Esfuerzos en geotecnia. Circulo de Mohr

Problema 4.16

Los esfuerzos sobre un elemento como el representado en la Figura 4.16a vienen dados por los puntos
A (tensiones sobre planos horizontales) y B (sobre planos verticales) del circulo de Mohr mostrado en
la Figura 4.16b. Las tensiones sobre los planos horizontales son de compresién mientras que las que

aplican a planos verticales son de compresion.

T8

Tc

TA

L]

)

TH

Figura 4.16b. Circulo de Mohr de tensiones en el elemento de la Figura 4.16a

i) interpretar los signos de las tensiones en los puntos Ay B,

ii) definir los planos principales de esfuerzos y su orientacion respecto de los planos en los que se
definen los esfuerzos de los puntos Ay B,

iii) definir los planos de los esfuerzos correspondientes a los puntos CyD,GyH,yPyQ,

iv) équé orientacidn tiene los planos con tensiones de corte maximas en relacion con los planos que

definen las tensiones de Ay B?, ¢y en relacion con los planos principales?
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v) équé orientacion tienen los planos de tensién normal nula en relacién con los planos horizontales

originales?
Respuesta:

i) El elemento estd sometido a esfuerzos normales de compresidn (positivos, punto A del circulo) en
sus planos horizontales y de traccidn (negativos, punto B) en sus planos verticales. En relacién con las
tensiones de corte se razona como en el problema anterior: la tensién de corte 1, (=14, punto A) es
positiva, de ahi su sentido sobre el elemento (causa momentos en sentido contrario a las agujas del
reloj); t,,, (=1g, punto B), por el contrario, es negativa y causa un giro en sentido contrario al anterior,

Figura 4.16a. Todo ellos de acuerdo con el criterio de signos en geotecnia.

ii) Las tensiones principales y sus planos asociados se definen en los puntos M y N del circulo. En M el
esfuerzo es de compresion (o) mientras que en n es de traccidn (o). La tensién normal principal o,
se aplica sobre el plano que resulta de girar el plano horizontal original (Figura 4.16a) un angulo 62—5 en
el sentido de las agujas del reloj; o, se aplica sobre un plano perpendicular al anterior, el que resulta
de girar el plano horizontal original (Figura 4.16a) un dngulo m;i también en el sentido de las agujas

del reloj.

iii) Los puntos C y D definen los esfuerzos en planos que resultan de girar los originales (horizontal y
. . . 0 . . . . .
vertical, respectivamente) un angulo 71 en sentido contrario de las agujas del reloj. Las tensiones

normales en ambos planos son 6, de compresioén, y 6p, de traccion.
La tension de corte en C (1) es positiva (produce giros potenciales en el sentido contrario a las agujas
del reloj) mientras que la tensién de corte en D (tp = 1, en valor absoluto) es negativa y produce giros

potenciales en el sentido de las agujas del reloj. La Figura 4.16c muestra estos planos, en relacién a los

planos originales, y los sentidos de los esfuerzos de corte.

Figura 4.16c. Planos y esfuerzos en Cy D (Figura 4.16a)
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Por otro lado, los puntos G y H definen los esfuerzos en planos que resultan de girar los originales
(horizontal y vertical, respectivamente) un angulo 92—3 en sentido contrario de las agujas del reloj. El
esfuerzo normal o es nulo mientras que oy lo es de compresion. tg es positiva mientras que T es
negativa (tg = tg, en valor absoluto); de acuerdo con el criterio de signos, estas tensiones se

representan en la Figura 4.16d.

Finalmente, los puntos P y Q definen los esfuerzos en planos que resultan de girar los originales
. . . . 6 . . . .
(horizontal y vertical, respectivamente) un angulo 75 en sentido contrario de las agujas del reloj. El

esfuerzo normal 6p es nulo mientras que o lo es de compresién. Los sentidos de 1p (negativa) y 1q

(positiva), del mismo valor absoluto, se muestran en la Figura 4.16e.

Figura 4.16e. Planos y esfuerzos en Py Q (Figura 4.16a)

iv) Los planos de maxima tension de corte se definen en los puntos E y F del circulo. En E la tensidn de
corte (tg) es positiva y se aplica en el plano que resulta de girar el plano horizontal original, en sentido

. . . . 0 . .
contrario a las agujas del reloj, un dngulo ?2; su momento sobre el elemento lo hace girar en sentido

contrario a las agujas del reloj. tg, negativa (tg = T, en valor absoluto), se aplica en el plano que
. . L . . . . . )
resulta de girar el plano vertical original, en sentido contrario a las agujas del reloj, un angulo 72
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Naturalmente, los planos sobre los que se aplican g y T son perpendiculares. Las tensiones normales
que se aplican en los planos de maxima tensién de corte son iguales, de compresion, y de valor og.

Todas estas tensiones y sus sentidos se muestran en la Figura 4.16f.

Figura 4.16f. Planos y esfuerzos en E y F (Figura 4.16a)

Como esperabamos, los planos de tension de corte maxima estdn girados g respecto de los planos
principales (Figura 4.16b).
v) Existen dos planos de tensién normal nula definidos por los puntos del circulo G y P. G esta asociada

05+6¢
2

al plano que resulta de girar el plano principal de la tensién ¢, un angulo en sentido contrario a

las agujas del reloj mientras que P esta asociada al plano que resulta de girar el plano principal de
05+

2
representan en la Figura 4.16g.

L . 0 L . ) . .
tensién o; un angulo ¢ también en sentido contrario a las agujas del reloj. Estos planos se

65+0g

planos de tensién
normal nula

Figura 4.16g. Planos de esfuerzo normal nulo en relacién con los planos originales (Figura 4.16a)
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Problema 4.17

Sobre el elemento de la Figura 4.17a, orientado un angulo B en el sistema de referencia elegido, se
aplican los esfuerzos normales (ambos de compresién) y de corte sefialados en la propia figura. Se

cumple que 6,>0,. Encontrar:

i) los esfuerzos principales y los planos sobre los que se aplican (referidos al sistema de referencia de
la figura),

ii) las tensiones de corte maxima y minima y los planos sobre los que se aplican (referidos al sistema
de referencia de la figura),

iii) équé orientacidn tiene los planos sobre los que las tensiones normales y de corte tiene el mismo
valor absoluto?

iv) ¢Qué valores tiene las tensiones normales y de corte en planos perpendiculares a los ejes OX y OY

del sistema de referencia de la figura?

y
SA
TA/ ¢
. \/B
T8
o R
A / Ta \
z e,

Figura 4.17a Esfuerzos normales y de corte sobre el elemento ABCD

Respuesta:

El circulo de Mohr, independiente del angulo B3, se representa en la Figura 4.17b. Este circulo, con
arreglo a los valores particulares de 6,, 61 y T; (=Tp, en valor absoluto), se representa en la Figura
4.17b. El punto E sobre el circulo marca los esfuerzos en los planos DC y AB mientras que el punto B lo
hace en los planos (perpendiculares a los anteriores) AD y BC. El centro del circulo estd en la o-
coordenada

do — (Ga‘;'sb)

mientras que su radio vale

2
_ Ga—Obp 2
fo = ( 2 ) tT
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El diametro EF define sobre el 5-eje un angulo 6; de modo que girando el lado AB (o el CD) del elemento

. 0 . . . . L -
un angulo 71, en sentido de las agujas del reloj, obtenemos la direccién de uno de los planos principales

(A’B’ 0 C'D’) sobre el que actua la tensidn principal o1 de valor ‘d, + r,,’. Asi, en el sistema de referencia

XO¥Y el eje principal asociado a este plano forma con el eje OX un angulo § — %, Figura 4.17c. El otro
plano principal A’D’ (o B’C’) es perpendicular al anterior y esta sometido a un esfuerzo de compresién

de valord, — 1y

T S1
G

Ro
G E Tmax
%‘»
A / 6
0 (&)
N E
E
H

Figura 4.17b Circulo de Mohr del problema 4.17

OB
do

Figura 4.17c Orientacion de los planos principales

ii) Las tensiones de corte maxima y minima ocurren en los puntos G y H del circulo. La tension maxima
. . . 0 b
positiva, de valor 1,5« = I, Se da en un plano (A”B”’) resultado de girar AB un angulo ?1 —a plano

) con el eje OX, Figura 4.17d. La

0, b

que en el sistema de referencia XOY forma un angulo § — (? -

tensién minima, T, = —T,, Se da en un plano (A”D”) perpendicular al anterior. El sentido de estos
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esfuerzos es coherente con sus signos en el circulo de Mohr. La tensiéon normal sobre los planos

anteriores es la misma y su valor es 6g = oy = d,.

0

\B

Figura 4.17d Planos de esfuerzo de corte maximo

iii) Los planos para los que las tensiones normales y de corte tienen el mismo valor absoluto definen
cuatro puntos en el circulo de Mohr que estan en las bisectrices de los cuadrantes. Estos planos son
caras del elemento ABCD que se obtienen mediante los giros %(91 - 2) y i (61 + g) En el sistema de
referencia XOY estos planos forman dngulos de valor 3 — %(91 - g) yp— %(91 + %) El valor absoluto

. T . . . g
de las tensiones normales y de corte es \/—% El alumno puede dibujar la posicién de estos planos en

relacién con los originales AB y BC del sistema de referencia XOY.

iv) Estos planos se obtienen girando el elemento un angulo 3; los esfuerzos en ellos estan en los puntos
My N resultado de girar el didmetro EF un dngulo B. La Figura 4.17e muestra el elemento girado y los

puntos sobre el circulo de Mohr que definen las tensiones en sus caras.

™

D" c
bl
4 l/'fmax 0

ZA B

Figura 4.17e Planos de esfuerzo paralelos a los ejes OX y QY, y sus tensiones correspondientes en el
circulo de Mohr
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Problema 4.18

Sobre el elemento de la Figura 4.18a, orientado un angulo 3 en el sistema de referencia elegido, se
aplican los esfuerzos normales (uno de compresion y otro de traccién) y de corte indicados. Se cumple
que 6, > |og]. El circulo de Mohr correspondiente se muestra en la Figura 4.18b. Comprobar que el

circulo de Mohr es coherente con las tensiones y sus sentidos en el elemento. Encontrar:

i) los esfuerzos principales y los planos sobre los que se aplican (referidos al sistema de referencia de
la figura),

ii) las tensiones de corte maxima y minima y los planos sobre los que se aplican (referidos al sistema
de referencia de la figura),

iii) ¢qué orientacion tienen los planos sobre los que las tensiones normales y de corte tiene el mismo
valor absoluto?

iv) éQué valores tienen las tensiones normales y de corte en planos perpendiculares a los ejes OXy OY

del sistema de referencia de la figura?

7 TA\
8 /B
1
T B
.

A

GA/ y
D
TA

Figura 4.18a Esfuerzos normales y de corte sobre el elemento ABCD

A

L]

\

G2 C1

Figura 1.37b Circulo de Mohr del elemento de la Figura 1.37a
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Se deja como ejercicio para el estudiante que tendra que seguir los pasos del problema anterior.

Problema 4.19

Una muestra de roca en forma de placa rectangular, de espesor pequefio frente a las dimensiones de
su seccion (se asume comportamiento 2-D) se somete a una prueba consistente en la aplicacion de
sendos esfuerzos normales de compresidn y traccion en sus caras laterales, Figura 4.19a. Partiendo de
un valor seguro y manteniendo la proporcion Z—: = —C,, CON Cy>1 una constante, se incrementan los
valores de estas tensiones hasta que se produce el corte de la placa. La maxima de corte admisible en
cualquier plano es T4 1im (se asume independiente de la tensién normal en el plano de rotura como
criterio de rotura) y se supone que la resistencia a la tensién estd muy por encima de los valores
aplicados de ;. Aplicacion: Ty sx1im= 0.95 MPa, Gy injcia= 0.5 MPa, c,= 2.5, resistencia a la traccion
0.75 MPa.

S1

O

o R o ) e :

: - - eiiaﬂ:b E /ﬁ
Gz§ A§ E: 2 o —~ 2-\%

S| s N R
, , [ c o
PHTITINT © i o |

o

Figura 4.19a Placa de roca bajo solicitaciones normales. Placa con plano de resistencia débil

Usar el circulo de Mohr para:

i) determinar los valores de las tensiones 6, y G, en el fallo. ¢Cdmo cambian estos valores si aumenta

.z (e}
la relacién —£?
G2

ii) Si la muestra tiene un plano de debilidad que forma un angulo B con la cara inferior de la placa,

Figura 4.19a, en el que la ruptura tiene lugar para una tension de corte de 0.8 MPa (independiente de
la tensién normal), éinfluird ese plano en la rotura si f < g rad?

Respuesta:

. R (e} . . .

i) La condicion G—l = ¢, para tensiones o, y G, progresivamente crecientes, y para c,=2.5, da lugar a
2

circulos de Mohr como los de la Figura 4.19b. De estos circulos, la tensidn maxima de corte se da los
puntos M, M’, M” ..., que corresponden a planos que resultan de girar 452 el plano principal DC (o AB)
en sentido contrario a las agujas del reloj. Los valores de esta tension de corte maxima en funcién de

Gy Y O, son
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o1
61—0, _ S1t 3¢ 350

’t z =
max 2 2 5

= 0.701

En rotura, la expresion anterior se escribe en la forma T 1im = 0.761 rotura- COMO T4 1im= 0.95, los

valores de los esfuerzos ¢, y 6, en la rotura son:

00._975 =1357MPA, ¥ Ozrotura = — 1357 _ —0.5428 MPa

G =
1,torura 2.5

El circulo de rotura se muestra e la Figura 4.19b; su centro estd en ¢ =0.4072 y su radio es 0.95 MPa.
El esfuerzo de tension en la rotura, 6, rotura = — 0.5428 MPa esta muy por debajo del valor de la

resistencia a la traccién (0.75 MPa) por lo que ésta no afecta al desarrollo de la prueba.

T (MPa)
T (MPa) 0.95
M
0.70 ]
M G (MPa)
1 0 a
0.49 — 0583 0.407 1357
M
0.35
M
—0[28 0 O (MPa) Circulo de rotura con ¢, = 2.5
! \ J / |
M~

Figura 4.19b Circulos para esfuerzos G, y G, crecientes (izquierda) y circulo de rotura (derecha)

La expresion de t,,54 €n funcién de ¢, y de una de las tensiones ¢, 0 5, es

4o
_o1—0, _ 01T oy(l4c) o1 1+ 1
Tmax = - - -
2 2 2¢o 2 Co

y, en rotura,

Tmax,lim 2

— G1,rotura (1 + Ci)
o

. (e}
o bien (usando =R = ¢ )
O2,rotura
_ Co —
O1,rotura = 2Tméxlim 14c y O2,rotura = ~2Tmaxlim 1He
0 0
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, . G . . .2
Asi, un aumento del cociente 0—1 = ¢, supone un aumento del esfuerzo 6y rotyra ¥ Una disminucion de
2

Gy rotura- L@ Figura 4.19c muestra los circulos de rotura para ¢, =2, 3y 5y las coordenadas del centro
del circulo que dan el valor de la tensién normal en el plano de rotura. Los datos se muestran en la
Tabla 4.19.

T (MPa)

0.95

~0.43 [-0316 G (MPa)

—-04475

Figura 4.19c Circulos de rotura para ¢, =2, 3y 5. Tpax 1im= 0.95 MPa

Co 2 2.5 3 5

G1rotura(MPa) | 1.266 | 1.357 | 1.425 | 1.5833

G2 rotura (MPa) -0.633 | -0.5428 | -0.475 | -0.3166

Centro del circulo | 0.3166 0.407 0.475 | 0.6333

Tabla 4.19 Tensiones de rotura y centro del circulo para ¢, =2, 3y 5. T x 1im= 0.95 MPa

ii) Para el plano de debilidad (7p), las tensiones normal y de corte en el punto de ruptura pueden leerse
directamente del circulo de Mohr de la Figura 4.19b. Estos valores, para § = g, son:

= —0.95 cos (2 ) = —0.672

o T
™6 (p=5) 8

T = —0955en(25)=—0672
™ (p=5) ’ 8 ’

Como LZWAES es inferior a la tension de ruptura en este plano débil (de valor 0.8), esta debilidad de la
. N . . . . . T
pieza no afecta al proceso de ruptura. Es inmediato pensar que para angulos [ inferiores a 7 T ety

=g
es aun menor por lo que la debilidad no influye para estos angulos.
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Problema 4.20

Una muestra de roca de cantera, similar a la del problema anterior, se somete a esfuerzos de

compresién en sus caras laterales, Figura 4.20a. En la prueba se mantiene fijo el esfuerzo ; mientras
que se disminuye G, hasta el corte. La muestra contiene dos planos de debilidad, marcados como T, ¥

T, en la figura, que soportan esfuerzos maximos de valores Tmaxp, = 0-55 Y Tmaxp, = 0.60 MPa,
respectivamente, y con independencia de las tensiones normales en estos planos. Se parte de los
esfuerzos iniciales G jnicial= O2,inicial= 1.5 MPa y la tensién maxima admisible en la pieza (salvo planos
de debilidad) es Ty4x1im= 0.7 MPa, (también independiente del esfuerzo normal). B, =202y, = 25¢9.
Responder a las siguientes preguntas tratando de usar siempre el circulo de Mohr para los calculos

numéricos:

i) écdmo son los sucesivos circulos de Mohr en la prueba?,

i) écdmo influyen los planos de debilidad en el proceso?, ise produce la rotura en alguno de estos
planos de debilidad? Dibujar el circulo de Mohr en rotura e indicar el plano de rotura,

iii) écomo se modifica la prueba si partimos de las tensiones iniciales 6 jnjcial= O2,inicial= 2 MPa?, éy si

partimos de G4 injcial= O2inicial= 1 MPa?,

Figura 4.20a. Placa de roca bajo solicitaciones normales. Placa con plano de resistencia débil

Respuesta:

i) Al mantener G, constante durante la prueba (6; = G ipjcial), 105 sucesivos circulos de Mohr retienen
este punto comun y son de didmetro creciente al bajar &, Figura 4.20b. Con ello el esfuerzo de corte

maximo, definido por el radio del circulo, crece paulatinamente hasta alcanzar la rotura.

El circulo de Mohr correspondiente a la hipotética ruptura (que tendria lugar en planos con angulo

B=452) se representa en la Figura 4.20c y sobre él se muestran los puntos correspondientes a los planos
de debilidad. Las tensiones sobre el plano MC (nﬁl) se manifiestan en el punto P del circulo, resultado

de girar un angulo 23, el punto (1.5,0) sobre el circulo en sentido de las agujas del reloj. T, rotura €5

positiva (lo que justifica su signo de la Figura 4.20a) y su valor es

T3, rotura =0.7sen(40)= 0.450 MPa
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De la misma forma, las tensiones sobre el plano NB (nﬁz) se manifiestan en el punto Q del circulo,

resultado de girar un angulo 2f3, el punto (1.5,0) sobre el circulo en sentido contrario a las agujas del
reloj. Tg, rotura €S negativa (lo que justifica su signo de la Figura 4.20a) y su valor es

T, rotura = —0.7sen(50)= —0.536 MPa

-
BN

2,2

621

Figura 4.20b. Sucesivos circulos del Mohr de la prueba y

<
<
3
£
- e
3
~ | B
L3
iépg
01 v (o)

tensiones de corte maximas

Dado que las tensiones limite en estos planos de debilidad, Tmax, = 0.55y Tmaxp, = 0.60 MPa, estan

por debajo de las correspondientes a las anteriores, los planos no influyen en la rotura. La pieza

romperd por un plano de 452 como si estos planos de debilidad no existieran, de manera que las

hipotéticas tensiones de corte anteriores son las que producen la rotura de la pieza:

— *__
G1irotura = O1,rotura = 1.5 MPa,

— *_
Ozrotura = Oy \oira = 0.1 MPa

0.7

Tr, rotura
B

26,

Q

(&)

Tn, rotura
B

Figura 4.20c. Circulo de Mohr de rotura, G ipicial= G2,inicial= 1.5 MPa
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iii) ¢écomo se modifica la prueba si partimos de las tensiones iniciales 6 jpjcial= 02 inicial= 1 MPa?,

Para Gy injcial= Oz inicial=2, Procediendo como en el apartado anterior, obtenemos unas hipotéticas

tensiones en la rotura de valores:
*_ *_
Girotura = 2 MPa, Gz rotura = 0.6 MPa

El circulo de Mohr correspondiente y los puntos representativos de los planos de debilidad se muestran
en la Figura 4.20d. Las tensiones sobre los plano MC (nﬁl) y NB (nﬁz)' puntos P’y Q' de la figura vienen

dadas por los mismos valores (como era de esperar),

Tp, rotura =0.7sen(40)= 0.450 MPa y T, rotura = —0.7sen(50)= —0.536 MPa,

por lo que, de nuevo, los planos de debilidad no influyen en la rotura que tendra lugar por el plano

definido por =452 y bajo los esfuerzos normales
G4 rotura =2 MPa, 63 rotura = 0.1 MPa.

De lo anterior puede deducirse que la rotura de la pieza tendrd lugar en un plano de 459, respecto de
los planos correspondientes a las caras horizontales de la muestra, siempre que las tensiones de
partida iniciales, Gy inicial Y O2inicial, d€l mismo valor, sean superiores a 1.4 MPa. Ello es asi puesto
que los circulos de Mohr de rotura tienen todos el mismo radio (0.7 MPA9y lo que hacen es desplazarse
hacia la derecha al aumentar la tensidn inicial. Este hecho proporciona el mismo valor de tension de
corte en cada uno de los planos débiles, siempre por debajo de la tensién de rotura en los mismos.
Advierta que para esfuerzos iniciales o nicial = Oz inicial =1.4 MPa, la rotura tiene lugar para

G rotura = O (circulo tangente al eje 1).

0.7

Tr, rotura
By

G

T, rotura

Figura 4.20d. Circulo de Mohr de rotura, 64 inicial= O2,inicial= 2 MPa

1
Y (o1 —02)

deduce una tensién 6, 1orura " Negativa (traccién). Por ejemplo, para Tk 1im= 0.7 MPay 61= Gy inicial=

éQué ocurre para esfuerzos iniciales por debajo de 1.4 MPA? La expresion Tpysxjim =

1 MPa obtenemos (sin considerar los efectos de los planos de debilidad)
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* _ *_
G rotura = 1 MPa, O3 rotura = -0.5 MPa

TT[I‘] ,rotura

2B,
-0.5 0| 025 |1

(¢

‘Errﬂ rotura
2

Figura 4.20e. Circulo de Mohr de rotura, Gy jpjcial= Oz inicial= 1 MPa

El circulo de Mohr correspondiente a la hipotética ruptura por planos =452 se representa en la Figura
4.20e. Los puntos del circulo asociados a los planos de debilidad no han cambiado por lo que éstos no

afectan a la rotura

Problema 4.21

¢Cémo se modifican las soluciones del problema anterior si la maxima tensién de corte (salvo los
planos de debilidad) se reduce a 0.8 MPa? Considere las mismas tensiones de rotura en los planos de

debilidad y parta de G4 injcial= O2,inicial= 2 MPa.
Respuesta:
. 1 S
A partir de T 1im = 2 (01 — 63), €ON Tyax 1im= 0.4 Y G1= O inicial= 2 MPa, obtenemos las hipotéticas
tensiones de rotura:

G1rotura = 2 MPa, G rotura = 0.4 MPa

Sobre el circulo de Mohr para estas tensiones, Figura 1.40a, se representan los puntos P y Q

correspondientes a los planos de debilidad cuyos esfuerzos son

T, rotura =0.8sen(40)= 0.514 MPa
g, rotura = —0.8sen(50)= —0.613 MPa

El resultado muestra que en el plano de debilidad T, la tension queda por debajo de la admisible
(tméx_ﬁl = 0.55) por lo que este plano no afecta al corte. Por el contrario, el esfuerzo sobre el plano

g, queda ligeramente por encima del admisible (rméX,BZ = 0.60) por lo que la ruptura se produciria

por este plano en lugar de por el plano de 452.
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0.8

0.514

(&
a2

Figura 4.21a. Circulo de Mohr para ¢, =2 MPa, 6, = 0.4 MPa

El circulo de Mohr de rotura seria algo diferente, Figura 4.21b. Para dibujarlo se parte de los datos del

plano de rotura g, - B, =252y Try rotura = — 0.6 MPa, que permiten conocer el radio del circulo
"
Tnﬁz,rotura
o= ——=——=10.783
sen(50) 0766
con lo que

G1rotura = 2 MPa, 63 rotura = 2 — 21, = 0.434 MPa
La tension en el plano T, en el momento de rotura es Try, = 0.783 sen(40) = 0.503 MPa, por debajo
1

de la tension de corte (0.55) como esperdbamos. Puede deducirse que bajo la prueba de mantener o,
constante y bajar o, hasta llegar al fallo de la muestra, el plano T, €S siempre el de mayor debilidad
2

cualesquiera que sean los valores iniciales de las tensiones y el valor de Ty, 4 1im (0bviando estos planos)

y, en general, cualquiera que sea el proceso que lleve a cabo la ruptura. Asi, la muestra caso de romper
por alguno de estos planos lo hara por T -
2

T

0.783 S—

0.503

0 0.434 2

0.6

Figura 4.21b. Circulo de Mohr de rotura por el plano débil T,
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Problema 4.22

Una muestra de suelo (2-D) se somete a una prueba partiendo de unos valores iniciales idénticos de
tension (Gy inicial = O2.inicial), Manteniendo el esfuerzo aplicado en sus caras verticales (c1) y
aumentando la aplicada a sus caras horizontales (o3) hasta la rotura. La disposicion es la de la Figura
1.41a. El esfuerzo maximo admisible en cualquier plano (independiente de las tensiones normales) es
Tmaxlim = 0.72 KPa.

i) Discutir y representar, sin hacer célculos, la evolucién de los circulos de Mohr a lo largo del
experimento, ¢ depende la tension de rotura (G rotura) de la tension inicial y constante G4 jpicial ?, ¢qué
orientacién tiene el plano de rotura respecto del plano horizontal de la muestra?

ii) Determinar los valores de las tensiones normales y de corte en planos mg orientados 202 y -202
respecto a las caras verticales de la muestra, Figura 4.22a. Aplicacion: Tx 1im= 0.7, O1 inicial= O2,inicial =
0.4 MPa.

iii) Determinar los esfuerzos en el plano de rotura (63 rotura Y Trotura) Para los datos anteriores.

o, (creciente)

’ o,

Figura 4.22a. Muestra de suelo sometida a rotura

Respuesta:

i) Los sucesivos circulos tienen un punto fijo y su radio crece paulatinamente hasta el valor Ty 45 1im que

determina el circulo de rotura, Figura 4.22b (izquierda).

T T
p
172,4 max 1jma'x,\im —
M
™ =Ty
Ty,
2,3 méx —
Ro
2,2 méx
0
2,1 max \ (¢} 90 (e}
0 A / B 0 A B
90°
S1, inicial O, inicial
21
02,2 |
Gy 3 Q
62,4 62, rotura

Figura 4.22b. Sucesivos circulos del Mohr de la prueba (izquierda). Circulo de rotura (derecha)
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Un aumento en la tension inicial 64 jpicia) traslada los circulos de Mohr hacia la derecha; los circulos de
rotura se desplazan también hacia la derecha este mismo incremento pero tienen el mismo radio. Los
puntos de corte sobre el circulo de rotura, Figura 4.22b (derecha), Py Q, resultan de girar el punto B
un angulo de 902 en sentido contrario y a favor, respectivamente, de las agujas del reloj, de modo que

los planos de corte estan 452 desviados respecto de las caras horizontales (o verticales) de la muestra.

i) Los esfuerzos en los planos ng orientados 202 y -202 respecto a las caras verticales de la muestra

estdn asociados a los puntos N y M del circulo de rotura, respectivamente, Figura 4.22b (derecha).

A partir del propio circulo es inmediato determinar las siguientes incdgnitas:
Radio del circulo: 1y = Ty jim=0.72
61,rotura= 0-4 MPa, G5 rotura=01,rotura + 2Tmaxlim = 1.84 MPa

1
Plano mg—yge: Oz00 = 3 (Gzlmtura — 01,rotura) + Tmaximsen(20) =1.366 MPa

T200 = Tmaxlim€0S(20) =0.677 MPa

1
Plano mg__¢q: O_z00 =3 (Gz,rotura — cl‘rotum) — TmaximS€N(20) =0.873 MPa

T_20° = Tmaxlim€0S(20) =0.677 MPa

Las tensiones normales sobre los planos mg—zpe Y Tg=—20e SON de compresion. El signo positivo de la

tension de corte asocia a estos planos los sentidos sefialados en la Figura 4.22c.

T

G20 T20

~
G20

Figura 4.22c. Sentido de las tensiones normales y de corte en los planos mtg_zge Y Tg=_20¢

iii) En los planos de rotura (puntos Py Q):

Op =0q = Girotura T Tmaxlim = 1.120 MPa

Trotura = Tmaéxlim — 0.72 MPa
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Problema 4.23

La muestra de suelo de la Figura 4.23a se lleva a rotura mediante una prueba que consiste en aplicar
esfuerzos crecientes de corte puros en sus caras. La rotura tiene lugar para valores Ty 1im = 0.72 KPa
en cualquier plano, con independencia de la tensién normal. Se parte de un valor inicial Tyy injcial de

0.25 KPa. En estas condiciones:

i) Representar la evolucién de los circulos de Mohr de la prueba; écudles son los planos principales de
la muestra y qué esfuerzos actian sobre estos planos?
ii) Representar el circulo de Mohr en la ruptura. ¢Cual es el plano de ruptura?, ¢qué esfuerzos actian

en el plano =30 de la figura?

sz
E —
A B
TVZ\L / T’Cyz
B Ty
s
D ’Ezy

Figura 4.23a. Muestra sometida a esfuerzos de corte puros
Respuesta:

La ausencia de esfuerzos normales en las caras de la muestra ubica el circulo de Mohr con su centro
en el origen y radio creciente de valor la tension de corte aplicada tyy. Los circulos son crecientes
durante la prueba, el primer circulo tiene un radio de 0.25 mientras que el de corte lo tiene de 0.72,
Figura 4.23b.

Py P’ representan los puntos del circulo cuyos esfuerzos (sélo cortantes) positivos son los aplicados en
las caras verticales de acuerdo con el criterio de signos en geotecnia mientras que Q y Q' son puntos
que representan los esfuerzos de corte (negativos) aplicados en las caras horizontales. También, N y
N’ representan esfuerzos normales (positivos) de compresidn que se aplican en la cara perpendicular
a la diagonal AC (resultado de girar la cara vertical 452 en sentido de las agujas del reloj, recorrido P’N’
sobre el circulo), mientras que My M’ representan esfuerzos normales (negativos) de traccion que se
aplican al plano perpendicular a la diagonal BD (resultado de girar la cara vertical 452 en sentido
contrario a las agujas del reloj, recorrido P’M’ sobre el circulo). Estos planos, perpendiculares entre si,
son los planos principales de la muestra en todo momento (tensién de corte nula en los mismos); los
de rotura son planos paralelos a las caras verticales y horizontales (igualmente perpendiculares entre
si). No hace falta mencionar que los esfuerzos principales, en valor absoluto, son iguales a las tensiones

de corte aplicadas.
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2[3 Tyz,rotura =072

R
p

)

7,,=0.25
o

L

P
©2,inicial | O1,inicial

=

=0.25

CyZ,ro(ura Gl,rotura =072

Figura 4.23b. Circulos crecientes del Mohr de la prueba y circulo de rotura

ii) El circulo de Mohr de ruptura queda representado en la Figura 4.23b y ya se ha mencionado cudles
son los planos de ruptura. Para determinar los esfuerzos sobre el plano mg-30e de la Figura 4.23a basta
girar el punto P’ del circulo de ruptura (punto que representa el esfuerzo de corte en las caras

verticales) un angulo 2f3 en sentido de las agujas del reloj. En el nuevo punto R, con =309, se tiene

= 0.72sen(60) = 0.624 MPAa
= 0.72co0s(60) = 0.360 MPAa

GT[[E:309

TT[B::;QE

El sentido positivo de SR indica que las fueras normales en este plano son de compresion mientras

que el sentido también positivo de Trtpesoo induce para la tension de corte el sentido mostrado en la

Figura 4.23a.

Problema 4.24

Se pretende practicar una prueba de rotura a una muestra rectangular 2-D homogénea, de suelo
granular, consistente en aplicar esfuerzos de corte crecientes en sus caras horizontales y verticales
partiendo de esfuerzo de corte nulo. Los esfuerzos se aplican con los sentidos indicados en la Figura
4.24a. La muestra esta sometida a un esfuerzo de compresidn en sus caras horizontales y uno de
tracciéon en sus caras verticales, ambos constantes y de valor oy = 0.2 y oy =—0.05 MPa,
respectivamente. Se observa la rotura de la pieza para el valor tyy rorura =0.15 KPa, con independencia

del esfuerzo normal en el plano de ruptura. Bajo este escenario:
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i) Representar la evolucidn de los circulos de Mohr de la prueba sin hacer calculos,
ii) Dibujar el circulo de Mohr de rotura; calcular la tensién de corte maxima que soporta la muestra,
los planos de rotura y las tensiones normales en dichos planos,

iii) écuales son los planos principales de la muestra y qué esfuerzos acttan sobre estos planos?

< O

Ox : Tyx *
% T
—> Txy :
- ‘ Vol =
— q\ | TXV

I

e
I
E -7 Tyx
- —

Figura 4.24a. Muestra bajo tensiones generalizadas (normales y de corte)
Respuesta:

i) El primer circulo de Mohr, correspondiente a la aplicacidn en las caras de una tension de corte nula
tiene un radio r, = 0.125, Figura 4.24b. Sus puntos A y A’ representan los esfuerzos en las caras
horizontales y verticales, respectivamente, caras que se corresponden para este circulo en planos
principales de la muestra. El esfuerzo de corte maximo es también 0.125MPay se produce a 452 de los

mencionados planos, puntos My M’.

La evolucidén de los circulos viene marcada por los sucesivos valores del esfuerzo de corte aplicado a
las caras de la muestra, la cual mantiene los esfuerzos normales en sus caras en los valores iniciales,
oy = 0.2yoy = —0.05 MPa. De esta forma el punto A del primer circulo asciende por la vertical hasta,
por ejemplo, el punto B, que denota un nuevo circulo en el que la tensién de corte vale 1y, . Para éste,

el radio y la maxima tensidn de corte tienen el mismo valor

To = Tmax1 = ’0.1252 + Tyy1?

El punto N del circulo define el plano en el que aplica esta tension de corte maxima asi como su
esfuerzo normal. Dicho plano resulta de girar las caras horizontales de la muestra un angulo 3; de
acuerdo con las propiedades del circulo de Mohr; su valor en funcién de 1y, es

0.125

tg(2B,) =

Txy1
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circulo de fallo

\

0.15
Txy,c

Txy

Figura 4.23b. Circulos crecientes del Mohr de la prueba y circulo de rotura

ii) El circulo de Mohr de rotura es el mayor de los circulos de la Figura 4.24b. De acuerdo con el
enunciado, esta definido por una tensién de corte en C de valor Tyy rorura =0.15 KPa y proporciona el

valor de la tension de corte maxima que soporta la pieza (punto P), Tpax 1im;

Tmaxiim = V0.125% + 0.152 =1.036 KPa

el plano de rotura, T oura = T, definido por el que resulta de girar el plano horizontal un angulo 3,

en sentido contrario a las agujas del reloj (giro del punto C hasta P),

tg(2B,) = = = 0.833, B, = 79.60°

y la tension normal en el plano de rotura (punto P)
op, = 0.125 — 0.05 = 0.075 KPa

La Figura 4.24c muestra la posicién del plano de rotura, resultado de girar el plano horizontal (punto C

del circulo) un dngulo de 40.82 en sentido contrario a las agujas del reloj (punto P).

Figura 4.24c. Plano de rotura y tensiones sobre el mismo
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iii) Los planos principales de la muestran, ubicados en los puntos de corte de los sucesivos circulos con
el eje o, van cambiando a lo largo de la prueba tanto de orientacion como del valor de las tensiones
principales que acttan sobre los mismos. De acuerdo con la Figura 4.24b, en todo momento, una de
estas tensiones es positiva (de compresion) y la otra negativa (de traccién). Para cada circulo, la

orientacion del plano principal de compresion es el resultado de girar el plano horizontal de la pieza
228 ’ , 1.025
; sobre este plano actda un esfuerzo de compresién de valor 6, , =

n angul = —_—
un angulio a sen(2a)

calculo del esfuerzo de traccion sobre el otro plano principal, usando el circulo de Mohr, se deja como

tarea para el alumno. En particular, para el plano de rotura,

-2 90-81.6
—2 2 _ —
Orotura =5~ =7 = 4.2¢0
1.025
= ——=7.02 KPa

(e}
Larotura ™ sen(2orotura)

Problema 4.25

Una de las pruebas mas frecuentes con el triaxial para medir la resistencia de suelos y rocas es preparar
muestras cilindricas en las que la superficie lateral de la probeta se mantiene constante mientras se
aumenta la presion en sus bases hasta la rotura. Merced a la simetria de la prueba las dos tensiones
aplicadas, la axial (c2) y la radial (o;), son las tensiones principales 61 y 65, respectivamente (61>G3), lo
que supone que las tensiones en todos sus planos quedan representadas mediante un solo circulo de
Mohr. En un experimento como el descrito, Figura 4.25a, que parte de los esfuerzos 6,=6,=0.9 MPa, la

muestra de suelo rompe en 6,=1,7 MPa. Determinar:

i) la evolucion de los circulos de Mohr durante la prueba y el circulo de rotura,

ii) el esfuerzo de corte maximo de la muestra (Trotura), SU Sentido, y el plano de rotura,

iii) los esfuerzos normales en el plano de rotura,

iv) éen qué plano los esfuerzos de corte son negativos y de valor mitad al esfuerzo de corte maximo?,

équé tensiones normales se dan en ese plano?

| oa
O]
- Trot / R S
N
- N s
NN 45°
— /" Trot
Or OR
\/
} ©a

Figura 4.25a. Prueba triaxial en muestra cilindrica
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Respuesta:

i) La evolucién se muestra en la Figura 4.25b. El vértice A del circulo se mantiene fijo (c,) mientras que

B (or) se desplaza hacia la derecha aumentando asi el radio del circulo. El circulo de rotura, de radio

0.9+1.7
=13.
2

1.2, estd definido por su centro C en el 5-eje, de

0.4
0.4

A~ B o

>
5,=09 -

o =1
=13
c; =17

Figura 4.25b. Circulos de Mohr durante la prueba y circulo de rotura

i) La resistencia al corte (esfuerzo de corte maximo) de la muestra es Towra=0.4 MPa; el valor es
positivo de modo que las tensiones de corte sobre el plano de rotura (el determinado por la base del
cilindro al girar 452 en sentido contrario a las agujas del reloj), de acuerdo con el criterio de signos, es

el mostrado en la misma Figura 4.25a.

iii) En efecto, sobre el plano de rotura actua el esfuerzo normal (punto R del circulo) marcado por el

centro del circulo, 1.3 MPa.

iv) Los puntos del circulo en los que la tension de corte es Trotura/2 son M y N de la Figura 4.25c. El
angulo que define dichos puntos es B = arcsen(0.2/0.4))309. Las tensiones normales positivas (de

compresién) correspondientes a estos puntos son:
om = 1.3-0.4cos(30) = 0.954 Mpa y oy = 1.3 + 0.4cos(30) = 1.65 Mpa.

Para determinar el plano 7wy correspondiente al punto N basta girar el plano horizontal en sentido
90+30

2
modo el plano correspondiente a M (mtm) resulta de girar el mismo plano horizontal un angulo

= 602 (recorrido R—N de la Figura 1.44c). Del mismo
180+60 _

contrario a las agujas del reloj un angulo de

1209, Figura 4.25d. Advierta que los planos myv y 7y no son perpendiculares (¢es coherente este
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resultado?, ¢donde se ubican en el circulo los puntos correspondientes a los esfuerzos en planos

perpendiculares a my y 7in?)

T
R
0.4
0 0.9 1.3 17 o
A p C B
0.2 N M
0.4 .

Figura 4.25c. Tensiones de corte de valor Trotura/2

Figura 4.25d. Orientacion del plano my

Problema 4.26

Se desea determinar la orientacién de un plano débil (7p) en una roca y el esfuerzo sobre este plano;
se sabe que la tensién maxima de corte que soporta en cualquier plano diferente al débil es Tms=3.2
MPa, con independencia de Il esfuerzo normal en el plano de corte. Para ello se extrae una muestra
convenientemente orientada de la misma y se la somete a una prueba traixial con tensiones iniciales
radial y axial de valor Gaini = Orini =1.2 MPa; en estas condiciones se aumenta el esfuerzo axial hasta
que se produce la rotura de la pieza que tiene lugar para el valor 6,3 = 2.8 MPa. El corte se produce

por un plano que forma 752 con el plano de la base cilindrica de la muestra, Figura 4.26a.

110



Capitulo 4. Esfuerzos en geotecnia. Circulo de Mohr
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Figura 4.26a. Prueba triaxial en muestra cilindrica
Determinar:

i) el circulo de Mohr de rotura por el plano débil y el punto sobre el mismo que marca las tensiones en
este plano. ¢ Qué valor tienen tales tensiones?,

ii) el circulo de Mohr de rotura caso de que no existiera el plano débil.
Respuesta:

i) Los circulos evolucionan de la forma indicada en la Figura 4.26b hasta el valor 6,= ¢, 5= 2.8 MPa, el
cual determina el circulo de rotura por el plano débil. Dado que este se encuentra a 752 del plano
horizontal, basta girar el punto A (plano de las bases de la muestra) en sentido contrario a las agujas
del reloj un dngulo de 2-752=1509, hasta el punto Rp.

En el plano débil
op=1.307 MPa,  15=0.4 MPa

Observe que tp es muy inferior a la tension de corte maxima (4 MPa) que es capaz de soportar la roca
en ausencia del plano débil.

T

0.8

R
0.4 1.307 B

Figura 4.26b. Evolucion de los circulos de Mohr y circulo de rotura por el plano débil
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ii) Caso de no existir el plano débil, las tensiones principales que definirian el plano de rotura, Figura

4.26¢, serian
01=0,=1.2+2:3.2=7.6 MPa, 6, =G, =1.2 MPa

El centro estd en (4.4,0) y el radio es ro=; Tap = 3.2 MPa. La rotura (con el criterio adoptado de
independencia respecto del esfuerzo normal) tendria lugar, como sabemos, en planos desviados 452

respecto del plano de la base de la muestra (puntos R; y R, del circulo).

R
3.2 _

1.2 4.4 7.6

Ry

Figura 4.26c. Circulo de rotura en ausencia de plano débil y tensiones de rotura
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4.3. Teoria del polo

Como sabemos, el estado tensional mas general de un elemento (2-D) de una cierta muestra de suelo
o roca, Figura 12 (tres casos), viene caracterizado por los esfuerzos normales y de corte en sus caras
horizontales (o,, Ts) Yy verticales (ox, Tx). Uno de los esfuerzos (el mayor) es positivo (trabajo a
compresion) y el otro puede ser positivo o negativo segun la prueba; por otro lado, T, Y T« SOn uno
positivo y otro negativo pero del mismo médulo. El punto A; define los esfuerzos en la cara horizontal
(normal a o), con G,>0y (las dos positivas), T, positivo y T,« negativo, ambos del mismo médulo. Lo

mismo puede razonarse para los otros dos casos.

Pues bien, para un estado tensional cualquiera (o, Tz) Y (Ox Txz), S€ llama ‘polo de planos’ (en general
este es el polo al que se hace referencia en todos los textos por lo que suele suprimirse su alusién a los
planos y se llama simplemente polo) asociado a tal estado tensional al punto de interseccion entre la
linea horizontal trazada desde (o,, T,) y el propio circulo. Asi, para los estados tensionales de la figura
anterior los polos son los puntos Py, P, y Ps. El polo tiene la siguiente propiedad: para obtener la tension
en un plano de orientacién arbitraria definida por =3 (+p girando el plano horizontal en sentido
contrario a las agujas del reloj y -3 girdndolo a favor) en relacién con el plano que asumimos horizontal
del elemento, basta girar la linea horizontal que contiene el polo un angulo +f3; el estado tensional del

nuevo plano queda definido por el punto de interseccion de la linea girada, y que parte del polo, con

el circulo.
Oz Oz Oz
\L Tzx TZX\L Tzx \L
— P — R —
Txz Txz
Txz
Ox Ox Ox Ox Ox Ox
T
@ sz TXZ
Tzx T T Tzx T Tzx
Oz Oz Oz
T T .
Az
Ay Tax
Tzx
P.
| Y Ar
Ox (e} oz (o) oz (&)
Oz Ox Ox
Tax A
1
Txz
P, A Tz
Py Az

Figura 12. Estado tensional generalizado y puntos del circulo de Mohr asociados a ese estado
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Las Figuras 13 y 14 muestran ejemplos de aplicacién de este teorema. En la primera, el elemento se
define por las tensiones (6,,Tx) Y (Ox,Txz) aplicadas en los planos ma y ma, respectivamente, puntos Ay
A’ del circulo. Estos planos se han representado horizontal y verticalmente junto al plano ¢ en el que
se quieren determinar las tensiones (G¢,tc), plano resultado de girar un angulo 3 en sentido contrario

a las agujas del reloj.

El nuevo elemento de caras paralelas a c y mp (perpendicular a 7ic) se ha dibujado en la misma figura,
mostrando las tensiones que se aplican en sus caras. Para hallar las tensiones (o¢,tc) a partir del polo
primero se obtiene éste trazando una linea horizontal desde A, la interseccion con el circulo define el
polo de planos (punto Pp). Basta girar ahora la linea PpA alrededor de P, y en sentido contrario a las
agujas del reloj un dngulo  dando un punto sobre el circulo (C) que define las tensiones en el plano ¢

buscadas. Finamente, las tensiones en el plano np vienen dadas por el punto D del circulo.

On
plano 7t¢ \1

plano ¢ \ TT‘/
plano ¢ z
\ n
Tc J/ Ox Te' \ \
/ <
Txz Gc'/
= T N

plano 1t (o7 plano 1, B
\ On
T
Tc
Tzx
o
—Tzx Al
Tc'
C'

Figura 13. Ejemplo 1. Deduccion del polo asociado al punto. Uso del polo
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Advierta que los sentidos de las tensiones de corte dibujadas en la figura, en cualquiera de los planos
Ta, Te, Tic Y Tp, SON coherentes con los signos de las mismas en el circulo. Las normales son siempre
positivas (de compresion) en este escenario. Observe que el angulo central definido por las lineas OA
y OC vale 2f3 pues proyecta sobre el circulo el mismo arco que el dngulo inscrito definido por las lineas

PpA y PpC (propiedad simple de los angulos inscritos de una circunferencia).

En la Figura 14, que utiliza una nomenclatura similar a la anterior, las tensiones en los planos 7a y ma’
del elemento son las mismas, (6;,T.) Y (OxTxz), puntos Ay A’. En este caso se ha adoptado una tension
de corte negativa en el plano 7, y, naturalmente, positiva en s, mientras que el plano en el que se
quiere determinar las tensiones, 7, esta girado un dngulo 3 en sentido de agujas del reloj respecto al
plano ma. El polo de A esta en Pp y se obtiene siguiendo los mismos pasos que para la figura anterior.

La solucién esta representada en los puntos Cy C’ del circulo.

Tl

|
e NN /Gc
/

Oz

plano 1 l Tzx
N =

TN T Ox

Oc
plano tc  plano my:

Tc'

Tc

Tzx

Figura 14. Ejemplo 2. Deduccién del polo asociado al punto. Uso del polo
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Problema 4.27 (polo de planos)

La figura 4.27a representa la seccion de un elemento (2-D) sometido a tensiones de compresion en sus
caras, determinar el polo correspondiente al punto A (c31,0) y usar el teorema del polo para determinar
las tensiones en planos que forman angulos de +302 (130), +752 (175), +1252 (7125), y +1502 (7150), con
el plano horizontal del elemento 7.

Aplicacién: o= 3.5 MPa, 6,= 0.5 MPa,

75 T2s

125°

.
% 75° 30 <

o, Gy (<7} G2

T150 150°
30°
D D C

C

\ \
ﬂ\cl Ta ﬁ\ﬁl Ta

Figura 4.27a. Elemento 2-D y planos en los que se solicitan las tensiones

Respuesta:

Por ser 1, el plano principal correspondiente al esfuerzo principal mayor (punto A del circulo), unalinea
horizontal en A determina sobre el circulo el punto polo Pp que se corresponde con el que define el
esfuerzo principal menor (A’), Figura 4.27b. Ahora es suficiente girar la linea PpA sobre el polo en
sentido contrario a las agujas del reloj para obtener los puntos B, C, D y E que definen los esfuerzos en
los planos pedidos, m3g, 775, T12s, ¥ Tis0. LOs puntos B’, C’, D’ y E’, definen los esfuerzos en planos

perpendiculares a los anteriores.

Los valores de las tensiones son:

og=1.5+1.5 cos(60) = 2.25 MPa, 7g = 1.5 sen(60) = 1.30 MPa
oc=1.5-1.5 cos(30) = 0.20 MPa, Tc=1.5sen(30) =0.75 MPa
op= 1.5+1.5 cos(70) = 2.01 MPa, Tp =-1.5sen(70) =-1.41 MPa
oe = 1.5+1.5 cos(60) = 2.25 MPa, Te =-1.5 sen(60) =-1.30 MPa

Observe que los planos m3o y T1s0 tienen el mismo esfuerzo normal pero su tensidn de corte es opuesta.

El dibujo de los esfuerzos en estos planos se deja como trabajo para el estudiante.
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T T
B
]
Tc C
o 150°
0| A'=P, 307 Ae0° c 0| A'=P N7 oc| o
G G |A Gc A
T c
g B
T T
e E'
150°
c 0 OE G
A'= Pyl Of' 60° A
110°
T T £
D

Figura 4.27b. Tensiones en los planos 13, 775, 7125, Y T1s0 (Y sus planos perpendiculares)

Problema 4.28

La figura 4.28a es similar a la del problema 4.27 pero el esfuerzo principal menor es de traccion. Usar
el teorema del polo para determinar las tensiones en los mismos planos (3o, 775, T125 Y Tis0 €N

referencia al plano m,. Aplicacién: ¢;= 1.5 MPa, 6,=-0.5 MPa,

G2

yﬂ

75

75°

T30

&1

T2s
125°

<7} G2
T1s0

WD
D C

\
q\cl Ta

Figura 4.28a. Elemento 2-D y planos en los que se solicitan las tensiones
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Respuesta:

Siguiendo los pasos del problema anterior, los puntos B, C, D y E definen los esfuerzos en los planos

pedidos, T30, T75, 125, Y T1s0, Figura 4.28b.

T T
B 8
C Tc
o 150°
A'=P, 30 60° G A= Py \75° oc o
Gg 0 Cp A Gc 0 A
¢ c
Tg'
B’
T T
E' e
150°
c OF c
A'=Pp O 0 60° A
L)) T E
DT

Figura 4.28b. Tensiones en los planos s, 75, T125, Y Taso (Y sus planos perpendiculares)

Los valores de las tensiones son:

og=0.5+cos(60) =1 MPa, 1tp=sen(60)=0.87 MPa
6c=0.5-cos(30) = 0.20 MPa, Tc =sen(30) = 0.50 MPa
op= 0.5+ cos(70) = 0.84 MPa, Tp =-sen(70) =-0.94 MPa
oe=0.5+cos(60) =1 MPa, t¢=-sen(60)=-0.87 MPa

Problema 4.29

Las caras opuestas de una muestra cuadrada (2-D) de roca estan sometidas a los siguientes esfuerzos,

Figura 4.29a:
Caras horizontales (planos my): o,=1100 kPa, T = -400 kPa
Caras verticales (planos my): ox =900 kPa, T,x= 400 kPa
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\LGZ
Tzx

- =
}TC Txz

20°
—_— =
Ox m Ox

Txz \
“ 20°
=

Tzx
Oz

Figura 4.29a. Elemento 2-D y planos en los que se solicitan las tensiones

Responder a las siguientes preguntas:

i) dibujar el circulo de Mohr del problema, representar los puntos correspondientes al estado tensional
de los planos 1y y Ty, y obtener las tensiones y planos principales de esfuerzos,

ii) ¢cudl la tensién maxima de corte de laroca?, éen qué plan se produce? (responder usando el circulo),
iii) encontrar el polo asociado al punto que representa el estado tensional del plano horizontal, los
esfuerzos en este punto y el plano sobre los que actuan,

iv) usar la teoria del polo para obtener los esfuerzos en los planos 7, y m, de la figura.
Respuesta:

i) Los datos del problema permiten representar el circulo de Mohr, Figura 4.29b cuyo centro y radio

son:

centro: (1000,0), radio =4.12

Los puntos correspondientes al estado tensional de los planos my y Ty son Ay A’ respectivamente. Las

tensiones principales y los planos sobre las que actian son:

1= 1412 kPa — plano resultado de girar 382 el plano my, en sentido contrario a las agujas del reloj,
o0,=588 kPa — plano resultado de girar 38+90 = 1282 el plano 7y, en sentido contrario a las agujas

del reloj.

ii) La tensién de maxima de corte es 412 kPa y se produce en el plano resultado de girar 38+45= 832

el plano my, en sentido contrario a las agujas del reloj (punto R del circulo), Figura 4.29b.

iii) El polo representativo del estado en A es Py, Figura 4.29b. Los esfuerzos en el polo son: Gpel0 = 900
kPa, Tpolo = -400 kPa. El plano sobre el que actian los esfuerzos anteriores es el resultante de girar 282

el plano my, en sentido contrario a las agujas del reloj, Figura 4.29b.

119



Capitulo 4. Esfuerzos en geotecnia. Circulo de Mohr

T

412 Trotura R

400 A
104°
76°
0 ‘ ‘ (e
588 76°
900 28
1000
-400
1100 Pe A
1412

Figura 4.29b. Circulo de Mohr

iv) Para obtener los esfuerzos en el plano m, basta girar 202 en sentido de las agujas del reloj la linea

PpA en torno al polo para obtener el punto B que define las tensiones en ese plano, Figura 4.29c. Del

mismo modo, los esfuerzos en el plano 7. se obtienen de girar 202 en sentido contrario a las agujas del

reloj la linea PpA en torno al polo, punto C, Figura 4.29c.

T R

Tp

Tc

Figura 4.29c. Uso del polo para obtener los esfuerzos en los planos m, y 7.

Leyendo en el propio circulo, el estudiante puede calcular los esfuerzos en los planos correspondientes

alos puntos By C.
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4.4, Criterio de fallo de Coulomb

El criterio de fallo de Coulomb en suelos (también aplicable para discontinuidades o juntas en rocas),
propuesto en 1773. se basa en su expresion para la resistencia al corte de estos materiales. Esta, que
aglutina las propiedades mecénicas del medio y las tensiones normales y de corte en la superficie de

fallo, viene dada por
¢ = ¢ + ontg(9) (21)

donce t¢ es el esfuerzo de corte (resistencia por unidad de drea, M/m?), c es la cohesién del material
(fuerzas atraccién entre particulas por unidad de drea, N/m?), c,, es el esfuerzo normal aplicado al
plano de corte (M/m?), y tg(¢) (adimensional) la tangente del llamado &ngulo de resistencia al corte
(¢). Los puntos de los hipotéticos circulos de Mohr situados por encima de la linea de falla, ecuaciéon
(21) no pueden estar en equilibrio pues para ellos existen planos en los que las tensiones de corte
estdn por encima de t¢. De este modo el circulo limite (circulo de falla o rotura) es siempre tangente a

la linea de falla.

Mohr asume el criterio de Coulomb y lo aplica a muestras de hierro fundido (en las que el criterio de
Saint-Venant, usado ampliamente por la comunidad ingenieril, presentaba discrepancias con los
resultados de laboratorio). llustra su utilidad con la deduccién de la resistencia limite al corte (Tiim,corte)
mediante pruebas de resistencia a la compresidn y a la tension: ‘a partir de los circulos de estas pruebas
definidos por los esfuerzos de compresién hasta la rotura (o1, positivo de acuerdo al criterio de signos)
y traccién (o5, negativo), también hasta la rotura hasta, representa la linea tangente comun a estos
circulos; el radio del circulo intermedio tangente a esta linea y con centro en 6=0, 1=0, Figura 15, es el

valor de la resistencia al corte, Tiim,corte. En las figuras se indican los valores Tiim,traccién Y Tiim,compresién-

—~

T —~

— 1:Iim,traccio'n
T|i m,corte
(e}
1 T
N Py ‘ PSJ 61
S

T im,corte

Figura 15. Circulos de Mohr de compresidn, traccion y corte para el hierro fundido

121



Capitulo 4. Esfuerzos en geotecnia. Circulo de Mohr

Es facil demostrar utilizando la semejanza entre los trapecios P1P3P4P; y P,P3P40, que la relacién entre
;o . . -1 -1 -1

los valores limite de los anteriores esfuerzos viene dada por Ty corte = Tiim,traccisn T Tlim,compresién’

o bien

Tlim,tracciénUlim,compresién

Tlim,corte =

Tlim,traccién tTlim,compresién
una tarea que dejamos para el alumno.

Problema 4.30 (criterio de fallo de Coulomb )

Conocidas las propiedades cohesién (c) y dngulo de rozamiento (¢) de una determinada muestra de
suelo, representar la recta t¢ = ¢ + o,tg(¢), cuyos puntos son tangentes a los potenciales circulos de
rotura en cualquier tipo de prueba. Esta linea recibe el nombre de linea de falla o rotura o recta de
Coulomb. Representar esta linea en el plano t-c y el circulo de rotura o falla definido por los esfuerzos
principales o, y 2. A partir de esta geometria (recta y circulo), deducir una expresion que relacione los

parametros del problema: i) 1, 2y ¢ (par el caso c=0) v, ii) 61, 62, c y ¢ (par el caso c#0).
Respuesta:

i) La representacion grafica pedida se muestra en la Figura 4.30a para el caso c=0. El radio del circulo

G1—G . . 6110
de rotura vale ro = 12 % mientras que su centro esta en el punto (%, 0).
T
B circulo de rotura
linea de rotura
0 7 . \ (I) Gy (9]
A Gp C A o
O1+0,
2

Figura 4.30a. Recta de coulomb y circulo de rotura (c=0)

Llamamos 26 al angulo correspondiente al arco de circulo AB. La relacion entre 0 y el angulo de corte

des
=
20=-+¢
I'o

De la figura anterior, y teniendo en cuenta (del triangulo OBC) que sen(¢)=&, podemos escribir
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T
o1 _ 0C+ry _ 1+5e _ 1+sen(9)

6, 0C-ro 1-2 ~ 1-sen($)

Una expresidn que, usando las relaciones trigonométricas

1+ sen(¢) = 1+COS(§+¢) =2cosz(§—¢)
1—sen($) = 1—COS(§+¢) = 2 sen? G—(]))

se puede escribir en la forma

2o (-0)

o2

donde el término tg? (g - ¢) denotado con el simbolo N, juega un papel muy importante en muchos

problemas de mecanica de suelos.

ii) Para el caso c=0, la linea de falla y el circulo de rotura se representan en la Figura 4.30b.

linea de rotura circulo de rotura

A' Op C A o

[eRaep)
2

Figura 4.30b. Recta de coulomb y circulo de rotura (c#0)

El radio y el centro del circulo tienen el mismo valor que en caso anterior. Trazando una paralela a la

linea de falla que pase por el origen tenemos

o110,

CB=r,=CD+DB= e sen(p) + c sen(P)
con lo que,
G1—03 6140,

S = Tsen(B)+csen(B)

de donde

_ 1+sen(¢) cos(¢)
01 = 02 1-sen(¢) +2c 1-sen(9)
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En términos del factor N, = tg? (g - ¢), es facil llegar a

61 = G, tg? (g—d)) + 2c tg(g—cb) = 0Ny +2¢ /N,
Problema 4.31

Una muestra de suelo arcilloso de cohesién c= 20 kPa y angulo de rozamiento ¢=262 se somete a rotura
en un triaxial mediante una prueba que, partiendo de las tensiones 6, jn; = Grini = 80 kPa, se lleva al
corte manteniendo el esfuerzo axial (c,) y aumentando el radial (c,). En estas condiciones:

i) Dibujar la recta de Coulomb, los sucesivos circulos de la prueba y el circulo de Mohr de rotura,
ii) ¢ Para qué valor del esfuerzo radial tiene lugar el corte?, écuanto vale la tension maxima de corte en
la pieza y en qué plano tiene lugar?, calcular el factor Ny,

iii) Responda a las cuestiones anteriores para un suelo de pardmetros c=0, ¢=262.
Respuesta:

i) La ecuacion de la recta de Coulomb, t¢ = ¢ + o,tg(), es (Figura 4.31a)

¢ = 20+ 0.488 5,

Los sucesivos circulos crecientes de la prueba tienen un punto comun en ¢, = 80 kPa. La rotura tiene

lugar en el circulo limite que intersecta la recta de Coulomb.

T (kPa) -

og =133 =

Trotura = 84.5

T, 94

méx =
I c=20 Or Oa,rotura

0
80 o (kPa)

268

Figura 4.31a. Recta de Coulomb, circulos sucesivos de la prueba y circulo de rotura

ii) De la expresidn que liga los parametros del problema se obtiene el esfuerzo axial en el corte

__ 2ccosd 1+send _ 2-20-cos(26) 1+sen(26)

Oacorte = 1-send Or 1-seny  1-sen(26) 1-sen(26) =268 kPa
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El radio del circulo de rotura es 94. El fallo tiene lugar en el plano resultado de girar 45+26=712 el plano
horizontal, en sentido contrario a las agujas del reloj; las tensiones en el plano de corte (punto R de la

figura) son
Or=174 - 94sen(26)= 133 y Tg= 94cos(26)= 84.5 kPa.

La tensidn de corte maxima (positiva) tiene lugar en el punto M del circulo y se da en un plano resultado

de girar 452 el plano horizontal, en sentido contrario a las agujas del reloj. Su valor es

Tmix = 0528 = 94 kPa
El valor de N, es:
— 2 (T — 2 —
Ny =tg? (2—¢) = tg?(64) = 4.20

i) Para el suelo con c=0y $=262, tenemos (Figura 4.31b)

G -G 1+seny _ 1+sen(26)
acorte — r 1-sen¢ - 1-sen(26)

=205 kPa

El radio del circulo de rotura es 67.5. El fallo tiene lugar en el mismo plano que el caso ii); por otra

parte, las tensiones en el mismo son (punto R de la Figura) son

ogr=140.7 — 67.5sen(26)= 111y tg= 67.5c0s(26)= 60.7 kPa.

Finalmente 1,5 = 67.5 kPa

t (kPa) _
Ty = 67.5
3= 60.7
-1 26° o (kPa)
0 204
og =111 .

Figura 4.31b. Recta de Coulomb y circulo de rotura para c=0y ¢=262
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4.5. Problemas 3-D. Circulo de Mohr

Ya sabemos que los esfuerzos en tres dimensiones en un punto dado de una muestra o pieza de
material vienen representados (en el caso mas general) por un tensor de esfuerzos de segundo orden,
que convenientemente ordenado de acuerdo la nomenclatura mas adoptada de ejes de referencia en

ingenieria del terreno, tiene la forma

Oz Tzy Tzx
Tyz Oy  Tyx
Txz Txy Ox

Estos esfuerzos actian sobre las caras del elemento cubico mostrado en la Figura 16. Se trata de un

tensor simétrico por lo que sdlo seis de sus componentes son independientes:

Gz, Gy, Ox» Tzy = Tyz Tzx = Txzs Tyx = Txy
-
X
e
=
y
Txe fvz
o, A
T T y
Xy < oy X
7 - «— D
Ox i Ty y 1T
[e} T \ B
y X c
Txz
Tyz
T, L.
Y + —p[2X
a Z\L

Figura 16. Elemento cubico bajo un sistema generalizado de esfuerzos 3-D y plano

La aplicacion de las condiciones de equilibrio (de fuerzas y momentos) a cualquiera de las partes del
elemento cubico separadas por un plano de orientacion arbitraria como el plano « de la figura 16,
permite determinar las componentes normal y de corte del esfuerzo que aplica a dicho plano. Este
engorroso calculo lo omitimos y, en su lugar, aportaremos las soluciones para dos escenarios. En el
primero, el elemento cubico esta sometido a tensiones normales de compresion en sus caras (son pues
tensiones principales y sus caras planos principales de esfuerzos), Figura 17; el segundo incluye ademas
tensiones tangenciales en cuatro de sus seis caras (sélo una de las tensiones normales es principal y su

cara asociada plano principal), Figura 18.

Los tres circulos de Mohr para estos escenarios se muestran en las mismas figuras. Incluso para estos
casos mas sencillos, el calculo de los esfuerzos en cualquier plano es engorroso y lo omitimos. Para

ambas figuras los puntos de las tres circunferencias representan los esfuerzos en planos
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perpendiculares a cualquiera de las caras del cubo; en planos que no cumplan esta condicién los

esfuerzos estan representados por puntos interiores a los circulos (zona sombreada).

O1

| + %2
‘ O, c
G1

' m 013
—f—>+ ‘ te—t— 5 % 5

G1

Figura 17. Elemento cubico bajo esfuerzos normales (principales) de compresion (izquierda).
Circulos de Mohr (derecha)

Oz

Figura 18. Elemento cubico bajo esfuerzos normales (compresidn) y de corte (izquierda).
Circulos de Mohr (derecha)

La secuencia para dibujar el circulo del primer escenario es inmediata ya que se conocen las tres
tensiones principales cuyas diferencias (dos dos) determinan el didmetro de los circulos. En cuanto al
segundo escenario, se representan en primer lugar los puntos A (6,,T,y) ¥ B(0,,T,y) v se traza la

. . 4 Gz+G .
circunferencia cuyo centro (punto O;) estd en 22 Zycuyoradioesry, = /GZZ + rzyz; los puntos Cy

D de este circulo definen las tensiones principales o, y o,. El tercer esfuerzo principal es conocido,

, . G, —0: G1—0:
Gy = O3, por lo que los otros dos circulos de centros O,3 y O13, y radios ry3 = —22 2yrg = 12 2

’

respectivamente, pueden ser incorporados a la figura. La terminologia 6, para el esfuerzo principal

127



Capitulo 4. Esfuerzos en geotecnia. Circulo de Mohr

mayor, 6, para el intermedio y o3 para el esfuerzo principal menor es la generalmente adoptada en

ingenieria del terreno.

Problema 4.32 (circulo de Mohr 3-D)

Sobre las caras de un elemento cubico de roca débil y lado |, actian tensiones normales (principales)

de valor 0.4, 1.2 y 1.6 MPa sin romperse, Figura 14.32a. Dibujar los circulos de Mohr y calcular:

i) el esfuerzo de corte maximo y el plano sobre el que actua dicho esfuerzo,

ii) el esfuerzo de corte maximo, ¢sobre qué plano actla este esfuerzo?, ésobre qué plano actua el
esfuerzo de corte de 0.3 Mpa correspondiente a puntos de la circunferencia mayor?

iii) encontrar los planos sobre los que actuan los esfuerzos asociados a los puntos de maxima tension

de corte de los circulos de Mohr de menor radio

z

01
+ /
+ 0y
— >t te—f—
O3 O3
+

Y

Figura 4.32a. Elemento cubico bajo esfuerzos principales de compresion

Respuesta:

i) De acuerdo con la terminologia al uso,
o, =16, 6, =1.2, 63 =04

Los centros y radios de los circulos, representados en la Figura 4.32b, son

G140, G1+03
Op=—-+ O13=—— 0]
12 . 26 ’ oo 13 2 oo 23 2
1702 __ _01703 __ _ 02703 __
o= T = 02, riz = T = 06, I3 = T =04

O,+03
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o1

Figura 4.32b. Circulos de Mohr del elemento de la Figura 1.51a

ii) El esfuerzo de corte maximo positivo se da en el punto M del circulo (en N se da el mismo esfuerzo
pero negativo). Su valor es

__ 0103

Tmax — 2 = 0.6 MPa

Ty o ) del elemento sobre el que actua este
max,positiva

Para determinar la orientacion o, mejor, el plano (
esfuerzo, observamos que se encuentra en el circulo definido por las tensiones 6; y 63 por lo que hay
que girar la cara horizontal del cubo (sobre la que actlia o), superior o inferior, un dngulo de 452 en
sentido contrario al giro de las agujas del reloj para llegar al punto M en el que tiene lugar el esfuerzo
maximo; un giro positivo que implica el avance del sacacorchos en el sentido positivo del eje QY (kai=j).
El giro de 452 en sentido contrario (negativo) determina el punto N sobre el circulo c,-63, punto

T, i ) sobre el que actua la tensiéon de corte de -0.6 MPa. La Figura 4.32c
max,negativa

asociado al plano (
muestra estos planos y los sentidos de las tensiones de corte de acuerdo con la convencién de signos.

02263: 1 Mpa.

Las tensiones normales e iguales en estos planos de corte son de compresion y de valor

01
v -
450 N\

N
% , 0.6//\0'6,* s /\\
I 1

T . . (% )
max,positiva max,negativa

Figura 4.32c. Planos de maxima tension de corte (planos de rotura) y sentidos de los esfuerzos
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Los puntos de tension de corte 0.3 MPa de la circunferencia mayor son Py y P,, Figura 4.32b. De los

datos del problema,

sen(B) = % =0.5, B=30¢

Asi, el plano sobre el que actuan los esfuerzos de P, se obtiene girando el plano horizontal del cubo un
90-30

angulo o = = 302 en el sentido (negativo) de las agujas del reloj, mientras que el plano sobre el
que actuan los esfuerzos de P; se obtiene girando el mismo angulo en sentido (positivo) contrario a las

agujas del reloj, Figura 4.32d.

01 G2
i e
- esfuerzos en P;
Oj T
P1 -
\% =
=
o3 f Tpy G3
5 -«
Gy GPZ
/' _ /N -0
——Tp, esfuerzos en P,
30° /\

for

Figura 4.32d. Planos sobre los que actuan los esfuerzos definidos en los puntos P, y P,, Figura 4.32b

iii) Estos puntos estan sefialados como D y E en la Figura 4.32b. Representan los siguientes valores

(positivos) de esfuerzo:

Punto D: 6p = 0.8 Mpa, Tp = 0.4 Mpa
Punto E: o = 1.4 Mpa, tg = 0.2 Mpa

El plano sobre el que actuan los esfuerzos op y T se obtiene girando el plano frontal de la muestra
(sobre el que actua o,, punto B del circulo intermedio) un dngulo de 452, efectuando el giro en sentido
positivo, de forma que el sacacorchos avance en el sentido positivo del eje OZ. De igual forma El plano
sobre el que actian los esfuerzos o y Tg se obtiene girando el plano horizontal de la muestra (sobre
el que actla o), punto C, un angulo de 459, efectuando el giro en el sentido positivo, de forma que el

sacacorchos avance en el sentido positivo del eje OX. La Figura 4.32e muestra estos planos.

130



Capitulo 4. Esfuerzos en geotecnia. Circulo de Mohr

I N T

Tp

59/

o3 / O3
O3 G3
— —
G2 G2
2 v . v
45° (<4

fo fo
Figura 4.32e. Planos sobre los que acttan los esfuerzos definidos en los puntos D y E, Figura 4.32b

Problema 4.33 (¢circulo de Mohr 3-D?)

Una muestra de suelo en forma de cubo se somete a una prueba 3-D con 63=500 kPa, 5,=750 kPa y
G5 creciente partiendo de un valor inicial ;=750 kPa. La tensidon maxima soportable por la muestra es
Tiim = 1.2 MPa con independencia del esfuerzo normal en el plano en el que se da la rotura (no es el

criterio de Coulomb), Figura 4.33a. Dibujar los circulos de la prueba y determinar:

i) el valor de 5, en el fallo,
ii) el plano de rotura y los esfuerzos en el mismo,
i) équé tensiones existen en un plano m,1 Y o2 Normales a XOZ, y cuyos vectores de direccién forman

angulos de 402 con ¢3?

Sp)
AR
T or Y W o3
a0 7 Vage
0/ ; >

0,1

y G1

Figura 4.33a. Elemento cubico de suelo sometido a rotura y planos 7,1 Y T2
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Respuesta:

i) Los circulos de Mohr evolucionan como se indica en la Figura 4.33b (en sentido descendente).

T
0.75
a) 0.5
/\ max,a
G3\__/02=01 o
T
%
b) A [
G\ fcz /51 o
T
1.25
C) m ’Tméx,c
O3 O2 01 o
V
T
1.75
d)
Tméx,d
O3 G2 O1 o

Figura 4.33b. Evolucidn de los circulos de Mohr hasta la rotura de la muestra

El circulo formado por las tensiones 6, y 63 no cambia de radio mientras los otros dos crecen. Dado
que la rotura ocurre para un esfuerzo de corte de 1200 kPa, independiente de la tension normal, éste
debe ser el radio del circulo méximo (asociado a las tensiones 6; y 63). Asi, la rotura ocurre para
(o3 = O;
= Jurowra” % _ 19 - 1 rotura =2.9 MPa

Tim = 2
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Los circulos en la rotura estan definidos por los centros y radios siguientes, Figura 4.33c:

Circulo menor: Centro en (0.625,0), radio=0.125
Circulo intermedio: Centro en (1.825,0), radio=1.075
Circulo mayor: Centro en (1.7), radio=1.2
T
1.2

1.075

1.825

2.9

Figura 4.33c. Circulos de Mohr de rotura

ii) El punto R de la figura anterior identifica la rotura (también el punto opuesto en el circulo, R’). Las
tensiones en el mismo son g =1.7 (de compresidn) y tg = 1.2 (positiva). El plano de rotura se obtiene
yendo de A a R, lo que equivale a girar el plano horizontal (donde se aplica 61) n angulo de 452 en
sentido contrario a las agujas del reloj (avance del sacacorchos en la direccién OY). Este plano y sus

tensiones se muestran en la Figura 4.33d.

G1
l o
0 7
Grotura 45 \ -~ | _ planoderotura
= -
— Trotural os
o3 '\
Grotura

o

.

Figura 4.33d. Plano de rotura y sentido de los esfuerzos en el mismo
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iii) El plano m,,1 es el resultado de girar el plano horizontal (cara superior) un dngulo de 1302 en sentido
contrario a las agujas del reloj, lo que significa ir del punto A al D (2602) en el circulo de Mohr. Advierta
que esto equivale a girar 802 |a cara vertical derecha también en sentido contrario a las agujas del reloj
(recorrido C a D), Figura 4.33e. La tension de corte es negativa y su sentido es el indicado en la Figura
4.33a. Con idéntico razonamiento, el plano 7> es el resultado de girar el plano horizontal (cara
superior) un angulo de 502 en sentido contrario a las agujas del reloj, lo que significa ir del punto A al
E (1009). Advierta, de nuevo, que esto equivale a girar 802 la cara vertical derecha en sentido de las
agujas del reloj (recorrido C a E), Figura 4.33e. La tensidn de corte es positiva y su sentido es el indicado

la Figura 4.33a. Los valores de los esfuerzos en estos planos son:

Plano mo1: T, . = —1.2cos(10) = — 1.18 MPa Gr,, = 1.7 — 1.2sen(10) = 1.49 MPa

1.2 cos(10) =1.18 MPa Ory, = 1.7 —1.2 sen(10) = 1.49 MPa

To,1

Plano mo2: 1T,

Figura 1.52e. Tensiones en los planos 7,1 Y To,2

E

D

Problema 4.34 (circulo de Mohr 3-D)

En una muestra de terreno 3-D confinada entre dos placas, Figura 4.343, la rotura tiene lugar en el plan
de esfuerzo de corte maximo cuando se aplican a las caras los siguientes esfuerzos de compresion:
6, =0.28, oy =0.18 yo, = o, =0.15 Mpa. Al mismo tiempo las caras verticales estan sometidas a
esfuerzos de corte cuyo sentido se muestra en la figura. La resistencia al corte de la muestra es
Trotura = 0.1 MPa.

i) Discutir el enunciado e indicar el camino para la construccion del circulo de Mohr de rotura,

ii) Determinar los circulos de Mohr en la rotura, el plano de rotura y las tensiones normales en él
indicando sus signos y sentidos,

iii) Calcular los esfuerzos y planos principales de la muestra,

iii) ¢Qué influencia tiene la tensidon o, en el corte?
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Figura 4.34a. Muestra de suelo sometida a corte con el sentido de los esfuerzos aplicados
Respuesta:

i) Los planos laterales son principales ya que en ellos no existen esfuerzos de corte; asi, 6, = o, esel
esfuerzo principal intermedio. Los esfuerzos o, y oy permiten la determinacién del centro del circulo
mayor cuyo radio es la resistencia al corte. Las tensiones principales de determinan a partir del centro
y radio de este circulo mayor. La orientacidn de cualquier plano y los esfuerzos normales y tangenciales

que soporta se deducen de la representacion de Mohr usando los convenios de signos.

ii) Los datos del circulo mayor, Figura 4.34b, que contiene la informacién sobre el punto y plano de

ruptura, son:

Circulo mayor: Centro en (@, O) =(0.23,0) radio=Tporyrg = 0.1

De aqui, se deducen las tensiones principales
61 =0.23+Toyra=0.23+0.1= 0.33 o, =0.15, 63 =0.23-T;o1yra=0.23-0.1=0.13 MPa

que dan lugar a los otros dos circulos, Figura 4.34b,

Circulo intermedio: Centro en (0'15#, 0) = (0.19,0) radio=%‘)'15 = 0.04

Circulo menor: Centro en (0'15#, 0) = (0.14,0) radioz@ =0.01

El punto de rotura es R con tensiones Trotura = 0.1 Y Grotura = 0.23 MPa, mientras que los puntos
correspondientes a los planos no confinados por las placas (escenario de la Figura 4.34a) son A’ y A.
Advierta que el cortante 1,y, con arreglo al criterio de signos, es negativo por lo que este plano estd

0.28—-0.23 =0.5, B=609.

asociado al punto A’. De la figura, cos(B) = o1

Por el contrario el cortante 1y, es positivo y esta asociado al punto A. Con esta ubicacién es inmediato

b

. . . . p+ . .
determinar el plano de rotura, basta girar el plano horizontal un angulo TZ =752 en sentido contrario
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a las agujas del reloj o sentido de avance del sacacorchos en la direccién positiva del eje OY (recorrido
A’ a R en el circulo). El plano de rotura, en relacién con el esquema de la muestra de la Figura 4.34a,

asi como los sentidos de los esfuerzos se muestran en la Figura 4.34c

T
0.1 R
. A B
N M O
0.13 p
0.14
0.15
0.23 A
0.24
0.33

Figura 4.34b. Circulos de Mohr en la rotura

T
750 | rotura
$¢ f<\

Grotura

Figura 4.33c. Plano de rotura y esfuerzos en la rotura

iii) El plano principal correspondiente el esfuerzo mayor resulta de girar el plano horizontal un angulo

g =302 en sentido contrario a las agujas del reloj o sentido de avance del sacacorchos en la direccién

positiva del eje OY (recorrido de A’ a M en el circulo). El correspondiente al esfuerzo intermedio viene

determinado por un giro de % =12092 (recorrido de A’ a N en el circulo).

iii) El esfuerzo principal intermedio o, no tiene influencia en la rotura pues no modifica el tamafio del
circulo mayor. Su influencia se limita a modificar las tensiones normales y de corte en planos no

perpendiculares al eje OY. Profundice el estudiante sobre esta afirmacion.
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4.6. Esfuerzos conjugados

Supongamos un suelo, 2-D, no cohesivo (c=0) caracterizado por los esfuerzos representados mediante
el circulo de Mohr de la Figura 19. Tomemos un elemento de suelo (un cuadrado) sobre cuyas caras
actuan los esfuerzos asociados a los puntos A y A’ del circulo. En la misma figura se representa este
elemento con dos orientaciones espaciales diferentes (distinto sistema de referencia); una en la que
las caras sobre las que acttan los esfuerzos del punto A (planos m,) se dibujan horizontalmente y otra
en la que estas mismas caras estan inclinadas un cierto dngulo y respecto a la horizontal (resultado de
girar T, en sentido contrario a las agujas del reloj un dngulo ). En ambas representaciones del
elemento se muestran los esfuerzos en las caras, con sentidos y signos coherentes con el convenio en

mecanica de suelos.

E
A
Op -
A —=
S s,
G G,
oa -
D A=
A o 4\ A
Oa

Figura 19. Circulo de Mohr y esfuerzos en un elemento de suelo en dos sistemas de referencia

En la Figura 20, para las dos orientaciones de la figura anterior, se representan los esfuerzos normales
y tangenciales sobre el plano s, Ga Y Ta, asi como el esfuerzo total 55, suma vectorial de los anteriores
(54 = Gp + Ta). Los esfuerzos 55 y G4 sobre m, forman un angulo ¢ representado también sobre el

circulo de Mohr, Figura 18.

Se llama plano conjugado de 4 al plano T4 que contiene el vector esfuerzo total §5 (recuérdese que
. . T . .

estamos en 2-D). El plano conjugado forma un angulo (E - ¢) con my, con independencia de la

orientacion inicial asignada al plano m,, Figura 20.

Para determinar el punto de circulo (A.) representativo de las tensiones en el plano conjugado 7y,
basta desplazar el punto A sobre el circulo en sentido contrario a las agujas del reloj un angulo
T . p— —_ 3 - — — —

2 (E - (I)). Los esfuerzos en el plano conjugado son Ga_y T Y el angulo entre Sy =G+ Ta_ Y Ga,
es ¢’ (=¢ como se demuestra mas tarde), Figura 21. Una vez determinados los planos conjugados, los

esfuerzos sobre elementos de suelo limitados por planos conjugados (en dos sistemas de referencia)

se indican en a Figura 20.

Los planos conjugados tiene la siguiente propiedad: ‘el dngulo que forma el esfuerzo total en un plano

con la normal al mismo es el mismo angulo que forma el esfuerzo total y la normal en el plano
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conjugado’. Asi, en la Figura 21, el dngulo ¢ del tridngulo OAM (que forma el esfuerzo total en el plano
T Y la normal a este plano) es igual al dngulo ¢’ del tridangulo OA:N (que forma el esfuerzo total en el
plano ms_y la normal a este plano).

’ ¢ A
o — o g L
TCA\ ‘EA\L '/\n/27¢ TA\
=
\ ¢

Oa

Figura 21. Determinacidn de los esfuerzos en el plano conjugado m,’
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Problema 4.35 (esfuerzos conjugados)
Utilizar el polo para determinar el plano conjugado de uno dado.
Respuesta:

El elemento de la Figura 4.35, limitado por planos conjugados, muestra los esfuerzos totales en sus
caras y el (mismo) angulo entre éstos y las normales; advierta que el sentido de los esfuerzos totales
(o de corte en la cara MN) es coherente con los valores de la tensidn de corte en el punto A del circulo.

En la otra cara deben producirse esfuerzos de corte de diferente signo.

Para obtener el conjugado del punto A, fijamos el polo a partir de este punto con la linea APp 4 trazada
paralelamente el plano MN (nig). Después basta trazar una linea a partir de Pp o que forme un dngulo

(g + 8), linea paralela a la cara MQ (plano mg) cuyo corte con el circulo determina el punto conjugado
de A, A.. Advierta que el angulo (g + 8) es el existente entre la linea MN y la MQ. Advierta también
que denominar el polo con el simbolo Pp 4 parece redundante pues el polo no esta asociado a un punto
concreto sino a un escenario de orientacion del elemento en relacién con los esfuerzos en A; cualquier
otro punto dentro de este escenario daria el mismo polo. Sin embargo, hemos mantenido esta

nomenclatura para significar que el polo se determina a partir del punto concreto A.

Sx,

PA

o>

o>

Figura 4.35. Uso del polo para determinar los planos conjugados
Problema 4.36 (esfuerzos conjugados)
En suelos no cohesivos:

i) demostrar la propiedad enunciada anteriormente en relacidén con los dngulos entre esfuerzos en
planos conjugados,
ii) encontrar una expresion que relacione los esfuerzos totales en planos conjugados con el angulo que

forman éstos con la normal a sus respectivos planos y con el angulo de friccion.
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Respuesta:

i) La Figura 4.36a (izquierda) vuelve mostrar el circulo de Mohr para determinar el plano conjugado de
na (0 punto conjugado de A), ma_. Como hemos visto en la teoria, basta girar A sobre el circulo un

angulo 2(2 — 6) hasta A, punto que define las tensiones en m, . Para que 6 sea igual a &', la recta OA.

debe pasar por By el angulo OBM debe ser complementario de &’ (debido a que el triangulo OBM es

rectangulo). Pero, en efecto, el angulo inscrito OBM vale la mitad del arco AA.. En consecuencia 6=¢'.

Para el caso en que o, sea inferior a la tension que define el centro del circulo, Figura 4.36 (derecha),
la construccion sigue el mismo procedimiento. Advierta que en esta figura A. es el conjugado de Ay B,

el de B; también es cierto que A es el conjugado de A.y B el de B, épuede comprobarlo?.

T T
A
Bc 2 (12 - )
2
3 f M 9] [ o
0 5' L0 0
2(m2- SN
Ac /2 -8
5'=5
A' B

Figura 4.36a. Deduccién de los planos conjugados de los puntos A

Una demostracidn alternativa puede obtenerse a partir de la Figura donde se ha utilizado el polo para
obtener los esfuerzos en el plano conjugado. Por un lado, los dngulos inscritos en el circulo Dy Pp 5

abarcan la circunferencia completa (son suplementarios), y como ademas M = ﬁP‘A, resulta
D+Pp=D+M=n

pero como My Q son también suplementarios

Q+M=n

De este modo, Asi,

Q=Db=(2-5%)

2

conloque DOC =3

i) De la Figura 4.36a, con r, el radio del circuloy 5, = OAy Sn, = OA,, (haciendo uso de expresiones

que relacionan lados y angulos en los tridngulos OCA y OCA.), tenemos

(5:,)" =2 — (0C)? + 20C;,, cos(5)
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(§n3)2 = rcz; —(00)% + 2@5,[B cos(d)
» = OC sen(d)

con lo que la relaciéon buscada es

§ﬂ __ cos(8)—y/cos?(8)—cos?(8)

Srg c0s(8)++/cos2(8)—cos2(d)

Problema 4.37

Dibuje una recta de falla de un suelo de cohesion nula y el circulo de rotura en la que los esfuerzos
principales son de compresién. Elija un punto P como polo y demuestre los planos de falla son planos

conjugados (una hipdtesis no cierta para suelos cohesivos).
Respuesta:

La figura 4.37a muestra el circulo de Mohr, lineas de rotura, polo, y los puntos Ay A’ que representan

los esfuerzos en los planos de rotura ma y 7w, respectivamente.

_linea de falla

Figura 4.37a. Planos conjugados de rotura

De acuerdo con las propiedades del polo, PD y PE representan la orientacidn de los planos en los que
actuan los esfuerzos principales mayor y menor mientras que PA y PA’ son las orientaciones de los
planos de falla. Los puntos A y A’ sobre las lineas de falla informan sobre los esfuerzos criticos en sus
respectivos planos de falla. De la geometria de la figura es facil deducir los angulos entre planos. La
Figura 4.37b representa elementos de la muestra limitados por planos principales (izquierda) y planos

de falla, con sus respectivos esfuerzos.
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Sa

/.

G2

G2

G1

Problema 4.38

Una muestra 2-D de suelo cohesivo, con dngulo de rozamiento $=202, rompe cuando los esfuerzos

aplicados a sus caras son:
6,=0.34 Mpa, 6x=-0.06 Mpa, T,x=-1x,=0.15 Mpa

i) Dibujar el circulo de Mohr y la linea de rotura,

ii) Obtener el polo asociado al punto de circulo que define los esfuerzos anteriores,

iii) Calcular la orientacién de los planos principales en relacidn a los planos anteriores,

iv) Utilizar el polo para calcular los esfuerzos en planos orientados angulos 31 =302 (a favor de las agujas
del reloj) y B,= 302 (en contra) respecto a los planos originales,

v) Determinar la cohesién y los esfuerzos en los planos de corte y la orientacion de estos planos.
Respuesta:

i) La Figura 4.38 representa el elemento de suelo donde se aplican los esfuerzos de compresidn
(0,=0.34 Mpa), traccion (ox=-0.06 Mpa) y corte (Tx=-Tx,=0.15 Mpa) del enunciado. Los planos de
aplicacidn de estos esfuerzos se han representado horizontales y verticales en el sistema de referencia

de la figura.

El estado tensional del elemento de suelo se representa por los puntos A (c,=0.34, 1,=0.15), cuyos
esfuerzos acttian sobre el plano horizontal (Figura 4.38a), y A’ (6x=-0.06, 1«,=-0.15), cuyos esfuerzos
actuan sobre el plano vertical. Dichos puntos se encuentran sobre el circulo de falla puesto que la

muestra rompe bajo esta solicitacion de esfuerzos, Figura 4.38b.
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w ﬁ?z///’ //’Xf’z e
| L

Op'

Figura 4.38a. Elemento de suelo y esfuerzos

El centro, radio del circulo y esfuerzos principales vienen dados por

c:(cx ) 0) = (0.14,0)

ro =V0.22 + 0.152 = 0.25

c; = 0.14 + 0.25 = 0.39 MPa, 6, = 0.14 — 0.25 = —0.09 MPa
¢ =20°
c D
PP(A)
Bo =36.87°
N N (o}
%l o Sc e o
D
AI
plano
principal _
Bl

Figura 4.38b. Circulo de Mohr. Polo, y planos y esfuerzos de diferentes orientaciones
El angulo entre el esfuerzo total y el normal sobre los planos horizontales es
0,15
= ) = Q
B, = arctg ( ) ) 36.87
i) El polo Pp(a), se determina trazando una horizontal desde A. Estd definido por las tensiones

GPP(A) = —0.06 Yy TPP(A) = 0.15 MPa
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iii) Los planos principales son paralelos a las lineas MPp(4) y NPp(ay. Estos planos se obtienen girando

180-2
Tﬁ" = 71.562 en sentido a favor y en contra, respectivamente de

/

G1

el plano horizontal% =18.43%y

las agujas del reloj, Figura 4.38c.

62\

71.56°
G2

18.43°
Figura 4.38c. Orientacion de los planos principales

iv) Basta trazar desde el polo lineas paralelas a estas direcciones, Pp(A)D, para la direccién 1 =-302 y

PpayB para 2= 602 (respecto de la horizontal). Los esfuerzos sobre estos planos son:

Direccién PpcayD’ op, = 0.25 cos(60 — B,) = 0.230 MPa,
p, = 0.25 sen(60 — B_) = —0.113 MPa

Direccién Pp(a)B : op = 0.25 cos(180 — 60 — 2B_) = 0.173 MPa,
13 = 0.25 sen(60 — B, ) = 0.181 MPa

v) Para determinar la cohesidn basta usar la expresion

1+send cosd
6, =03 —— t2c——
1 3 1-send 1-send

que permite deducir
c=0.015 MPa
A partir del circulo, los esfuerzos en los planos de corte son:

Punto R: ogr = OC — 0.25 sen(20) MPa,
tr = 0.25 cos(20) MPa
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4.7. Circulo de Mohr (2-D) de deformaciones. Angulo de dilatancia

Si conocemos las deformaciones (de traccion o compresidn y corte) en un elemento causadas por
determinados esfuerzos sobre el mismo, es posible conocer las existentes en cualquier otro plano del
elemento, de orientacidn conocida respecto del primero, mediante el llamado circulo de Mohr de
deformaciones cuya construccidon y uso sigue pasos idénticos a los explicados para el circulo de

esfuerzos. La nomenclatura usada en esta seccion es:

& ye&,: deformaciones unitarias (directas) en las direcciones x y z, respectivamente,
Exzt deformacion de corte puro en la direccion z (perpendicular al plano x),

Exx: deformacién de corte puro en la direccidn x (perpendicular al plano z)

En cuanto a los signos de estas deformaciones, el convenio adoptado en ingenieria del terreno es el

siguiente:

e deformaciones de compresion positivas,

e deformaciones de traccidn negativas,

e deformaciones de corte (desplazamientos angulares de los lados) en sentido contrario a las
agujas de reloj, positivas,

e deformaciones de corte en sentido de las agujas de reloj, negativas.

La Figura 22 (izquierda) muestra un elemento antes y después de ser deformado por la aplicacién de
un conjunto generalizado de esfuerzos representados en la misma figura (derecha). Por simplicidad, el
lado del elemento sin deformar (un cuadrado) es la unidad. Sin pérdida de generalidad, se ha fijado el
punto A del elemento en el esquema de la izquierda para poder apreciar mejor las deformaciones con
referencia al elemento sin deformar (eludiendo los movimientos de sélido rigido del cuerpo). En
realidad, con los esfuerzos representados (asumiendo Unicamente que Tx,=-Tx,) €l Unico punto que no
se mueve es el centro del elemento, de ahi la necesidad de superponer los elementos original y
deformado con los puntos Ay A’ en comun y poder expresar asi la deformacidn (horizontal y vertical)

de los lados mediante las expresiones 1-g (lado inicialmente horizontal) y 1-¢, (lado vertical).

Puede advertir la coherencia entre las deformaciones directas y de corte con los esfuerzos aplicados.
Por ejemplo, con independencia de las contracciones del elemento causadas por los esfuerzos de
compresion aplicados (ox y 6z, no necesariamente del mismo valor), las componentes diagonales de
los esfuerzos de corte tienden a comprimir el elemento en la direccién BD y a estirarlo en la direccion
AC, lo que a su vez fuerza a girar los lados AB, BC, CD y DA en relacidon con sus posiciones originales un

mismo angulo yx, (positivo) = — v, (negativo), con el sentido indicado en la figura.

Las deformaciones longitudinales de los lados, &4y €, quedan determinadas por las tensiones normales
Oy Y O las cuales, no siendo necesariamente las mismas, causan deformaciones de diferente valor

(ex#€,, en general).
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Txz

z z

Figura 22. Elemento cubico (2-D) antes y después de la deformacidn (izquierda).
Esfuerzos generales que causan la deformacion (derecha)

En una deformacién puramente de corte ya estudiada al principio del texto, la disposicion de las
tensiones en el elemento ademas de originar un giro en sus caras verticales (AD y BC) determina
alargamientos longitudinales en sus lados AD y BC (recuérdese el momento no estd totalmente
equilibrado pues el centro de masas del elemento se desplaza), Figura 23 izquierda. A La derecha de
esta figura se muestran los elementos deformado y sin deformar haciendo coincidir los centros de
ambos para apreciar mejor las deformaciones. Los lados AD y BC giran en sentido contrario a las agujas
del reloj produciendo una deformacién de corte positiva (y,x>0) mientras que los lados AB y CD giran a
favor de las agujas del reloj produciendo una deformacién de corte negativa (y»>0), del mismo valor

absoluto.

X

z

Figura 23. Elemento cubico (2-D) antes y después de una deformacion de corte pura (izquierda).
Elementos con el centro comun, deformaciones de corte de sus lados (derecha)

Recuérdese que el esfuerzo de corte asumido generalmente en ingenieria, ying, Se define como el
angulo de distorsion total del elemento, suma de las deformaciones de corte Yy, y Y.x. Al ser ambos del

mismo valor,

Ying = Vxz = Yax = Z'sz
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La Figura 24 (superior) presenta un elemento ABCD que ha sufrido sélo deformaciones unitarias d¢, de
compresion (8g,>0 de acuerdo con el criterio de signos) en sentido vertical, y g, de traccion (6ex<0) en
sentido horizontal; A’B’C’'D’ es el elemento deformado. En su interior se muestra un elemento mas
pequefio EFGH, con diferente orientacidn al elemento ABCD, antes (linea discontinua) y después (linea
continua) de la deformacién. Teniendo en cuenta que las deformaciones se asumen pequeiias, las
caras FG (o F'G’) resultan de girar las caras originales CD (o C'D’) un angulo 6, y lo mismo las caras EF
(o E'F’) respecto de las caras originales BC (o B'C’); es decir, la orientacidon del elemento interior es el

resultado de girar el exterior un angulo 6.

B E
— 2Yer Seer
—/ B
|
12er
Pl
- g,
—
| Sex
|
|
L c
—1
C
12y
B
128y >0
20

Sex \\6 r\ deq S, &
N S
0 epze&c M

128y <0

N~ g

Figura 24. Elementos originales y deformados con diferente orientacion (superior)
Representacion de las deformaciones unitarias en el circulo de Mohr (inferior)

En el diagrama de Mohr de deformaciones, el estado de deformacion correspondiente a las caras
originales viene dado por los puntos M (deformacién &g, en las caras horizontales AB y CD, de
compresion, positiva) y N (deformacion dg, en las caras verticales BC y DE, de traccion, negativa). Para
obtener los puntos del diagrama asociados a la nueva orientacion, basta girar los anteriores My N un

angulo 20 en sentido contrario a las agujas de reloj para llegar a los puntos P y Q, respectivamente. P
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representa las deformaciones longitudinales y de corte en la cara FG y Q en la cara EF. Puede apreciarse
que las nuevas deformaciones longitudinales son ambas positivas (3¢p y dgq), mientras que la de corte
es positiva en R (0.58yp) y negativa en S (0.58yq). De esta forma, los lados EH y FG del interior
experimentan un giro 0.58yp positivo (en sentido contrario a las agujas del reloj) y los lados EF y HG

experimentan un giro idéntico pero negativo (en el sentido de las agujas del reloj).

El polo de este circulo (punto N) obtenido trazando la horizontal desde M (ya que d¢, actta sobre el
plano horizontal) permite obtener directamente las deformaciones unitarias y de corte en el plano FG
trazando sencillamente una linea desde N con la orientacion 0 respecto a la horizontal en sentido de

la agujas del reloj (linea NR).

Deformacion volumétrica
En condiciones de pequefias deformaciones y deformacion plana (ausencia de deformaciones directas
en la direccion perpendicular al plano XOZ), el circulo de Mohr permite deducir la deformacién

volumétrica, ey. Como &y = &; + €3, de la Figura 24 se deduce
ey =0OM — ON = (0C+ CM) — (CN — 0C) = 20C

La deformacién volumétrica es el doble de la distancia del origen de coordenadas al centro del circulo.

Es positiva cuando el centro estd a la derecha del origen y negativa cuando lo esta a la izquierda.

Angulo de dilatancia

Existe un dngulo asociado al circulo de Mohr de deformaciones cuyo papel es equivalente al angulo de
resistencia a la friccién (o angulo movilizado de resistencia a la friccion ¢) llamado angulo de dilatancia.
En las Figuras 25 y 26 se representan circulos de esfuerzos y deformaciones, respectivamente,
representativos de sendas muestras incluidas en las mismas. El circulo de esfuerzos estd asociado a
una muestra sometida a esfuerzos principales en las direcciones horizontal (esfuerzo menor, o3) y
vertical (esfuerzo mayor, 1), mientras que el de deformaciones estd asociado a una muestra cuyas
deformaciones unitarias principales son dg3 y d¢1 (=Yx/2); la primera (deformacion mayor, positiva)
estd asociada a la direccién horizontal (movimiento de los planos verticales de la muestra) y la segunda
(deformacion menor, positiva o negativa) asociada a la direccidon vertical (movimiento de los planos

horizontales de la muestra).

Asumiremos deformaciones pequefias (de ahi el uso del simbolo &g en todas las deformaciones
unitarias) con objeto de aproximar la deformacién de volumen en la forma gy = ¢&; + €3. En relacién

con la Figura25, de la expresion

01703

sen(q)m) = Z—Z = p

se deduce
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2w G+ on)]

o3 tg [2 2 + ¢m

que permite obtener la relacidn de tensiones principales en funciéon del dngulo de resistencia al corte
(normalmente conocido) o al revés. Los angulos a y B en esta figura, trazados desde el polo hasta el
punto de rotura, informan sobre la orientacién de los planos en los que tiene lugar la rotura en relacién

con el plano principal horizontal. Como estos angulos son inscritos valen la mitad de los arcos que
abarcan, asi

@=p=3(+m)

A - B T 7 linea de rotura
In ml -
| |
| |
| |

O3 | | [ o

| |
| |
[ =]

D C

Co

Figura 25. Elemento bajo esfuerzos principales, circulo de Mohr y dngulo de resistencia al corte

$5a1
A B 1/2 &y
In al

D C de3

gy ﬁ -l
Co

dg;
Figura 26. Elemento bajo deformaciones unitarias principales, circulo de Mohr y angulo de dilatancia

En cuanto a la Figura 26, el angulo de dilatancia se define en la forma
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Co dgq+ Oeg
sen ===
(W) To deq— ez

de donde se deduce
w=w [ G+ v)]

que permite obtener el dngulo de dilatancia en funcion de la relacion de deformaciones especificas o
al revés. Para los puntos By D (sobre el circulo, definidos por los angulos centrales g —yyy— g , no
existen deformaciones unitarias directas o normales (sélo de corte). Los planos sobre los que se dan
estas deformaciones son los marcados por las lineas discontinuas en la figura; planos que definen las
lineas trazadas desde el polo en las direcciones PpB y PpD (advierta que las deformaciones unitarias de
corte no son las maximas en estos planos). En la deformacion, el plano PeB giraria (sin moverse
relativamente respecto a los planos paralelos vecinos) en sentido contrario a las agujas del reloj un
angulo vs/2 (ya que yg/2 es positivo), mientras que el plano PpD lo haria en sentido de las agujas del

reloj el mismo angulo ys/2 (ya que ys/2 es negativo).

En las direcciones perpendiculares a los planos anteriores, como hemos dicho, el valor de la
deformacion unitaria directa es nulo, 0&girecta =0; estas direcciones vienen dadas por los angulos oy y
B4 de valor (v. Problema 4.41)

OLd_Bd ( +\V)

La Figura 27 muestra tales direcciones mediante dos lineas continuas en el circulo de Mohr. La linea

PpB’ perpendicular a la direccién linea PeB y la linea PpD’ perpendicular a la direccion linea PpD.

1/2 &y

881

Figura 27. Detalles de las direcciones de deformacion directa nula
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Problema 4.39 (circulo de Mohr de deformaciones)

La deformacion de un elemento del suelo confinado por un muro puede caracterizarse por

desplazamientos unitarios horizontales y verticales de valores

den=—0.16y dg, = 0.12%, caso 1, y den = 0.02 y dg, = 0.14% (caso 2)

i) Dibujar el circulo de Mohr de los desplazamientos y definir su centro, el polo y la deformacion unitaria
de corte maxima,

ii) Usar el circulo y las propiedades del polo para calcular las deformaciones existentes en un plano de
orientacion 302 (en sentido contrario a las agujas del reloj) respecto al plano horizontal,

iii) Determinar la deformacion volumétrica del elemento.
Respuesta:
Caso 1. 0ep=—0.16 y dg, = 0.12%

i) Los planos horizontales y verticales son planos principales en tanto que no existen deformaciones de
corte en las mismas; el elemento se contrae verticalmente acercando los planos horizontales superior
e inferior entre si (ya que g, es positivo), y se dilate horizontalmente separando los planos verticales

izquierdo y derecho (ya que d¢ es negativo), Figura 14.39a (izquierda).

El circulo de deformaciones se muestra en la Figura 4.39a (derecha). El centro estd en el punto
(0.02%,0), el radio y la deformacién unitaria de corte maxima valen 0.14%. El corte del circulo con la

horizontal desde M define el polo de planos, Ps.

yav 112y (%)
A S B ]
g = H
| | Ro 1/Z'Yméx
| |
| | ey 0 & dev € (%)
5 ‘30" | 50, Pe JECS M
‘ > ‘ U2yg
T30
| | |
0.02% =
D' | I c -
— — — E—
D C 0.16% 0.12%

T&:v
Figura 4.39a. Elemento sin deformar y deformado (izquierda), lineas de trazos y continua,
respectivamente. Circulo de Mohr (derecha)
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ii) Para obtener las deformaciones unitarias en un plano de orientacion 302, plano 3o de la figura
anterior, basta proyectar desde el polo la linea PR (o recorrer la circunferencia desde M un arco de 602
en sentido contrario a las agujas del reloj). Los valores de estas deformaciones son, Figura 4.39

derecha:

O€r= I, cos(60) - 0.02% = 0.14%cos(60) — 0.02%= 0.05%
(1/2)yr=ro sen(60) = 0.14% sen(60) %

i) La deformacion volumétrica es positiva y de valor

ey =2:0.02% = 0.04

Caso 2. den =0.02 y 6g, = 0.14%

i) De nuevo, los planos horizontales y verticales son planos principales y el elemento se contrae en
ambos sentidos pues tanto ds, como dgy, son positivos, Figura 4.39b (izquierda). El circulo, Figura 4.39b
(derecha) tiene el centro en (0.08%,0), su radio vale 0.06 y la deformacién unitaria de corte maxima

0.06%. El polo esta en el mismo punto relativo, Pp.

yssv 12y (%)

e & |
\ \
\ \
\ \ e (%)
- -
S | 30° -
12y
| Mo |
; 10.02%
\ \
D' c

D o ¢ 0.08% 0.14%
/rb&v

l/zyméx

o

Figura 4.39b Elemento sin deformar y deformado (izquierda). Circulo de Mohr (derecha)

ii) Las deformaciones unitarias en un plano 3o se obtienen de igual forma. Sus valores son:
deg= I, cos(60) + 0.08% = 0.06%cos(60) + 0.08%=0.11%

(1/2)yr=r, sen(60) = 0.06% sen(60) %

iii) La deformacion volumétrica es positiva y de valor

ey =2:0.06% = 0.12
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Problema 4.40 (circulo de Mohr de deformaciones)

Generalizar los resultados del problema anterior para el elemento cuadrado de suelo, de lado unidad,
sometido al sistema generalizado de esfuerzos de la Figura 4.40a. Las deformaciones (1/2)yx y (1/2)yx.

se escriben también en la forma &, y &x, respectivamente.

z

Figura 4.40a. Elemento sometido a un sistema generalizado de esfuerzos

i) Dibujar el elemento deformado sobre el elemento no deformado manteniendo el punto A comun
para eliminar las deformaciones asociadas al movimiento de cuerpo rigido,

ii) Dibujar el circulo de Mohr de deformaciones y sus posiciones potenciales en relacién con el origen
del sistema (1/2)y -0¢,

iii) Suponga g, y & positivos. Dé las expresiones para 1y €3, ro Y (1/2)ymax,

iv) éEn qué planos se dan las deformaciones unitarias principales y las deformaciones unitarias
maximas de corte?,

v) Utilice el polo para contestar a la pregunta anterior,

vi) Averiglie mediante el polo las deformaciones unitarias para un plano orientado o grados respeto al
plano horizontal,

vii) Repita iii), iv) y v) para el caso &,>0, en<0.
Respuesta:

i) Los elementos deformado y sin deformar se muestran en la Figura 4.40b. Las deformaciones unitarias
longitudinales (dependientes de todos los esfuerzos aplicados) son &, y €, mientras que las de corte
(dependientes de los esfuerzos de corte) son (1/2)y.x (positiva, de acuerdo con el convenio de signos)

Y (1/2)yx, (=-(1/2)y.x, negativa). Estas ultimas sélo dependen de los esfuerzos de corte.

En funcion de los valores de los esfuerzos puede ocurrir que el circulo de Mohr de deformaciones se
ubique a la derecha del origen, lo que implica deformaciones de compresidn (positivas) en todos los
planos del elemento, o que el circulo contenga al origen, en cuyo caso existen deformaciones negativas

(de traccién) en algunos de los planos del elemento.
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(172) Yxz

1'82

1'8)(

Figura 4.40b. Elementos deformado y sin deformar superpuestos

La Figura 4.40c muestra los circulos correspondientes a cada caso.

1/2
v 2B

l’/2yma’><

172y;x = €2x

€

172y

L
V2 max Ro
12y
M’ Ex 0 M €
€3 C &z
L

U%
Figura 4.40c. Casos de representacion del circulo de Mohr de deformaciones.
Compresidn en todos los planos (superior) y traccidén en algunos planos (inferior)
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En el circulo superior €, y & son positivos (de compresion) mientras que en la inferior ¢, es de positiva
(de compresidn) y e negativa (de traccidn). En ambas, el esfuerzo unitario de corte (1/2)y.« es positivo
y (1/2)yx. negativo. Las tensiones en los planos horizontales del elemento pueden leerse en el punto L
mientras que las de los planos verticales n el punto L. Las deformaciones unitarias longitudinales
principales (€1 y €3), el radio del circulo y el valor de la maxima deformacion unitaria de corte se

determinan por los procedimientos ya conocidos.

iii) De la geometria de la Figura 4.40c (superior),

ta(p) =

T
E(Cz —&x)

En funcién de B y las deformaciones unitarias de elemento, los pardmetros buscados son:

Centro del circulo C= (%, 0)
—.\2 2
o= (T ()
., . . .. &z+Ex e,+ex €3—Ex 2 Y. 2
Deformacidn unitaria principal mayor ¢g; = - +r, = - + (T) + (%)

2 2
., . . .. g,+¢, g,+€ £,—¢ v,
Deformacion unitaria principal menor &; = % -, =22 (u) + (ﬂ)

2
L N ‘i 1 — = £z Yax

Deformacion unitaria de corte maxima >Ymax = To = ( 2 ) + (

iv) La deformacién unitaria maxima principal actia sobre el plano que resulta de girar el plano

horizontal (asociado a L) un angulo gen el sentido de las agujas del reloj (recorrido LM en el circulo),

mientras que la minima actua sobre el plano que resulta de girar el mismo plano anterior un angulo
g+§ también en el sentido de las agujas del reloj (recorrido LM’). La deformacidn unitaria de corte
maxima actla sobre planos perpendiculares a los anteriores (son planos que resultan de girar el plano

horizontal angulos %(g - B) o %G + B) en sentido contrario a las agujas del reloj (recorrido LQ en el

circulo) o a favor (recorrido LQ), respectivamente. Los lados asociados a estos nuevos planos, sobre los
que actuan los esfuerzos en Py Q, se deforman (girando) en contra o a favor de la agujas del reloj el

angulo >Vmax S€8UN que la deformacion unitaria de corte maxima sea positiva o negativa,

respectivamente.

v) El polo estd en la interseccion de la linea horizontal en L con el circulo, punto Pp. Como se sabe, con
él, los planos asociados a cualquier valor de deformacion (directa o de corte) se corresponden con la

linea que une el polo con el punto del circulo que define tal deformacién: planos PpM para la
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deformacidn unitaria principal mayor, PeM’ para la deformacién unitaria principal menor, PpP para la

deformacion unitaria de corte positiva y PpQ para la deformacién unitaria de corte negativa.

vi) Las deformaciones en un plano orientado a grados respeto al plano horizontal (en sentido contrario
de las agujas del reloj) se definen por el punto T; (giro de |a linea PpL en este sentido el mismo dngulo),

Figura 4.40d. Para el giro contrario las deformaciones se definen en el punto T,.

1/2y
; ke
P L
Vo
0| @ &v €
|
Tl
T, B

Figura 4.40d. Deformaciones unitarias en planos tarespecto a la horizontal

vii) Este apartado se deja como trabajo para el alumno.
Problema 4.41

Demostrar la relacion entre el angulo de dilatancia y los angulos que definen los planos sobre los que

la deformacion unitaria directa es nula.
Respuesta:

Esta relacion viene dada (Figura 27) por
1
=By =3(5+v)

Al ser las direcciones oq4 Y Bd perpendiculares a las lineas discontinuas PpB y PpD bastaria girar los
planos definidos por ellas 902 en cualquier sentido. Este angulo sobre el circulo equivale a un arco de
1802. Asi, la direccion normal al plano PpB es la definida por PpB’ mientras que la direcciéon normal al

plano PpD es la definida por PpD.
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Problema 4.42

La deformacidn de un elemento del suelo, Figura 4.42a, viene dada por desplazamientos unitarios

generalizados de valores

den=—0.2%y de, = 0.1%, V™ 0.3%, Vo, =" 0.3%

i) Dibujar el circulo de Mohr de los desplazamientos. Calcular su centro, el radio, el polo y la
deformacioén unitaria de corte maxima; éen qué plano se da esta deformacidon maxima?.

ii) Usar el circulo de Mohr para calcular las direcciones que dan los desplazamientos unitarios maximos
principales y los planos sobre los que actian estos desplazamientos,

iii) Determine la deformacidn volumétrica,

iv) Calcule el angulo de dilatancia,

v) Sefiale las direcciones de los desplazamientos unitarios nulos y los planos sobre los que actuan,
vi) Puede repetir el problema para los valores den = 0.1% y d¢y = 0.3%, Vo= 0.3%,v, =-0.3%.
vV

(1/2)
Z 68\/ ﬁ\ YT[h

Figura 4.42a. Desplazamientos unitarios generalizados sobre un elemento de suelo

Respuesta:

i) La Figura 4.42b representa el circulo de Mohr de deformaciones; sobre él, el punto A define las
deformaciones unitarias directa y de corte, ambas positivas, en las caras horizontales, mientras que A’
define las mismas deformaciones, ambas negativas, en las caras verticales. El centro del circulo estd
en el punto (0.05%,0), el radio es r,=0.15V5 y el polo (Pp) esta localizado en (-0.2%,0.3%). La

deformacién unitaria de corte maxima es
1
Esyméx = ngz,méx =TI, = 0.15v5 %

(punto M del circulo). El plano sometido a la maxima deformacion de corte esta dado por la linea PpM.
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12y

12y,

0.1

682 881

Figura 4.42b. Circulo de deformaciones

ii) Las deformaciones unitarias principales las definan los puntos Cy C’ del circulo. Sus valores son:

ro, — 0.05 = (0.15V5 — 0.05)%
—(ry 4 0.05) = —(0.15V5 + 0.05)%

681
683

Los planos sobre los que actlan estas tensiones se obtienen simplemente trazando lineas desde el
polo a los puntos N (esfuerzo principal maximo) y N’ (minimo). Las direcciones de estas deformaciones

son las perpendiculares a estos planos, lineas PpN’ y PpN.
iii) La deformacion volumétrica vale
ey=g t+e = —0.1%
iv) El dngulo de dilatancia es
= arcsen( SV) = arcsen( 91 )
V= 2ry) 035
v) Los desplazamientos unitarios directos actian sobre los planos PpM y PpM’ (marcados con linea

discontinua en el circulo), planos que no se desplazan frente a sus contiguos paralelos; las direcciones

de estas deformaciones son, respectivamente, PeM’ y PpM (perpendiculares a los anteriores planos).

vi) Se deja como tarea para el alumno.
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