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Introduccion

Este Proyecto Fin de Carrera surge gracias a la concesién por parte del Ministe-
rio de Educacién, Cultura y Deporte de una beca de colaboracién en el Depar-
tamento de Matemética Aplicada y Estadistica de la Universidad Politécnica de
Cartagena bajo la direccién del profesor Dr. José Alberto Murillo Herndndez.

Dicha beca estaba enfocada a profundizar en el andlisis numérico de las in-
clusiones subdiferenciales o ecuaciones diferenciales multivaluadas de tipo sub-
diferencial. Estos objetos surgen a partir de las ecuaciones diferenciales de tipo
gradiente

—X(t) = Vo(x(t))
que son bien conocidas por matematicos e ingenieros, dado que
e Permiten obtener trayectorias de descenso del potencial ¢

e Describen sistemas dindmicos de interés

e Aparecen en la modelizacién del comportamiento de cierto tipo de mate-
riales

Sin embargo, tanto desde el punto de vista tedérico como de las aplicaciones,
surgen problemas en los que el potencial ¢ no es una funcién regular (derivable).
No obstante, cuando es convexa puede definirse el concepto de subgradiente de
¢ como una generalizacion del gradiente y plantear ecuaciones del tipo anterior.
El problema es que el subgradiente en cada punto no es necesariamente tnico,
en realidad esto sélo ocurre cuando el potencial se puede derivar, lo que obliga
a definir la subdiferencial como el conjunto de los subgradientes y a considerar
expresiones del tipo

—X(t) € 9p(x(t))

que es lo que se conoce como inclusiones subdiferenciales.

El objeto de este proyecto es avanzar en el estudio de la aproximacion
numérica de ecuaciones diferenciales con términos multivaluados generados por
subdiferenciales de funciones (potenciales) convexas. Cabe decir que este es un
tema poco tratado y, paradéjicamente, a pesar de la abundante bibliografia so-
bre los aspectos tedricos de las inclusiones diferenciales y sobre su relaciéon con
modelos matematicos de fenémenos fisicos, no existen muchas referencias en las
que se estudie su tratamiento numérico de forma general.
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Cabe mencionar aqui la monografia [13] en la que se aborda una primer
analisis numérico del problema que nos ocupa y que constituye el punto de
partida de la presente memoria.

La idea basica que desarrollamos en el proyecto, es usar la regularizacién
de Yosida para obtener un “problema regularizado” que en cierta forma consti-
tuye una aproximacion del problema original y a continuacién utilizar métodos
numéricos de aproximacién de ecuaciones diferenciales ordinarias para resolver
el nuevo problema regularizado.

La idea de utilizar la regularizacion de Yosida como aproximacién de la
subdiferencial es clasica en el campo del Andlisis Convexo y se ha venido uti-
lizando desde los anos 70 del siglo pasado para obtener demostraciones tedricas
de existencia de solucién. Sin embargo, sorprendentemente, no se han explorado
convenientemente sus implicaciones numéricas.

En realidad la aproximaciéon numérica de las soluciones de este tipo de in-
clusiones diferenciales se ha basado fundamentalmente en dos ideas

e Métodos ad hoc para cada caso concreto que aproximan la funcién convexa
mediante una funcién regular que les permite resolver el problema apro-
ximado, pero que no proporcionan una etodologia general que pueda ser
usada de forma sistematica. Ademds suelen usarse en casos relativamente
sencillos en que la funcién convexa solamente depende de una variable
(por ejemplo, el valor absoluto).

e Obtener selecciones de la subdiferencial y aplicar métodos de discretizacién,
0 que requiere conocer, aunque sea de forma aproximada, el conjunto sub-
diferencial en cada punto, lo que no es en absoluto elemental, por ejemplo
cuando se tienen funciones convexas definidas mediante supremos de fa-
milias de funciones.

Frente a estas técnicas, la metodologia que proponemos en este proyecto
es valida para cualquier funcién potencial convexa, independientemente de su
numero de variables y no es necesario conocer en absoluto la estructura del
conjunto subdiferencial.

Se trata ademas de una técnica general, ya que se puede aplicar a multiples
problemas y flexible ya que el cdlculo de la regularizacion de Yosida puede com-
binarse con cualquier método numérico de aproximacién de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias.

Esta memoria comienza desarrollando los fundamentos teéricos acerca del
analisis convexo e inclusiones diferenciales asociadas a subdiferenciales. Hemos
decidido incluir un resumen bastante amplio de los principales conceptos y re-
sultados dado que se trata de un tépico que no esta incluido en los contenidos
de Matematicas de los estudios de Ingenieria.

Una vez comentados los conceptos tedricos para la comprension de la memo-
ria, en el siguiente capitulo denominado Algoritmos y cédigos se ha descrito la
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estructura de los algoritmos empleados, donde tras utilizar la regularizacién de
Yosida para aproximar la subdiferencial, se han utilizando los métodos numéricos
de Euler y Runge-Kutta. También se introducen y comentan los cédigos pro-
gramados en MATLAB de los mencionados algoritmos. Se describen asi mismo
diferentes escenarios segtun el tipo de problema y se desarrollan simulaciones
numéricas que permiten validar el correcto funcionamiento de los cédigos.

El Capitulo 3 se dedica a la presentaciéon de la interfaz grafica desarrollada en
la que estan implementados todos los casos estudiados y permite la introduccion
de manera sencilla y sin conocimientos profundos de programaciéon de todos
los pardmetros necesarios para la resolucion de diferentes tipo de problemas
asociados a subdiferenciales.

A continuacién se aborda el estudio detallado de los problemas asociados a
un caso concreto de potenciales, problemas que denominamos genéricamente de
persecucion. Este tipo de problemas presentan desafios tanto desde el punto de
vista tedrico (entender el comportamiento de las soluciones), como de la mod-
elizacién (esta clase de problemas estan asociados a la evolucién de sistemas en
los que se desea que el estado verifique ciertas restricciones) y también com-
putacionales (ha sido necesario, por ejemplo, modificar los cédigos para poder
tratar esta clase particular de problemas). En este capitulo se incluyen tanto los
algoritmos utilizados para cada método numérico como la interfaz creada expre-
samente para este caso concreto y al igual que cuando se hace el estudio general,
se incluyen ejemplos que permiten validar el funcionamiento de los cédigos.

Por dltimo se incluyen en un Anexo todos los codigos de los programas
creados en MATLAB.
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Capitulo 1

Fundamentos tedricos

En este capitulo, como su nombre indica, se recopilan las nociones tedricas que
se manejaran a lo largo de la memoria, tanto las definiciones y propiedades
bésicas, como diversos resultados que se establecen a partir de las mismas. El
capitulo consta de cuatro apartados que se agrupan en dos bloques: los tres
primeros pueden englobarse bajo el epigrafe de Andlisis Convexo, mientras que
en el ultimo apartado se presentan los diversos tipos de ecuaciones diferenciales
multivaluadas o inclusiones diferenciales asociadas a subdiferenciales que se con-
sideran en la memoria.

La referencia basica en el campo del Analisis Convexo es el libro de Rock-
afellar [15]. Son también remarcables los textos de Hiriart-Urruty y Lemaréchal
[9], que tiene un estilo mds accesible, y Aubin [2], que constituye una buena
introduccién al tema. Una tratamiento mds avanzado puede encontrarse en [5]

y [16].

En cuanto a las inclusiones diferenciales, el texto de referencia es el de Aubin
y Cellina [3], que dedica el tercer capitulo a las inclusiones de tipo subdiferencial
con potencial constante a lo largo del tiempo, una materia introducida por Brézis
en el cldsico [4], aunque sea un texto dificil por su enfoque abstracto. El caso
de las inclusiones subdiferenciales con potenciales dependiendo del tiempo y
los problemas bipotenciales se estudia con detalle en el capitulo IT del manual
enciclopédico de Hu y Papageorgiou [10].

Finalmente, cabe decir que en [9], [10], [15] y [16] pueden encontrarse multiples
comentarios y referencias sobre el desarrollo historico de los contenidos del pre-
sente capitulo.

1.1 Conjuntos convexos

El estudio sistematico de los conjuntos convexos y sus propiedades fue inicia-
do a principios del siglo pasado por Minkowski, motivado fundamentalmente

5
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por cuestiones geométricas, aunque una cierta nocién de convexidad aparece
en trabajos clasicos de disciplinas de cardcter aplicado como la mecanica y la
termodinamica.

1.1.1 Algunas nociones basicas

Sobre el espacio vectorial IR™ se considera el producto escalar canénico, deno-
tado por

N
(x,y) = ijyj (1.1)

para cada x = (z1,...,2n), ¥ = (y1,...,yn) en RY y la norma asociada
(conocida como norma euclidea)

x| = /(x, x), xeRY (1.2)

que permite definir la distancia entre dos puntos como la norma de su dife-
rencia d(x, y) = |y — x|. También se definen una clase especial de conjuntos,
denominados bolas, mediante la relacién

Bs(x)={yeR" : |y —x| <d}. (1.3)

En particular, el conjunto anterior es la bola abierta de centro x y radio § > 0.
Cuando en lugar de una desigualdad estricta se tiene el simbolo < (es decir, se
incluyen en el conjunto los puntos que distan del centro exactamente el radio)
se habla de bola cerrada, que denotaremos Bs(x). Cuando x = 0, § = 1, se
habla de la bola unidad, denotada por B = B1(0).

Dado un conjunto no vacio, C' C RY, se define la distancia de un punto
arbitrario x € R a C' como

do(x) =inf{|x —z|:z€ C}. (1.4)

Obviamente 0 < d¢(x) < 400, con do(x) = 0 si y solamente si x pertenece a la
clausura, C, del conjunto C. De la definicién de la funcién distancia es evidente
que para cada x € RY existird una sucesién minimizante {z,,} en C' de forma
que |z, — x| — do(x). Asi, dado y € RY se tiene que

do(y) < |zm —y| < |zm — %[+ [x -y
de donde tomando limite cuando m — oo se llega a la desigualdad
dc(y) < dc(X) + |y — X|. (15)

Obviamente también se verifica la desigualdad reciproca, por lo que podemos
escribir

lde(x) —do(y)] < x -l (1.6)
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es decir, la funcién distancia a un conjunto es Lipschitz.

Dados dos conjuntos A,C C RY, se define su distancia en el sentido de
Hausdorff mediante la relacién

dliy (A, C) := max (sup de(x), sup dA(z)) . (1.7)
x€A zcC

Obviamente 0 < dly (A, C) < 400, con dly¢(A,C) = 0 si y solamente si A = C.

En el caso de conjuntos acotados, la distancia de Hausdorff es siempre finita.
Si consideramos la familia C(IRY) de los subconjuntos compactos (cerrados y
acotados) de IRY, se prueba que dly verifica las propiedades usuales de una
distancia:

1. 0 < diy(K,Q) < +oo, para cada K, Q € K(IRY), con diy(K,Q) =0siy
solamente si K = Q.

2. dy(K,Q) = diy(Q, K), para cada K,Q € K(RY).
3. Dados K, Q,C € K(IRY), se tiene diy (K, Q) < diy (K, C) + diy(Q, C).

Si consideramos la suma de dos conjuntos, definida como,
A+ C={x+z:x€ A, zeC} (1.8)

y, 810 < dly (A4, C) < 400, de la definicién de distancia de Hausdorff se deducen
las inclusiones

ACC+dy(AC)B, C C A+dy(A C)B.

Finalmente, para cada x € IRY y cada par de conjuntos 4,C c RY, se
verifica la desigualdad

lda(x) = do(x)] < diy (A, C) (1.9)

es decir, la aplicaciéon A ~» d(x) es Lipschitz.

1.1.2 Conjuntos convexos

Dados dos puntos x,y € IRY, se llama combinacién convexa a cualquier otro
punto de la forma
(1-X)x+ My

donde 0 < A < 1. Geométricamente estos puntos corresponden al segmento
rectilineo que une los puntos x e y. Un conjunto D C RY se dice que es
convezo si dados dos puntos en D cualquier combinacién convexa de los mismos
sigue perteneciendo al conjunto, es decir, si x,y € D, se tiene que, para cada
0<A<1,(1—=XNx+ Ay € D. El significado geométrico de esta definicién es
que un conjunto convexo contiene todos los segmentos uniendo un par de puntos
arbitrarios (ver Figura 1.1).
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Conjunto convexo Conjunto no convexo
Figura 1.1:
Ejemplo 1.1 Veamos que la bola unidad B en R es un conjunto convexo.
Tomemos para ello dos puntos x,y € By sea 0 <A < 1. Obviamente
[(L=X)x+ Ayl < (L= A)x[+Aly| <1
luego (1 — A\)x + Ay € B.

Ejemplo 1.2 Dados n; € IRN, aj € IR, j € I, con I un subconjunto arbitrario
de indices, se define el conjunto

D:{XE]RN:<nj,x>§aj,j€I}

Veamos que es convexo, para lo que se toman dos puntos arbitrarios x,y € D, un
escalar 0 < A <1y para cada j € I se evala el producto escalar

(nj, (1 =Nx+Ay) = (1= A)(ny,x) + Mn;,y) < (1= Na; + Ay = a;

que nos indica que (1 — A\)x + Ay € Dy, por tanto, el conjunto es convexo.

Cuando el conjunto de indices es finito, es decir, I = {1,...,m} C IN, el
conjunto D se denomina poliedro o conjunto poliédrico. Cuando solamente se tiene
una restriccién de habla de un semiplano.

Los conjuntos convexos tienen importantes propiedades, entre ellas:

e Dada una familia arbitraria {A;}
es convexa.

;e1 de conjuntos convexos, su interseccion

e La imagen por una transformacion afin de un conjunto convexo es un
convexo, es decir, si C C RY es convexo, M € My/»n(IR) es una matriz

yzéeE ]RN/, se tiene que
z+MC={z+Mx:x€eC} cRY
es un conjunto convexo.

e Si C es convexo, su interior y clausura también lo son.
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1.1.3 Envolturas convexas

Dado un conjunto arbitrario C' C ]RN, se define su envoltura conveza, co(C),
como el menor conjunto convexo que lo contiene. También suele considerarse la
envoltura conveza cerrada, €o(C) que es el menor conjunto convexo y cerrado
conteniendo a C.

Ejemplo 1.3 Si consideramos el conjunto de la derecha en la Figura 1.1, que

puede describirse como

0= {(rcos(@),rsen(@)) ceR*:0<r <1, ??TW <6< %T}

es inmediato comprobar que su envoltura convexa es de la forma

Q N \/§
o(©) = OU {<r cos(0).rsen(9)) 1 w/4 < 0 < 3 /4, 0 <7 < W}

Es decir, debe anadirse al conjunto O el tridngulo de la parte superior para obtener
el menor convexo que lo contiene (Figura 1.2).

4" 04 _7/v

0.5 1 1 05 o 05 1

Conjunto no convexo O Envoltura convexa de O

Figura 1.2: Convexificacion

Ejemplo 1.4 El conjunto C' = {(z,y) € R* : 2?2 +y? < 1} U{(~1,0)} es con-
vexo, luego co(C) = C (Figura 1.3). Sin embargo no es cerrado, por lo que
co(C) # co(C). Claramente la envoltura convexa cerrada de C' es la bola unidad
cerrada, ©o(C) = B.

Dada una familia finita arbitraria de vectores x1,. .., Xy, € IR, una combi-
nacién lineal A\yx1 + - -+ 4+ A\pX;, se dice que es una

e Combinacion convexa si A\ + -+ A, =1, con 0 < \; < 1.
e Combinacion afin si \y + -+ + Ay = 0.

Si un conjunto es convexo debe contener a todas las combinaciones convexas
de sus elementos. La prueba de esta afirmacion es un ejemplo de utilizacion
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Figura 1.3: Envoltura convexa cerrada

del principio de induccién. En efecto, si m = 2 es evidente de la definicién
de convexidad. Supongamos que C es convexo y contiene las combinaciones
convexas de m — 1 elementos. Si tomamos una de m elementos

Z)\ixi =\ix1; + (1 - /\1) Z — ' _x; (1.10)
=1 = (=M
y
teniendo en cuenta que Y ..", ﬁ = % = 1 y la hipétesis de induccion,

y € C, luego la combinacién anterior estarda en C, ya que hemos conseguido
escribirla como combinacién convexa de dos elementos del conjunto.

La siguiente proposicién caracteriza la envoltura convexa en términos de
combinaciones convexas.

Proposicién 1.1 Dado un conjunto C C RY, se tiene que co(C) es la familia
de todas las combinaciones convexas de elementos de C.

Una familia de vectores xg, X1, . . . , X;, se dice que es afinmente independiente
si la Unica combinacién afin que permite obtener el cero es la que tiene todos
los escalares nulos, es decir, si

AoXo + X1+ F AX, =0

con Z;io A; = 0, implica necesariamente que A\; = 0, para cada 0 < j < m.
Se comprueba fécilmente que los vectores {x;}.", son afinmente independiente
si y solamente si los vectores {x; — %o}~ son linealmente independientes, por

lo que en RY las familias afinmente independientes tienen a lo sumo N + 1
elementos.

Se llama p-simplex a la envoltura convexa de una familia de p 4+ 1 vectores
afinmente independientes, que sera de la forma

P P
CO(Xo,Xl,...,Xp>: ZAZXZOSAZ, ZAZZI (111)
1=0 =0



1.1. Conjuntos convexos 11

Los puntos {x¢,X1,...,X,} se denominan vértices del p-simplex.

Ejemplo 1.5 Dados tres vectores afinmente independientes {xg, x;, x5} en R",
N > 2, el 2-simplex asociado es el tridngulo de vértices xg, x; y x2. En particular,
si tomamos los puntos {(0,0), (1,1), (2,—1)} en IR? se obtiene el 2-simplex de la
Figura 1.4. En el caso de dos y cuatro vectores los simplex correspondientes son
segmentos y tetraedros, respectivamente.

1

(11

0.5

(0,0)

-0.5

0 0.5 1 15 (2, —]_) 2

Figura 1.4: 2-simplex

Utilizando las nociones anteriores se obtiene una versién mejorada de la
Proposicion 1.1, en el sentido de que los elementos de la envoltura convexa de
un conjunto de IRY son combinaciones convexas de N + 1 elementos.

Teorema 1.1 (Carathéodory) Dado un conjunto no vacio C C RN, se tiene
que

N+1 N+1
CO(C): {Z)\lxlog)\“Z/\z—l, XiEC} (112)
=1 1=1

El teorema de Carathéodory es un resultado muy importante con multiples
consecuencias relevantes, entre ellas la propiedad de que la envoltura convexa
de un conjunto compacto (cerrado y acotado) de IRY es también un compacto.

Corolario 1.1 Si K ¢ RY es un conjunto compacto, se tiene que co(K) es
asimismo compacto.

1.1.4 Hiperplano soporte

La nocién de hiperplano soporte permite definir en la frontera de los conjuntos
convexos un objeto similar al plano tangente de la geometria diferencial. De
hecho, en los puntos en los que la frontera del conjunto convexo puede describirse
localmente como una variedad diferenciable, el hiperplano soporte no es mas que
el plano tangente a dicha variedad en el punto.
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Empezaremos con la definicién formal de hiperplano. Dados u € R™ \{0},
xo € RY, se llama hiperplano afin perpendicular a u conteniendo a xo al con-
junto

H= {XG]RN : (u,x — xq) =0}

El hiperplano H permite separar el espacio IRY en dos semiplanos
H’:{xEIRN:<u,x—x0>§O} H*:{xERN:<u,X—x0>20}

Es decir, HT N"H- =HyRY = HT UH".

El siguiente resultado de tipo topolégico resulta clave para poder definir
el hiperplano soporte, ya que permite obtener dos teoremas denominados de
separacion de un conjunto convexo y un punto no contenido en el mismo.

Teorema 1.2 (Lema de accesibilidad) Sea C ¢ RY un conjunto convezo
de interior no vacio. Dadosx € C, z € int(C'), se tiene que para cada 0 < X < 1,

(1 - XN)x+ Az €int(C)

es decir, el segmento uniendo un punto del interior de C con otro punto arbi-
trario de su clausura estd contenido en int(C).

Sean C' ¢ R un conjunto, x ¢ C' un punto y {zm} C C una sucesién de
aproximantes de la distancia dc(x) (ver pdgina 6). De la desigualdad triangular

|2 | < [2m — x|+ [x]

luego la sucesiéon estd acotada y, como consecuencia del teorema de Heine-Borel,
existe una subsucesién convergente que por simplicidad seguiremos denotando
{z,,}. Obviamente, si Z es el limite de la sucesién, se tiene que z2 € C y
12— x| = do(x).

Por otra parte, si C' es convexo y cerrado, para cada z € C, 0 < A < 1, se
tiene que (1 — X\)z + Az € C, luego

|z2—x|? < |(1=Nz+ z—x|? = (1-N)?|2—x2+N2|z—x|*+2(1 - M)\ (z—x, z—x)
Simplificando, se llega a la expresion
0<(A=2)z—x2+ Nz —x*+2(1-)\)(z—x,2 —x)
y tomando limite cuando A — 0,
0<-2(z—x,2—%x)+2(z —x,2—%X) =2(Z —x,2 — 7).

Hemos visto, pues, que si C € IR” es un convexo cerrado, para cada x & C,
existe Z € C' de forma que |z — x| = d¢(x), verificdindose ademads la desigualdad
variacional

(x—2,2—2) <0, VzeC. (1.13)

De (1.13) se deducen dos importantes consecuencias:
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e Si Z € C verifica la desigualdad variacional, entonces |z — x| proporciona
la distancia de x a C. En efecto, dado z € C,

lz—x>=|z—27>+22—-22Z-x)+|z—2*>>|z— 2>+ |z — 2>

de donde

de(x) > ing V0z -2+ |z -2 = |2 — x| = do(x)
zE

e El punto donde se alcanza la distancia es Unico, ya que si existieran dos
puntos distintos 21,22 € C, de (1.13)

y sumando ambas desigualdades de obtiene que |22 — 2;1|? < 0, es decir,
21 = Z9.

El elemento de C' donde se alcanza la distancia al conjunto del punto x se
denomina proyeccion ortogonal de x sobre C'y se denota proj-(x) (del inglés
projection).

Proposicién 1.2 Sea C ¢ RY un conjunto convezo cerrado no vacio. Se tiene
que el campo vectorial proyeccion ortogonal projq : RY — C es Lipschitz.
Ademds, six ¢ C, se tiene que projo(x) € OC (en otro caso proj-(x) = x).

La existencia de proyeccién ortogonal sobre los conjuntos convexos cerra-
dos y su caracterizacién variacional permiten obtener teoremas de separaciéon
para conjuntos convexos y puntos exteriores asi como establecer la existencia de
hiperplano soporte.

Teorema 1.3 (Separacién de un convexo cerrado y un punto) Sean un
conjunto convezo y cerrado no vacio C C RY y un punto xo ¢ C. Euxistirdn
uy € RV \{0} y ¢ > 0, de forma que para cada z € C,

(o, z) < (uo, Xo) — ¢, (1.14)

Nota 1.1 Si Hj es el hiperplano asociado a uy que pasa por Xg, lo que afirma
el teorema anterior es que C' C int H,, . Este resultado no es cierto en general
si se elimina la convexidad del conjunto. Si consideramos el conjunto O del
Ejemplo 1.3, es inmediato ver que (0,0.5) € O vy, sin embargo, cualquier plano
pasando por dicho punto separa el conjunto en dos mitades.

Nota 1.2 Dividiendo por |ug| la desigualdad (1.14), es evidente que podemos
suponer que el vector normal al hiperplano es unitario.
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Teorema 1.4 (Separacién de un convexo y un punto) Sea C' C RY un
conjunto convexo cuyo interior es no vacio. Para cada xg & C existe ug €
RN \{0} de forma que para cada z € C,

(ug, z) < (ug, xq).

Dado un conjunto no vacio D ¢ IR”, se denomina funcién soporte de D a
la aplicacién
op(u) = sup(u,x). (1.15)
xeD
Por convenio, si D = (} se toma op constante e igual a —co. En otro caso, es
evidente que —oo < op(u) < 400 para cada x € IRY. El dominio de la funcién
soporte,
b(D) = {ueR" :0p(u) € R}

se denomina cono barrera (barrier cone) de D.

Teorema 1.5 (Existencia de hiperplano soporte) Sea C' C RY convezo
con interior no vacio. Para cada xo € OC existe ug € RN \{0} tal que

(ug, x0) = oc(uo). (1.16)

El hiperplano Hy = {x € RY : (ug, x — x¢) = 0} se dice que soporta al
conjunto C' o que es el hiperplano soporte de C' en el punto x¢ € 9C. Obviamente
dicho hiperplano contiene al punto x¢ y ademéas C' C H, . Por otra parte, si
Xo + pug, se tiene que

(g, x0 + prug) = (uo, xo) + pfugl®

luego xg + pug € C, si > 0, lo que indica que el vector uy apunta hacia fuera
de C. Ademds, para cada z € C, de (1.16),

(z — x0, X0 + pug — Xp) = {2z — Xg, ug) <0

lo que indica que proj-(xo + pug) = xo, es decir, la direccién ug permite
acercarse a C' con velocidad de orden pu:

d
lim 70(&) + po) = |ug|.
p—0+ K

Reciprocamente, si proj-(xo+pu) = xg para g > 0, de la caracterizacién varia-
cional de la proyeccién orotogonal (1.13), es inmediato deducir que el hiperplano
normal a u soporta al conjunto C' en xi. Resumiendo,

Proposicién 1.3 Sea C C RY con interior no vacio. Para cada xo € dC, se
tiene que el hiperplano asociado al vector u € RY \{0} soporta al conjunto en
Xo $i y solamente si proj~(xo + pu) = Xg, p > 0.
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Ejemplo 1.6 La convexidad es esencial para garantizar la existencia de hiperplano
soporte. Asi, si consideramos el conjunto O del Ejemplo 1.3, es evidente que
(0,0) € 9Oy, sin embargo, no existe ningtn plano soportando al conjunto en dicho
punto, como se aprecia en la Figura 1.2.

Ejemplo 1.7 Consideremos el tridngulo T de vértices (0,0), (1,0), (0,1), que
obviamente es de la forma

T =co{(0,0), (1,0), (0,1)} = {(z,y) e R*: 0<z,y <1, 2 +y < 1}.
Claramente (0,0) € 9Ty si tomamos el plano
Hap) = {(:C,y) eR?:ax+by = 0}

con a,b < 0, se tiene que (0,0) € Hipy y T C Hiany lo que indica que se
trata de un plano soporte del conjunto 7" en el origen. En la Figura 1.5 se mues-
tran (en linea discontinua) los planos soporte al tridngulo T en el origen para los
vectores u = (—+/2/4,—+/2/4) y v = (—1/4,—1/2). Este ejemplo muestra que el
hiperplano soporte de un convexo en un punto de la frontera no es necesariamente
(nico.

0.4 02 o 02 0.4 0.6 0.8 1 1 05 0 0s 1 15 2z

Figura 1.5: Hiperplanos soportando T’ Figura 1.6: Hiperplanos soporte

Ejemplo 1.8 Sea ¢ ¢ IR” un conjunto convexo con interior no vacio y sea
X € 9C de forma que la frontera de C' es una (N — 1)-variedad diferenciable en
un entorno, es decir, existen U C IRY un abierto conteniendo a Xo y una funcién
¢ : U — TR de clase C! de forma que

(i) Vp(x) #0,VxeU
(i) UNoC ={xeU:pkx) =0}
(iif) UNC ={x €U : p(x) <0}

Como consecuencia de (i) podemos suponer a‘i—fv(xo) # 0 y del Teorema de la

funcién implicita existen abiertos V. RY ™! I Cc R, con xg € V x I C U.
También una funcién ¢ : V. — T de clase C! tal que p(x) = 0 si y solamente
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xy =P(x1,...,on_1) parax = (z1,...,2Ny-1,2N) € V x I. Tomemos ahora un
vector unitario u. Para p > 0 suficientemente pequeho, xg + pu € V x I, por lo
que

dz.(xo + pu) = inf |xo + pu — (y, ¥ (y))[?
yev
F(y)

Es inmediato comprobar que, paracada 1 <j < N —1,

of
y;

o

5 ), (117

(y) = =2 ({x0 + pu, €;) — y;) — 2 ((x0 + pu, en) — ¥(y))

con {ey,...,en} la base candnica de IR". De la Proposicién 1.3, u generara un
hiperplano soporte de C' en xg si y solamente si proj~(xo + pu) = xq, es decir, si
X minimiza f o, equivalentemente, si es un punto critico, lo que por las ecuaciones
(1.17) nos lleva a escribir las condiciones

5} 0 ,
—2pu; — 2,uuNa—;/J_(y0) =0 & u; = —uNa—;/J_(yo), 1<j<N-1 (1.18)
j j

yo = (zo1,...,zon_1) € RN, Por otra parte, dado que ¢(y,(y)) =0,y € V,
se tiene que paracada 1 <j < N —1

(%

g—;(y,w(y)) + %(yW(Y))

o

=0, eV
; (v) y

En particular, paracada 1 <j < N —1

(x0) + %(XO)%(YO) =0 (1.19)

9¢
aZCj

Combinando (1.18) con (1.19) se llega a la relacién

dy 0
Uj = ’U,N%(Xo) %(XQ) (120)
J

que garantiza que el Unico vector unitario que genera un hiperplano soporte es
Vo(x0)/|Ve(xo)|, siendo la ecuacién del hiperplano

H={xe RY : (x —x0, Vp(x0)) = 0}

que es el hiperplano tangente de la geometria diferencial clasica. Resumiendo, la
nocién de hiperplano soporte de un convexo en un punto de la frontera extiende la
nocién de hiperplano tangente a puntos en los que la frontera no es una variedad
diferenciable (como ocurre en el ejemplo anterior). Ademds, en los puntos en los
que la frontera del conjunto si es una variedad diferenciable el hiperplano soporte
es Unico y coincide con el tangente (ver Figura 1.6).
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1.2 Funciones convexas

Aunque ya habian sido consideradas anteriormente, el estudio sistemédtico de
las funciones convexas se inicia alrededor de los anos sesenta del siglo pasado
motivado fundamentalmente por problemas de optimizacion, R.T. Rockafellar,
y mecanica no regular (nonsmooth mechanics), J.J. Moreau.

Resulta crucial en este campo la caracterizacion de la convexidad de una
funcién en términos de su epigrafica, Proposicion 1.4, lo que permite conectar el
tratamiento analitico de las funciones con el estudio geométrico de los conjuntos
CONVeXOs.

1.2.1 Conceptos basicos

Definicién 1.1 Dado un conjunto convezo D C RY, se dice que una funcion
¢ : D — IR es convexa si dados X1,...,Xm € D, \; > 0,1 < j < m, con
AL+ -+ A\ =1, se tiene que

A DIREIE R PPIIC (1.21)
J=1 =1

La expresion anterior se denomina desigualdad de Jensen.

Razonando como en el caso de los conjuntos convexos (ver (1.10) en la pdgina
10) es sencillo comprobar que una funcién ¢ : D C RY — TR es convexa si y
solamente si para cada par de vectores x,y € D y cada 0 < A < 1, se tiene la
desigualdad

P((1=X)x+Ay) < (1= N)d(x) + A(y)

Asociados a una funcién arbitraria f : D C RY — TR se definen los
siguientes subconjuntos de IRV 1:

e Grdfica o grafo de f

graph(f) = {(x, f(x)) : x € D} (1.22)

e Epigrdfica o epigrafo de f

epi(f) = {(x,a) € RY :xe D, f(x) < o} (1.23)

Claramente graph(f) C epi(f), ademds es evidente que la epigrafica de una
funcion es el conjunto de los puntos de RY*! que estdn “por encima’ de la
grafica.

Los conjuntos anteriores permiten dar una interpretacion geométrica de la
nocién de funcién convexa. En efecto, la convexidad de una funcién ¢ equivale a
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que dados dos puntos arbitrarios en su gréfica, (x, ¢(x)), (y, #(¥)), el segmento
que los une esté en epi(¢), es decir, que para cada 0< A<,

(1=X)(x,0(x))+A(y, ¢(y)) € epi(¢) & d((1-A)x+Ay) < (1-1)d(x)+Ao(y)

lo cual significa que el segmento uniendo dos puntos cualesquiera de la gréfica
de una funcién convexa estd siempre por encima de la gréfica.

Ejemplo 1.9 Consideremos la funcién ¢(x) = £[x|*, x € R". Esta funcién es
convexa, dado que, de la definicidon de norma euclidea de un vector

S 1=ty = 2 (1= AP +20 = A ) + Xyl?)
< 5 (= NP+ 20 Al Iyl + Xy P?)
= (=N + Ay (1.24)

usando ademds la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Por otra parte, dados dos
nimeros reales a,b > 0, de la férmula del cuadrado del binomio se tiene que
(a+b)?<a?2+bysi0<A<T,

(1 =Na—+Ab)> < (1—2A)2a® + 226> < (1 — N)a? + \? (1.25)

Combinando las desigualdades anteriores se obtiene

[x[?

1 2
S 10 = Nx Ayl < (1= 0 5 |Y|

+ A

que proporciona la convexidad buscada. El dibujo de la izquierda de la Figura 1.7
corresponde a la epigréfica de la funcién anterior para N = 1. Se observa que el
segmento uniendo dos puntos cualesquiera de la grafica de ¢ (en rojo) estd contenido
en epi(¢). Por el contrario, si tomamos la funcién ¢(z) = sen(z), © € [—m, 7, cuya
epigréafica se ha representado también en la Figura 1.7, se observa que tomando,
por ejemplo, los puntos (—7/2,—1), (7/2,1) € graph(y), el segmento que los une
no estd contenido en epi(p), por lo que esta funcién no es convexa.

Ejemplo 1.10 (Formas cuadraticas) Sea ) una matriz cuadrada de tamafio
N x N, simétrica (es decir, de forma que coincide con su traspuesta, Q = Q') y
semidefinida positiva, x!Qx > 0, para cada x € IR". Con estas hipétesis se verifica
la desigualdad de Cauchy-Schwarz que establece que

Vx,yeRY }xto}Q < (xth) (thy) (1.26)
Ademis, si definimos la funcién

o(x) =x'Qx = (x,Qx), xeRY (1.27)
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Figura 1.7: Epigraficas
se tiene que es convexa. En efecto, dados dos vectores x,y € RY y una constante
0 < A <1, se tiene que
p((1=Nx+Ay) = (1-N*%x'Qx+ A1) (x'Qy +y'Qx) + \y'Qy
= (1-2)’x'Qx+2X\1 - N)x'Qy + X\’y'Qy

teniendo en cuenta que, por ser () simétrica, y'Qx = x'Q'y = x!*Qy. Finalmente,
usando las desigualdades de Cauchy-Schwarz para formas cuadraticas arbitrarias
(1.26) y (1.25), de la identidad anterior se obtiene la desigualdad de Jensen para ¢:

P((1=Nx+Ay) < (1-2)>Qx+2)\1 -\ (x'Qx)" (y'Qy)"* + X’y'Qy

((1 - ) (xth) 1/2 + A (xth) 1/2)2

(1=X) (x'Qx) + A (y'Qy) = (1 = N)p(x) + Ap(y)

Esta clase de funciones convexas se denominan formas cuadrdticas.

IN

Ejemplo 1.11 (Funciones distancia) Dado un conjunto convexo C' C RY, la
funcién distancia a C, d¢(+), definida por la relacién (1.4) es convexa. En efecto,
dados x,y € IRY, para cada ¢ > 0 existirdn x.,y. € C, de forma que

do(x) + e > |x — x|, do(y) +e> |y —yel

Por otra parte, si 0 < XA < 1, al ser C convexo se tiene que (1 — A\)x. + Ay. € C,
de donde

do((I=XNx+2Ay) < (1 =Nx+Ay = (1 - M)xc — Ay
< (1_)‘)|X_X5|+)‘|y_YE|
< (1=X)(de(x)+¢)+ Mde(y) +¢)

(I =Nde(x) + Mde(y) +¢
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Dado que la desigualdad anterior es vélida para cada € > 0, se tiene que la funcién
distancia verifica la desigualdad de Jensen y, por tanto, es convexa. En la siguiente
figura se muestran las graficas de las funciones distancia a los conjuntos I = [0, 1]
y J = [0,1] U {2} mientras que la Figura 1.9 corresponde a la grafica de la funcién

2 2

2 = o B 2 3 2 1 0 1 2 3

Gréfica de dy(+) Grafica de dy(+)
Figura 1.8: Funciones distancia

distancia al conjunto D = {(z,y) € R*: (x —1)?+ (y — 1) < 1}. El reciproco

Figura 1.9: Grafica de dp(-)

de la afirmacién anterior también es cierto si C C IRY es un conjunto cerrado.
En efecto, en ese caso sabemos que C' = {x e RV : do(x) = O}, luego dados
x,y € C, si la funcidn distancia es convexa, se tiene que

do((L=A)x+Ay) < (1 = Ndo(x) + Ade(y) =0 < do((1—A)x+Ay) =0

para cada 0 < A < 1, es decir, (1 — A\)x+ Ay € C.

La convexidad de una funcién puede caracterizarse en términos de la con-
vexidad de su epigréfica.

Proposicién 1.4 Sea D C IRY un conjunto convezo. Se tiene que una funcion
¢ : D — TR es convexa si y solamente si epi(¢) C RN es un conjunto
convero.
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La Proposicién 1.4 proporciona una definicién alternativa de funcién con-
vexa. Asi podemos llamar convexas a aquellas funciones cuya epigréfica es un
conjunto convexo. Esto es especialmente 1til para evitar problemas que pueden
surgir en el término de la derecha de la desigualdad de Jensen, por ejemplo
cuando se manejan funciones que toman valores en IR U{+00}, lo que es ha-
bitual, por ejemplo, al considerar problemas de optimizacién con restricciones
(ver pag. 23).

Consideraremos desde este momento funciones ¢ : R — IR U{400} definidas
en todo RY y que pueden tomar el valor +o0o en algin punto y definimos su
dominio como el conjunto

dom(¢) = {x € R" : ¢(x) € R} . (1.28)

La Proposicién 1.4 proporciona asi mismo un procedimiento sencillo y practico
para comprobar la convexidad de una funcién. En particular el siguiente coro-
lario, que se deduce de la identidad

epi (sgg ¢i> = (") epi(es) (1.29)

i€T
permite construir funciones convexas no necesariamente diferenciables a partir

de otras que si lo son.

Corolario 1.2 Sea ¢; : RN — RU{+00} una familia de funciones convezas,
1 €Z. Se tiene que la funcion

¢(x) = sup ¢;(x)
i€T
es convera.
Ejemplo 1.12 (Funciones soporte) Del corolario anterior es evidente que las
funciones soporte op, definidas en (1.15), son convexas independientemente del
conjunto D, al ser el supremo de una familia de funciones afines (y por tanto

convexas). Asi, si consideramos los conjuntos I = [0,1] y J = [0,1] U {2} es
inmediato comprobar que

u, u>0 2u, u>0
o1(u) = 0 u <0 or(w) = 0 u <0

mientras que 0'[071]U{—1}(u) = |ul.
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ar oJj U[Oxl]u{_l}

Figura 1.10: Graficas de funciones soporte

Ademds, en el caso de conjuntos no acotados, las funciones soporte porporcionan
ejemplos de funciones que de forma natural toman el valor +00 en algunos puntos.
En efecto, dado un conjunto D C IR™, de forma que para un cierto vector unitario
u e RY, [u| = 1, y un punto x € D, se tiene una sucesién u,, — -+0c con
X + fmu, de la definicién de funcién soporte

op(u) > (u,x) + pim — 400

luego op(u) = +o0.

1.2.2 Funciones convexas y diferenciables

Sea ¢ : RY — RU{400} una funcién, de forma que dom¢ C RY es un
abierto convexo. Si ¢ es diferenciable se dispone de diversas caracterizaciones
que resultan muy utiles para verificar si es 0 no convexa.

Proposicién 1.5 Sea ¢ : RY — RU{+00} una funcién de clase C* en el
abierto convero dom ¢. Se tiene que ¢ es convexra si y solamente si para cada
X,y € D se verifica alguna de las siguientes desigualdades:

(Vo(x), y —x) < é(y) — ¢(x) (1.30)
(Vo(y) = Vo(x), y —x) >0 (1.31)

Cuando se verifica (1.31) se dice que el gradiente de ¢ es mondtono. En el
caso unidimensional esto significa que la funcién derivada ¢’ es creciente.

Proposicién 1.6 Sea ¢ : RY — IRU{+00} una funcion de clase C* en el
abierto convexo dom¢. Se tiene que ¢ es convexra si y solamente si la ma-

triz Hessiana V?¢(x) es semidefinida positiva para cada x € D, es decir, si
Y'V2p(x)y >0, Vy e RY.

Al ser la matriz Hessiana simétrica, es diagonalizable, por lo que para cada

x € D, existen escalares u1(x),...,un(x) (los valores propios de la matriz) y
una matriz ortogonal T'(x) de forma que
1 (X) e 0
V2(x) = T(x) S T(x)’
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por tanto, para verificar si es semidefinida positiva, es suficiente con determinar
si los valores propios son no negativos.

1.2.3 Propiedades de minimizacion

Dada una funcién f : RY — TR, el problema minimizar o calcular el minimo
de f en el conjunto K C IRY, consiste en encontrar algiin punto X de forma que

) xeK

(i) F(%) = inf f(x) (1.32)

Definiendo la funcion indicatriz del conjunto

0, sixe K

V(%) = { oo, sixdK (1.33)

el problema (1.32) de minimizar f en K equivale al problema de minimizar la
funcién fx = f+1bx : RY — IRU{+00} en todo el espacio R". Por tanto, la
utilizacién de funciones tomando el valor +o0o permite reescribir los problemas de
minimizacién con restricciones en forma de problemas de minimizacién global.

Entre las buenas propiedades de las funciones convexas destaca su buen
comportamiento frente al calculo de minimos. Se enuncian seguidamente alguna
de estas propiedades.

Proposicién 1.7 (Convexidad de la funcién marginal) Sea f: D x Q C
RN ™ . R una funcién conveza inferiormente acotada. Si definimos la
funcion ¢ : D ¢ RY — IR, de forma que

¢(x) = inf f(x,y)

YEQ

se tiene que ¢ es convexa.

La convexidad de una funcién no es suficiente para garantizar la existencia de
minimo como muestra el Ejemplo 1.13. Sin embargo cuando existen minimos el
conjunto de todos ellos es convexo, lo que, en particular, impide que una funcién
convexa tenga varios minimos aislados.

Ejemplo 1.13 Consideremos la funcién ¢ : IR — IR U{+oc0} definida como
1/x, x>0
¢(z) =
+00, x <0

que claramente es convexa y propia, dom(¢) = 0, +oc[. Ademds, el infimo de ¢
es igual a cero (basta tomar la sucesién n — 400, que verifica ¢(n) = 1/n — 0),
pero ¢(x) > 0, para cada = € IR.
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Proposicién 1.8 Sea ¢ : RY — R U{+00} una funcién convexa y estricta
(dom(op) # 0). Se tiene que el conjunto de sus puntos minimos,

argmin ¢ = {x eRY : ¢(x) = inf ¢(Y)}

yeRN

€S CONvexo.

El conjunto argmin ¢ se reduce a un punto, cuando es no vacio, si la funcién
convexa ¢ es estrictamente conveza es decir, si dados x,y € dom(¢) dos puntos

distintos se tiene que
o (X4Y) < 21 00) L)

2 2

En efecto, si m es el infimo de la funcién ¢, dados dos puntos distintos x,y en
argmin ¢, al ser este conjunto convexo (Proposicién 1.8) se tiene que (x+y)/2 €

argmin ¢, luego
=g (142 < 202 00)

=m

2 2
lo cual es absurdo. Cabe decir que en el caso de funciones diferenciables la
convexidad estricta, al igual que la convexidad, puede caracterizarse en términos
de las derivadas.

Proposicién 1.9 Sea ¢ : RY — RU{+00} una funcién de clase C* en el
abierto convero D. Se tiene que ¢ es estrictamente convexa si y solamente si
la desigualdad (1.30) o (1.31) se wverifica de forma estricta para cada x #'y.
Si ¢ es C? una condicion suficiente, aunque no necesaria, para la converidad
estricta de ¢ es que su matriz Hessiana sea definida positiva, es decir, para cada

x €D, y'V?p(x)y >0,V y € RV \{0}.

Como indica la proposicion anterior, la positividad de la matriz Hessiana es
una condicién suficiente para la convexidad estricta de una funcién dos veces
derivable, aunque no es necesaria. Si consideramos, por ejemplo, la funcién
g(z) = 2%, se tiene que para cada z,y € R, x # v,

(9" () — g @) (y—2)=4(y> —2°) (y —2) = 4(y — 2)* (y* + 2y +2?) > 0

ya que, si x # 0, entonces y? + xy + 2 = %x2 + (%x—l—y)Q >0ysiz =0,
la expresién anterior queda reducida a y? > 0. Asi, pues, g es una funcién
estrictamente convexa. Sin embargo ¢”(z) = 1222 no es estrictamente positiva
va que ¢g”(0) = 0.

Se dice que X es un minimo local de la funcién f : RY — IRU{4oc0} si
existe § > 0 de forma que, para cada x € Bs(X), se tiene f(X) < f(x).

Proposicién 1.10 Sea ¢ : RY — R U{+00} una funcidn convera y extricta,
dom(¢) # 0. Si X es un minimo local de ¢, se tiene que X € argmin ¢, es decir,
se trata de un minimo (global) de la funcion.
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1.2.4 Envoltura de Moreau I

Sea ¢ : RY — R U{+0c0} una funcién convexa propia. Para cada A > 0 se
considera el problema de minimizacion

on) = it (oly) + g5ly —xP). (135

yeRN

La aplicacién ¢ < ¢, se denomina envoltura de Moreau (Moreau envelope). Se
considera también el problema

. 1
argmin (¢(Y) +oyly - X|2) (1.36)
yeRN

de obtener los puntos en los que se alcanza el valor de ¢ (x).

Dado x € dom(¢), supongamos que X € IR” es solucién de (1.36), es decir,
para cada y € RV

B(%) + 5%~ X[ < 6(y) + sy — X/ (1.37)

Tomando, en particular, el punto (1—60)x+6y, con 0 < § < 1, en la desigualdad
anterior se obtiene

H(R) + %|)‘<—x|2 < o((1 —0)x+0y) + % (1—0)% + 0y — x|?

< (1= 0)6(x) +06(y) + % (1% = xI* + 20(% = x,y = %) + 0|y — %)

usando la convexidad de ¢ y las propiedades del producto escalar. Simplificando
esta expresién se llega a

0<6(y) — 6(R) + 5 (%~ %y~ %) + by — %P

de donde, haciendo tender # — 07 se obtiene la desigualdad variacional
¢(X) = o(y) +t(x—% y—%) <0, VyeR" (1.38)

que necesariamente debe verificar la solucién de (1.36). Reciprocamente, si
x € dom(¢) verifica (1.38), se tiene que, para cada y € dom(¢):

_ 1 _ 5 1,_ _ 1 _ 5
J— — < — — — J— —
OR) + grlR—x < 6(y)+ R -xy %)+ k- x
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de donde es inmediato que X es solucién de (1.36).

Una consecuencia inmediata de la caracterizacién variacional de la solucion
del problema (1.36) es su unicidad. Asi, si suponemos que X,z son soluciones,
de (1.38) se obtienen las desigualdades:

1 1

HF) —0(3) + 1 (x—% 3 -%) <0, 6(2) ~ 6(x) + 1 (x—7 % -7) <0,
que combinadas permiten escribir
1 1 1
0> X<x—>—<, Z—i)—I—X(X—Z, X—7Z) = X|2—>7;|2.

Es decir, |z — X| =0 < X = z. Esta unicidad puede deducirse también de la

P
convexidad estricta de la funcién objetivo y ~ &(y) + %

Para establecer la existencia de solucion es necesario asumir una hipdtesis
adicional sobre ¢ de tipo topoldgico.

Definicién 1.2 Se dice que una funcién f : RY — IRU{400} es inferior-
mente semicontinua (isc) en un punto x si para cada 8 < f(x), existe 6 > 0
de forma que § < f(z) para cada z € Bs(x). La funcidn es inferiormente
semicontinua en un subconjunto D si lo es en cada uno de sus puntos.

Es sencillo comprobar que una funcién f es isc en un punto x si y solamente
si

f(x) <liminf f(z) = sup ( inf f(z)) . (1.39)

Z—X e>0 \zE€DB:(x)

Se verifica también un resultado andlogo para sucesiones, la denominada car-
acterizacion sucesional de la semicontinuidad inferior, que establece que una
funcién f es isc en un punto x si y solamente si para cada sucesiéon x,, — X se
tiene que

f(x) <liminf f(x,,) = sup ( inf f(xm)> . (1.40)

m—00 M>0 \mzM
En el caso de funciones inferiormente semicontinuas en todo el espacio RY,
se tiene que su epigrafica es un conjunto cerrado. En efecto, si tomamos una
sucesion (X, o) € epi(f), convergente a un punto (x, ), de la anterior car-
acterizacion sucesional, se sigue que
f(x) <liminf f(x,,) < liminf a,,, = «
m— 00 m— 00

teniendo en cuenta que f(x,,) < ., para cada m. La desigualdad ante-
rior, f(x) < «, implica que (x,a) € epi(f), luego este conjunto es cerrado.
Reciprocamente, si epi(f) € IRV es cerrado, dado 3 < f(x), es decir, (x, 3) &
epi(f), debe existir n > 0 de forma que (z, 8) & epi(f), es decir, 8 < f(z), si
z € B,(x), lo cual implica que f es isc en x. Por tanto,

fesisc < epi(f) c RNT! es cerrado. (1.41)
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Combinando la caracterizacién anterior con la férmula (1.29) se deduce de
forma inmediata el siguiente corolario.

Corolario 1.3 Sea ¢; : RN — R U{+o0} una familia de funciones inferior-
mente semicontinuas, i € I. Se tiene que la funcion

$(x) = sup ¢i(x)

icl
es inferiormente semicontinua.

Estamos ya en condiciones de enunciar un resultado de existencia y unicidad
de solucién para el problema (1.36).

Teorema 1.6 Sean ¢ : RY — R U{+00} una funcidon convera propia e infe-
riormente semicontinua y A > 0 una constante. Para cada x € RY, el problema
(1.36) tiene una unica solucion que denotamos por Jx(x). Dicha solucion queda
determinada por la desigualdad variacional

P(JA(x)) — oly) + §<x —I(x),y—-(x) <0, VyeRY (1.42)

El campo vectorial J} : RY — R se denomina resolvente o proximal. De
la desigualdad variacional (1.42) se deduce que

|IA(x) — Ja(z) < |x —2|, Vx,zecRY (1.43)

es decir, Jy es 1-Lipschitz. Es también relevante la aplicacién que a cada x € R™
le asocia el vector § (x — Jx(x)), denominada regularizacién de Yosida, que es

asimismo Lipschitz con constante igual a 1/\:

= B0) - § (2 A@)| < fx- (144)

Los anteriores campos vectoriales verifican las desigualdades

1 - |x — JA(x) —z + J\(2)]?

<§(X—J)\(X))—X(Z—J)\(Z)),X—Z> > 3 (1.45)

(Jx(x) = Jx(z), x —2) > |Ja(x) — Ja(2)]* (1.46)

de donde se deduce que tanto la regularizaciéon de Yosida como la resolvente son
campos vectoriales mondtonost) .

(1)La monotonia es la generalizacién para campos vectoriales de la nocién de funcién cre-
ciente.
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Ejemplo 1.14 En general no es posible calcular explicitamente la envoltura de
Moreau de una funcién arbitraria. Sin embargo, en el caso particular del valor
absoluto, ¢(z) = |z|, © € IR, un andlisis detallado permite obtener su expresién
explicita para cada A > 0

—;E—%, r< =\
d))\(x): %7 |‘T|<A
:C—%, T >\

T+ A < =\
Ia(z) = 0, |z] < A
T — A, T >\

A=0.5 A=0.1 A =0.05 A=0

Figura 1.11: Gréficas de ¢y para ¢(x) = |z|

A=0.5 A=0.1 A =0.05 A=0

Figura 1.12: Graficas de Jy para ¢(z) = |z|

En este ejemplo sencillo, con ayuda de las graficas anteriores, se observan di-
versas caracteristicas que, como veremos posteriormente, se verifican en general.

Asi

e La envoltura de Moreau ¢, es convexa y derivable para cada A > 0, indepen-
dientemente de la “suavidad” de ¢.

e ¢\ — ¢ puntualmente cuando A — 0.

e Jy(r) — z para cada z € IR.
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Ejemplo 1.15 Un ejemplo cldsico de funcién convexa es la indicatriz de un con-
vexo C C RY, definida en (1.33). Claramente su envoltura de Moreau es de la
forma

1 1 dZ(x)
inf —Ix—y|?)=inf [ =|x—y|?) = &
int (o) + grix-y?) = int (Grx- v ) = %22
mientras que J)(x) serd, para cada A > 0, la proyeccién ortogonal proj~(x) de x
sobre el convexo C' (pagina 13).

1.2.5 Funciones convexas y continuas

La convexidad de una funcién es una propiedad de naturaleza geométrica que,
no obstante, tiene importantes connotaciones topologicas que analizaremos en
este apartado. El resultado principal establece que las funciones convexas son
continuas en el interior de su dominio (si éste es no vacio).

Definicién 1.3 Se dice que una funcién ¢ : RY — IR U{+00} es localmente
Lipschitz en el abierto D ¢ RY si para cada x € D se tienen dos constantes
0, a(x) > 0 de forma que para cada y,z € Bs(x) C D,

lp(y) — ¢(2)| < a(x)ly — 2|

Teorema 1.7 Sea ¢ : RY — R U{+00} estricta y conveza. Se tiene que ¢ es
localmente Lipschitz en el interior de su dominio.

Nota 1.3 La prueba del teorema anterior (ver [2], [5]) proporciona informacién

adicional sobre la constante de Lipschitz «(x). En efecto, si y(x) > 0 es una

cota de ¢ en un entorno de x, es decir, |¢(y)| < v(x), para cada y € Bs(x), se

tiene que

2y(x)
0/2

[¢(y) — é(2z)] < ly — 2| (1.47)

siy,z € Bsjo(x),.

Nota 1.4 Aunque en el interior de su dominio una funcién convexa es local-
mente Lipschitz y, por tanto, continua, en los puntos de la frontera del dominio
puede fallar la continuidad como pone de manifiesto el siguiente ejemplo (ver
[15, pag. 83-84] y [16, Example 2.38, padg. 61-62]). Sea el conjunto convexo

2
C'_{(a:,y)GIRz:x—i-%SO}

y sea o¢ su funcién soporte, que sabemos que es convexa (ver Ejemplo 1.12).
Ademds, usando el método de los multiplicadores de Lagrange para el cdlculo
de extremos de funciones, se comprueba que

2?/(2y),  y>0
Uc($,y) = 0, (iC,y) = (070)

—+00, en otro caso.
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Evidentemente la funcién o¢ es continua en int (domo¢) = {(z,y) € R?:y> 0}
(en realidad localmente Lipschitz), pero en el punto (0,0) € domocNddomoc
presenta una discontinuidad. En efecto, si nos acercamos al origen de coorde-
nadas siguiendo parabolas de la forma (¢, at?), se tiene que
t2 1

li t,at?) = lim — = —

tl—%ac( at’) 202482 ~ 24
es decir, no existe el limite de la funcién cuando (z,y) — (0,0), con (z,y) €
domoe. No obstante o¢ es inferiormente semicontinua en dicho punto, dado
que

Uc(x,y)> = 0.

lim inf oc(xz,y) =su inf
dom oc3(z,y)—(0,0) C( y) 5>18 ((m,y)GBE(O,O)ﬁdomoc

1.3 Subdiferenciabilidad

La diferenciabilidad de una funcién es una propiedad resenable ya que, entre
otras cosas, permite estudiar sus extremos. Las funciones convexas no son nece-
sariamente diferenciables, pero la especial geometria de su epigrafica permite
definir hiperplanos soporte en los puntos de su frontera, a partir de los cuales se
introducen una especie de “gradientes generalizados”, que denominamos subgra-
dientes. El conjunto de estos subgradientes (que no son necesariamente tnicos
en cada punto) se llama subdiferencial y extiende la nocién habitual de diferen-
cial en el siguiente sentido: en los puntos de diferenciabilidad la subdiferencial se
reduce al gradiente, mientras que es posible asociar un conjunto subdiferencial
a puntos donde no existe la diferencial.

Cabe mencionar que la nocién de subdiferenciabilidad fue introducida en
1963 de forma independiente por R.T. Rockafellar en su tesis doctoral (a quien
se debe la notacién 9¢) y por J.J. Moreau en un articulo en los Comptes Rendus
de ’Académie des Sciences de Paris (donde se usa por primera vez el término
subgradiente, del francés sous-gradient).

1.3.1 El conjunto subdiferencial

Si ¢ es diferenciable en x € int (dom ¢), sabemos que (x,¢(x)) € O (epi¢).
Ademsds la frontera de la epigrafica de ¢ es una N-variedad diferenciable descrita
por la funcién ¢(y, 3) = ¢(y) — 3, y el plano soporte de epi¢ en dicho punto
serd de la forma (ver Ejemplo 1.8):

H={(y,0) e RN : (y —x,Vo(x)) — (8 — ¢(x)) =0}

es decir, (V¢(x),—1) es el vector normal al hiperplano soporte de epi¢ en
(x, ¢(x)). Este hecho motiva la siguiente definicién.
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Definicién 1.4 Sea ¢ : RY — R U{+o0} una funcién estricta y convexa. Se
dice que u € RY es un subgradiente de ¢ en x € dom ¢ si (u,—1) es normal a
un hiperplano soporte de la epigrifica en (x,¢(x)), es decir, si

(u,x) —d(x) = sup  ((w,2) = ) = Tepip(u, —1). (1.48)
(z,3)E€epi

El conjunto de todos los subgradientes se denomina subdiferencial de ¢ en x y se
denota por ¢ (x). Se dice que ¢ es subdiferenciable en x € dom ¢ si dp(x) # (.

Ejemplo 1.16 Sea la funcién valor absoluto ¢(z) = |z|. Si u € 9¢(0) se tiene
que
0= sup (ux— )= sup (ux—|z|).
(z,B)€epi¢ z€IR

Six > 0, se tiene que uz—|z| = x(u—1), luego el supremo anterior serd igual a cero
sobre IR siy solamente si u—1 < 0. Reciprocamente, si z < 0, uz—|z| = z(u+1)
y el supremo sobre IR_ serd nulo solamente si w + 1 > 0. Combinando ambos
resultados, para que se verifique la identidad anterior, —1 < u < 1, luego

9¢(0) = [-1,1]
De este ejemplo sencillo se deducen dos importantes consecuencias:

e Pueden asociarse subgradientes a funciones convexas en puntos donde no
son diferenciables.

e En general los gradientes no tienen porqué ser tinicos, lo que da sentido a
la nocién de conjunto subdiferencial.

Ejemplo 1.17 Sea la funcién convexa y estricta
x2, lz] <1
o(z) =
+00, |x] > 1
Se tiene que u € 0¢(1) si y solamente si

u—1= sup (uz—p)= sup (uzx—z°) (1.49)
|| <1, B>a2 lz[<1

Analizemos ahora la pardbola h(x) = ux — 22, que verifica b/ (z) = u—2z, h''(x) =
—2 < 0. Obviamente h/(x) serd decreciente y para cada —1 < x < 1

MA)<h(z)<h(-1) & u—2<h(z)<u+2
Continuando con el andlisis:

e Siu+2<0,h(x) <0, luego h(z) es decreciente y el maximo se alcanza en
x = —1. Sustituyendo en (1.49) se tiene que u —1 =h/(-1)=-u—-1 <
u = 0, lo cual es absurdo.
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e Siu+22>0, h(x) >0,y la funcidn serd creciente, por lo que el maximo se
alcanza en 2 = 1. Sustituyendo en (1.49) vemos que la identidad se verifica
trivialmente, es decir, [2, +oo[ C 9¢(1).

e Si —2 < u < 2, el polinomio h(x) tiene un maximo en el punto x = u/2 €
] —1,1], luego

2
u—l:h(u/2):% e 0=u?—4du+4=(u—2)?

lo cual es absurdo.
Recapitulando, d¢(1) = [2, 4o0.
Ejemplo 1.18 ([15], p. 215) Sea la funcién convexa
—(1 =22 2l <1
flx) =
+00, |z| > 1
Usando la definicién de subgradiente, u € df(1) si y solamente si

—1 = sup ux + (1 +2%)/?
lz|<1

Pero, si u > 0, el supremo de la derecha serd obviamente positivo, luego df(1) C
] — 00,0[. Sea la funcién h(z) = ux + (1 — 22)'/?, cuya derivada es de la forma

P(z)=u—=z(1l-2*)2<0

si u < 0, es decir, h(x) es decreciente y su maximo se alcanzard en z = —1. Por
tanto, siu € 9f(—1), =1 = h(—1) = —u, lo cual es absurdo. Asi, pues, df(1) = 0.

Ejemplo 1.19 La funcién indicatriz de un convexo, C' C IR”, es convexa, ademés
u € dYc(x) si

(u,x) = sup  ((u,z) — 3) = sup(u,z) = oc(u)
(z,8)€epivc zeC

es decir, la subdiferencial de )¢ en x € OC es el conjunto de los vectores normales
a los hiperplanos que soportan al conjunto en dicho punto. Por el contrario, si
x € intC, para cada u € RV \{0}, si ¢ > 0 es lo suficientemente pequefio,
x + tu € C, de donde

oo (u) > (u,x + tu) = (u,x) + Hul® > (u, %)
Es decir, 91c(x) = {0}, si x € int C.
Obviamente, si u,v € d¢(x) y 0 < A < 1, se tiene que
(1=XNu+Av,x) = (1-=A{u,x)+ \v,x)
= 0(x) + (1= Noepip(u, =1) + Aoepip(v, —1)

Z ¢(x) + oepip((1 — Au+ Av)
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usando la convexidad de la funcién soporte. De aqui es evidente la inclusion
(1=XNu+ Av € 9¢(x), es decir, el conjunto subdiferencial es convexo. Ademas,
si uy, — u, con u,, € dé(x), de la definicién de subgradiente se tiene que para
cada (z, 8) € epi ¢,

<um7x> - ¢(X) 2 <um7z> - 6
y tomando limite cuando m — oo, podemos escribir la relacién (u,x) — ¢(x) >

(u,z)— 3, que equivale a u € d¢(x). Esto significa que el conjunto subdiferencial
es cerrado. Estas dos propiedades se recopilan en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.11 Sea ¢ : RY — R U{+00} una funcidn convexa y estricta.
Dado x € dom ¢, de forma que Op(x) # 0, se tiene que el conjunto subdiferencial
es convezo y cerrado.

Concluimos la seccion estableciendo la subdiferenciablidad de las funciones
convexas en el interior de su dominio.

Teorema 1.8 (Subdiferenciabilidad) Sea ¢ : R — IR U{+00} una funcién
conveza. Para cada x € int (dom ¢), se tiene que p(x) # .

Nota 1.5 Como pone de manifiesto el Ejemplo 1.18, el conjunto subdiferencial
puede ser vacio en puntos de la frontera del dominio de una funcién convexa.

1.3.2 Derivadas direccionales

Dada una funcién ¢ : RY — RU{occ}, se define su derivada direccional
(también llamada variacién de Gateaux) en el punto x € dom ¢ en la direccién
u € RV \{0} como el valor del limite (cuando existe):

o+ ) — 6(x)
h—0t h

La denotaremos por d¢(x;u). Cuando ¢ es diferenciable en x € int (dom ¢) es
evidente que dp(x;u) = (Vo(x), u).

En el caso de las funciones convexas siempre es posible calcular derivadas di-
reccionales en los puntos del interior del dominio en cualquier direccién. Ademas,
las derivadas direccionales permiten caracterizar la subdiferencial.

Lema 1.1 Sea ¢ : RY — RU{+o0} conveza y estricta. Para cada x €
int (dom ¢) se tiene que

(i) Existe 5¢(x;u) para cada u € RY \{0}.
(i) La aplicacion u~ d¢(x;u) es

e Positivamente homogénea: ¢ (x; pu) = pdd(x;u), si > 0.
o Subaditiva: dp(x;u+ v) < Jp(x;u) + dp(x;v).
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(#11) La aplicacidn anterior es continua.

Nota 1.6 De la homogeneidad de las variaciones de Gateaux se desprende que
el valor de las derivadas direccionales queda determinado por d¢(x;u) para
|u] = 1. Por ejemplo, si ¢(z) = |z| es la funcién valor absoluto, se tiene que

0¢(0;1) = lim ﬂ =1, 00(0;—1) = lim —— =

t—0t t t—o0t+ T

de donde es inmediato comprobar que d¢(x;u) = |u|. Este ejemplo pone ademads
de manifiesto que la aplicacion variacion de Gateaux no es lineal en general.

Proposicién 1.12 Sea ¢ : RY — R U{+00} una funcién convexa y estricta.
Dado x € dom ¢, se tiene que

0p(x) = {ue RY : (u,v) <do(x;v), Vv e IRN} . (1.50)

Corolario 1.4 Sea ¢ : RY — IRU{+00} conveza y estricta. Para cada x €
dom ¢ se tiene que u € p(x) si y solamente si para cada y € RY,

(w,y —x) < ¢(y) — ¢(x)

Corolario 1.5 Sean ¢ : RY — R U{+00} conveza y estricta, x € dom ¢. Se
tiene que:

(i) Si 0¢p(x) # 0, entonces ¢ es inferiormente semicontinua en X.

(i) 0 € 9p(x) < x es un minimo de ¢ (Regla de Fermat).

Corolario 1.6 Sea ¢ : RY — IRU{+o0} conveza y estricta. Six € int (dom ¢),
el conjunto O¢(X) estd acotado. En concreto, si a(x) es la constante de Lipschitz
de ¢ en un entorno de X, se verifica:

sup |u| < a(x) (1.51)
ucdp(x)

Es importante resaltar que la cota de la subdiferencial tiene caracter local.
En efecto, si ¢ es a(x)-Lipschitz en B.(x) C int (dom ¢), se tiene que

sup ( sup )|u|> <a(x) & 0¢(z) C a(x)B, Vze B:(x) (1.52)

zEB. (x) \u€dp(z

Es més, si K C int (dom ¢) es un conjunto compacto, existirdn xi,...,X,, en
K,e; >0,1<1i<m,deforma que B, (x;) C int (dom ¢) y

K C | B., j2(xi).

i=1
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Por otra parte, al ser las bolas cerradas conjuntos compactos, de la continuidad
de ¢ se tiene y(x;) > 0 tal que |¢(x)| < y(x;), para cada x € B, (x;), de donde,
usando la Nota 1.3, (1.52) nos permite escribir, para cada x € B, /2(x;),

27(xi)
8¢(x) - WB

Finalmente, tomando v = maxj<;<m 7(Xi), € = minj<;<me; > 0 es evidente

que
| < 2 (1.53)
sup sup |u| | < —= .
x€K \ucdd(x) /2
La grafica o grafo de la subdiferencial se define como el conjunto
Gr(9¢) = {(x,u) e R*" :u € 0¢(x)} . (1.54)
Si la funcién ¢ es inferiormente semicontinua, el conjunto anterior es cerrado.

Corolario 1.7 Sea ¢ : RY — IRU{+oc} estricta, conveza e inferiormente
semicontinua. Se tiene que la grdfica de la subdiferencial es un conjunto cerrado.
En particular, si (Xm, W) — (X, 1), con W, € 06(X.m,), se tiene que u € 9P(x).

Para concluir el apartado veamos que, tal como se indicaba al inicio de la
seccién, la nocién de subdiferencial extiende el concepto cldsico de gradiente.
La demostracién de esta afirmacion se basa en la caracterizacién de las varia-
ciones de Gateaux/derivadas direccionales como funcién soporte del conjunto
subdiferencial.

Lema 1.2 Sea ¢ : RY — RU{+o00} estricta y convera. Six € int (dom ¢)
se verifica la identidad

0p(x%;V) = 0ppx)(V), VVvE RN . (1.55)

Teorema 1.9 Sean ¢ : RY — R U{+00} estricta y conveza, x € int (dom ¢).
Se tiene que ¢ es diferenciable en x si y solamente si 9p(x) = {Vp(x)}.

1.3.3 Envoltura de Moreau II

Volvamos ahora a la envoltura de Moreau, a la que ya dedicamos el apartado
1.2.4. En primer lugar, de la desigualdad (1.42) y el Corolario 1.4 es evidente
que la regularizaciéon de Yosida en cada punto estd contenida en el conjunto
subdiferencial de ¢ en su resolvente, es decir,

% (x — Ja(x)) € DD(JA(x)). (1.56)
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Teniendo en cuenta este hecho, si x € int (dom ¢), se considera el subgradiente
de menor norma, 9¢°(x) = Projge(x)(0), que verifica la formula:

2 2

1

(= (0) = 08 G0)| < 1000 - |5 (x = () (157)
De aqui, usando (1.51), se llega a
Ix — Ja(x)| < N0 (x)] < Ax(x) — 0 (1.58)

A—0t

es decir, la resolvente converge a la identidad puntualmente en el interior del
dominio de ¢. Es més, si K C int (dom ¢) es un compacto, de (1.53), existird
a > 0 de forma que

sup |x — Ja(x)| < Asup [0¢°(x)] < A — 0 (1.59)
xeK xcK A—0t

lo que significa que la convergencia de la resolvente hacia la identidad es uniforme
sobre los compactos.

Por otra parte, es inmediato comprobar que la envoltura de Moreau de una
funcién estricta, convexa e inferiormente semicontinua, definida por (1.35), es
una funcién convexa, cuya subdiferencial en cada punto contiene a la regulari-

zacién de Yosida .
3 (x — Jx(x)) € 0P (x). (1.60)

Es mas, ¢, es diferenciable con
1
Vor(x) = 3 (x — Jx(x)). (1.61)

Veamos ahora hacia qué converge la envoltura de Moreau cuando A — 0%.
Claramente ¢y (x) < ¢(x), luego

lim sup ¢y (x) < ¢(x). (1.62)
A—0t

Ademés, de la definicién de resolvente, ¢x(x) = ¢(Jr(x)) + 55 |Jr(x) — x|?, por
lo que al ser ¢ inferiormente semicontinua podemos escribir(?)

6x) < Tminf 6(J3(0) < Hminf 6(J500) + g a(x) — X/
= li\ni(iJrif¢A(x) (1.63)

(2)En realidad

1

liminf ¢(Jy(x)) = liminf ¢(Jx (x)) + —|Ja(x) — x|?
A—0+ A—0+ 2A

2 2 2

teniendo en cuenta que %\Jk(x) —x|2< % = % — 0, cuando A — 0F.
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De las desigualdades (1.62)-(1.63) se tiene que existe el limite puntual de la
envoltura de Moreau y

lim_ 65 (x) = 6() (1.64)

A—0t
También existe el limite puntual de la regularizacion de Yosida,

. .1
§(x) = lim 5 (x = JA(x) (1.65)

para cada x € int (dom¢). Al ser el grafo de la subdiferencial un conjunto
cerrado, Corolario 1.7, de las relaciones (1.56), (1.58), (1.65) se tiene que

y(x) € 96(x),

con |y (x)] < |0¢°(x)|, como consecuencia de la desigualdad (1.57). Esto implica
y(x) = 9¢°(x) por unicidad del subgradiente de minima norma (que es la
proyeccion ortogonal sobre el convexo d¢(x) del vector nulo). En resumen, para
cada x € int (dom ¢), se tiene que

Alirél+ % (x — Ja(x)) = 0¢°(x). (1.66)
1.4 Inclusiones diferenciales de tipo subdiferen-
cial

Las inclusiones de tipo subdiferencial constituyen una extensién de la nocién
usual de sistema de ecuaciones diferenciales de tipo gradiente

—X(t) = Vo(x(t)) (1.67)

que permiten manejar potenciales convexos e inferiormente semicontinuos no
necesariamente diferenciables.

El estudio de esta clase de problemas se inicié alrededor de la década de los
70 del pasado siglo, destacando las aportaciones de H. Brézis y J.J. Moreau.
Para mas detalles acerca del origen y del desarrollo histérico de la teoria de las
inclusiones diferenciales (o ecuaciones de evolucién) de tipo subdiferencial nos
remitimos a [3] y, especialmente, a [10].

A lo largo de la seccién ¢ : RN — IRU{+oc} serd una funcién estricta,
convexa e inferiormente semicontinua, que también puede depender de una va-
riable real t (asociada al tiempo), ¢ : [0, T[xIRY — R U{+o0}, (0 < T < 400)
en un sentido que se precisard mas adelante.

1.4.1 Tipos de problemas

La clase mas simple de ecuaciones de tipo subdiferencial son las de la forma

—x(t) € de(x(1)). (1.68)
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La referencia cldsica es [4] donde se estudian en el marco general de los operado-
res maximales monétonos definidos en espacios de dimension no necesariamente
finita. Otro texto donde es trata ampliamente este problema es [3].

En el caso en que el potencial varia con el tiempo, se tienen las ecuaciones
—X(t) € Do(t, x(1)), (1.69)

donde 9¢(t,x) denota la subdiferencial respecto de la variable x para un valor
de t fijo. Esta clase de ecuaciones fue estudiada por primera vez por Moreau
en el caso particular ¢(t,x) = oy (x), con C(t) una familia de conjuntos de
IRY variando con el tiempo. Consideraremos también el caso en que existe un
término fuente dado por un campo vectorial F : [0,7[ x RY — RY, que
adicionalmente puede depender también del tiempo, lo que nos da la ecuacién

—%(t) € 9o(t, x(t)) — F(t,x(1)). (1.70)
Las inclusiones diferenciales asociadas a potenciales variables, con y sin término
fuente, se tratan con detalle en el segundo capitulo de [10].

Las denominadas ecuaciones bipotenciales son aquellas en las que aparecen
involucrados dos subdiferenciales. En esta memoria consideraremos la forma
general

—X(t) € 06(t,x(t)) + B(t, x(t))dp(t, x(t)) (1.71)

donde 8 : [0,T[ x RY — IR es una funcién, aunque lo més habitual es suponer
que los potenciales son estacionarios, con lo que el problema toma la forma

—%(t) € 06(x(t)) + B(t)dp(x(t)) (1.72)
Cabe decir que bajo ciertas hipotesis, por ejemplo,

e Ambos potenciales son funciones independientes del tiempo, estrictas, con-
vexas e inferiormente semicontinuas, de forma que

0 € int (dom ¢ — dom ) . (1.73)

e 3 toma valores no negativos y solamente depende de .

se tiene la identidad

9¢(x) + B(t)0p(x) = 9 (¢ + B(t)¢) (%), (1.74)

con lo que (1.72) no es mas que un caso particular de (1.69), a pesar de lo cual
sigue teniendo interés (ver p.e. [1]). Sin embargo (1.74) no se da en general,
lo que obliga a tratar este problema de forma independiente. Tienen particular
interés el problema denominado de subdiferenciales opuestas o diferencia de
subdiferenciales en que f = —1, que se analiza detalladamente en el apartado
1.4 de [10] y el caso ¢(t,x) = d¢(p)(x) asociado a problemas de viabilidad (ver

pee. 7).
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1.4.2 Existencia de solucién

Definicién 1.5 Se denomina solucién en sentido fuerte (strong solution) o de
Brézis de (1.69) en un intervalo [0, T[, (0 < T < +00) a una funcion absoluta-
mente continua® x : 0, T[] — RY de forma que, para casi todo 0 <t <T':

(i) 0o(t,x(t)) # 0.
(ii) —x(t) € Db(t,x(1)).

Si el potencial no depende del tiempo, problema (1.68), la nocién de solucion es
andloga, mientras que para el caso perturbado (1.70), simplemente se sustituye
la condicion (ii) por

(ii)* —%(t) + F(t,x(t)) € 0o(t,x(1)).

Finalmente, una funcién absolutamente continua x : [0, T[ — RY es solucion
de la ecuacion bipotencial (1.72) si para casi todo 0 <t < T,

(i)™ 06(t, x(t)) # 0, dp(t, x(t)) # 0

(ii)**  Euxisten funciones f,g : [0,T[ — RY integrables de forma que, para casi
todo 0 <t <T, f(t) € 09(t,x(t)), g(t) € Op(t,x(t)).

(i11)** Para casi todo 0 <t < T, —x(t) = f(t) + B(¢,x(t))g(t).

El problema de Cauchy o de condicién inicial para las ecuaciones anteriores
estd bien puesto en el sentido de Hadamard, es decir, para cada condicién inicial
admisible x( existe una tnica solucién de la ecuacion correspondiente, de forma
que

x(0) = xo. (1.75)

(3)Un conjunto A C IR se dice que tiene medida cero si dado ¢ > 0 arbitrario, existen
sucesiones am < bm, m > 1, de forma que

1) Ac | lam,bml.

m=1

@ > (bm—am)<e
m=1

Los conjuntos finitos y las sucesiones son ejemplos de este tipo de conjuntos. Una cierta
propiedad se dice que se verifica cast por todas partes (abreviadamente c.t.p.) en un intervalo
I C IR si solamente deja de verificarse en un subconjunto de puntos de medida nula. Una
funcién f: I C IR — IRY se dice que es absolutamente continua si

(1) Es derivable en todo el intervalo excepto a lo sumo en un subconjunto de medida nula,
es decir, se tiene A C [a,b] de medida nula, de forma que para cada t ¢ A existe el

limite
o SR = 1)
im ———————~
h—0 h

=f'(t)

(2) La funcién f’, definida c.t.p. en el intervalo I es integrable y, para cada s,t € I, s < t,
se verifica la identidad

t
10 -1 = [ far
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Ademas la solucién depende de forma continua de la condicién inicial. Analice-
mos ahora con més detalle este resultado para cada problema particular.

» ECUACION (1.68): POTENCIAL INDEPENDIENTE DEL TIEMPO. Sea una funcién
¢ : RY — IR U{+4o00} estricta, convexa e inferiormente semicontinua.

Teorema 1.10 (Dependencia continua y unicidad) Six(:), y(-) son solu-
ciones de (1.68) para las condiciones iniciales Xo, yo, respectivamente, se tiene
que, para cada t > 0,

1x(t) —y(®)] < [x0 — yol (1.76)

Obviamente la estimacién (1.76) implica que las soluciones dependen de
forma continua de las condiciones iniciales y que no pueden haber dos soluciones
distintas de la misma ecuacién verificando la misma condicién inicial (unicidad).

Teorema 1.11 (Existencia) Para cada estado inicial admisible xo € dom ¢,
existe una unica solucion de (1.68)+(1.75), x(-), definida en [0, +oc[. Ademds:

(i) Para todo t > 0, se tiene que

y la funcidn t ~ x(t) es continua por la derecha.
(ii) Para casi todo t > 0, —x(t) = 9¢° (x(t)).
(111) La funcion t ~ |X(t)| es decreciente.

() La funcion t ~ ¢(x(t)) es convera y para casi todo t > 0 se verifica la

identidad
d

dt
de donde se deduce que las soluciones de (1.68) proporcionan trayectorias
de descenso de ¢.

(B(x(t))) + [X(1)]* =0, (1.77)

(v) Si ¢ admite minimo, argmin ¢ # (), se verifica:
e Convergencia asintotica:

lim x(t) € argmin ¢ (1.78)

t——+oo

e (Convergencia ergodica:

1t
lim —/ x(s)ds € argmin ¢ (1.79)
t——+oo t 0
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De las propiedades de la envoltura o regularizacién de Moreau (Apartados
1.2.4, 1.3.3) y el Teorema de Picard-Lindel6f para ecuaciones diferenciales ordi-
narias, se tiene que, para cada A > 0 existe una tnica solucién del problema de

Cauchy
{ =X\ (t) = Voa(xa(t)),

%(0) = %o, (1.80)

definida en el intervalo [0, 400[, con d¢(xy) # 0 y xx — Xo. Ademds la familia
de las soluciones x,(+) converge hacia una funcién x(-) cuando A — 0%, que es
la solucién de (1.68)+(1.75). Esta es esencialmente la prueba del Teorema 1.11,
para los detalles nos remitimos a [3] y [4].

» ECUACION (1.69): POTENCIAL VARIABLE. Sea ¢ : [0, T[xRY — R U{+oc}
(T € R) estricta de forma que

(¢l) Paracada 0 <t < T, ¢(t,-) es convexa e inferiomente semicontinua.

(¢2) Para cada r > 0 se tienen 3, > 0, g,, h, de clase C! de forma que para
cada 0 <t <T,x € domo(t,-) N B,(0),sit<s<T,existe x € R" con

o 9¢(s,X) #0
o [R—x| < 9:(5) — 9-(8)] (6(t,%) + 5,)
o ¥(5,%) < G(t,x) + |hy(s) — by ()] (6, %) + 5r)

Si x(+), y(-) son soluciones de (1.69) para las condiciones iniciales x¢, yo,
respectivamente, se verifica la desigualdad (1.76), lo que proporciona la de-
pendencia continua de las condiciones iniciales y la unicidad para el problema
de Cauchy (1.69)4(1.75). En cuanto a la existencia, las condiciones (¢1)-(¢2)
garantizan que la funcién Vo, (t,x) = 1 (x — Jr(f,x)) es continua respecto de

la variable ¢ y Lipschitz respecto de x, por lo que los problemas

{ —X)\(t) = V¢)\ (t,X)\(t)),

(1.81)
XA (0) = X\,

para x), — xg € dom¢(0,-), 9¢(0,x,) # 0, tienen una tnica solucién xx(-)

definida en [0,7[. Ademads, cuando A — 01, x,(-) — x(-) y se comprueba que

x(+) es la solucién del problema de Cauchy (1.69)+(1.75). Los detalles pueden

encontrarse en [10, Chapter IT].

Teorema 1.12 (Existencia) Para cada condicidn inicial xg € dom ¢(0, ), se
tiene una unica solucion de (1.69)+(1.75) definida en [0,T[. Ademds:

(i) Para cada € > 0, la funcion t ~ ¢(t,x(t)) es absolutamente continua en
cada intervalo compacto contenido en [e,T.

(i) Las funciones %(t), \/tx(t) tienen cuadrado integrable en cada intervalo
compacto contenido en [g,T1.
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(i1i) La funcidn t ~ tp(t,x(t)) es esencialmente acotada, es decir, existen
M >0y AcC]|0,T] de medida cero, de forma que [té(t,x(t))| < M, para
cada 0 <t<T,t e A.

» EcUACION (1.70): CASO PERTURBADO. Supongamos que ¢ es un poten-
cial verificando las hipétesis de los apartados anteriores, dependiendo de si es
estacionario o varia con el tiempo, y sea F : [0, 7] x R — IRY de forma que

(F1) Para cada x € RY fijo, la funcién F(-,x) es de cuadrado integrable.

(F2) Existe v : [0, T[ — IR de cuadrado integrable, con

B~ F(ty)l < 2 ey

Teorema 1.13 (Dependencia continua y unicidad) Six(-), y(-) son solu-
ciones de (1.70) para las condiciones iniciales Xq, yo, respectivamente, se veri-
fica la estimacion

t 1/2
[x(t) = ¥()] < [x0 = yol (/7)) 7 o<t <. (1.82)

De (1.82) es inmediata la dependencia continua respecto de las condiciones
iniciales y la unicidad de las soluciones de (1.70) para una condicién inicial dada.
Es maés, puede estimarse la diferencia entre soluciones asociadas a diferentes
términos fuente.

Teorema 1.14 (Perturbacién) Sean x(-), y(-) soluciones de (1.70) para los
términos fuente ¥ y G, respectivamente, con Xo, yo las condiciones iniciales
respectivas. Se tiene entonces

t
[x(t) — y(1)[* < [x0 — yo|2efo 17D +/ r(s)2els HvMdTgs (1.83)
0
donde r(t) = supyery |F(t,x) — G(t,x)|.

En cuanto a la existencia, las condiciones impuestas sobre el potencial ¢ y
el término fuente F garantizan que el problema

{ —xx () = Vo (t, xa(t)) + F(t, xx(t)),

(1.84)
xA(0) = x,

con x5 — xg € dom¢(0,-), 9¢(0,xx) # ), tiene una tUnica solucién x,(-)

definida en [0, T que, como en los casos anteriores, convergera hacia la solucién

de nuestro problema cuando A — 07 (detalles en [10, Chapter II]).

Teorema 1.15 (Existencia) Para cada xo € dom(0,-), existe una unica
solucion de (1.70)+(1.75) definida en [0,T]
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» ECUACION (1.72): PROBLEMA BIPOTENCIAL. Sean ¢, ¢ : RY — IR U{+oc}
dos potenciales estrictos, convexos e inferiormente semicontinuos, de forma que
dom¢ Ndome # (. Se asumen ademds las siguientes hipétesis adicionales
relacionadas con el segundo potencial:

(pl) Op(x) C Op(x), para todo x.

(p2) Existen 0 < k < 1, n : IR — IR creciente de forma que, para cada
x € dom ¢:
|0¢° ()] < k|96 (x)] + n(d(x) + [x]) (1.85)

donde 9¢°(x) = projpyx) (0).
(¥3) Se tiene ¢ > 0 tal que
o(x) < ko(x)+c (1.86)

para cada x € dom ¢.

(p4) Para cada r > 0 existen una constante K, > 0 y una funcién creciente
pr: IRy — IRy de forma que si x,y € B,(0) son puntos de subsiferen-
ciabilidad de ¢, para cada u € dp(x), v € p(y) se verifica la desigualdad

(v—u,y —x) < p.(Ix| + |y]) (¢(x) + o(y) + K) x —y[>  (1.87)

Finalmente, la funcién (3 : [0, +oo[ — IR es continua.

Usando (¢4) puede estimarse la distancia entre dos soluciones de (1.72), lo
que permite obtener la dependencia continua de la condicién inicial y la unicidad
del problema de Cauchy asociado.

Teorema 1.16 (Dependencia continua y unicidad) Six(-), y(-) son solu-
ciones de (1.72) para las condiciones iniciales Xo, yo, respectivamente, para cada
0<7<T, se tiene una constante M(7) > 0 de forma que

[x(t) = y(t)] < M(7)|xo — yole? S 18N o<p <7 (188)

En cuanto a la existencia de solucién, dado xg € dom¢ N dom ¢, si x\ — Xq
cuando A — 07, con dp(xy) # 0, dp(x) # 0, los problemas de Cauchy

{ =%\ (1) = Vo (xa (1)) + B() Ve (xa(t)),

%(0) = %o, (1.89)

tienen una unica solucién x,(+) definida en [0, +-00[. Ademés, las hipétesis sobre
el segundo potencial, (¢1)-(¢4), garantizan la convergencia de x,(-) hacia una
funcién x(-) que es solucién de (1.72)+(1.75) (los detalles pueden encontrarse
en [1] y [10]).

Teorema 1.17 (Existencia) Para cadaxo € dom ¢ Ndom ¢, existe una unica
solucion de (1.72)+(1.75) en el intervalo [0, +o0].
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Finalmente, si > 0y se verifican ciertas condiciones adicionales de cardcter
técnico, se tienen resultados sobre el comportamiento asintético de las soluciones
de (1.72).

Teorema 1.18 (Theorem 3.1 en [1]) Supongamos que argminp # 0 y que
existe el minimo de ¢ en este conjunto, es decir,

Argmin, o in , @ = {x €argming : ¢(x) =  inf ¢(z)} #0

zE€argmin ¢
y se verifican las condiciones
(H1) Siu € 0Yargmine(X), para algin x € argmin ¢,
+00

6(t) [90* (u/ﬁ(t)) - Uargmin«p(u/ﬁ(t))] dt < 400

donde Yargmin o Y Targmin o 50T las funciones indicatriz y soporte, respecti-
camente, del conjunto argmin ¢ y ¢* es la conjugada de Fenchel-Moreau®
del potencial .

(H2) B:IRy — Ry es de clase C', 3(t) — 400 cuando t — +oo y se tienen
a >0, tg >0 de forma que

0<B(t) <aBt), t=>to.

Se tiene entonces que, si x(+) es solucion de (1.72):
(i) (Convergencia asintdtica) Existe el limite lim;_, oo x(t) € argming, g i, o, ¢-

(i) (Trayectoria minimizante) Ezisten los limites

lim o(x(t)) =0,

t——+oo
li t)) = i
Jim o(x(1)) zea?éﬁw‘b(z)

lim |x(t) — z|, para cada z € argmin ¢
t——+o0

(i) Jim_ A(Op(x(t) = 0. Jim [ 5(s)plx(s)) ds < +o0

t——+oo

(4 La conjugada de Fenchel-Moreau de una funcién convexa ¢ se define como

@ (v) = sup ((v,x) = p(x)).
RN

x€



Capitulo 2
Algoritmos y cédigos

El método de aproximacién considerado, que denominamos de Moreau- Yosida,
se basa en aproximar el término donde aparece la subdiferencial por su regula-
rizacién de Yosida, que es un término univaluado que en este caso coincide con
el gradiente de la envoltura de Moreau del potencial. Con ello se obtiene una
ecuacion diferencial ordinaria cuya solucién a su vez podemos calcular de forma
aproximada por cualquiera de los multiples métodos disponibles.

Aqui vemos un diagrama del método:

Inclusién diferencial de tipo gradiente
¢ potencial convexo

U

Ecuacion diferencial de tipo gradiente
0o~V =1+(I—J\), A>0)

U

‘Método numérico para EDOS‘ (Px,n)

Los parametros A\, h > 0 indican, respectivamente, el nivel de aproximacion
de la regularizacién de Yosida de la subdiferencial y el tamano de la discretizacién
asociada al método numeérico para ecuaciones diferenciales ordinarias. Asi, para
valores de A, h pequenios, las solucién obtenida en (P, ;) proporciona una apro-
ximacién a la solucién del problema original (P).

En este capitulo se presentan diferentes algoritmos programados con el soft-
ware MATLAB que utilizan el método de Moreau-Yosida para aproximar la
solucién de distintos tipos de problema. Los métodos numéricos utilizados para

45
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aproximar la solucién de los problemas (P, ) han sido los de Euler y Runge-Kutta
de orden cuatro, abreviadamente RK4.

Se ha tratado de incluir, para mayor comodidad y sencillez, todos los posibles
casos de resolucién que veremos a continuacién en un sélo programa para cada
método numérico. Ademads, en el aspecto de programacion, hay que destacar que
al trabajar con vectores sin longitud predefinida, estos programas son validos
para problemas de cualquier dimensién con la que se quiera trabajar, lo que los
hace altamente flexibles.

Se presentard por separado cada caso estudiado indicando su formulacion
matematica y el algoritmo y cddigo utilizado para su resolucién. Los cddigos
completos estan incluidos en el Anexo de esta memoria.

Se presentan asi mismo ejemplos concretos resueltos mediante la imple-
mentacion de los cédigos MATLAB para ilustrar su funcionamiento.

2.1 Caso basico

Se considera en primer lugar el problema de determinar el flujo asociado al
gradiente de un potencial convexo no necesariamente diferenciable a partir de
una condicion inicial. El potencial puede variar con el tiempo. Tenemos, pues,
el problema de la forma:

—x(t) € Op(t, x(t
(t) € 06( ())} )

x(0) = xY

con ¢ : [0,7[ x RN — TR convexa en la segunda variable, 0 < T < +oo0.
Tomando A > 0 y aplicando la regularizaciéon de Yosida, queda el problema

aproximado:
—%\(t) = 1 (xa(t) — Ja(t,xA(2)))
xx(0) = x° } -

con

1
Jx(t,x) = argmin (¢><t7y) + oo |x - yl2>
yeRN 2X

el campo resolvente. Aplicamos a este problema los métodos de aproximacién
de Euler y RK4 para obtener el problema discretizado (Py p).

2.1.1 Método de Euler

Usando el método de Euler para ecuaciones diferenciales se obtiene el siguiente
algoritmo de aproximacién para las soluciones de la ecuacién regularizada (Py)
en el intervalo [0, T].
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Algoritmo de Euler

e A>0, m>1
1. Inicializacién: x7"% = x°
hm =T/m
J=0
2. Célculo de la resolvente:
) ) , 1 2
y;nu = argmin (gb(tm’],y) + — |y — x;n’]‘ >
yeRN
3. Definicién del nuevo nodo:

m,j+1 _ m,j
X\ =X\

4. Actualizacién: j=j+1
5. Si j <m ira 2., en otro caso Fin.

El cédigo para la resolucién del problema que hemos llamado basico mediante
el método de Euler se ha programado en la funcién euler.m incluida en el
Anexo. En realidad, como se ha indicado antes, se han programado todos los
tipos de problemas dentro de la misma funcién por comodidad por lo que para
seleccionar el tipo de problema a resolver se hara introduciendo los argumentos
de entrada adecuados.

Se van a explicar en primer lugar, por tanto, los argumentos de entrada y
salida de la funcién. La funcién euler.m tiene la siguiente forma:

function [x,d]=euler(fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,...
term_fuente,fun prueba_2,mu,beta,dominiok)

Sus argumentos de entrada son:

e fun_prueba: puntero que indica la direccién de la funcién potencial a uti-
lizar en el problema. Hay que destacar que este potencial puede ser tanto
constante como variable con el tiempo, ya que la funcién esta preparada
para trabajar con cualquier caso.

e x0: vector que contiene los valores iniciales de la variable utilizada dados
por las condiciones iniciales del problema. Hay que senalar que, como se
ha indicado anteriormente, esta funcién esta programada para trabajar
con vectores y matrices por lo que no existe ninguna limitaciéon en cuanto
a las dimensiones de las variables implicadas en el problema. Sin embargo,
por tema de visualizaciéon se ha preparado para trabajar hasta con tres
dimensiones espaciales, ya que son las maximas que se pueden representar.
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a: extremo inferior del intervalo temporal en el que se quiere obtener la
solucién.

b: extremo superior del intervalo temporal en el que se quiere obtener la
solucién.

m: numero de pasos en los que dividir el intervalo temporal.

lambda: nivel de aproximacion de la envoltura de Moreau.

El resto de argumentos de entrada se definirdn ahora pero no se usan para
este tipo de problema, sino para los que se van a tratar més adelante:

term_fuente: puntero que indica la direccién de la funcién perturbacién
utilizada en los problemas con término fuente.

fun_prueba_2: puntero que indica la direccién de la segunda funcién po-
tencial utilizada en los problemas bipotenciales.

mu: nivel de aproximacion de la envoltura de Moreau del segundo potencial
en el caso de problemas bipotenciales.

beta: valor de § que multiplica a la segunda funcién potencial en los
problemas bipotenciales.

dominiok: si en este campo hay un puntero indica que se trata de un
problema de persecucién, por lo que se obvia la funcién fun prueba y se
considera como funcién potencial la distancia al conjunto definido.

Los argumentos de salida son:

x: vector o matriz que contiene la solucién en cada instante de tiempo.
Esta matriz tendra tantas filas como subdivisiones temporales se hayan
utilizado y tantas columnas como dimensiones tenga el problema conside-
rado. Las dimensiones del problema vendréan determinadas por la variable
dim que se definird como una variable de tipo global ya que sera necesaria
en diferentes funciones usadas.

d: vector que contiene la distancia de la solucién al conjunto definido en
cada instante del tiempo. Este argumento de salida sélo tendra sentido
cuando se trate de un problema de persecucion como se verd mas adelante.

Por tanto, para el caso basico solo habria que indicar la funcién a utilizar en
fun_prueba, y el valor de x0, a, b, m y lambda, dejando en blanco el resto de
argumentos de entrada.

El funcionamiento de la funcién sigue basicamente el esquema presentado
en el pseudocddigo al comienzo de la seccién. En primer lugar con los extremos
proporcionados del intervalo temporal y el niimero de pasos deseado se obtiene
el tamano de paso h y con esto se crea un vector de tiempos T. Seguidamente se
crea una matriz de ceros de m+1 filas y dim columnas donde se iran almacenando
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los valores de la solucién para cada instante de tiempo. Se rellenan entonces los
valores de la primera fila de la matriz con los valores dados por las condiciones
iniciales del problema (x0).

Una vez que se ha hecho la inicializacién se entra en un bucle for que se va
recorriendo desde el principio al final del intervalo temporal indicado, avanzando
con tamano de paso h (en cada iteracién el instante temporal considerado estd
definido por la variable t). En él estd programado el algoritmo propiamente
dicho. En un solo paso se realiza la definicién del nuevo nodo, calculando la
resolvente mediante la funcién moreau.m.

Esta funcion tiene la siguiente formas:
function f=moreau(t,x,x0,lambda,fun prueba)
siendo sus argumentos de entrada:
e t: escalar con el valor del instante de tiempo considerado.
e x: vector que contiene el valor de la solucién en el instante t.

x0: vector de valores iniciales de la solucion.

e lambda: nivel de aproximacion de la envoltura de Moreau.

e fun prueba: puntero que indica la direcciéon de la funcién potencial del
problema.

Como argumento de salida devuelve un vector con el valor de las diferentes
componentes de la resolvente.

La funcién moreau.m, como se ha comentado anteriormente, se utiliza para
calcular la resolvente, en la cual hay que obtener el minimo de una expresion.
Este minimo se obtiene con la funcién que trae integrada MATLAB llamada
fminsearch, cuyos argumentos de entrada deben ser la funcién a la cual quere-
mos buscar su minimo (ver paso 2. del algoritmo) y el punto donde se comenzard
a buscarlo (en este caso x0). Dicha funcién devuelve el punto donde se alcanza
el minimo y el valor de la funcién en dicho punto. En este caso, sélo interesa
el punto donde se alcanza el minimo, por lo que tnicamente se almacenara
dicho vector. Es importante indicar que la funcién fminsearch utiliza el algo-
ritmo de Lagarias, que no usa gradientes numéricos ni analiticos para buscar el
minimo, por lo que funciona con funciones no diferenciables (como es nuestro
caso). Ademds, al ser la expresién a mimimizar convexa no tiene minimos lo-
cales (ver Proposicién 1.10 en el capitulo anterior) y el minimo global existe y es
tnico (Teorema 1.6 de existencia y unicidad de la resolvente), lo que garantiza
el 6ptimo funcionamiento de la funcién fminsearch.

Una vez que se termina el bucle for de la funcién euler.m, el algoritmo se
para puesto que se ha llegado a la solucién aproximada. La variable x contiene
los valores de dicha solucién para cada instante de la discretizaciéon temporal.
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Comentar por ultimo que se ha anadido dentro del algoritmo una barra
de progreso que va avanzando en cada iteracién del buble para saber en cada
momento cuanto tiempo queda para obtener la solucién aproximada.

2.1.2 Método de RK4

Si se utiliza el método RK4 para aproximar numéricamente la solucién de (Py)
se tiene el siguiente pseudocodigo:

Algoritmo RK4

e A>0, m>1

1. Inicializacién: XT"O =x0
o =T /m
j=0

2. Célculo de los coeficientes:

kA)"lj =3 (x/\ J— I (t Xy J))
m,j 1 m,j hm m,j m,j hm m,j hm m,j
5y =5 (XA o R A S = )
m,j 1 m,j hm m,j m,j hm m,j hm m,j
7 = 5 (07 = S — e+ g - ) )

K = 5 (30 = ok = A+ 35 = bk

)

1
J(t,2) = argmin («:(t,y) - z|2)
yGIRN 2A

3. Definicion del nuevo nodo:

. h , : , .
I = s — 2 (W 20 4+ 2k k)
4. Actualizacién: j =741

5. Si j <m ir a2, en otro caso Fin.
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Este algoritmo se ha programado en la funcién rk4.m:

function [x,d]=rk4(fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,...
term_fuente,fun prueba_2,mu,beta,dominiok)

Como se puede observar los argumentos de entrada y salida son los mismos que
en la funcién euler.m, por lo que no hace falta volverlos a explicar.

Su funcionamiento también es analogo, la tnica diferencia radica en la ex-
presiéon de los coeficientes, por lo que en rk4.m se utilizan las férmulas indi-
cadas en el pseudocddigo, para lo cual en cada iteracion se evaltia cuatro veces
la funciéon moreau.m. Por lo demds es valido todo lo indicado para el método
de Euler.

2.1.3 Ejemplos de aplicacién: caso basico
Veamos ahora como funciona nuestro cédigo con algunos ejemplos concretos.
Ejemplo 2.1 El algoritmo de Moreau-Yosida puede usarse no sélo para inclusiones

subdiferenciales, sino para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de tipo gra-
diente

x(t) = Vo(t,x(t)) (2.3)

donde el potencial convexo ¢ es diferenciable, pero el cdlculo de su gradiente es
tedioso o complicado. En este caso el algoritmo de Moreau-Yoside permite obviar
dicho célculo.

Por ejemplo, dado el conjunto convexo
C={xeR":|x—cyl <6}

podemos definir el cuadradro de la funcién distancia, que en este caso es de la

forma,
0 si [x—co| <4

dé(x) =
(6 —|x—col)® si|x—z|>0
y proponer el siguiente potencial convexo y diferenciable
6(x) = e + x'Qx

siendo () una matriz cuadrada, simétrica y definida positiva. Se ha usado el cédigo
MATLAB del algoritmo de Moreau-Yosida para resolver el sistema (2.3) para el
potencial anterior en el caso N =3, 6 =1, ¢o = (1,0, 1) y la matriz

1 0 o0
Q=0 25 o0
0 0 0.6

Se muestran las gréficas de los resultados obtenidos mediante los métodos de
Euler y RK4. En las simulaciones se han usado los siguientes parametros:
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| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor [| Pardmetro | Valor |

a 0 m 1000 x0 1
b 10 lambda 0.001 yO 1
z0 1
07 & o
H 0sf E‘ 06 ‘E o
"o - il % 0 \
03 \ 04
4| | M\
_ N
04 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 1 2 3 4 5 7 8 9 A o 1 2 3 4 5 7 8 9 1
x(t) y(t) z(t)
Algoritmo Euler
o
[ t D
£ o
o
03 & 04
o\ . ®
e ]
0 1 2 “ 4 5 6 7 8 9 10 2 1 2 3 4 5 7 8 9 1 1 2 3 4 5 7 8 9 1
x(t) y(t) z(t)

Valores de z

Valores de y

Algoritmo RK4

Figura 2.1: Componentes de la solucion

Euler

Valores de z

Valores de x WEEsiay Valores de x

Runge-Kutta 4

Figura 2.2: Trayectoria (z(t), y(t), z(t))

Repetimos la simulacién usando otro punto inicial obteniendo los siguientes

resultados:
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| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor || Pardmetro [ Valor |

a 0 m 1000 x0 2
b 10 lambda 0.001 yO -1
z0 -1
-
.
14 0 - — 0 ///_/
/ s [
-
02| ) 08
1 2 3 4 5 6 7 8 9 A 4 1 2 3 4 & 7 8 9 il 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A
x(t) y(t) z(t)
Algoritmo Euler
G :
" N o
i p
14 0 0 /
% 00 50 s
.
® \\ 08| 08
1 2 3 \/\Eﬂ 7 8 9 10 1 2 3 4‘”5“‘5 7 8 9 A 4 1 2 3 A‘Sdtﬁ 7 8 9 1
x(t) y(t) z(t)
Algoritmo RK4

Figura 2.3: Componentes de la solucion

Euler

Valores de y

Runge-Kutta 4

Figura 2.4: Trayectoria (z(t), y(t), z(t))
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Ejemplo 2.2 Para poner ahora un ejemplo de un potencial que dependa del
tiempo, tomamos dos funciones convexas en las variables z, y:

o1t z,y) = (cos(t)x)2 4 eY

it = @) (P3O 1) (5)

y definimos el potencial del problema como el maximo de ambas

(b(tv'rvy) = max ((bl (tv'rvy)a ¢2(t7 xz, y))

por lo que no serd diferenciable. Resolveremos, pues, la inclusién diferncial (P) de
la pagina 46. Al igual que antes, se mostrara la solucién obtenida con el método
de Euler y con el RK4 para dos valores iniciales distintos.

En primer lugar usamos los siguientes parametros:

| Parametro | Valor || Parametro | Valor |
a 0 lambda 0.001
b 10 x0 1
m 1000 0 1

Valores de y

Valores da y
~

Y 3 ¢ 5 5 7 & 8 T4 2 3 4 5 & 1 8 9 1 32— 02 o: o6 o8 1 12
Valores det Valores de't Valores de x

a(t) y(t) (@(t), y(t))
Figura 2.5: Algoritmo Euler

£ £ 3 /
$ o s = /
H /
. K\ 02 o /
04 04
ol \ I

12 3 4 5 6 1 8 9 1 2 3 4 5 6 1 8 9 A 92 o 02 04 0§ 08 1 12
Valores de t Valores do t Valors d's

x(t) y(t) (=(t), y(t))
Figura 2.6: Algoritmo RK4
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Seguidamente se cambia el punto inicial, manteniendo el resto de pardmetros:

| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor |

a 0 lambda 0.001
b 10 x0 -2
M 1000 0 -1
n ) A
e aal \_ b VAR
E g o H 4
2 g8 /
! - o

1+ 2 3 4 5 6 7 8 9 A Yoo 2 3 & 5 6 7 8 9 1
Valores de t Valores de t

a(t) y(t) (@(t), y(t))
Figura 2.7: Algoritmo Euler

“
sl | : "
d - . 05| Y. \
/ * N /
B a7 e S/
£ 75 /
g, %o i /
ass) /
15 09| 09 /
- 5

Figura 2.8: Algoritmo RK4

2.2 Caso con término fuente

La inclusién estudiada en el apartado anterior puede perturbarse anadiendo un
término fuente dado por un campo vectorial F : [0, +oo[ x RY — R continuo
y de clase C! en la segunda variable. El problema (P) queda entonces (en la
forma mds general en que el potencial varia con el tiempo) de la forma

—x(t) € 0¢(t,x(t)) — F(t,x(¢
()€0¢( () — F( ())} )
x(0) = x
Tomando A > 0 y aplicando la regularizaciéon de Yosida, queda:
=% (t) = 5 (xa(t) = Ja(t, xa (1)) — F(t, x(t))
() = =0 } (P>)
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Aplicamos a este problema los métodos de aproximacion de Euler y RK4
para obtener el problema discretizado (Pyp).

2.2.1 Método de Euler

En el algoritmo no habra que modificar la parte del calculo de la resolvente,
que no se ve afectado por el término fuente. En realidad solamente es necesario
cambiar el tercer paso en que se obtiene el nuevo nodo teniendo en cuenta el
campo F.

Modificacién Euler (potencial variable+término fuente)

3. Definicion del nuevo nodo:

mg+l _ omyg _ Mm(myg i Mg i
X, =x,"7 - (x/\ -V )—i—hmF(t Xy 7))

Se utiliza para la resolucién de este problema de nuevo la funciéon euler.m
a la que ahora se le anade el argumento de entrada term_fuente en el que se
define, como se ha explicado anteriormente, el puntero del campo vectorial que
genera la perturbacién. La funcién tiene el mismo funcionamiento que en el
caso anterior en cuanto a la inicializacion de las variables, solo que ahora dentro
del bucle for se anade el término fuente evaluado en el instante de tiempo dado
y en el valor de la solucién en el instante considerado.

Al igual que antes, una vez que se ha terminado de recorrer el bucle for, la
funcién devuelve el vector o la matriz con los valores de la solucién para cada
instante de tiempo.

2.2.2 Método de RK4

En el algoritmo asociado al método de Runge-Kutta de orden 4 hay que mod-
ificar sustancialmente el cédlculo de los coeficientes del segundo paso, ya que
dependen no soélo del potencial, si no también del campo F. Se introducen para
ello unos coeficientes auxiliares que ligan la envoltura de Moreau con el término
fuente.
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Modificacién RK4 (potencial variable+término fuente)

2. Célculo de los coeficientes:
mg _ L mj M Mg
kA,l DY (XA = (™7, xy ))

qyy =F(™7 xP7) — k(Y

m,j 1 mg | hm m mi  hmo mg hm om
k>\7v2J = X <X>\ J qu 1J J)\(t I+ 7,X>\ 7+ Tq)\ lj))
m.i m h S hm m, m,j
axs = F<t R Sy “J) gt
m,j 1 m,j him m, m,j hm ’ fom m
1 = 5 (3074 Ty = e+ e+ )
= F (17 S ] ) -

1 ) ) , . .
K =5 (XT’J R = T+ R X5+ )

donde

Jr(t,2) = argmin (¢<t y) v z|2)
yeRN

3. Definicion del nuevo nodo:

X = X Fm (q,\ 7+ 2d)'s ;- 2q,, i+ ay )

En el aspecto de programacion, andlogamente a como se ha hecho en el
método de Euler, bastara con anadir el argumento de entrada term_fuente en
la funcién rk4.m para que sea capaz de resolver correctamente este tipo de
problema. Al igual que antes la tinica parte que varia es dentro del bucle for,
ya que en el cdlculo de los coeficientes hay que anadir ahora a cada uno de ellos
el término fuente evaluado en el instante de tiempo y el valor de la solucién
adecuados.
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2.2.3 Ejemplos de aplicacién: caso con término fuente

Ejemplo 2.3 Se considera ahora el problema del Ejemplo 2.2 y se le afade una
perturbacién dada por el campo F(¢,x,y) = (cos(ty),0). Manteniendo igual el
resto de pardmetros, observamos las diferencias que se obtienen en la solucién. Cabe
destacar que, aunque el término fuente solamente afecta a la primera componente,
al estar ambas acopladas se observan cambios en las dos componentes de la solucién.

| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor |

a 0 lambda 0.001
b 10 x0 1
m 1000 yO 1
1\ i if /

Valores de x
\
Valores de y

12 3 4 5 6 1 8 9 1
Valores de t alores de Valres da x

a(t)

/ 04 A\ 04 /

02| \ /

— 05 2 /
S

78 8 1 302 o 0 05 08

T2 3 4 5 6 7 & 9 Mo 2 3 4 5 6
Valores de t Valores de t

y(t)

Figura 2.10: Algoritmo RK4

Calculamos ahora la solucién partiendo de un punto distinto:

| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor |

a 0 lambda | 0.001
b 10 x0 -2
m 1000 y0 -1
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Figura 2.12: Algoritmo RK4

En este caso, al igual que en el Ejemplo 2.2, se observa cémo el método RK4
amortigua las oscilaciones en la segunda componente, mejorando la precision.

Ejemplo 2.4 Para mostrar la influencia del término fuente sobre la solucién se va
a mostrar la diferencia que aparece por su inclusién o no en un problema donde el
potencial es una funcién distancia (este tipo de problemas se han desarrollado en
mas profundidad en el Capitulo 4).

Dado el conjunto C' = {(z,y) € R*: 22 + y? < 1} se considera la inclusién
subdiferencial
“x(1) € dde(x(t)

donde la funcién distancia d¢ tiene en este caso particular la forma

@) 0 siz?+y? <1 2.6)
de(z,y) = 2.6
Vaz+y2 -1 sia?4+y?>1

Resolveremos el problema (2.6) usando el método de Euler para distintas condi-
ciones iniciales usando los siguientes parametros:

| Pardmetro | Valor || Pardmetro [ Valor |
a 0 lambda 0.001
b 10 x0 -2
m 1000 70 1
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Se obtiene la siguiente solucién

Figura 2.13: Algoritmo Euler (funcién distancia)

Si ahora se cambian las coordenadas del punto inicial y se vuelve a resolver:

| Parametro | Valor || Parametro | Valor |

a 0 lambda 0.001
b 10 x0 3
m 1000 y0 3
25 25 e
\ : ///
i i :

Figura 2.14: Algoritmo Euler (funcién distancia)

En ambos casos se observa cémo a partir del punto inicial, la solucién de (2.6)
es una recta perpendicular a la frontera de C' (la mejor aproximacién posible) que
en un instante determinado alcanza el conjunto y a partir de entonces se mantiene
constante. Ahora se va a incluir una perturbacién de la forma

(z,y) sizy>0, 22 +y* <4

F(z,y) =
(=.v) (0,0)  en otro caso

Se observa que el campo F actia sélo en el primer cuadrante, por lo que no
deberia afectar al primer caso donde el punto inicial era (—2,1) y si al segundo
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donde el punto inicial es (3,3). Vamos a comprobarlo al resolver el problema de
nuevo mediante el método de Euler para ambos casos.

En el primer caso (manteniendo el resto de pardmetros en la simulacién) obser-
vamos que, en efecto, la solucién se comporta de la misma forma:

Valores do x

T2 3 8 9 1 T2 3 78 9 A EEEETIET

4 5 6
Valores det

a(t) y(t) (x(), y(t))

Figura 2.15: Algoritmo Euler (funcién distancia+F)

45 6
Valores de t

El segundo caso, por el contrario, se observa que debido al efecto del término
fuente no se alcanza el conjunto C":

Figura 2.16: Algoritmo Euler (funcién distancia+F')

Finalmente, modificamos el término fuente, de forma que ahora la fuerza que se
ejerce en el primer cuadrante el perpendicular a la trayectoria en el caso homogéneo

G( ) (_yux) Six7y207 $2+y2§4
x,y) =
Y (0,0) en otro caso

Repetimos la simulacién para el punto inicial (3, 3) y observamos cémo el com-
portamiento de la solucién cambia sustancialmente
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Figura 2.17: Algoritmo Euler (funcién distancia+G)

2.3 Caso bipotencial

Otra clase de problemas asociados a gradientes son los denominados bipoten-
ciales, que tienen la forma

—X(t) € 99(t,x(t)) + B(t, x(1))0p(t, x(t)) }

x(0) = x° )

donde ¢, ¢ : [0,T] x RY — TR son dos funciones convexas en la segunda com-
ponente y 3 : [0,T] x RY — R" es un campo continuo. Tomando constantes
A, > 0y usando la regularizacién de Yosida de ambas subdiferenciales, queda
el problema aproximado

—Jou(t) = RE(E %0 u(1) + Bt xa (1) RE (£, % 4 (1) }
0

(’PNM)

xx.(0) =x

donde

Rf(t,x) = % (x - Jf(t,x)) , Ri(tx) = % (x = J7(t,x))

yJ f , J )7 son las resolventes asociadas a los potenciales con diferentes niveles de
aproximacion

1
Jf(h X) = argmin (¢(t7 X) + o3 |y - X|2>
yE]RN 2A

1 2
Ji7 (t,x) = argmin (w(t,X) + oy — x| )
a yeRN 21“

Aplicando los métodos de Euler y RK4 sobre (P, ) se obtendran los pro-
blemas discretizados, cuyos algoritmos se describen a continuacién.

2.3.1 Meétodo de Euler

En este caso, para obtener el problema regularizado, habrd que anadir un nuevo
paso al algoritmo de Euler para calcular la resolvente de Moreau asociada al
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segundo potencial ¢. También se modificara la actualizacién de los nodos en la
discretizacion.

Modificacién Euler (problemas bipotenciales)

2°, Célculo de la segunda resolvente:

. . 1
z"7 = argmin ((p(tm’J, z) + —
" zeRY 2p

m,j 2
zZ—-X,% ‘
3. Definicion del nuevo nodo:

. R . . ) - h ) )
myj _ omyg _ mof omyg myg) m,j m\mof omygmj
e =X Y (XA,H Y ) B(t ’X)\;H) L (XA,H Zy )

En este algoritmo se estdan suponiendo niveles de aproximacion distintos para
las regularizaciones de Yosida de las subdiferenciales de los potenciales, A > 0
para ¢ y i > 0 para ¢, de ahi el doble subindice para indicar esta dependencia
(en la inicializacién se tomaria XT)";) = Xp).

Al igual que antes, la solucién de este problema mediante el método de Euler
estd programada en la funcién euler.m, y basta con introducir en ésta los ar-
gumentos de entrada adecuados para obtener una correcta resolucién. En este
caso éstos son los mismos que en el caso basico anadiendo fun_prueba_2, mu y
beta. Como en ocasiones anteriores, la variacién en el c6digo se encuentra en el
interior del bucle for. Aparece ahora en cada iteracién, tras todo lo calculado en
el caso basico, el valor proporcionado por la funciéon beta, que se corresponde
al valor de @ evaluado en el paso de tiempo y en el valor del nodo correspon-
diente, multiplicando a una nueva regularizaciéon de Yosida correspondiente a
la segunda funcién potencial. Para calcular esta resolvente se usa de nuevo la
funcién moreau.m con su correspondiente uso de fminsearch. En este caso
los argumentos de entrada de moreau.m son x, x0, mu y fun_prueba_2.

Como siempre, una vez que se ha terminado de recorrer el bucle for, la
funcién devuelve el vector o la matriz con los valores de la solucién para cada
instante de tiempo.

2.3.2 Método de RK4

La modificacién del algoritmo es algo complicada, ya que aparte de introducir un
nuevo proceso de minimizacién para calcular la envoltura de Moreau del segundo
potencial o, hay que tener en cuenta los niveles de aproximacion diferentes para
las subdiferenciales de los potenciales.
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Modificacién RK4 (problemas bipotenciales)

e \,u>0 m=>1

T [ m,0 _ _0
1. Inicializacién: Xy, =X
o =T/m
J=0

. Célculo de los coeficientes:

K = 3 (X0 = 0 X))
i = (< = T2 )
PX L = K = B XA
1 = 3 (X0 + Sy = 0 )
= (0 + e g e L )
1 = 3 (X0 + el = 0 4 e+ )
Ayl = % (XT;Z + hTWPXf}fz = JPm + hvaxTujz + %mp’ﬁi,z))
P = K — ™ g S a
K = 5 (S 4 Bl = T X5+ B )
dils = % ( ot hmDR s = T A R, X3+ hmp;n,}fﬁ))
A4 =~k = B+ i, X + hinDY A

para el cdlculo de Jf\b, J7 ver pagina 62.

. Definicién del nuevo nodo:

m,j+1

- h
m,j m
X\ +

= X)\.,u 6

(37, + 2650, + 203

-
3t thA)
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Al igual que con el método de Euler, basta con utilizar los argumentos de
entrada adecuados para rk4.m para obtener una solucién aproximada del prob-
lema. Los argumentos de entrada a utilizar son los mismos que en el método
de Euler. La modificacién del cédigo aparece una vez mas dentro del bucle for.
A la hora de calcular los coeficientes k1, k2, k3, y k4 correspondientes a los
coeficientes q\' |, @'/, d\ /3 v dy/, definidos en el psedocédigo hay que
anadir respecto al caso bésico lo mismo que se ha indicado en el método de
Euler, es decir, el valor proporcionado por la funcién beta multiplicando a la
regularizacion de Yosida de ¢ resuelta mediante moreau.m.

2.3.3 Ejemplos de aplicacién: caso bipotencial

Presentamos en este apartado distintos experimentos numéricos en los que se
corroboran los resultados tedricos del articulo de H. Attouch y M.-C. Czarnecki
[1] sobre comportamiento asintético de las soluciones

Ejemplo 2.5 Sean I = [a1,b1], J = [a2,b2] C IR, dos intervalos compactos. Se
consideran los potenciales convexos

O(z,y) = dr(z) +ds(y) + 2° (2.9)

o(z,y) = % (azz — bsy)® y la funcién B(t) = t, que verifican las condiciones del
apartado 6.1 de [1].

Se ejecutan los cédigos Matlab para aproximar la solucién del problema para
estas funciones concretas y con los valores de los pardmetros indicados en la tabla.

| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor |

a 0 x0 2 b2 0
b 10 yO 2 a3 1
m 1000 al 0 b3 2
lambdal 0.001 bl 1
lambda2 | 0.001 a2 -1

Figura 2.18: Euler, A = u = 0.001
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Figura 2.19: Runge-Kutta, A = = 0.001

Del articulo citado sabemos que la solucién de este problema, independiente-
mente del punto inicial, converge a (0,0) cuando t — +o00. En nuestras simula-
ciones, para t = 10 se obtiene el valor (0.0008, —0.0034) para el algoritmo de Euler
y (—0.0002, —0.0026) para el de Runge-Kutta.

Con objeto de valorar la sensibilidad de los algoritmos respecto del nivel de apro-
ximacion de las regularizaciones de Yosida de cada subdiferencial, repetimos las sim-
ulaciones anteriores manteniendo el valor de A (1ambda1=0.001) y modificando el
de 41 (Lambda2=0.01). Se observa que aunque la forma de las gréficas es similar, el
valor final varia notablemente respecto de la simulacién anterior: (0.0008, —0.0011)
para Euler y (0.0003, —0.0002) para Runge-Kutta.

x = 1 /
3 ! /
E H i /
% o5 2 o5 i, /
\ /
/
. o d /

4 5 6 1 8 9 1 T2 3 4 5 6 7 8 9 A %5 0 05 1 s
Valores de t Valores de t ores do .

12 3

0] y(t) (z(t),y(t))
Euler
15 15 R //,,//
A b /
> 05 > 05| ;ﬂl ol ///
3 ] E _/
(1) y(t) (z(t),y(t))

Runge-Kutta

Figura 2.20: Simulaciones, A = 0.001, x = 0.01
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Finalmente, tomando los valores A = 0.0014, © = 0.013, para t = 10 el algo-
ritmo de Euler proporciona el valor (0.0008,0.0002) y el RK-4 (0.0000, —0.0002).

15 15 /////
5| //
1 3! //
: : S/
12 3 awmssme 78 9 A 2 3 Avlh:,mﬁ CI) 3 o 05
x(t) y(t) (x(t), (1))
Euler
. J —
///
N z ! /
3 /
S 05 \ S 05 /
/
0| 0 _/
B e R S S B R : I T T NS S T B T R 35 G o3 i 75
Valoes et Valors det Vaces de x
x(t) y(t) (@(t), y(t))

Runge-Kutta

Figura 2.21: Simulaciones, A = 0.014, = 0.013

Ejemplo 2.6 Vamos a considerar ahora el mismo problema que en el ejemplo
anterior, cambiando los extremos de los intervalos I, J. Los valores de los distintos
pardmetros se recopilan en la siguiente tabla.

| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor |

a 0 x0 0 a2 -1
b 10 yO 0 b2 -0.5
m 5000 al 0.5 a3 1
lambdal 0.001 bl 1 b3
lambda2 | 0.001

Sabemos, [1, Ecuacién (23)], que cuando ¢ — +oo la solucién del problema
debe converger a (0.25,0.1). Nuestras simulaciones proporcionan para t = 10 los
valores (0.2308,0.0861) (Euler) y (0.2563,0.1038) (Runge-Kutta). A continuacién
se muestran las graficas obtenidas.
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t At ]
03
005 -
= /‘\W“W\M'W 0 o
o
= 02 > 0.05 ™~ £
2 K} - 00 \ /
H z . {
H £ )
gy $ o ] ~ !
ETY ~ {
01 02 a2 Y
225 02 AN
005
03 23 \
1 2 3 4 5 7 8 9 1 ° 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 o 005 (X 0.15 02 0.25 03 035
Vaores de ¢ Valoresde ¢ Valores dox
a(t) y(t) (z(t),y(t))
o [}
01 e o
03 e
0.05 .
0= j 0
005 O
s 2 E - 005 /
3 3 01 H
g o 20 g o - /
S o ™~ \
01 = 02 \\\ \
N
025 025 O
005 \\
03 03]
o
1 2 3 4 5 6 7 8 9 il ° 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0.05 01 03 0.35

Valores de t

x(t)

Valores de t

y(t)
RK4

(x(t), y(t))

Figura 2.22: Ejemplo 2.6, A = p = 0.001

Realizamos nuevas simulaciones cambiando tnicamente el nivel de aproximacién
de la regularizacién de Yosida de la segunda subdiferencial y para ¢ = 10 se
obtienen los valores de la solucién (0.2479,0.0970) usando el método de Euler
y (0.2484,0.0978) con Runge-Kutta, cuando p = 0.01. Finalmente, tomando
= 0.011, se tiene como valor aproximado en ¢ = 10, (0.2504,0.0995) para Euler
y (0.2474,0.0972) para Runge-Kutta.

Estas son las graficas obtenidas:

N

Valores de x

|
5 . o U
AN

12 3 4 5 6 7 8 9 1
Valores de t

a(t)

12 3 4 5 6 7 8 9§ A
Valores de t

y(t)
Euler

005 01 0% 02 0%
Valores de x

(x(t), y(t))

R
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x(t) y(t) (@(t), y(t))
Figura 2.23: Ejemplo 2.6, A = 0.001, ¢ = 0.01
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Figura 2.24: Ejemplo 2.6, A = 0.001, x4 = 0.011

Ejemplo 2.7 Para finalizar se consideran las mismas funciones ¢ y (3 que en el
Ejemplo 2.6 y se toma ¢ como la funcién distancia al disco unidad,

B:{(x,y)G]RQ:xQ—I—fSl}

cuya expresion se ha usado en ejemplos anteriores. El valor de los distintos pardmetros
viene dado por la tabla.
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| Pardmetro [ Valor [| Pardmetro | Valor |
a 0 x0 2
b 10 70 -2
m 10000 al 0.5
lambdal 0.001 bl 1
lambda?2 0.001 a2 -1
b2 -0.5
" ] -
:i 1\ It
i _:42 / B \
' i N
(t) y(t) ((t),y(t))
Euler
: * - f
(t) y(t) ((t),y(t))
RK4

Figura 2.25: Ejemplo 2.7, A = = 0.001

Del Th. 3.1 en [1] (ver Teorema 1.18 en el Capitulo 1), se sigue que cuando
t — 400, la solucién del problema converge a un punto en argming¢ = BN
({0.5} x [—1,—0.5]). Las simulaciones estan de acuerdo con este resultado ya que
para t = 10, obtenemos los valores (0.4801, —0.8328) (Euler) y (0.4954, —0.8112)
(Runge-Kutta), que nos permiten conjeturar que la solucién converge asintéticamente
a al punto (0.5, —0.8) € argming ¢.

Finalmente simulamos la solucién a partir del punto inicial (2, 2), tomando todos
los parametros iguales a excepcién de = 0.01.
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aaaaaaaaaa o 1 2 3 4 5 & 17 8 9 ba o6 o8
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(t) y(t) (2(t),y(t))
Euler

eeeeeeeeee

Figura 2.26: Ejemplo 2.7, yo =2, 4 = 0.01

Respecto al comportamiento asintético, para ¢t = 10 los algoritmos porporcionan
los valores (0.4974, —0.5065) (Euler) y (0.4997,—0.5016) (Runge-Kutta), lo que
nos permite conjeturar que la solucién tenderd hacia (0.5, —0.5) € argming ¢.

2.4 Caso bipotencial con término fuente

Si se combinan los problemas de las dos secciones anteriores se obtiene:

—%(t) € 9¢(t,x(t)) + B(t, x(1))0p(t, x(t)) — F (¢, x(t)) } P)

x(0) = xY

Tomando A, iz > 0 y manteniendo la notacién del apartado anterior se tiene
el problema aproximado (P, ;)

—%x () = RE (6,30 (1)) + B, 30 (D)RE (8, %0 (1)) — F(t, x5 (1) }
x,.(0) = x0

Seguidamente veremos cémo hay que modificar los algoritmos del apartado
anterior para incorporar el término fuente.
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2.4.1 Método de Euler

En este caso solamente hay que modificar el tercer paso del algoritmo de Euler
para el problema bipotencial incorporando el campo F a la hora de definir el
nuevo nodo .

Modificacién Euler (problemas bipotenciales con término fuente)

3. Definicién del nuevo nodo:

h h .
X)\J*XXJ Tm( g Y)\) - 5(157”’] T:);(T:—Z# 7)

+ b P, x5

Los argumentos de entrada a introducir en euler.m son ahora la com-
binacién de los del caso bipotencial y el caso con término fuente, es decir,
fun_prueba, x0, a, b, m, lambda, term_fuente, fun_prueba_2, mu y beta. Todos
ellos ya estan explicados con anterioridad por lo que no se volveran a repetir.
Ademsds, los cambios a realizar en el c6digo no son mas que la inclusién de
los términos del caso bipotencial y los del caso con término fuente, por lo que
tampoco se repetird su explicacion.

2.4.2 Método de RK4

Aligual que en el método de Euler, el algoritmo de Runge-Kutta se obtiene com-
binando los anteriores. Sin embargo en ese caso la expresién es mas complicada
dado que el término fuente interviene en el calculo de los cuatro coeficientes que
hay que actualizar en cada iteraciéon. Por tanto, manteniendo la notacién del
apartado anterior, se tiene

Modificacién RK4 (bipotencial con término fuente)

2. Calculo de los coeficientes:
Pyl =~k — B, XT,? Jayl, + F(t’” XT’J )
X = KN, — B + B x0T+ Bl Al
+F(tmj+_ X)\ + 2 p)\;tl)
m,j m,j , m,j
p)\,u,3__k)\u3_6(tmj+_ X)\; + p)\;LZ)q)\u3

_|_F(tmj+_ X)\’7+ p)\#z)
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mj o _ 1 mg m,j m,j m,j m,j
Pxia = k>\-,u-,4 ﬁ(t + hm’xA-,u + hmp)\-,u-,3)q>\-,u-,4

FR ] )

Los argumentos de entrada necesarios para la funcién rk4.m son los mismos
que los del método de Euler para este problema y al igual que en éste, el codigo
es una suma del caso bipotencial y el caso con término fuente.

2.4.3 Ejemplo de aplicacidon: sistema mecanico con friccién
de Coulomb

e Modelo fisico. Consideremos un sistema mecanico formado por una masa
m suspendida de un muelle elastico de forma que oscila en el interior de un
cilindro lleno de un fluido (en la Figura 2.27 se observa un dispositivo de esa
naturaleza).

LU S

u(t)

Figura 2.27: Dispositivo con friccién de Coulomb

Sea z(t) la posicién vertical de la masa a lo largo del tiempo. De la Ley
fundamental de la dindmica sabemos que

mi(t) = F (2.11)

donde F es la resultante de todas las fuerzas que actian en el sistema. Suponiendo
que el muelle es elastico, con k > 0 su constante de elasticidad, la ley de Hooke
nos dice que su aportacién al movimiento serd de la forma

—ka(t) (2.12)
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Por su parte, el rozamiento con el fluido genera un término de viscosidad
—n(t) (2.13)

mientras que la friccién del sélido con las paredes del cilindro produce un roza-
miento de Coulomb (o friccién dry) que se describe mediante el término multi-
valuado

—a Sgn(i(t)) (2.14)
donde
1, z>0
Sgn(z)=4¢ [-1,1], =z=0
—1, 2z <0

En realidad, esto corresponderia a un modelo simplificado en que el rozamiento
con las paredes genera la misma resistencia independientemente del sentido del
desplazamiento. Pero en algunos casos, esto no es cierto y el término asociado
a la friccion de Coulomb toma la forma

—T(&(t)) (2.15)

o at, z2>0
I'z)=4 [~a-,at], 2=0 (2.16)

—a, z2<0

at,a” > 0 constantes.

Finalmente se tendria la fuerza exterior u(t), lo que nos da una resultante
de fuerzas
F =u(t) — kx(t) —nz(t) — T(a@(t)) (2.17)

que junto con (2.11) permite escribir la inclusién de segundo orden
mi(t) + kx(t) + ni(t) — u(t) € =T'(2(¢)) (2.18)

Es sencillo comprobar que, si ¢(z) = max (a*z, —a~z), entonces d¢p = T, lo
que nos proporciona la forma subdiferencial de la ecuacién que rige el estado
del sistema

—mi(t) — ka(t) — nz(t) + u(t) € do(i(t)) (2.19)

Si consideramos un sistema mas complejo en que la masa m estd unida a dos
muelles en paralelo sumergidos ambos en sendos fluidos y de forma que existe
rozamiento con las paredes (Figura 2.28), al ser la fuerza total la suma de las
fuerzas se tiene que el desplazamiento transversal de la masa se describe me-
diante la ecuacion

—mi(t) — kx(t) — ni(t) + w(t) € 01 (&(t)) + Op2(&(t)) (2.20)
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x(t)

J S u(t)

Figura 2.28: Dispositivos en paralelo

donde k = ki + ko es la suma de las constantes de rigidez de los muelles,
1 = 11 +n2 la de las viscosidades y a;r, a;, j = 1,2, son las constantes asociadas
a la friccién seca, ¢;(z) = max (o z, —aj z), j = 1,2.

e Modelo matemaético. Obviamente (2.20) puede escribirse como un sistema
de la forma

{ &(t) = y(t) 1)
—j(t) € & (ka(t) +na(t) — ult)) + 91 (y(t)) + O (y(t)) '

y, si definimos el término fuente
F(t,z,y) = (y

—kx —ny + u(t)>

y los potenciales convexos ®;(z,y) = ¢;(y), j = 1,2, tenemos escrita la ecuacién
del sistema en la forma estandar de una inclusion diferencial de tipo bipotencial
con término fuente:

—(&(t),9(t)) € 01 (2(t),y(t)) + 0Pa(x(1),y(t)) — F(t,2(1),y(t))  (2.22)

Podemos, pues, usar los algoritmos que acabamos de exponer para simular
el comportamiento de un sistema fisico del tipo descrito. Cabe decir que en este
caso el calculo de la resolvente se simplifica, teniendo en cuenta que, para cada



76 2. Algoritmos y cédigos

(z,y) € R%:
. 1
argmin ®; (21, z2) + o\ ((z1 =2+ (22— p)?) =
(21,22)€IR?

. 1
argmin ¢;(z2) + B\ (21— )+ (22— p)°) =
(21,22)€IR?

1
(soavsmin (05(:2) + 552 =07 )

e Simulaciones numéricas. Se van a resolver estas ecuaciones para varios
casos distintos de fuerza exterior u(t). Se usard solamente el método de Euler.

En primer lugar se supondrd una fuerza exterior periddica u(t) = cos(wt).
Los parametros del modelo fisico considerados son

| Parametro | Valor || Parametro | Valor |

ki 1 ay 0.4
N 0.4 7 1

ko 1 ag 0.4
oy 0.6 2 2

m 1 u(t) cos(mt)

Y los del método numérico usados en las simulaciones son:

| Pardametro | Valor || Pardametro | Valor |

a 0 nu 0.001

b 10 beta 1

m 1000 x0 0
lambda 0.001 yO 0

Con lo que se obtienen los siguientes gréficos para la posicién x(t) de la masa
a lo largo del tiempo, su velocidad y(t) = Z(t) y la curva (x(t), y(t)):

Valoras de y

T2 3 & 5 6 7 8 9 A 12 3 4 5 6 7 8 9 1
Valores de t Valores do t

a(t) y(t)

Figura 2.29: Fuerza exterior u(t) = cos(nt)
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Si se cambia la fuerza exterior y se supone de valor constante, por ejemplo,
u(t) = 4, los pardmetros utilizados en el problema y los resultados obtenidos

ahora son:

| Pardametro | Valor || Pardametro | Valor |

k1 1 oy 0.4
oy 0.4 m 1
ko 1 ag 0.4
oy 0.6 M2 2
m 1 u(t) 4
Parémetro| Valor || Parémetro| Valor |
a 0 nu 0.001
b 10 beta 1
m 1000 x0 0
lambda 0.001 yO 0
. ::/\ o / N
SN
o/ - L .

T s
Valores de t

y(t)

Figura 2.30: Fuerza exterior u(t) = 4

Por dltimo se supondra una fuerza exterior que no actiia durante todo el
periodo de tiempo, sino s6lo una parte del mismo. La expresion de la fuerza
considerada ahora sera:

cos(mt) si0<t<2
u(t) = = Ajp,2)(t) cos(mt)
0 en otro caso
con
1, si0<t<2
Xjo,2)(t) =
0, en otro caso

la funcién caracteristica del intervalo [0, 2].

Los parametros utilizados y los resultados obtenidos son ahora
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| Parametro | Valor || Parametro | Valor
k1 1 ay 0.4
Oé; 0.4 m 1
ko 1 oz; 0.4
oy 0.6 2 2
m 1 u(t) Xjo,21(t) cos(rt)

| Parametro | Valor || Parametro | Valor |

a 0 nu 0.001

b 10 beta 1

m 1000 x0 0
lambda 0.001 yO 0

W,

0025

0015
~ 001

0.005

-0.005]
001

0015

T 5 & 7 & 9 1
Valores de t

x(t)

12 3 4 &5 6 1 8 9 1

Valores de t

y()

Figura 2.31: Fuerza exterior u(t) = Xjg o) (t) cos(rt)

Se puede repetir alguna de las simulaciones realizadas suponiendo ahora que
hay sélo un muelle en el sistema en lugar de dos. Por ejemplo, si se vuelve a
estudiar el caso de una fuerza exterior periédica u(t) = cos(nt) en la que ahora

los parametros son:

| Parametro | Valor || Parametro | Valor |

k1 0 af 0
OLI 0 m 0

ko 1 ag 0.4
oy 0.6 72 2

m 1 u(t) cos(7t)

Pardametro | Valor || Parémetro| Valor |

a 0 nu 0.001

b 10 beta 1

M 1000 x0 0
lambda 0.001 yO 0

se obtienen los siguientes resultados
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Valores do y

:

01 \X(
= ) / N\
g o H & oxs|

a(t) y(t) (w(t), y(t))

Figura 2.32: Fuerza exterior u(t) = cos(wt), un muelle

Es importante resenar que el software desarrollado en este proyecto permite
simular el comportamiento de sistemas més complejos en los que interaccionan
muelles eldsticos, elementos de Newton (con rozamiento viscoso) y elementos de
Saint-Venant (rozamiento seco) en serie y/o en paralelo.
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Capitulo 3

Interfaz grafica

Todos los casos que se han estudiado en el anterior capitulo han sido recogidos
e implementados en una interfaz grafica para facilitar el manejo de los cédigos
por parte del usuario. Esta interfaz permite introducir de manera sencilla y sin
conocimientos profundos de programacién todos los parametros necesarios para
la resolucién de problemas asociados a diversos potenciales particulares. Permite
desde definir el tipo de problema a resolver e introducir todos sus pardmetros
hasta exportar e importar resultados, realizar una animacién con los mismos y
otras diversas caracteristicas que se iran detallando en el presente capitulo.

Para crear esta interfaz grafica se ha utilizado la herramienta GUIDE, in-
tegrada en MATLAB. Con ella se pueden disponer en la pantalla los diferen-
tes elementos (botones, cuadros de texto, ments, etc.) y definir sus atributos
(tamano, aspecto, color, etc.) de forma més sencilla a como resulta intro-
duciéndolos directamente mediante cédigo. Esto genera un archivo GUIL.fig
que contiene toda la informacién grafica y el cual lleva asociado otro archivo
GUILm en el que se definen, ahora si mediante codigo, las acciones a realizar
por cada botén y cuadro de texto y se establecen las variables globales necesarias
para el correcto funcionamiento de las funciones utilizadas. En este archivo ha
sido en el que se ha realizado el mayor esfuerzo de programacién y en el cual
se ha invertido un mayor tiempo con diferencia, ya que se han debido cuidar
bien todos los aspectos del programa y conseguir un correcto funcionamiento
coordinando la gran cantidad de funciones usadas.

En la Figura 3.1 se presenta una captura de la pantalla principal del pro-
grama. A lo largo del capitulo se irdn desarrollando cada una de las partes y
caracteristicas del mismo.

81
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2] GUI TN

Menu B

RALPDErE

INTERFAZ GRAFICO

ALGORITMO MOREAU-YOSIDA

por LUIS FRANCISCO RUIZ ORTIN

Figura 3.1: Pantalla principal del programa

3.1 Menu

Lo primero que aparece en la parte superior de la ventana es el ment. En él

Menu

Intreduccion de datos » Caso general

Resultados Ejemplos 3 Funcion distancia

Figura 3.2: Ment desplegado

se elige entre acceder al panel de introduccién de datos del problema o al panel
de resultados. Dentro de la introduccion de datos, se puede acceder al caso
general que corresponde a todos los casos estudiados en el capitulo anterior o
a un ejemplo concreto de aplicacion donde la funcién potencial es la distancia
a un conjunto. Este ejemplo con la funcién distancia sera estudiado con més
profundidad en el siguiente capitulo, por lo que ahora se abordara el inicamente
el caso general.

3.2 Barra de herramientas

Lo siguiente que aparece en la ventana grafica, justo debajo del ment, es la
barra de herramientas.
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Figura 3.3: Barra de herramientas

En ella se encuentran diversas herramientas que se pueden utilizar en el
programa. A continuacién se detalla la utilidad y ctiando se puede utilizar cada
una de ellas:

=

)
Acercar zoom: Esta herramienta permite acercar el zoom en los resul-
tados graficos del panel de resultados.

Alejar zoom: Esta herramienta permite alejar el zoom en los resultados
graficos del panel de resultados.

Mover: Esta herramienta permite moverse dentro de una ventana grafica
del panel de resultados.

Girar vista: Esta herramienta permite girar el punto de vista en los
resultados graficos del panel de resultados. Es especialmente util para el
caso de resultados en tres dimensiones.

Cursor: Esta herramienta muestra, al pulsar en un punto dentro de una
grafica de resultados, los valores de las diferentes variables representadas
en esa grafica en dicho punto.

Repetir: Esta herramienta permite, una vez que se ha completado el
calculo de la solucién de un problema y su representacion grafica, repetir
esta ultima. Esto es especialmente 1itil en el caso de que la representacion
grafica sea una animacién, ya que permite repetirla todas las veces que
se desee. Esta herramienta se encuentra en principio desactivada y sélo
se activard una vez que se haya realizado el calculo de un determinado
problema.

Exportar resultados: Esta herramienta permite, una vez que se ha re-
alizado el célculo de un problema y su representacién grafica, exportar
los valores de la solucién a un archivo .tzt. Al pulsar sobre este botén te
permite seleccionar la ubicacién y el nombre del archivo .txt que se quiera
generar. En él aparecerdn, en columnas diferenciadas, cada una de las
dimensiones de la solucién (sus valores para cada instante de tiempo) , la
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distancia de la solucién al conjunto (s6lo para problemas de persecucién,
que se presentaran mas adelante), el vector de tiempos y las componentes
necesarias para la representacion del conjunto (sélo para problemas de per-
secucion en los que se quiera visualizar una animacion de los resultados).
Esta herramienta se encuentra en principio desactivada y sélo se activara
una vez que se haya realizado el calculo de un determinado problema.

Cargar resultados: Esta herramienta permite cargar resultados cal-
culados previamente y almacenados en un archivo .txt y representarlos
graficamente. Al pulsar este botén se abre una ventana que nos permite
seleccionar el archivo .tzt en el que se encuentran los datos. Una vez que
se selecciona el archivo se abre una ventana que nos permite seleccionar
el tipo de problema del que se trata y una vez seleccionado procede a su
representacién. Esta herramienta se encuentra en principio desactivada y
sélo se activara cuando nos encontremos en el panel de resultados.

3.3 Panel de introduccion de datos

El panel de introducciéon de datos se abre al seleccionarlo en el ment. Como
se ha comentado antes, se va a tratar ahora sélo el panel de datos para el caso
general, dejando la aplicacién particular de la funcién distancia (problema de
persecucion) para otro capitulo méas adelante.

El aspecto que presenta el panel de introduccién de datos para el caso general
es el siguiente:

—x(t) € 0d(t, x(1))

e de gmensiones: 2amensiones v
[ Termino tuente
Punto il = L2
] roblema bipotencial
Tiempo nical= 0
Tiermpo final= 0
(g (x(t)) = | x1P2exizyz Ne de subdivisiones = 100

singty-cos((1 Valorde 1 = 0001

abs(13)ex(2)

Hietodo numerico de resolucin Fuer  [JRungeKutias

[] Animacion

o0 Calcuar

Figura 3.4: Panel de introducciéon de datos

Se pueden observar diversos elementos en él. En primer lugar, en la parte
superior se encuentra la formulacién matemética del problema (P) consider-
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ado. Esta formulacién, como podemos observar en la Figura 3.5, varia segin el
problema considerado.

—x(t) € aq)(t,x(t)) —x(¢) € ab(t, x(1)) — F(t, x(1))
Caso general Caso con término fuente
—x(t) € 8D(t, x(8)) + B(H)AP(, x(t)) —x() € 9 (8, x(£)) + BOIP(L X)) — F(Ex ()
Caso bipotencial Caso bipotencial con término fuente

Figura 3.5: Formulaciéon matematica del problema

Para seleccionar el tipo de problema a resolver se hace uso de la serie de
botones que aparecen en la Figura 3.6.

Término fuente

Problema bipotencial

Figura 3.6: Botones de seleccion del tipo de problema

Aparecen también cuadros de texto donde se pueden escribir las expresiones
de la o las funciones potencial a utilizar y el término fuente si éste apareciera en el
problema, como podemos ver en la Figura 3.7. Esta informacién se corresponde
a la introducida en las funciones fun_prueba, fun_prueba 2 y term_fuente que
han sido explicadas en capitulos anteriores. Estas funciones se han modificado
para que tomen los datos introducidos en la interfaz grafica (los cuales son de
tipo string), los conviertan a funciones y devuelvan su valor evaluado en cada
punto que se le ingresa. De esta manera, de manera externa al codigo se pueden
variar las expresiones de las funciones de forma rapida y comoda.

o (x(t)) = X(1Y'24x(2)'2
F (t,X(t)) = sinfti+cos(x(1))
v (x(t)) = abs(x(1)}x(2)

Figura 3.7: Ejemplos de funciones a utilizar

En la parte de la derecha aparecen el resto de parametros a introducir: n de
dimensiones (dim), x0, a, b, m, lambda, nu y beta (estos dos ultimos pardmetros
estdn inactivos en pricipio y sélo se activan si se marca que se rata de un
problema bipotencial). Esto se puede ver en la Figura 3.8.
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N® de dimensiones: 2 dimensiones v
Punto inicial = [-12]
Tiempo inicial = 1]
Tiempo final = 10
N® de subdivisiones = 100
Valorde A = 0.001
Valorde » = 0.01
B M= 2%t

Figura 3.8: Introducciéon de parametros

Por dltimo se elige el método numérico a utilizar para la resolucion del
problema aproximado, que denotamos (Py). Como se ha visto anteriormente,
éste puede ser el método de Euler o el método de Runge-Kutta de orden 4. Si se
marcan ambos en el panel de resultados se mostrara una comparacion entre los
resultados obtenidos con cada uno de ellos. Se puede seleccionar si se desea que
las gréaficas de la solucion no se muestren de golpe, sino como una animacion
de su evolucion a lo largo del tiempo. Para ello hay que marcar la opcion de
animacién y establecer el tiempo de espera deseado entre un punto y el siguiente.
Esto se muestra en la Figura 3.9.

Metodo numerico de resolucion: Euler |:| Runge-Kutta 4
Animacion
Tiempo de espera = 0.01 Calcular

Figura 3.9: Opciones de resolucion

Una vez que hemos definido todos los pardmetros del problema a resolver se
debe pulsar el botén Calcular para obtener la solucién. Una vez que se presiona
este botén, aparece una barra de progreso que muestra el avance del calculo
(Figura 4.7). Cuando haya terminado, el programa automdaticamente pasara al
panel de resultados y mostrard lo solucién del problema.

3.4 Panel de resultados

En este panel se muestran las graficas de los resultados obtenidos. Si se se-
lecciona antes de haber calculado nada aparecera en blanco como muestra la
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Calculando, por favor espere. ..

Figura 3.10: Progreso del célculo

Figura 3.11, pero podra usarse desde el principio para representar resultados
calculados con anterioridad con la herramienta Cargar datos. Sin embargo su

Figura 3.11: Panel de resultados

uso mas comun es representar los resultados obtenidos en ese momento y esto
se hace automéaticamente una vez que termina el cdlculo. Las gréaficas que se
obtienen por defecto son la evolucién de cada una de las componentes de la
solucién frente al tiempo y la evolucién de cada una de las componentes de la
solucién frente a las otras, es decir, la trayectoria de la solucién.

A continuacion se presentan un par de ejemplos de problemas resueltos me-
diante la interfaz frafica. Se muestran los potenciales introducidos en los cuadros
de texto correspondientes y los resultados obtenidos en el panel de resultados.
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¢ (tx(t) =

(cos(t)==(1)"2+exp(x(2)}

Potencial introducido

04 2
02
0 15 ]
% 02
£ 04 1 1
Y
05 B
08
N 2 3 4 5 6 7 8 9 10 = b
valores de t ﬁ
g 05 4
2
1 A 7
z0
H 15 ]
LR
2 ]
2
2o 2 3 4 5 6 7 8 9 10 5 0% EG Y 92 0 02 04
valores de t valores de x
Resultados obtenidos
Figura 3.12: Ejemplo 1 con punto inicial (-1,2)
(t,)((t)) = max(x(1 ) 2+x(2P'2+x(3'2+1 x(112+(1+0 Fcos(t)x(2P2+(1+x(3)2)
Potencial introducido
3
% 2
Z 1
§ 0
o 2 4 s & 1 8 9 10 .
valores de t g
6 g
= 4 %
32
L
2o 2 3 7 8 9 10
valores de t
q
2 2 3 1 5 6 7 8 9 10 ey 2 0

valores de t

valores de x

Resultados obtenidos

Figura 3.13: Ejemplo 2 con punto inicial (3,0,-2)




Capitulo 4

Problemas de persecucion

Se estudiara en este capitulo un caso particular de problemas asociados a gra-
dientes a los que hemos denominado problemas de persecucion. Se expondran
en primer lugar los fundamentos tedricos para pasar a continuacion a la imple-
mentacion de su resolucién mediante un cédigo MATLAB.

4.1 Fundamentos teodricos

4.1.1 Caso estacionario

En el Ejemplo 2.7 del Capitulo 2 hemos visto cémo las trayectorias de las solu-
ciones de —x(t) € ddp(x(t)), con B la bola unidad en R?, son rectas perpen-
diculares a la frontera de B que a partir del punto inicial alcanzan en tiempo
finito el conjunto y se mantienen constantes.

Este resultado es cierto en general, ya que si C' C RY esun conjunto convexo
y cerrado no vacio, se tiene que, para cada x ¢ C, la funcién distancia es
diferenciable y

1
Vvd = —(x— j 4.1
() = 5 (O~ projc () (a.1)
(ver [16, pag. 340]). Teniendo en cuenta, ademds, que
projc (x + p(projo(x) — x)) = projec(x)

para cada x € C, 0 < p < 1, se tiene que la solucién de

—x(t) € Ode(x(t
X(O() ):exo o(x(t)) } 42)
si x € C, es de la forma
— L x° — proj(x° X
x(t) = i dc(x0) ( proje(x), 0 <t <dox) (4.3)

projo(x?), t>do(x")

89
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Es decir, la solucién de (4.2) proporciona la trayectoria éptima para alcanzar
el conjunto C' a partir de un punto arbitrario x° en un tiempo finito e igual a
la distancia del punto al conjunto.

4.1.2 Caso general

Cuando el conjunto C' no esta fijo, es decir, se tiene una aplicacién que a cada t
le asocia un conjunto convexo y cerrado no vacio, C(t) ¢ R™, la situacién no es
tan simple. Pero, en cualquier caso, la ecuacién (4.1) nos indica que la solucién

de
—%(t) € ddery(x(t))
x(0) =x°

si x(t) € C(t), verifica la igualdad

(4.4)

x(t) =

1 ( .
——— (proje) (x(1) — x(1))
dog (x(B) \"e0
es decir, la “velocidad” de la trayectoria determinada por x(-) “apunta” en cada
instante ¢ hacia el conjunto C(t). En otras palabras, la trayectoria de la solucién
de (4.4) va “persiguiendo” a los conjuntos C(t). De aqui la denominacién que
hemos dado a este capitulo.

Aunque, como hemos dicho, las soluciones de (4.4) definen trayectorias que
siguen a los conjuntos se plantean dos cuestiones que, en general, no tienen
respuesta afirmativa:

e ;Se alcanza a la familia de conjuntos en algun instante? Es decir, ;existe
t* > 0 de forma que x(t*) € C(t*)?

e En ese caso, jla trayectoria de la solucién se mantiene dentro de los con-
juntos?, es decir, jpara cada ¢t > ¢* se tiene que x(t) € C(t)?

Cuando la primera cuestion tiene respuesta afirmativa se dice que el prob-
lema es factible (del inglés feasible). Si también la segunda es cierta el problema
se denomina sostenible o viable (del inglés sustainable o viable).

El problema de identificar los sistemas factibles o sostenibles no es en ab-
soluto sencilla. Veremos en el siguiente apartado una condicién suficiente de
sostenibilidad en funcién de la dindmica de los conjuntos C/(t).

4.1.3 Una condicién suficiente de sostenibilidad

Dada una familia de conjuntos C(t), se dice que es Lipschitz si existe una cons-
tante @ > 0 de forma que para cada s,t

dix (C(t),C(s)) < alt — s (4.5)

donde dlyy es la distancia de Hausdorff entre conjuntos introducida en el Capitulo 1,
pagina 7.



4.1. Fundamentos tedricos 91

De [7, Th. 1] se deduce el siguiente resultado de sostenibilidad, que ademads
permite modificar un sistema para hacerlo sostenible.

Teorema 4.1 Sea C(t) una familia de conjuntos cerrados y converos no vacios
verificando la condicion de Lipschitz en [0,T].

1. Sia <1y ademds T(1— ) > deo)(x°), se tiene que (4.4) es sostenible.
En particular, x(t) € C(t) si 0 < t* = deo)(x°)/(1 —a) <t <T.

2. En otro caso, sea o < 3, T(f — a) > deo) (x°). Se tiene que el problema
modificado

—X(t) € BOdcq (x(t)) } (4.6)

x(0) = xY

es sostenible.

Notar que, intuitivamente, lo que se ha hecho al modificar el problema para
hacerlo sostenible es “aumentar” la velocidad de su trayectoria para que asi
pueda alcanzar a los conjuntos. En este segundo caso el tiempo a partir del cual
la trayectoria del problema queda contenida en C' es t* = de (o) (x°) /(8 — ).

4.1.4 Caso perturbado
En el caso del problema

—ﬂﬂe&k@@@D—F@X@)}

0) 0 (4.7)

la sostenibilidad se ve dificultada por la existencia de un término fuente. Sin
embargo es posible obtener un teorema similar al anterior teniendo el cuenta el
efecto de F.

Teorema 4.2 Sea C(t) una familia de conjuntos cerrados y converos no vacios
verificando la condicion de Lipschitz en [0,T].

1. Sisup (|F(t,x)] :x ¢ C(t)) <1 —a, para cada 0 <t < Ty

T
/0 §(s) ds > deo) (x°) (4.8)

con 0 < () =1—a—sup(|F(t,x)]:x & C(t)), se tiene que (4.7) es
sostenible.

2. En otro caso, si existen funciones (3,0 positivas de forma que para cada
0<t<T,x¢C(t),

Bt,x) = o+ 6(t) + [F(t,%)|
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y se verifica (4.8), se tiene que el problema modificado

;()';()t)_exf(t,x(ﬁ))adc(t) (x(t)) = F(t,x(1)) } (4.9)

es sostenible.

3. En ambos casos

¢
t* = min (O <t<T: / d(s) ds = de o) (xo))
0

4.2 Resolucion numérica

Si tomamos como (P) el problema (4.4), su aproximado, considerando la regu-
larizacién de Yosida de nivel A > 0 de la subdiferencial de la funcién distancia

sera:
—Xx(t) = 5 (xa(t) = Ia(t,xa (1))
0 (Px)
xx(0) =x
con Jy(+) el campo resolvente, que en este caso toma la forma
. 1 2
Ta(t,%) = axgmin (deqy(y) + 5|y~ (411)
yeRVN

Este problema presenta una dificultad técnica adicional a la hora de abordar
su resolucién numérica, dado que no conocemos de forma explicita, salvo en
algunos casos especiales, el valor del potencial (la funcién distancia). Es por
ello que no puede usarse la funcién fminsearch de MATLAB para evaluar la
resolvente en cada paso del problema discretizado.

. . N
Una posible solucién es tener en cuenta que para cada ¢t y cada x € IR™, la
Unica solucién del problema de minimizacién con restricciones

1
argmin <|y —zl+—y— x|2> (4.12)
yeRN ,zeC(t) 2\

es (Ja(t,x),projo(y(Ja(t,x))). Por tanto, para calcular la resolvente de la
funcioén distancia a un conjunto, basta con resolver el problema de minimizacién
con restricciones (4.12) y tomar las N primeras componentes de la solucién. Y
aqui volvemos a encontrarnos con que la rutina fminsearch solamente resuelve
problemas de optimizacién sin restricciones, por lo que tampoco puede calcular
la resolvente a partir de (4.12).

Antes de ver con mas detalle cémo se ha resuelto esta cuestion veamos los
algoritmos modificados de los métodos de Euler y Runge-Kutta de orden cuatro
para obtener soluciones aproximadas de (Py).
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4.2.1 Método de Euler

El algoritmo que sigue el método sera basicamente igual al del caso general, solo
que habra que modificar el célculo de la resolvente

Modificacién Euler (problema de persecucidn)

2’. Definicién del nuevo nodo:

. 1 2
yy? = proj argmin <|y —z|+ — ‘y — xi\n”‘ > ‘RN
yERN zeC(tm9) 2)

donde proj(; IRY) selecciona las N primeras componentes

Al igual que en todos los casos anteriores, la resolucién de (Py) mediante
el método de Euler estd programada en la funciéon euler.m. El argumento de
entrada que hay que incluir ahora para senalar que se trata de un problema
de persecucin es dominiok. Como se indicé cuando se explicaron todos los
argumentos de entrada de la funcién, dominiok es un puntero que indica que se
trata de un problema de persecucion, por lo que se obvia la funcién fun_prueba
y se considera como funcién potencial la distancia al conjunto definido (que
obviamente puede variar con el tiempo).

Lo mayor diferencia es que ahora, en lugar de usar la funciéon moreau.m
para calcular la resolvente en cada iteracion del bucle for, se ha creado una
nueva funcién llamada moreaudist.m, que tiene la siguiente forma:

function [f,d]=moreaudist(tl,x)
Sus argumentos de entrada son:
e t1: escalar con el valor del instante de tiempo considerado.

e x: vector que contiene el valor de la solucién en el instante de tiempo
considerado.

y los de salida:
e f: vector con el valor de las diferentes componentes de la resolvente.

e d: escalar con el valor de la distancia de la solucién al conjunto dado en
el instante de tiempo considerado.

Ademéds como variables de tipo global en el programa hay que introducir
dim, que es un escalar con el niimero de dimensiones del problema considerado.

El objetivo fundamental de la funcién es el cdlculo de la resolvente (variable
f). Parasu cdlculo, y a fin de evitar los problemas mencionados por no conocer el
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valor de la funcion distancia en cada punto, hemos usado la libreria solvopt.m,
un resolvedor de libre disposicién (freeware) que permite calcular minimos con
o sin restricciones de funciones no necesariamente diferenciables (ver [12] para
més detalles). La cabecera de la funcién es:

function [x,f,options]=solvopt(x,fun,grad,options,func,gradc)
y los argumentos de entrada que se usan son:

e x: vector con las coordenadas del punto de inicio de la iteraciéon para la
busqueda del minimo. En este caso viene dado por la variable x0, cuyos
primeros componentes son los del centro del dominio considerado (dados
por la funcién centro en la que estd programada la expresién del centro
del dominio a lo largo del tiempo) y los tltimos son el valor de la solucién
en el punto anterior.

e fun: nombre de la funciéon donde se tendra definida la funcién objetivo.
En este caso esta funciéon es funcionobjetivo y en ella estd programada
la expresién de la resolvente.

e options: vector con los valores que se quieren usar para los parametros
internos del programa como el nimero maximo de iteraciones, la tolerancia
de la solucién y demds. Se pueden ver todos en [12]. S6lo mencionar que
en este caso se ha usado [-1 1le-4 1e-6 15000 -1] y el tltimo valor (-1)
se utiliza para que el programa no muestre mensajes con los resultados
intermedios de la iteracion para no llenar el espacio de trabajo de mensajes
innecesarios.

e func: nombre de la funcién donde se tendran definidas las restricciones del
problema. Estas restricciones son precisamente la expresion del conjunto
que se quiera considerar y por lo tanto se deberdn cambiar para cada
problema que se quiera estudiar. Esto estd programado en la funcién
funcionrestriccionesy ésta serd la que habra que modificar para cada
problema estudiado.

Los argumentos de salida utilizados son:

e x: vector con las coordenadas del lugar donde se produce el minimo de la
funcién objetivo. En este caso este vector tiene mas componentes de las
que nos interesan y sélo tomaremos las dim tltimas componentes, que son
las que realmente se corresponden con la solucién.

La funcién moreaudist.m aparte de obtener el valor de la resolvente, también
proporciona el valor de la distancia de la solucién al conjunto dado en el instante
de tiempo considerado (variable d). Para esto se vuelve a utilizar la funcién
solvopt.m. Ahora se usa como funcionobjetivo la expresién de de ) (x(t))
(programada en la funcién funciondistancia)y como funcionrestricciones
la misma de antes. Senalar que ahora no se toma el primer argumento de salida
de la funcién solvopt.m (lugar donde se produce el minimo, x) como antes sino
el segundo argumento de salida (valor de ese minimo, f).
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4.2.2 Método de RK4

La diferencia en los algoritmos respecto al caso general estd ahora simplemente
en el calculo de la resolvente que debe hacerse en cuatro ocasiones en cada
iteracién para obtener los correspondientes coeficientes.

Modificacién RK4 (problema de persecucién)

2’. Cdlculo de los coeficientes:

k'Y = Y (XA = It %Y J))
m 1 m,j hm m,j m,j hm m,j hm m,j
ks = Y (XA Y- 5 k07 = ™ + 5 1 Xx Y- 5 k)
m,j 1 m,j hmm’ m,j hm m,j hmm’
k' = Y (XA 7 5 k'Y — (™ + 5 1 Xx — 5 kA,éJ))

K = 5 (30 = Bl = A+ b X5 = il

)

donde

1
Jr(t,x) = proj argmin <|y —zl+ =y — X|2) ;IRN
yeRN zeC(t) 2\

Se utiliza para solucionar este tipo de problema la funcién rk4.m y, al
igual que en el método de Euler, habra que incluir como argumento de entrada
dominiok para senalar que se trata de un problema de persecucion. Dentro del
bucle for solo variara, al igual que en euler.m, la resolucién de la resolvente que
se hace también con la funciéon moreaudist.m. Al ser todo su funcionamiento
analogo al que se ha expuesto en el método de Euler no se repetira la explicacion.

4.2.3 Otros casos

Al igual que en el caso general, se pueden considerar diversas clases de prob-
lemas donde aparecen subdiferenciales de funciones distancia a conjuntos. En
particular problemas perturbados por un término fuente como (4.7) o (4.9).

También puede anadirse un segundo potencial y considerar el problema bipo-
tencial

—X(t) € B(t, x(t))0dc ) (x(t)) + Op(t, x(t)) (4.13)

al que puede anadirse un término fuente

—X(t) € B(t,x(1))0dc ) (x(t)) + 0p(t,x(t))) — F(t, x()) (4.14)
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Las modificaciones necesarias en los algoritmos para obtener soluciones de
estos tipos de problemas son andlogas a las realizadas en el caso general, por
lo que no se volveran a comentar. No obstante hemos incluidos los cédigos
correspondientes en el Anexo de la memoria.

4.2.4 Interfaz grafica

Al igual que se ha hecho con el caso general, se ha desarrollado en la interfaz
grafica un panel de resultados especifico para los problemas de persecucién. Su
aspecto general se presenta en la Figura 4.1 y comparte muchas caracteristicas
con el panel de introducciéon de datos para el caso general.

—J’C(t) S adc(t) (x(t))

Tiempo inicial= 0

[ Término fuente Tiempo fnal = 1

1 de subdivisiones - 100
[ Probiema bipotencial

Valorde 1 - 0001
(X{1)-cos(0)2+(x(2) St/ 2:0.25 <0

| Parametrica v

—Defi Punto interor (centro):

En forma parametrica: Nepuntos: | 10 x= cos(t)

xtin = 0.5%Cos("pi(/180)+cos(t) Y= sin(t)
; ik Welodo numerico de resolucian ] Euter (] Runge Kutta 4
Y@= | 0SsntpOre0snt) :
0 180

5 ] Animacen

sinftjscost(t

abs((1))x(2)

Figura 4.1: Panel de introduccién de datos en problemas de persecucién

En este caso, las diferentes expresiones matematicas del problema también
varian dependiendo del caso elegido mediante los botones de seleccién, pero son
ligeramente diferentes a las del caso general. Ahora son las dadas en la Figura
4.2.

—(t) € Odc(y(x(1)) —(0) € B(6,x(0)Bdgy (x(1)) — F(6,x(1)
Caso general Caso con término fuente
—#(t) € Bt x(£))Bdg() (x(©)) + ¥ (T, x(1)) —2(t) € Bt x(0))8doe (x(0)) + 0 (L, (1)) — F (¢, x(8))
Caso bipotencial Caso bipotencial con término fuente

Figura 4.2: Formulacién matematica del problema de persecucién

El parametro quizd mas importante y que diferencia este tipo de problemas
del caso general es el dominio C(t). Este se define en un cuadro de texto en la
interfaz grafica al igual que el resto de funciones potenciales (Figura 4.3).
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C(t) = (3(1)}-cos(t)}"2+(x(2}-sin(t) }'2-0.25 <0

Figura 4.3: Ejemplo de definicién de dominio

Un elemento nuevo que aparece en este tipo de problemas es la definicién de
un punto que se encuentre siempre en el interior del dominio para que comience
en él la iteracién para la bisqueda del minimo que hay que hacer. Arbitrari-
amente se ha elegido para este punto el centro del dominio, aunque valdria
cualquiera. Cabe destacar que esto no es indispensable, puesto que aunque se
fijara un punto fijo como punto de comienzo de la iteracién, debido a la convexi-
dad del problema, el resolvedor solvopt.m seguiria funcionando correctamente.
No obstante, al usar un punto que se encuentre siempre dentro del dominio (su
centro por ejemplo) se agiliza bastante el proceso de cdlculo. En la interfaz
grafica, este punto se introduce mediante los cuadros de texto mostrados en la
Figura 4.4.

Punto interior (centro);
x ()= cos(t)
yt)= sin(t)

z{t)= o

Figura 4.4: Coordenadas del centro del dominio

El apartado de eleccién del método numérico a utilizar y el botén para
comenzar el cdlculo es similar al del caso general, encontrandose la mayor dife-
rencia cuando se elige realizar una animacién de los resultados. En este caso,
si se marca la opcién de animacion, apareceran dos tiempos de espera distintos
para definir y aparecen 3 tipos distintos de animacién para elegir (Figura 4.5).

Metodo numerico de resolucion: Euler [] Runge-Kutta 4
Animacion

Tiempo de espera 1 = 0.01 Calcular

Tiempo de espera 2 = 0.01

Tipo de animacion: 1 ¥

z
3
Figura 4.5: Opciones de resolucion

Estos dos tiempos distintos se corresponden, el primero de ellos al tiempo
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de espera para la representacién de cada una de las componentes de la solucion
frente al tiempo, cada una de las componentes de la solucién frente a las otras
y la distancia de la solucién al conjunto frente al tiempo. El segundo de estos
tiempos se corresponde al tiempo de espera para la representacién conjunta de
la evolucién del dominio y la solucién frente al tiempo.

Es precisamente en esta representacion conjunta del dominio y la solucién
donde se ha prestado una mayor atencién en programacion y se han desarrollado
diversas opciones para permitir poder elegir la visualizacion mas adecuada en
cada caso. Las 3 opciones de animacion son:

e Tipo 1: Muestra tanto en 2D como en 3D en cada instante la repre-
sentacién del dominio y la solucién a la vez. Cuando pasa al siguiente
instante de tiempo se borran los anteriores y se representan los nuevos,
por lo que sélo se muestra lo que sucede en cada instante.

e Tipo 2: En 2D muestra una grafica con 3 ejes que representan las dos
componentes de la solucién y el tiempo, donde se van representando en
cada punto del eje temporal el dominio y la solucién. Asi pues, se tiene
finalmente la trayectoria seguida por la solucién y por el dominio. En 3D,
al no ser posible representar 3 componentes espaciales y una temporal en
una misma grafica, se representan sélo las 3 variables espaciales para cada
instante del tiempo, por lo que finalmente se tiene la trayectoria seguida
por la solucién.

e Tipo 3: Muestra tanto en 2D como en 3D en cada instante la repre-
sentacién del dominio y la solucién a la vez. Cuando pasa al siguiente
instante de tiempo se borra la representacién anterior del dominio pero se
mantiene la de la solucién, por lo que sélo se muestra el dominio en cada
instante pero se va almacenando la trayectoria seguida por la solucion.

Para poder dibujar el dominio hay que introducir al programa la ecuacién
de la frontera del mismo. Esto se hace en los cuadros de texto mostrados en
la Figura 4.6. Esta ecuacion de la frontera se puede introducir en coordenadas

Forma de definicidn de la frontera:

Forma de definicion de la frontera:

Parametrica v Cartesiana n2
Definir la frontera Definir la frontera
En forma parametrica: N° puntos: 10 YT T =T N® puntos: 10
X (i) = 0.5%cos(i*pi(}/180)+cos{t} -0.5+cos(t) xith< 0.5+cos(t)
o == 360
ytii= 0.5%in(i*pi()'180)+sin(t) Py < [P sart025-pecos)2) <Y U sqno 25-pecosin)
zitij)= 0 0 <~z yt) > 0

Coordenadas paramétricas

Coordenadas cartesianas

Figura 4.6: Formas de definicién de la frontera

paramétricas o en coordenadas cartesianas. Esto se elige en un ment desple-
gable. Ademads se elige el nimero de puntos con los que se quiere dibujar este
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dominio. A mayor nimero de puntos, tarda mas el calculo pero se obtiene un
resultado mas detallado.

En el caso de los problemas de persecucion, y si se ha marcado la opcién de
animacién, una vez que se pulsa el botén Calcular, vuelve a aparecer la barra
de progreso de cédlculo que aparecia en el caso general. Ahora tras ésta aparece
una barra de progreso de dibujo (Figura 4.7) mientras se calculan los puntos del
dominio necesarios para la representacién.

Dibujando, por favor espere. ..

Figura 4.7: Progreso del dibujo

Senalar por ultimo que ahora una vez que el programa termina de calcular,
al igual que antes, pasard automaticamente al panel de resultados y comenzara
su representacion grafica. Las graficas que se generardn seran las mismas con la
adicién de una gréfica que represente la evoluciéon de la distancia de la solucion
al dominio considerado a lo largo del tiempo. En el caso de que esté marcada
la opcién de animacion, se presentard ademas una animacién donde aparecerd
la evolucidon de la solucién y el dominio a lo largo del tiempo como se puede ver
en la Figura 4.8.

valores de x

valores de t

valores de y

valores de t valores de x
valores de y

valores de y
distancia
2

"4 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
valores de x valores de t

Figura 4.8: Ejemplo de graficas de solucién con animacién



100 4. Problemas de persecucién

4.2.5 Simulaciones

Presentamos ahora una serie de ejemplos practicos en los que se ha usado el
c6digo desarrollado en el proyecto para resolver diferentes problemas de perse-
cucién.

Ejemplo 4.1 Dada la familia de circulos con centro y radio variables
o) = {(x,y) € R?: (z — cos(t))® + (y — sen(t))® < 0.5+ 0.25 cos(2t)}

se considera el problema (4.4) asociado. Para resolverlo usamos el método RK4

Figura 4.9: Circulos con centro y radio méviles

de acuerdo con los pardmetros de la siguiente tabla

| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor |

a 0 x0 0

b 10 O 0

m 1000 || x_centro | cos(t)
lambda | 0.001 || y_centro | sin(t)

Se muestran a continuacién las graficas de las componentes y de la trayectoria

06 08 08
06 06
04 04

= 02 - 02

S 02

Vs
&
al

T2 3 ¢ 5 6 7 8 9 L ds o5 w4 w2z 0 0z 04 o5 os
Valores det Valoen dot v

a(t) y(t) (x(), y(t))

Figura 4.10: Ejemplo 4.1 con punto inicial (0,0)
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También se muestran la grafica de la distancia de la solucién a los conjuntos en

cada instante de tiempo y la evolucién temporal

Distancia

005

12 78 9 1

ENEG
Valores de t

Distancia de ) (x(t))

Figura 4.11:

Repetimos la simulacién manteniendo todos los pardametros y modificando tinicamente

conjunta del dominio y la solucién

%0
%,
0 o 8,
4 3%
§ $ %
B Y
] A ,/—§\\ o0 0®® $
H £ e ~ 3
H s |/ G N <§>
H LY %
= asi %, ) &
\ Co
§ AN /d voo WM
-~ -

0

3 1

E 0
valores de x valores de x

valoos do v

Conjunto y solucién

Ejemplo 4.1 con punto inicial (0,0)

el punto inicial, que en este caso es (1,0). Se muestran las mismas salidas que en

el caso anterior.

1 1
2 o e
EA E 20
2(t) y(t) (), y()
Figura 4.12: Ejemplo 4.1 con punto inicial (1,0)
g
‘
o PR,
025 05, %@8&000
2,
£
s 02 - - d - . 3 %o
= H 3 T 4
S i / 5 N K
o N oy i
I

12 3 4 5 6 7 8 9 1
Valoras de t

Distancia de ) (x(t))

Figura 4.13:

vaores de

valoras day Valores de x

Conjunto y solucién

Ejemplo 4.1 con punto inicial (1,0)
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Ejemplo 4.2 Consideremos ahora un caso en que la frontera de los conjuntos no
es “suave”, por ejemplo

C(t) = {(z,y) € R*: |2cos(t) — | + [2sen(t) — y| < 1}

Figura 4.14: Cuadrados con centro movil

Usamos el algoritmo de Moreau-Yosida junto con el método RK4, con los
pardmetros

| Parametro | Valor || Parametro | Valor |
a 0 x_centro | 2*cos(t)
b 10 y_centro | 2*sin(t)
m 1000
lambda 0.001

para resolver el problema (4.4) para la familia de cuadrados, obteniendo las siguien-
tes graficas para los puntos iniciales:

® (z0,0) = (0,0)

i 2 3 4 5 6 7 8 9 A Mot 2 3 4 &5 6 7 8 9 1 G5 4 95 o
Valores de t Valores de t Valores de x

a(t) y(t) (x(), y(t))

Figura 4.15: Ejemplo 4.2 con punto inicial (0,0)
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i B Q()(/\O%
o
' ‘ PN
05 o 06
. L C N %% Y
g6 E é 05 S \\\ g, 000000
< s | L D0
15 \‘\\ P -
. TN
TR e T ey C© valores de x s 2 s E L
Distancia de ) (x(t)) Conjunto y solucién

Figura 4.16: Ejemplo 4.2 con punto inicial (0,0)

® (20,y0) = (4,4)

g ;
& 35 35
i 3 3
o
2 2 2 2
AL H i
L e s
05 ! L
- 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Kl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A T 05 0 05 1 15 2 25 3 35
x(t) y(t) (x(t),y(t))
Figura 4.17: Ejemplo 4.2 con punto inicial (4,4)
35 h
) :
25 4
iy H N
1 2 4 5 6 8 9 k. e valores de x = 2 1 0 1 2 3 4
Distancia de ) (x(t)) Conjunto y solucién

Figura 4.18: Ejemplo 4.2 con punto inicial (4,4)

Ejemplo 4.3 Consideremos ahora el mismo problema, donde ahora la familia de
conjuntos son circulos que se alejan hacia la derecha,

o) = {(:1:, y) €R2: (x — )% + (y — sen(t)? < 1}
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Figura 4.19: Conjuntos alejandose hacia la derecha

Usamos los pardmetros

| Pardmetro | Valor [| Pardmetro | Valor |

a 0 x_centro t
b 10 y_centro | sin(t)
M 1000

lambda 0.001

y resolvemos el problema para tres condiciones iniciales distintas:

® (z0,0) = (0,0)

Valr

12 3 4 5 6 7 8 9 A i 2 3 4 5 6 1 8 9 1 0 1 2 3 4 5 6 1 8
Valores da t Valores de t Valores de x

x(t) y(t) (z(t),y(t))

Figura 4.20: Ejemplo 4.3 con punto inicial (0,0)
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Distancia de ) (x(t)) Conjunto y solucién
Figura 4.21: Ejemplo 4.3 con punto inicial (0,0)
L4 (x07y0) = (072)
x(t) y(t) (2(t),y(1))
Figura 4.22: Ejemplo 4.3 con punto inicial (0,2)

T2

e (70,%0)

3

G
Valores de t

Distancia de ) (x(t))

(

7

El

2

D 3
valores de x valores de x

Conjunto y solucién

Figura 4.23: Ejemplo 4.3 con punto inicial (0,2)

—4,4

3
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Valr

12 3 4 5 6 7 8 9 i 12 3 4 5 6 1 8§ 9 1 3 2 4 0 1 2 3 4 5
Valores det Valores det Valores de x

x(t) y(t) (@(t), y(t))
Figura 4.24: Ejemplo 4.3 con punto inicial (-4,4)

47

46
45
44
43
42
41

4
39

38

a7,

12 3 4 & & 7 & 9§ 1
Valores det

Distancia do s (x(t)) Conjunto y solucién

Figura 4.25: Ejemplo 4.3 con punto inicial (-4,4)

Ejemplo 4.4 Finalmente consideramos la familia de elipses

1’2 y2

2 tcos)) T T hsen?(@))? = 1}

C(t) = {(;v,y) €R?:

Figura 4.26: Elipses de semiejes variables
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Usamos los parametros

| Pardmetro | Valor || Pardmetro | Valor |

a 0 x_centro 0
b 10 y_centro 0
m 1000

lambda 0.001

para obtener simulaciones de la inclusién asociada a la distancia a C(t) para dife-
rentes puntos iniciales.

® (z0,%0) = (0,0)

< o s iy
S 0 S 0 S 02

a(t) y(t) (x(), y(t))

05| T T
04| ! ',// N
/S N
= 02| . 05 // \\
4] - 05 /
\ /
s . P
08 f ~__
1 2 3 4 5 6 7 8 9 k[ ‘15 1 0. [] 05 1 15
Distancia de ) (x(t)) Conjunto y solucién

Figura 4.28: Ejemplo 4.4 con punto inicial (0,0)

e (z0,50) = (1,2v2/3)
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: //// N &;9\&0\
84 E 0 )
. I H \ /
z ‘ \‘ | J\ . ///
A | —
Distancia do s (x(t)) Conjunto y solucién

Figura 4.30: Ejemplo 4.4 con punto inicial (1,2v/2/3)

Ejemplo 4.5 Consideremos un caso de la forma (4.7), con
o(t) = {(I, y) € R?: (z — cos(t))? + (y — sen(t))? < 0.5}

y término fuente F(¢, z,y) = (cos(ty),0). Utilizamos los siguientes parametros

| Pardmetro | Valor [| Pardmetro | Valor |

a 0 x0 0

b 10 0 0

m 1000 x_centro | cos(t)
lambda | 0.001 || y_centro | sin(t)

para obtener las soluciones
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; o
; o o
o8 04 0t
os| ol 02
0t - =
2 0 3 0
£ 02
£ £ 02 £
s H H
4 I
o 0s
04 -06) 06
05 28 08
’ 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 il 0 1 2 3 4 5 7 8 9 1 08 06 -04 02 0 02 04 06 08 1 12
Valores de t Valores de t Valores de x

x(t) y(t) (z(t),y(t))

Figura 4.31: Ejemplo 4.5 con punto inicial (0,0)

Q0 f 000000,
08 0
4 oo
¢
¢

04 e o © o
04 B - jf% 0 0@
E0 i/ }\ o°
01 ﬂj \\\ - /g’%wo
1 2 3 4 5 6 7 8 9 A "-15 1 05 0 05 1 15
Distancia de ) (x(t)) Conjunto y solucién

Figura 4.32: Ejemplo 4.5 con punto inicial (0,0)

Modificamos ahora el término fuente tomando

G(t ) (070)5 si (Iay) € O(t) Y dC(t)('rvy) > 0.1
,I, -
Y (—z + cos(t), —y + sen(t)) , en otro caso

Cambiamos también las condiciones iniciales, empezando en (2,4) y mantene-
mos el resto de los pardmetros en la simulacién, obteniendo
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;% 0s é 1: g ‘f
x(t) y(t) (@(t), y(t))
Figura 4.33: Ejemplo 4.5 con punto inicial (2,4)
1 2 3 ‘v.]r,:;d.|s 7 8 9 1 2
Distancia de ) (x(t)) Conjunto y solucién

Figura 4.34: Ejemplo 4.5 con punto inicial (2,4)
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Conclusiones y expectativas

En este trabajo se ha desarrollado un c6digo MATLAB que permite implementar
computacionalmente el algoritmo de Moreau-Yosida para la resoluciéon aproxi-
mada de inclusiones subdiferenciales. Dicho cédigo ha sido validado de forma
satisfactoria mediante multiples ejemplos en los que ha funcionado de forma
eficiente proporcionando resultados que concuerdan con los desarrollos teéricos
y con otros resultados conultados en la bibliografia. Ademas dicho cédigo:

e Es altamente flexible ya que nos ha permitido resolver diferentes tipos
de problemas (potenciales variables, bipotenciales, problemas perturba-
dos,...)

e Es independiente de las dimensiones del problema, al estar programado
de forma vectorial

e Estd integrado en una completa interfaz grafica que permite su manejo de
forma sencilla y cémoda

e Proporciona una rica y variada informacién sobre el problema (distintos
tipos de gréficas, ficheros exportables de datos

La labor de programacién y desarrollo del entorno gréfico ha sido especial-
mente compleja y laboriosa, sin embargo ha permitido integrar con éxito todos
los cédigos desarrollados.

Como posibles ampliaciones y desarrollos del presente trabajo en el futuro
cabe mencionar:

e La integracion de métodos numéricos para ecuaciones diferenciales ordi-
narias distintos de los de Euler y Runge-Kutta en el algoritmo de Moreau-
Yosida permitiria obtener mejores resultados en algunos problemas con-
cretos.

e Usar el c6digo para estudiar de forma detallada problemas concretos de
ingenieria. En particular podria ser interesante su uso para simular numé-
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ricamente el comportamiento de materiales compuestos frente a la accién
de fuerzas.

A pesar de que estos métodos estan limitados por la convexidad del porten-
cial, pueden aportar informacién en otros casos, por ejemplo estudiando
problemas covexificados o relajados asociados.

En esta memoria nos hemos limitado al caso de dimensién finita, pero
la regularizacién de Yosida ha sido usada de forma exitosa para estudiar
tedricamente problemas de dimension infinita, en particular ecuaciones en
derivadas parciales donde aparecen términos con discontinuidades. Esto
abre la expectativa de usar estas ideas para abordar el estudio numérico
de algunos problemas de este tipo.
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Anexos

6.1 Algoritmos de resolucion

6.1.1 euler.m

function [x,d]=euler(fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,term_fuente,fun_prueba_2,
nu,beta,dominiok)

global dim T lambdal

h=(b-a)/m;
T=a:h:b;

x=zeros (m+1,dim) ;
d=zeros(m,1);
x(1,:)=x0(1,:);
lambdal=lambda;

u=waitbar(0,’Calculando, por favor espere...’);
if strcmp(class(dominiok),’function_handle’)&&ischar (term_fuente)&&. ..
ischar (fun_prueba_2)
for i=1:m
t=T(1);
[f,dist]=moreaudist(t,x(i,:));
x(i+1,:)=x(i,:)-h/lambda*(x(i,:)-f);
d(i)=dist;
waitbar(i/m) ;
end

elseif strcmp(class(dominiok),’function_handle’)&&strcmp(class(term_fuente),

’function_handle’)&&. ..
strcmp (class (fun_prueba_2),’function_handle’)

113
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for i=1:m
t=T(1i);
[f,dist]=moreaudist (t,x(i,:));
x(i+1,:)=x(4i,:)-h/lambdax*beta(t,x(i,:))*(x(i,:)-f)+h*xterm_fuente(t,
x(i,:))...
-h/nux(x(i,:)-moreau(t,x(i,:),x0,nu,fun_prueba_2));
d(i)=dist;
waitbar (i/m) ;
end

elseif strcmp(class(dominiok),’function_handle’)&&ischar (term_fuente)&&. . .

strcmp(class(fun_prueba_2),’function_handle’)

for i=1:m
t=T(i);
[f,dist]=moreaudist (t,x(i,:));
x(i+1,:)=x(4i,:)-h/lambdax*beta(t,x(i,:))*(x(i,:)-f)...

-h/nux(x(i,:)-moreau(t,x(i,:),x0,nu,fun_prueba_2));

d(i)=dist;
waitbar(i/m);

end

elseif strcmp(class(dominiok),’function_handle’)&& strcmp(class(term_fuente),
>function_handle’)&&. ..
ischar(fun_prueba_2)
for i=1:m
t=T(i);
[f,dist]=moreaudist(t,x(i,:));
x(i+1,:)=x(i,:)-h/lambda*beta(t,x(i,:))*(x(i,:)-f)+h*term_fuente(t,
x(i,:));
d(i)=dist;
waitbar(i/m) ;
end

elseif strcmp(class(term_fuente),’function_handle’)&%. ..
strcmp(class(fun_prueba_2),’function_handle’)
for i=1:m
t=T(i);
x(i+1,:)=x(i,:)-h/lambda*(x(i,:)-moreau(t,x(i,:),x0,lambda,
fun_prueba))-h/nuxbeta(t,x(i,:))*(x(i,:)-moreau(t,x(i,:),
x0,nu,fun_prueba_2))+h*term_fuente(t,x(i,:));
waitbar(i/m) ;
end

elseif strcmp(class(fun_prueba_2),’function_handle’)&&...
ischar(term_fuente)
for i=1:m
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t=T(i);
x(i+1,:)=x(i,:)-h/lambda*(x(i,:)-moreau(t,x(i,:),x0,lambda,
fun_prueba))-h/nuxbeta(t,x(i,:))*(x(i,:)-moreau(t,x(i,:),
x0,nu,fun_prueba_2));
waitbar(i/m) ;
end

elseif strcmp(class(term_fuente),’function_handle’)&%...
ischar (fun_prueba_2)
for i=1:m
t=T(1);
x(i+1,:)=x(i,:)-h/lambda*(x(i,:)-moreau(t,x(i,:),x0,lambda,
fun_prueba)) +hxterm_fuente(t,x(i,:));
waitbar(i/m) ;
end

elseif ischar(term_fuente)&& ischar(fun_prueba_2)
for i=1:m
t=T(i);
x(i+1,:)=x(i,:)-h/lambda*(x(i, :)-moreau(t,x(i,:),x0,lambda,
fun_prueba));
waitbar (i/m) ;
end
end
close (u)

6.1.2 rk4.m

function [x,d]=rk4(fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,term_fuente,fun_prueba_2,
nu,beta,dominiok)

global dim T lambdal

h=(b-a) /m;
T=a:h:b;

x=zeros (m+1,dim) ;
d=zeros(m,1);
x(1,:)=x0(1,:);
lambdal=lambda;

u=waitbar(0,’Calculando, por favor espere...’);
if strcmp(class(dominiok),’function_handle’)&&ischar(term_fuente)&&. . .
ischar (fun_prueba_2)
for i=1:m
t=T(1);
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[f,dist]=moreaudist(t,x(i,:));
d(i)=dist;
k1 = -1/lambdax*(x(i,:)-f);

k2 = -1/lambda*(x(i,:)+h/2*kl-moreaudist (t+h/2,x(4i,:)+h/2xk1));
k3 = -1/lambda*(x(i,:)+h/2*k2-moreaudist (t+h/2,x(1i, :)+h/2¥k2));
k4 = -1/lambda*x(x(i,:)+h*k3-moreaudist (t+h,x(i,:)+h*k3));

x(i+1,:)=x(d, :)+h/6* (k1+2* (k2+k3)+k4) ;
waitbar(i/m) ;
end

elseif strcmp(class(dominiok),’function_handle’)&&strcmp(class
(term_fuente),’function_handle’)&&strcmp(class (fun_prueba_2),
>function_handle’)
for i=1:m
t=T(i);
[f,dist]=moreaudist(t,x(i,:));
d(i)=dist;
k1 = -beta(t,x(i,:))/lambdax(x(i,:)-f)...
-1/nux(x(i,:)-moreau(t,x(i,:),x0,nu,fun_prueba_2))...
+term_fuente(t,x(i,:));
k2 = -beta(t+h/2,x(i,:)+h/2)/lambda*(x(i,:)+h/2*kl-moreaudist
(t+h/2,x(1,:)+h/2%k1))-1/nux(x(i,:)+h/2*kl. ..
-moreau(t,x(i,:)+h/2xkl,x0,nu,fun_prueba_2))...
+term_fuente(t+h/2,x(i,:)+h/2xkl);
k3 = -beta(t+h/2,x(i,:)+h/2)/lambda*(x(i, :)+h/2*k2-moreaudist
(t+h/2,x(i, :)+h/2¥k2))-1/nu*x(x (i, : )+h/2*k2. ..
-moreau(t,x(i,:)+h/2*k2,x0,nu,fun_prueba_2))...
+term_fuente(t+h/2,x(i,:)+h/2xk2);
k4 = -beta(t+h,x(i, :)+h)/lambda*(x (i, :)+h*k3-moreaudist
(t+h,x (i, :)+h*k3))-1/nu*(x (i, :)+h*k3...
-moreau(t,x(i,:)+h*k3,x0,nu,fun_prueba_2))...
+term_fuente (t+h,x(i,:)+h*k3);
x(i+1, :)=x(1, :)+h/6*% (k1+2* (k2+k3) +k4) ;
waitbar (i/m) ;
end

elseif strcmp(class(dominiok),’function_handle’)&&ischar (term_fuente)&&. . .

strcmp(class(fun_prueba_2),’function_handle’)
for i=1:m
t=T(i);
[f,dist]=moreaudist(t,x(i,:));
d(i)=dist;
k1 = -beta(t,x(di,:))/lambdax(x(i,:)-f)...
-1/nux(x(i,:)-moreau(t,x(i,:),x0,nu,fun_prueba_2));
k2 = -beta(t+h/2,x(i,:)+h/2)/lambda*x(x(i, :)+h/2*¥kl-moreaudist
(t+h/2,x(i,:)+h/2%k1))-1/nu*x(x(i,:)+h/2xkl. ..
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-moreau(t,x(i,:)+h/2*xkl,x0,nu,fun_prueba_2));
k3 = -beta(t+h/2,x(i,:)+h/2)/lambda*x(x(i,:)+h/2*xk2-moreaudist
(t+h/2,x(1,:)+h/2%k2))-1/nu*x (x (1, : )+h/2*k2. ..
-moreau(t,x(i,:)+h/2*k2,x0,nu,fun_prueba_2));
k4 = -beta(t+h,x(di,:)+h)/lambda*(x(i, :)+h*k3-moreaudist
(t+h,x (i, :)+h*k3))-1/nux(x(i,:)+h*k3...
-moreau(t,x(i,:)+h*k3,x0,nu,fun_prueba_2));
x(i+1,:)=x(i,:)+h/6% (k1+2* (k2+k3)+k4) ;
waitbar(i/m) ;
end

elseif strcmp(class(dominiok),’function_handle’)&& strcmp
(class(term_fuente),’function_handle’)&&ischar (fun_prueba_2)
for i=1:m
t=T(1);
[f,dist]=moreaudist(t,x(i,:));
d(i)=dist;
k1 = -beta(t,x(i,:))/lambda*(x(i,:)-f)+term_fuente(t,x(i,:));
k2 = -beta(t+h/2,x(i,:)+h/2)/lambda*x(x(i,:)+h/2*kl-moreaudist
(t+h/2,x(i,:)+h/2¥k1)) ...
+term_fuente (t+h/2,x(i,:)+h/2*kl);
k3 = -beta(t+h/2,x(i,:)+h/2)/lambda*(x(i,:)+h/2*k2-moreaudist
(t+h/2,x(i,:)+h/2%k2)) ...
+term_fuente(t+h/2,x(i, :)+h/2xk2) ;
k4 = -beta(t+h,x(i,:)+h)/lambda*(x(i, :)+h*k3-moreaudist
(t+h,x(i,:)+h*xk3))...
+term_fuente (t+h,x(i, :)+h*k3);
x(i+1,:)=x(i,:)+h/6*% (k1+2* (k2+k3)+k4) ;
waitbar (i/m) ;
end

elseif strcmp(class(term_fuente),’function_handle’)&&...
strcmp(class (fun_prueba_2),’function_handle’)
for i=1:m
t=T(i);

k1 = -1/lambda*(x(i,:)-moreau(t,x(i,:),x0,lambda,fun_prueba))...

-beta(t,x(i,:))/nux(x(i,:)-moreau(t,x(i,:),x0,nu,
fun_prueba_2))+term_fuente(t,x(i,:));
k2 = -1/lambda*(x(i,:)+h/2*xkl-moreau(t+h/2,x(i, :)+h/2%k1, ...
x0,lambda,fun_prueba))-beta(t+h/2,x(i, :)+h/2) /nu*(x(i,:)
+h/2%k1-moreau(t,x(i, :)+h/2*k1,x0,nu,fun_prueba_2))...
+term_fuente (t+h/2,x(i,:)+h/2*kl);
k3 = -1/lambdax*x(x(i, :)+h/2%¥k2-moreau(t+h/2,x(i,:)+h/2*%k2, ...
x0,lambda,fun_prueba))-beta(t+h/2,x(i, :)+h/2) /nu*(x(i,:)
+h/2*k2-moreau(t,x (i, :)+h/2*¥k2,x0,nu,fun_prueba_2))...
+term_fuente (t+h/2,x(i,:)+h/2*k2);



118 6. Anexos

k4 = -1/lambdax(x(i,:)+h*k3-moreau(t+h,x(i,:)+h*k3,...
x0,lambda,fun_prueba))-beta(t+h,x (i, :)+h) /nu*(x(i,:)
+h*k3-moreau(t,x (i, :)+h*k3,x0,nu,fun_prueba_2))...
+term_fuente(t+h,x(i, :)+h*k3);
x(i+1,:)=x(4, :)+h/6% (k1+2* (k2+k3)+k4) ;
waitbar (i/m) ;
end

elseif strcmp(class(fun_prueba_2),’function_handle’)&&...
ischar (term_fuente)
for i=1:m
t=T(i);
k1 = -1/lambda*(x(i,:)-moreau(t,x(i,:),x0,lambda,fun_prueba))...
-beta(t) /nu*(x(i,:)-moreau(t,x(i,:),x0,nu,fun_prueba_2));
k2 = -1/lambda*(x(i,:)+h/2*kl-moreau(t+h/2,x(i,:)+h/2xk1,...
x0,lambda,fun_prueba))-beta(t+h/2,x(i,:)+h/2) /nu*(x(i,:)+h/2*kl. ..
-moreau(t,x(i,:)+h/2xkl,x0,nu,fun_prueba_2));
k3 = -1/lambda*(x(i,:)+h/2*k2-moreau(t+h/2,x(i,:)+h/2*k2,...
x0,lambda,fun_prueba))-beta(t+h/2,x(i,:)+h/2) /nu*(x(i,:)+h/2*k2. ..
-moreau(t,x(i,:)+h/2xk2,x0,nu,fun_prueba_2));
k4 = -1/lambda*(x(i,:)+h*k3-moreau(t+h,x(i,:)+h*k3,...
x0,lambda,fun_prueba))-beta(t+h,x(i, :)+h) /nu*x(x(i,:)+h*k3. ..
-moreau(t,x(i,:)+h*k3,x0,nu,fun_prueba_2));
x(i+1, :)=x(1, :)+h/6*% (k1+2* (k2+k3) +k4) ;
waitbar(i/m) ;
end

elseif strcmp(class(term_fuente),’function_handle’)&%. ..
ischar(fun_prueba_2)
for i=1:m
t=T(i);
k1 = -1/lambda*(x(i,:)-moreau(t,x(i,:),x0,lambda,fun_prueba))...
+term_fuente(t,x(i,:));
k2 = -1/lambda*(x(i,:)+h/2*kl-moreau(t+h/2,x(i,:)+h/2xk1,...
x0,lambda,fun_prueba))+term_fuente(t+h/2,x(i,:)+h/2%k1l);
k3 = -1/lambda*(x(i,:)+h/2*k2-moreau(t+h/2,x(i,:)+h/2%k2, ...
x0,lambda,fun_prueba))+term_fuente (t+h/2,x(i,:)+h/2¥k2) ;
k4 = -1/lambdax(x(i,:)+h*k3-moreau(t+h,x(i,:)+h*k3,...
x0,lambda,fun_prueba))+term_fuente(t+h,x(i,:)+h*k3);
x(i+1, :)=x(1, :)+h/6*% (k1+2*% (k2+k3) +k4) ;
waitbar(i/m) ;
end

elseif ischar(term_fuente)&& ischar(fun_prueba_2)
for i=1:m
t=T(i);
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k1
k2

-1/lambda*(x(i,:)-moreau(t,x(i,:),x0,lambda,fun_prueba));
-1/lambda* (x(i, :)+h/2*¥kl-moreau(t+h/2,x(i,:)+h/2%kl, ...
x0,lambda,fun_prueba)) ;
k3 = -1/lambda*x(x(i, :)+h/2%¥k2-moreau(t+h/2,x(i,:)+h/2*%k2, ...
x0,lambda,fun_prueba));
k4 = -1/lambdax*(x(i,:)+h*k3-moreau(t+h,x(i,:)+h*xk3,...
x0,lambda,fun_prueba)) ;
x(i+1,:)=x(i,:)+h/6% (k1+2* (k2+k3)+k4) ;
waitbar(i/m) ;
end

end
close (u)

6.1.3 moreau.m

function f=moreau(t,x,x0,lambda,fun_prueba)
global dim

if dim==
f=fminsearch(@(y) (fun_prueba(t,y)+1/(2+lambda)* (y(1)-x(1))"2),x0);
elseif dim==2
f=fminsearch(@(y) (fun_prueba(t,y)+1/(2+1lambda)* ((y(1)-x(1))"2+...
(y(2)-x(2))"2)) ,x0);
elseif dim==3
f=fminsearch(@(y) (fun_prueba(t,y)+1/(2+1lambda)* ((y(1)-x(1))"2+...
(y(2)-x(2))"2+(y(3)-x(3))"2)),x0);
end

6.1.4 moreaudist.m

function [f,d]=moreaudist(tl,x)
global dim cx cy cz gl g2 g3 t sol

if dim==

[gl]l=centro(tl);

cx=x(1);

x0=[gl cx];

t=t1;

[g, " ]=solvopt (x0,’funcionobjetivo’,[],[-1 le-4 1le-6 15000 -1],
’>funcionrestricciones’);

sol=x;

[*,d]=solvopt(gl,’funciondistancia’, [],[-1 1le-4 1le-6 15000 -1],
’funcionrestricciones’);

elseif dim==2
[gl,g2]=centro(tl);
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cx=x(1);

cy=x(2);

x0=[gl g2 cx cyl;

t=t1;

[g, ]=solvopt (x0,’funcionobjetivo’, [],[-1 1le-4 le-6 15000 -1],
>funcionrestricciones’);

sol=x;

[7,d]l=solvopt([gl g2],’funciondistancia’,[],[-1 1le-4 le-6 15000 -1],
’funcionrestricciones’);

elseif dim==3

[gl,g2,g3]=centro(tl);

cx=x(1);

cy=x(2);

cz=x(3);

x0=[gl g2 g3 cx cy czl;

t=t1;

[g, ]1=solvopt (x0,’funcionobjetivo’, [],[-1 le-4 1le-6 15000 -1],
’>funcionrestricciones’);

sol=x;

[7,d]=solvopt([gl g2 g3],’funciondistancia’,[],[-1 le-4 le-6 15000 -1],
’>funcionrestricciones’);
end
f=g(:,dim+1:2xdim);

6.2 Interfaz grafica

6.2.1 GUILm

function varargout = GUI(varargin)
% GUI MATLAB code for GUI.fig

% GUI, by itself, creates a new GUI or raises the existing

yA singleton*.

A

% H = GUI returns the handle to a new GUI or the handle to

% the existing singletonx*.

)

% GUI(’CALLBACK’ ,hObject,eventData,handles,...) calls the local

% function named CALLBACK in GUI.M with the given input arguments.
A

% GUI(’Property’,’Value’,...) creates a new GUI or raises the

% existing singleton*. Starting from the left, property value pairs are
% applied to the GUI before GUI_OpeningFcn gets called. An

% unrecognized property name or invalid value makes property application
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% stop. All inputs are passed to GUI_OpeningFcn via varargin.

b

% *See GUI Options on GUIDE’s Tools menu. Choose "GUI allows only one
% instance to run (singleton)".

b

% See also: GUIDE, GUIDATA, GUIHANDLES
% Edit the above text to modify the response to help GUI
% Last Modified by GUIDE v2.5 11-Jul-2014 19:03:29

% Begin initialization code - DO NOT EDIT

gui_Singleton = 1;

gui_State = struct(’gui_Name’, mfilename,
’gui_Singleton’, gui_Singleton,
’gui_OpeningFcn’, @GUI_OpeningFcn,
’gui_OutputFcn’, QGUI_OutputFcn,
’gui_LayoutFcn’, [J] ,
’gui_Callback’, [1);

if nargin && ischar(varargin{1})

gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{1});
end

if nargout
[varargout{l:nargout}] = gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});
else
gui_mainfcn(gui_State, varargin{:1});
end
% End initialization code - DO NOT EDIT

% —--— Executes just before GUI is made visible.
function GUI_OpeningFcn(hObject, eventdata, handles, varargin)
handles.output = hObject;

guidata(hObject, handles);

axes(handles.formula_1);

formula = imread(’imagenes\simple.png’);
image (formula) ;

axis off

axis image
set(handles.seleccion_dimensiones, ’Value’,2);
set (handles.euler,’Value’,1);

axes (handles.formula_2);
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formula = imread(’imagenes\distancia.png’);

image (formula) ;

axis off

axis image

set(handles.seleccion_dimensiones_dist,’Value’,2);

set (handles.euler_dist,’Value’,1);
seleccion_dimensiones_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)
set (handles.menu_front,’Value’,1)

menu_front_Callback(hObject, eventdata, handles)

function varargout = GUI_OutputFcn(hObject, eventdata, handles)
varargout{1} = handles.output;

function bip_comp_Callback(hObject, eventdata, handles)

if get(handles.bip_comp,’Value’)==
if get(handles.fuen_comp,’Value’)==
axes(handles.formula_1)
formula = imread(’imagenes\bipotencial_term_fuente.png’);
image (formula) ;
axis off
axis image
set (handles.bip_int_1,’Enable’,’on’) ;set (handles.bip_int_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.bip_int_3, ’Enable’,’on’);
set(handles.nu_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.nu_2,’Enable’,’on’);
set (handles.nu_3, Enable’,’on’) ;set(handles.nu_4, ’Enable’,’on’) ;
set(handles.beta_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.beta_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.beta_3,’Enable’,’on’);
set(handles.fuen_int_1,’Enable’,’on’);set(handles.fuen_int_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.fuen_int_3,’Enable’,’on’);
else
axes(handles.formula_1)
formula = imread(’imagenes\bipotencial.png’);
image (formula) ;
axis off
axis image
set (handles.bip_int_1,’Enable’,’on’) ;set (handles.bip_int_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.bip_int_3, ’Enable’,’on’);
set(handles.nu_1, ’Enable’,’on’) ;set(handles.nu_2,’Enable’,’on’);
set (handles.nu_3, Enable’,’on’) ;set(handles.nu_4, ’Enable’,’on’) ;
set(handles.beta_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.beta_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.beta_3,’Enable’,’on’);
set(handles.fuen_int_1,’Enable’,’off’) ;set(handles.fuen_int_2,
’Enable’,’off’) ;set(handles.fuen_int_3,’Enable’,’off’);
end
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elseif get(handles.fuen_comp,’Value’)==

axes(handles.formula_1)

formula = imread(’imagenes\term_fuente.png’);

image (formula) ;

axis off

axis image

set (handles.bip_int_1, ’Enable’,’off’) ;set(handles.bip_int_2, ’Enable’,
’0ff’) ;set(handles.bip_int_3,’Enable’,’off’);

set(handles.nu_1,’Enable’,’off’) ;set(handles.nu_2,’Enable’,’off’);
set(handles.nu_3, ’Enable’,’off’);set(handles.nu_4, ’Enable’,’off’);

set(handles.beta_1,’Enable’,’off’) ;set(handles.beta_2,
’Enable’,’off’);
set (handles.beta_3,’Enable’,’off’);

set(handles.fuen_int_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.fuen_int_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.fuen_int_3, Enable’,’on’);
else

axes(handles.formula_1)

formula = imread(’imagenes\simple.png’);

image (formula) ;

axis off

axis image

set (handles.bip_int_1, ’Enable’,’off’) ;set(handles.bip_int_2,
’Enable’,’off’);set(handles.bip_int_3, ’Enable’,’off’);

set (handles.nu_1, Enable’,’off’) ;set(handles.nu_2,’Enable’,’off’);
set(handles.nu_3, ’Enable’,’off’);set(handles.nu_4, ’Enable’,’off’);

set(handles.beta_1,’Enable’,’off’) ;set(handles.beta_2,
’Enable’,’off’);set(handles.beta_3, ’Enable’,’off’);

set (handles.fuen_int_1,’Enable’,’off’) ;set(handles.fuen_int_2,
’Enable’,’off’);set(handles.fuen_int_3,’Enable’,’off’);
end

function fuen_comp_Callback(hObject, eventdata, handles)

if get(handles.bip_comp,’Value’)==
if get(handles.fuen_comp,’Value’)==

axes(handles.formula_1)

formula = imread(’imagenes\bipotencial_term_fuente.png’);

image (formula) ;

axis off

axis image

set (handles.bip_int_1, ’Enable’,’on’);set(handles.bip_int_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.bip_int_3,’Enable’,’on’);

set (handles.nu_1, ’Enable’,’on’) ;set(handles.nu_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.nu_3, ’Enable’,’on’);
set(handles.nu_4,’Enable’,’on’);
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set(handles.beta_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.beta_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.beta_3,’Enable’,’on’);
set(handles.fuen_int_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.fuen_int_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.fuen_int_3,’Enable’,’on’);
else
axes(handles.formula_1)
formula = imread(’imagenes\bipotencial.png’);
image (formula) ;
axis off
axis image
set (handles.bip_int_1,’Enable’,’on’) ;set (handles.bip_int_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.bip_int_3, ’Enable’,’on’);
set(handles.nu_1, ’Enable’,’on’) ;set(handles.nu_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.nu_3,’Enable’,’on’);
set(handles.nu_4,’Enable’,’on’);
set(handles.beta_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.beta_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.beta_3,’Enable’,’on’);
set(handles.fuen_int_1,’Enable’,’off’) ;set(handles.fuen_int_2,
’Enable’,’off’);set(handles.fuen_int_3,’Enable’,’off’);
end
elseif get(handles.fuen_comp,’Value’)==
axes(handles.formula_1)
formula = imread(’imagenes\term_fuente.png’);
image (formula) ;
axis off
axis image
set(handles.bip_int_1, ’Enable’,’off’) ;set(handles.bip_int_2,
’Enable’,’off’);set(handles.bip_int_3,’Enable’,’off’);
set (handles.nu_1, ’Enable’,’off’) ;set(handles.nu_2,’Enable’,’off’);
set (handles.nu_3, ’Enable’,’off’) ;set(handles.nu_4, ’Enable’,’off’);
set(handles.beta_1,’Enable’,’off’) ;set(handles.beta_2,
’Enable’,’off’) ;set(handles.beta_3, ’Enable’,’off’);
set (handles.fuen_int_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.fuen_int_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.fuen_int_3,’Enable’,’on’);
else
axes(handles.formula_1)
formula = imread(’imagenes\simple.png’);
image (formula) ;
axis off
axis image
set(handles.bip_int_1,’Enable’,’off’) ;set(handles.bip_int_2, ’Enable’,
>off’) ;set(handles.bip_int_3,’Enable’,’off’);
set(handles.nu_1,’Enable’,’off’) ;set(handles.nu_2,’Enable’,’off’);
set (handles.nu_3, ’Enable’,’off’) ;set (handles.nu_4,’Enable’,’off’);
set (handles.beta_1,’Enable’,’off’) ;set(handles.beta_2,’Enable’,’off’);
set(handles.beta_3, ’Enable’,’off’);
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set (handles.fuen_int_1,’Enable’,’off’);set(handles.fuen_int_2,
’Enable’,’off’);set(handles.fuen_int_3,’Enable’,’off’);
end
function fun_prueba_Callback(hObject, eventdata, handles)
function fun_prueba_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’, ’white’);
end

function fuen_int_1_Callback(hObject, eventdata, handles)
function fuen_int_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))
set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’) ;
end
function bip_int_1_Callback(hObject, eventdata, handles)
function bip_int_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))
set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end
function seleccion_dimensiones_Callback(hObject, eventdata, handles)
function seleccion_dimensiones_Creatchn(thject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))
set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’) ;
end

function euler_Callback(hObject, eventdata, handles)

function rk4_Callback(hObject, eventdata, handles)
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function a_Callback(hObject, eventdata, handles)
function a_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function b_Callback(hObject, eventdata, handles)
function b_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function m_Callback(hObject, eventdata, handles)
function m_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function lambda_Callback(hObject, eventdata, handles)
function lambda_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function nu_1_Callback(hObject, eventdata, handles)

function nu_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function beta_1_Callback(hObject, eventdata, handles)
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function beta_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function x0_Callback(hObject, eventdata, handles)
function x0_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function animacion_Callback(hObject, eventdata, handles)

if get(handles.animacion,’Value’)==

set(handles.p_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.p_2, ’Enable’,’on’);
else

set (handles.p_1, ’Enable’,’off’) ;set(handles.p_2, ’Enable’,’off’);
end

function p_1_Callback(hObject, eventdata, handles)

function p_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function calcular_Callback(hObject, eventdata, handles)
global dim x0O a b m lambda nu texto_fun_prueba texto_fun_prueba_2 ...
texto_term_fuente texto_beta x y tipo_calculo p

tipo_calculo=1;

j=get (handles.fun_prueba,’String’);
texto_fun_prueba=str2func(strcat(’@(t,x)’,j));
k=get (handles.bip_int_1,’String’);
texto_fun_prueba_2=str2func(strcat(’@(t,x)’,k));
l=get (handles.fuen_int_1,’String’);
texto_term_fuente=str2func(strcat(’Q(t,x)’,1));
n=get (handles.beta_1,’String’);
texto_beta=str2func(strcat(’@(t,x)’,n));
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fig_resultados= axes(’Parent’,handles.panel_resultados,’Position’,
[.1 .1 .9 .9]);

dim=get (handles.seleccion_dimensiones,’Value’);

x0=str2num(get (handles.x0,’String’));

a=str2double(get (handles.a,’String’));

b=str2double(get (handles.b,’String’));

m=str2double(get (handles.m,’String’));

lambda=str2double(get (handles.lambda,’String’));
nu=str2double(get (handles.nu_1,’String’));

p=str2double(get (handles.p_1,’String’));

if get(handles.euler,’Value’)==1&&get (handles.rk4,’Value’)==0
if get(handles.fuen_comp,’Value’)==0&&get (handles.bip_comp,
’Value’)==
x=euler (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,’’,’’,’’,’’,7’);
elseif get(handles.fuen_comp,’Value’)==1&&get (handles.bip_comp,
’Value’)==
x=euler (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,@term_fuente,’’,’’,’’,’’);
elseif get(handles.fuen_comp,’Value’)==0&&get (handles.bip_comp,
’Value’)==
x=euler (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,’’,@fun_prueba_2,
nu,@beta,’’);
else
x=euler (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,@term_fuente,
@fun_prueba_2,nu,0@beta,’’);
end
set (handles.panel_datos,’Visible’,’off’)
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
if get(handles.animacion,’Value’)==
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
animacion(x,p)
else
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
dibujar (x)
end

elseif get(handles.euler,’Value’)==0&&get (handles.rk4,’Value’)==
if get(handles.fuen_comp,’Value’)==0&&get (handles.bip_comp,
’Value’)==
x=rk4 (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,’’,’’,’’,’’,’’);
elseif get(handles.fuen_comp,’Value’)==1&&get (handles.bip_comp,
’Value’)==
x=rk4 (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,@term_fuente,’’,’’,’’,%7);
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elseif get(handles.fuen_comp,’Value’)==0&&get (handles.bip_comp,
’Value’)==
x=rk4 (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,’’,@fun_prueba_2,
nu,@beta,’’);
else
x=rk4 (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,@term_fuente,
@fun_prueba_2,nu,@beta,’’);
end
set (handles.panel_datos,’Visible’,’off’)
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
if get(handles.animacion,’Value’)==
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
animacion(x,p)
else
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
dibujar(x)
end

elseif get(handles.euler,’Value’)==1&&get (handles.rk4,’Value’)==
if get(handles.fuen_comp, ’Value’)==0&&get (handles.bip_comp,
’Value’)==
x=euler (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,’’,’’,’’,?’,7’);
y=rk4 (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,’’,’’,’’,’?,’’);
elseif get(handles.fuen_comp,’Value’)==1&&get (handles.bip_comp,
’Value’)==

x=euler (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,@term_fuente,’’,’’,’’,’’);

y=rk4 (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,@term_fuente,’’,’’,’’,%7);
elseif get(handles.fuen_comp,’Value’)==0&&get (handles.bip_comp,
’Value’)==
x=euler (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,’’,@fun_prueba_2,
nu,@beta,’’);
y=rk4 (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,’’,@fun_prueba_2,
nu,@beta,’’);
else
x=euler (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,@term_fuente,
@fun_prueba_2,nu,@beta,’’);
y=rk4 (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,@term_fuente,
@fun_prueba_2,nu,@beta,’’);
end
set (handles.panel_datos,’Visible’,’off’)
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
if get(handles.animacion,’Value’)==
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
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animacionh(x,y,’Euler’, ’Runge-Kutta 4’ ,p)
else

set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)

subplot(1,1,1); plot(0,0)

comparacionh(x,y, ’Euler’, ’Runge-Kutta 4’)
end

end

set (handles.repetir, ’Enable’,’on’);

set (handles.exportar, ’Enable’,’on’);

set (handles.cargar_datos, ’Enable’,’on’) ;

function seleccion_dimensiones_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)
if get(handles.menu_front,’Value’)==
if get(handles.seleccion_dimensiones_dist,’Value’)==

set (handles.x_param_1,’Enable’,’on’) ;set (handles.x_param_2,
’Enable’,’on’);

set (handles.y_param_1, ’Enable’,’off’);set(handles.y_param_2,
’Enable’,’off’);

set (handles.z_param_1,’Enable’,’off’);set(handles.z_param_2,
’Enable’,’off’);

set(handles.x_centro_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.x_centro_2,
’Enable’,’on’);

set (handles.y_centro_1,’Enable’,’off’);set(handles.y_centro_2,
’Enable’,’off’);

set(handles.z_centro_1,’Enable’,’off’) ;set(handles.z_centro_2,
’Enable’,’off’);

set(handles.i_def,’Enable’,’on’) ;set(handles.i_inf,’Enable’,’on’);
set (handles.i_sup, ’Enable’,’on’);

set (handles. j_def, ’Enable’,’0off’) ;set(handles. j_inf, ’Enable’,’off’);
set (handles. j_sup, ’Enable’,’off’);

elseif get(handles.seleccion_dimensiones_dist,’Value’)==2

set (handles.x_param_1,’Enable’,’on’) ;set (handles.x_param_2,
’Enable’,’on’);

set (handles.y_param_1,’Enable’,’on’) ;set (handles.y_param_2,
’Enable’,’on’);

set (handles.z_param_1,’Enable’,’off’);set(handles.z_param_2,
’Enable’,’off’);

set(handles.x_centro_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.x_centro_2,
’Enable’,’on’);

set (handles.y_centro_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.y_centro_2,
’Enable’,’on’);

set(handles.z_centro_1,’Enable’,’off’) ;set(handles.z_centro_2,
’Enable’,’off’);

set(handles.i_def,’Enable’,’on’) ;set(handles.i_inf,’Enable’,’on’);
set (handles.i_sup, ’Enable’,’on’);
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set (handles. j_def, ’Enable’,’off’);set(handles.j_inf, ’Enable’,’off’);
set (handles. j_sup, ’Enable’,’off’);
else
set (handles.x_param_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.x_param_2,
’Enable’,’on’);
set (handles.y_param_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.y_param_2,
’Enable’,’on’);
set (handles.z_param_1, ’Enable’,’on’) ;set(handles.z_param_2,
’Enable’,’on’);
set(handles.x_centro_1, ’Enable’,’on’) ;set(handles.x_centro_2,
’Enable’,’on’);
set(handles.y_centro_1, ’Enable’,’on’) ;set(handles.y_centro_2,
’Enable’,’on’);
set(handles.z_centro_1, ’Enable’,’on’) ;set(handles.z_centro_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.i_def,’Enable’,’on’);
set(handles.i_inf,’Enable’,’on’) ;set(handles.i_sup, ’Enable’,’on’);
set (handles. j_def, ’Enable’,’on’) ;set(handles.j_inf, ’Enable’,’on’);
set (handles. j_sup, ’Enable’,’on’);
end
elseif get(handles.menu_front,’Value’)==2
if get(handles.seleccion_dimensiones_dist,’Value’)==
set(handles.x_cart_1, ’Enable’,’on’) ;set(handles.x_cart_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.x_cart_3, Enable’,’on’);
set (handles.y_cart_1,’Enable’,’off’);set(handles.y_cart_2,
’Enable’,’off’);set(handles.y_cart_3, ’Enable’,’off’);
set(handles.z_cart_1,’Enable’,’off’) ;set(handles.z_cart_2,
’Enable’,’off’);set(handles.z_cart_3,’Enable’,’off’);
set (handles.x_centro_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.x_centro_2,
’Enable’,’on’);
set (handles.y_centro_1, ’Enable’,’off’) ;set(handles.y_centro_2,
’Enable’,’off’);
set(handles.z_centro_1, ’Enable’,’off’) ;set(handles.z_centro_2,
’Enable’,’off’);
elseif get(handles.seleccion_dimensiones_dist,’Value’)==2
set(handles.x_cart_1, ’Enable’,’on’) ;set(handles.x_cart_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.x_cart_3, ’Enable’,’on’);
set(handles.y_cart_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.y_cart_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.y_cart_3, ’Enable’,’on’);
set(handles.z_cart_1, ’Enable’,’off’) ;set(handles.z_cart_2,
’Enable’,’off’);set(handles.z_cart_3,’Enable’,’off’);
set(handles.x_centro_1, ’Enable’,’on’) ;set(handles.x_centro_2,
’Enable’,’on’);
set (handles.y_centro_1, ’Enable’,’on’) ;set(handles.y_centro_2,
’Enable’,’on’);
set (handles.z_centro_1,’Enable’,’off’) ;set(handles.z_centro_2,
’Enable’,’off’);
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else
set(handles.x_cart_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.x_cart_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.x_cart_3, Enable’,’on’);
set (handles.y_cart_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.y_cart_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.y_cart_3, ’Enable’,’on’);
set(handles.z_cart_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.z_cart_2,
’Enable’,’on’) ;set(handles.z_cart_3, Enable’,’on’);
set(handles.x_centro_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.x_centro_2,
’Enable’,’on’);
set (handles.y_centro_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.y_centro_2,
’Enable’,’on’);
set(handles.z_centro_1,’Enable’,’on’) ;set(handles.z_centro_2,
’Enable’,’on’);
end
end

function seleccion_dimensiones_dist_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function calcular_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)

global dim x0 a b m lambda nu texto_funcionrestricciones...
x_centro y_centro z_centro X_param y_param Zz_param. ..
x_cart_1 x_cart_2 y_cart_1 y_cart_2 z_cart_1 z_cart_2...
xyddl d2 XY Z pl p2 i_inf i_sup j_inf j_sup tam tam_param...
texto_fun_prueba_2 texto_term_fuente texto_beta tipo_calculo

tipo_calculo=2;

j=get (handles.int_dominiok, ’String’);
texto_funcionrestricciones=str2func(strcat(’Q(t,x)’,j));
e=get (handles.x_centro_1,’String’);
x_centro=str2func(strcat(’Q(t)’,e));
r=get (handles.y_centro_1,’String’);
y_centro=str2func(strcat(’Q(t)’,r));
u=get (handles.z_centro_1,’String’);
z_centro=str2func(strcat (’Q(t)’,u));
x_param=get (handles.x_param_1,’String’);
y_param=get (handles.y_param_1,’String’);
z_param=get (handles.z_param_1,’String’);
x_cart_l=get (handles.x_cart_1,’String’);
x_cart_2=get(handles.x_cart_2,’String’);
y_cart_1l=get(handles.y_cart_1,’String’);
y_cart_2=get (handles.y_cart_2,’String’);
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z_cart_1l=get(handles.z_cart_1,’String’);

z_cart_2=get (handles.z_cart_2,’String’);
i_inf=str2double(get(handles.i_inf,’String’));
i_sup=str2double(get(handles.i_sup,’String’));
j_inf=str2double(get (handles. j_inf,’String’));
j_sup=str2double(get (handles.j_sup,’String’));
tam=str2double(get (handles.tam,’String’));
tam_param=str2double(get (handles.tam_param,’String’));

fig_resultados= axes (’Parent’,handles.panel_resultados, ’Position’,
[.1 .1 .9 .9],’Color’,’b’);

dim=get (handles.seleccion_dimensiones_dist,’Value’);
x0=str2num(get (handles.x0_dist, ’String’));
a=str2double(get (handles.a_dist,’String’));
b=str2double(get (handles.b_dist,’String’));
m=str2double(get (handles.m_dist,’String’));
lambda=str2double(get (handles.lambda_dist,’String’));
nu=str2double(get (handles.nu_1_dist,’String’));
pl=str2double(get (handles.pl_1_dist,’String’));
p2=str2double(get (handles.p2_1_dist,’String’));

k=get (handles.bip_int_1_dist,’String’);
texto_fun_prueba_2=str2func(strcat(’Q(t,x)’,k));
l=get (handles.fuen_int_1_dist,’String’);
texto_term_fuente=str2func(strcat(’@(t,x)’,1));

n=get (handles.beta_1_dist,’String’);
texto_beta=str2func(strcat(’@(t,x)’,n));

if get(handles.euler_dist,’Value’)==1&&get (handles.rk4_dist,’Value’)==0
if get(handles.fuen_comp_dist,’Value’)==0&&get (handles.bip_comp_dist,
’Value’)==
[x,d]=euler(@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,’’,’’,’’,’’,0dominiok) ;
elseif get(handles.fuen_comp_dist,’Value’)==1&&get
(handles.bip_comp_dist,’Value’)==
[x,d]=euler(@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,@term_fuente,’’,’’,’’,
@dominiok) ;
elseif get(handles.fuen_comp_dist,’Value’)==0&&get
(handles.bip_comp_dist,’Value’)==
[x,d]=euler(@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,’’,@fun_prueba_2,
nu,@beta,@dominiok) ;
else
[x,d]=euler(@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,@term_fuente,
@fun_prueba_2,nu,0@beta,’’);
end

elseif get(handles.euler_dist,’Value’)==0&&get (handles.rk4_dist,’Value’)==
if get(handles.fuen_comp_dist,’Value’)==0&&get
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(handles.bip_comp_dist,’Value’)==
[x,d]=rk4 (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,’’,’’,’’,’’ ,@dominiok) ;
elseif get(handles.fuen_comp_dist,’Value’)==1&&get
(handles.bip_comp_dist,’Value’)==
[x,d]=rk4 (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,@term_fuente,’’,’’,’’ ,@dominiok) ;
elseif get(handles.fuen_comp_dist,’Value’)==0&&get
(handles.bip_comp_dist,’Value’)==
[x,d]=rk4 (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,’’,@fun_prueba_2,
nu,@beta,@dominiok) ;
else
[x,d]=rk4 (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,@term_fuente,
@fun_prueba_2,nu,@beta,’’);
end
end

if get(handles.euler_dist,’Value’)==1&&get (handles.rk4_dist,’Value’)==0]]...
get(handles.euler_dist,’Value’)==0&&get (handles.rk4_dist,’Value’)==
set (handles.panel_distancia,’Visible’,’off’)
if get(handles.animacion_dist,’Value’)==1&&get
(handles.tipo_animacion_1,’Value’)==
[X,Y,Z]=dominio(get (handles.menu_front,’Value’));
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
animacionl(x,d,X,Y,Z,pl,p2)
elseif get(handles.animacion_dist,’Value’)==1&&get
(handles.tipo_animacion_1,’Value’)==2
[X,Y,Z]=dominio(get (handles.menu_front,’Value’));
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
animacion2(x,d,X,Y,Z,pl,p2)
elseif get(handles.animacion_dist,’Value’)==1&&get
(handles.tipo_animacion_1,’Value’)==3
[X,Y,Z]=dominio(get (handles.menu_front,’Value’));
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
animacion3(x,d,X,Y,Z,pl,p2)
else
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
dibujar_dist(x,d)
end
end

if get(handles.euler_dist,’Value’)==1&&get (handles.rk4_dist,’Value’)==
if get(handles.fuen_comp_dist,’Value’)==0&&get
(handles.bip_comp_dist,’Value’)==
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[x,d1]=euler (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,’’,’’,’’,’’ ,@dominiok) ;
[y,d2]=rk4 (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,’’,’’,’’,’’ ,@dominiok) ;
elseif get(handles.fuen_comp_dist,’Value’)==1&&get
(handles.bip_comp_dist,’Value’)==
[x,d1]=euler (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,@term_fuente,
22 00 00 @dominiok) ;
[y,d2]=rk4 (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,@term_fuente,
22 20 20 @dominiok) ;
elseif get(handles.fuen_comp_dist,’Value’)==0&&get
(handles.bip_comp_dist, ’Value’)==
[x,d1]=euler (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,’’,@fun_prueba_2,nu,
@beta,@dominiok) ;
[y,d2]=rk4 (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,’’,0fun_prueba_2,nu,
@beta,@dominiok) ;
else
[x,d1]=rk4 (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,@term_fuente,
@fun_prueba_2,nu,@beta,@dominiok) ;
[y,d2]=rk4 (@fun_prueba,x0,a,b,m,lambda,@term_fuente,
@fun_prueba_2,nu,@beta,@dominiok) ;
end
set (handles.panel_distancia,’Visible’,’off’)
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
comparacionh_dist(x,y,d1,d2,’Euler’, ’Runge-Kutta 4°)

end

set (handles.repetir,’Enable’,’on’);

set (handles.exportar, ’Enable’,’on’);

set (handles.cargar_datos, ’Enable’,’on’);

function euler_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)

if get(handles.rk4_dist,’Value’)==1&&get (handles.euler_dist,’Value’)==

set (handles.animacion_dist,’Enable’,’off’);

set (handles.pl_1_dist, ’Enable’,’off’);set(handles.pl_2_dist,
’Enable’,’off’);

set (handles.p2_1_dist, ’Enable’,’off’) ;set(handles.p2_2_dist,
’Enable’,’off’);

set (handles.tipo_animacion_1, ’Enable’,’off’) ;set
(handles.tipo_animacion_2,’Enable’,’off’);
else

set(handles.animacion_dist,’Enable’,’on’);

set (handles.pl_1_dist,’Enable’,’on’) ;set(handles.pl_2_dist,
’Enable’,’on’);

set (handles.p2_1_dist, ’Enable’,’on’) ;set(handles.p2_2_dist,
’Enable’,’on’);
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set (handles.tipo_animacion_1,’Enable’,’on’);set
(handles.tipo_animacion_2,’Enable’,’on’);
end

function rk4_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)

if get(handles.rk4_dist,’Value’)==1&&get (handles.euler_dist,’Value’)==

set (handles.animacion_dist,’Enable’,’off’);

set(handles.pl_1_dist,’Enable’,’off’);set(handles.pl_2_dist,
’Enable’,’off’);

set(handles.p2_1_dist,’Enable’,’off’) ;set(handles.p2_2_dist,
’Enable’,’off’);

set (handles.tipo_animacion_1,’Enable’,’off’) ;set
(handles.tipo_animacion_2,’Enable’,’off’);
else

set(handles.animacion_dist,’Enable’,’on’);

set (handles.pl_1_dist,’Enable’,’on’);set(handles.pl_2_dist,
’Enable’,’on’);

set (handles.p2_1_dist,’Enable’,’on’);set(handles.p2_2_dist,
’Enable’,’on’);

set (handles.tipo_animacion_1,’Enable’,’on’);set
(handles.tipo_animacion_2,’Enable’,’on’);
end

function a_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)
function a_dist_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end
function b_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)
function b_dist_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function m_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)

function m_dist_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
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if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’) ;
end

function lambda_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)
function lambda_dist_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’) ;
end

function x0_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)

function x0_dist_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))
set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function animacion_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)
if get(handles.animacion_dist,’Value’)==
set(handles.pl_1_dist,’Enable’,’on’) ;set(handles.pl_2_dist,
’Enable’,’on’);
set(handles.p2_1_dist,’Enable’,’on’) ;set(handles.p2_2_dist,
’Enable’,’on’);
set(handles.tipo_animacion_1,’Enable’,’on’);set
(handles.tipo_animacion_2,’Enable’,’on’);
else
set(handles.pl_1_dist,’Enable’,’off’);set(handles.pl_2_dist,
’Enable’,’off’);
set (handles.p2_1_dist, ’Enable’,’off’) ;set(handles.p2_2_dist,
’Enable’,’off’);
set (handles.tipo_animacion_1, ’Enable’,’off’) ;set
(handles.tipo_animacion_2,’Enable’,’off’);
end

function pl_1_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)
function pl_1_dist_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),

get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))
set (hObject, ’BackgroundColor’, ’white’);
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end
function p2_1_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)
function p2_1_dist_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function int_dominiok_Callback(hObject, eventdata, handles)
function int_dominiok_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function menu_Callback(hObject, eventdata, handles)
function datos_Callback(hObject, eventdata, handles)

function resultados_Callback(hObject, eventdata, handles)
set(handles.textol,’Visible’,’off’) ;set(handles.texto?2,
’Visible’,’off’);set(handles.texto3,’Visible’,’off’);

set (handles.panel_datos,’Visible’,’off’)

set (handles.panel_distancia,’Visible’,’off’)

set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)

set (handles.cargar_datos, ’Enable’, ’on’)

function general_Callback(hObject, eventdata, handles)
set (handles.textol,’Visible’,’off’) ;set(handles.texto?2,
’Visible’,’off’);set(handles.texto3,’Visible’,’off’);
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’off’)

set (handles.panel_distancia,’Visible’,’off’)

set (handles.panel_datos,’Visible’,’on’)

set (handles.cargar_datos, ’Enable’,’off’)

function ejemplos_Callback(hObject, eventdata, handles)
function distancia_Callback(hObject, eventdata, handles)

set (handles.textol,’Visible’,’off’) ;set(handles.texto?2,
’Visible’,’off’);set(handles.texto3,’Visible’,’off’);
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set (handles.panel_resultados,’Visible’,’off’)
set (handles.panel_datos,’Visible’,’off’)

set (handles.panel_distancia,’Visible’,’on’)
set (handles.cargar_datos, ’Enable’, ’off’)

function tipo_animacion_1_Callback(hObject, eventdata, handles)
function tipo_animacion_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’) ;
end

function bip_comp_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)

if get(handles.bip_comp_dist,’Value’)==
if get(handles.fuen_comp_dist,’Value’)==
axes(handles.formula_2)
formula = imread(’imagenes\bipotencial_term_fuente_dist.png’);
image (formula) ;
axis off
axis image
set(handles.bip_int_1_dist,’Enable’,’on’);set
(handles.bip_int_2_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.bip_int_3_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.nu_1_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.nu_2_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.nu_3_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.nu_4_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.beta_1_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.beta_2_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.beta_3_dist, ’Enable’,’on’);
set (handles.fuen_int_1_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.fuen_int_2_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.fuen_int_3_dist, ’Enable’,’on’);
else
axes(handles.formula_2)
formula = imread(’imagenes\bipotencial_dist.png’);
image (formula) ;
axis off
axis image
set(handles.bip_int_1_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.bip_int_2_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.bip_int_3_dist,’Enable’,’on’);
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set(handles.nu_1_dist, ’Enable’,’on’);
set (handles.nu_2_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.nu_3_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.nu_4_dist, ’Enable’,’on’);
set(handles.beta_1_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.beta_2_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.beta_3_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.fuen_int_1_dist,’Enable’,’off’);
set(handles.fuen_int_2_dist,’Enable’,’off’);
set(handles.fuen_int_3_dist,’Enable’,’off’);
end
elseif get(handles.fuen_comp_dist,’Value’)==
axes(handles.formula_2)
formula = imread(’imagenes\term_fuente_dist.png’);
image (formula) ;
axis off
axis image
set(handles.bip_int_1_dist,’Enable’,’off’);
set(handles.bip_int_2_dist,’Enable’,’off’);
set (handles.bip_int_3_dist, ’Enable’,’off’);
set(handles.nu_1_dist,’Enable’,’off’);
set (handles.nu_2_dist,’Enable’,’off’);
set (handles.nu_3_dist,’Enable’,’off’);
set(handles.nu_4_dist,’Enable’,’off’);
set(handles.beta_1_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.beta_2_dist, ’Enable’,’on’);
set(handles.beta_3_dist, ’Enable’,’on’);
set (handles.fuen_int_1_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.fuen_int_2_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.fuen_int_3_dist,’Enable’,’on’);
else
axes(handles.formula_2)
formula = imread(’imagenes\distancia.png’);
image (formula) ;
axis off
axis image
set(handles.bip_int_1_dist,’Enable’,’off’);
set (handles.bip_int_2_dist, ’Enable’,’off’);
set (handles.bip_int_3_dist, ’Enable’,’off’);
set (handles.nu_1_dist,’Enable’,’off’);
set(handles.nu_2_dist, ’Enable’,’off’);
set (handles.nu_3_dist,’Enable’,’off’);
set(handles.nu_4_dist, ’Enable’,’off’);
set (handles.beta_1_dist,’Enable’,’off’);
set (handles.beta_2_dist,’Enable’,’off’);
set(handles.beta_3_dist, ’Enable’,’off’);
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set (handles.fuen_int_1_dist,’Enable’,’off’);
set (handles.fuen_int_2_dist,’Enable’,’off’);
set (handles.fuen_int_3_dist,’Enable’,’off’);
end

function fuen_comp_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)

if get(handles.bip_comp_dist,’Value’)==
if get(handles.fuen_comp_dist,’Value’)==
axes(handles.formula_2)
formula = imread
(’imagenes\bipotencial_term_fuente_dist.png’);
image (formula) ;
axis off
axis image
set(handles.bip_int_1_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.bip_int_2_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.bip_int_3_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.nu_1_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.nu_2_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.nu_3_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.nu_4_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.beta_1_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.beta_2_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.beta_3_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.fuen_int_1_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.fuen_int_2_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.fuen_int_3_dist,’Enable’,’on’);
else
axes(handles.formula_2)
formula = imread(’imagenes\bipotencial_dist.png’);
image (formula) ;
axis off
axis image
set(handles.bip_int_1_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.bip_int_2_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.bip_int_3_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.nu_1_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.nu_2_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.nu_3_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.nu_4_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.beta_1_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.beta_2_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.beta_3_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.fuen_int_1_dist,’Enable’,’off’);
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set (handles.fuen_int_2_dist,’Enable’,’off’);
set (handles.fuen_int_3_dist,’Enable’,’off’);
end
elseif get(handles.fuen_comp_dist,’Value’)==
axes(handles.formula_2)
formula = imread(’imagenes\term_fuente_dist.png’);
image (formula) ;
axis off
axis image
set(handles.bip_int_1_dist,’Enable’,’off’);
set(handles.bip_int_2_dist, ’Enable’,’off’);
set (handles.bip_int_3_dist, ’Enable’,’off’);
set (handles.nu_1_dist,’Enable’,’off’);
set(handles.nu_2_dist, ’Enable’,’off’);
set (handles.nu_3_dist,’Enable’,’off’);
set(handles.nu_4_dist, ’Enable’,’off’);
set (handles.beta_1_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.beta_2_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.beta_3_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.fuen_int_1_dist,’Enable’,’on’);
set(handles.fuen_int_2_dist,’Enable’,’on’);
set (handles.fuen_int_3_dist,’Enable’,’on’);
else
axes(handles.formula_2)
formula = imread(’imagenes\distancia.png’);
image (formula) ;
axis off
axis image
set(handles.bip_int_1_dist,’Enable’,’off’);
set(handles.bip_int_2_dist, ’Enable’,’off’);
set(handles.bip_int_3_dist, ’Enable’,’off’);
set(handles.nu_1_dist,’Enable’,’off’);
set (handles.nu_2_dist,’Enable’,’off’);
set (handles.nu_3_dist,’Enable’,’off’);
set (handles.nu_4_dist,’Enable’,’off’);
set(handles.beta_1_dist,’Enable’,’off’);
set(handles.beta_2_dist, ’Enable’,’off’);
set (handles.beta_3_dist,’Enable’,’off’);
set (handles.fuen_int_1_dist,’Enable’,’off’);
set (handles.fuen_int_2_dist,’Enable’,’off’);
set(handles.fuen_int_3_dist,’Enable’,’off’);
end

function fuen_int_1_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)
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function fuen_int_1_dist_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))
set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end
function bip_int_1_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)
function bip_int_1_dist_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))
set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end
function nu_1_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)
function nu_1_dist_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))
set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’) ;
end
function beta_1_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)
function beta_1_dist_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))
set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end
function x_param_1_Callback(hObject, eventdata, handles)
function x_param_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))
set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function y_param_1_Callback(hObject, eventdata, handles)

function y_param_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
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if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function z_param_1_Callback(hObject, eventdata, handles)
function z_param_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end
function x_centro_1_Callback(hObject, eventdata, handles)
function x_centro_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end
function y_centro_1_Callback(hObject, eventdata, handles)
function y_centro_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end
function z_centro_1_Callback(hObject, eventdata, handles)
function z_centro_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function x_cart_2_Callback(hObject, eventdata, handles)

function x_cart_2_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
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if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’) ;
end

function y_cart_1_Callback(hObject, eventdata, handles)
function y_cart_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’) ;
end

function z_cart_1_Callback(hObject, eventdata, handles)
function z_cart_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function menu_front_Callback(hObject, eventdata, handles)
if get(handles.menu_front,’Value’)==
set(handles.front_cart,’Visible’,’off’)
set (handles.front_param,’Visible’,’on’)
seleccion_dimensiones_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)
elseif get(handles.menu_front,’Value’)==2
set (handles.front_param,’Visible’,’off’)
set(handles.front_cart,’Visible’,’on’)
seleccion_dimensiones_dist_Callback(hObject, eventdata, handles)
end

function menu_front_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))
set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’) ;
end
function y_cart_2_Callback(hObject, eventdata, handles)

function y_cart_2_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
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get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))
set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function z_cart_2_Callback(hObject, eventdata, handles)
function z_cart_2_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function x_cart_1_Callback(hObject, eventdata, handles)
function x_cart_1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end

function repetir_ClickedCallback(hObject, eventdata, handles)
global x y d d1 d2 X Y Z p pl p2 tipo_calculo

if tipo_calculo==
if get(handles.animacion,’Value’)==

if get(handles.euler,’Value’)==1&&get (handles.rk4, ’Value’)==
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
comparacionh(x,y, ’Euler’, ’Runge-Kutta 4’)

else

set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)

subplot(1,1,1); plot(0,0)

dibujar(x)

end

else

if get(handles.euler,’Value’)==1&&get (handles.rk4, ’Value’)==
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
animacionh(x,y,’Euler’, ’Runge-Kutta 4’,p)

else
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
animacion(x,p)

end
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end

elseif tipo_calculo==2
if get(handles.animacion_dist,’Value’)==0
if get(handles.euler_dist,’Value’)==1&&get
(handles.rk4_dist,’Value’)==
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
comparacionh_dist(x,y,d1,d2, Euler’, ’Runge-Kutta 4’)
else
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
dibujar_dist(x,d)
end
else
if get(handles.euler_dist,’Value’)==1&&get
(handles.rk4_dist,’Value’)==
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
comparacionh_dist(x,y,d1,d2, Euler’, ’Runge-Kutta 4’)

elseif get(handles.tipo_animacion_1,’Value’)==
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
animacionl(x,d,X,Y,Z,pl,p2)

elseif get(handles.tipo_animacion_1,’Value’)==
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
animacion2(x,d,X,Y,Z,pl,p2)

elseif get(handles.tipo_animacion_1,’Value’)==
set (handles.panel_resultados,’Visible’,’on’)
subplot(1,1,1); plot(0,0)
animacion3(x,d,X,Y,Z,pl,p2)

end

end
end

function i_inf_Callback(hObject, eventdata, handles)
function i_inf_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),

get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))
set (hObject, ’BackgroundColor’, ’white’);
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end
function i_sup_Callback(hObject, eventdata, handles)
function i_sup_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end
function j_inf_Callback(hObject, eventdata, handles)
function j_inf_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end
function j_sup_Callback(hObject, eventdata, handles)
function j_sup_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end
function tam_Callback(hObject, eventdata, handles)
function tam_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end
function tam_param_Callback(hObject, eventdata, handles)
function tam_param_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal(get(hObject,’BackgroundColor’),
get (0, ’defaultUicontrolBackgroundColor’))

set (hObject, ’BackgroundColor’,’white’);
end
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function exportar_ClickedCallback(hObject, eventdata, handles)
global T x y d d1 d2 X Y Z tipo_calculo

[n, " ]=size(x); T=T(1:n)’;
if tipo_calculo==
if (get(handles.euler,’Value’)==1&&get (handles.rk4,’Value’)==0)1]...

(get (handles.rk4,’Value’)==1&&get (handles.euler,’Value’)==0)
res=[x TJ];
[nombre,rutal=uiputfile(’*.txt’, ’Exportar resultados’);
direccion=strcat (ruta,nombre);
dlmwrite(direccion,res,’delimiter’,’\t’, ’precision’,’%.6f’, ’newline’,’pc’);

elseif get(handles.euler,’Value’)==1&&get (handles.rk4,’Value’)==

res=[x y T];

[nombre,rutal=uiputfile(’*.txt’, ’Exportar resultados’);

direccion=strcat(ruta,nombre);

dlmwrite(direccion,res,’delimiter’,’\t’, ’precision’,’%.6f’, ’newline’,’pc’);

end

elseif tipo_calculo==2;

if ((get(handles.euler_dist,’Value’)==1&&get (handles.rk4_dist,’Value’)==0)|]...
(get (handles.rk4_dist,’Value’)==1&&get (handles.euler_dist,’Value’)==0))&&. ..
get(handles.animacion_dist, ’Value’)==0

d=[d;d(n-1)1;

res=[x d T];

[nombre,rutal=uiputfile(’*.txt’, ’Exportar resultados’);

direccion=strcat(ruta,nombre) ;

dlmwrite(direccion,res,’delimiter’,’\t’, ’precision’,’%.6f’, ’newline’,’pc’);

elseif ((get(handles.euler_dist,’Value’)==1&&get (handles.rk4_dist,’Value’)==0)|]...

(get (handles.rk4_dist, ’Value’)==1&&get (handles.euler_dist, ’Value’)==0))&&. ..
get (handles.animacion_dist,’Value’)==
d=[d;d(n-1)7;
sep=zeros(n,1);
for i=1:n
sep(i,1)=Nal;
end
[m, " ]=size(X);
if m"=n
for i=n+1:m
sep(i,1)=1;
x(i,:)=0;
d(i)=0;
T(i)=0;
end



150 6. Anexos

end

res=[x d T sep X Y Z];

[nombre,rutal=uiputfile(’*.txt’, ’Exportar resultados’);

direccion=strcat (ruta,nombre);
dlmwrite(direccion,res,’delimiter’,’\t’, ’precision’,’%.6f’, ’newline’,’pc’);

elseif get(handles.euler_dist,’Value’)==1&&get(handles.rk4_dist,’Value’)==
di=[d1;d1(n-1)1; d2=[d2;d2(n-1)];
res=[x y d1 42 T];
[nombre,rutal=uiputfile(’*.txt’, ’Exportar resultados’);
direccion=strcat (ruta,nombre);
dlmwrite(direccion,res,’delimiter’,’\t’, ’precision’,’%.6f’, ’newline’,’pc’);
end

end

function cargar_datos_ClickedCallback(hObject, eventdata, handles)

[nombre,rutal=uigetfile(’*.txt’,’Cargar datos para representar’);
direccion=strcat(ruta,nombre);
res=dlmread(direccion, ’\t’);
[tipo_problema,ok] = listdlg(’ListString’,{’Caso general sin animacion ->
1 metodo’;...
’Caso general sin animacion -> Comparacion 2 metodos’;...
’Caso general con animacion -> 1 metodo’;...
’Caso general con animacion -> Comparacion 2 metodos’;...
’Funcion distancia sin animacion -> 1 metodo’;...
’Funcion distancia sin animacion -> Comparacion 2 metodos’;...
’Funcion distancia con animacion 1 -> 1 metodo’;...
’Funcion distancia con animacion 2 -> 1 metodo’;...
’Funcion distancia con animacion 3 -> 1 metodo’},...
’SelectionMode’,’single’,’Name’,’Tipo de problema’,’PromptString’,...
’Seleccione tipo de problema’,’ListSize’,[300 150]);
if ok==
switch tipo_problema
case 1
fig_resultados= axes(’Parent’ ,handles.panel_resultados,
’Position’,[.1 .1 .9 .9]);
[*,n]l=size(res);
x=res(:,1:n-1);
subplot(1,1,1); plot(0,0)
dibujar (x)
case 2
fig_resultados= axes(’Parent’ ,handles.panel_resultados,
’Position’,[.1 .1 .9 .9]);
[*,n]l=size(res);
x=res(:,1:(n-1)/2);
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y=res(:,(n-1)/2+1:n-1);
subplot(1,1,1); plot(0,0)
comparacionh(x,y, ’Euler’, ’Runge-Kutta 4°’)
case 3
fig_resultados= axes(’Parent’ ,handles.panel_resultados,
’Position’,[.1 .1 .9 .9]1);
[*,n]l=size(res);
x=res(:,1:n-1);
subplot(1,1,1); plot(0,0)
animacion(x,0.01)
case 4
fig_resultados= axes(’Parent’,handles.panel_resultados,
’Position’,[.1 .1 .9 .9]);
[,n]=size(res);
x=res(:,1:(n-1)/2);
y=res(:, (n-1)/2+1:n-1);
subplot(1,1,1); plot(0,0)
animacionh(x,y,’Euler’,’Runge-Kutta 4’,0.01)
case 5
fig_resultados= axes(’Parent’ ,handles.panel_resultados,
’Position’,[.1 .1 .9 .9]);
[*,n]=size(res);
x=res(:,1:n-2);
d=res(:,n-1);
subplot(1,1,1); plot(0,0)
dibujar_dist(x,d)
case 6
fig_resultados= axes(’Parent’,handles.panel_resultados,
’Position’,[.1 .1 .9 .9]);
[,n]=size(res);
x=res(:,1: (n-3)/2);
y=res(:, (n-3)/2+1:n-3);
dl=res(:,n-2);
d2=res(:,n-1);
subplot(1,1,1); plot(0,0)
comparacionh_dist(x,y,d1,d2, Euler’, ’Runge-Kutta 4’)
case 7
fig_resultados= axes(’Parent’,handles.panel_resultados,
’Position’,[.1 .1 .9 .9]);
a=0;
[,n]=size(res);
g=isnan(res(1,:));
for i=1:n
if q(i)==
a=i;
end
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end
c=find(res(:,a)>0,1);
x=res(l:c-1,1:a-3);
d=res(l:c-1,a-2);
b=(n-a)/3;
X=res(:,a+l:a+b);
Y=res(:,a+b+1:a+2x*b);
Z=res(:,a+2*xb+1:n);
subplot(1,1,1); plot(0,0)
animacioni1(x,d,X,Y,Z,0.01,0.01)
case 8
fig_resultados= axes(’Parent’,handles.panel_resultados,
’Position’,[.1 .1 .9 .9]);

a=0;
[~,n]l=size(res);
g=isnan(res(1,:));
for i=1:n

if q(i)==

a=i;

end
end
c=find(res(:,a)>0,1);
x=res(l:c-1,1:a-3);
d=res(l:c-1,a-2);
b=(n-a)/3;
X=res(:,a+l:a+b);
Y=res(:,a+b+1:a+2%b);
Z=res(:,a+2*xb+1:n);
subplot(1,1,1); plot(0,0)
animacion2(x,d,X,Y,Z,0.01,0.01)

case 9
fig_resultados= axes(’Parent’ ,handles.panel_resultados,
’Position’,[.1 .1 .9 .9]);

a=0;
[*,n]l=size(res);
g=isnan(res(1,:));
for i=1:n

if q(i)==

a=i;

end
end
c=find(res(:,a)>0,1);
x=res(l:c-1,1:a-3);
d=res(l:c-1,a-2);
b=(n-a)/3;
X=res(:,a+l:a+b);
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Y=res(:,a+b+1:a+2*b);
Z=res(:,a+2*xb+1:n);
subplot(1,1,1); plot(0,0)
animacion3(x,d,X,Y,Z,0.01,0.01)
end
end

6.2.2 fun_prueba.m

function f=fun_prueba(t,x)
global texto_fun_prueba

f=feval (texto_fun_prueba,t,x);

6.2.3 fun_prueba_2.m

function f=fun_prueba_2(t,x)
global texto_fun_prueba_2

f=feval (texto_fun_prueba_2,t,x);

6.2.4 beta.m

function f=beta(t,x)
global texto_beta
f=feval(texto_beta,t,x);

6.2.5 term_fuente.m

function f=term_fuente(t,x)
global texto_term_fuente

f=feval (texto_term_fuente,t,x);

6.2.6 funcionobjetivo.m

function f=funcionobjetivo(y)
global cx cy cz dim lambdal

if dim==
f=sqrt ((y(2)-y(1))~2)+1/(2*lambdal) * ((y (1) -cx)"2);

elseif dim==2
f=sqrt ((y(3) -y (1)) "2+(y(4)-y(2))"2)+...
1/(2*lambdal) * ((y(3)-cx) "2+ (y(4)-cy) "2);
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elseif dim==3
f=sqrt ((y(4) -y (1)) "2+(y(5)-y(2))"2+(y(6)-y(3))"2)+. ..
1/(2%1lambdal)* ((y (4)-cx) "2+(y(5)-cy) "2+(y(6)-cz) "2);

end

6.2.7 funcionrestricciones.m

function f=funcionrestricciones(x)
global t texto_funcionrestricciones

f=feval (texto_funcionrestricciones,t,x);

6.2.8 funciondistancia.m

function f=funciondistancia(y)
global dim sol

if dim==
f=sqrt ((sol(1)-y(1))"2);

elseif dim==2
f=sqrt ((sol(1)-y(1)) "2+ (s01(2)-y(2))"2);

elseif dim==3
f=sqrt ((sol(1)-y(1)) "2+ (s01(2)-y(2)) 2+(s01(3)-y(3))"2);

end

6.2.9 centro.m

function [x,y,z]=centro(t)
global x_centro y_centro z_centro

x=feval(x_centro,t);
y=feval (y_centro,t);
z=feval(z_centro,t);

6.2.10 cartesianas.m

function [x,y,z]=cartesianas(t,tam)
global dim x_cart_1 x_cart_2 y_cart_1 y_cart_2 z_cart_1 z_cart_2

a=str2func(strcat(’@(t)’,x_cart_1));
x_lim_izq=feval(a,t);
b=str2func(strcat (’Q(t)’,x_cart_2));
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x_lim_der=feval(b,t);
incr=(x_lim_der-x_lim_izq)/tam;
x=x_lim_izq:incr:x_lim_der;
y=0; z=0;
if dim==2
x=[x x];
y=zeros(1,2*%tam+2) ;
for 1=1:tam+1
c=str2func(strcat(’@(t,x)’,y_cart_1));
y(1)=feval(c,t,x(1));
end
for l=tam+2:2*tam+2
d=str2func(strcat(°Q(t,x)’,y_cart_2));
y(1)=feval(d,t,x(1));
end

elseif dim==3
X=zeros(tam+1,tam+1);
Y=zeros(tam+1,tam+1);
Zl=zeros(tam+1,tam+1);
Z2=zeros (tam+1,tam+1);

c=str2func(strcat(’Q(t,x)’,y_cart_1));
d=str2func(strcat(°Q@(t,x)’,y_cart_2));
e=str2func(strcat(’@(t,x,y)’,z_cart_1));
f=str2func(strcat(’@(t,x,y)’,z_cart_2));

for i=1:tam+1
X(@i,:)=x(i);
end
for j=1l:tam+1
Y(1,j)=feval(c,t,X(1,j));Y(tam+1,j)=Ffeval(c,t,X(tam+1,j));
Z1(1,j)=feval(e,t,X(1,j),Y(1,j));Z1(tam+1, j)=feval(e,t,
X(tam+1,j),Y(tam+1,j));
Z2(1,j)=feval(e,t,X(1,j),Y(1,j));Z2(tant+1, j)=feval(e,t,
X(tam+1,j),Y(tam+1,3));
end

for i=2:tam
y_lim_inf=feval(c,t,x(i));
y_lim_sup=feval(d,t,x(i));
incr_y=(y_lim_sup-y_lim_inf)/tam;
malla_y=y_lim_inf:incr_y:y_lim_sup;
Y(i,:)=malla_y;
for j=1l:tam+l

Z1(i,j)=feval(e,t,X(i,j),¥Y(i,j));
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Z2(i,j)=feval(f,t,X(i,3),Y(i,j));
end

end

X=real(X) ;Y=real(Y);Zl=real(Z1) ;Z2=real (Z2);
Z=[Z1;22];

x=[X;X];

y=LY;Y];

z=Z;

end

6.2.11 parametricas.m

function [x,y,z]=parametricas(t,i,j)
global x_param y_param z_param

a=str2func(strcat(’@(t,i,j)’,x_param));
b=str2func(strcat(’@(t,i,j)’,y_param));
c=str2func(strcat(’Q(t,i,j)’,z_param));
x=feval(a,t,i,j);
y=feval(b,t,i,j);
z=feval(c,t,i,j);

6.2.12 dibujar.m

function dibujar(x)
global dim T
pos=zeros(1,dim);
leyenda={’valores de x’;’valores de y’;’valores de z’};
if dim>1
for i=1:dim
pos(1,1i)=2%i;
subplot (dim,2,2*x(i-1)+1); plot(T,x(:,1i))
xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(i));
end
if dim==2
subplot (dim,2,pos) ;plot(x(:,1),x(:,2))
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));
elseif dim==3

subplot (dim,2,pos) ;xlabel(leyenda(1l)); ylabel(leyenda(2));

zlabel(leyenda(3));
set(gca, ’CameraPosition’, [10,10,10]);
plot3(x(:,1),x(:,2),x(:,3))
grid on
end
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else

plot(T,x(:,1))

xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(1l));
end

6.2.13 dibujar_dist.m

function dibujar_dist(x,d)
global dim T m
pos=zeros(1,dim);
leyenda={’valores de x’;’valores de y’;’valores de z’};
if dim>1
for i=1:dim
pos(1,1i)=2%i;
subplot(dim+1,2,2*(i-1)+1); plot(T,x(:,1i))
xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(i));
end
subplot(dim+1,2,2*dim+1) ; plot(T(1:m),d)
xlabel(’valores de t’); ylabel(’distancia’);
if dim==2
subplot(dim+1,2,pos) ;plot (x(:,1),x(:,2))
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));
elseif dim==3
subplot(dim+1,2,pos) ;plot3(x(:,1),x(:,2),x(:,3))
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2)) ;zlabel(leyenda(3))
grid on
end
else
subplot(1,2,1); plot(T,x(:,1))
xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(1));
subplot(1,2,2); plot(T(1:m),d)
xlabel(’valores de t’); ylabel(’distancia’);
end

6.2.14 comparacionh.m

function comparacionh(x,y,metodol,metodo2)
global dim T
pos=zeros(1,dim);
leyenda={’Valores de x’;’Valores de y’;’Valores de z’};
if dim>1
for i=1:dim
pos(1,i)=4x(i-1)+2;
subplot(dim,4,4*(i-1)+1); plot(T,x(:,1))
xlabel(’Valores de t’); ylabel(leyenda(i));title(metodol);
subplot(dim,4,4*(i-1)+3); plot(T,y(:,i))
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xlabel(’Valores de t’); ylabel(leyenda(i));title(metodo2);
end
if dim==2
subplot (dim,4,pos) ;plot(x(:,1),x(:,2))
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));title(metodol);
subplot(dim,4,pos+2);plot(y(:,1),y(:,2))
xlabel(leyenda(1l)); ylabel(leyenda(2));title(metodo2) ;

else if dim==3
subplot (dim,4,pos);
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));zlabel(leyenda(3));
title(metodol);
set(gca, ’CameraPosition’, [10,10,10]) ;plot3(x(:,1),x(:,2),
x(:,3))
grid on
subplot (dim,4,pos+2);
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));zlabel(leyenda(3));
title(metodo2);
set(gca, ’CameraPosition’, [10,10,10]) ;plot3(y(:,1),y(:,2),
y(:,3))
grid on
end
end
else
subplot(1,2,1);plot(T,x(:,1));
xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(l));title(metodol);
subplot(1,2,2);plot(T,y(:,1));
xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(1l));title(metodo2) ;
end

6.2.15 comparacionh_dist.m

function comparacionh_dist(x,y,d1,d2,metodol,metodo2)
global dim T m
pos=zeros(1,dim);
leyenda={’Valores de x’;’Valores de y’;’Valores de z’};
if dim>1
for i=1:dim
pos(1,i)=4%(i-1)+2;
subplot (dim+1,4,4*(i-1)+1); plot(T,x(:,1))
xlabel(’Valores de t’); ylabel(leyenda(i));title(metodol);
subplot(dim+1,4,4%(i-1)+3); plot(T,y(:,i))
xlabel(’Valores de t’); ylabel(leyenda(i));title(metodo2);
end
subplot(dim+1,4,4*dim+1); plot(T(1:m),d1)
xlabel(’valores de t’); ylabel(’distancia’);title(metodol);
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subplot(dim+1,4,4*dim+3); plot(T(1:m),d2)
xlabel(’valores de t’); ylabel(’distancia’);title(metodo2);
if dim==2
subplot(dim+1,4,pos) ;plot(x(:,1),x(:,2))
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));title(metodol);
subplot(dim+1,4,pos+2) ;plot(y(:,1),y(:,2))
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));title(metodo2);
else if dim==3
subplot(dim+1,4,pos);plot3(x(:,1),x(:,2),x(:,3))
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));zlabel(leyenda(3));
title(metodol);
grid on
subplot(dim+1,4,pos+2) ;plot3(y(:,1),y(:,2),y(:,3))
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2)) ;zlabel(leyenda(3));
title(metodo?2) ;
grid on
end
end
else
subplot(2,2,1);plot(T,x(:,1));
xlabel (’valores de t’); ylabel(leyenda(1));title(metodol);
subplot(2,2,2);plot(T,y(:,1));
xlabel (’valores de t’); ylabel(leyenda(1));title(metodo2);
subplot(2,2,3); plot(T(1:m),d1)
xlabel(’valores de t’); ylabel(’distancia’);title(metodol);
subplot(2,2,4); plot(T(1:m),d2)
xlabel(’valores de t’); ylabel(’distancia’);title(metodo2);
end

6.2.16 animacion.m

function animacion(x,p)

global dim T m

pos=zeros(1,dim);

leyenda={’valores de x’;’valores de y’;’valores de z’};
if dim>1

for i=1:dim
pos(1,i)=2%i;
subplot(dim,2,2*(i-1)+1);
xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(i));
for j=1:m+1
hold on
plot(T(j),x(j,1))
pause (p)
end
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end
if dim==2
subplot (dim,2,pos);
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));
for j=1:m+1
hold on
plot(x(j,1),x(j,2))
pause (p)
end
elseif dim==3
subplot (dim,2,pos);
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));zlabel(leyenda(3));
set(gca, ’CameraPosition’, [10,10,10]);
grid on
for j=1:m+1
hold on
plot3(x(j,1),x(j,2),x(j,3))
pause (p)
end
end
else
plot(T,x(:,1))
xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(1l));
end

6.2.17 animacionh.m

function animacionh(x,y,metodol,metodo2,p)

global dim T m

pos=zeros(1,dim);

leyenda={’Valores de x’;’Valores de y’;’Valores de z’};

if dim>1
for i=1:dim
pos(1,i)=4x(i-1)+2;
for j=1:m+1
subplot(dim,4,4*(i-1)+1);
plot(T(j),x(j,1i))
xlabel(’Valores de t’); ylabel(leyenda(i));
title(metodol);
hold on
subplot(dim,4,4*(i-1)+3);
plot(T(j),y(j,1))
xlabel(’Valores de t’); ylabel(leyenda(i));
title(metodo?2) ;
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hold on
pause (p)
end
end
if dim==2
for j=1:m+1
subplot (dim,4,pos);
plot(x(j,1),x(j,2),’d’)
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));title(metodol);
hold on
subplot (dim,4,pos+2);
plot(y(j,1),y(j,2),’d”)
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));title(metodo2) ;
hold on
pause (p)
end

elseif dim==3
for j=1:m+1
subplot (dim,4,pos);
plot3(x(j,1),x(j,2),x(j,3),’d’)
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));
zlabel(leyenda(3));title(metodol);
grid on
hold on
subplot (dim,4,pos+2);
plot3(y(j,1),y(j,2),y(j,3),’d’)
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));
zlabel(leyenda(3));title(metodo?2);
grid on
hold on
pause (p)
end
end
else
subplot(1,2,1);plot(T,x(:,1));
xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(1l));title(metodol);
subplot(1,2,2);plot(T,y(:,1));
xlabel (’valores de t’); ylabel(leyenda(1));title(metodo2);
end

6.2.18 animacionl.m

function animacionl(x,d,X,Y,Z,pl,p2)
global dim T m tipo_front
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[7,n]=size(X);
pos=zeros(1,dim);
leyenda={’valores de x’;’valores de y’;’valores de z’};

if dim==2
for i=1:dim
pos(1,1i)=2%i;
subplot (dim+1,2,2*%(i-1)+1);
xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(i));
for j=1:m+1
hold on
plot(T(j),x(j,1i))
pause (p1)
end
end
subplot(dim+1,2,2*dim+1) ;
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));
for j=1:m+1
hold on
plot(x(j,1),x(j,2))
pause (pl)
end

subplot(dim+1,2,2*dim+2) ;
xlabel(’valores de t’);ylabel(’distancia’);
for j=1:m
hold on
plot(T(j),d(j))
pause (p1)
end

subplot(dim+1,2,pos);
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));
if tipo_front==
for j=1:m+1
plot(x(j,1),x(j,2),’d’,X(j,:),¥(j,:),’r?)
pause (p2)
end
elseif tipo_front==2
for j=1:m+1
plot(x(j,1),x(j,2),’d’,X(j,1:n/2),Y(j,1:n/2),’r’,
X(j,n/2+1:n),Y(j,n/2+1:n),’r?)
pause (p2)
end
end
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elseif dim==3

for

for i=1:dim
pos(1,i)=2xi;
subplot(dim,2,2*(i-1)+1);
xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(i));
for j=1:m+1
hold on
plot (T(j),x(j,1))
pause (pl)
end
end

subplot(dim,2,2%dim) ;
xlabel(’valores de t’);ylabel(’distancia’);
for j=1:m
hold on
plot(T(j),d(3))
pause (p1)
end

subplot(dim+1,2,pos);
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));zlabel(leyenda(3))
set (gca, ’CameraPosition’, [10,10,10]);
i=1:dim
subplot(dim,2,2%(i-1)+1);
plot(T,x(:,i),’”)
end
subplot(dim,2,2%dim) ;
plot(T(1:m),d,”’?)
subplot(dim+1,2,pos);
if tipo_front==2
for j=1:m+1
plot3(x(j,1),x(j,2),x(j,3),’d”)
hold on
grid on

surf (X(2xn* (j-1)+1:2%n*j,:),Y(2*xn*x (j-1)+1:2%n*j,:), ...

Z(2*n*x(j-1)+1:2%n*j,:),’FaceColor’,’red’,

’FaceAlpha’,0.6)

hold off
pause (p2)
end
elseif tipo_front==
for j=1:m
plot3(x(j,1),x(j,2),x(j,3),’d’)
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hold on
grid on

surf (X(nx(j-1)+1:nxj,:),Y(n*x(j-1)+1:n*j,:),...

Z(n*x(j-1)+1:n%j,:),’FaceColor’,’red’,

’FaceAlpha’,0.6)

hold off

pause (p2)

end
end

else
plot(T,x(:,1))
xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(1l));
end

6.2.19 animacion2.m

function animacion2(x,d,X,Y,Z,pl,p2)
global dim T m tipo_front

[7,n]=size(X);

pos=zeros(1,dim);

leyenda={’valores de x’;’valores de y’;’valores de z’};
H=zeros(m+1,n);

for 1=1:m+1
H(,:)=T();
end

if dim==2
for i=1:dim
pos(1,1i)=2x%i;
subplot (dim+1,2,2*(i-1)+1);
xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(i));
for j=1:m+1
hold on
plot(T(j),x(j,1))
pause (pl)
end
end
subplot(dim+1,2,2*dim+1) ;
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));
for j=1:m+1
hold on
plot(x(j,1),x(j,2))
pause (p1)
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end

subplot(dim+1,2,2*dim+2) ;
xlabel(’valores de t’);ylabel(’distancia’);
for j=1:m
hold on
plot(T(j),d(3))
pause (pl)
end

subplot(dim+1,2,pos);
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));
set(gca, ’CameraPosition’, [10,10,10]);
if tipo_front==
for j=1:m+1
hold on
grid on
plot3(x(j,1),x(5,2),T(3),’d’,X(5,:),Y(j, ),
H(j,:),’r?)
pause (p2)
end
elseif tipo_front==2
for j=1:m+1
hold on
grid on
plot3(x(j,1),x(j,2),T(j),’d’,X(j,1:n/2),Y(j,1:n/2),
H(j,1:n/2),’r’,X(j,n/2+1:n),Y(j,n/2+1:n) ,H(j,n/2+1:n),
)r))
pause (p2)
end
end

elseif dim==3

for i=1:dim
pos(1,i)=2%i;
subplot(dim,2,2*(i-1)+1);
xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(i));
for j=1:m+1
hold on
plot (T(j),x(j,1))
pause (p1)
end
end

subplot(dim,2,2%dim) ;
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xlabel(’valores de t’);ylabel(’distancia’);
for j=1:m

hold on

plot(T(j),d(j))

pause (p1)
end

subplot(dim+1,2,pos);
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));zlabel(leyenda(3));
set (gca, ’CameraPosition’, [10,10,10]);
for j=1:m+1
hold on
plot3(x(j,1),x(j,2),x(j,3))
grid on
pause (p2)
end

else

plot(T,x(:,1))

xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(1l));
end

6.2.20 animacion3.m

function animacion3(x,d,X,Y,Z,pl,p2)
global dim T m tipo_front

[7,n]l=size(X);
pos=zeros(1,dim);
leyenda={’valores de x’;’valores de y’;’valores de z’};

if dim==2
for i=1:dim
pos(1,1i)=2%i;
subplot (dim+1,2,2*%(i-1)+1);
xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(i));
for j=1:m+1
hold on
plot(T(j),x(j,1i))
pause (p1)
end
end
subplot(dim+1,2,2*dim+1) ;
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));
for j=1:m+1
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hold on
plot(x(j,1),x(j,2))
pause (pl)

end

subplot(dim+1,2,2*dim+2) ;
xlabel(’valores de t’);ylabel(’distancia’);
for j=1:m
hold on
plot(T(j),d(j))
pause (p1)
end

subplot(dim+1,2,pos);
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));
if tipo_front==
hold on
h=plot (X(1,:),Y(1,:),’r’);
plot(x(1,1),x(1,2),’d”)
pause (p2)
for j=2:m+1
delete(h)
h=plot (X(j,:),¥(j,:),’r’);
plot(x(j,1),x(j,2),’d’)
pause (p2)
end
elseif tipo_front==2
hold on
h=plot (X(1,1:n/2),Y(1,1:n/2),’r’,X(1,n/2+1:n),Y(1,n/2+1:n),
7r7);
plot(x(1,1),x(1,2),’d’);
pause (p2)
for j=2:m+1
delete(h)
h=plot (X(j,1:n/2),Y(j,1:n/2),’r’,X(j,n/2+1:n),
Y(j,n/2+1:n),’r’);
plot(x(j,1),x(j,2),’d’);
pause (p2)
end
end

elseif dim==3
for i=1:dim

pos(1,i)=2%i;
subplot(dim,2,2*(i-1)+1);
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xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(i));
for j=1:m+1
hold on
plot(T(j),x(j,1i))
pause (p1)
end
end

subplot(dim,2,2*dim) ;
xlabel(’valores de t’);ylabel(’distancia’);
for j=1:m
hold on
plot(T(j),d(j))
pause (p1)
end

subplot(dim+1,2,pos);
xlabel(leyenda(1)); ylabel(leyenda(2));zlabel(leyenda(3))
set(gca, ’CameraPosition’, [10,10,10]);
for i=1:dim
subplot(dim,2,2*(i-1)+1);
plot(T,x(:,i),’”)
end
subplot(dim,2,2*dim) ;
plot(T(1:m),d,”’?)
subplot(dim+1,2,pos);
if tipo_front==
hold on
grid on
h=surf (X(n*(1-1)+1:n%1,:),Y(n*x(1-1)+1:n*x1,:),...
Z(n*x(1-1)+1:n%1,:),’FaceColor’,’red’,
’FaceAlpha’,0.6);
plot3(x(1,1),x(1,2),x(1,3),°d’)
pause (p2)
for j=2:m+1
delete(h)
h=surf (X(n*x(j-1)+1:n*j,:),Y(*x(j-1)+1:n*j,:),...
Z(n*(j-1)+1:n*j,:),’FaceColor’,’red’,
’FaceAlpha’,0.6);
plot3(x(j,1),x(j,2),x(j,3),’d’)
pause (p2)
end
elseif tipo_front==2
hold on
grid on
h=surf (X(2*n*x(1-1)+1:2*nx*1,:) ,Y(2*n*x(1-1)+1:2%nx*1,:), ...
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Z(2*n*(1-1)+1:2*n*1, :),’FaceColor’,’red’,
’FaceAlpha’,0.6);
plot3(x(1,1),x(1,2),x(1,3),°d’)
pause (p2)
for j=2:m+1
delete(h)

h=surf (X(2*n* (j-1)+1:2*n*j,:) ,Y(2*xn*x (j-1)+1:2*n*j,:), ...

Z(2*n*x(j-1)+1:2%n*j,:),’FaceColor’,’red’,

’FaceAlpha’,0.6);

plot3(x(j,1),x(j,2),x(j,3),’d’)

pause (p2)

end
end

else
plot(T,x(:,1))
xlabel(’valores de t’); ylabel(leyenda(1));
end



170 6. Anexos




Bibliografia

1]

[13]

H. Attouch y M.-O. Czarnecki, Asymptotic behavior of coupled dynami-
cal systems with multiscale aspects, J. Differential Equations, 248 (2010),
1315-1344.

J.-P. Aubin, L’analyse non linéaire et ses motivations économiques, Masson,
1984.

J.-P. Aubin y A. Cellina, Differential Inclusions, Springer, 1984.

H. Brézis, Opérateurs maximaux monotones et semi-groupes de contrac-
tions dans les espaces de Hilbert, North-Holland, 1973

F.H. Clarke, Optimization and Nonsmooth Analysis, 1990 (reimpresién de
la edicién de Wiley, 1983).

A. Dontchev y F. Lempio, Difference methods for differential inclusions: a
survey, STAM Review, 34 (1992), 263-294.

S.D. Flaam, J.-B. Hiriart-Urruty y A. Jourani, Feasibility in finite time, J.
Dynamical and Control Systems, 15 (2009), 537-555.

D.J. Higham y N.J. Higham, MATLAB Guide, STAM, 2005.

J.-B. Hiriart-Urruty y C. Lemaréchal, Convex Analysis and Minimization
Algorithms I, Springer, 1993.

S. Hu y N.S. Papageorgiou, Handbook of Multivalued Analysis, Vol. II:
Applications, Kluwer, 2000.

A. Iserles, A First Course in the Numerical Analysis of Differential Equa-
tions, Cambridge University Press, 1996.

A. Kuntsevich y F. Kappel, SolvOpt. The Solver for Local Nonlinear Opti-
mization Problems, 1997.
www.kfunigraz.ac.at/imawww/kuntsevich/solvopt

M.A. Lifante, Aproximacion numérica de flujos de potenciales no regulares,
Proyecto Fin de Carrera, ETSIT, UPCT, 2012.

171



172 BIBLIOGRAFIA

[14] J.H. Mathew y K.D. Fink, Métodos numéricos con MATLAB, Prentice Hall,
2000.

[15] R.T. Rockafellar, Convex Analysis, Princeton University Press, 1997 (1970,
la. edicién).

[16] R.T. Rockafellar y R. J.-B. Wets, Variational Analysis, Springer, 1998.



