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Resumen

Codificar una imagen bésicamente consiste en obtener una
representacién de la misma que esté bien adaptada al problema que se
maneje. Por ejemplo, comprimirla, eliminar el ruido o borrosidades que
pueda presentar, detectar bordes o cambios de color, restaurar partes
que estén deterioradas, etc. Entre los algoritmos que suelen aplicarse con
éxito en varios de los problemas mencionados, se encuentra un tipo de
algoritmos multirresolucién cuya definicién es posible gracias al teorema
fundamental del Calculo. Este teorema constituye una valiosa joya del
andlisis infinitesimal y determina el hecho de que derivadas e integrales
son procesos inversos. El objetivo del articulo en curso es presentar de
manera gradual este algoritmo y realizar con él alguna aplicacién propia
del tratamiento de iméagenes.

Proyecto/Grupo de investigacién: Aproximaciones no lineales para la
reconstruccién de datos discontinuos. Entidad financiadora: Ministerio de Ciencia e
Innovaciéon, MICINN-FEDER. Cédigo: MTM2010-17508.

Lineas de investigacion: Tratamiento de imdgenes; Andlisis multirresolucion;
Teoria de aproximacion; Andlisis infinitesimal.

1 Imagenes y matrices de niimeros naturales

Toda aquella persona que haya reducido la calidad de una fotografia presente
en la pantalla de su ordenador, habra podido comprobar la apariciéon de unos
pequenos cuadrados a lo largo y ancho de la imagen. Si se subdivide la imagen
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Figura 1: Ojo izquierdo de Lena (detalle) y niveles de gris de cada pixel

en NM cuadrados, con N, M € N, y a cada cuadrado se le asigna un ntmero,
entonces tendremos una codificacion de la imagen en términos de una matriz,
con N filas y M columnas. Con idea de que la matriz arroje cierta informacién
sobre la imagen, el nimero asignado no es arbitrario y suele estar relacionado
con el nivel de gris presente en el cuadrado correspondiente. En la figura 1 se
representa parte del ojo izquierdo de Lena! con los distintos pixels que definen
el ojo.

Se suele convenir que el nimero 0 represente al color blanco y el 255
represente al negro. De este modo, los nimeros enteros 1,2,---,254 definen
los niveles de gris intermedio. La matriz 5 x 5 de la tabla 1 corresponde al valor
de los niveles de gris de los pixels de la figura 1.

195 | 179 | 120 | 141 | 100
193 | 179 | 161 | 146 | 90
169 | 160 | 181 | 122 | 92
160 | 174 | 141 | 88 | 93
149 | 127 | 88 | 86 | 95

Tabla 1. Matriz con los niveles de gris de cada pixel de la figura 1.

De este modo, la imagen se define matematicamente como una aplicacion,
cuyo dominio es ahora una matriz arbitraria:

I;:{0,1,--- ,N—1} x {0,1,---,M —1} ~ [0,255] NN

Es habitual considerar M = N = 2L, El ntimero L se conoce como nivel de
resolucién. En el caso de trabajar con entradas naturales, la representacién se
denomina digital. La generalizacién al caso real proporciona la definicién de
imagen analégica y se representa mediante la aplicacion siguiente:

I,:D C RxR~— [0,255] CR.

1Lena aparece en todas las librerfas de imagenes como figura test.
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En estas lineas condideraremos imagenes codificadas mediante matrices de
nimeros naturales. Aunque parezca una obviedad, debemos tener presente que
la representacién unidimensional —por ejemplo de una de las filas de la matriz—
no es mas que una funcién constante a trozos o escalonada. La figura 2 representa
las cinco componentes de la primera fila de la matriz definida en la Tabla 1. Si
el soporte de cada escalon tiene longitud igual a la unidad, el area que encierra
coincide con el valor presente en la matriz, i.e., el valor que toma la funcién
constante a trozos sobre el eje de ordenadas.

190 1

180 - 4

170 9

160 1

140 9

130 1

120 —_ 1

Figura 2: Funcién escalonada definida con las cinco componentes de la primera
fila de la matriz

Los algoritmos lineales que consideran datos y salidas definidos mediante
matrices suelen estudiarse en primer lugar para el caso unidimensional.
Posteriormente se llevan hasta dimensién dos aplicando un razonamiento
estandar de producto tensor. En esta ocasién nos vamos a cenir a este guién.
Por tanto, el algoritmo objeto de este articulo se va a definir en dimensién uno.
De modo genérico puede decirse que un algoritmo multirresoluciéon es aquél
que conecta —a dos resoluciones consecutivas— los datos de un problema. Un
proceso iterativo nos permite conectar los datos a distintos niveles de resolucién.
La palabra multirresolucion queda, de esta manera, sobradamente justificada.
En la siguiente seccién se introducen con mas precision las claves del andlisis
multirresolucién.

2 Analisis multirresolucién

Las técnicas multiescala desempenan un papel importante en el Anélisis
Numérico. La idea original de la definiciéon de transformadas multirresolucién
consiste en comparar -via producto escalar- una senal dada con funciones muy
localizadas en tiempo y en frecuencia (wavelets). De este modo es posible obtener
informacién conjunta en las dos variables. La comparacién con exponenciales
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dependientes inicamente de la variable frecuencia nos lleva directamente hasta
la clasica transformada de Fourier.

Esa idea original se ha desarrollado de forma espectacular desde que se introdujo
a finales de los afios 80 [4], [7]. Lo que parecia una teoria repleta de artificios y
tricks resulté ser algo susceptible de ser generalizado dentro de un marco muy
flexible y natural. Es lo que se ha venido haciendo en lo que se conoce como la
segunda generacién de wavelets o wavelets generalizadas [5], [6], [8].

Analizar una senal a mas o menos resolucién depende del nimero de
coeficientes wavelet (no de Fourier) utilizados en su representacién en series
de wavelets. El nimero de coeficientes esta directamente relacionado con la
dimension del espacio vectorial al que pertenecen las funciones empleadas en
la serie. Estos espacios vectoriales se denominan més especificamente espacios
de aproximacién. Pertenecer a uno de ellos implica poseer una determinada
resolucion.

Maés precisamente, si se considera el caso unidimensional y el espacio de
sefiales de energfa finita L?(R), los espacios de aproximacién se definen formando
una cadena:

e CVaocVicWVycWVicVaC- Vi CVigy C--- C LA(R),

y asume que

Uw=r"®), ()W ={0}
keZ keZ
Los espacios Vi son espacios de aproximacién en los que se proyectan

senales que tienen resolucién 2¢, k € Z. A medida que k crece, los espacios
ganan en resolucién. De este modo, si f € L?(R), la proyeccién de f sobre
Vi v que denotaremos f¥, tiene menor resolucién que f¥t1, es decir, que
su proyeccién sobre Vii1. Aunque no es el objetivo de estas péaginas entrar
minuciosamente en definiciones y teoremas, no podemos dejar de mencionar que
la definicién matematica de resolucion tiene que ver con el niimero de elementos
que conforman una base de cada espacio de aproximacién. Por comodidad
de notacién, identificaremos las proyecciones f* con los coeficientes que la
determinan.

En el analisis multirresolucién tanto o mas importantes que los espacios Vj
son los espacios intermedios entre dos espacios de aproximacién consecutivos.
Son los denominados espacios de detalle. Es decir, los espacios Wy, tales que

Vi + Wi = Vi1 (1)

En el caso de que la suma anterior sea suma directa, entonces el marco de
andlisis multirresolucién que se define es ortogonal. En general W} no tiene por
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qué ser el complemento ortogonal de Vj, en Vj..1. Aligual que f* representan? los
coeficientes de la proyeccién de f sobre Vj, tenemos también que d¥ representan
los coeficientes de la proyeccioén de f sobre Wj. De este modo, y de acuerdo con
(1), se tiene que:

karl

{f*, d*} contiene la misma informacién que y

{f¥,d*, ... d°} contiene la misma informacién que f*+1.

Dado un vector original de datos, f* = (f*

J ), con k € N, una representacién

multirresolucién de f* es una sucesién
k=1 k-1 k-2 1 50
{f ) d ) d [ d ) d }

De modo genérico, un algoritmo multirresolucion relaciona los coeficientes fjk y
k k+1 . s k :
dj con fj . Teniendo en cuenta (1), el procedimiento para obtener f; a partir
de { f,’j_l, dz_l} se denomina reconstruccién. Reciprocamente, la obtencion de

{ f,’:fl,d’lzfl} a partir de f,’j se denomina descomposicién. Esquemaéticamente,
tenemos los algoritmos de descomposicién y reconstruccién como sigue:

ff — {f* 1 d*'} Descomposicién (pérdida de resolucion),

¥ —— {f* 1 d*'} Reconstruccién (incremento de resolucién).

Hasta ahora, todo lo que se ha comentado no deja de ser un ejercicio
puramente algebraico. Es muy relevante el hecho de que verdaderamente
existan bases de funciones que generan a los espacios de aproximacién y otras
bases, distintas a las anteriores pero relacionadas entre si, tales que generan a
los espacios de detalle. Justamente, éstas ultimas son las bases wavelet. La
construccién de tales bases conforman la teoria relacionada con la primera
generacién de wavelets, siendo referencias obligadas [4] y [7]. Alguna de estas
construcciones son poco amigables en el sentido de ser muy artificiosas. Nada
que ver con lo que sucede en el marco que generaliza a esta primera generacion
de wavelets. Si bien es cierto que “no debe generalizarse por generalizar”, en
muchas ocasiones la generalizacién permite encontrar teorias mas flexibles que
dan respuestas a problemas de muy diversa indole. La idea que hay detras de la
superacion de la primera generacion de wavelets es la siguiente: Puede pensarse
también que -en definitiva- trabajar con mas o menos resolucién depende
simplemente de la “cantidad de informacién” que se emplee. La cantidad de
informacion fiable en una sefial unidimensional puede venir dada por la cantidad
de evaluaciones de las que dispongamos [1], [2]. Un proceso -por ejemplo
de interpolacién- entre valores conocidos nos permite ganar informacién (o
resolucién). Es lo que se conoce como andlisis multirresolucién mediante valores
puntuales y estd directamente relacionado con el andlisis multirresolucién
basado en el calculo de areas. Los concretamos en la siguiente seccién. Un estudio
mds completo lo encontramos en [5] y [6].

2Es importante resaltar que los valores f* representan determinada cantidad relacionada
con f (no necesariamente evaluaciones de f). Esto es algo que no debe sorprender si pensamos
que los procesos de discretizaciéon dependen de la naturaleza de los datos.
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2.1 Analisis multirresolucién mediante cdlculo de areas

Sea N € N U {0}. Se define una particién uniforme del intervalo real [0, 1]
que emplea 2V + 1 puntos distanciados entre si una cantidad fija hy = 27N,
Denotaremos a esta particién X%, Asf,

XN .= {a:jv ?Zo y xj-vzth.

Al variar el nimero natural N se consiguen definir mas o menos puntos
en [0,1], originando mallas de mayor o menor resolucién. En concreto, las
mallas de menor resolucién que X7 se definen como particiones X* con
k =0,1,--- N — 1. Las mallas a dos resoluciones consecutivas se relacionan
mediante

xéc_] :Sﬁf_l, (.7207 72k71)' (2)

Por tanto, basta con eliminar las componentes impares de la malla de mayor
resolucién para obtener las componentes de la malla de menor resolucién.
Conviene notar que, al igual que sucede con los espacios de aproximacién Vi,
las mallas X* también estdn anidadas, i.e., forman la cadena

X0cX'cXxX?c---cXFlcXFc...

Segun sea el problema en el que se trabaje, esto es, segin sea la naturaleza
de los datos de los que disponemos, nos puede interesar conseguir férmulas
de descomposicién y reconstruccion que involucren a valores de una cierta
funcién F sobre las mallas X*, variando k. La multirresolucién mediante valores
puntuales constituye el ejemplo més sencillo de multirresolucion discreta. Basta
con definir

Ff = F(z}) (3)

y, en base a (2), se sigue la siguiente férmula de descomposicién:

k-1 k. o k-1
F7m0 = Fy (j=0,---,2°7%).
Para reconstruir valores ausentes de F sobre la malla X* a partir de
los valores sobre la malla X*~! se puede emplear con los valores F*~! una
sencilla técnica de interpolacién —pongamos lineal—. Si denotamos al interpolante
I(x; F*~1), entonces se obtienen aproximaciones de los valores ausentes en la
malla X*:
ik k k—1
F2j—1 = I($2j—1§ F*7). (4)

En principio, cualquier técnica de interpolacién es susceptible de ser
utilizada. Suele emplearse interpolacién central polinomial. En ese caso el
interpolante es un polinomio de grado 2p — 1, Univocamente determinado
por los 2p datos (Ff__pl, e ,Ff_;pl_l). Noétese que, en ese caso, el orden de la
aproximacién es r = 2p — 1. Asi,

P
I, s FR )y =" AP+ FE), (5)

m=1
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donde el calculo de A,, se realiza teniendo en cuenta la férmula del polinomio
interpolador de Lagrange. Como consecuencia, si F' es ya un polinomio de
grado menor o igual que 2p — 1, entonces la reconstruccion reproduce la propia
funciéon F' y los errores de interpolacién son nulos. En caso contrario, en las
componentes impares de la malla si se producen errores de interpolacién. Estos
errores juegan el papel de coeficientes de detalle entre dos representaciones a
resoluciones consecutivas. Si se denota

D;’C_IZFQICj—l_Fij—l; (j:O’...72k71)7

entonces {F*, D*} contiene la misma informaciéon queF**!. La férmula de

reconstruccién en este caso viene dada, para j = 0,--- , 25!, mediante:
ko k—1
By, = F}
P
k _ k—1 k—1 k—1
F2j—1 - E: Fa+m 1+ijm)+Dj :

m=1

Las férmulas de descomposicién y reconstruccién (2.1) y (6) concretan el
analisis multirresolucién para valores puntuales de una funcién F'. Sin embargo,
y volvendo al inicio del articulo, a la vista de la gréifica de la Figura 3, no
son precisamente los valores puntuales de la funcién escalonada lo que podria
interesar reconstruir o descomponer. Mas bien interesa relacionar la altura de
cada escalén a resoluciones distintas. Puesto que la base de cada escalén tiene de
longitud igual a la unidad, la altura coincide con el area de cada trozo constante.
Interesa, pues, conseguir férmulas de descomposicién y reconstruccién que
relacionen areas o, por el Teorema del valor medio, que relacionen valores
medios. Més precisamente, el valor medio que encierra una funcién f(z) sobre
el intervalo (2% Ti_q,T k) viene dado por

k
1 (%
f]k = —_—

» f(x)de.

-1

Teniendo en cuenta (2) y el hecho de que la integral sobre un intervalo se
puede descomponer como suma de integrales sobre una particién del mismo, se
deduce facilmente una férmula de descomposicién en el contexto de areas:

k
1 T
k—1
i = i1 /ﬁ—; fla)dz

k k
1 Toj 1 Taj
= e /:Dk f(x)dx—k/zk f(z)dx

. —2 2j—1
= §(f§j71 + kaj)'
Asi,
fk t= (f2] 1+f2j) (j:]-v"'a2k_1) (6)
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es la férmula de descomposicién que sirve de base para la escritura del algoritmo
de descomposicion. Respecto a la formula de reconstruccién, se hace necesario
recurrir a uno de los resultados méas importantes del andlisis infinitesimal, el
puente entre derivadas e integrales. Més precisamente, si a,b € Ria < by

queremos calcular la integral
b
[ @

el teorema fundamental del cdlculo establece que es suficiente con calcular una
funcién F tal que F’'(x) = f(x), para cada niimero x entre a y b; entonces®

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Esta ultima igualdad permite ver un drea como diferencia de evaluaciones
puntuales de una funcién F'. Justamente es la clave para relacionar el andlisis
multirresoluciéon mediante cédlculo de areas con el andlisis multirresolucién
mediante valores puntuales. De este modo, reconstruir valores medios de
f equivale —salvo constante multiplicativa— a hacer la resta entre las
reconstrucciones de los valores puntuales de F. Concretamente, si F(z) =

x
/ f(t)dt y se sigue la notacién introducida en (3), entonces
0

b1 .'E?*l B J :cf71
F! /0 f(t)dt_;/x“ f(t)dt

i—1
J
2 : k—1
= hkfl fl .
=1

De la expresién anterior, se obtiene que Ff*l — F]k_1 =hr_1 ffﬁl, ya que en la
suma se van cancelando todos los términos salvo ff_l. Por tanto,

k—1 __ 1 (Fk:—l Fk:—l) 7
fi = (7 = Fi) (7)
J hpq V4 J
Introducimos un interpolante para reconstruir la funcién primitiva de la manera
introducida en (4). Recordemos también que F f:ll = Fij_Q. De esta manera, la
expresion (7) sirve para encontrar una reconstruccién de los valores impares de

3No es cuestién, en un articulo como éste, de ir més alld de unas breves notas introduciendo
exigencias sobre la funcién f y detallando métodos del célculo infinitesimal. Sin embargo,
si queremos resaltar que la manera en que ese conjunto de resultados fueron descubiertos y
estudiados constituye una aventura intelectual que tardé casi dos mil anos en dar rigor a los
conceptos de derivada, integral o limite y llevarlos hasta la forma en la que los conocemos hoy.
Algunas de estas ideas, como por ejemplo considerar un drea como una coleccién (infinita)
de segmentos o un volumen como una coleccién (infinita) de dreas, fueron razonamientos que
Arquimedes, alld por el siglo III a.C., incluyé en su libro El Método, saltiandose de camino
la prohibicién aristotélica del uso del infinito en acto. Sorprendentemente esta misma idea no
apareci6 en las Matemadticas hasta el siglo XVII, dos mil anos después de Arquimedes.
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f a resolucion k. Esta reconstruccién la denotaremos mediante fjlC y viene dada
por

- 1 B 3
f2kj*1 - Rk—1 (I(‘”gpl?Fk N - Ff—f) . (8)
Andlogamente se obtiene también que
- 1 B B
f2kj = by (Ff t- I(mgj_ﬁFk 1)) . (9)

De (8) v (9) se sigue que
1

k—1

1/ z _ _
B (f2kj—1 ‘f‘fzkj) ) (F} = F5).

Teniendo en cuenta (7), y rehaciendo un poco los términos, tenemos que
7k k=1 _ 7k
f2j = 2f_j - f2j—1' (10)

Por tanto, la reconstruccién de los valores pares se hace mediante (10) en lugar
de emplear (9). Es posible dar una expresién equivalente a (8) en términos
tnicamente de los valores medios de f (no de su primitiva). Bdsicamente,
utilizando (5), y simplificando algunos términos, se tiene que

p—1

=8> A (Fh = o) (11)

m=1

donde \,, y A,, estan relacionados segin la férmula de recurrencia

A = 1,
)\m = )\m—l — 2Am, (m 2 1)

En definitiva, el algoritmo de reconstruccién se programa en base a (10) y
(11). En este caso, los coeficientes de detalle estan dados por

df_l = kaj—1—JE2kj—1
p—1
= S —fT =) A (o= £5n) G=1,- 28,
m=1

Los algoritmos son estables en el sentido de que una pequena variacién
en los datos iniciales (a descomponer o a reconstruir) produce una
variacion controlable mediante constantes en las sucesivas descomposiciones
o reconstrucciones. Es decir, supongamos que f° es un conjunto inicial
de datos que sufren una perturbacion fO. Si {f¥,dF d*1,... d'} y
{ fr dk, dt ,dl} son sus correspondientes representaciones multiescala a
resolucion k, entonces existen unas constantes C7 y Co tales que

k
175 = follz < Cullf® = fOllz + C2 Y lld = dlz,

=1
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donde, en general, para cualquier sucesion (uy, )nez se define ||ul|z = sup,,cz [un]-

La estabilidad de los distintos algoritmos multirresolucién (lineales y no
lineales) constituye una linea de investigacién muy activa. En [3] se ha logrado,
entre otras cosas, sintetizar y ajustar mas ain las constantes de estabilidad
presentes en una multitud de resultados conocidos. Para ello se empleado una
formulaciéon mas general de uno de los esquemas de reconstruccién no lineales
mds utilizados a dia de hoy. Como pequeno homenaje a Arquimedes, cerramos
esta seccion con una imagen de una escultura suya.

Figura 3: Arquimedes de Siracusa

2.1.1 Aplicaciones al analisis de la regularidad y a la compresion de
datos

En las proximidades de las discontinuidades de la funcién f, los coeficientes

de detalle df decaen. La velocidad de decaimiento estd relacionada con la

regularidad de f y el orden de precisién r que tenga el interpolante utilizado

en la reconstruccién. Més precisamente, la funcién f(z) en z = a* tiene ¢ — 1

derivadas continuas y una discontinuidad de salto en la derivada g—ésima de
E

magnitud [ f (Q)], entonces en los puntos Tj cercanos a x* se tiene que

&~ hi[f@], si 0<g<r
J hi f@, siog>r.

Como consecuencia de lo anterior se derivan, ademds, las siguientes
conclusiones:

(i) Lejos de las discontinuidades, los coeficientes d? decrecen a medida que se
va a niveles mas finos de resolucion.

(ii) En un entorno de una irregularidad de f(z), los coeficientes df son de

orden O([f])-

De este modo, es posible estudiar la regularidad local de una funcién f a
través de la multirresolucién de las medias. Otra de las aplicaciones de este tipo
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de algoritmos consiste en utilizarlos para comprimir datos. La técnica que suele
emplearse es una técnica de truncamiento de los coeficientes de detalle d;’?. Para
ello se redefinen como nulos aquellos coeficientes que estan por debajo de una
tolerancia prefijada €, > 0. Mas precisamente, los nuevos coeficientes de detalle
se definen mediante

g = {0, si |df| <ep

J d?, en caso contrario.

La reconstruccién utilizando los coeficientes truncados cif es estable -en base a
los resultados de estabilidad-. Por tanto, la compresién que se obtenga tras una
sucesion de reconstrucciones “no se aleja” de la reconstruccién que se obtiene
sin truncamiento. En la practica, se consigue elimininar el ruido presente en los
datos reconstruyendo con detalles truncados. Realizamos tres descomposiciones
sucesivas de la imagen original de la Figura 3 ( que corresponde a una matriz
de tamano 256 x 256).

Figura 4: Izquierda: Primera descomposicion de la imagen de la Figura 3.
Derecha: Suma de los detalles al primer nivel

Figura 5: Izquierda: Segunda descomposiciéon de la imagen de la Figura 3.
Derecha: Suma de los detalles al segundo nivel
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Figura 6: Izquierda: Tercera descomposicion de la imagen de la Figura 3.
Derecha: Suma de los detalles al tercer nivel

Finalmente, la Figura 7 (izquierda) muestra la versién comprimida de la
imagen de la Figura 3. La reconstruccién se obtiene mediante interpolacién
cubica con la imagen de la Figura 4 y todos los detalles igual a cero. La Figura
7 (derecha) muestra la reconstruccién obtenida a partir de la imagen original.

Figura 7: Izquierda: Reconstruccién de tamano 256 x 256 a partir de la primera
descomposicion con detalles nulos. Derecha: Reconstruccion de tamano 512 x 512
a partir de la imagen original de la Figura 3.

La reconstruccion de la imagen de partida produce un aumento de resolucién
que permite disponer de una imagen mas nitida que la original.
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