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Resumen

En este articulo investigamos la relacién que existe entre la entropia secuencial de una
funcién respecto a una sucesién A y la entropia secuencial de dicha funcién respecto a
las subsucesiones de A. Examinamos también una cuestién relacionada con la entropia
topolégica secuencial cero, y damos respuesta a una pregunta formulada por D. Newton
en 1970.

Introduccién

Sean (X,0(X),u) un espacio de Lebesgue y f : X — X una funcién medible que
conserva la medida p, esto es, tal que para todo conjunto M € [ (X) se verifica
que p(f'M) = p(M). Dadas una sucesién de enteros positivos A = {a;}3°, y una
particiéon finita A de X en conjuntos medibles, se define la entropia métrica secuencial
de [ (respecto a la sucesion A) en la particion A como

hua (f, A) = limsup lHu (\/ f"'aiA> :
i=1
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donde V., f7*A es la particién formada por las intersecciones de conjuntos de las
i=1
particiones f "% A coni=1,..,n,y
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Se define la entropia métrica secuencial de [ (respecto a la sucesion A) como

hyua (£) = sup by (£, A).

Cuando A = {i};°, tenemos la entropfa métrica usual, que denotaremos por h, (f).
La entropia métrica secuencial fue introducida en 1967 por A.G. Kusnhirenko [4] para
distinguir entre aplicaciones de entropia métrica cero.



Consideremos ahora un espacio topoldgico compacto y una funcién continua f :
X — X En este contexto, T. N. T. Goodman define en 1974 el concepto de entropia
topoldgica secuencial [2]. Dada una sucesién de enteros positivos A y un cubrimiento
finito A de X por conjuntos abiertos, se define la entropia topoldgica secuencial de f
en el cubrimiento A como

ha(f,A) = hmsup~log/\f<\/f alA)

-
o0 i=1

donde N (Vi f~*A) denota la minima cardinalidad de los subcubrimientos de X que

pueden extraerse de VI, f~*A. La entropta topoldgica secuencial de [ se define como
ha(f) = SljlphA (1, A).

La entropia topolégica secuencial es una buena herramienta para distinguir entre
funciones continuas del intervalo cadticas y no cadticas en el sentido de Li y Yorke (ver
(1]). Cuando A = {i};°, tenemos la entropia topolégica usual, que denotaremos por
h(f).

El objetivo de este articulo es, dada una sucesion A, estudiar el comportamiento
de la entropia métrica (topoldgica) secuencial respecto a subsucesiones de A. Ademds,
obtendremos resultados sobre sucesiones que proporcionan entropia secuencial nula.

Entropia y subsucesiones

Sea, A una sucesiéon de enteros positivos. La principal motivacién para el estudio de
ha(f)y hya (f) respecto a sucesiones la proporcionan las férmulas b (f™) = mh (f) y
hy (f™) = mh, (f), donde m es un nimero natural arbitrario (ver [8]). Dichas férmulas
no son satisfechas en general por la entropia secuencial. Existen ejemplos en [5] que
lo ponen de manifiesto. Ahora bien, dichas férmulas, en el caso de la entropia usual,
pueden ser escritas de la siguiente manera: hp (f) = mh(f) y hup(f) = mh,(f),
donde B = {mi};" , es decir, como férmulas que involucran la entropia de una sucesién,
la {i};°,, con una subsucesién de la misma. Nos planteamos entonces el siguiente
problema: dada una sucesiéon A y una subsucesién de la misma B, ;jqué relacion existe
entre las entropias topoldgicas ha (f) y hp (f), y entre las entropias métricas hy 4 (f)
Y b ()7

PROPOSICION 1. Sean (X, (X), u) un espacio de Lebesgue y f : X — X una funcién
medible conservando la medida p. Sean A = {a; } _, una sucesién de enteros positivos
y B = {ay}, una subsucesién de A. Pongamos b = lim supj_,oo—j. Entonces si

hua(f) > 0 0b < oo se verifica que hy, g (f) < bh,a(f).

Demostraciéon. Sea A una particiéon medible finita de X. Entonces

hp (f, A) = hmsule (\7}‘““":‘./1)

n—oo M j=1

< hmsup—————logH (\/f““./i)
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lim sup = lim sup — log H, <\/ fﬁaiA>

Tomando supremos se obtiene hg (f) < bhs (f). O

La siguiente proposicién es la andloga para entropia topoldgica secuencial. La
prueba es idéntica.

PROPOSICION 2. Sean X un espacio topoldgico compacto y f : X — X una funcién
continua. Sean A = {a;};°, una sucesién de enteros positivos y B = {a;;}3, una
subsucesién de A. Pongamos b = limsup,,_, ., lji Entonces si hy 4 (f) > 0 0b < oo se
verifica que hg (f) < bha (f).

Nétese que las Proposiciones 1y 2 evitan la posibilidad b = oo y by, 4 (f) = 0 [resp.
ha(f) = 0]. De hecho el caso b = 0o y ha(f) = 0 es indeterminado en el siguiente
sentido: existen ejemplos de funciones de entropia cero con entropia secuencial positiva
respecto a la sucesién {2¢}:°, (ver [2] o [5]).

Para agilizar la escritura supondremos hasta el final de la seccién que f, depen-
diendo del contexto, es una funcién que conserva una cierta medida p o una funcién
continua. A continuacién obtenemos una cota de la entropia secuencial respecto a la
sucesion A a partir de subsucesiones de la misma.

PROPOSICION 3. Sean A = {a;}2,, B = {0}, vy C = {c}2, tres sucesiones
estrictamente crecientes de enteros positivos tales que A = BUC y BNC = §. Sean

bp, = Card(B N {ay,a9,...,an}), én = Card(C N {ay,ag,...,a,}), ¥

. n . Cn
b = limsup —, ¢ = limsup—.
n—oo N n—oo T

Entonces ha (f) < bhp (f) + che (f) [resp. hpa (f) < bhup (f) + chuc (f)].

Demostracion. Haremos la prueba para el caso en que f es una funcién continua (el
otro es similar).
Sea A un cubrimiento finito por abiertos de X. Entonces

A(fLA) = hmsup log./\/ (\/f a’A)

—
n-—00 i=1

n-—oo nn n—oo NCp i=1

< Ilmsupmlog./\/ (\/ f~ ‘A) +hmsup——-~log_/\/ (V f_clA>
=1
< bh’B (fa‘A) + ChC(f"A)'

De aqui ha (f) < bhp(f) +che(f). O

Nota. Si A = U . Bm, donde las subsucesiones B,, son disjuntas dos a dos, existiran

nimeros by, € [0, 1] tales que ha (f) < 2% bihp, (f) [resp. hua (f) < S8, bshy s, (£)].
Para demostrarlo es suficiente proceder por induccién y seguir los pasos de la Propoel—

cién 3.



PROPOSICION 4. En las condiciones de la Proposicién 3, si ¢ = 0 entonces ha (f) =
hi (f) [resp. hya (f) = hyn (f)]
Demostracion. Supondremos por ejemplo que estamos en el caso en que f es una
funcién continua.

Como ¢ = limsup,,_, % = 0, también lim,,_, %— - 0. Como b, + &, = n para

cada n, b = limsup,,_, %ﬂ = liMy 00 éﬂ- = 1. Por la Proposicién 3, hy (f) < hp (f).

Para ver la desigualdad 1nve1sa sca A un cubrimiento finito por abiertos de X.
Si B = {ay}2,y b = lim SUP; o0 & J, la. Proposicién 1 implica hg (f, A) < bha (f, A)

en el caso de que b sea finito. Bastard entonces demostrar que b = 1. Ahora bien,

limy, oo & = 0, € in = by, + &, = n + &,. De aquf

n z 1

. in . n + 51' . n 1
= lim — = lim o= lim o = -
n—od mn—ro0 00
7’71, Z’Il

in
como queriamos demostrar. [J

Un resultado sobre entropia cero

A. Saleski probé en 7] que si f es una funcién invertible conservando una cierta medida
i, esta medida es ergddica para f [es decir, 7'M = M implica u(M) = 0 o 1],
¥ hyua(f) = 0 con A una sucesién creciente, entonces que hy, (f) = 0. Probamos a
continuacién un resultado anédlogo para la entropia topoldgica.
PROPOSICION 5. Sea f : X — X una funcién continua. Si A es una sucesién creciente
con hy (f) = 0 entonces h (f) = 0.
Demostracion. Consideramos primero el caso en el que f es invertible. Sea § (X) la
o—algebra de Borel de X y denotemos por M (X, f) el conjunto de todas las medidas
conservadas por f. De la desigualdad hu (f) > sup {hua (f) : p € M (X, f)} (ver [2]),
se deduce que hy 4 (f) = 0 para toda medida p conservada por f. En particular
hua(f) = 0 para toda medida ergédica p, con lo que h, (f) = 0 por [7]. Como
h(f) =sup{h,(f): p es ergodica} (ver [8]), se tiene que h (f) =

En el caso general definamos

Yr=A{(zo,21,...): [ (zp) = 2p-1, n=1,2,,,} C xN

Dicho conjunto es compacto y podemos definir un homeomorfismo f 1 &y — Xy dado
por f (zo,z1,...) = (f (zq), %o, z1,...). Puede demostrarse que h(f) = h(f) (ver [3]).
Por otro lado, [2] implica que que ha(f) < ha(f) = 0. Como la entropia siempre es
positiva o nula tenemos que h4( f ) = 0. Como f es invertible, aplicamos el resultado
del primer péarrafo para obtener h(f) = 0. Entonces h(f) = h(f) = 0. O

Sobre una cuestién de D. Newton

D. Newton plante en [6] la siguiente cuestién. Sea f una funcién invertible conser-
vando una medida ergddica pu. Si A = {a;};, es una sucesién de enteros positivos y
d (A) = limsup,,_,,, % < oo entonces se verifica que hy, 4 (f) < d (A) hy (f). D. Newton
pregunté acerca de si era siempre posible reemplazar “<” por “=”. A continuacién
damos un ejemplo que muestra que no.



Consideremos una funcién invertible tal que h, (f) > 0, y tal que la medida p sea
ergédica para f. [Por ejemplo, basta considerar la aplicacién shift o : (X2, 8 (32),u) —
(22,8 (X%, 1) donde ¥? = {{mn}f;woo :zy € {0, 1}}, B (£?) denota la o-algebra
producto, p es la medida producto, y dada una sucesién {z,}.. _ € »? se define
1% <{"3n}20:—oo> = {Zpt1}oe - Puede verse en [8] que o conserva la medida p, la cual
es ergédica y hy, (o) = log 2.

Sea {”j};‘;l una sucesion estrictamente creciente de enteros positivos tal que ny =
1 y con la propiedad de que si definimos b, = Card{n; € {1,2,..,n}:1<j <n}
entonces lim;_, o %’f— = 0 (por ¢jemplo puede tomarse la sucesion n; = 2771, Constru-
yamos la siguiente sucesion: an; = 2nj, y an;k = 205+ k si k < njyq —ny. s facil ver
que para esta sucesién d (4) = 2.

Por otra parte consideremos Sy4 (n,!) = Card UL, {—! + a4, ..., | + a;} . Puede verse
en [6] que hy 4 (0) = K (A) hy (0) st hy (0) > 0, con K (A) = limy_,o0 limsup,, o, —9—4%-’2

Entonces para nuestra sucesién A se verifica que Sg (n,1) < n-+2lb,, y as{f K (A) <
limy_e0 lim sup,, ., 222 = 1. Entonces hy, 4 (0) = hy (0) < d (A) by (o), y la respues-
ta a la pregunta de D. Newton es negativa.
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