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Introduccion

El objeto de esta memoria es el estudio del grupo de unidades U(ZG) del anillo
de grupo con coeficientes enteros ZG de un grupo finito G. Podemos enmarcar el
problema de estudiar U(ZG) en el problema més general de estudiar el grupo de las
unidades de un Z-orden en una algebra racional semisimple de dimensién finita. Este
tipo de érdenes son conocidos con el nombre de érdenes clasicos. En un reciente “sur-
vey” [39] sobre 6rdenes clasicos, Ernst Kleinert escribia lo siguiente: “La aritmética
de un orden clésico tiene dos partes naturales, la teoria de modulos y de unidades.
La teoria de médulos, conocida como Teoria de Representaciones Enteras, ha tenido
un desarrollo sistematico y ha generado poderosas técnicas. .. La teoria de unidades
no esta en tal estado y todavia tenemos que suscribir la afirmacién de Eichler en
la introduccién de su articulo de 1935 [13]: “Allein die Einheitentheorie ist noch
in keiner Weise abgerundet”. Todavia hay pocos resultados generales que anadan
informacién substancial a la informacién bésica de que los grupos de unidades de
ordenes son finitamente presentados. Esto no se puede achacar, por supuesto a una
falta de interés.

Los ejemplos mas conocidos de drdenes clasicos son los anillos de enteros de
cuerpos numeéricos. La estructura de estos grupos es bien conocida y viene dada
por uno de los teoremas fundamentales de la Teoria de Numeros Algebraicos, el
Teorema de las Unidades de Dirichlet: Si R es el anillo de enteros de un cuerpo
numérico K, entonces el grupo U(R) de unidades de R es de la forma C' x L, donde
C' coincide con el grupo formado por las raices de la unidad de K y L es un grupo
abeliano libre de rango r + s — 1, donde r es el niimero de inclusiones reales de K
y s el nimero de parejas de inclusiones complejas (no reales) de K. Existen varias
generalizaciones del Teorema de las Unidades de Dirichlet para érdenes clasicos
arbitrarios. Uno de ellos es un resultado de Hey [19] que asegura que si R es un
orden en un algebra de division racional de dimensién finita D, entonces el conjunto
cociente I'/G, de la accién natural del grupo de unidades U(R) de R en el grupo
algebraico I' = SL;(R ®¢ D) formado por los elementos de norma reducida 1 de
R ®q D, es compacto. Otra de las generalizaciones es debida a Bass [4] en términos
de Teoria K. A pesar de que estos resultados pueden ser llamados generalizaciones
del Teorema de las Unidades de Dirichlet en el sentido de que, para el caso en que
R es el anillo de enteros de un cuerpo numérico, son equivalentes al Teorema de las
Unidades de Dirichlet, estas generalizaciones son absolutamente insatisfactorias si
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lo que se pretende es conocer la estructura de U(R) de forma tan precisa como la
proporciona el Teorema de las Unidades de Dirichlet. Un libro reciente de Kleinert
[40] recoge los resultados generales mas importantes sobre los grupos de unidades
de érdenes en dlgebras racionales de divisién de dimensién finita.

Después de los anillos de enteros de cuerpos numéricos (y los demds 6rdenes de
estos cuerpos), los érdenes cldsicos que mas interés han despertado son los anillos
de grupo con coeficientes enteros. Varios libros se han dedicado exclusivamente al
estudio de los anillos de grupo [50], [49], [64] o incluso s6lo a unidades de anillos
de grupo con coeficientes enteros [38], [65]. Este ltimo libro contiene una excelente
lista de problemas abiertos. Finalmente, dos recientes “surveys” de Jespers [25] [26]
dan una buena idea del estado actual de la investigacion en unidades de anillos de
grupo con coeficientes enteros.

Nuestro interés y acicate principal se podria resumir en el siguiente problema
que aparece como Problema 17 de la lista de problemas abiertos del libro de Sehgal
[65].

Problema 17 [65]: Dar presentaciones por generadores y relaciones para
U(ZG) para algunos grupos finitos G.

En realidad es bien conocido que algunas presentaciones de un grupo pueden ser
bastante inutiles para comprender la estructura de dicho grupo. Por tanto lo que
buscamos son presentaciones “utiles” en el sentido de que sirvan para comprender
como obtener el grupo mediante construcciones controlables (productos directos,
productos libres, productos amalgamados, extensiones HNN, etc) a partir de grupos
con estructura facil (grupos abelianos, grupos libres, etc). A menudo nos conformare-
mos con conseguir estructura para un subgrupo de indice finito de U(ZG). Esto se
conoce a menudo como estructura virtual. Nuestra filosofia es intentar conseguir
resultados concretos muy precisos, sacrificando en generalidad si es necesario.

Nuestro objetivo tultimo seria obtener un resultado general que describiera la
estructura de U(Z@G) de forma tan precisa como lo hace el Teorema de las Unidades
de Dirichlet para anillos de enteros de cuerpos numéricos. Esto fue conseguido por
Higman en los afios cuarenta para el caso en que G es abeliano. Concretamente
Higman [20, 21] demostré que si G es un grupo finito abeliano, entonces U(ZG) =
+G x L para un grupo libre abeliano L cuyo rango se puede calcular de forma precisa
mediante unos célculos sencillos en el grupo G. Por tanto, si G es abeliano, U (ZG)
tiene un subgrupo abeliano libre de indice finito de rango facilmente calculable.
Ademas, Bass [4] demostré que se puede obtener una base de dicho grupo abeliano
libre de indice finito en U(ZG) utilizando las unidades ciclicas de Bass (véase la
Seccién 1.5 para la definicién de las unidades ciclicas de Bass). Estas son una especie
de versién de las unidades ciclotémicas en ZG.

Otro de los celebrados resultados de la tesis de Higman [20] es el de caracteri-
zar los grupos finitos G' para los que U(ZG) = +G. Los abelianos que satisfacen
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esta propiedad se podrian determinar facilmente con los resultados anteriores y el
resultado de Higman prueba que los no abelianos con dicha propiedad son los de la
forma Qg x C¥, donde Qs es el grupo de cuaterniones con ocho elementos, C es el
grupo ciclico con dos elementos y n es un entero no negativo.

Un resultado de Hartley y Pickel (Teorema 5.1 de [65] ) muestra que si G no es
ni abeliano ni isomorfo a Qg x CJ para un entero no negativo n, entonces U(ZG)
contiene un subgrupo libre de rango 2. Obsérvese que de los resultados de Higman y
de Hartley-Pickel podemos clasificar los grupos finitos G en tres clases: La formada
por aquellos para los que U(ZG) es abeliano (es decir, los grupos abelianos), la
formada por los no abelianos tales que U(ZG) es finito (es decir, los isomorfos a Qg X
C7, para algun n) y la formada por los demads, que son aquellos para los que U(ZG)
contiene un subgrupo libre no abeliano. Los resultados de Higman proporcionan
informacién satisfactoria para los grupos de las dos primeras clases. Sin embargo
para los grupos de la tercera clase todo resulta mucho mas dificil.

A mediados de los anos 80, ni siquiera se conocia un método para encontrar
un conjunto de generadores de un subgrupo de indice finito de U(ZG) si G es de
la tercera clase. A finales de los anos 80 Ritter y Sehgal [57, 58, 59] descubrieron
que podian utilizar los Teoremas de Congruencia [5, 66, 1] para demostrar que para
muchos grupos finitos G (de hecho para casi todos) las unidades ciclicas de Bass junto
con los unidades biciclicas (véase la Seccién 1.5 para la definicién de las unidades
biciclicas) generan un subgrupo de indice finito. Sin embargo existen grupos finitos
G para los que las unidades ciclicas de Bass y las unidades biciclicas no generan
un subgrupo de indice finito de U(ZG). En [29] Jespers y Leal mostraron como se
podia conseguir un conjunto de generadores de un subgrupo de indice finito para
cada U(ZG@G), con G un grupo finito nilpotente, anadiendo algunas unidades a la lista
formada por las unidades ciclicas de Bass y las unidades biciclicas.

Por tanto tenemos un facil método para construir un conjunto de generadores
de un subgrupo de indice finito para casi todos los grupos. El siguiente paso seria
buscar relaciones entre los conjuntos de generadores. El papel representado por las
unidades ciclicas de Bass es el de conseguir un conjunto de generadores de indice
finito en el centro de U(ZG). Por tanto nos enfrentamos al problema de buscar un
conjunto completo de relaciones entre las unidades biciclicas. Por desgracia, éste
parece hoy en dia un objetivo inalcanzable en toda su generalidad. En el Capitulo 2
de esta memoria estudiamos el grupo generado por dos unidades biciclicas ... pero
dejaremos el contenido de la memoria para mas adelante.

Hasta los anos 90 se podian contar con los dedos de la mano (tal vez dos manos
eran necesarias) los grupos finitos de la tercera clase, para los que se podia describir
de forma precisa U(ZG) o un subgrupo de indice finito suyo. Para tres de estos pocos
grupos, a saber S [33], Dy [28] y Q12 [48], se sabia que U(ZG) contiene un subgrupo
libre no abeliano. De forma ingenua se podia pensar en la posibilidad de que para
los grupos G de la tercera clase U (ZG) contuviera un subgrupo libre no abeliano de
indice finito, es decir que U(ZG) fuera virtualmente libre no abeliano. Tan ingenua
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es esta posibilidad que Jespers [24] demostrd que sélo existen cuatro grupos finitos
G para los que U(ZG) es virtualmente libre no abeliano.

Si profundizamos en como aparecen los grupos libres no abelianos observaremos
que no sélo es facil encontrar grupos libres no abelianos sino también productos
directos de éstos con mas de un factor, excepto para los cuatros grupos citados en
el parrafo anterior. En efecto, si consideramos la descomposicion de Wedderburn
del algebra QG, es decir la descomposicion de QG como suma directa de anillos
de matrices sobre anillos de divisién, observaremos que si M, (D) es una de las
componentes simples con n > 2y O es un orden en D, entonces GL,(O) contiene
un subgrupo libre no abeliano. Esto es consecuencia inmediata del Teorema de Sanov
[63] que asegura que si z es un niimeros complejo de médulo > 2, entonces el grupo

generado por las matrices
1 = 10
(07) (27) »

es libre de rango 2. Utilizando propiedades elementales sobre los grupos de unidades
de érdenes (ver la Seccién 1.2) es facil deducir del Teorema de Sanov que U(ZGQG)
contiene un producto directo de grupos libres no abelianos con tantos factores como
componentes de la forma M, (D) con n > 2 aparezcan en la descomposicién de
Wedderburn de QG. De hecho trabajando un poco més se puede ver como algunas
de las componentes de la descomposicion de Wedderburn que son anillos de division
proporcionan mas factores. Por tanto es natural pensar en la posibilidad de que
U(ZG) contuviera un subgrupo de indice finito que fuera un producto directo de
grupos libres, es decir, que U(ZG) fuera virtualmente un producto directo de grupos
libres. Por supuesto que esto no ocurre para todos los grupos finitos GG. Los grupos
G para los que U(ZG) es virtualmente un producto directo de grupos libres fueron
caracterizados en la segunda mitad de los noventa en una serie de articulos [32, 42,
35]. En el Capitulo 3 de la memoria nos ocuparemos de estos grupos.

Si observamos los métodos y resultados utilizados en la caracterizacion de los
grupos finitos G para los que U(ZG) es virtualmente un producto directo de grupos
libres observamos que la descomposicion de Wedderburn de QG proporciona infor-
macién substancial sobre la estructura de un subgrupo de indice finito de U(ZG) o
sobre los posibles métodos para estudiar esta estructura. En efecto, si QG = Hle S;
es la descomposicién de Wedderburn de QG y O; es un orden en S; (i = 1,2,...,k),
entonces O = Hle O; es un orden en QG. Como ZG es otro orden en QG, los
grupos de unidades de ZG y de O comparten un subgrupo de indice finito. Pero
el grupo de unidades de O es el producto directo de los grupos de unidades U(0O;)
de O;. Luego podemos encontrar un subgrupo de indice finito en U(ZG) de la for-
ma Hle H; donde cada H; es un subgrupo de indice finito de U(0O;). Por tanto, se
puede estudiar la estructura virtual de U(ZG) estudiando la estructura virtual de
cada U(O;). Ocurre que U(ZG) es virtualmente un producto directo de grupos libres
si y sélo si cada componente de la descomposicion de Wedderburn de QG es o un
cuerpo, o un algebra de cuaterniones totalmente definida ¢ isomorfa a Ms(Q). Si
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S; es un cuerpo, entonces la estructura virtual de U(0O;) viene dada por el Teorema
de las Unidades de Dirichlet; si S; es un algebra de cuaterniones totalmente defini-
da y R; es el centro de O;, entonces U(R;) tiene indice finito en U(0O;), por tanto
estos dos grupos tienen la misma estructura virtual y, de nuevo el Teorema de las
Unidades de Dirichlet nos proporciona la estructura virtual de ¢ (O;). Finalmente
si S; es isomorfo a My(Q), entonces Ms(Z) es un orden en M,(Q) y la estructura
(virtual o no) de GLy(Z) ha sido ampliamente estudiada.

Profundicemos un poco mas en algunos de los métodos de estudio de GLy(Z).
En realidad GLy(Z) y el grupo modular M = PSLy(Z) tienen la misma estructura
virtual y nos vamos a concentrar en M. El grupo modular M actia por transforma-
ciones de Mobius de forma discontinua en el plano hiperbdlico. Si identificamos el
plano hiperbélico con el semiplano positivo H? = {z = z+yi € C : y > 0}, entonces
el conjunto {z = x + yi : 2|z| < 1,|2| < 1} es un dominio fundamental de la accién
de M en H?. Utilizando esto se deduce, utilizando métodos cldsicos, que PSLy(Z) es
un producto libre de los grupos libres Cy y C3 con 2 y 3 elementos respectivamente.

Esta forma de estudiar un grupo a partir de su accién en un objeto topoldgico-
geométrico comenzéd con Minkowski, fue explotada por Dirichlet para demostrar el
Teorema de las Unidades y ha sido ampliamente generalizada por multiples autores
como Fichler, Poincaré, Borel, Harish-Chandra, Siegel y otros. El método clasico
consiste en obtener un dominio fundamental de la accién, es decir un conjunto del
objeto geométrico sobre el que el grupo actia que sea, salvo un conjunto pequeno
(por ejemplo de medida nula), igual a un conjunto representantes de las érbitas de la
accion y a partir de este dominio fundamental deducir presentaciones del grupo. Por
desgracia salvo que el objeto geométrico tenga una dimensién pequena y la accion sea
muy controlable, como ocurre con el caso de la acciéon de M en el plano hiperbdlico, es
normalmente imposible o por lo menos muy dificil encontrar un dominio fundamental
y, en el caso en el que sea posible encontrarlo, es computacionalmente intratable el
problema de deducir una presentacién del grupo que se esta estudiando, de manera
que es imposible obtener ningin resultado concreto satisfactorio. Pero, como hemos
explicado mas arriba preferimos sacrificar generalidad para ganar concrecion.

La accién de PSLy(Z) en H? es, en realidad, la restriccion de la acciéon de PSLy(C)
por transformaciones de Md6bius en la compactificacion por un punto C del cuerpo
de los niimeros complejos. Esta accion se puede extender a una accién en el espacio
hiperbdlico tridimensional H?. De hecho PSLy(C) es isomorfo al grupo de isometrias
de H® que conservan la orientacién. Los subgrupos de PSLy(C) que actian discon-
tinuamente en H?, son exactamente los subgrupos discretos de PSLy(C), es decir las
proyecciones en PSLy(C) de los subgrupos de SLy(C) que tienen topologia euclidea
discreta. En el ultimo capitulo de la memoria comenzamos un proyecto en el que
pretendemos explorar las posibilidades que proporciona esta accion en el estudio de

U(ZG).

Pasemos ya a una descripcion detallada de los contenidos de esta memoria. El
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Capitulo 1 lo dedicaremos a introducir la notacién y propiedades elementales que
utilizaremos a lo largo de la memoria.

Como ya avisamos mas arriba, dedicamos el Capitulo 2 al estudio del grupo
generado por dos unidades biciclicas. Si GG es un grupo finito entonces las unidades
biciclicas de ZG son los elementos de la forma

ugh =1+ (1 =ghY g 6 wvu=1+> g'h(l—yg),

i=1 i=1

donde ¢ y h son dos elementos de G'y n es el orden de g. Llamaremos a las primeras
unidades biciclicas del primer tipo y a las segundas unidades biciclicas del segundo
tipo. Obsérvese que ug;, = 1 si y sélo si A normaliza el subgrupo generado por
g. Por tanto, ZG tiene unidades biciclicas no triviales si y so6lo si el grupo G no es
Hamiltoniano, es decir algin subgrupo de GG no es normal. El problema de determinar
la estructura del grupo generado por dos unidades biciclicas entronca con el Teorema
de Hartley-Pickel. En efecto, Marciniak y Sehgal [46] mostraron que el subgrupo
libre no abeliano, que Hartley y Pickel demostraron que existia de forma tedrica
para los grupos de la tercera clase, se puede concretar como el grupo generado por
dos unidades biciclicas concretas. Mas concretamente, si u,;, es una unidad biciclica
no trivial entonces el grupo generado por uy, y vg-1 -1 es libre de rango 2. Esto
fue generalizado por Salwa [62] que demostré que si u = 1+ay v = 1+ b son
dos elementos de un anillo libre de torsién con a? = > = 0 y ab no es nilpotente,
entonces existe un entero positivo m tal que el grupo multiplicativo generado por
u™ y v™ es libre de rango 2. Las unidades biciclicas son de la forma anterior, excepto
que ab puede ser nilpotente. En el primer resultado del Capitulo 2 estudiamos el
grupo (u,v) generado por u = 1+ ay v = 1+ b, dos elementos de un élgebra de
dimensién finita sobre un subcuerpo de los niimeros complejos, tales que a? = b = 0,
para el caso que no estudio Salwa, es decir para el caso en que ab es nilpotente.
Demostramos que en tal caso (u,v) es un grupo nilpotente. En particular, si u
y v son dos unidades biciclicas, entonces o bien (u,v) es nilpotente o bien existe
un entero positivo m tal que (u™,v™) es libre de rango 2. El siguiente problema
que nos planteamos es como de grande ha de ser m para que en el segundo caso
(u™ v™) sea libre de rango 2. Nuestra sospecha es que para el caso en que u y v son
unidades biciclicas del mismo tipo basta coger m = 1. El teorema principal de este
capitulo demuestra que esta sospecha se verifica para algunas unidades biciclicas
del grupo diédrico. Concretamente, demostraremos que si 4 = g, ¥ v = Up,y SON
dos unidades biciclicas del mismo tipo que no conmuten sobre un grupo diédrico
D, y (h,y) C (g,x) entonces (u,v) es libre no abeliano. En particular si v y v
son dos unidades biciclicas del mismo tipo sobre el grupo diédrico D,, con p un
primo, entonces (u,v) es o bien libre abeliano o bien libre no abeliano de rango 2.
La herramienta principal en la demostracién es el Teorema de Sanov que se puede
interpretar como un Teorema sobre puntos libres. Un niimero complejo z es un punto
libre si las matrices (1) generan un grupo libre de rango 2. El Teorema de Sanov



INTRODUCCION 7

asegura que los nimeros complejos de médulo al menos 2 son libres. Nos hubiera
gustado eliminar la hip6tesis (h,y) C (g, x). Sin embargo esto nos lleva al problema
de decidir si v/3 es un punto libre. Hemos consultado esto con varios especialistas
sobre puntos libres pero ninguno de ellos ha podido dar una respuesta a la pregunta
de si /3 es un punto libre o no. Bamberg [2] ha desarrollado un programa que decide
de forma determinista si un nimero complejo es un punto libre o no. Por desgracia
su ordenador no pudo dar una respuesta a nuestra pregunta después de varias horas
de calculo.

El Capitulo 3 de la memoria lo dedicamos a estudiar U(ZG) para los grupos
finitos G para los que U(ZG) es virtualmente un producto directo de grupos libres.
Como ya hemos explicado, estos grupos fueron clasificados en una serie de articulos
de Jespers, Leal y del Rio [32, 42, 35]. El objetivo es encontrar para cada uno de estos
grupos un subgrupo de indice finito concreto en U (ZG) que sea un producto directo
de grupos libres y que ademas sea 6ptimo en el sentido de que tenga indice minimo
en U(ZG). Si no exigimos optimalidad existe un método tedrico de encontrar tal
subgrupo simplemente buscando un grupo libre en cada una de las componentes de
la descomposicién de Wedderburn, intersecandola con U(ZG) y cogiendo el producto
directo de los subgrupos libres obtenidos. Esto nos proporcionaria muchos subgrupos
de indice finito con la estructura deseada. Lo que mostraremos es que el método
mas simple para construirlo resulta ser el éptimo, salvo para unos pocos casos en
los que hay que hacer pequenas variaciones. Ademas calcularemos los rangos de los
subgrupos libres que aparecen en U(ZG).

En el Capitulo 4 comenzamos un proyecto de clasificacién de los grupos fini-
tos G para los que tedricamente se podria estudiar U(ZG) mediante la accién de
las componentes simples de la descomposicion de Wedderburn de QG en el espa-
cio hiperbdlico tridimensional. El objetivo es clasificar los grupos G para los cuales
cada cociente simple S de QG sea o bien un cuerpo o una algebra de cuaterniones
totalmente definida positiva o un dlgebra de cuaterniones de forma que el grupo de
unidades de norma reducida 1 de un orden de S sea un subgrupo discreto de SLy(C).
La razén de clasificar estos grupos es que en principio podriamos aplicar esta accion
para estudiar U (ZG), utilizando técenicas que fueron introducidas por Poincaré [52];
aplicadas por Bianchi [7] para los grupos que llevan su nombre es decir los grupos
de la forma PSL,(O) donde O es el anillo de enteros de una extensién cuadrética
imaginaria de los racionales; y desarrolladas posteriormente por diversos autores
(ver [14], [6], [15]). Esperamos que este proyecto nos lleve a largo plazo a obtener
resultados precisos sobre la estructura de U(ZG) para una amplia clase de grupos
G. Nosotros hemos conseguido algunos resultados parciales en la mencionada clasi-
ficacion. Concretamente hemos conseguido clasificar los grupos finitos nilpotentes G
cuyo subgrupo derivado es central y para los que QG tiene una descomposicién de
Wedderburn de la forma deseada. Nuestra herramienta principal es un resultado de
Jespers y Leal [29] en el que se clasifican las componentes simples de la descomposi-
ci6n de Wedderburn de QG para G un grupo nilpotente que son de la forma M, (D)
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para D un anillo de divisién y n < 2. Todas las componentes simples de los grupos
que nos interesan son de esta forma.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo estableceremos la notaciéon y recordaremos los hechos basicos
que se utilizaran a lo largo del trabajo. Todos los resultados que se incluyen son bien
conocidos. No obstante dos de las demostraciones nos parecen tutiles para la lectura
de esta memoria y por tanto las hemos incluido.

1.1. Grupos

Sea G' un grupo. Denotaremos por o(z) el orden de cualquier elemento de z de
G y por Z(G) el centro de G.

Si G es finitamente generado se llama rango de G' al menor de los cardinales de
sus conjuntos de generadores y lo denotaremos r(G).

Sea GG un grupo abeliano finitamente generado. Entonces G es un producto direc-
to de grupos ciclicos. El nimero de grupos ciclicos infinitos que aparece en cualquier
descomposicion de G es un invariante de GG que se llama rango libre de torsion
y denotamos p(G). Un subgrupo H de G tiene indice finito en G precisamente si

p(G) = p(H).
Diremos que G tiene periodo finito si existe un nimero natural n tal ¢" = 1,

para todo g € GG. Si G tiene periodo finito, se llama periodo de GG al menor niimero
natural n que satisface dicha condicion.

Para cada nimero natural n, denotamos por C,, el grupo ciclico de orden n.

Sea p un nimero primo. Un p-grupo abeliano elemental es un grupo abeliano
finito de periodo p. Los p-grupos abelianos elementales son los isomorfos a uno de
la forma C}, para algin entero no negativo n.
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Recordemos que un grupo G se dice nilpotente si existe una serie normal de
subgrupos de G,
1=GpcG,Cc...cG,=G

tal que G;/G;—1 C Z(G/G;_1), para todo i = 1,...,n. Un grupo es nilpotente
precisamente si todos sus subgrupos de Sylow son normales o equivalentemente si
es un producto directo de sus subgrupos de Sylow [60]. En particular todo p-grupo
es nilpotente.

Sean Gy N dos grupos y ¢ : G — Aut(N) un homomorfismo de G en el grupo
de los automorfismos de N. Se llama producto semidirecto de N por G inducido
por la accion ¢, que denotamos por N X, G, 6 N x G si la accién esta clara por el
contexto, al conjunto N x GG con la multiplicacion dada por

(n1, g1)(n2, g2) = (7119171291_1,9192)-

Entonces N x 1 es un subgrupo normal de N x GG isomorfo a N, que identificaremos
con éste, y 1 x GG es un subgrupo de N x G isomorfo a G, que identificaremos con

G.

Si n € N, entonces el grupo dado por la siguiente presentacion
D, = {a,b|a” =b*=1,ba = a 'b)

tiene orden 2n y se llama grupo diédrico de orden n. Obsérvese que D,, = (a) %, (b),
donde ¢(b) es el automorfismo de (a) que transforma cada elemento en su inverso.

Si n es par, entonces otro grupo que utilizaremos es el grupo de cuaterniones de
orden 2n que viene dado por la presentacién

Qon = (a,b | a® =%, a™? = 1,ba = a~'b).

1.2. Algebras y 6rdenes cldsicos

Supondremos que todos los anillos son asociativos y tienen unidad. Sea A un
anillo. El centro de A serd denotado Z(A) y U(A) denotara el grupo de sus unidades.
Si n es un nimero natural, entonces M, (A) denota el anillo de matrices cuadradas
n-dimensionales con entradas en A.

Recordemos que un anillo semisimple es un anillo en el que todo ideal por la
izquierda es un sumando directo del anillo, o equivalentemente la misma propiedad se
verifica para ideales por la derecha. El Teorema de Wedderburn-Artin caracteriza los
anillos semisimples como aquellos que son isomorfos a productos directos de anillos
simples artinianos y estos son precisamente los anillos de matrices sobre un anillo
de divisién. Por tanto si A es un anillo semisimple, entonces existen idempotentes
centrales ortogonales (iinicos) ey, ..., e, tales que 1 = e; + ... + e, y, para cada
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i=1,...,n, Ae; es isomorfo a My, (D;) para algin nimero natural k; y algin anillo
de division D;. En tal caso, con las identificaciones necesarias escribiremos

A= Mkl(Dl) X ... X Mkn(Dn)

y llamaremos esta descomposicién, la descomposicion de Wedderburn de A. Los
idempotentes ey, . . ., e, se llaman idempotentes centrales primitivos de A y los anillos
My, (D;) son los cocientes simples de A.

Un algebra clasica es una Q-algebra semisimple de dimensién finita. Los anillos
de division D; que aparecen en la descomposicién de Wedderburn de A son también
algebras clésicas.

Sea A un algebra cldsica. Un Z-orden (o simplemente orden) en A es un subanillo
O de A tal que el grupo aditivo de O es finitamente generado y QO = A. Si O es
un orden de A, entonces el grupo aditivo de O es libre de rango finito y su rango
coincide con la dimensién de A como espacio vectorial racional. Los Z-érdenes en
algebras clésicas se conocen con el nombre de 6rdenes clésicos.

A lo largo de esta memoria, salvo mencién expresa en sentido contrario, cuando
hablemos de cuerpos nos referiremos a subcuerpos de C, cuando hablemos de dlge-
bras nos referiremos a algebras clasicas y cuando hablemos de érdenes a 6rdenes
clasicos.

Proposicién 1.2.1 Sea A un Q-dlgebra semisimple de dimension finita (o dlgebra
cldsica).

1. Todo orden de A estd contenido en un orden maximal.

2. La interseccion de dos ordenes de A es otro orden de A.

3. SiRyS son ordenes de A, tales que R C S, entonces el grupo de las unidades
de R tiene indice finito en S. Ademds, un elemento de R es una unidad de R
precisamente si es una unidad de S.

Demostracién. Las demostraciones de 1 y 2 se pueden ver en [54]. También se
puede ver la demostracién de 3 en [65] pero la incluiremos a modo de aperitivo.
Tenemos que R C S C A, asi que los grupos aditivos de R y S son grupos abelianos
libres del mismo rango. Por lo tanto existe un nimero natural n tal que nS C R.
Sean z,y € U(S) tales que x + nS = y + nS, entonces z 7'y — 1 € nS C R de
donde deducimos que 7'y € R. Andlogamente tenemos que y~'x € R. Por lo tanto
ry € U(R) y aU(R) = yU(R). Hemos demostrado que si a2l (R) # yU(R) también
z+nS # y+nS. Por tanto [U(S) : U(R)] < [S: nS] < oo.

Sea u € R tal que u es una unidad de S. Entonces

[S:uR] = [uS:uR] <[S: R]
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y, por tanto R = uR, lo que implica que u € U(R). O

El ejemplo més clésico de algebras clasicas son los cuerpos numéricos, es decir
las extensiones finitas de Q. Sea K un cuerpo numérico y pongamos n = [K : Q).
Entonces existen n homomorfismos inyectivos de cuerpos de K en C que llamaremos
inclusiones de K en C. Las inclusiones de K en C cuya imagen esté contenida en R
se llaman inclusiones reales y las demés se llaman inclusiones complejas. El niimero
de inclusiones complejas es par, ya que la composicién de una inclusion compleja
con el automorfismo de conjugacion de C es otra inclusién compleja distinta. Un
cuerpo numeérico se dice que es totalmente real si no tiene inclusiones complejas.

Un cuerpo numérico K tiene un tinico orden maximal: el anillo de enteros de K.
La estructura del grupo de las unidades de cualquier orden de K viene dado por el
siguiente resultado central de Teoria de Nimeros.

Teorema 1.2.2 (Teorema de las Unidades de Dirichlet) Sea K un cuerpo nu
meérico y O un orden en K. Sea s el numero de inclusiones reales de K y t el grupo
de las inclusiones complejas de K. FEntonces

UO)=FxT

donde F es un grupo libre abeliano de rango s+t —1 y T es un grupo ciclico finito
de orden par.

El asunto de este trabajo se encuentra dentro de un problema mas amplio que
es el estudio del grupo de las unidades de un orden en un algebra clésica. Es decir el
objetivo es encontrar un Teorema de Unidades de Dirichlet para algebras clasicas no
conmutativas. Existen muy pocos resultados generales sobre este problema sobre el
que Kleinert [39] ha escrito una recopilacién. Uno de estos pocos resultados generales
es el siguiente:

Teorema 1.2.3 FEl grupo de las unidades de un orden en un dlgebra cldsica es fini-
tamente presentado.

Sea R un anillo conmutativo y a,b son elementos no nulos de R. Denotaremos
por (%’) la R-dlgebra de cuaterniones generalizada con base 1,1, j,k de forma que
se verifican las siguientes relaciones:

i?=0,j =b,k =ij = —ji.

Pondremos H(R) = (—51).

Si K es un cuerpo, entonces A = (“71’) es una K-algebra simple no conmutativa

de dimensién 4. Por tanto A es un anillo de divisién o es isomorfo a Ms(K). La
siguiente Proposicién (ver por ejemplo, [51]) caracteriza cuando es un caso u otro.
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Proposicion 1.2.4 Sea K un cuerpo y sean a,b € K, entonces (a—b) es un anillo

de division precisamente si la unica solucion en K de la ecuacion
X’ =aY?+0b2?

es X =Y =7=0.

Un algebra de cuaterniones totalmente definida es un algebra del tipo (“7”) donde
K es totalmente real y a,b < 0. De la Proposicion 1.2.4 se deduce que toda algebra de
cuaterniones totalmente definida es un anillo de divisién, de hecho es una subalgebra
del algebra de cuaterniones hamiltonianos H(R)

El siguiente resultado de Kleinert (ver por ejemplo [65, Lema 21.3] nos serd de
gran utilidad en el Capitulo 3.

Lema 1.2.5 Sea A un dlgebra cldsica no conmutativa con centro K. Sea O un orden
de A y O = K N A.Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. U(O):U0)] <

2. A es un dlgebra de cuaterniones totalmente definida.

Para cerrar esta seccion vamos a recordar la definicién de norma reducida nr :
A — Z(A), donde A es una algebra central simple. Consideremos las aplicacién
¢:A— CQzyu A= M,(C) definida por p(a) = 1 ® a, donde n? = dimzA.
Entonces se define la norma reducida de un elemento a € A como nr(a) = det(p(a)).
Existe una version de norma reducida para algebras mas generales pero en esta
memoria no la utilizamos.

1.3. Grupos lineales

Sea A un anillo y n un nimero natural. Denotaremos por GL,(A) el grupo de
las unidades del anillo de matrices M, (A). Si ademds A es un anillo conmutativo,
entonces SL,,(A) denota el subgrupo de GL,(A) formado por las matrices de deter-
minante 1. Si A es un algebra central simple se define SL,(A) como el conjunto de
elementos de M,,(A) de norma reducida 1.

Supongamos que A es conmutativo. Consideraremos GL; (A) incluido en GL,,(A)
de forma diagonal. Entonces GL; (A) es el centro de GL,,(A) y utilizamos la siguiente
notacién: PGL,(A) = GL,(A)/GL,(A) y PSL,(A) = SL,(A)/GL;(A).

Si I es un ideal de A con A un anillo conmutativo, entonces el nicleo del homo-
morfismo candénico

SL,(A) — SLy(A/1)
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se llama subgrupo de congruencia de SL,(A) de nivel I. Si a € A, entonces se llama
grupo de congruencia de nivel a al grupo de congruencia de nivel Aa.

Sea n € N. Denotaremos por I'(n) el subgrupo de congruencia de SLy(Z) de
nivel n y por I'(n) la imagen de I'(n) en PSLy(Z). Observemos que I'(n) = I'(n)
para n > 3. Definimos G(n) = I'(1)/T'(n) y G(n) = I'(1)/T'(n). Denotamos por 1(n)
y 7i(n) los ordenes de G(n) y G(n) respectivamente. El siguiente resultado [47] nos
proporciona férmulas para p(n) y fi(n).

Teorema 1.3.1 Sin € N, entonces
1
un) =n*[[(1 - ),
p
p/n
donde el producto se toma sobre todos los primos p que dividen a n. Ademds ju(n) =

fi(n) paran =1,2 y fi(n) = 3p(n) paran >3

La estructura de I'(n) es bien conocida tal y como muestra el siguiente resultado
que resume una serie de resultados que se pueden encontrar en el libro de Newman
[47].

Teorema 1.3.2 T'(1) es el producto libre Cs x Cy y sin > 2 entonces I'(n) es libre
no abeliano. En particular sin > 3, T'(n) es libre no abeliano.

1.4. Anillos de grupos

El anillo grupo de un grupo G sobre un anillo R es el anillo RG formado por

todas las sumas formales A = Y A\,g, A\, € R, tal que el conjunto
geG

sop() = {g: A, # 0},

llamado el soporte de A, es finito; con las siguientes reglas de operacion:

Z)‘99+ZM99 = Z()‘g+ﬂg)g

ges geG geG
(20 A9 (X0 Hgg) = > v,
ges geG 9€eq
donde
v(g) =D Mnbn-rg =3 Aully.
heq Ty=g

La aplicaciéon r — reg, donde eq es el neutro del grupo G es un homomorfismo
inyectivo de R en RG. Después de la identificacion de R con Req, a través de este
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homomorfismo consideraremos R contenido en RG. También la aplicacion g — 1g
es un homomorfismo de G en el grupo de las unidades de RG y consideraremos G
incluido en RG a través de este homomorfismo. Mediante estas identificaciones, la
unidad de RG coincide con la unidad de G' y con la unidad de R.

La aplicacion
w:RG — R
A9 = D0 A

geG gelG

es un homomorfismo de anillos llamado homomorfismo de aumento de RG. Su nucleo

AR(G)={A=> N\g€RG:) A =0}

e geG

se llama el ideal de aumento de RG. Para un subgrupo normal N de G tenemos el
homomorfismo

wy : RG — R(G/N)
> Agg = X AggN

gelG geG

En particular w = wg. Denotamos por Ag(G, N), el niicleo de wy.

Proposicion 1.4.1 Si N es un subgrupo normal de G, entonces

Ar(G,N) = {3 Ng € RG: Y Az =0, para todo g € G}
gelG TEN
= Y RG(n-1)
neN
= Y (n—1)RG
neN
= Y RG(n-1)
neX
= Y (n—1)RG

neXx

donde X es un conjunto de generadores de N.

Demostracion. La primera igualdad es consecuencia inmediata de la definicion.
Comon—1 € Ag(G, N), por simetria, para acabar la demostracién basta demostrar
que
AR(G,N)C Y RG(n—1).
neX
Sea Y A\,g € Agr(G, N) entonces Y Ay =0 para todo g € G. Sea A un conjunto

geaq TEN
de representantes de las clases de G/N. Entonces

Z )‘gg = Z(Z )‘gxgm) = Z(Z )‘gxgm - Z )‘gxg) = Z(Z )‘gmg(m - 1))

gelG geEA xEN geEA xEN TEN geEA zEN
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Por tanto Agr(G,N) C > RG(n — 1). Por otro lado, si n € N, entonces n =
neN

zf» donde z1,...,2, € X v ki,...,k, € Z. La demostracién se acaba por
induccion utilizando las formulas

k1
xl ...

rl-l=—a2'z-1ay—1l=(@-)y -1+ @—1)+ @y —1).

En particular

Ar(G) = Agr(G,G)

— Y RG(n-1)
~ N(m-1)RG
_ N RGM-1)
_ ni(n—l)RG

donde X es un conjunto de generadores de GG. Siempre que el anillo R esté claro por
el contexto, simplemente escribiremos A(G, N) en vez de Agr(G, N).

Los anillos de grupo semisimples estan caracterizados por el siguiente Teorema.

Teorema 1.4.2 (Maschke) Un anillo de grupo RG es semisimple precisamente si
R es semisimple, G es finito y el orden de G es una unidad de R.

Sea G un grupo finito. Por el Teorema de Maschke, QG es un algebra clasica.
Claramente ZG es un orden en QG. Llamaremos denominador de un elemento « de
QG al menor numero natural n tal que na € ZG.

Si H es un subgrupo de GG, denotamos

Si g € GG, escribimos

g={g)-
Obsérvese que H es un idempotente de QG. Ademas, H pertenece al centro de QG
precisamente si H es normal en G. Si h € H, entonces hH = H. Utilizando esto

se puede ver que si X es un conjunto de representantes por la izquierda de G/H,
entonces {xH : x € X} es una base de QGH como espacio vectorial sobre Q y

O N H =D Aen)rH

geqG zeX heH
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En particular si H es un subgrupo normal, entonces
No(G, H) = {a € QG : aH = 0}

y por tanto N
Q(G/H) ~ (QG)H.

Obsérvese que esto implica que (QG)Z?\’ ~ Q(G/G") es conmutativo. Por tanto
si e es un idempotente central primitivo de QG tal que eG’ # 0, entonces (QG)e es
un cuerpo numérico. De hecho el reciproco también se verifica [10], es decir, todos

los cocientes simples de Q(1 — 2;7) son no conmutativos.

Sea u € U(ZG). Entonces w(u) es una unidad de Z y por tanto u tiene aumento
+1. Luego U(ZG) = +U;(ZG) donde U, (ZG) es el conjunto de todas las unidades
que tienen aumento uno.

1.5. Unidades de ZG

Veamos ahora algunos ejemplos de unidades de ZG.

Los elementos de la forma +¢g con g € G son claramente unidades, siendo el
inverso ¢ !. Estas son las llamadas unidades triviales. Se conocen pocas maneras
de construir unidades en ZG pero mencionamos las dos siguientes:

1. Unidades biciclicas

Estas unidades fueron introducidas por Ritter y Sehgal en [56]. Sean a,b € G y

~

sea n el orden de b. Entonces ((1 — b)ab)? = 0. Asi
Upa =14 (1 =b)a(l+b+---+0b") =1+ (1 —b)anb

o =1+ (L4+b+-+b"a(l —b) =1 +nba(l — b)

tienen inversos y son

a

Upe =1—(1=b)a(l+b+-- +b") =1— (1 —b)anb

vl =1—(14+b+---+b")a(l—b) =1 — nba(l —b)

,a

Obsérvese que solamente las unidades del estilo uy, , son llamadas unidades biciclicas
en [65]. Obsérvese también que uy, = 1 si y sélo si v,, = 1 si y sélo si a normaliza
a (b).

Por tanto todas las unidades biciclicas son 1 si y sélo si todos los subgrupos de

G son normales, en particualr las unidades biciclicas de U(ZG) para G un grupo
abeliano son 1.
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2. Unidades ciclicas de Bass

Se definen como:
b=0(g,i) = (14+g+--+g~ "M 4 (1 —#m)g

donde g € G es un elemento de orden m, 1 < ¢ < m es coprimo con m y ¢ es la
funcién de Euler. Obsérvese que b(g,i) € ZG ya que m divide a 1 —4%(™). La inversa
de una unidad ciclica de Bass es de nuevo una unidad ciclica de Bass, de hecho
tenemos que

T (I+g+--+ gi(k—l))w(m) +(1— kw(m))/g\ _ b(gi’ k)

donde £k es es el inverso de ¢ mdédulo m.

Las unidades ciclicas de Bass son una especie de unidades ciclotémicas. Vamos
a justificar esto a la vez que damos una demostracién alternativa de porque las
unidades ciclicas de Bass son unidades de ZG.

Recuérdese que las unidades ciclotémicas de un cuerpo ciclotémico Q(&,) (&,

una raiz n-ésima primitiva de 1) son las de la forma % =1+&+ -+ &1
1_?2 es }_g? = 11_%; siendo k el inverso
de i médulo n. Si g tiene orden n los idempotentes primitivos de Q(g) son e; = g

donde (i,n) = 1. En tal caso la inversa de

y los elementos de la forma e; = ¢g¢ — ¢ donde d es un divisor de n diferente de
1. Entonces QGeq =, Q(&4) donde &; se identifica mediante este isomorfismo con

geq. Por tanto la aplicacion lineal f : QG — [ Q(&;) que asocia g con > &; es
un isomorfismo entre QG y [[ Q(&s) que trans;(‘)nrma R = ZG en un subadr‘l?llo de
[[Z[¢] = S. Ahora observerﬂ?)s que ©q(b(g,7)) es una unidad ciclotémica de Z[£]
f)':ra cada d|n y por tanto ¢4(b(g,7)) es una unidad de S. Como R es un orden de

QG y S es un orden de [ Q(&y) de la Proposicién 1.2.1 se deduce que b(g,7) es una
d|n
unidad de ZG.

Bass [4] demostré que si G es un grupo abeliano las unidades ciclicas de Bass
generan un subgrupo que contiene un subgrupo de indice finito del centro de U(ZG).

Se sabe que el grupo Bg generado por la unidades ciclicas de Bass y las unidades
biciclicas (de un sélo tipo) genera un subgrupo de indice finito en U(ZG) en los
siguientes casos (véase [58] y [59]):

1. G un 2—grupo tal que QG = ). M, (D;) donde D; son cuerpos y si n; = 2
entonces D; # Q o una extensiéon cuadritica imaginaria.

2. G es un grupo finito nilpotente de orden impar.

3. G es el grupo simétrico S,.
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Ademas Jespers y Leal [28] han extendido estos resultados a clases mas amplias de
grupos.

Sin embargo no es cierto en general que Bg tenga indice finito en U(ZG). De
hecho G = Dg es el tnico 2-grupo no abeliano indescomponible para el que Bg
genera un subgrupo de indice finito en U(ZG) [34].
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Capitulo 2

Grupos generados por dos unidades
biciclicas en ZG

2.1. Introduccidon

Ritter y Sehgal [56] introdujeron las siguientes unidades, llamadas unidades
biciclicas en el grupo de unidades U(ZG) para un grupo finito G:

Ug,a = 1+ (1 - g)aﬁ, Vg0 = 1 +/g\a(1 - g)a

donde a, g € G.

Se ha demostrado que estas unidades generan gran parte del grupo de las unidades
de ZG. De hecho para la mayoria de los grupos finitos G, las unidades biciclicas de
uno de los dos tipos u 6 v junto con las unidades ciclicas de Bass generan un sub-
grupo de indice finito en U(ZG) (véase por ejemplo [28, 58]). Si G es un grupo finito
abeliano, las unidades biciclicas son triviales y las unidades ciclicas de Bass generan
un subgrupo de indice finito en U(ZG).

Las unidades ciclicas de Bass sélo se necesitan para cubrir un subgrupo de indice
finito en el centro de U(ZG) y el grupo B generado por todas las unidades biciclicas
contiene un subgrupo de indice finito en el grupo de las unidades de norma reducida
1 de un Z-orden maximal de cada componente simple no conmutativa de la descom-
posiciéon de Wedderburn de la Q-dlgebra QG. En particular, si n > 1, entonces B
contiene un subgrupo de indice finito en SL,(O) donde O es un orden maximal en D
y por lo tanto B contiene grupos libres de rango 2. El préximo paso para determinar
la estructura de U(ZG) seria investigar las distintas relaciones entre los generadores
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que hemos obtenido, esto parece hoy en dia una tarea intratable. Una meta a su-
perar mas realista seria estudiar la estructura del grupo generado por dos unidades
biciclicas. Marciniak y Sehgal [46] demostraron que si u,, es una unidad no trivial
en ZG (aqui G no es necesariamente finito) entonces el grupo (ugq, vy-1 4-1) es libre
de rango 2. Claramente, las unidades biciclicas son de la forma 1 + a con a® = 0.
Salwa, en [62], utilizé las ideas de Marciniak y Sehgal para demostrar que si = e
y son dos elementos de un anillo cuyo grupo aditivo es libre de torsion tales que
r? = y?> = 0 y xy no es nilpotente entonces ((1 + x)™, (1 + y)™) es libre de rango 2
para algin entero positivo m. En particular, si b; y by son dos unidades biciclicas
y (b1 — 1)(ba — 1) no es nilpotente, entonces (b, b5*) es libre de rango 2 para algiin
entero positivo m. En este Capitulo vamos a estudiar cual es el menor entero posi-
tivo m tal que (b]",b") es libre suponiendo que b; y by son dos unidades biciclicas
tal que (b — 1)(by — 1) no es nilpotente. Demostraremos el siguiente Teorema que
nos indica si by y by son del mismo tipo entonces frecuentemente m = 1.

Teorema 2.1.1 Sean by = ug, y by = upy dos unidades biciclicas de ZD, del
mismo tipo donde D, es el grupo diédrico

D,, = {(a,bla" =b* = 1,ba = a 'b)

tales que (y,h) C (x, g). Entonces (by,by) es o bien abeliano libre de torsién o bien
libre de rango 2.

Como una consecuencia del Teorema 2.1.1 obtenemos el siguiente resultado

Corolario 2.1.2 Sip es primo y by y by son dos unidades biciclicas del mismo tipo
del grupo diédrico D, entonces (by,by) es abeliano libre de torsién o libre de rango

2.

Antes de demostrar estos resultados demostraremos en la siguiente seccién un resul-
tado que completa el resultado de Salwa [62] antes mencionado mostrando que si
e y € A son tales que 2 = y> = 0 y zy es nilpotente, entonces (1 + z,1 + y) es un
grupo nilpotente.

Los resultados de este capitulo aparecieron en [36]

2.2. La dicotomia Nilpotente-Libre

En esta secciéon demostraremos el siguiente Teorema que completa el resultado
de Salwa con el caso en que ab es nilpotente.

Teorema 2.2.1 Sea K un subcuerpo de C y R una K-algebra de dimension finita.
Supongamos que a y b son dos elementos de R tales que a®> = b*> = 0. Entonces se
verifican las siguientes afirmaciones:
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1. Siab es nilpotente, entonces (14 a,1+ b) es nilpotente;

2. Siab no es nilpotente entonces existe un entero positivo m tal que (14 a, (1+
b)™) es libre de rango 2.

La mayoria de las ideas que aparecen en la demostracién de 2 ya estaban en [62] y de
hecho la base principal de estas ideas aparecian en el articulo original de Marciniak
y Sehgal [46]. Incluimos las demostraciones completas tanto por completitud como
por que utilizaremos los lemas previos en la Seccién 3.3 en la que demostramos el
Teorema 2.1.1

Para demostrar el Teorema 2.2.1 podemos suponer que R = Kla,b]. Sea J(R)
el radical de Jacobson de R, luego R/.J(R) = S_¥ | M, (D;), donde D; es una K-
algebra de divisién para todo i. Empezamos viendo que los valores posibles de n; y
D; estén restringidos.

Si x es un numero real entonces |x]| (resp. [x]) denota el mayor (resp. menor)
entero mas pequeno (resp. més grande) que z.

Lema 2.2.2 En las condiciones anteriores, para todo i = 1,...,k se verifica que
n; <2y D; es un cuerpo. Ademds si n; = 1 entonces D; = K.

Demostracién. Sea A = Cla, b = C®x K|a,b] = CQk R. Primero demostraremos
que todo cociente simple de A/J(A) es de la forma M,,(C) con m < 2. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que A es simple, luego A = M,,,(C) para algin
entero positivo m e identificamos A con el anillo de endomorfismos de un espacio
vectorial complejo m-dimensional. Sea B = C[ab]. Entonces A = B+ Ba+bB+bBa
y asf dim¢ A < 4dimc B. Como a? = 0 tenemos que Im a C Ker a y por lo tanto
2dimgc Im a < m. Consecuentemente, dimcIm ab < dimecIm a < L%J Entonces
el Teorema de Cayley-Hamilton implica que ab satisface una identidad polinémica
de grado como mucho L%J + 1. Luego dim¢ B < L%J +1yasi m? = dimc A <

4(|2] + 1). Consecuentemente (%)2 < |Z] +1, y por lo tanto m < 2.

Claramente, ambos J(R) y J(A) son nilpotentes. Como A es una extensién
central de R sabemos que J(R) = J(A) N R. Luego consideramos R/J(R) como un
subanillo de A/ J(A).

Sea S = M,(D), con D un anillo de divisién, un cociente simple de R. Por lo
dicho anteriormente S se incluye en un cociente simple M,,(C) de A, con m < 2.
Luego todo conjunto completo de idempotentes ortogonales de S tiene como mucho
2 elementos y por tanto n < 2. Ademads, si n = 2, entonces m = 2 y siendo D el
doble centralizador de un idempotente primitivo se tiene que D C C. Por tanto, en
este caso, D es un cuerpo. Por otro lado, si m = 1, las imagenes naturales de @ y b
en S = D son cero. Luego S = K [6, 5] = K. Esto demuestra el resultado. [

El siguiente Lema se encargard del caso en que ab es nilpotente.
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Lema 2.2.3 Sea A = My(D) donde D es un anillo de division y a y b elementos
de A tales que a®> = b?> = 0. Si ab es nilpotente entonces ab = ba = 0.

Demostraciéon. De nuevo, identificamos A con el anillo de endomorfismos de un
espacio vectorial V' sobre D de dimensién 2. Si ab # 0 entonces Ker ab = Ker b =
ImbeImab=1Ima= Kera. Sean 0 # v; € Im a y vy € V tales que a(vy) = vy.
Entonces V' es el espacio vectorial por la izquierda sobre D generado por vy y vs.
Ademas, (ab)(v;) = Av; para algin A € D. Como ab es nilpotente, A = 0. Luego
(ab)*> = 0 y por lo tanto Ker b = Ker ab = Im ab = Im a. Concluimos que ab = 0,
una contradiccién. Por tanto ab es nilpotente y por simetria ba = 0. [J

En este momento podriamos pasar a demostrar el Teorema 2.2.1 pues como ver-
emos tenemos todos los ingredientes para demostrar la afirmacion 1 y la afirmacién
2 fue demostrada por Salwa [62]. Sin embargo vamos a dar una demostracién lig-
eramente diferente a la de Salwa que nos servird para obtener una propiedad que
utilizaremos en la Seccién 3.3. También utilizaremos el siguiente resultado.

Teorema 2.2.4 (Teorema de Sanov. Teorema 14.2.1 [37]) Si z y w son dos
nidmeros complejos tal que |zw| > 4, entonces las dos matrices siguientes generan
un grupo libre de rango 2:

r=(o1) e=(u)

Lema 2.2.5 Sea A = My(K), donde K es un subcuerpo de C y a,b € A tales que
a’> = b> =0 y ab no es nilpotente. Entonces (1 + a,1+ mb) es un grupo libre para
algun entero positivo m. Si, ademds, |tr(ab)| > 4, donde tr denota la traza, entonces
(14 a,1+4b) es un grupo libre.

Demostracion. De nuevo identificamos A con el anillo de endomorfismos del K-
espacio vectorial 2-dimensional K?2. Como ab no es nilpotente, después de un cambio
de base en K?, podemos suponer que

A0
ab = ( 00 )
para algin 0 # A € K. Asi, como Im(a) = Im(ab) y Ker(b) = Ker(ab), tenemos

que
_(pr (a0
=(55) v e=(130)

para algunos p, ¢, r, s € K. Como a y b son elementos no nulos nilpotentes, obtenemos
quep=0=qyr#0ys#0.Asi

1 r 10
1+a—<01> y 1+b—<81>.
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Luego por el Teorema 2.2.4 (1 + a,1 + mb) es un grupo libre para m = { 4 -‘ Si

[7s]

|tr(ab)| > 4, entonces |rs| >4y asim=1.01

Ahora vamos a dar la demostracién del Teorema 2.2.1.

Demostracién del Teorema 2.2.1. Podemos suponer que R = K]Ja,b]. Sea .J
el radical de Jacobson de R e identificaremos R = R/J con una suma directa
@@L M,.(D;) de anillos de matrices sobre anillos de divisién. Por el Lema 2.2.2
n; < 2 para todo i y todos los D; son cuerpos. Paracada:=1,2,...,ksea p; : R —
M,,.(D;) una de las proyecciones.

Si ab es nilpotente entonces p;(ab) es nilpotente para todo i. Por el Lema 2.2.3
pi(ab) = pi(ba) = 0 y por tanto ab,ba € J. Como R = K]la,b], los ideales por la
izquierda de R generados por a 4+ J y b+ .J son nilpotentes, lo que implica que
a,b € J. Como R es artiniano .J es nilpotente y ahora es facil deducir por inducciéon

en el indice de nilpotencia de J que el grupo (1 + a,1 + b) es nilpotente.

Si ab no es nilpotente entonces p;(ab) no es nilpotente para algin i con n; = 2.
Por el Lema 2.2.5 (14 p;(a), 1+mp;(b)) es libre de rango 2 para algin entero positivo
m y por tanto (1 + a, 1+ mb) es libre de rango 2. O

Antes de cerrar esta Seccion demostraremos la siguiente Proposicién que uti-
lizaremos en la demostracién del Teorema 2.1.1

Proposicion 2.2.6 Sea A una Q-algebra que es el producto directo de anillos de
division y anillos de matrices cuadradas de dimension 2 sobre subcuerpos de C. Sean
a,b € A tales que a®> = b?> = 0. Las siquientes propiedades se verifican

1. Siab es nilpotente, entonces (14 a,1+ by es abeliano libre de torsion.

2. Siab no es nilpotente, entonces existe un entero m tal que (1+a, 1+mb) es libre
de rango 2. Ademds si |tr(p(ab))| > 4, para alguna proyeccion p: A — My(K)
sobre una componente simple de A, entonces (1+a,1+b) es libre de rango 2.

Demostracién. Todo es consecuencia inmediata de el Lema 2.2.3 y el Lema 2.2.5
excepto la parte que afirma que (1+a, 14 b) es libre de torsién para el caso abeliano.

Supongamos que u = (1 + a)*(1+b)! es un elemento periddico de orden m en el
grupo abeliano (1 + a,1+ b) (con k,l € Z). Entonces 1 + kma = 1 — Imb, es decir
ka = —Ib. Por lo tato (1+a)* =1+ka=1-1b=(1+b)'yasiu=1.0

2.3. Unidades biciclicas de grupos diédricos

En esta Secciéon demostraremos el Teorema 2.1.1. Sean by = g, ¥ by = upy
dos unidades biciclicas de D,, tales que (y, h) C (z, g). Obsérvese que QD,, satisface
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las condiciones de la Proposicion 2.2.6, ya que todas las representaciones complejas
irreducibles de D, tienen grado < 2. Por lo tanto (b, by) es abeliano libre de torsién
6 (by,b5) es libre de rango 2 para algin k& > 1. Tenemos que demostrar que en
el segundo caso podemos tomar k£ = 1. Para ello haremos uso una vez mas de
la Proposicion 2.2.6 y solamente tenemos que probar que si b; y by no conmutan
entonces existe un caracter irreducible y de grado 2 de D,, tal que |x(«)| > 4, donde
a=(by—1)(by—1).

Por lo tanto en lo que resta supondremos que b; y by no conmutan. Esto implica
que gy h no pertenecen a (a), luego (z, g) es un grupo diédrico. Por lo tanto podemos
suponer sin pérdida de generalidad que D,, = (z,g). Como wip4ip = Uaipai-i, Sk
pérdida de generalidad, podemos suponer que z,y € (a) y cambiando los generadores
si fuera necesario, ¢ = a y g = b. Resumiendo b; = w,p y by = Ui 45 para algin
1<u,5<ny2i#n.

Los caracteres irreducibles no lineales de D,, son todas la aplicaciones y; : G —
C, con 1 <k < 7, dadas por

xr(a) ="+, xi(a'b) =0
para todo 0 < ¢t < n, donde £ denota una raiz n-ésima de la unidad.

Para todo m € Z denotamos:

2 2
N =&™ +& ™ =2cos 7rm, Up =E&" =& ™ = 2sen m
n

Las siguientes férmulas se verifican facilmente:

MMm = Th+m + Tn-m
UnVm = Mndm = Tln—m
VnMin = Vm+n + Vp—n-

Entonces
a = (b —1)(ba — 1) = (1 —b)a(l + b)(1 — a/b)a’(1 + a’d)
_ gitl il gl gl=i g gl=imd  gimlm gl gl
(@' + a1 — @+ — g 1T 4 gl gl g gloit)
y asi
xk(a) = NGi+1)k — M=)k + N(=1-i)k — N(1-i)k+
Na—i—j)k T NGi-1-j)k — NA+i—j)k — MN—1—i—j)k
= 2V + ik (Va—ik — Ya+ik) = VeVie(2 — i)
2wk 2k 2mik ik

= 8sen 2k gen 27 (1 — cos ZZ2E) = 16 sen ZE sen sen? T2

n n n n "
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La existencia de un caracter con la propiedad requerida se sigue del siguiente
Lema. El resto de esta seccion se ocupa de su demostracién. Desafortunadamente la,
demostracion es mas larga de lo que nos gustaria.

Nos gustaria agradecer aqui algunas tutiles conversaciones con Victor Jiménez
sobre esta demostracion.

Lema 2.3.1 Sii,j,n son enteros positivos tales que 1 < i,j5 <n,n >3 y(n,i,j) #
(6,3,1) entonces existe un entero k tal que
2k mik o TJk

1
sen —— sen — sen —.
n n n 4

v

(2.1)

2ma

Demostracién. Para todo nimero real a sean s, = ¢y f, : R = R/27Z = S la
aplicacién definida por f,(x) = s,z + 27Z.

Sean i, j,n nimeros enteros satisfaciendo las condiciones del Lema. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que 7, j < 7, luego s;,5; < 7. Sea f = f;; : [0,n) —
T = S? definida por f(z) = (fi(z), f;(z)). La imagen de f es una espiral en el toro
T.

Identificamos S con [0,27) y T con el cuadrado [0, 27)?, de manera que consid-
eramos f, como una aplicacién R — [0, 27). Denotemos por D la diagonal de Ty

v = [z,

27 2

]

ii=4/3 i=5/3 i=1/3 =1
El primero de los dibujos anteriores representa T (el cuadrado grande), D (la
linea de puntos) y V' (el cuadrado pequeno). Los otros dibujos incluyen la imagen
de f para distintos valores de j/i. Hemos marcado con puntos gordos los cortes de
la imagen de f con la diagonal. Si i = j (el ultimo dibujo) todos los puntos de la
diagonal son puntos gordos.

Recuérdese que |z | (resp. [z]) denota el mayor (resp. menor) entero mas pequeno
(resp. més grande) que z.

v-[z35] w2 5] v

y consideremos las siguientes condiciones

Sean

(1) Existen ki, ky € Z tales que [sen f;(k;) sen f; (ki /2) sen” f;(ki/2)| > 1y
|S€Il fz(kl) sen2 fz(k1/2) sen f](k1/2)| Z i
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(2) Existen ki, ko € ZNW tales que [sen f;(k1/2) sen? f;(k1/2)] > % v
sen? f;(k2/2) sen f;(ka/2)] > §'

(3) fF(ZNW)NV #0.
4) FW)NDNAV # 0.

La condicién (1) es equivalente a la afirmacién del Lema. Esta condicién es intro-
ducida para obtener simetria en los papeles de i y j. Claramente (3) implica (2) y (2)
implica (1). Demostremos ahora que (4) implica (3). Sea t € W tal que f(t) € VND.
Entonces existe un entero [ tal que [ <t <[+ 1y [, [+ 1€ W; CW. Supongamos
que i < j. Como s; <my 5 < fi(t) < 37”, entonces

ol

< fi() < fil) < fi(t) <

(ORI

3T

<L) < fil+1) < fi(0+1) < >

ol 3

Luego (3) se verifica.

Ahora procedemos por reducciéon al absurdo. Supongamos que el Lema no es
cierto y por lo tanto que no se verifican las condiciones (1) a (4). Por lo tanto desde
ahora trabajaremos bajo las siguientes suposiciones:

(C1) Para todo k € Z, [sen fi(k)sen f;(k/2)sen® f;(k/2)| < %, o, para todo k € Z,
|sen f1(k) sen? f;(k/2) sen f;(k/2)] < 1.

(C2) Para todo k € Z, [sen f;(k/2) sen? f;(k/2)| < ?, o para todo k € Z,
lsen? fi(k/2) sen f;(k/2)| < ¥2.

(C3) FZNW)NV =0.

(C4) f(W)N DNV =0 o equivalentemente W, N X N f~1(V) # 0.

Una busqueda exhaustiva con ordenador muestra que la unica terna de enteros
positivos (n, 4, j) conn < 200y 4, j < § para los que no hay un entero k satisfaciendo
(2.1) es (n,i,j) = (6,3, 1); precisamente el caso excluido en el enunciado del Lema.
Por lo tanto n > 200. Esto implica que

VLJ< +7<n+7n_207n
8] =8 8 8 8200 1600

S_n >3n z 3n 7n_593n
8 8 8200 1600’

8|~ 8
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es decir
207n 593n

[ma W] c Wi.
Nétese que debido a la condicién (C4) y al hecho de que s;, s; < 7 también se deduce
facilmente que 7 # j. Ademads, debido a la simetria de los papeles representados por
1y 7, también podemos suponer que 7 < j.

(2.2)

Introducimos la siguiente notacién:

m = ged(in) = |f(0,0)

vo= ]_Z:|Dﬂ1mf|
n

a = —
mu

= file)(= fi()).
Entonces
X = {ka:k=0,1,...,mv—1}y
21k 27k
f(X) = DNnIm f= {(L L) k=0,1,...,u—1} (los puntos gordos).

v

Estd claro que f(X) es un subgrupo aditivo ciclico de D de orden v y (#,6) es
un generador de f(X).

Como f(X)NV =Im fNV ND, lacondicién (C4) implica que

(C5) Si I es un intervalo tal que f(I) = Im f entonces f(X) NV C
FI\ W) NX).

n

Como o = > 2, todo intervalo de longitud < 2 contiene como mucho un

elemento de X y por lo tanto la condicién (C4) implica que

Bhleslen 3] 3)oxsr e

yasi [WnXnf (V) <2

Consideramos ahora los siguientes casos que se excluyen mutuamente: (1) v # 1
ymuv#2, (2)v=1ym>3y (3) mv<2.

Caso 1I: v# 1y mv # 2.

Primero demostraremos que m < 4. Obsérvese que

41 si v=0mod4

si v=2mod4

FEONVI=Y 20§ v =3mod 4 (2.4)

> si v=1mod4

[SIISEN

<
—_
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que es diferente de 0. Sea I el intervalo centrado en 7 y de longitud ;. Como

f(I) = Im f, la condicién (C5) implica que I no estd contenido en Wj y esto
implica que m < 4.

En segundo lugar demostramos que m # 4. Supongamos lo contrario, esto es
supongamos que v # 1y m = 4. Como W tiene longitud - = %, obtenemos
que f(W) =1Im f y por (C5) tenemos que f(X)NV C f(W \ W) N X). Luego
|f(X) N V] <2, por (2.3). Como por hipétesis v # 1, obtenemos facilmente de
(24) que v = 2,36 v =5.Siv=306wv =05 entonces X NW = 2’2’,?{’2’,%
SXNW = {3—8, é—g, 3—8, g—g, ;—g} respectivamente. De (2.2) deducimos que XNW C W,
y asi f(X)NV =0, una contradicciéon. Luego v = 2 y por lo tanto f(%) = (7, 7) =

1), Por la condicién (C3) n no es un miiltiplo de 8. Debido a (C3) sabemos que

(
F(12]) ¢ V luego £,([2]) > 2. Asi

m
2

y por lo tanto n = ¢ mod 8 con ¢ = 1,2 6 3. Esto implica que para k = L%J tenemos
que

5
Tcr-T o fky < filk) <=
8 8
y
m on™ 4 wg _ w 3n 197«
—> fi(k 8~ A0 7T
TRl n 4 4n =4 800 800
Consecuentemente,
i (K 197 5 1
sen f1(k) sen f(2 ) sen’ fjé ) > sen 80(? sen® g >
y
i(k (K 1 1
sen f1(k) sen? filk) sen fi (k) > sen 97m sen35—7r > =
2 2 800 8 ~ 4

en contradiccién con (C1).

En tercer lugar demostramos que m # 3. Supongamos lo contrario, esto es,
supongamos que m = 3. Sea I = [0, 2]. Entonces f(X)NV C f([0, [2]] N X), por
(C5). Obsérvese que [0,2] N X = {21 <k < 32} tiene |32] elementos. Asf (2.3)

implica que
3v
— 1 2.5
HE (25)

y (2.5) nos lleva a concluir que v = 2,3,5,6
6 9 y en todos los casos |f(X)NV|> |2]. Concluimos que X N [%, [2]] tiene un
v

8
tnico elemento. Este elemento es T si v = 2, ?" siv =3, % siv=>5,15siv==06

’8

FE) VIS IX N, 5]

Un andlisis de las desigualdades (2.4
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y 2—77‘ si v = 9. El nimero mds pequeiio listado anteriormente es 22 y asi de (2.2)

15
tenemos que
2n n 20Tn
<[%]<

15— 18 1600’

una contradiccion.

Concluimos que m < 2, de donde se deduce que f(4) (0,0). Si muv fuera
miiltiplo de 4, f(7}) perteneceria a f(W) WDy como f(%) # (0,0) necesariamente
f(%) perteneceria a f(W1) NV N D en contra de (C4). Por tanto mwv no es miiltiplo
de 4.

Consideremos las aplicaciones g : [0,n) — Ry g:[0,n) — T dadas por ¢(t) = gt
v g(t) = (g(t) + 27Z, g(t) + 27Z). La imagen de g es D y g(t) = f(t) para todo
t € X. Por la condicién (C4), tenemos que

gXNW)NV =10. (2.6)

Supongamos que 7 < 6 < 3™, Entonces, por la condicién (C4), a = g Wy
y como mv > 2, a < (%] Como 4 no divide a mv tenemos que mv > 9. La
restriccion hecha sobre 0 facilmente nos conduce a que si W7 N X tiene al menos tres
elementos, entonces Wy N X N f~1(V) # 0, contradiciendo (C4). Luego tenemos que
|W1 NX| < 2. Asi la longitud del intervalo W; es como mucho 2o y como minimo

2 _ 2. Por lo tanto 2 > 2a > 7 — 2y esto implica que n < 72, una contradiccion.

S6lo queda tratar con la situacién § < 2 6 6 > 27, Trataremos 6 < I (para el
otro caso se procede de manera similar). En tal caso, claramente v > 4. Como 4 no
divide a muv se sigue que v > 5y v # 8. Si v = 6, entonces € Wi NX y g(3) € V;
siv =7y m =1 entonces 2 EWlﬂXyg(2”) eV, ys1v—7ym—2entonces
TeWinXygz) eV, Estos tres casos no llevan a contradiccién con (2.6) por lo
tanto v =56 v > 9.

Supongamos primero que v = 5. Si m = 2, entonces 2a = eWinXy
g(2a) € V, de nuevo una contradiccién con (2.6). Luego m =1y g(«) = 2%. Por la
condicién (CB) tenemos que f(ZNI1)NV =0, donde I = [2,2]. Ademds, para todo
v €1, fi(xr) < fi(x) < fi(x) + 5, esto es f(I) estd en la banda entre la diagonal
y la paralela de la diagonal que pasa por el punto A = (5, m). (Nétese que esta
ultima tienen una continuacién en la esquina inferior derecha tal y como muestra la

siguiente figura.)

(o
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Los puntos sobre la diagonal representan los elementos de f(X) y f(o) = (%, 3F)
estd etiquetado con la letra P. Las lineas que salen de P representan varias posi-
bilidades para f(I). Todas ellas salen de P y acaban en la linea que es paralela
a la diagonal que pasa por A. La longitud del intervalo f;(I) es al menos 5, y la
igualdad se verifica si y sélo si i = 1. Si ¢ = 1 entonces f (2) = Ay f(I) es el seg-
mento que une P con A. Entonces f ([2]) € V contradiciendo (C3). Por lo tanto
i # 1y asi f(I) interseca el interior de V' y de hecho f [%, Z—g] interseca V. Esto
es porque la longitud de f; [%, i—g] es ;r—é > 15, Y por lo tanto existe ¢ € [g, Z—g] con
filt) = fi (2) + & = T y para tal ¢ tenemos que f(t) € V (véase la figura). Sea
t el menor elemento de I tal que f(t) € V y sea k = [t|. Entonces k+1 € Iy
asi f(k+1) ¢ V. Esto implica que f;(k+ 1) > 7w (véase la figura anterior) y por lo

tanto § < fi(k+1)— f;(k), de manera que la pendiente de f; es mayor que 7. Luego

2 3
5= 5 tip <Al + D <fillol+1) <

por lo tanto f(|a] 4+ 1) € V, una contradiccién con (C3).

Finalmente, supongamos que v > 9 y recordemos que estamos suponiendo que
0 < 7. Sea [ el primer entero no negativo tal que g(la) > /2y p el menor entero tal
que g((I+p)a) > 3m/2. Nétese que la primera desigualdad implica que (I—1)a < %.
Como o < % tenemos que por (2.2) la < % < [32]. Como 6 < 7/2, tenemos que
l,p>2.

Aseguramos que p = 2. Supongamos que p > 3. Sea 3 = (I + p — 1)a. Entonces
g(8) € V y por la condicién (2.6), f ¢ W;. Como por suposicién, p > 3 y ademads

g(1) < Ty g((l + p)a) > 2 se sigue que g(B) > & — 2 = T Asf que la longitud

9[0, 8] es al menos “F. Si 3 < [2], entonces la longitud de g(W;) es al menos

%] (5] 76,
6 [2] 3n+7

Esto implica que g(W; N X) NV # (), contradiciendo (2.6). Luego 5 > (%W y como
ademas § ¢ Wi, deducimos que 5 > P—”J . Sea k el mayor entero no negativo tal que
(I+k)a < [22] (recuérdese que lo < |22|). Asi k < p — 1. Como f((I + k)a) € V
de (2.6) tenemos que (I + k) ¢ Wi y de aqui deducimos que (I + k)a < [2].

8
Consecuentemente,

IN

{%J <(l+k+1)a§2(l+k)a§2[gw Snzlw L%J

una contradiccion.

Luego tenemos que p = 2. Consecuentemente, 7 + 36 > 37” y asf 6 > Z. Luego,

g(2a) > 2 > Z. De este modo | = 2 y g(3a) € V pues # < Z. Por lo tanto

3a ¢ Wi. Como 3a < % tenemos que 3a < [2]. Como también g(4a) = 46 > 27
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g(3a) = 30 > 2T y por lo tanto g(W;) es al menos

Q_WM> Irn —6 > o
8

(%] ~4An+T "

consecuentemente, g(W; N X) NV # (), de nuevo una contradiccion.

Esto termina la demostracion del Caso 1. Nos vemos en la lamentable obligacion
de avisar que éste era el caso facil.
Caso 22v=1y m > 3.
Sea \ = # = % —1, un entero positivo. La pendiente de f es % =1+ % La figura
n

siguiente muestra la imagen [0, ;] mediante f para A = 1,2 y 3. Cuanto mayor sea
A mas cercana estard esta imagen a la diagonal D.

n

, 21N X y t; el elemento

Supongamos que m > 4. Sea t, el mayor elemento de [0

siguiente de X. Notese que ¢; —tp = - < 7y asi % =ty+ % < %". Claramente
to = L%J prg Sim > 6 entonces £y > m’3% > g ysim=40605, entonces ty = - > 2.
Por lo tanto, el intervalo I = [to, %ﬁj esta contenido en W. Debido a la condicién

(C3) tenemos que f(INZ)NV =0. Sea k = [to] +1 € W. Como i,j < 5, a>2y
por lo tanto la longitud del I es mayor o igual que 1 tenemos que k£ € W .Entonces
0 < fj(k) <7y asi fi(k) <5 (la figura anterior ayuda aqui). Sea p el menor entero
no negativo tal que f;(k+p) > Z. Como 7 € f;(I) (pués al menos medio circulo
estd cubierto por f;(I)), tenemos que k+p € I NZy asi f;j(k+p) > 2.

Supongamos que A # 1, es decir, de la posibles lineas representando f [0, ﬂ en

la figura anterior, excluimos la que estd mas a la izquierda. Entonces una mirada
a la figura muestra que de f;(k + p) > 2% se deduce que fi(k + p) > 7. Luego la
pendiente s; de f; es mayor que 2. De esto se sigue que p = 1. Luego f;(k+1) > 2Z.
Como s; < 7 tenemos que f;(k) > . Un argumento similar hacia atrds muestra que
7 < fi([to] —=1) < 2. Consecuentemente, |f;(|to] +1)— f;([to] —1)| > 7. Usando de
nuevo que s; < 7 tenemos que la longitud del intervalo [[ty] — 1, |to] + 1] es mayor
que 1y asi #5 es un entero. Por lo tanto § < fi(k+1) — fi(k) = fi(to +1) — fi(to) =
fi(k) < %, una contradiccién.

Luego A = 1 y asi j = 2¢ y m = . La siguiente figura representa la imagen

de f y las curvas C} y Cy definidas por las ecuaciones sen(z/2)sen?(y/2) = % y

sen?(x/2) sen(y/2) = % respectivamente.
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A
Fo P Ry PRy (P

[y
e = = =

D
N
o

Si (z,y) estd en la regién R; limitada por la curva C entonces sen(z/2) sen®(y/2) >
? y si (z,y) esté en la regién Ry limitada por Cy entonces sen?(z/2) sen(y/2) > ?.
Sean a; y b; las primeras coordenadas de los puntos de interseccién de la primera
parte de la imagen de f con C; (i = 1,2). Debido a la condicién (C2), no existen
enteros ki y ky en el intervalo W tales que f(k;) € R; para ambos i = 1,2. Como
I CW 'y f(I) cubre el tramo de la izquierda de la imagen de f se sigue facilmente

que s; > min(b; — ag, by — ag). Calculando estas intersecciones obtenemos que
a; < 1,019, ar <1,302, by > 2,484, by > 2.766.

Luego s; > 1,464 y asi % = % > 0,233. Como n > 200 tenemos que 7 > 46 y de
esta manera tenemos que a = - = % < 4. Se sigue que § — & <o <1y < T+ -
Consecuentemente, para todo ¢t € [ty,t;] tenemos que sen % > sen %j—g > 0,9. Sea
C; la curva definida por sen(x/2)sen?(y/2) = m y C% la curva definida por
sen?(z/2) sen(y/2) = m. Sea a} y b} las primeras componentes de los puntos de

interseccién de C] con la primera parte de la imagen de f. Entonces
a; <0912, o), <1,165, b, > 2,573, b, > 2,854

Debido a la condicién (C1), obtenemos de la misma manera que antes que s; >
2min(b] — af, by, — al) > 3,316 > 7, una contradiccidn.

Luego hemos demostrado que m = 3. Sea t, = (%] y k = tg — 1. De forma
andloga a la situacion anterior (esto es, para m > 4), podemos llegar a contradiccién

argumentando hacia atras en el intervalo [%, %]
Caso 3: mv < 2.

Este es el caso mas dificil pues no podemos apoyarnos como en los casos anteriores
en algin t € W tal que f(t) tenga alguna propiedad 1til, por ejemplo f(t) € D
6 f(t) = (0,0). En efecto los tnicos valores de ¢t € [0, n| para los que sucede una de
estas dos cosas son t =0y t = 7, ambos lejos de TV. Vamos a evitar esta dificultad
apoyandonos en el punto ¢y que es igual a § si mv =1 e igual a § si mv =2
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Sea I = [to, 2ty N W entonces

(0,5),(5.7), (7, %) o (5.0) siv=1
f(to) = \ N oo .
(5.3),(5.5) (5. 25) o (15.5) siv—2

Para todo t € I, tenemos que

< 50— HH = <,

w|>1

es decir, f(I) estd en la parte sombreada de la siguiente figura donde los valores
posibles para f(¢p) han sido representados por circulos en negrita.

Ademds la pendiente s;_; de la funcién f; — f; es 2+Z) = 21 < X (debido a la
suposicién n > 200).

Los posibles valores de m y f(ty) nos conducen a 12 casos diferentes. Usando
argumentos similares se demuestra que cada uno de estos casos nos llevan a con-
tradiccion, y asi acabamos la demostracién. Es crucial en todos estos argumentos
que ocurre en “un poco” después del instante ty. En realidad los argumentos en
los 12 casos son muy similares y tediosos Ilustraremos el método para m = 2 y
f(to) = (0,%) = O, por lo tanto v = 1. El lector que haya llegado a este punto de la
demostracion no tendra dificultad en variar ligeramente los argumentos que damos
a continuacion para este caso de manera que sirvan para los otros 11 casos.

Sea k = [to] < t, + . Como s; <y s;_; < &5 se sigue que

7
0< filh) <

8
y
L= i)~ flto) < (R~ i) = (= f)(to) + (fy — P (ko) < 54 o = 28
9 — Jg\to i\0) = Jj 3 — \Jj 7 0 j 3 9 50 25 .
Luego % < fi(k) < 4+ 81 < 30 Asf, por la condicién (C3) obtenemos que
filk) < g Sea [ el primer entero mayor que %, tal que f;(l) > 7. Aseguramos
que f;(I) > 2F. Esto es facil si [ > ?g, por que m = 2 divide a i y entonces
fill) > %?{—g 2 3” , tal y como desedbamos. Luego supongamos que [ < ?g y

fi(l) < 2. Entonces f]-(l) = (f; — fi)() + fi(l) < A=32 4 3% — 32 En cualquier caso
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esto nos lleva a contradiccion con la condicién (C3). Esto demuestra lo asegurado
fi(l) > 2. Como f;(I—1) < Zy f;(I) > 2F se sigue que s; > I, y asf obtenemos que
[ <k +2.Si la pendiente de la imagen de f es S, entonces

(D—Ffi(to)) (fi(D—Fi(to))—(fi(D—fi(to)) __ sj—i(l—to)
L o< S= ot = L e = L
Ll 7
< 1+ 50(;8) :%:Sméx.
Sean a y b los dos primeros elementos de I tales que A = f(a) = (A}, A2) y B =
f(b) = (By, By) pertenecen a la curva C) con ecuacién sen(z/2)sen?(y/2) = ?,

[|

sean ¢ y d los dos primeros elementos de I tales que C' = f(¢) = (C1,Cs) y D

sV

f(d) = (Dy, Dy) pertenecen a la curva Cy con ecuacion sen?(z/2) sen(y/2) = ?. L
figura siguiente representa las curvas C; and Cs y las lineas L; y Lo que pasan por
O de pendientes 1y S,,.: respectivamente.

La imagen f([to, o + €]) de un intervalo [to, %o + €] por f cae en la regién entre L; y
L. Calculando la interseccion de las rectas Ly y Lo con C; y Cy se deduce que

0,82 < A, <084
127< C; <1,29
3,19< B, <344
3,6b< D; <3,88

La condicién (C2) implica que f;(l — 1) < A1y By < fz( ), 6 fill =1) < Cyy
Dy < fi(l). Luego I — 1 —t5 = ( (l) 7 < max{B T D1 '=-} < 0,6. En particular,
(I—1)—ty < 1. Comotamblenl keZyty<k<Il—1obtenemosquel=Fk+1y

[to] —to =k — ty < 0,6, asi que n # 1,2,3 mod 8.

Argumentando de forma andloga en el intervalo [ %] (nétese que f(%) =

5f(ty) = O) deducimos que 5n # 1,2,3 mod 8, asi que n # 5,7mod 8. Si n =
0 mod 8 entonces f(I) € V contradiciendo (C3). Concluimos que n = 4 mod 8 o
n = 6 mod 8.
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La condicién (C2) implica que f;(k) < Ay y fi(k+1) > By, 6 fi(k) < Cy y
fl(k + 1) > Dl- Por lo tanto S; > mfn(Bl — Al; D1 — Cl) Z 2,35

Supongamos que n = 4 mod 8. Entonces f;(k) = s;/2 > 2,35/2 > A, yasi f;(k) <
Ciy fi(k+1) > D;. Lo primero implica que s; < 2C; < 2,58 y lo segundo que

S; > —2D1 > 2,43. Por lo tanto, tenemos que
T 7-2,43 7s;  7-2,58 3
2 — : i(k = — <2 —
T+ 5 < 5 < filk +3) 5 < 5 T+ 5

2m+ L < 2B 4 T f(hk+3)+ 2 < fi(k+3) < fi(k+3)+ I+ XL <

Ryl <o+ &2

Luego f(k+ 3) € V lo que nos lleva a contradiccién con (C3).

Asi n = 6 mod 8. Entonces 5s;/4 = fi(k+ 1) > By > 3,19, luego s; > 2,55. Sea

h = [4] = "2 Entonces 3 < fi(h) = "5 < 5+ 55 = § 127 < 5;/2 =

Fh) < % v 7 < fy() < Fi(h) + 74 g5, Tucgo
min{|sen fi(h) sen f;(h/2) sen® f;,2(h/2)], |sen fi(h)sen® f;(h/2) sen fj2(h/2)|} >

1,2741017 /100
sen 120025 sen? —1 27 gop (1L27+1017/100) 5 m/100)

1

> 1

lo que nos lleva a contradiccién con (C1). O

2.4. Puntos libres y unidades biciclicas

De las secciones 2 y 3 de este capitulo esta claro que el problema de obtener
grupos libres generados por dos unidades biciclicas se puede reducir a menudo a
determinar cuando un grupo generado por dos matrices dos por dos es un grupo
libre. En particular, con la notacién de la Proposicién 2.2.6, para asegurar que el
grupo generado por G = (14 a,1+b) es libre de rango 2 es suficiente demostrar que
existe un homomorfismo p : A — M(C) tal que las dos matrices p(a) y p(b) generan
un grupo libre de rango 2. Identificando M,(K) con el anillo de endomorfismos de
K? y después de un cambio de variable, si p(ab) no es nilpotente, después de un
cambio de base en K2 podemos suponer que

o= (5 1) vem=(1 1)

generan un grupo libre, donde 2\ = tr(p(ab)) € C (ver la demostracién del Lema
2.2.5). Si este es el caso se dice que A es un punto libre [2]. Hasta ahora nosotros



38 GRUPOS GENERADOS POR DOS UNIDADES BICICLICAS EN ZG

hemos usado el Teorema de Sanov (Teorema 14.2.1 [37]) y que es equivalente al
Teorema 2.2.4, que afirma que un nimero complejo de médulo por lo menos 2 es
un punto libre. El problema de decidir cuando un nimero complejo es un punto
libre es un tema bastante activo de investigacion. Para muchos nimeros complejos
se ha determinado si son puntos libres o no y muchos articulos se han escrito sobre
este tema. A modo de ejemplo se sabe que A es un punto libre en cada uno de los
siguientes casos:

(1) X € C estd fuera de los circulos unidad centrados en —1,0 y 1 [9].

1
2

2) A € C estd fuera del circulo abierto de radio % y centrado en £ y =i y fuera
2 Y 2

del circulo unidad centrado en —1 y 1 [44].

(3) A € C estd fuera de la envolvente convexa que contiene el circulo unidad
centrado en el origen y los puntos +2 [44].

(4) X € Csatisface [A —1| > 1 y 1 < |Re())| < 2 [22].

(5) A € C estd fuera del circulo unidad y |[Im(X)| > 1 [23].

Ademas, es bien conocido que si z es libre entonces Z y —z también lo son. Todos
estos resultados se pueden resumir diciendo que son puntos libres todos los puntos
que estan en el exterior de la siguiente figura.

Recientemente Bamberg [3] ha dado una familia F' de polinomios tal que un
nimero complejo es punto libre si y sélo si es raiz de un elemento de F'. En cualquier
caso es muy dificil comprobar si un niimero complejo en particular es raiz de uno de
los polinomios dados. En particular no conocemos si v/3 es un punto libre. Ahora
ponemos de manifiesto que una respuesta a esto ultimo es necesaria para saber si el
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grupo generado por dos unidades biciclicas que no conmuten es libre para un grupo
diédrico arbitrario, es decir para eliminar la hipdtesis (y, h) C (x,g) del Teorema
2.1.1.

Sean by, by dos unidades biciclicas del mismo tipo en ZD,, y supongamos que
biby # baby. De nuevo es facil de ver que podemos suponer que by = But 5 ¥ by = By 4.
Si x = (by — 1)(ba — 1), entonces (con la notacién de la seccién anterior)

2mtk 2mik ik
Xk(z) = 16 sen T sen 20 gen2 11T
n n n

En general no es verdad que exista un k tal que xx(z) > 4. Por ejemplo, si n = 12,
t=j=2yi=23, entonces xx(v) =0si k =234y |xi(z)| =2V3 <4sik=1,5.
Miremos a las representaciones. La descomposicion de Wedderburn de QD5 es bien
conocida:

QDy, = 4Q ® 3My(Q) & My(Q(V'3)).

Tomando una base adecuada podemos hacer las siguientes identificaciones:
bh=01,1,1,1,4,A4,1,C) y b =(1,1,1,1,1,B,D),

donde A, B € M>(Q) no son la matriz identidad y

-(31) v o-(5 %)

Luego (b, bs) es libre si y sélo si no existen enteros no nulos hy, ..., hy, v ki, ...,k
tales que

hi+...4hp=k+...4+kn=0 y CMDMCMDF CMwDEn =T

En particular si v/3 es un punto libre entonces (b, by) es libre.

De hecho el caso anterior parece ser el tinico caso problemético para grupos
diédricos. Una bisqueda mediante ordenador para n < 200 muestra que si n no es
un miiltiplo de 12 entonces para todo 1 < ¢,4,j < n existe un k tal que |xx(z)| > 4.
Mas ain, si n = 12m entonces los tnicos valores de (¢, 4, j) para los que |xx(x)| < 4
para todo valor de k son

(2,3,2)m, (3,2,2)m, (4,3,2)m and (3,4,2)m.

Después de una reduccion apropiada se puede demostrar que todos los casos se
reducen an = 12y (¢,4,7) = (2,3,2). Este es precisamente el ejemplo con el que
nosotros tratabamos antes. Esto parece ser un indicio de que para todo par de
unidades biciclicas b; y by del mismo tipo que no conmutan en ZD,, tenemos que
(by, b3) es un grupo libre y si /3 es un punto libre entonces (b, by) siempre es libre.
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Acabamos esta seccion haciendo una observacion sobre el grupo generado por
dos unidades biciclicas de diferente tipo. Sean by = uap y by = v4i 45p- Entonces para
todo caracter complejo irreducible x, de D,, tenemos que

2k 2mik  , mik
cos .

Xk(z) = 16 sen sen
n n n

En cualquier caso, para esa formula no hay analogo al Lemma 2.3.1. De hecho, para
n = 3, es decir para Dj, hay pares de unidades biciclicas que tienen traza “mala”.
Por ejemplo, si by = upq ¥ by = Vgp,4, entonces

2 2
x1(x) = 16 sen ?ﬂ sen ?ﬁ cos? g = 3.
Esto implica que (b, bs) no es libre. De hecho, como se menciona en [12] el grupo

(b1, by) contiene la unidad trivial a € Ds.



Capitulo 3

Productos directos de grupos libres
en U(ZG)

3.1. Introduccidon

El Problema 17 planteado por S. K. Sehgal [65], propone dar una presentacién
por generadores y relaciones de U(ZG) para algunos grupos finitos G. Este problema
es dificil de resolver para un grupo finito en general. La unidades ciclicas de Bass y
las unidades biciclicas generan un subgrupo de indice finito en U(ZG) para muchos
grupos. Son pocos los grupos para los que se conoce una presentacion de U(ZG) o
de un subgrupo de indice finito suyo. Repasemos algunos de estos pocos casos.

Denotemos por U; (ZG) las unidades de aumento 1.

Los primeros resultados son debidos a Higman.

Teorema 3.1.1 (Teorema 2.9 (Higman)[65]) Si A es un grupo finito abeliano,
entonces Uy (ZA) = A X F donde F es un grupo libre abeliano cuyo rango viene
determinado en términos de la estructura de A.

Teorema 3.1.2 (Teorema 2.7 (Higman)[65]) Para un grupo finito G, U(ZG) =
+G sioy solo si G es abeliano de exponente 2,3,4,6 6 G = E X Qg donde E es un
2-grupo abeliano elemental.

Para los grupos finitos G no considerados en los Teoremas de Higman, el siguiente

resultado de Hartley y Pickel muestra como aparecen los grupos libres no abelianos
en U(ZG).
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Teorema 3.1.3 (Teorema 5.1 (Hartley-Pickel)) Sea G un grupo finito no abeliano.
Entonces U(ZG) contiene un subgrupo libre no abeliano si y sdlo si G no es un 2-
grupo Hamiltoniano, es decir, G no es isomorfo a Qg X E, donde E es un 2-grupo
abeliano elemental.

Para algunos grupos G un grupo libre no abeliano representa un papel relevante.

Teorema 3.1.4 ([33]) Sea D3 = (a,bla® = b*> = 1bab = a™") el grupo diédrico de
orden 6. Entonces U (Z.Ds) es el producto semidirecto V x D3, donde V' es un grupo
libre de rango 3 con generadores:

=14+ (a—ba)(l—a)=1up,
vy =14 (a—ba?)(1 — a) = Upgq
v3 =14 (a —b)a(l —a) = upe2 4

En particular V esta generado por unidades biciclicas.

Teorema 3.1.5 (Teorema 3.2 [65]) Sea Dy = (a,bla* = b? = 1bab = a ') el
grupo diédrico de orden 8. Entonces Ui (ZD,) es un producto semidirecto V x Dy,
donde V' es un grupo libre de rango 3 con generadores:

vy =1+ (b+a)(l —a?) :ub_‘:b ,
vo =1+ (ab—a)(l —a?) = u;}b’ab y
v3 =14+ (=b+a)(l —a®) = ugpy.

En particular 'V esta generado por unidades biciclicas.

Teorema 3.1.6 ([48]) Q12 tiene un complemento normal en U (ZQ12) que es un
grupo libre de rango 5.

Por desgracia un tnico grupo libre no suele ser suficiente para obtener un subgrupo
de indice finito en U (ZG) como muestra el siguiente teorema.

Teorema 3.1.7 (Jespers [24]) Los unicos grupos finitos no abelianos G para los
que U(ZG) contiene un subgrupo libre de indice finito son:

D3, Dy, Qiy y P ={(a,bla* =1,b" =1,aba™"'b"" = a?).
Un ejemplo mas en el que conocemos la estructura de U(ZG) es el siguiente.

Teorema 3.1.8 ([34]) Qis tiene un complemento normal en Uy (ZQ1gs) que es el
producto directo de un grupo ciclico infinito y un grupo libre no abeliano de rango 9.
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Uno de los ingredientes importantes en la demostracién del Teorema de Hartley-
Pickel (Teorema 3.1.3) es el Teorema de Sanov (Teorema 2.2.4) que muestra que
los subgrupos libres no abelianos de U(ZG) se pueden encontrar en érdenes de
las componentes simples del algebra de grupo QG. Por esta razén no soélo es facil
encontrar grupos libres no abelianos sino productos directos de estos. Siguiendo esta
idea en una serie de articulos ([32], [42] y [35]) Jespers, Leal y del Rio caracterizaron
los grupos finitos para los que U(ZG) tiene un subgrupo de indice finito que es
el producto directo de grupos libres, encontrando muchos més grupos que en el
Teorema 3.1.7 de Jespers.

Teorema 3.1.9 (Jespers-del Rio [35]) Las siguientes condiciones son equivalentes
para un grupo finito G':

1. U(ZG) contiene un subgrupo de indice finito que es el producto directo (finito)
de grupos libres (finitamente generados).

2. Todo cociente simple no conmutativo de QG es isomorfo a Ms(Q), (71&3)
6 H(K) con K =Q,Q(V2) ¢ Q(v3).

3. G es abeliano o isomorfo a H x C% donde H es uno de los siguientes grupos:

(a)

(r,y | 2" =y' =[2%,y] = [v,9%] = [, [2,9]] = [y, [2, 9] = 1),
(0) (xyn,- -y L2t =97 = [yiys] = (2%, 0] = [[z, 0], yy] = [z, m3], 2] = 1),
(¢) (@yyrs-esyn | 2t = y! = yilo,u] = [y, ] = [0, 0] = [y, 2] = 1),
(d) (@i, un | 2% = y7 = [y, y) = 2,41l gl = [, 93] = 1),
(e) (w,yr,.. sy | 22 =y = yilw,yi] = [y, y5] = [z, 9], 2] = 1),
(F) @y esyn | 2t =y = 2%y = yilo, w] = [yi,ys] = [v7, 2] = 1),
(9) (v, 91, s yn | 2t = 2%yf = yilw, ui] = [y, ys) = 1),

(h) U x4 (x) donde U es un 3-grupo abeliano elemental, x tiene orden 2 6 4 y
é(x) = inv donde inv : G — G es la aplicacién dada por g — g .

(i) U g Qs donde U es un 3-grupo abeliano elemental, Qs = (z,y) y ¢(x) =
é(y) = inv, donde inv : G — G es la aplicacion dada por g — gL

El objetivo de este capitulo es concretar el Teorema 3.1.9 en un subgrupo con la
estructura deseada, es decir, encontrar un subgrupo concreto F' = [[}_, F; de indice
finito en U(ZG), tal que F; es libre y 6ptimo en el sentido de que el indice de F' en
U(Z@G) sea minimo entre todos los posibles subgrupos de U (ZG) con esta estructura.
El caso en que G es abeliano ya fue resuelto por Higman (Teorema 3.1.2), por lo que
supondremos que G = H x Z, donde H es un grupo de uno de los tipos (a) — (%)
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y Z = C¥. Hay una manera natural de obtener tales subgrupos si no imponemos
la condicién de optimalidad. Por el Teorema 3.1.9, para todo idempotente central
primitivo e de QG, una de las siguientes condiciones se verifica:

(A) QGe es isomorfo a Q, una extensién imaginaria de Q o un &dlgebra de cuater-
niones totalmente definida sobre Q;

(B) QGe es un algebra de cuaterniones totalmente definida sobre una extensién
real cuadratica de

(C) QGe es isomorfo a My(Q).

Sean A, B y C los conjuntos de idempotentes centrales primitivos de QG de tipo
(A), (B) v (C) respectivamente e I = AU BUC. Para todo e € I sea O, un orden
en QGe. Entonces U(O,) es finito si e € A. Si e € B, el Lema 1.2.5 nos asegura
que U(O,) es virtualmente ciclico infinito. Finalmente la siguiente Proposicién junto

con la Proposicién 1.2.1 nos asegura que U(O,) es virtualmente libre no abeliano si
eecC.

Proposicién 3.1.10 El grupo GLo(Z) es virtualmente libre no abeliano.

Demostracién. Basta considerar I'(n) para cualquier n > 3 (véase la Proposicién
1.3.2). 0

Como O = [],.; 0. y ZG son dos 6érdenes en QG, por la Proposicién 1.2.1
tenemos que U(O) NU(ZG) tiene indice finito en ambos. Por lo tanto U (ZG) N (1 +
QGe) contiene un subgrupo de indice finito F, que es trivial si e € A, ciclico infinito
si e € By libre no abeliano si e € C. Entonces [[,.; F. es un subgrupo de indice
finito de U(ZG) con la estructura deseada.

Si queremos saber més sobre la estructura de U (ZG) deberiamos calcular el rango
de F, para cada e € C. Por supuesto que esto depende de la eleccién de F, ya que
el rango de un subgrupo de indice finito de un grupo libre no abeliano no es un
invariante. En nuestro primer resultado mostramos que salvo para dos grupos (D3
v D,) podemos elegir F, lo méds grande posible, es decir, F, = U(ZG) N (1 + QGe)
y ademads todos los F, tienen el mismo rango.

Teorema 3.1.11 Sea G = H x Z, donde Z es un 2-grupo elemental y H de uno
de los tipos (a) — (i) del Teorema 3.1.9. Sean B y C los conjuntos de idempotentes
centrales primitivos de tipo (B) y (C) respectivamente. Sean fp =3 ;5 f y Fo =
UZG)N(1+ QG fg) y para cada e € C sea F, =U(ZG) N (1 + QGe). Entonces

1. F =Fyx ][] F. tiene indice finito en U(ZGQ).

ecC
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2. St G % D3, Dy, entonces para todo e € C'
F,=U(ZG) N (1+ QGe)
es libre no abeliano y todos los F,’s tienen el mismo rango.

3. Fy es libre abeliano de rango |B]|.

Probaremos el Teorema 3.1.11 en la Seccién 3.2. Ademas calcularemos el rango
de Fy y de todos los F,.’s para todos los grupos. Mas aun, todo F, es isomorfo a un
subgrupo del grupo modular PSLy(Z), el cual calcularemos en cada caso. Si tenemos
en cuenta que existen métodos poderosos para obtener generadores de subgrupos de
PSLy(Z) (Reidemeister-Schreier) y de subgrupos de anillos de enteros, podemos
concluir que tenemos un método para calcular generadores de F'. Claro que esto es
teorico pues los calculos en grupos concretos son tremendos.

Asi el grupo F' = Fy x [] Fe del Teorema 3.1.11 tiene las propiedades deseadas.

ecC
Sin embargo esto no da informacion sobre como de grande es el grupo construi-

do, o mejor dicho, como de pequeno es el indice de este grupo en U(ZG), o sea,
sobre la optimalidad del subgrupo construido. Sorprendentemente lo que vamos a
demostrar es que esta construcciéon que en principio podria resultar simple, nos da
un subgrupo 6ptimo en casi todos los casos y en aquellos casos en los que falla basta
con “bajar un poco”’. De hecho los tnicos tnicos grupos para los que esto no es
cierto son D3, Dy, Q12 y Q16, precisamente los de los Teoremas 3.1.4, 3.1.5, 3.1.6
y 3.1.8. Como no podemos pedir nada mejor que los resultados de estos teoremas
no nos molestaremos en estudiarlos. En la Seccién 3.3 demostramos que el grupo
F del Teorema 3.1.11 es el mejor posible. Explicitamente demostramos el siguiente
Teorema:

Teorema 3.1.12 Sean G = H x Z y F = Fy x [] F. como en el Teorema 3.1.11.
ecC

Si E = Ey x HjeJ E; es un subgrupo de indice finito en U(ZG), donde Ey es libre
abeliano y E; es libre no abeliano para todo j. Entonces

1. r(Ey) =Bl y |C|=J].
Ademds, si G no es isomorfo a D3, Dy, Q12 ni a Qg entonces
2. [UZG): FI|<[UZG): E]y

3. r(Ej) > r(F.) para todoe e C yj € J.

Obsérvese que los grupos excepcionales D3, Dy, Q12 v (16 pertenecen a la lista
de grupos que estamos considerando con los siguientes parametros: k =0y n =1
para todos ellos; Dy es del tipo (d) 6 (e), D3 y Q12 son de tipo (h) con z de orden
2 y 4 respectivamente y finalmente Q14 es de tipo (g).
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Estos cuatro grupos fueron estudiados respectivamente por Jespers y Leal [28]
(véase el Teorema 3.1.5), Jespers y Parmenter [33] (véase el Teorema 3.1.4), Par-
menter [48] (véase el Teorema 3.1.6) y de nuevo por Jesper y Parmenter [34] (véase
el Teorema 3.1.8).

Todos los resultados de este Capitulo aparecieron en el articulo [55].

3.2. Grandes Subgrupos

En esta secciéon vamos a demostrar el Teorema 3.1.11. De hecho vamos a obtener
mas informacion ya que daremos ademads el rango de cada uno de los grupos libres F,
para cada idempotente central primitivo e del tipo (C) y un subgrupo de PSLy(Z)
isomorfo a F,. Ademas vamos a obtener el rango del grupo libre abeliano Fj.

La afirmacién (1) del Teorema 3.1.11 se sigue del péarrafo anterior al Teorema
3.1.11.

A lo largo de toda la seccion G = H x Z donde H es un grupo de uno de los
tipos (a) — (i) del Teorema 3.1.9 y Z = C¥ para algiin entero k. Demostraremos
los apartados (2) y (3) del Teorema 3.1.11 mediante una serie de Proposiciones que
distinguen los diferentes casos. Las demostraciones son muy similares y obviaremos
repeticiones tediosas. El esquema de las Proposiciones y sus demostraciones es el
siguiente:

= Identificaremos los idempotentes centrales primitivos de QG (1—6’\’) y dentro de
estos identificamos el tipo de cada uno de ellos. Obsérvese que los idempotentes
centrales primitivos de QG G" son precisamente aquellos para los que QGe es
un cuerpo y por lo tanto son de tipo (A).

» Para cada idempotente central primitivo e de tipo (B) 6 (C) obtendremos
una base y un isomorfismo con una de las adlgebras simples del apartado 2 del
Teorema 3.1.9.

= Para cada idempotente central primitivo e de tipo (C') obtendremos un iso-
morfismo de F, con un subgrupo de PSLy(Z) y utilizaremos esto, junto con el
Teorema de Nielsen-Schreier para obtener el rango de F,.

= Mostraremos que Fj estd incluido en el centro de ZG fg y es libre de torsidn,
de donde se deduce el apartado 3 del Teorema 3.1.11 y calculamos el rango de
Fyy contando el nimero de idempotentes de tipo (B).

Recordamos el enunciado del Teorema de Nielsen-Schreier.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Nielsen-Schreier. Teorema 6.1.1 [60]) Sea H
un subgrupo de indice i de un grupo libre de rango r, entonces H es libre de rango
L+i(r—1).
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También utilizaremos el siguiente lema que calcula cual es el grupo de las unidades
de determinados 6rdenes en las algebras de cuaterniones que aparecen en 2 del Teo-
rema 3.1.9.

Lema 3.2.2 1. Sea A = H(R) donde R = Z[\/n] siendo n un entero positivo.
Entonces las unidades de A son de la forma u,ui,uj ¢ uk donde u es una
unidad de R.

2. Sea A = Z[i, 1J”] el subanillo de <_1(é) ) generado por i y 1+J Entonces las

unidades de A son £1, +i, :I:‘JFT”, :l:lT, :l:% Y % (véase [48]}.

3. Sean un entro congruente con —1 médulo 4. Sea R = Z[i, ], 1+;/ﬁi] el subanillo
de H(Q(y/n)). Entonces las unidades de R son de la forma v ¢ vj donde v es
una unidad de Z[i, 1+;/ﬁ'].

Demostracién. Demostraremos 1 con detalle para el caso en que R = Z[/n] y dare-
mos una indicacion para la demostracion de 3, ya que el resto de las demostraciones
se sigue por argumentos similares.

1. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que n es libre de cuadrados y
mayor que 1.

Sea u = uy + usi + uzj + usk € U(A) con u; = x; + yin/n y x;,y; € Z. Entonces
la norma reducida de u visto como elemento de A es una unidad en Z[/n], es decir,

= Na(u) =Y u? = 30, (2 + ny?) + 2/ X, wiy; € U(Z[y/n]). Por lo tanto
la norma de a, vista en la extensién cuadratica Q C Q(y/n), es igual a +1. Esta
norma vale

Nomyjole) = (i 22 +n Y, y)? — (X, zivi)?
= ZZ LT —i—n2zZ LY +2EZ<]x2m2 +2n221<1y1y]
oY w2yl +2n Y (Py? + yia?) — An Y Py — 8n Y, miyiay;
= iy (@ — D)2 + 23, i (wim — nyiyy)? + 203, iy — yirg)?

4
=Y, NQ(\@)/Q(UZ-)2 +2) @iz — nyiyi)* + 2n Yici(Tiyj — yizi)?.

Luego Ng/myo(a) = 1y deducimos que Ng/my/0(ui) = 1 para un i = 1,2,3,4 y
Ng(ymy/o(uj) = 0 para todo j # i y con esto acabamos la demostracién de 1.

1 i . .. .
3. Sea w = +T*/ﬁl Entonces se verifican las siguientes relaciones
2 = z-"eR
iw = iweR

Jjw = j—wjEeR
kw = k—wkeR
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Luego el conjunto de combinaciones lineales de 1, 1, j, k, w, wi, wj, wk con coeficientes
enteros forman un orden R en H(Q(y/n)).

Los elementos de R son de la forma u = $[u) +usitusj+usk] con u; € Z[/n] para
i =1,2,3,4y ui+us/n € 2Z[\/n], ust+us/n € 2Z[\/n]. Si N : HQ(v/n)) = Q(v/n)
es la norma reducida, entonces N(R) estd incluido en un orden de Q(y/n), luego
estd incluido en el anillo de enteros de Q(y/n) que , como n = —1 mod 4 es Z[\/n].
Sea u = %[ul + uol + uszj + usk] € U(R) con u; = x; + yi/n 'y 4, y; € Z. Entonces

la norma reducida de u es una unidad en Z[/n], es decir, a = N(u) = iZZZl u? =

S (a2 + ny?) + 2/n Y myi € U(Z[\/n)). Por lo tanto la norma de a, vista en
la extensién cuadritica Q C Q(y/n), es igual a +1. Repitiendo los calculos de la
demostracion de 1 vemos que esta norma vale

4
1
1—6[2 NQ(\@)/Q(ui)Z +2 Z(xzx] — nyy;)® + 2n Z(xiyj — yiz;)?).
i=1 i<j i<j
Luego Ng/mo(a) =1 de donde deducimos que

4
Z NQ(\@)/@(UZ-) +2 Z(%% — nyy;)? + 2n Z(xzy] — yiz;)? = 16.

i=1 i<j i<j

La demostracion se acaba con un largo pero directo andlisis de casos en que los
ingredientes principales son las siguientes propiedades,

n = -1 mod 4

xl—ylle—ylExl—ylle—yIEOmodZ

O

Ahora pasamos a introducir la notacion que utilizaremos en el desarrollo de la sec-
cién.

3.2.1. Notacién

Si H es un grupo de uno de los tipos (b) — (f), entonces para cada i =1,2,...,n
pondremos

ti = [z, y] = wyr ™y
Sin embargo si H es del tipo (g) entonces

t; = [z,:)(2*) € H/(2%).

Ademsés en este caso denotaremos por 7 : G — G/(z?%) a la proyeccién.
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Claramente
( ([z,y]) = Cy si H es de tipo (a);
(t1,tg, ... ty) = C} si H es del tipo (b)-(f);
G'=H' = 7 (({t],tg, ..., 1)) = Cy x C3 1 si H es del tipo (g);
U=CY si H es del tipo (h);
(

| U x (2?) =08 x Gy si H es del tipo (i).

Si X es un grupo denotamos por X* = Hom(X,U(Z)), y si ¢ : X — Z es una
aplicacién denotaremos por X, = ‘71| Y ex P(@)x. Obsérvese que X = X donde

—

Y(x) =1 paratodoz € X. Siz € X y ¢ € (z)* pondremos Ty en lugar de <x>¢

En las siguientes proposiciones tendremos:

Ve zr.

S un subgrupo maximal de:

A H si H es de uno de los tipos (b) — (f);
A H' que contiene a (z%) si H es de tipo (g);
AU si H es de uno de los tipos (h) 6 (i).

= Y\ un elemento de:
(x2,y*)*  si H es del tipo (a);

A
A (27 si H es de uno de los tipos (b) — (h);
A (zy) si H es de tipo (i) y Qs = (z,y).

¢ : H — H la aplicacién dada por ¢(t2't2 - -tin) = yily2...yin si H es de
uno de los tipos (a) — (f).

o0: H'/(2?) — H la aplicacién dada por o(t!'ty ---tin) = yity .- -yin si H es
de tipo (g).

Para todo a,b € Z definimos

v = st@n|i+s( 7 % )

E

A(b) = SLs(Z)N :1+b<Z§ 2 )]
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3.2.2. Tipos (b) — (f)

En esta subseccién demostraremos el Teorema 3.1.11 para los casos en que H es
de uno de los tipos (b) — (f).

Proposicién 3.2.3 Supongamos que H es de uno de los tipos (b) — (f). Entonces:

1. Los idempotentes centrales primitivos de QG(1 — E;\') son los elementos de la
forma

o —

€= €Sx,o0 = ﬁx(g - /G\,)d)(s)anﬁ

donde S, x, v,V y ¢ son tal y como se explican en la notacion de la Subseccion
3.2.1 y ademds si H es del tipo (f), x es trivial si y sdlo sit; € S.

2. Si x no es trivial y H no es de tipo (b) entonces Ge = Qg y QGe = H(Q), por
tanto e es de tipo (A),

3. en caso contrario Ge = Dy y QGe = My(Q), es decir e es de tipo (C).
4. Si e es un idempotente central primitivo de tipo (C') entonces:

b A2(22n+k) si H es de tipo (b) — (c).
0,) e = A2(22n+k—1) si H es de tlpO (d) - (f)

b) Si G 2 Dy entonces F, es libre y

H(F) = 14 20n83k=) & H es de tipo (b) — (c),
T 142604302 i [ es de tipo (d) — (f).

Demostracion. La afirmacion 1 es consecuencia de 2 y 3 y de que la suma de los
idempotentes eg , , €s 1 — G'. Esto 1ltimo se obtiene con un célculo sencillo. Sea
Hgs = (2?,G',$(S), Z). Entonces Hg es un subgrupo normal de indice 4 en G y si
t € H'\ S, entonces {e, ze,ye = ¢(t)e, zye} es una base de QGe y se verifican las
siguientes relaciones:

= yere = —xeye.

» 22e = y?e = —e¢, si se verifican las condiciones de 2, con lo que en tal caso

Ge = Qs y QGe = H(Q).

s +e = 2%e # y?e = +e si se verifican las condiciones de 3, con lo que en tal
caso Ge 22 Dy y (1+ x)e es un divisor de cero de QGe. Como la dimensién de

QGe sobre Q es 4, QGe = M, (Q).
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Esto demuestra 2 y 3.

Supongamos que e es de tipo (C') y denotemos a = ze y b = ye o viceversa de
forma que a* = b?> = e. Entonces los elementos

_ (e+b __ (ab—a
611——(2)6, 612——( 5 )67
_ (ab+a) _ (e=b)
€21 = —5 €, €29 = 56,

forman una base de matrices elementales, es decir e;;e, = 0;xe; para todo ¢,7,k, 1y
€11 + e = €.

Esto implica que existe un tnico isomorfismo p : QGe — M>(Q) que asocia

10 01 00 0 0
€11 00 , €12 00 , €21 10 y €22 0 1

y se verifican las siguientes relaciones:

€ = €11 + e
a = €21 — €12
b=ey —exp
ab = e1s + €9

Por lo tanto la aplicacién p : QGe — M(Q) dada por

plage + aa + asb + azab) = ( Qo taz a3 —m )

a1 +as oy — oo

es un isomorfismo de Q-algebras. Con el fin de obtener una mejor representaciéon ma-

1
01 ) . Entonces
tenemos un isomorfismo QGe = M,(Q) que asocia el elemento ape+aga+asb+agab

con

tricial componemos p con el automorfismo interno inducido por (

oy + oo — ] — Qg 2(&2—Oé1)
a1 + o3 Qg + ap — Qo + Qg

que pasaremos a llamar p olvidandonos del viejo p.

Todo elemento a € ZG se puede escribir como

a = [+ frx + Boy + Baxy

donde 3; € ZG'y sop(B;) C Hg. Ademés si h € Hg, entonces he = +1 y por lo tanto
ae = age + ara + agh + azab para algin ag, ar, a9, a3 € Zy wla) = S0 w(f;) =

o + a1 + as + a3 mod 2, donde w denota la aplicacién aumento.

Sia € F, =U(ZG)N (1 + QGe) tenemos que o = ae + (1 —e) =14 (a — 1)e.
Por el parrafo anterior podemos escribir a = 1 + age + aya + b + azab con o; € Z
vy w(a) = ap + ag + az + a3 mod 2. Como « € ZG tenemos que ;e € ZG para
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todo i y considerando el coeficiente del 1 en este elemento tenemos que 2% | q;
6 22n+k=1 | o, dependiendo de que H sea de uno de los tipos (b) — (c) 6 (d) — (f)
respectivamente. A partir de ahora nos referimos al caso en que H sea de los tipos
(b) 6 (c) en el texto bésico y al caso en que H sea de los tipos (d) — (f) en el texto
entre paréntesis. Sea v; = «;/2?"F (respectivamente v; = a;/2?"F1). Entonces
a = 1422 (yo +y12 + 9y +swy)e (vesp. o = 142271 (g 12+ 9y +7379)e),
luego
pa) = 14 22k ( Y—m+r—r 20— m) )
M+ 73 Yo+ — Y2+ 3

(resp.
oy (BN 2w,
T+ 3 Yo+ —Y2+7s

2b 4 a 2b
p ) (resp. p(a) =1+ 22n+k=1 ( .4
a = d mod 2. El determinante de p(«a) tiene que ser una unidad de Z, pero del hecho
de que a = d mod 2 deducimos que este determinante es 1. Luego p(F,) C A?(22"+F)

(resp. p(F,) C A2(22"T%~1)). Veamos que en efecto se da la igualdad. Para ver
1+ 22n+ka 22n+k+lb
) € A?(22FF) (resp.

a

Por lo tanto p(a) = 1 + 22n+F < . ) con

esto basta observar que si A =

A ( 1 4 22n+k71a 22n+kb

22n+kc 1+ 22n+kd

oomik—l, |y ontk—1g ) € A%(2%7+k=1)) el siguiente sistema

Yo—V1+Y2—73=a
Yo—m =b
Y1+ Y3=¢

Yo+t —r2t+y3=d

tiene soluciones enteras. Mds concretamente el sistema es equivalente a

Yo—7MtYR—Y3=a

Yo—71 =0
Yo+v3=b+c

__ a+d+2b
V3 = P

cuyas soluciones son enteras ya que a = d mod 2 por ser det(A) = 1.

Ademds AZ(22"*k) (resp. A2(22"T#°1)) es un subgrupo de indice 2 de I'(22"F)
(resp. ['(22"**~1)) y por el Teorema 1.3.1 ['(22"+F) ~ F(/22Ek) (resp. [(22nHF-1) ~
F(m—l)) es un subgrupo de indice 26731 (regp. 26n3k7T) de F/(E) Como este
tiltimo grupo es libre de rango 2, por el Teorema 3.2.1, A%(22"+*) (resp.A%(227 k1))
es libre de rango 14 26+3(:=1) (resp. 14-267+3(k=2))  Obsérvese que A%(2™) C I'(2™)
y que ['(2™) es libre para m > 1. Por tanto el dnico caso en que p(F,) pudiera ser
no libre seria para H de tipo (d) — (f) con 2n+k —1 =10, es decir k =0y n = 1.
Los casos en (d) y (e) con estos valores de k y n corresponden a G =2 D,. El caso (f)
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con estos valores corresponde a Qg. Pero QQg no tiene idempotentes de tipo (C) y
esto termina la demostracion de 4. [

Obsérvese que Dy es de tipo (d) y (e) con n = 1y k = 0. Utilizaremos la presentacién

(€). Entonces I tiene un tinico elemento e = 1 — y# € C. Por la Proposicién 3.2.3,
F, = A%*(2) que no es libre pues —I € A?(2). Para encontrar un subgrupo libre
de indice finito basta bajar un poco. En efecto A?(2) contiene un subgrupo libre de

indice 2, a saber el formado por las matrices de SLy(Z) de la forma 1+2 ( 2: ;Z )

(véase la demostraciéon del Lema 3.3.2). De aqui se deduce que F, contiene un
subgrupo libre de indice 2 que es precisamente el grupo V' del Teorema 3.1.5.

3.2.3. Tipo (a)

La demostracion de la siguiente proposicion es analoga a la de la Proposicion
3.2.3 y por tanto la obviaremos para evitar repeticiones.

Proposicién 3.2.4 Supongamos que H es de tipo (a). Entonces:

1. Lﬂempoteﬁes centrales primitivos de QG(1 — é\’) son de la forma e =
(2, y?), (1 — G Zy, donde x € (22,42 y ¢ € Z*.

2. 81 x(2%) = x(y?) = —1 entonces Ge = Qg y QGe = H(Q), luego e es de tipo
(4),

3. en caso contrario Ge = Dy y QGe = My(Q), luego e es de tipo (C).

4. Si e es un idempotente central primitivo de QG de tipo (C), F, = A%(2k+3)
que es libre y su rango es 1 4+ 23++7,

3.2.4. Tipo (9)

El caso en que H es de tipo (g) presenta la novedad respecto a los tipos (a) — (f)
de que QG tiene idempotentes centrales primitivos de tipo (B). Por tanto éste es
el primer grupo que nos encontramos en el que Fy # 1 lo que nos lleva a tener que
desarrollar nuevos argumentos para su calculo.

Definimos

n
K = (y%y%, . ,y%yi,Z> = (y%“y%” .. .yff” : Zit =0 mod 2) x Z.
=1

Para todo £ € K* y todo 2 < i < n, sea §; :f(y%yi?)a

K(g) = <y§2y27 sy yfnyna Z>
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Te = {y7 =9y yin 0 < iy < 1)

Entonces T¢ es un transversal de (2%, K(§)) médulo K. Para cada £ € K* y 7 €
K(§)* definimos pg-(kt) = 7(k){(t) para todo k € K y t € T, de forma que pe,
esta definido en (22, K(&)).

Proposicién 3.2.5 Supongamos que H es de tipo (g). Entonces:

1. QG(1 — a\’) no tiene idempotentes centrales primitivos de tipo (A).

2. Los idempotentes centrales primitivos de QG de tipo (C') son de la forma

e = espm = (5 — G on(S),Zy

donde S y o son tal y como se explican en la notacion de la Subseccion 3.2.1,
7 G — G/{z?) es la proyeccion y o : ¢ on(S) — U(Z) es una aplicacion tal
que o ¢ € (S/(2%))".

3. Si e es un idempotente central primitivo de QG de tipo (C), F, ~ A%2(22"+F)
que es libre de rango 1 + 26m+3(k—1),

4. Los idempotentes centrales primitivos de QG de tipo (B) son de la forma

f= fﬁ,T = (1 - x2)K(§)p£,T
coné € K* yr e K(&)* tal que K C Ker 7.

5. fp=1-— 72 y si Fy =U(ZG)N (1 + QG fp), entonces Fy estd incluido en el
centro de QG 1y es libre abeliano de rango 22"++-2,

Demostraciéon. Las demostraciones de 1,2 y 3 se siguen de argumentos similares
a los utilizados en la Proposicion 3.2.3.

4. Que f = f¢; es un idempotente central es obvio. Mostraremos que es primitivo
identificando QG f con H(Q(v/2)) que es un anillo de divisién. En efecto,

Glex=(a=xf,b=yf|ad* = bL0® =1,aba ' = b1 ~ Qe

y B = {f,b,b* 0% a,ab,ab?, ab®} es una base de QG f sobre Q y b* = a®> = —1y
ab = —b3a. El centro de QG f es K = Q(c) donde ¢ = b(1 — b?) satisface que ¢* = 2.
Por lo tanto existe un homomorfismo de algebras n : QG f — H(K) tal que n(a) =1

y n(b) = @ Asi el homomorfismo 7 definido por

77(2968 a,9) = aj+ g(ab — ) + (g + g(aab — Qgp3))it+
(o2 + L2 (i + s))j + (ap> + L2 (ap + ) )k
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es un isomorfismo de anillos.

5. Si a € Fy entonces o — 1 € A(G, (z?)) y asi (a — 1) fp = 0 mod 2, en ZG [5.
Por lo tanto, si f € B, entonces (& —1)f =0 mod 2, en ZGf y

n(a) = 1+&f+§(ab_ab3)+(aa+§(aab_aab3))i+
(a + S (o + )] + (a2 + Sy + Qars) K

es una unidad de H(Z[v/2]). Como todas las unidades de H(Z[v/2]) son de la forma
u, ui,uj 6 uk, donde u € U(Z[v/2]) (Lema 3.2.2), y el coeficiente de 1 en la expresién
de n(c) no es 0 por ser a; par, se deduce ficilmente que 1(a) € Z[/2] y por lo tanto
a es central. Entonces tenemos que existe una inclusion de Fyf en QG f para todo
f € B. Por lo tanto Fj esta incluido en el centro de QG. Ademas de lo demostrado
anteriormente y por los comentarios previos al Teorema 3.1.11 tenemos que Fj es
libre abeliano y que su rango coincide con el cardinal del conjunto B que es facilmente
calculable y vale 227t+=2 [

3.2.5. Tipo (h)

Los dos casos que nos quedan por analizar corresponden a los grupos no nilpo-
tentes.

Si H es de tipo (h) entonces B = () y la demostracién es similar al caso en que
H es de tipo (a) — (f), con la diferencia que los idempotentes centrales primitivos
se construyen de forma diferente y que si e es un idempotente central primitivo de
tipo (C), entonces Ge =2 D3 6 Dg y el isomorfismo QGe =2 M,(Q) tiene un aspecto
diferente de lo que se siguen expresiones de F, en términos de subgrupos de GLo(Z)
bien distintos.

Proposicién 3.2.6 Supongamos que H es del tipo (h). Entonces

1. Los idempotentes centrales primitivos de QG(1 — é\’) son los elementos de la

forma o
e=esyy =1%(S —U)Zy

donde S, x y v son tal y como se explica en la notacion.

2. Sie=egyy Yy X no estrivial (y por tanto el orden de x es4), entonces tenemos
que Ge = Q15 y QGe = (%), por tanto e es de tipo (A).

3. Sie=egsyy Yy X es trivial, entonces

Clo Ds st es trivial y
| Dg= D3 xCy en otro caso,

y QGe = My(Q) y por tanto e es de tipo (C).



o6 PRODUCTOS DIRECTOS DE GRUPOS LIBRES EN U(ZG)

4. Sie es un idempotente central primitivo de QG de tipo (C') y G no es isomorfo
a D5 entonces:

o) F, = Az(2F3m1) si el orden de x es 2;
T As(2¥H1377)  siel orden de T es 4;

b) Si G no es isomorfo a D3y entonces F, es libre y

142334 sik=0y el orden de x es 2;
r(F,) = 1423133 =0 5 k£ 0y el orden de v es 2;
1+ 23642330=1) i el orden de x es 4.

Demostracion. La afirmacién 1 se obtiene como en las demostraciones anteriores
como consecuencia de 2 y 3 y de que la suma de los idempotentes eg, ., es 1 — G".

Sea e =egsyy y u€ U\S. Entonces Hg = (22,5, Z) es un subgrupo normal de
Gy {1,u,u? x,vu, vu*} es una transversal por la derecha de G médulo Hg. Ademds
he = +e para todo h € Hs y (1 4+ u + u?)e = 0. Deducimos que {e,a = ue,b =
xe,ab = uexre} es una base de QGe y se verifican las siguientes relaciones:

= Si x¥ no es trivial, es decir, si se verifican las condiciones de 2, y llamamos
g = 2%ue y h = xze, entonces ¢> = h?, hgh™' = ¢~' y por lo tanto Qi =
(g, h) = Ge. Ademds como {e, a,b,ab} es una base de QGe, también la forman
1=e¢,i=0b,j= —b—2bayk = ij que verifican las relaciones i* = —1, j> = —3

~1,-3
Q

y ij = —ji. Por tanto QGe =

= Si x es trivial entonces (14x)e es un divisor de cero de QGe. Como la dimensién
de QGe sobre Q es 4, QGe =2 M,(Q). Tenemos dos opciones dependiendo de
que @ sea o no sea trivial:

e Si 1) es trivial tenemos que a® = e, b> = e y bab~' = a~', por lo tanto
G@ = D3.

e Si ) no es trivial, entonces Zp = (Z — Z) donde Z; es el niicleo de ¢ que
es un subgrupo maximal de Z. Sea ahora z € Z\ Z; y pongamos ¢ = ze.
Entonces tenemos que a® =1, 0> =1, bab ' =a !, ac = ca, bc = cb y

¢ =1, por lo tanto Ge = Dy = D5 x Cs.

Esto demuestra 2 y 3.

Supongamos ahora que e es de tipo (C'). Entonces los siguientes elementos

2
12p)

—~

e = Lble €19 = M(2a + 1)e,
_ ‘.

€91 = ?T(2CL+ ].)6, €99 =

~ ‘

forman una base de matrices elementales, es decir e;jey = d;ze; para todo 7,7, k, 1y
€11 + €99 = €.
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Esto implica que existe un tnico isomorfismo QGe =2, M,(Q) que asocia e ~

10 0 1 10 0 0 .
<0 0>,€12N<0 0),621N<0 0>y622~<0 1>.Ademas{e,a,b,ab}

es una base de QGe sobre Q, y se verifican las siguientes relaciones:

l—a= (1 — a) (3611 — e + 3621 + 3622)
a(l—a)=a(l — a)e = €19 — 3e9;

b(]_ — a) = b(]_ - a)e = %(3611 — €99 — 3621 - 3622)
ba(l — a) = ba(l — a)e = e15 + ey

Por lo tanto el isomorfismo p asocia el elemento (8y + S1a + 520 + fsba)(1 — a) con

la matriz ; ) )
( 5(Bo + B2) S B+ 81— 562+ B3 )
%50 - 361 — % 2 + 303 %(50 — [2)
Con el fin de obtener una mejor representaciéon matricial componemos con el auto-
-3 1

Seguimos llamando p al nuevo isomorfismo entre QGe y My(Q). Entonces tenemos
que el elemento (S + fra + B2b + Psba)(1 — a) estd asociado con la matriz

( 3(Bo — B1 — B2) —Bo + 2061 + 265 — B3 )
3(Bo — 261 — B2 — [B3) 3(61 + Ba) '

Todo elemento a € ZG se puede escribir como

morfismo interno inducido por < (1) 1 ) y después con el inducido por < 20 )

o= gy + U + Qe + Q3UT

donde «; € ZG y sop(a;) C Hg. Ademds si h € Hg, entonces he = +1. Si a €
F. = U(ZG) N (1 + QGe) tenemos que a = ae + (1 —e) = 1+ (a — 1)e luego
a—1¢€A(G,(u))e =7ZG(1 — a)e de donde deducimos que

a=1+4+(a—1)e=1+ (By+ Bia+ B2b+ [3ba)(1 — a)e

con 3; € Z. Como (1 + u + u?)e = 0 se verifica que a> = —1 — a y por tanto
(@ —=1)e = (Bo — 1+ (261 — Bo)a + (B2 + 263)b + (B3 — B2)ba)e. Por otro lado el
denominador de e es 2¥3" si el orden de z es 2 y 2¥+13" si el orden de z es 4. A partir
de ahora nos referimos al caso en que el orden de x es 2 en el texto basico y al caso
en que el orden de z es 4 en el texto entre paréntesis. Como o € Z tenemos que 23"
(2513") divide a By — B1, 281 — Bo, B2+2B3 ¥ B3 — B, de donde deducimos que 2F3~1
(2k+13n_1) divide a 3; para i = 0, 1 2 y 3. Pongamos v, = 2k3n F (Y0 = i),
"= 2k3n r (= Mﬁ),% 2k3n (2 = 21&?%) y 3= 2k3n (v = Mﬁ)

Asi

- 3 —mn—") T E2n+2n-s )
a) =14 23"
plo) ( 3(7 — 271 — Y2 — 73) 3(m + 72)
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- 3(% =7 — ) Yo +2n+2% -7
a) =1+ 213" 1(
(wle) 3(70 — 271 — %2 — 73) 3(71 +72) )

luego p(F,) C Az(2F+23" 1) (p(F.) C A3(25T23"71)). Para demostrar que se da la
igualdad procedemos como en casos anteriores. Basta observar que si

[ 1+2k3nq  2k3nTp P
A= ( ok3re 14 okgng ) €M)

(A B ( 1 +2k+13na 2k+13n—lb

2k+13nc 1+ 2k+13nd ) € A3(2k+13n_1))

el siguiente sistema
Yo— TN T Y2=0a
Yo +2n+2y—y=>
Yo—2n—712—r=c
Nte=d

tiene soluciones enteras. Mds concretamente el sistema es equivalente a

Yo—7" —Y2=20a
Nn+r—r=a+b
Y2—213=b+c
3=d—0b

cuyas soluciones son enteras. Luego p(F.) = A3(2%3"71) (p(F.) = A3(2F+13771)). Si
G = Dj entonces n =1, k = 0y el orden de z es 2. Por tanto F, = A3(1) que no es
-2 =3
3 1
o bien £ > 1 con lo que p(F.) = A3(2) o bien el orden de z es 4 6 n > 1 con
lo que p(F.) = I'(3). Como tanto I'(3) como A3(2) son libres deducimos que p(F,)
es libre y por tanto también lo es F,. Veamos ahora cual es el rango de F, para
G 2 Ds. Si k =0 como G 2 D3 tenemos que n > 2y por lo tanto I'(3") es un
subgrupo de indice 3 de A3(3"7!). Por otro lado I'(3") tiene indice 33"~ en I'(3),
siendo este ultimo un grupo libre de rango 3. Luego por el Teorema 3.2.1 el rango
de A3(3"71) vale 1 +2-3%~*. Si k # 0 entonces argumentos similares muestran que
A3(23771) (A5(26+1371)) es un subgrupo libre de T'(2) de rango 1 + 23-133(n=1)
(1 4 23k+233(n—1))‘ 0

libre pues contiene el elemento que tiene orden 3. En caso contrario

En la demostracion de la Proposicién 3.2.6 hemos visto la razén de la exclusion de
Ds. Para este grupo sélo hay un idempotente de tipo C: e =1 —a y F, no es libre
aunque si que contiene un subgrupo libre, a saber V = (1+A(G)A(G, G"))NU(ZG),
de hecho V' es precisamente el complemento normal de D3 que aparece en el Teorema
3.1.4.
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3.2.6. Tipo (7)

S6lo nos queda considerar el caso en que H es de tipo (i). Este y el caso en
que H es de tipo (g) son los dos tnicos casos en que QG tiene idempotentes cen-
trales primitivos de tipo (B), y por tanto son los unicos casos en que Fy # 1. La
demostracién en el caso en que H es de tipo (i) son como en el que H es de tipo
(9), con diferencias del mismo estilo a las explicadas para el tipo (h) con respecto a

los tipos (a) — (f).
Proposicién 3.2.7 Supongamos que H es de tipo (i). Entonces:

1. Los idempotentes centrales primitivos de QG(1 — é\') de tipo (A) son de la
forma

e=(1-12)U2,
donde 1) es tal y como se explica en la notacion de la Subseccion 3.2.1. Ademds

Ge = Qg y por tanto QGe = H(Q).

2. Los idempotentes centrales primitivos de QG de tipo (C) son de la forma

A~ o~

e = esyy = (S — )7y, 2,

donde S, x y v son tal y como se explican en la notacion de la Subseccion
3.2.1.

3. Sie es un idempotente central primitivo de QG de tipo (C), F, ~ A3(2k+23n-1)
que es libre de rango 1 + 23k+533(n=1)

4. Los idempotentes centrales primitivos de tipo (B) son de la forma
f="fsp=0-22)(S-U)Zy
donde S y v son tal y como se explica en la notacion de la Subseccion 3.2.1.

5. f=(1 —3/0\2)(1 —U) y si Fy = UZG)N(1+QG[fp), entonces Fy estd incluido
en el centro de QG y es libre abeliano de rango 1+ 2¥=1(3™ — 1).

Demostracién.

1. Sean e = (1 —Q?Z)ﬁfw y Hs = (z%,U, Z). Entonces Hg es un subgrupo normal
de Gy {1,z,y,zy} es un transversal de G médulo Hg. Ademéds he = +e para
todo h € Hg; {e, e, ye, Tye} es una base de QGe y se verifica que z%e = y%e =
—e, con lo que en tal caso Ge = Qg y QGe = H(Q), lo que demuestra la
afirmacién 1.
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. Sean e = eg .y = 22(S — ﬁ)@xzp yu € U\ S. Entonces Hg = (xy,z?, S, Z)

es un subgrupo normal de G y {1, u,u? x, 7u, zu?} es un transversal por la
derecha de G médulo Hg. Ademas he = +e para todo h € Hg, (1 +u+u?)e =
0y {e,a = ue,b = xe,ab = uexe} es una base de QGe y se verifican las
siguientes relaciones: +e = x%e # y?e = %e con lo que en tal caso Ge = Dg y

QG@ = MQ(Q)

. La demostracién de 3 es andloga a la de la Proposicién 3.2.6 y no la escribire-

mos para evitar repeticiones.

. Que f = fg, es un idempotente central es obvio. Mostraremos que es primitivo

identificando QG'f con H(Q(v/3)) que es un algebra simple. En efecto, sean
X=zxf,Y =yfyW=uwf,donde w € U\ S. Entonces X? = Y? = —¢,
1+W+W2=0,2W =W2X, YW = W?Y y XYW = WXY. Entonces el
centro de QGf es K = Q(a) donde a = XY (1 + 2W) satisface que a*> = 3 y
{f, X,Y, XY} es una base de QG f sobre K. Por tanto existe un homomorfismo
de algebras A : QG f — H(K) tal que A(X) =j, M(YV) =K y A(W) = _1+T‘/§‘
Luego B={f, X, Y, W, XY, WX, WY, WXY}} es una Q-base de QG f. Asi el
homomorfismo A dado por

)\(ZggB agg) = %[QCYf — aw — V3awxy + (2axy —awxy + \/§aw)i
(2ax — awx — V3awy)j + (2ay — awy + V3awx K]

es un isomorfismo de anillos.

. La demostracién de 5 es andloga a la de la Proposicién 3.2.5 y no la escribire-

mos para evitar repeticiones.

Los dos unicos grupos para los que Fy # 1, o lo que es lo mismo, que poseen

idempotentes centrales primitivos de tipo (B), son aquellos en los que H es de tipo
(g9) e (7). En las demostraciones de las Proposiciones 3.2.5 y 3.2.7 hemos obtenido

isomorfismos entre QG'f y H(Q(v/d)) con d = 2 6 3 para cada idempotente central

primitivo f de QG de tipo (B). Estos isomorfismos nos seran de utilidad en la
siguiente seccién por lo que los incluiremos en un lema para uso futuro.

Lema 3.2.8 1. Supongamos que H es de tipo (g). Sea f un idempotente central

primitivo de QG de tipo (B). Entonces B = {f,b,b?,b% a,ab,ab? ab®}, donde
a=uxf yb=uyf, es una base entera de ZG [ y la aplicacion n : QGf —
H(Q[v2]) dada por
N ges @9) = af+ g(ab —aps) + (g + ?(aab — Qgp))it
(w2 + L2 (0 + s))j + (Quap> + L2 (i + ) )k

es un isomorfismo de anillos.
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2. Supongamos que H es de tipo (i). Sea f un idempotente central primitivo
de QG de tipo (B). Entonces B = {f, X, Y, XY, W WX, WY, WXY}, donde
X=zf,Y=yfyW=wfyweU\S, es una base entera de ZG [ y la
aplicacion \ : QG f — H(Q[V/3]) dada por

)‘(deg agg) = %[2af — Qy — \/gaWXY + (2axy — awxy + \/gaw)i
(2ax —awx — \/gaWY)j + 20y — awy + \/gaWX)k]

es un isomorfismo de anillos.

3.3. Optimalidad

En esta secciéon demostraremos el Teorema 3.1.12.

Si N es un subgrupo normal de G, denotaremos por A(G, N) a Az(G,N) y por
A(G) a A(G,G) (véase la Seccion 1.4).

Ingredientes importantes en nuestra demostracién son el Lema 30,6 y el Teorema
31,3 de [65]. Estos dos resultados juntos nos proporcionan el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1 Sea A un subgrupo abeliano normal de G tal que G/A es abeliano
y tiene exponente 2, 3, 4 ¢ 6. Entonces U(ZG) = £V x G donde V =U(ZG)N (1 +
A(G)A(G, A)) y V es libre de torsion.

A lo largo de toda la seccién G es uno de los grupos no abelianos del Teorema
3.1.9y V =U(ZG)N(1+ A(G)A(G,G")). Obsérvese que G satisface las condiciones
del Teorema 3.3.1 para A = G', y por lo tanto V' es un complemento normal libre
de torsién de las unidades triviales de U(ZG). Es bien conocido que V' es libre no
abeliano si G = Dy 6 G = D3 (de hecho V es el grupo de los Teoremas 3.1.4 y 3.1.5).

Para demostrar el Teorema 3.1.12 necesitamos varios lemas técnicos.
Lema 3.3.2 Para todo e € C, Ve es libre de torsion.

Demostracién. Sea v € V =U(ZG)N(1+A(G)A(G,G")) y e € C un idempotente
central primitivo. Supongamos primero que H es de uno de los tipos (a) — (g).
Entonces como A(G,G") es el ideal de ZG generado por los elementos de la forma
1—gcon g € G', utilizando la expresién que se ha obtenidopara e en las Proposiciones
3.2.3, 3.2.4 y 3.2.5 es fécil ver que ve = e + 2ae con w(a) = 0, donde w denota el
homomorfismo de aumento. Entonces por las Proposiciones 3.2.3, 3.2.4 y 3.2.5 de la
Seccién 3.2 tenemos que la representacion matricial de ve es

1+2(040+C¥2—061 —ag) 4(&2—061)
2(&1+C¥3) 1+2(C¥0+O&1 —CYQ+CY3)
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donde a4+ as + oy + a3 = w(a) = 0 mod 2. Por lo tanto la representaciéon matricial

2ZZ ;? ))ﬂ SLy(Z) = X. Como —I ¢ X, X es isomorfo

a su imagen en f(2) y éste es libre y por tanto libre de torsién. De aqui deducimos
que ve tiene orden infinito

de ve pertenece a (1 +2 (

Si H es de tipo (h) 6 (i), entonces se razona de forma similar salvo que en este
caso ve = e+ (Boe+ fra+ Pab+ f3ba)(1—a)e con ; € Z, Bo+ 1+ P2+ 3 = 0 mod 3
y a,b como en las Proposiciones 3.2.6 y 3.2.7. Entonces la representacién matricial

de ve es
( 3(Bo — b1 — B2) —Bo+ 261 + 202 — B3 )
3(Bo — 21 — B2 — B3) 3(51 + Ba)

que pertenece I'(3) que es libre y por lo tanto libre de torsién. [J

Definamos ahora
Fy = {u € U(ZG) : ue = e para todo ¢ € C'}
y para todo e € C, sea
F.={ucUZG): uf = f para todo f € C'\ {e}}.

Obviamente fg = fel N EQ para todo par de idempotentes distintos e; y ey en
C. Esta claro que Fy C F, y para cada e € C, F, C F.. El punto crucial en la
demostracion consiste en demostrar que F. NV C Fy x Foy FoNV C Fy y en que si
E = FEyx HjeJ E; como en el Teorema 3.1.12, entonces Ey C Fj y podemos suponer

que J =C'y E; C F; para cada j € J.

Lema 3.3.3 Si f es un idempotente central primitivo de QG, tal que QG f es con-
mutativo o isomorfo a H(Q), entonces V f = f.

Demostracién. En efecto, si QG f es conmutativo, entonces f(1 —a\’) = 0y la afir-
macién es evidente. Si QG f ~ H(Q) entonces tal y como vimos en las Proposiciones
3.2.3, 3.2.4 y 3.2.7 se verifica que Gf = (g. Por lo tanto existen elementos g, h € G
tales que a = ¢gf y b = hf verifican a®> = —f, > = —f y ab = —ba. Esto implica
que existe un unico isomorfismo QGe =, H(Q) que asocia a con iy b con j. Ademds
T ={f,a,b,ab} es una base entera de ZG f. Debido a cémo son estos idempotentes
centrales primitivos f (véanse las Proposiciones 3.2.3, 3.2.4y 3.2.7), para todo g € G’
se verifica que ¢gf = +f. Como consecuencia de que A(G,G") es el ideal de ZG gen-
erado por los elementos de la forma 1 — g con g € G’, tenemos que todo elemento de
A(G)A(G,G") f es de la forma 2af para algin o € A(G). Més atn of = ), . aut,
donde oy € ZW , siendo W el nticleo de la aplicacién canénica G — G f — G f/{a?).
Entonces oy f = f,.f donde 5, € Z'y 5; = w(ay) mod 2 donde w : ZG — Z denota el
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homomorfismo de aumento. Por lo tanto » .. f; = w(a) = 0 mod 2. Asi, siu € V,
entonces uf = 142, . Bit, con ), B, par. Luego p(uf) = 14-2(B+Bei+Bpj+Lask)
es una unidad en H(Z). Como las tinicas unidades de H(Z) son £1, 4i, £j y +ij
(Lema 3.2.2), concluimos que u = f. O

Recordemos que en el enunciado del Teorema 3.1.12 se han excluido los grupos
D3, Dy, Q15 v Q1. La exclusion de los grupos D3 y Dy ya aparecia en el Teorema
3.1.11 y correspondientemente se reflejaba en las Proposiciones 3.2.6 y 3.2.3 respec-
tivamente. La exclusion del grupo (012 aparece por primera vez en el siguiente lema
y la del grupo Q16 aparece en el lema posterior.

Lema 3.3.4 Si G # Q2, e € C y f € A, entonces (ﬁe NV)f=f.

Demostracion. Por el Lema 3.3.3, podemos suponer que QG f no es conmutativo
y que QGf # H(Q). Esto junto con la descripcién de los idempotentes centrales
primitivos de QG que aparecen en las proposiciones de la seccién anterior, implica
que H es de tipo (h) con x de orden 4 y QG f es isomorfo al dlgebra de cuaterniones
generalizada

—1. =
A:Q[i,j:i2:—1,j2:—3,ij:k:—jz’]:( Q 3).

Por la Proposicién 3.2.6

~ A~

e=egy =15 — ﬁ)@

AN

f=foim =1 —22) (S — U)Z,,

donde Sy S son dos subgrupos maximales de U y ¢, ¢, € Z*. Fijemos y € U \ S;.
Entonces By = {f,a = zf,b = yf,ab} es una base entera de ZGf y existe un

isomorfismo ¢ : QGf — A tal que ¢(a) =iy ¢(b) = % (esto lo vimos con detalle
en la demostracién de la Proposicién 3.2.6). Por lo tanto ¢(ZGf) es isomorfo a
Z[i, 1] visto como subanillo de A.

2

Sea u € V N F,. Tenemos que demostrar que uf = f.

Supongamos primero que (S,v) # (Si,¢1). Sea € = eg,,. Entonces By =
{e/,xe',ye', xye’'} es una base entera de ZGe'. Ademds para un o € ZG los coefi-
cientes de af y e’ en las bases By y B, son congruentes médulo 2. Como u € fe,
tenemos que (u — 1)’ = 0, y asi los coeficientes de (u — 1)f en la base B; son
pares. Por lo tanto uf = 1+ 2(}_, 5 ;t) es una unidad en ZGf = Z[i, %] Por
el Lema 3.2.2, uf = +f. Si uf = —f, entonces (u — 1)f = —2f. Como u € V,
tenemos que u — 1 € A(G)A(G,G"). Por otro lado como para un g € G’ se verifica

que (1—g)f=(1- y)l’Z"EQSiZZ podemos escribir (u —1)f = (ag + alx)%glzz
(recuérdese que A(G,G') es el ideal de ZG generado por los elementos 1 — g con

g € G') donde ag,aq € ZG y sus soportes estan incluidos en una transversal fijada
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de G médulo (x?, S1, Z) que contiene el 1. Entonces el coeficiente del 1 en (u — 1) f
es W, donde [ es el coeficiente del 1 en ;. Sin embargo el coeficiente de —2 f
es —ﬁ, lo que nos lleva a contradiccién. Luego uf = f tal y como queriamos
demostrar.

Supongamos ahora que S = S;. Por el Lema 3.3.3 y el parrafo anterior tenemos
que
A A~ —_—~ 3 A A —_—~
u—1=(u—1)(fsy+esy) = (w—1)(S=0)Zy =) 'S = U)Z,

1=0

con o; = Z?:o aijy’ € A({y)). Entonces ajp + i1 + iz = 0y por lo tanto el
coeficiente de x'y/ en u — 1 es
30r; — (g — 1 — Qg Qij

2k3n - 2k3n-—1 € Z.

Luego 273! | a;; v asf uf € f + 23" 'ZGf es una unidad de ZGf. Sin > 1,
entonces por el Lema 3.2.2 uf = f. Supongamos ahora que n = 1. Como estamos
suponiendo que G' 2 (12, entonces k > 1 y otra vez por el Lema 3.2.2 tenemos que
uf = f. Esto finaliza la demostracién del lema. []

Lema 3.3.5 5i G 2 Q12 y G # Q6 entonces para todo e € C, ﬁe NV CExF,y
NV CF.

Demostracion. Sea e € C.

Veamos primero que fg NV C Fy. Supongamos que fg NV & Fy. Entonces existe
un idempotente central primitivo f € A tal que (FoNV)f # f. Del Lema 3.3.3 se

tiene que QG f no es conmutativo ni isomorfo a H(Q). Por tanto QG f = (_1’_3>

Q
con lo que H es de tipo (h) con el orden de x igual a 4. Como Fy = F., N ﬁeQ, del
Lema 3.3.4 se tiene que |C| = 1, es decir G = C3 x Cy, caso que estamos excluyendo.
Por lo tanto Fy NV C Fy.

Demostremos ahora que fe NV C Fy x F, para todo e € C'. Si H no es ni de tipo
(¢) ni (¢), entonces B = () y el resultado es consecuencia directa del Lema 3.3.4.

Supongamos que H es de tipo (g) vy G % @16, asi que n > 1 6 k > 0. La suma

de los elementos de B es fgp = 1 — 22 (véase la Proposicién3.2.5). Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que

e=R(S—GZ,

donde R = (yo,...,yn), S = (y3,...,42) y ¥ € Z*. El soporte de e es L =
W yas .oy yn) X Zy T, ={1,2,y1,zy:} es una transversal de G médulo L.
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Sean u € F,NV y 8 =u—1.Sil € L, entonces le = te. Por lo tanto, fe = e
con o/ € ZG, sop(a) C T,. Por el Lema 3.3.4 tenemos que u = 1 + o’e + Sfp. Es
suficiente demostrar que [, — 4,2 es par para todo g € G pues esto implica que
Bfs €ZG yasiu= (1+d'e)(1+[fg)conl+dec F,yl+pfp€ Fp.

Sea g€ GyteT, tal que g =t mod L. Entonces el coeficiente 8, de g en u —1

es ,
o + Bg - 5912
22n-+k 2 :

+

Por lo tanto o = 22"*~1a, donde ay = £(B,+Bys2) y por tanto ay = 8,— B2, mod 2
si ¢ =t mod L. Luego es suficiente demostrar que «; es par para todo t € T,.

Para conseguir nuestro objetivo consideremos la imagen de v f bajo el isomorfis-
mo ¢ = ¢; : QGf ~ H(Q(v/2)), dado en el Lema 3.2.8, para todo f € B. Vamos
a utilizar la notacién de ese lema. Obsérvese que un elemento de B es de la forma

f=fex=(01-2 )Kmx (véase la Proposicién 3.2.5). Entonces Bf =3, s Vistf

donde
Yif = Z P&x ) Bk — Bika2)

kEK (¢

donde ¢ € {1,:6,yl,yf,yl,xyl,xyl,xyl} Obsérvese que K (&) N L tiene indice 2 en
K (&) y por lo tanto el cardinal de K (&) N L es 22*=D+k Como n > 1 6 k > 0, este
cardinal es par. Como si ¢ = ¢ mod L tenemos que oy = 3, — B4,> tenemos que si
g1 = g2 mod L entonces By, — B,22 = Bg, — Bgyp2 mod 2, de donde deducimos que

Yir= > Pex () Bk = Buaz) + > pen(k) (B — Buka)

keK(§NL ke K(\L

es par. Por tanto ¢(ZGf) C H(Z[v/2]). Como toda unidad de H(Z[v/2]) es de la
forma u, ui, uj or uk con u una unidad de Z[v/2] (véase Lema 3.2.2) deducimos que

Yo = Vb2 = Yab2 = Yab = VYabd = Vb + Y3 =0

va que ¢(uf) es una unidad de H(Z[/2]) y si expresamos ¢(uf) es la base {1,1,j,k}
donde vemos H(Q(v/2)) como espacio vectorial sobre Q(v/2), entonces el coeficiente
de Tes 1+ vy, + g(’yb — 72) que no es cero pues 7y es par (véase Proposicion
3.2.5). Escribiendo estas ecuaciones en términos de los 3’s obtenemos un sistema de
ecuaciones lineales

Z Pex (h) (Bin — Binaz) = 0,

heK (&

para todo t = x,y%,xy%,xyl,xyl. Fijados £ € K* y k € K el anterior sistema de
ecuaciones lineales se convierte en

Z x(t1) Z E(k)(Burk — Bitrka) = 0.

t1 €T, keEK
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Pero la matriz (x(f1))s e xe(k (6)/K)- €s una matriz de Hadamard, es decir una matriz
de 1’s y —1’s con filas ortogonales. En particular su determinante es distinto de cero
y asi

Z §(k) Bk — Bitka2) = 0

keK
para todo £ € K* y t; € K. Usando que la matriz ({(k))eck+rex €s también una
matriz de Hadamard, deducimos que Sy, — B2 = 0 para todo k£ € K(&). Por lo
tanto si g es congruente con y?, x, zy;, vy?, o zy; médulo K (§) para algin £ € K*
entonces 3, — f4y2 = 0. En particular o = By% — 5y%xz =0mod 2, o, = B, — Byz =
0mod 2 y agy, = Bay, — Busy, = 0 mod 2. Falta demostrar que oy, es par. Por
un lado tenemos que ¥y = y; mod K (&), y por otro si seleccionamos £ € K* tal
que £(y2y2) = —1, entonces y, 'yo € K (&) y por lo tanto y1y2 = 32 mod K(£).
Ast oy, = Byys — Ba2yry, = 0 mod 2. Esto acaba la demostracién para este caso.

Supongamos ahora que H es de tipo (i). Entonces fp = (1 — 52)(1 ~0)y
€= €5y = 52(:9\ ﬁ)@xZ/ﬂ donde S es un subgrupo maximal de U, x € (zy)* y
¢ € Z*. Para simplificar un poco la demostracién supondremos que x y ¢ son los
homomorfismos triviales, es decir e = (S U ):z:yZ El caso general se demuestra de
forma similar.

Sean v € F,NV y B =v— 1. Entonces 8 = Be + Bf5. Como en la demostracién
del caso en que H es de tipo (g) bastard demostrar que Sfp € ZG. Como e, fp €
Ag(G,U), tenemos que 5 € Az(G,U). Por tanto ffg = (1 —xAQ) Para cada g € G
sea 0y = By — Bgz2 ¥ 0 = deG d,9. Entonces Bfp = g y por tanto alcanzaremos
nuestro objetivo demostrando que todos los d, son pares.

Fijaremos un elemento a de U\ S. Utilizando que ge = e para todo g € (zy, S, Z)
v que (1 + a+ a?)e = 0 es facil ver que Se = o'e para un o/ € ZG cuyo soporte
estd incluido en {1,z,a,az}. Sit € {1,z} y L € (zy, S, Z) entonces los coeficientes
de tl, atl y a*tl en 2¥+23"a/e son respectivamente 2o — !, —a/ +2a’, y —a} —a,.

Por tanto

200 — oy + 283Gy = 2R3y
—a) + 20, + 28F13m6,, = 28F23nG,,
—a) — g, + 231G 2y = 2KF2370y

de donde deducimos que
2&; — Oé;t + 2k+13"5tl
—aj + 204, + 2M13"0,y
—a} — o, + 281376,y

(3.1)

0 mod 2F+23"

Luego 213" divide a 20} — al, y —a} — o/, y por tanto también divide a los coefi-
cientes de /. Pongamos oo = ﬁ Escribiendo (3.1) en términos de los coeficientes

de o tenemos
2C¥t — Qlgt + 36tl

— Ot + QOéat —+ 35atl
—0y — Qlgp + 30424

0 mod 6
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En particular para cada t € {1,2} y cada [ € (zy, S, Z) tenemos

6tl = Oyt mod 2,
5atl = Oy mod 2, (32)
6a2tl = o+ Qg mod 2

Podemos por tanto cambiar nuestro objetivo por el de demostrar que los coeficientes
de o son todos pares.

Vamos ahora a analizar las proyecciones de 3 en las componentes simples de la
forma QG fs, con v € Z*. Fijemos un v € Z* y pongamos f = fg,. Recorde-
mos (Lema 3.2.8) que tenemos un isomorfismo A = A, : QGf — H(Q(v/3)). Este
isomorfismo se puede caracterizar por las siguientes relaciones

Asf) = 1,sis€eS;

Maf) = w=3(=1+V3i);

Nzf) = J; (3-3)
Ayf) = k

AMzf) = Y(z), size Z.

Para cada b € (a), t € {1,z,y,zy} y 2 € Z pongamos

gbtz = Z 5sbtz-

sES

Utilizando (3.3) obtenemos los coeficientes de A(3f) en la base

B = {]-7 \/ga ia \/giaja \/gja ka \/gk} :

26, — 64z — 0a2s + V3(—Oazy> + 6a2xyz))+
20y — Oaays — Oa2ays + f( az — 0a22))i+
20, — a2z + V3(—0uy> + 6a2yz))J+
25

- a2yz + \/_( arz _a.?xz))k]

MBF) =32 esl

O'n |

~—~~
O'nl

— Doz
— ay:

Como v = 14 3 es una unidad de ZG, entonces A\(vf) = 1+ A(8f) es una unidad
de AN(ZG) = Z]w, 1,j]. Por el Lema 3.2.2, v estd en Z[w,i] o en Z[w,i]j. Vamos a ver
que estd en Zw,i]. En efecto, como 0 € Az(G,U) los coeficientes de 1, i, j y k en la
expresion de A(Sf) en la base B son de la forma

> (2)(200 = Batz — Gazes) = = Y _(2) Y Gy = 0 mod 3, (3.4)

2€Z 2EZ uelU

pues § € Az(G,U). En particular el coeficiente de 1 en la expresién de A(vf) en la
base B es no nulo y deducimos que \(Sf) € Z[w, i].
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Concluimos que para cada 1) € Z* se verifica

Teniendo en cuenta que (¥(2)).eczpecz+ €s una matriz de Hadamard, en particular
invertible, deducimos que

25:172 - ga:rz - 5(12:1:2 -
3 _(anz + (Ea?yz
25yz - (anz - (Ea?yz
Oazz — 6a2:vz =0

para todo z € Z. De donde obtenemos las dos siguientes:

De (3.2) tenemos que

a, = 3" ta, = Z(ésx — 84q23) = 0y — 0g2, = 0 mod 2

SES

Qow = 3" gy = Z(éay — 042y) = Oay — 042, = 0 mod 2.
sES
Con esto hemos alcanzado la mitad de nuestro objetivo. Todavia nos queda de-
mostrar que oy y o Son pares.

Como hemos visto en el célculo de (3.4) los coeficientes de 1 e i en la expresién
de 2A(Bf) en la base B son miltiplos de 3. Ademds de (3.2) se deduce que estos
dos coeficientes son congruentes médulo 2. En resumen, si ponemos A(vf) = %(xl +
Y1V3+ (724+y2v/3)i), entonces 2, = x5 mod 2y 1+, y 2 son miiltiplos de 3. Como
ademads x; = y» mod 2, tenemos que todos los x; e y; son pares o todos impares.

Supongamos que todos los z; e y; son impares. Como A(vf) es una unidad en un
orden de Q(v/3,1i), su norma en la extensién Q(v/3,1)/Q ha de ser +1. Esta norma

es
1
6 (=7 = 3y7)” + (23 — 3y3)* + 2(z122 — 3y1y2)” + 6(21y2 — 2251)°)

y por tanto

(z7 = 3y1)” + (23 — 3y3)” + 2(z122 — 3y1y2)” + 6(z1y2 — T231)” = 16.
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Como todos los x; e y; son impares
2% = 3yi| = |25 — 3y3| = 2,

luego
16 — 8
(z122 — 3y1y2)? + 3(21y2 — 221)” = —5 = 4.

en contra de que x, es multiplo de 3.

Concluimos que A(vf) es una unidad de Z[v/3,i] y por tanto o bien pertenece a
Z[\/3] 6 a Z[/3]i. Pero ya hemos visto que lo segundo no se puede dar pues 1+ x;
es miltiplo de 3. Utilizando la expresién de A(Bf) que hemos obtenido deducimos

que i ] ’
ZZGZ w(z)(Qéz - (50,2 — 5a2z) =

> ez V(2)(—Oaayz + Gazays) =0
y volviendo a utilizar que (¢(2)).czpez- €s una matriz invertible deducimos que

26:1:yz - 5a:1:yz_ - 5a2_xyz =

Oaz — 6(122 =0
y por tanto - -
0: = 0az =
5amyz - 6a2:1:yz = 07

para todo z € Z. Ahora acabamos la demostracién utilizando (3.2) una vez més:

a; =3" oy = 2(65 — 0gq2) = d; — 0,2 = 0 mod 2

SES

Qg = 3n—1aa = Z((Ssaxy - 5sa2xy) = ga:vy - 5a2xy = 0 mod 2.

Suponemos que el siguiente lema es bien conocido, pero como no conocemos ninguna,
referencia lo demostramos de todas formas.

Lema 3.3.6 Si z e y son dos elementos que no conmutan de My(C), entonces el
centralizador de {x,y} en My(C) estd contenido en el centro de My(C).

Demostracién. Sea a un elemento de M,(C) tal que ax = za y ay = ya. Si z

A0
0 M)con)\,uE(C.

Como xy # yz necesariamente \ # p y uyu~! no es diagonal. por otro lado az = za

es diagonalizable, existe un u € GLy(C) tal que uzu™" = (
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y por tanto uau !

0
de que ay = ya e yno es diagonal se deduce que p = ¢ y por tanto a es central.

es diagonal, pongamos uau ! = < p 2 ) con p,q € C. Ahora

Si x no es diagonalizable entonces existe una matriz invertible u € M,(C) tal

1 Al A0 0 1 1
que uzu™ = { o | =1 5 + 00 . Como ax = xa entonces uau

1 .
conmuta con < 8 0 ) y por lo tanto wau! = < : 7; ) para ciertos [,t € C.

0
. 1 d c .
Sit # 0 tenemos que uyu = 0 g ) Para ciertos d,c € C pues ay = ya ,
contradiciendo el hecho de que zy # yx. Por lo tanto ¢ = 0, de donde deducimos

que a es central. []

Antes de demostrar el Teorema 3.1.12 necesitamos un lema mas.

Lema 3.3.7 Si E es un subgrupo libre no abeliano de U(ZG) entonces existe un
e € C tal que Ee es un subgrupo no abeliano. Ademds, para todo e € C' tal que Ee
no es abeliano se verifica

Cenyga)(E)e C {*e}

donde Cenyza)(E) = {u € U(ZG)|uh = hu para todo h € E} es el centralizador de
E en U(ZG).

Demostracion. Por ser E un grupo libre no abeliano existen x,y € E tales que
[z™,y™] # 1 para todo n > 1. Sea e € I\ C. Entonces para todo orden O de QGe el
grupo de las unidades del centro de O tiene indice finito en el grupo de las unidades
de O (Lema 1.2.5). Por tanto existe n > 1 tal que [(xze)", (ye)"] = 1. Por lo tanto
existe un e € C tal que Fe contiene un subgrupo no abeliano. Identificando QGe
con M,(Q) se tiene que si a € Cenyze)(E) entonces por el Lema 3.3.6 ae es un
elemento central de un orden de M,(Q) y por tanto ae = f+e. [

Ya podemos finalmente demostrar el Teorema 3.1.12. Recordemos su enunciado.

Teorema 3.3.8 Sea G = H x Z donde Z es un 2-grupo abeliano elemental y H
de uno de los tipos (a) — (i) del Teorema 3.1.11. Sean B y C' los conjuntos de
idempotentes centrales primitivos de QG de tipo (B) y (C) respectivamente. Sean

=Y fyF =UZGN(1+QGfs) y para cada e € C sea F, =U(ZG) N (1 +
feB
QGe). Sea F = Fy x [[ Fe. Si E = Ey x [[ E; es un subgrupo de indice finito en
ecC JjeJ
U(ZG), donde Ey es libre abeliano y Ej; es libre no abeliano para todo j; entonces

1. r(Eo) = |B| y |C] = |J|;

ademds, st G no es isomorfo a D3, Dy, Q12 ni a Qg entonces
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» U(ZG): FI<[U(ZG):E]y
» r(E;) > r(F,) para todoe e C yj € J.

Demostracién. Sea F = E, x [[ E; un subgrupo de indice finito en U/(ZG) tal
jeJ
que Ej es libre abeliano y Ej es l]ibre no abeliano para todo j.

1. Por el Lema 3.3.7, existe una aplicaciéon o : J — C' tal que para todo j € J
existe un o(j) € C tal que E;o(j) no es abeliano y Eyo(j), Ej,0(j) C {£o(j)}, para
todo j; # j. Esto implica que o es inyectiva y que Ej N F,; contiene un subgrupo
de indice finito de Fj ;. Sea ahora e € C'. Entonces F, N E es un subgrupo de indice
finito de F; y por lo tanto Fr N E es libre no abeliano. Asi F, N E; no es abeliano para
algin j € J y entonces F,NE; = 1 para todo j' # j. Esto implica que el cardinal de
C'y J coinciden y por tanto o es una biyeccion. A partir de ahora identificaremos
J y C y consideraremos o como una igualdad, tal que para cada dos elementos
diferentes e y f de C', E.e no es abelianoy E.f = £+f.

Entonces E, N F, y Fy son subgrupos abelianos de indice finito en 2 y por lo
tanto tienen el mismo rango. Como el primero también tiene indice finito en Ej,
entonces r(Ey) = r(Fy) = |B].

Supongamos ahora que G no es isomorfo a D3, Dy, Q12 ni Q1.

2. Sea a € FE,. Por el Teorema 3.3.1, a = vg para algin v € V y una unidad
trivial ¢ € £G. Para todo f € C'\ {e}, £f = af =vf - gf y por lo tanto vf es un
elemento de torsion de V' f. Por el Lema 3.3.2, vf = f. Combinando este argumento
con el Lema 3.3.5 obtenemos

E.C(F.NV)x+GC (Fy x F,) x G (3.5)
y el mismo argumento demuestra que
Ey C (FoNV) % £G C Fy x +G. (3.6)

En realidad como Fj y los F, satisfacen las condiciones exigidas a Fy y los F, las
dos inclusiones de la derecha en (3.5) y (3.6) son igualdades.

Por lo tanto E C F x (+G). Como FE es libre de torsién [F' % (£G) : E] > 2|G]|
y asi

UZG): E] = [UZG): F x (£G)|[F » (£G) : E]
> [U(ZG): F x (£G)] 2 G
— [U(ZG): F » (£GQ)][F x (£G) : F]
= [U(ZG): F).

3. Como todos los F, tienen el mismo rango (Teorema 3.1.11) basta con demostrar
que r(E,) > r(F.) para un e € C fijado. Por las Proposiciones 3.2.5 y 3.2.7, F} es
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central. Utilizando esto y que F, es libre no abeliano tenemos que E, C (Fy x F,) X
+G = Fy x (F, x £@G). Consideramos la proyeccién p de E, en F, x £G. Utilizando
que Fj es central se tiene que p es inyectiva y por tanto p(E,) es un subgrupo libre
de F, x (+@G). Teniendo en cuenta que E es un subgrupo de indice finito en U (ZG)
y que Epe = Ere = e para todo f € C'\ {e} tenemos que p(E,) tiene indice finito
en F, x (£G) y por tanto F, N p(E,) tiene indice finito en p(E,) y en F,. Como

[F, x £G : F,Np(E.)] = [F.xxG: FJ[F,: F.Np(E,)]
= [F. x =G : p(BE)|[p(E.) : F,np(E.)].

[F. x +G : F,] = 2|G| < [+F, x G : p(E,)],
por ser p(E,) libre de torsién, tenemos que
[F.: F.Np(E.)] > [p(E.) : F. N p(E,)].
Finalmente si r = r(F, N p(E.)) entonces por el Teorema 3.2.1

r—1 r—1
r(F) =1+ A p(E] <1+ AN A r(p(Ee)) = r(Ee).

En la seccién anterior hemos explicado por que es necesario excluir los grupos
D3 y D, de nuestros teoremas, en concreto para estos grupos F, no es libre pero
basta con bajar un poco para obtener un subgrupo libre. Para los grupos Q12 y Q15
F, si es libre parta el tinico elemento e de C. Estos grupos coinciden con los casos
en que H es de tipo (h) y (g) respectivamente y n = 1 y k = 0. Curiosamente el
complemento normal V' de los Teoremas 3.1.6 y 3.1.8 y nuestro grupo F' tienen el
mismo rango, en concreto V' y F son libres de rango 5 para ()12 y son el producto
directo de un libre de rango 1 y otro de rango 9 para (15. Obviamente el grupo V'
es 6ptimo por ser un complemento normal en U(ZG) del subgrupo formado por las
unidades triviales. Aunque nuestros métodos no muestran que el grupo F' sea 6ptimo
el hecho de que los rangos coincidan con el de subgrupos éptimos hace sospechar que
en realidad también ellos son 6ptimos y efectivamente, esto es asi ya que en ambos
casos V' C F', y como F' es libre de torsién y V' tiene un complemento de torsiéon en
U(ZG) entonces V = F.

Para Qo = (a,bla® = a®v* = bab~'a = 1) esto se ve de forma sencilla ya
que el complemento normal V' de las unidades triviales dado en [48] estd formado
por las unidades de ZG de la forma 1 + a(1 — a?) con a € Az(G), que obviamente

estd contenido en F' = F,, donde e = 1—a? es el inico idempotente central primitivo
de QQ> de tipo C.

Para Qi = (a,bla® = a*b®> = bab~'a = 1) hay que trabajar un poco mas
para obtener la inclusién V' C F'. El algebra Q@) tiene un idempotente central
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primitivo de tipo B, 1 — a’ y un idempotente central primitivo de tipo C, at — a2
El complemento normal V' se obtiene de la misma forma, a saber el formado por
las unidades de la forma 1 + a(1 — a?) con a € Az(G). En este caso no es evidente
que V' esté contenido en F' = Fy x F, ya que esté ultimo estd formado por las
elementos de ZG de la forma (1 4+ a(a? — a*))(1 + fa*). Sin embargo una detallada
lectura de la demostracién del Teorema 4 de [34] (que coincide con el Teorema 3.1.8),
muestra que V' = V; x V5, donde V; es ciclico infinito generado por un elemento de
la forma 1 + (1 — a') y V4 es libre de rango 9 generado por elementos de la forma
1+ a(l —a?)(1+a). Esto muestra que V; C Fy y Vo C F, y por tanto V C F, como
queriamos.
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Capitulo 4

Grupos finitos de tipo kleiniano

4.1. Introduccidon

En el Capitulo 3 hemos visto que podemos describir de forma muy satisfactoria
un subgrupo de indice finito de U(ZG) para algunos grupos finitos G. Lo que tienen
de bueno cada uno estos grupos G es que las componentes de la descomposicion
de Wedderburn de QG son “manejables”. En concreto las componentes simples son
todas cuerpos, algebras de cuaterniones totalmente definidas o isomorfas a M, (Q).
Si elegimos un orden O; en cada una de las componentes simples S; (i =1,2,...,n)
de QG, entonces el grupo de unidades de ZG tiene un subgrupo de indice finito
que es isomorfo a un producto directo Hle H; donde cada H; es un subgrupo de
indice finito del grupo de unidades de O;. El Teorema de las Unidades de Dirichlet
nos proporciona la estructura de H; si S; es un cuerpo y, junto con el Lema 1.2.5,
también nos proporciona la estructura de H; si S; es un &dlgebra de cuaterniones
totalmente definida. Finalmente podemos estudiar la estructura de H; en el caso
en que S; sea isomorfo a M(Q) utilizando diversos métodos. Por ejemplo es bien
sabido que PSLy(Z) es un producto libre de un grupo ciclico de orden 2 y uno de
orden 3 de donde se deduce utilizando el Teorema de Kurosh (Teorema 6.3.1 [60])
que PSLy(Z) tiene un subgrupo libre no abeliano de indice finito.

Tanto las demostraciones habituales del Teorema de las Unidades de Dirichlet
como las de que PSLy(Z) es un producto libre de un grupo ciclico de orden 2 y uno de
orden 3 son de tipo geométrico. En ambas se considera el grupo a estudiar actuando
en un objeto geométrico. En el caso del Teorema de las Unidades de Dirichlet se
incluye el grupo en un espacio euclideo mediante la aplicacién logaritmica y en el caso
de PSLy(Z) se lo considera actuando en el modelo de Poincaré del espacio hiperbélico
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bidimensional H? mediante transformaciones de Mobius. Esta forma de estudiar un
grupo a partir de su accién en un objeto topologico-geométrico ha sido ampliamente
generalizada por multiples autores como Eichler, Poincaré, Borel, Harish-Chandra,
Siegel y otros. Sin embargo, salvo que el objeto geométrico sea muy sencillo, por
ejemplo euclideo como en el Teorema de las Unidades de Dirichlet, o tenga una
dimension pequena y la acciéon sea muy controlable, como ocurre con el caso de la
acciéon de PSLy(Z) en el plano hiperbdlico, es muy dificil explotar esta accién para
obtener informacién precisa sobre el grupo que se estd estudiando.

La accién de PSLy(Z) en H? es, en realidad, la restriccion de la accién de PSLy(C)
por transformaciones de Mdbius en la compactificacion por un punto C del cuerpo
de los nimeros complejos. Esta accién se puede extender a una accion en el espacio
hiperbélico tridimensional HE. De hecho PSLy(C) es isomorfo al grupo de isometrias
de H? que conservan la orientacién. Los subgrupos de PSLy(C) que actiian discon-
tinuamente en H?, son exactamente los subgrupos discretos de PSLy(C), es decir las
proyecciones en PSLy(C) de los subgrupos de SLy(C) que tienen topologia euclidea
discreta. Estos grupos reciben el nombre de grupos kleinianos.

El estudio de los grupos kleinianos empieza con un trabajo de Poincaré [52] que
proporciona un método para obtener presentaciones de grupos kleinianos a partir
de un dominio fundamental. De hecho Poincaré caracteriza como son los dominios
fundamentales de grupos kleinianos. Bianchi [7] obtuvo un método para obtener
dominios fundamentales de los grupos de la forma PSLy(R) donde R es el anillo
de enteros de una extensién cuadratica imaginaria. Estos grupos son hoy conocidos
como grupos de Bianchi. Desde entonces numerosos trabajos se han dedicado al
estudio de los grupos kleinianos o al caso particular de los grupos de Bianchi. Algunas
referencias basicas son [6], [15], [14].

En este capitulo comenzamos un proyecto de estudio de los grupos finitos G
para los que podamos anadir la accién de ciertos grupos discontinuos en el espa-
cio hiperbdlico tridimensional para estudiar el grupo de unidades de ZG. Vamos a
explicar esto de forma mads precisa.

Sea R un orden clasico en un dlgebra racional semisimple de dimension finita A.
Sea A = [[,_, A; la descomposicién de Wedderburn de A y paracadai=1,2,...,n
sea S; un orden en A;. Como consecuencia de la Proposicion 1.2.1, el grupo de
unidades de cada S; contiene un subgrupo de indice finito H; contenido en R de
forma que [[;_, H; es un subgrupo de indice finito en el grupo de unidades de R.
Por tanto para estudiar la estructura virtual del grupo de unidades de R podemos
suponer que A es simple. Sean K el centro de A, S un orden en K y R; el grupo
de elementos de R de norma reducida 1. Entonces U(S) N Ry es finito y por tanto
U(R) y U(S) x Ry comparten un subgrupo de indice finito. Como el Teorema de
las Unidades de Dirichlet nos proporciona la estructura de U(S) la dificultad se
encuentra en el estudio de los grupos R; para R un orden en un algebra racional
simple de dimensién finita.
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Si A es un algebra de cuaterniones sobre un subcuerpo del cuerpo de los ntiimeros
complejos, entonces A se incluye en My(C) de forma natural y ademds si R es un
orden en A entonces R; estd incluido en SLy(C) de forma que R; actiia en H?. Si la
imagen de R; en PSLy(C) es un subgrupo discreto podremos aplicar el método de
Poincaré para estudiar R;. Esto es lo que hizo Bianchi para los grupos que llevan su
nombre. Obsérvese que en tal caso lo mismo se verificard para cualquier otro orden

en A.

En resumen, tenemos un método tedrico para estudiar el grupo de unidades de un
orden en un dlgebra racional A si las componentes simples de A son todas cuerpos,
algebras de cuaterniones totalmente definidas 6 algebras de cuaterniones que tienen
un orden R de forma que la imagen de R; en PSLy(C) es un subgrupo discreto.
En realidad las dos primeras son del tercer tipo pues si R es un orden o un algebra
de cuaterniones totalmente definida entonces R; es finito y podemos considerar en
ambos casos Ry como un subgrupo discreto de SLy(C).

Nuestro objetivo es estudiar los grupos de unidades de ZG para los grupos finitos
G, para los que todas las componentes simples de QG contengan un orden R tal que
R; es un subgrupo discreto de SLy(C). Diremos entonces que G es un grupo de tipo
kleiniano. En principio el proyecto completo tendria dos partes: La primera clasificar
dichos grupos y la segunda aplicar el Método de Poincaré con el fin de obtener un
subgrupo de indice finito de ZG del que podamos dar una estructura precisa. En
esta memoria sélo nos vamos a ocupar de la primera parte del proyecto y de hecho
solo vamos a considerar grupos nilpotentes.

Hemos conseguido caracterizar los grupos finitos nilpotentes de tipo kleiniano en
términos de la descomposicién de Wedderburn del dlgebra racional correspondiente
(Teorema 4.4.2). El siguiente paso seria obtener la lista de los grupos finitos nilpo-
tentes de tipo kleinianos. Por supuesto que la dificultad estd en dar los no abelianos.
De momento, s6lo hemos conseguido determinar algunos de ellos. Concretamente
hemos demostrado que si G es un grupo nilpotente finito no abeliano tal que su
subgrupo derivado es central, entonces G es de tipo kleiniano si y sélo si, o bien G
es isomorfo a H x C§ x C¥ con k > 1y H de uno de los tipos (a)-(f) del Teorema
3.1.9 o bien G es un cociente de H x C¥ donde H es uno de los siguientes grupos:

By = (x1,3a]2} = [.Z‘Z',l‘?] = [z, [zj, z]] = 1,1,7,k =1,2)

Agy = (w1, 20, w3]x = [4,07] = [, [2j, )] = 1,1 <, 5,k < 3)

Asy = (21, T9, m3]0] = 2521, 2] = 23[00, 23] = [, 25] = 1,1 <4, j, k < 3)

B3 = (w1, 79, 33|28 = 2} = [:172,:173] = [xp, ] = [, |21, 2] = 1,1 < 4,5 <3,
2 < k1< 3)

By = (21,29, x3|a} = [y, 2] = [23,27] = [2, 2] = [, [21, 20]] = 1,

1<i,j<3,2<kl<3)
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Por otro lado si G' es un grupo finito nilpotente de tipo kleiniano cuyo subgrupo

derivado no es central, entonces GG es un 2-grupo.
Los grupos nilpotentes de tipo kleiniano que quedan por determinar son todos

2-grupos y tenemos alguna informacion sobre ellos pero todavia no hemos podido

clasificarlos todos.

4.2. Grupos discretos

Sea G un grupo de homeomorfismos de un espacio métrico X. se dice que G
es un grupo discontinuo si la interseccion de cada compacto de X con cada orbita

de la accion de G en X es finita. Un dominio fundamental F' de X por G es un

subconjunto conexo de X que satisface las siguientes condiciones:
1. La clausura de F' contiene al menos un representante de cada oérbita.

2. El interior de F' contiene a lo sumo un representante de cada érbita.

3. La frontera de F tiene medida nula.
A partir de un dominio fundamental de un grupo discontinuo G se puede obtener

una presentacién de GG, pero no vamos a entrar en eso.
El semiespacio positivo de un espacio Euclideo tridimensional nos proporciona

un modelo de espacio hiperbdlico tridimensional H?. M4s concretamente definimos

= C x (0,00)
{(z,7)|]z € C;r e Ryr > 0}

{(mvyarﬂfl?,y,?“ S R,’I‘ > 0}

H3

Para facilitar los cdlculos a menudo pensaremos en H? como un subconjunto de los

cuaterniones de Hamilton H(R). La notacién para puntos en H? es

P=(z,r)=(x,y,r)=2z+rj

donde z =2+ yiy j=(0,0,1).
H? tiene estructura de variedad Riemaniana. La distancia en H?, llamada dis-
tancia hiperbélica, viene dada por la férmula
JRRI B R
coshd(P, P") = | F+r7+
2rr!

donde P=z+rjy P =2 +1'j.
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@ 2 € GLy(C) y un elemento P = z +rj € H?
definimos gP = (aP + b)(cP + d)~'. Un célculo tedioso muestra que gP € H?. M4s
concretamente gP = z* 4+ r*j donde

Dada la una matriz ¢ =

. (az+b)(cz + d) + acr?
ez +d]E + |cf?r?

% r

" lcz +d|? + |c|?r?

Esto define un accién de GLy(C) en H?. Adema4s la accién de g en H? es una isometria
que conserva la orientacién [14]. Es decir tenemos un homomorfismo de grupos

GLy(C) — Iso™ (H?)

donde Iso*(H?) denota el grupo de isometrfas de H® que conserva la orientacién.
Este homomorfismo de grupos es suprayectivo y su nicleo estd formado por C* =
C\ {0} que identificamos con las matrices escalares no nulas. Por tanto podemos
identificar Iso™ (H?) con GIL,(C)/C* = PGLy(C) que a su vez se identifica con
PSLy(C) = SLy(C)/{£I}. A partir de ahora identificamos PSLy(C) con el grupo
de isometrias de H*® que conservan la orientacién, y cuando hablemos de que un
subgrupo de PSLy(C) es discontinuo nos estaremos refiriendo a que lo consideramos
como un grupo de homeomorfismos de H?.

Consideramos SLy(C) como un subconjunto de un espacio euclideo de dimensién
8 identificando My(C) con C* = R® de forma natural. Un subgrupo discreto de
SLy(C) es uno en el que la topologia inducida por M,(C) = R® es discreta y un
subgrupo discreto de PSLy(C) es la imagen de un subgrupo discreto de SLy(C).

Recordamos una serie de hechos béasicos sobre grupos discontinuos y discretos.

Teorema 4.2.1 (Teorema 1.2 [14]) Un subgrupo I de PSL(2,C) es un grupo dis-
continuo si y sdlo si I es discreto en PSL(2, C)

Teorema 4.2.2 (Teorema 2.2.6 [15]) Sea H un subgrupo de indice finito de un
grupo G. Si H es discontinuo entonces G es discontinuo.

Definicién 4.2.3 Un grupo Fuschiano es un conjugado de un grupo discreto en
PSL(2, R).

Teorema 4.2.4 (Teorema 2.2.7 de [15]) Un subgrupo abeliano de un grupo Fuschi-
ano es ciclico.

El siguiente teorema es consecuencia inmediata de el Teorema 4.3.5 de [6] y del
Teorema 1.8 del Capitulo 2 de [14].
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Teorema 4.2.5 Si [ un subgrupo libre de torsion, abeliano y discreto de PSL(2,C),
entonces r(I') < 2.

Recuérdese que 7(G) denota el rango de G, es decir, el menor de los cardinales de
sus conjuntos de generadores.

Si A = (“7”) es un algebra de cuaterniones sobre un subcuerpo K de C la

aplicacién ¢ : A — M,(C) que asocia el elemento o + 211 + xoj + 23k con

1’0—|—SL‘1\/E 1‘2\/54—1‘3\/%
zoVb —z3vab  m,—x1\/a

es un K-homomorfismo inyectivo de algebras, luego el grupo de las unidades de A
actia en H? a través del homomorfismo ¢. Ademés det(¢(z)) = N(z) donde N
denota la norma reducida de A. Por tanto ¢ asocia los elementos de norma reducida,
1 con elementos de SLy(C). Si R es un subanillo de A denotaremos por R; el grupo

de los elementos de R de norma reducida 1. Consideraremos R; como un subgrupo
de SLy(C) a través de ¢.

Si K es un cuerpo y R es un orden en K entonces R; = 1y también consideramos
R; como un subgrupo de SLy(C) (obviamente discreto).

Nosotros estamos interesados en los cuerpos y dlgebras de cuaterniones que con-
tengan un orden R tal que R; es un subgrupo discreto de SLy(C). Obviamente los
cuerpos y las algebras de cuaterniones totalmente definidas satisfacen esta condi-
cién. Otra familia de algebras de cuaterniones que satisfacen eta condicién son las
de la forma M,(Q(y/n)) con n < 0, esto incluye a M, (Q). Existen otras dlgebras que
satisfacen esta condicién (véase el Capitulo 10 de [14]) pero no aparecen en nuestra
discusion.

4.3. Grupos de tipo kleiniano

Definicién 4.3.1 Sea G un grupo finito. Diremos que G es de tipo kleiniano si todo
cociente simple de QG es un cuerpo o un dlgebra de cuaterniones que contiene un
orden R tal que Ry es un subgrupo discreto de SLy(C).

Obsérvese que todos los grupos que aparecieron en el Capitulo 3 son todos de tipo
kleiniano. Si R es un orden en un algebra de cuaterniones A sobre un subcuerpo K
de C y R; es discreto, entonces lo mismo es cierto para todo orden de A. Esto es
consecuencia de la Proposicion 1.2.1 y el Teorema 4.2.2

Lema 4.3.2 Sea K es un subcuerpo de C y R un orden de My(K). Entonces Ry es
discreto en SLa(C) si y sdlo si K = Q o una extension cuadratica imaginaria de Q.
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Demostracion. La condicién suficiente es evidente y ya la hemos contado al final
de la seccion anterior. Reciprocamente supongamos que R; es discreto. Podemos

suponer que R = M5(O) donde O es un orden en K. Si oy, qo,...,q, es una base
1 i .
entera de O, entonces los elementos de la forma ( 0 O{Z con i = 1,2,...,n,

generan un subgrupo abeliano libre de torsién de R;. Por el Teorema 4.2.5 n = [K :
Q] <2y por el Teorema 4.2.4 si K C R entonces n = 1. Esto acaba la demostracién
del lema. ]

Lema 4.3.3 La clase de grupos kleinianos es cerrada para subgrupos y cocientes.

Demostracién. Sea G un grupo finito de tipo kleiniano. Si H = G/N es un cociente
de G entonces QH es isomorfo a QG /Aqg (G, N) y por lo tanto los cocientes simples
de QH son también cocientes de QG. Por tanto H es de tipo kleiniano.

Supongamos ahora que H es un subgrupo de G y sea A un cociente simple no
conmutativo de QH. Como QH es una subalgebra de QG entonces A estd contenido
en un subalgebra simple B de QG. Como A no es un cuerpo tampoco lo es B, por
tanto B es un algebra de cuaterniones que contiene un orden R tal que R; es un
subgrupo discreto de SLy(C). Entonces A es un algebra de cuaterniones sobre un
subcuerpo K del centro de B (esto es una consecuencia del Lema 3.3.6), S = RN A
es un orden de B y S; también es un subgrupo discreto de SLy(C). O

4.4. Las algebras de grupo

Nuestro objetivo final es caracterizar los grupos de tipo kleiniano. En esta memo-
ria s6lo hemos conseguido caracterizar algunos de los grupos de tipo kleiniano.
Obsérvese que si GG es un grupo de tipo kleiniano entonces todos los cocientes sim-
ples de QG tienen grado menor o igual que 2, es decir la dimension sobre su centro
es 1 6 4. Por tanto todas la representaciones irreducibles de GG tienen grado menor
o igual que 2. Un resultado de Gow-Huppert [16] muestra que esto implica que G
tiene un subgrupo nilpotente de indice menor o igual que 2, es decir, G estd muy
cercano a ser nilpotente. Por esta razén es una buena idea empezar por caracterizar
los grupos nilpotentes de tipo kleiniano.

La herramienta principal que utilizaremos son los dos siguientes Teoremas de
Jespers y Leal [29] que caracterizan los cocientes simples de un dlgebra de grupo
QG sobre un grupo finito nilpotente G' que son de la forma M, (D) para D un anillo
de divisién y n < 2.

Para cada entero positivo n, &, representa una raiz n—ésima primitiva de la
unidad. También necesitamos los siguientes grupos:

Dy = {(a,b|a® = b* = 1,ba = a°b)



82 GRUPOS FINITOS DE TIPO KLEINIANO

Dy = {(a,bla® = b* = 1,ba = a’b)
D = (a,b,cla®* = b* = ¢* = 1,ac = ca, bc = cb, ba = c*ab)

D = (a,b, cla* = b* = ¢* = 1, ac = ca, bc = cb, ba = ca®b)

Los tres primeros grupos tienen orden 16 y el ultimo tiene orden 32.

Sea GG un grupo finito de tipo kleiniano y e un idempotente central primitivo
de QG tal que QGe no es un cuerpo. Entonces QGe es o bien un anillo de divisién
0 My(K) con K un cuerpo. Ademds por el Lema 4.3.2, K = Q 6 una extensién
cuadratica imaginaria de Q. Como consecuencia inmediata de los Teoremas 2.2 y
2.3 de [29] deducimos lo siguiente:

Proposicion 4.4.1 Sean G un grupo finito nilpotente de tipo kleiniano y e un idem-
potente central primitivo de QG tal que QGe no es un cuerpo.

1. Si QGe es un anillo de division no conmutativo, entonces se da uno de los
stquientes casos:

a) Ge 2 Qo y QGe 2 H(Q(&on—1 + &,11)) paran > 3,

b) Ge 22 Qg x Cy, y QGe = H(Q(&,)) con n impar y el orden de 2 médulo
n es impar.

2. En caso contrario, es decir, si QGe = My(K) con K un cuerpo, entonces se
da uno de los siguientes casos:

a) K=Q yGe= Dy;

b) K =Q(/-2) yGe = Dy;

¢c) K=Q(() yGe = Df,D ¢ D*;

d) K =Q(v=3) yGe= Dy x C3 6 Qs x Cs.

Ahora podemos caracterizar los grupos finitos nilpotentes de tipo kleiniano en
funcion de las componentes de la descomposicion de Wedderburn del algebra de

grupo QG.
Teorema 4.4.2 Sea G un grupo finito nilpotente. Son equivalentes:

a) G es de tipo kleiniano.

b) Todo cociente simple no conmutativo de QG es isomorfo a H(K) con K = Q
6 Q(V2) 0 a My(K) con K =Q 6 Qv/—n) conn=1,2 6 3.

En tal caso si e es un idempotente central primitivo de QG se verifica:
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1. Si QGe =2 H(Q) entonces Ge = Qs.
2. Si QGe = H(Q(v/2)) entonces Ge = Q.

3. 51 QGe = M5 (Q) entonces Ge =2 Dy.

5. Si QGe = My(Q 2)) entonces Ge = Dig.

()

4. Si QGe = My (Q(i)) entonces Ge = Dy, D 6 D.
(Q(v-2

6. Si QGe = My (Q(v/—3

Q 3)) entonces Ge =2 Dy x C3 6 Ge =2 Qg x C;

Demostracién. b) = a). Se sigue de la definicién de grupo de tipo kleiniano.

a) = b). Sea G un grupo finito nilpotente de tipo kleiniano y sea e un idempotente
central primitivo de QG tal que QGe no es conmutativo.

Si QGe es un anillo de divisién no conmutativo, entonces por la Proposicion 4.4.1
o bien QGe = H(Q(&9n-1 + &,.1 1)) para n > 3 o bien QGe =2 H(Q(E,)) con n impar
y el orden de 2 médulo n es impar. En el primer caso Ge =2 (Qo» y por el Lema 4.3.3,
(Qo» es un grupo de tipo kleiniano. Pero en la descomposicion de Wedderburn de
QQ2» aparece una componente simple del estilo Mo (Q(&an—2 + &515)) (véase [29]).
Por el Lema 4.3.2 tenemos que Q(&on—2 + &.'5) = Q y por tanto n < 4. Luego
QGe 2 H(Q) 6 QGe = H(Q(V2)).

~J

Supongamos que QGe = H(Q(&,)) con n impar y el orden de 2 médulo n es
impar y sea R un orden de H(Q(&,)) tal que R, actiia discontinuamente en H?. Sea
K = Q(&,)- Sea R el anillo de enteros de K(i). Por el Teorema de las Unidades de
Dirichlet, R tiene rango libre de torsién ¢(n) — 1. Entonces por el Teorema 4.2.5
tenemos que p(n) —1 < 2y por lo tanto ¢(n) < 3. Como n es impar tenemos que
n = 3. Pero el orden de 2 médulo 3 es 2 en contra de que ha de ser impar. Por tanto
QG no tiene cocientes simples de esta forma.

Lo que queda de demostracion es consecuencia inmediata del Lema 4.3.2 y de la
Proposicién 4.4.1. [J

4.5. Grupos que no son 2-grupos

En esta secciéon vamos a caracterizar los grupos finitos nilpotentes de tipo kleini-
ano que no son 2-grupos.

Del Teorema 4.4.2 se deduce que si GG es un grupo finito nilpotente de tipo
kleiniano y S es un cociente simple no conmutativo de QG entonces dimgZ(S) < 2.
Si G x (), es finito nilpotente de tipo kleiniano, donde G no es abeliano y C,, es
ciclico de orden n, entonces Q(&,) estd contenido en el centro de un cociente simple
de Q(G x Cy) ya que si A es un cociente simple de QG entonces A ®z(4) Q(&n) es
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un cociente simple de Q(G x C,) = QG ®¢ QC,,. Por tanto dimoQ(&,) < 2 lo que
significa que n es un divisor de 4 6 6.

Si Gy X G5 es un grupo de tipo kleiniano donde Gy y G5 son nilpotentes no
abelianos entonces Q(G; x G3) =2 QG ®¢ QG, tiene un cociente simple en comin
con una de las siguientes algebras

H(Q) ®¢ H(Q) = H(Q) ®¢ M(Q) = M(H(Q))

H(Q) ®¢ H(Q(v'2)) = M,(H(Q(V2))
H(Q) ®g Ma(Q(V—n)) = M2(Q) @ Ma(Q(vV—n)) = My(Q(V—n))
My (Q(V —n)) ®o Ma(Q(V —n)) 22 2My(Q(V 1))
My(Q(V—n)) ®g Ma(Q(vV—m)) = My(Q(vV—n, vV=m))
paran,m=1,2,3 y n # m.

Por tanto si G es un grupo finito nilpotente de tipo kleiniano entonces G = Gy x A
donde (G es indescomponible y A es abeliano de exponente un divisor de 4 6 6. Como
G es nilpotente (G; es un p-grupo para algin primo p. Por otro lado (G; tiene un co-
ciente isomorfo a uno de los siguientes grupos Qg, Dy, D5, D15, D, DT, Q12, Q16, Qs ¥
C3 6 Dy x (5 de donde deducimos que G4 es un 2-grupo.

Hemos demostrado el siguiente resultado.

Corolario 4.5.1 Sea G un grupo finito nilpotente no abeliano de tipo kleiniano.
Entonces G = G x C¥ x O x C% donde G es un 2—grupo indescomponible no
abeliano de tipo kleiniano y k,m,n > 0 son enteros. Ademds nm = 0, es decir, si
aparece Cy en la descomposicion de G no aparece Cs y viceversa.

De hecho podemos describir los grupos finitos nilpotentes de tipo kleiniano que
no son 2-grupos de forma sencilla.

Corolario 4.5.2 Sea G un grupo finito nilpotente que no es un 2-grupo. Entonces
G es de tipo kleiniano si y solo si o es abeliano o es de la forma H x C§ x C3" donde
H es uno de los grupos de tipo (a) — (f) del Teorema 3.1.9.

Demostracién. Supongamos que G = H x C} x C§* con H de de los tipos (a) — (f)
del Teorema 3.1.9. Entonces las componentes simples no conmutativas de Q(H x C¥)
son todas isomorfas a H(Q) 6 M>(Q) y las de QCF* isomorfas a Q 6 Q(v/—3). Por
tanto las de QG son isomorfas a H(Q), M (Q) 6 H(Q) @ Q(v/—3) = My(Q(v/—3)) =
My(Q) ® Q(v'=3).

Reciprocamente supongamos que G es nilpotente no abeliano de tipo kleiniano

que no es un 2-grupo. Por el Corolario 4.5.1, G = HxCy xC3" donde m > 1y H es un
2-grupo indescomponible de tipo kleiniano. Si H(Q(v/2)), M2(Q(i)) 6 My(Q(v/—2))
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es isomorfo a un cociente de QH, entonces QG tiene un cociente simple isomorfo a
H(Q(v/2)) 80 Q(v/=3) = My (Q(v2, V=3)) 6 Mp(Q(1)) ©5Q(v/=3) = My(Q(V/3,1))
6 My(Q(v/—2)) ®0Q(v/—3) & My(Q(v/—2,+/—3)) v G no serfa de tipo kleiniano por
el Teorema 4.4.2. Por tanto todos los cocientes simples de QH han de ser isopmorfos
a H(Q) 6 M2(Q). Por el Teorema 3.1.9 H es de uno de los tipos (a) — (i) de dicho
teorema. Pero como H es nilpotente los tipos (h) e (i) estan excluidos. Por otro
lado el tipo (g) también estd excluido por tener una componente simple isomorfa a

H(Q(v2)). O

De los Corolarios 4.5.1 y 4.5.2 se deduce que la mayor dificultad en la bisqueda
de la descripcion los grupos nilpotentes de tipo kleiniano esta en la determinacién
de los 2-grupos indescomponibles no abelianos que son de tipo kleiniano.

El resto del Capitulo nos centraremos en el caso en que G es un 2-grupo de tipo
kleiniano. Por el Teorema 4.4.2, para cada idempotente central primitivo e de QG
tal que QGe no es un cuerpo, el grupo Ge es isomorfo a uno de los siguientes siete
grupos:

Dy, Qs, Dis, D, D" Dig, Q1.

El siguiente lema nos proporciona algunas propiedades que utilizaremos en la sigu-
iente seccién. Su demostracion es inmediata.

Lema 4.5.3 Si G = Dy, Qs, Dy 6 D, entonces G/Z(G) 2 Cy y G' C Z(G), mien-

tras que si G = DT, Ds 6 Q16 ninguna de estas propiedades se verifica.

4.6. 2-Grupos con conmutador central

Definicién 4.6.1 Denotaremos por G a la clase de grupos formada por todos los

2-grupos finitos de tipo kleiniano G tales que el subgrupo conmutador es central, es
decir, G' C Z(G).

Por el Lema 4.5.3 y el Teorema 4.4.2 decir que un grupo G € G es equivalente

a decir que Ge es un 2-grupo abeliano o isomorfo a Dg, Qg, Dis 6 D para todo
idempotente central primitivo e de QG.

Del Lema 4.3.3 se deduce el siguiente lema.
Lema 4.6.2 La clase G es cerrada para imdgenes homomorficas y subgrupos.

El siguiente lema serd de gran utilidad.

Lema 4.6.3 Sea G € G no abeliano. Entonces se verifica que Z(G) tiene exponente
un divisor de 4 y los exponentes de G/Z(G) y G' son ambos igual a 2.
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Demostracion. Sea e, e, ..., e, un conjunto completo de idempotentes centrales
primitivos de QG. Cada Ge; se puede considerar como un subgrupo multiplicativo
n

de QGe; y la aplicacién f : G — [ Ge; definida por f(g) = (ge1, ges, . .., ge,) es un

i=1
homomorfismo inyectivo de grupos. Reordenemos los es de forma que Gey, ..., Gex
son abelianos y Gey1,...,Ge, no son abelianos. Como G € G por el Lema 4.5.3

tenemos que Ge; = Dy, Qg, Di; 6 D parai=Fk+1,...,n y para todos estos grupos

se verifica que su subgrupo conmutador tiene exponente 2. Luego el exponente de

G' es 2. Pongamos H = Gey; X --- X Gep, vy K = Gep 1 X --- X Ge,. Entonces

f(Z(G)) ¢ H x Z(K) y por lo tanto f induce un homomorfismo inyectivo f' :
n n

G/Z(G) — ] K/Z(K) = ]] Ge;/Z(Ge;) que tiene exponente 2 por el Lema
i=k+1 i=k+1
4.5.3. Luego G/Z(G) tiene exponente 2.
Sea ahora g € Z(G). Entonces g(1 — G') es una unidad central de QG(1 — G').

Como G € G tenemos que QG(1 —é\’) = H(Q)™ x My(Q)* x My(Q(i))" para ciertos
r,s,m > 0, pero las unidades centrales peritdicas de orden una potencia de 2 de
H(Q), M>(Q) y M2(Q(i)) tienen orden un divisor de 4. Por lo tanto g*(1 — G") =
(1 - G’) Como G no es abeliano tenemos que ¢ G #1y Comparando coeficientes

tenemos que g* € G’ y por tanto g* — G =1 —G’ con lo que g* = 1. Luego el orden
de g es un divisor de 4. [

Recuérdese que 7(G) denota el rango de G, es decir, el menor de los cardinales de
los conjuntos generadores de G.

Como consecuencia del Lema 4.6.3, si G € G, no es abeliano y r(G) = n entonces
G es un cociente de un grupo de la forma
Bn = (1,3, ..., wp|2f = w4, 23] = [, [z, 2] = 1,1 < i, j, k < n)
En estos grupos utilizaremos la notacion
tij = [z, 7).

De hecho abusaremos de esta notacion de la siguiente forma. A menudo pondremos
G = (®1,79,...,%n, Z(G)) para un grupo G € G y en tal caso pondremos t;; =
[IL’Z', .'L’j].
Obsérvese que como t;; y a7 son centrales para todo i, j se tiene que tfj =1y
La siguiente proposicién demuestra que el grupo Bs € G y por tanto ya tenemos
caracterizado los grupos en G de rango 2.

Proposicion 4.6.4 B, € G.
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Demostracion. Para demostrar que B; € G basta demostrar que las componentes
simples no conmutativas de QBy son de las que aparecen listadas en el Teorema
4.4.2. De hecho tenemos que los idempotentes centrales primitivos e tales que QBse
no es conmutativo y las correspondientes algebras simples QBse son:

~ AN A

er = (1 - By)atal,
ez = (1 - By)alay(l - a3),
es = (1 By)(1 —a?)zia,
e = (1 - By)(1 — a?)al(1 — a3)a,
es = (1 — By)ai(1 - ),
es = (1 — By)(1 — a})ai(1 — zb),
er = (1— By)(1 - a)rhas,
es = (1 - By)(1 — ah)ad(1 — 13),
e9 = (1 - By)(1 —al)(1 — ah)aia} y
e = (1 - By)(1 —ah)(1 — xb)(1 - 23a3)
Ademas
My(Q) sii< 4,
QGe; =2 < H(Q) sit=4y
My(Q(i) sii> 4.
O

Sin embargo B, &€ G si n > 3 ya que no satisface la tesis del siguiente lema.

Lema 4.6.5 Sea G € G tal que G = (x1,x9,...,2,, Z(G)). Si para algin i =
1,2,...,n, G' # ([xi,zj]| i # j), entonces x} € ([x;, ;]| i # 7).

Demostracién. Para cada ¢ la imagen de x; en H = G/([x;, x;]|i # j) es central.
Por el Lema 4.6.2, H € G pero como G’ # ([z;,x;]|i # j) H no es abeliano. Entonces
por el Lema 4.6.3, z} € ([x;, ;]| i # j). O

Del Lema 4.6.5 deducimos condiciones adicionales para los grupos de rango 3 en G.

Lema 4.6.6 Si G € G y r(G) = 3 entonces G es cociente de uno de los siguientes
grupos

1. B2><C4

2. Bgl = B3/<t2371‘%71‘§>
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3. Bsy = By/(ta3, T5t12, T3t13)
4- A31 = B3/<x%a xéax§>

5. Asy = Bs/(at, x3t1a, 25t 13)

Demostracién. Por los comentarios hechos mas arriba sabemos que al ser r(G) = 3,
GG es un cociente de B3 y abusaremos de la notacién llamando x; a la imagen del
correspondiente elemento de Bs en Gy t;; al conmutador de z; y z; en G para
i, =1,2,3.

Si r(G") = 1 podemos suponer cambiando el conjunto de generadores de G si
fuera necesario que uno de los x; es central, por ejemplo x3, con lo que t13 = to3 = 1.
Del Lema 4.6.3 se deduce que 3 = 1 y por tanto G es un cociente de By x Cy =

Bs/(t13, ta3, T3).

Si r(G') = 2, cambiando los generadores si es necesario podemos suponer que
ty3 = 1y que ti9,t13 y tiot13 son los tres diferentes de 1. Por el Lema 4.6.5, x{ €
(t1o), 5 € (t13) v (z122)* € (t12t13) de donde se deduce que o bien z3 = z3 = 1 o
bien x4 = t15 y 3 = t13, es decir G es cociente de B3, 6 Bss.

Finalmente supongamos que r(G') = 3. Aplicando de nuevo el Lema 4.6.5 ten-
emos que existen s, as, 81, B3, 71,72 € {0,1} tales que

ot = 0,08 = 3t y af = e
Entonces

(z122)" = 157205158 € (1o, tiatas)

(z123)* = 19519533 € (tis, tiatis)

(row3)* = t’gt,{ét’%ﬂz € (ta3, tiol13)

de donde se deduce que a3 = 3, s = ¥ v $1 = 71. Pongamos 1 = ay, ag = as y
a3 = as. Entonces

4 a2 a3
ry = totis
wy = 15153
4 ay 4a2
To = tiat
3 13023
4 a1+az 403 103
(«T1$2) = lig tizly (4-1)
4 a2 ya1+as a2
(I1$3) = ty5lyg Clog
4 a1 ;a1 a2-+a3
(I2$3) = ty9ly3lag
4 a1+a2 pa1+aga2+as
(561352303) = tjp Tty tgs

Estudiando los ocho valores posibles de (aq,as,a3) se deduce que una de las siete
potencias cuartas de (4.1) es igual a 1 y cambiando los generadores podemos suponer
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que =7 = 1 con lo que a; = a3 = 1. Entonces z3 = t{3 y x3 = 113 de donde se deduce
que G es un cociente de Az; (si a3 =0) 6 Agy si (a; =1). O

En la demostracion del teorema principal de este capitulo veremos que los 5 grupos
del lema anterior estan en G, con lo que ya tenemos descritos los elementos no
abelianos de G de rango menor o igual que 3 como cocientes de 5 grupos. Para la
descripcion de los de rango mayor que 3 el siguiente lema nos resultard de gran
utilidad.

Lema 4.6.7 (Lema 1,4 [41]) Sea G un grupo finito. Entonces G/Z(G) = C, x C,
si y sdlo si |G'| = p y toda representacion compleja irreducible de G tiene grado
wgual a 1 6 p.

Si G € G entonces toda representacion irreducible de G tiene grado 1 6 2. Por tanto
del lema anterior se deduce el siguiente resultado.

Lema 4.6.8 Si G € G entonces r(G/Z(G)) =2 si y sélo si r(G') = 1.

A menudo interpretaremos un 2-grupo abeliano elemental como un espacio vec-
torial sobre el cuerpo Fy con dos elementos y utilizaremos el lenguaje de dlgebra
lineal. Los elementos 0 y 1 los interpretaremos indistintamente como nimeros en-
teros o como elementos de Fy.

Ahora vamos a introducir una notacién a la que le sacaremos mucho partido.

Sean G € Gy x1,%s,...,T, elementos de G tales que G = (x1,xs, ..., 1,, Z(G)).
Supongamos que G' = (t) = C5. Entonces para cada i,j existe a;; € {0,1} tal
que t;; = t*7. Consideraremos entonces la siguiente matriz simétrica A = (a;;);;
como un elemento de M, (F,). Consideramos ahora un elemento z = z{* - - - 22" con
a € {0,1}. Entonces x es un elemento central de G si y sélo si el vector (aq,-- -, ay,)
pertenece al espacio nulo de la matriz A. Del Lema 4.6.8 se deduce que esta matriz

tiene rango 2.

Lema 4.6.9 Si un grupo finito G tiene cuatro elementos x1,x9, 23, x4 tales que
(w1, 20] # 1, [w3,24] # 1 y [24,2;] = 1 para todo 1 < 1 < 2 < j < 4, entonces
G&4g.

Demostraciéon. Supongamos que G € G. Por el Lema 4.6.2 podemos suponer que
G = (1,22, 23,24) ¥ que G' = ([x1,22]) = ([x3,74]) = Cs. Entonces la matriz
asociada es al siguiente

o O = O
o OO =
_— o O O
o = O O



90 GRUPOS FINITOS DE TIPO KLEINIANO

que tiene rango 4, una contradiccién. [

Demostramos ahora dos lemas para grupos de rango 4 modulo el centro.
Lema 4.6.10 Sea G € G tal que r(G/Z(G)) = 4. Entonces r(G') = 3.

Demostracién. Por el Lema 4.6.2 podemos suponer que r(G) = 4 y por tanto G
es un cociente de By, digamos G = By/T. Entonces T C Z(B,) ya que en otro caso
r(G/Z(G)) < 3. Luego G' = B}/T N Bj.

Afirmamos que 7' N B} no puede estar contenido en ninguno de los siguientes
subgrupos de Bj:

Mis_3s = (t13,t14, 23, Toa, tiatsa)
Mz o4 = (ti2,t14,t23, 34, ti3tos)
Miy_o3 = (ti2,t13,t24, 34, t1atoz) (4.2)

Supongamos por ejemplo que T'N B C My 34. Entonces t1o & TMiy 34 ya que
en caso contrario tendriamos que t;5 = tm con t € T'y m € My 34 luego t €
T N B), C My 34y por lo tanto ¢ty € Mjy 34, en contra de que G no es abeliano.
Andlogamente t34 ¢ TM;s_3,. Entonces el cociente H = G /T Ms_3,4 verifica las
condiciones del Lema 4.6.9 y por lo tanto H ¢ G lo que contradice el Lema 4.6.2.

Veamos primero que r(Bj N'T) > 3. Por reduccién al absurdo suponemos que
r(ByNT) <2.

Afirmamos que ¢;; no pertenece a T para ninguna pareja 1 <4¢,7 < 4 con i # j.
Esto es consecuencia del parrafo anterior si 7(7°'N Bj) < 1. Por lo tanto supongamos
que r(I'N B}) = 2 y que t;; € T para algun 7 # j. Por simetria podemos suponer
que t13 € T, luego

T 0By = (ti, (5353 15115)

para ciertos a; € {0,1}. Como TN B} € M3 94 y T N B} € M4 o3 tenemos que
a1 # ay 'y ag # ag. Por simetria podemos suponer que oy = 1 y por tanto ay = 0. Si
ay = 1 entonces T'N B} = (t12, t13t14t3; ). Haciendo el cambio de variable x3 por z3x4
tenemos que T'N By = (t19, t13t5;) € My 23 una contradiccién. Por tanto ap = 0,
con lo que T'N B) = (t19, t13t23t55). Si a5 = 0, haciendo el cambio de variable z; por
x1x2 tenemos que TN By C My 93 v si a; = 1 haciendo el cambio de variable x4
por 1724 tenemos que T'N By C Mj3_s4 una contradiccion.

Por lo tanto ¢;; ¢ T paratodo i # j. Podemos suponer que el elemento t15t75¢77t53
T para ciertos a; € {0,1} y con los cambios sucesivos de xo por xoxg'z3? y de
por xyx3'xy” podemos suponer que typt5; € 1. Como t;; ¢ T tenemos que a5 = 1,
es decir, t12t34 € T'. Por lo tanto existen unos nuevos «;’s tales que

T N B) = (tiatga, t = t15 105175154155 55)
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Como TN B € M5 34 necesariamente oy # «g. Por simetria podemos suponer que
a; =1y ag = 0 obteniendo que T'N B = (t19ls4, 112t 75115155157 ). Por argumentos
similares as # a5 v as # a4. De nuevo podemos apelar a la simetria y suponer
que ao = 1 y por tanto a5 — 0. Si 3 — 1 entonces 1T'N BZL = <t12t34,t12t13t14>.
Cambiando zy por xox3x4 obtenemos que t15 € T, una contradiccion. Si a3 = 0
entonces T N B) = (t1at34, tiot13te3). Cambiando x; por xixexy obtenemos que ty3 €
T, de nuevo una contradiccion.

Por lo tanto r(7' N B}) > 3, de donde deducimos que r(G') < 3. Ademads por el
Lema 4.6.8 tenemos que r(G') # 1, luego 2 < r(G") < 3 y sblo nos falta demostrar
que r(G') # 2.

Supongamos que r(G') = 2. Veamos que existen x, 2y, x5 € G tales que tio y
t13 son linealmente independientes y por tanto G’ = (t19,t13). Esto es equivalente
a demostrar que G' = (t,,,t,,) para ciertos a,z,y € {1,2,3,4}. Podemos suponer
que t1o # 1. Sea H = (t12, 113, t14, ta3, t2s). Si r(H) = 2 podemos suponer que ;3
y t13 son linealmente independientes. En caso contrario tenemos que H = (t13)
y al ser r(G') = 2 deducimos que G' = (ti2,t34). Pero por el Lema 4.6.9 existe
1 S 1 S 2 < j S 4 tal que tij §£ 1 y tij = tlg, luego GI = <tij,t34> tal y como
queriamos demostrar. Luego podemos suponer que G' = (t3,t13) y considerando
4 casos podemos suponer que ty3 = 1, por ejemplo, si to3 = ti59t13 reemplazando
X1, %9, T3 POT X1, T T2, TaT3 Obtenemos que to3 = 1. Las imagenes de xy,x9, T3 en
G/Z(@G) son linealmente independientes y podemos obtener una base de G/Z(G)
anadiendo la imagen de un x4 € G.

Pongamos t; = t%t% para i = 1,2,3. Sea H = G/(t;5) entonces H' = t,3 = O,
y la matriz asociada es (véase el parrafo anterior al Lema 4.6.9)

0 0 1 p

0 0 0 pf

1 0 0 fs

B B2 B O
Como el rango de esta matriz ha de ser 2, fo = 0. Un argumento similar con
H = G/(t13) nos lleva a la matriz

0 1 0 (6%}

1 0 0 (6%))

0 0 0 a3

a1 Oy (3 0

de donde deducimos que a3 = 0. Considerando ahora H = G/(t12t13) que nos lleva
a la matriz

0 1 1 oy + ﬁl

1 0 0 (67)

10 0

o+ 51 ay B 0
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y por tanto as = (3. En resumen
ty = 193805, toa =193, tay =133
ai b1

Cambiando x4 por z{*z, podemos suponer que ay = 0. Entonces x5 z3" 74 es central,
una contradiccién. En conclusién r(G') = 3 tal y como queriamos demostrar. [J

Lema 4.6.11 Si G € G y r(G/Z(G)) = 4 entonces existen x1, T2, x3,24 € G tales

que G = (x1,T9,13,14, Z(G)) y tog = tog = t34 = 1 con lo que G' = (t19,t13,t14) =
Cs.

Demostracion. Empezamos demostrando que existen xq, x2, x3, 4 € G tales que
G = <I1,$2,LE3,1‘4,Z(G)> y G, = <t12,t13,t14>. Sean X1,T2,T3,T4 € G tales que
sus imdgenes en G/Z(G) forman una base de G/Z(G). Por reduccién al absurdo
supongamos que para toda permutacién azyz de {1,2,3,4} tey, ey, tar son lineal-
mente dependientes. Como r(G') = 3 puedo suponer que t15 y t13 son linealmente
independientes.

Supongamos que G’ = (19,113, ta3). Como tay, tay, tae, son linealmente dependi-
entes para toda permutacién axyz de {1,2, 3,4}, necesariamente

tia € (tiz,t13), toa € (tiz,t23), taa € (t13,t23).
Si ti4 = t95th,, cambiando z, por xSz, podemos suponer que #14 = 1. Pongamos
ta = 13155 ¥ fan = 13t

Razonando como en el lema anterior con los cocientes G/(t12, t13ta3), G/(t13, t1ata3)
y G /(ta3, t12t13) obtenemos que las siguientes tres matrices han de tener rango 2:

0 0 1 0 0 1 0 0 0O 1 1 0
0 0 1 (6 %] 1 0 1 a1 + a3 1 0 0 ap
1 1 0 B+ B2 ! 0 1 0 B ’ 1 0 0 p
0 az Br+p 0 0 ag+as fo 0 0 ap B O

Deducimos que a3 = B = 0y ay = 1 y por tanto z{*z4 es central, una contradic-
cién.

Por lo tanto hemos demostrado que G’ # (t12, t13, t23). Luego sélo tenemos dos
posibilidades para G,I GI = <t12,t13,t24> o GI = <t12,t13,t34>. Como T9 'y X3 repre-
sentan papeles simétricos podemos suponer que G’ = (t19,t13,t24). Ademds como
estamos suponiendo que 4,24y, %, son linealmente dependientes para toda per-
mutacion azyz de {1,2,3,4} tenemos que tog € (t12,t13) N (t12, tag) = (t12). Podemos
suponer que to3 = 1 haciendo el cambio x3 por xix3 si fuese necesario. Ademas
tis € {t12, t13), luego t14 = t%t2, v haciendo el cambio x4 por x3z5z, obtenemos que
t14 - ]_
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Pongamos t34 = t%,t%,15,. Consideramos ahora los siguientes cocientes G/ (t13, ta4),
G /(t1ot13,tog) ¥ G/ (t12,t13t24) de los que obtenemos las siguientes tres matrices:

0100 01 1 0 00 1 0
1 000 10 0 0 00 O 1
000a|’f1T0 0 a+b |’ 10 0 b+c
00 a O 00 a+b O 01 b+c O

Forzando a que estas matrices tengan rango 2 llegamos a la conclusién de que a =
b=c=0,o0seatz = 1. Consideramos ahora el cociente G /(t1at;3, t12t24) Obtenemos
la matriz

O = = O

1
0
0
1

o OO =
o O = O

que tiene rango 4, una contradiccion.

Por lo tanto hemos demostrado que podemos suponer G’ = (t19, t13, t14). Veamos
ahora que también podemos suponer que to3 = toy = t34 = 1.

Si tag & (t12,t13) considerando G/(t1, t13) obtenemos una matriz de la forma

0 001
0 0 1 =
01 0 =
1 = % 0

que tiene rango 4. Por tanto te3 € (t12,%13) y por argumentos similares tenemos que
t24 c <t12,t14> y t34 - <t13,t14>. Sl t23 = t‘bt??ﬂ Cambiando T 'y T3 por II{.CEQ y l‘(ll.'L’g
respectivamente podemos suponer que t,3 = 1. Pongamos

tos = 35}

tss = ty3t75
con a;,b;,¢; € {0,1}. Cambiando x4 por z{'z, podemos suponer que a; = 0.
Considerando los siguientes cocientes G/<t12t14, t13>, G/<t12,t13t14> y G/<t12t13,t14>
obtenemos las siguientes tres matrices:

01 0 1 0 0 1 1 01 1 0
1 0 0 ¢ 0 0 0 c1 10 0 O
00 0 e |’ 1 O 0 ba+ca |7 1 0 0 by
1 C1 C2 0 1 C1 b2 + o 0 0 0 bg 0

de donde se deduce que ¢y = ¢; = by = 0, es decir, toy = t34 = 1 lo que faltaba por
demostrar. [

En realidad el dltimo lema se puede generalizar a grupos de rango mayor o igual que
4. Para el paso inductivo en la demostracion de este hecho necesitamos el siguiente
lema.
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Lema 4.6.12 Sea G € G tal que r(G/Z(G)) = n > 3. Entonces eziste un subgrupo
H de G tal que r(H/Z(H)) =r(G/Z(G)) — 1.

Demostracién. Haremos la demostracién por induccién en n. El resultado es trivial
para n = 3, basta elegir H = (z,y) donde x e y son dos elementos de G que no
conmutan.

Supongamos ahora que n > 4 y que el resultado es cierto para todo S € G con
3 <r(S/Z(S)) < n. Sea H un subgrupo de G maximal para la condicién:

r(H/Z(H)) = max{r(K/Z(K))|K subgrupo de G, Z(G) C K, r(K/Z(K)) # n}

Claramente Z(G) C Hy 2 <r(H/Z(H)) < n. Sea {21 Z(G), 22 Z(G), ...,z Z(G)}
una base de H/Z(G) que extendemos a una base {z1Z(G), 22 Z(G), ..., z,Z(G)} de
G/Z(G). Demostraremos que se verifica la condicién buscada, es decir, k =n — 1.

Por reduccién al absurdo supongamos que £k < n—2. Sik <i<nyK; =
(H,z;) entonces k < r(K;/Z(K;)) < k+1 < n. La maximalidad de H implica
que 7(K;/Z(K;)) = k. Por lo tanto existe un h; € H tal que y; = hyz; € Z(K;).
Luego G = (z1, ..., %k, Ykt1,- - Yn, Z(G)) ¥ [r5,y;) = 1 para 1 < i < k < n.
Podemos suponer que [zq,%2] # 1 # [Yri1, Yrro)- Consideremos ahora el subgrupo
M = (x1, %2, Y11, Ykr2) de G. Por el Lema 4.6.2, M es de tipo kleiniano, lo que
contradice el Lema 4.6.8. Luego k =n — 1

Podemos ya pasar a generalizar el Lema 4.6.11

Lema 4.6.13 Sea G € G tal r(G/Z(G)) = n > 4. Entonces r(G') =n —1 y existen
T1,%2, ...,y € G tales que G = (x1,T9,...,2,, Z(G)), G = (t12,t13, .-, t1n) ¥
tij=1para2 <1 <j<n.

Demostracion. Procedemos por induccion en n. Para n = 4 es el Lema 4.6.10.

Supongamos ahora que n > 4 y que el resultado se verifica para todo grupo
HeGeond<r(H/Z(H))<n.Porel Lema 4.6.12, G tiene un subgrupo H tal que

r(H/Z(H)) = n—1. Por la hipétesis de induccién existen elementos 1, xa, . .., Ty_1
tales que H = (x1,%2,...,0,-1,Z(H)), t;j = 1 para todo 2 < i < n—1y
t12,...,ti(n—1) son linealmente independientes. En particular r(G') > n — 2. En-

tonces existe un z, € G tal que G = (x1, 29, ..., 1, Z(Q)).

Veamos primero que 7(G') # n — 2. Supongamos lo contrario, es decir 7(G') =
n — 2. Entonces G’ = (t1a,...,ti(n-1)), luego t1, =t .. .t‘f&‘il). Entonces haciendo
el cambio z,, por z§2 ...z, 'z, podemos suponer que t;, = 1.

Ahora aseguramos que t;, € (t1;) para todo 1 < ¢ < n. Si no es cierto con-
sideramos el cociente S = G/(t;;). Vamos a probar que r(S/Z(S)) = n. Para
simplificar supondremos que ¢ = 2 y aumentaremos el abuso de notacién deno-
tando por z; y t;; a las imdgenes de z; y t;; en S. Obsérvese que t12 = 1, que
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t13, .- ., ti(n—1) son linealmente independientes y que 5, # 1 en S. Supongamos que
y =z ...x% € Z(S) con a; € {0,1}. Entonces 1 = [zq,y] = t3" y por lo tanto
ap, = 0. Ademds 1 = [z1,y] = #15... 4]/, ) v como ty3,...,ti(s—1) son linealmente
independientes tenemos que ag = --- = a, 1 = 0. Finalmente 1 = [z3,y] = {3,
luego a; = 0. Esto prueba que x17(S),...,z,Z(S) son linealmente independientes
y por lo tanto r(S/Z(S)) = n. Por el Lema 4.6.12 existe un subgrupo K de S tal
que 1(K/Z(K)) =n—1y r(K') = n— 2 lo que contradice que el hecho de que
r(S") = n — 3. Por lo tanto t1, = 1y t;, € (t1;) para todo 1 < i < n.

Obsérvese que como x, no es central existe un 2 < i < n tal que t;, # 1.
Ademas como x;x, no es central existe algun 2 < i < n tal que t;, # t;; y por tanto
t;n = 1. Reorganizando los x;, si fuese necesario, podemos suponer que t3, = t;3
y que ty, = 1. Consideremos ahora el cociente S = G/(t12t13). Para este cociente
tenemos que r(S") = n — 3y que tjo = t13 = t3, # 1. Por un argumento similar
al anterior llegaremos a contradiccién demostrando que r(S/Z(S)) = n. En efecto
seay =zt ...zl € Z(S) con a; € {0,1}, entonces 1 = [xq,y] = t73, luego a; = 0.

Ademids 1 = [z3,y] = 5, luego a, = 0. Més atin 1 = [z, y] = t{37% 04 .t‘f&fl) y
como 113, ..., t1(»—1) son linealmente independientes tenemos que ay = -+ = a,_; =
0 y az = az. Finalmente 1 = [x,,y] = 3%, luego 0 = a3 = ay. Por lo tanto hemos

probado que 7(G') > n—1. Veamos ahora que efectivamente r(G’) = n—1. Tenemos
dos casos que considerar: (Recordamos que ¢;; =1 para 2 <i < j <n—1).

1. Si tin € <t12, R ;tl(n—1)>a entonces existe 1 < i < n tal que tq9,. .. atl(n—l)atin
son linealmente independientes. Sea 1 < j < n con j # 4. Por el caso n = 4
tenemos que 7((x1,x;, z;,%,)") < 3y, por lo tanto, ti,,t; € (tii, t1j, tin), luego
G' = (tia, .. ., tin=1), tin) y asi 7(G") =n — 1.

2. Si tin & (ti2, ..., tim-1)) tenemos que tyo,...,t1n_1),t1, son linealmente in-
dependientes. Sean 1 < 4,7 < n con i # j. Por el caso n = 4 tenemos que
’I“((.’L’l, Ty, Xy, l‘n>l) <3 y por lo tanto tin € <t1i, tlja t1n>, luego G' = <t12, BN atl(n—l)a tm>
y asi r(G') =n—1.

Falta por demostrar que podemos suponer que t¢;, = 1 para todo 1 <7 < n. En
efecto, sea 1 < i < n. Vamos a probar que t;, € (t1;). Para simplificar supondremos
que i = 2. Si to, & (t12) sea S = G/(t12). Claramente r(S’) = n — 2 y demostrando
que 7(S/Z(S)) = n obtendremos una contradiccién. Sea y = z7* ... z% € Z(S) con
a; € {0,1}, entonces 1 = [z9, y] = 13, luego a,, = 0. También 1 = [z3, y] = t{3, luego
ar = 0. Ademds 1 = [z1,y] = #{3...4}(, 1)) luego a3 = -+ = a,_; = 0. Finalmente
1 = [z,,y] = t32 luego as = 0.En conclusién t;, € (t1;) para todo 1 < i < n.

Ahora considerando el cociente S = G/(ty;t1;) para 1 < i < j < n y argumen-
tando como antes podemos excluir la posibilidad t;, = 1 y t; = ¢,;, viendo que si
se pudiera dar esta posibilidad entonces r(S/Z(S)) =n y r(S’) = n — 2 llegando a
contradiccién.

Por lo tanto podemos deducir que o bien ¢;,, = 1 para todo 1 < ¢ < n o bien
tin = t1; para todo 1 < i < n. Ahora bien el segundo caso se reduce al primero
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mediante el cambio x; por x;x,. Por lo tanto el Lema queda demostrado. []

Ya tenemos todas las herramientas necesarias para demostrar el teorema principal
de este capitulo.

Teorema 4.6.14 Sea G un 2-grupo finito nilpotente tal que G' C Z(G). Entonces
G es de tipo kleiniano si y solo si es isomorfo a un cociente de H x CJ" donde m > 0
y H = By, A3y, Azs, Bp1 0 Bua conmn > 3 siendo

By = (wy, mo|af = [z4,2]] = [, [25, ]) = 1,4, 5,k = 1,2)

A1 = (@1, 29, x5l = (23, 25] = [, [2j, 2] = 1,1 <4, j, k < 3)

Asy = (@1, 29, x3|2] = 23[11, 0] = w321, 03] = [24,25] = 1,1 < i, 5,k < 3)

Bui = (w1,@9, ..., wp|2f = 2} = [15, 7] = [wp, 2] = [, [11, 23] = 1,1 < 0,5 < m,
2<k,l<n)

Bho = (x1,T9,...,%,|28 = z}[zy, 7] = [xl,xf] [, ] = [z, |21, k)] = 1,

1<i,j<n,2<kI<n)

Demostracién. Empezaremos demostrando que si G es un cociente de H x C}"
conm > 0y H = By, Az, Ass, By1 6 By con n > 3 entonces G € G. Para ver
esto observemos que si G € G, entonces G x Cy € G ya que los cocientes simples no
conmutativos de QG son de la forma H(Q), M5 (Q) y M2(Q(7)), con lo que los de
Q(GxCy) son de la forma H(Q), M5 (Q), M (Q(i)), H(Q)®oQ(7) = M2(Q)®qQ(i) 2
M5(Q(7)) o un cociente de My (Q(i)) ®q Q(i) =2 2M,(Q(7)) en definitiva My (Q(7))
de nuevo. Utilizando el Lema 4.6.2, tenemos que basta demostrar que los grupos
By, Az1, A3, By Bya con n > 3 estan todos en G. Ya vimos en la Proposicién 4.6.4
que By € G. Para demostrar que los otros grupos estan en G consideremos el conjunto
H de subgrupos maximales de G' donde G = Ajzq, Asze, Bp1 6 Bya conn > 3. Entonces
el conjunto {S(1 — G’)|S € H} es un conjunto completo de idempotentes centrales
ortogonales de QG(1 — G’) Como todos los cocientes simples no conmutativos de
QG son cocientes s1mples de QG(1— G’) cada cociente simple de QG es un cociente
simple de QGS(l G’) para algin S € H, que a su vez es un cociente simple de QGS
y éste es isomorfo a Q(G/S) (véase la Seccién 1.4). Lo que vamos a ver es que G/S
es isomorfo a un cociente de By x C¥ para algiin k, con lo que tendremos demostrado
que las componentes simples de QG son como queremos ya que By, x C¥ € G.

Supongamos primero que G' = As; 6 Aszy. En este caso tenemos que los elementos
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de H son los siete siguientes:

t12, t13)
t12, to3)
t13, to3)

(

(

(

(ti2t13, tog) (4.3)
( )

(

(t

t12t23, 113
t13tas, ti2)
12813, t13t23)

1
2
3
4
5
6
7

Para cada uno de los S;, Z(G/S;) contiene propiamente a Z(G)/S; con lo que
r(G/Si/Z(G/S;)) = 2. Sean z,y € G/S; dos elementos linealmente independientes
modulo Z(G). Entonces G/S; = (x,y) x Cy donde (x,y) es isomorfo a un cociente de
By y por lo tanto GG/S; es un cociente de By x Cy tal y como queriamos demostrar.

Supongamos ahora que G = B,; 6 By;s.

Consideremos ahora la aplicacién ¢ : G' — G dada por p(t{% - --- - t{") =
zy? - -+ 20 para cada (ag,...,a,) € {0,1}"". Obsérvese que [z, p(r)] = = para
cada © € G'. Sea {c3,...,c,} una base de S y {cacs,...,c,} una base de G'. Sea
y; = ¢(c;). Entonces {21 Z(G), y2Z(G),...,ynZ(G)} es una base de G/Z(G) con lo
que G = (1,¥s,...,Yn). Cambiando de variable podemos suponer que y; = z;, es
decir, [x —i,z;] € S parai > 3y [z1,29] € G"\ S. Por tanto

G/S =2 (v, 23) X (3,...,2,) = (w1, 29) x CP 72

y (21, x9) es isomorfo a un cociente de By, lo que demuestra lo que queriamos.

Reciprocamente, sea G' € G no abeliano y sean = r(G/Z(G)). Sean 1, x, . .., Ty,
elementos de G tales que {x1Z(G),22Z(G),...,2,Z(G)} es una base de G/Z(G).
Sea Z(G) = (z1) X -+- X (2) y con z; de orden k;. Si H = (x, 25, ...,x,) entonces
H tiene una presentacién de la forma (zi,zs,...,x,|R) para cierto conjunto de
relaciones R. Ademés

Z(G) =21,y 22l = [21,25] = 1,1 <4, j < m)
es una presentacién de Z(G). Entonces G tiene una presentacién de la forma
(X1, Ty 21,5 - - -y Zm| R, zzk’ = [z, 2] = [z, 26 =1, h =2

para todo h € H, z € Z(G) tales que h = z en G)

Por el Lema 4.6.3, k; divide a 4 para cada ¢ = 1,2,...,m y por tanto G es
isomorfo a un cociente de

(:El,...,xn,zl,...,zm|R,zfi = [z, 2] = [z, 0] = 1) = H x CJ".
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Como r(H) = R(H/Z(H)) = n, hemos demostrado que podemos suponer sin pérdi-
da de generalidad que n = r(G) = r(G/Z(Q)).

Como G no es abeliano, n > 2. Sin = 2, entonces G es un cociente de By. Sin = 3
entonces del Lema 4.6.6 deducimos que G es un cociente de By x Cy, Az1, Asa, B3y
6 Bjsa. Sin embargo de la hipétesis r(G/Z(G)) = 3 se deduce que el primer caso no se
da. Finalmente supongamos que n > 4. Del Lema 4.6.13 tenemos que r(G') =n—1
y podemos elegir los z;’s de forma que G' = (t13,...,t1,) y t;j = 1 para2 < i,j < n.
Las relaciones o} = [2;, 23] = [x;,t;;] = 1 se deducen del Lema 4.6.3. Por el Lema
4.6.5 tenemos que i € (t1;) para todo 2 < i < n. Sélo falta ver que o bien z} = 1
para todo 2 < 7 < n o bien x;-l = ty; para todo 2 < ¢ < n. En caso contrario,
podemos reordenar los z;’s y suponer que z3 = 1y z3 = t13. Pero en tal caso

(z9m3)* = t13 & ([21, 2223)) lo que contradice el Lema 4.6.5. O]
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