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bc%$Dc/?J8%1BIDE%$'�)7'I,#(.|#oybl,.*N%�B�J-DlAC,3bcJM��6?J�)+/;bcJ~bc%$Dc/?J8%$o@,:O;6I)+(.J8oj%�oc,.Aa,.(¡)�DcJ8ojoEJ�,#/$bcDE%?e�6�dN�
*8)+/0,#/�e�,:4?,#e�6?%;oM��6?J�e�J1%+bcDl)CA})7/�J-Dl)Co�J8Dc|#)+/ DEJ8*Q¥I)7dK)+e?%;o  ��JK)+/0e?%;o�,./Ie�,:4?,.eI6?%;o-�rÄ
�gèN�?bl)+(.J8o~�!6?J$²

f(a) > f(b)
® " ¯

�@%;/�J8oybQ)PoE,:bc6�)+*-,:9;/¢�?J8/�6�/}bc%$Dc/�J-%`oc)+(#e?Dc|¡)nJ8(.J-O;,.e�%0Ä  �!,#/�J8An'�)7DEO$%I�!J8/�6�/}bc%$Dc/?J-%
B�Dc%+'�)7'I,.(#|.o�bl,.*N%}o�J1,#/$bcDE%?e�6I*NJ16�/ /!§�A`J-Dc%a)+(.JK)�bc%$Dc,:% À!²

0 < r < 1
® � ¯

�joybcJ�/!§�A`J8DE%PoEJ�*N%;A`B�)7Dl)n*N%;/�6I/I)�£ª6I/�*-,.9;/a¿{��6?J�e?J-B�JK/�e?J�e?J�(#)�e�,#oybQ)+/�*8,#)nJ8/;bcDEJ
(¡)+o�BI6I/$bl6I)+*-,.%;/?J8o8�Ie?JNbcJ-DcAa,./I)+/�e�%a��6��1,#/�e�,:4?,#e�6?%aJ8o
o�J8(.J8*-*-,.%;/I)+e?%I²

r > p→ a

r < p→ b

® = ¯

�&)M£ª6�/I*-,:9;/�¿�oEJ¦JK/�*-6?JK/$bcDl)MJ8/PJ8(?Dl)+/?O$%�e?J
(0, 1

2 )
�PoE,.O;6?J~(#)�£¡%$DcA})Me?J�JN°!B�%$/�J8/�*-,¡)+(

e?JK*NDEJ8*-,.J8/;bEJ;²
p =

1

2
e−K|f(a)−f(b)| ® H ¯

�j(¢4$)+(:%$DMe�J`÷øe�J-B�J8/�e�J�e?J�(¡)a)+ACBI(.,:bl6�e0e?J14$)+(:%$DEJKo���6�J1bE%;A})C(#)a£ª6�/I*-,:9;/}ù0� e�J
6�/ £�)+*Qbc%$D�ö¸��6�J1*-%$/;bcDE%;(#)`oE6�B�J8/�eI,:J8/;bcJ  

K =
T

fmax − fmin
® L ¯

�joybcJ�£^)7*Nbc%+D}ö©J8o¦J8(���6?J�e?J8*8,.e?J�(¡)nB�DE%$'�)7'I,#(.,#eI)+e�e?J��!6?J�o�JK)nJ8(.J-O;,.e�)�(#)�AP6?J8o�bcDl)�è
J8/�4$J8d1e�J}Ä+��)+e?J8A}k+o~e?Jn(#)`e�,#£¡J-DcJ8/�*-,¡)PJK/$bcDEJ1oc6�o~BI6�/;bc6�)+*-,:%;/?JKo  

T → 0⇒ p→ 1

2
⇒ Pr(a) = Pr(b) =

1

2

T →∞⇒ p→ 0⇒
{
Pr(a) = 1

Pr(b) = 0

® i ¯

�j(�B�Dl,.A`J8D}*8)+o�%XJKoa6�/I)vJ8(.J8*-*-,.9;/©)+(.JK)�bc%$Dc,#)?��e�%;/�e?J0/?%goEJ�bc,.J8/?JK/�J8/©*-6?J8/;bQ)v(¡)+o
BI6I/$bl6I)+*-,.%;/?J8o0e?J[(:%;o ,#/�e�,:4?,#e�6?%;o8´~J8(�oEJ-O;6�/�e�%�JN°!bcDEJ8A`%]oEJ[*N%$DEDEJ8oEB�%;/�e?J[*N%;/¸J8(
bc%$Dc/?J8%Coc,.ACBI(:J;�?JK/�J8(��!6?Jno�J�JK(.,.O$J1oc,:J8ACB�DEJ1(¡)`AP6?J8oybcDl)`*N%;/�A})-�$%$D~B�6�/$bl6I)+*-,.9;/  
��%$o�bc%$Dc/?J8%$o
oEJ�)+o�J8ACJ���)+/0)+(¢B�Dc%!*NJKo�%ae�Jno�JK(:J8*-*8,:9;/0o�J-O;6�,#e?%aJ8/0(#) ��)Kbl6�Dl)+(:J-d�)PB�%$D
AP6�*l¥�)7o
J8o�B�JK*-,:JKo-�IJ8/ J8(���6�Jne�%$o�,./Ie�,34�,.eI6?%;o�o�J�AC,#e?J8/�B�)7Dl)Ce?J8*-,#e�,.D�*-6�k+(�e�J1J8(#(:%;o
B�Dc%!*-DEJK)7Dlk  

��)+eI)�6�/�% e?JCJ8oybc%;o1A`�Nbc%?e?%;o�BI6�J8e?Jao�J8O;6�,:DcoEJC*-%$/v% oc,./vDEJ8o�bc,:bl6�*-,.9;/Xe?Ja(:%;o�J8(:J-�
A`JK/$bc%;o5�!6?J
oEJ�4$)7/CoEJ8(.J8*-*-,.%;/I)+/�e?%  �Y)�DEJ8o�bc,:bl6�*-,.9;/`B�J-DcAC,:bcJ
)�6�/C,#/�eI,34?,#e�6�%noc)+(#,:D�J8(.J-O;,#e?%
4$)7Dc,#)+o�4$J8*-J8o-�KAC,:JK/$bcDl)+o���6�JjoE,#/�J8(#(#)~(.%;o�J8(:J8O$,#e?%;o�6I/I)¦4$J8d5��)~/�%~J8/;bcDl)+/�J8/1(.%$oYo�%$D�bcJ-%;o�B�%;oy�
bcJ-Dc,.%$DEJ8o  �j/{(¡)a/�)�bc6�Dl)+(:J-d�)?��)+�!6?J8(#(:%;o�,./Ie�,34�,.eI6?%;o���6�JPoE%+'IDEJ8oc)+(.J8/0JK/$bcDEJPoc6�oM*N%;/�O$�8/?J-DEJKo
bl,:JK/?J8/ B�%$D
DEJ-O;(#)`O$J8/�J-Dl)+(�'�)+oybQ)+/;bEJnA}k+o
e?J8oc*NJ8/�e�J8/�*-,¡)C��6�J1JK(¢DcJ8oybc%  �j/0(:%;o�)+(.O$%+Dl,3blA`%;o
O$J8/?�-bc,#*N%;o�*N%;/ DEJ8o�bl,3bl6�*-,.9;/ %!*86?DEDEJ�(:%�AC,.ocA`%I´�oE,./0J8An'�)�DcO+%I��)P4;J8*NJKo
J8o�A`J��y%$D�(#,.AC,:bQ)7D
J8(
/�§IA`J-DE%ve?J}4;J8*NJ8o`��6?J�BI6?J8e�J�o�J-DPJ8oc*N%$O;,.e�%w6�/gJK(:J8ACJ8/$bc%I�Y��){��6?J�oE,@/�%w*N%;/Ie�,.*8,:%;/I)7Dc|¡)
J8/�O$Dl)+/�A`J8eI,.eI)P(¡)+o�*8)7Dl)+*QbcJ-Dl|.oybl,#*8)+o�e?J1(#)`oE,:O;6I,:J8/;bcJ�O$J8/�J-Dl)+*-,.9$/��!JKA`B�%$'�DEJK*-,:JK/�e?%CoE6�e�,:�
4;J-DcoE,#eI)+e�O$J8/��Nbl,.*8)P� (.,#AC,:bl)+/Ie?%}A�6I*l¥?%aJ8(Yk7DEJK)`e�J1J8o�bc6Ie�,:%}e?JK(¢BIDE%$'I(:JKAa)`�!6?J�o�Jn��6I,:J-DEJ
DEJ8oE%;(34;J-D8�!(:%P��6?JMBI6?JKe?JMe?J8Dc,34$)7D@J8/aJ8(�J8o�bl)+/I*8)+AC,.J8/$bc%�e�JM(#)1B�%$'I(¡)+*-,:9;/  �j/aJ8(�%+bcDE%nJN°!bEDcJN�
A`%I�Ioc,�/?%}o�J1B�J-DlAC,3bcJn(#)`DEJ8o�bl,3bl6�*-,.9;/¢��o�J1BI,.J-Dce?J�(#)P4$J8/;bQ)��E)`�!6?J�bl,.J8/?J8/06�/?%;o
,#/�e�,:4?,#e�6?%;o

"$"



o�%$'IDEJ�%7bcDE%;oPe�J-'I,#e?%X){oE6�BI6�/;bc6�)+*-,:9;/¢�r£^)+*-,.(#,3bQ)+/�e�%ve?J8A})7oc,#)+e�%w�!6?J�)+�!6?J8(#(:%;o`*N%;/g'�)7��)
BI6I/$bl6I)+*-,.9;/ao�JMo�J8(.J8*-*-,.%;/?J8/��;B�J-DceI,:J8/Ie?%nJ8(�o�J8/;bl,.e?%Pe?J8(�)+(:O$%$Dc,:bcAC%  �!,�o�J
B�J8DcAC,3bcJ�(¡)�DEJ8oybl,:�
bl6�*-,.9;/aoc,./}(#|.AC,:bcJ8o@(#)�'�§�oE�!6?J8e�)1e?JM(#)no�%;(.6I*-,:9;/}o�JM(:%?*8)+(#,:dK)ne?J8A})+oE,¡)+e?%I´$B�%$DjJK(�*N%;/$bcDl)7Dc,.%��
oE,�/�%`o�J�B�J-DlAC,3bcJ$�!JK(¢)+(:O$%$Dc,:bcAC%`/?%C)-4$)+/?dK)?��(#)�'I§�oc��6?JKeI)�/?%Co�J-O;6I,:DlkP/�,./�O;6�/I)Pe�,:DcJ8*-*-,.9;/  
�&%$D@bQ)+/;bE%C¥I)-����6?J�(#(:J-O�)7D
)P6�/�*N%;A`BIDE%;AC,#o�%I�?*N%;A`%`�!6?J�o�J�B�J-DlAC,3bQ)�(¡)nDcJ8oybl,:bc6I*-,:9;/�¥�)7o��
bQ){6�/t/!§�A`J8DE%vAak�°?,#A`%ve?J�4;J8*NJ8oPDcJ8(#)+*-,.%;/I)+e?%X*N%;/�J8(jbQ)+Aa)+p?%ve?J�(¡)0B�%$'I(¡)+*-,:9;/��&B�)7Dl)
)+o�J8O$6�Dl)7D
�!6?Jn6I/ ,#/�e�,:4?,#e�6?%�oE%$(.%}/?%}*N%;/�eI,.*-,.%;/?J�Aak+o
e?J�6�/�B�%$Dc*-J8/$bQ)7��Jne�Jn(#)Coc,:O;6�,.J8/;bEJ
O$J8/?J8Dl)+*-,:9;/  

�5°?,.o�bcJ8/v%+bEDQ)7o�4+)7Dc,¡)+/$bcJ8o8�¢*-%;A`% )+oEJ-O;6?Dl)7D1(#)�o�J8(.J8*-*-,.9;/Xe?J8(5A`JE��%$D�J8o�B�JK*-,.ACJ8/ve�J
(#)�B�%$'�(#)+*-,.9;/X%{oE6[B�)+o�%{e�,.DEJ8*Qbc%w) (#) oE,.O;6�,.J8/$bcJ}O+JK/?J-Dl)+*-,.9;/XB�)�DQ)��!6?J}/�%0oEJaBI,.J-DceI) oc6
,./I£¡%$DcAa)+*8,:9;/�Aa,:J8/;bcDl)+o~/?%aoEJ�J8/�*86?J8/$bcDEJ1%+bcDE%aA`J��y%$D  

ì¦í�ú¦í û ��« ñ ¡ô�&«V¨�«� ¢¡5�9§���¨

�5)7Dl) *NDEJK)7DP6�/g/�6�JN4;%{,#/�e�,:4?,#e�6?%w¥�)7*-J8/g£�)+(:bQ) e?%;onB�DE%$O$J8/�,:bc%$DEJ8o-�Y*-6?�$%;o�*-9!eI,:O$%;o
O$J8/?�-bc,#*N%;oPoEJ�*N%;An'�,./I)7Dlk+/gB�)7Dl){£ª%$DcAa)7DP6�/�%w/!6?JN4;%  �j(@AC�Nbc%?e?%we?J�*N%;An'I,#/I)+*-,.9;/�Aak+o
o�JK/�*-,#(.(.%X*N%;/IoE,.o�bcJ�J8/�bc%;Aa)7D`6I/�O$J8/])+(~)�d�)7D`*-%;A`%vBI6�/;bE%Xe�J�*-%+DEbEJ[®�à�Á#Ï Í�¯Q´rJ8(�/!6?JN4;%
,./Ie�,:4?,.eI6?%CbcJ8/Ie?DlkC(:%;o~O$J8/?J8o�e?J8(¢BIDc,.A`J8DE%a¥I)+o�bQ)PJ8(�e�Jn*N%$D�bcJ1,.O;6I)+(:JKo�)`(.%;o
e?Jn6�/?%}e?Jn(.%;o
B�DE%$O$J8/I,3bc%$DEJ8oM�{JK(&DcJ8oybc%�*-%$AC%�oE6w%+bcDE%�B�DE%$O$J8/�,:bc%$D  �!,.O;6�,.J8/�e?%�JKoybcJCoE,#oybcJ8A})�o�J`BI6�J8e?J8/
%$'?bcJ8/?J8DPe?%;oPe?J8oc*NJ8/Ie�,:J8/;bcJ8oPe�,#oybl,#/$bc%;o  �j/gJ8(jJ��yJ8A`BI(.%we�J�(¡)wàjÁ.Ï�Í��&J8(jBI6�/;bc%we?J�*N%$D�bcJ
o�J�J8/I*-6?J8/;bEDQ) J8/gJK(jO$J8/©Á  ��9+bcJ8o�J���6?J�/!6�/�*K) BI6�J8e?J�e�)7Dco�J}JK(@*8)+o�%ve?J���6?J�JK(jB�Dc,#A`J-D
��JK(�§�(:bc,#A`%XO$J8/�e?J 6�/�¥I, �y%XoEJK)+/�bc%$A})+e?%;o`e?JK(�AC,#oEAC%vB�DE%$O$J8/�,:bc%+DK´&B�)7Dl){JN4�,3bQ)7DCJ8o�bl)
oE,#/?O;6�(¡)7Dc,.e�)+e�oEJn)+pI)+e?J1%+bEDc%`B�6�/$bc%ae?Jn*N%$D�bcJa®�àjÁ#Ï�ÒK¯  

f ,:O;6?Dl) H ² f %$DcAa)+*-,.9;/�e?Jne?J8oc*NJ8/�eI,:J8/;bcJ8o
*N%;/�6I/�B�6�/$bc%ae�J1*N%$D�bcJ

�Y)+o ��÷9óKT¼ø�ùúõÎò��!� o�J�,./;bcDE%!eI6�*NJ8/�JK/�J8oybcJ�BI6�/;bc%  �Y)nBIDE%$'�)7'I,#(.,#eI)+e�e?J�oc6�£¡Dc,.D~6�/I)
AP6!bQ)+*-,:9;/`J8o�(#)�Aa,.oEA})MB�)7Dl)�bc%!e�%;o5(.%;o5O$J8/?J8o  �¦6I)+/�e�%16I/`O+JK/PDcJ8oE6�(:bQ)�AP6!bQ)+e?%1A`%?e�,.mI*8)
J8(�4$)+(.%+D�e�JnoE6 *N%;/;bEJK/�,.e�%  �j/�J8(�*8)+oE%ae?J1O$J8/?JKo�'�,./�)�Dl,:%;o-�IJ8(¢DEJKoE6�(:bQ)+e?%ae?JnAP6!bQ)7D~J8(�O+JK/
bi
J8o
b̄i
 �j(�J8£¡JK*Qbc%}e?JnAP6!bQ)7D�6�/�'�,3b�J8o�Aa)-�;%$D�*-6I)+/$bc%}A}k7o~B�JKo�%CbcJ8/?O�)`J8(�'I,:b  �UAC%!e�%

e?JCJ��yJ8A`BI(.%I��oc6?B�%;/?O�)+A`%;o��!6?J`bcJ8/?JKA`%;o�6I/I)}4$)7Dc,¡)7'I(:J}*N%?e�,:m�*8)+eI)�*N%;/ i 'I,:bco8���v�!6?JCJ8(
4$)+(:%$D~e?J�e�,.*Q¥I)n4+)7Dc,¡)7'I(.J�J8/�6�/�,./�eI,34�,.e�6�%`e�J�(¡)nB�%$'�(#)+*-,.9;/}JKo =$= ® "8G$G$G+G�" ¯  �?,�A�6!bQ)+AC%$o
J8(5'�,3bPAak+o1oc,:O;/I,:mI*8)�bl,:4$%I��J8(5DEJKoE6�(:bQ)+e?%0oEJ-Dlk " ® ½ G+G$G$G�" ¯l´�Aa,:JK/$bcDl)+on��6?J}oc,�(#) A�6?bl)+*8,:9;/
DEJ8*K)�JMoE%+'IDEJ�J8( H$ü 'I,:b@bEJK/�e?DEJ8AC%;o =;� ® "8G$G ï G�" ¯  �Y)�4$)7Dc,¡)+*-,:9;/aJK/aJ8(IB�Dl,.A`J8D@*8)+oE%nJ8o@e�J =;�
6�/I,.eI)+e?JKo-��AC,.J8/$bcDl)+oM�!6?J�J8/0JK(YoEJ-O;6�/�e�%�oE9$(.%�¥I)-�06I/I)}e�,#oybQ)+/�*-,¡)}e?J HI �5)7Dl)aJ8(Y*K)7oE%�e�J
*N%?e�,.mI*8)+*-,.%;/?J8ojJ8/C%+bcDl)+o5'�)+o�J8oj(¡)1A�6!bQ)+*-,.9;/ae?J�6�/CO$JK/Pbl,.J8/?J
4+)7Dc,.%;o�B�%;oE,.'I(.J8o54$)+(:%$DEJ8o@��6?J
bc%;Aa)7D  �MoE|¬�;oc,?bcJ8/?JKA`%;oj6�/I)1*-%!eI,:mI*K)7*8,:9;/CO$JK/?�Nbl,.*K)�JK/C'�)+oEJ = ��(¡)M4$)7Dc,¡)7'I(:J�)+/$bcJ-Dl,:%$D@*-6!�;%

"��



f ,.O;6?Dl) L ² f %$DcA})+*-,:9;/�e�J1e?JKoE*NJ8/Ie�,:JK/$bcJ8o
*-%$/ e?%;o~BI6�/;bE%;o
e?Jn*N%$D�bcJ

4$)+(:%$D�J8Dl) =$= �¢oEJ`JN°?B�DEJ8ol)7Dlk�*N%;A`%[® G+G�"8G��7G ¯  �!,5AP6!bQ)+A`%;o�J8( H$ü O$JK/¢��¥I)-�ve?%;o�B�%;oE,.'I(:JKo
4$)+(:%$DEJ8o��!6?J`BI6?J8e�JPbE%;A})�DK² H!� ® G$G?" ï �7G ¯~� L!" ® G$G�" � �7G ¯  ��o�bc%�JKoMJK��6�,:4$)7(.J8/;bEJ})�A�6?bQ)�D
4$)7Dc,:%;oPO$J8/?J8oP'I,#/I)7Dc,.%$o8�&B�%$D`(.%v�!6?J�(#) bQ)+oc){e?J�AP6!bQ)+*-,:%;/�J8oPe?J8'�J�e?J8oE*-J8/�e?J8D`*N%;/�£ª%$DcA`J
)+6�ACJ8/$bQ)+A`%;o�J8(�)+(.£^)7'�JNbc%CO$J8/?�Nbl,#*N%  

"K=
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�5)7Dl)n*8)7Dl)+*NbEJ8Dc,:dK)7D�6�/I)nDEJ8e�e?J�e�%;o@BI6?J-DEbE%;o@B�%?e?J8AC%;o@6!bl,#(.,.dK)7D�e�,.o�bl,./;bE%;o¦B�)7Dlk+A`JN�
bcDE%;oj��6?J�DEJ-��JE��J8/aoc6�oj*8)7Dl)+*QbcJ-Dl|.oybl,#*8)+o5�`B�DE%$B�,:J8e�)7e�J8o-�!)+e?J8A}k+o�e�J
oEJ-D�4�,:DjB�)7Dl)1oE,#A`BI(#,:m�*8)7D
oE60)7/�k+(.,#oE,#o  ��(�A`�Nbc%?e?%C�!6?J1oEJ-O;6�,.DEJ8A`%;o
)+��6I|�J8o�JK(¢e�J1(#) �[T$óiô|ù�Vhö&�vW9ø;T$ó×óK�$ô|ùÏò��  ��JK)
6�/�)aDEJ8ewe?JPe�%;o�B�6?J-D�bc%;oP®¬*-6�)7e�Dc,:B�%;(.%!¯
*N%;A`%�(#)�e?J`(#)�àjÁ#Ï0Õ  �joybQ)aDEJ8ewo�J`e?J8oE*-Dc,:'�JPB�%$D
(#)�DEJ8(¡)+*-,:9;/�JN°�,.o�bcJ8/$bcJ�J8/;bcDEJ�(¡)�*N%$DEDl,:J8/;bcJ��}J8(�4$%;(:bl)7��J1)�(¡)nJ8/;bcDl)+eI)1��)�(¡)�ol)+(.,#eI)�®�4;J-D�å	�

 ¯  

f ,.O;6?Dl) i ²Î�¦6I)+e�Dc,:B�%;(.%

[V ] = [Z][I]
® � ¯

V =

[
V1

V2

]
I =

[
I1
I2

] ® 2 ¯

MJ8oE*-%$ACB�%;/�,.J8/�e?%��UJ �¦e?Jn(#)`A})+/?J-Dl)`oE,.O;6�,:JK/$bcJ$²

[V ] = [a] + [b] [I] = [a]− [b]
® < ¯

e?%;/�e�J�Ä���èjDEJ-BIDEJ8o�JK/$bQ)+/nDEJ8oEB�J8*Qbl,34$)+A`JK/$bcJ¦(#)+o&oEJ8pI)+(.J8o&,./I*-,.e�J8/$bcJ8oY�1DEJ8��J���)+e�)+o�JK/P)+An'�%;o
BI6�J-D�bc%;o  ��JK/?J8AC%$o~�!6?Jn(#)`A})�bEDl,:dT��DEJ8(#)+*-,.%;/I)C)+A�'�%;o¦4$JK*Qbc%$DEJ8o�)76?°?,#(.,¡)7DEJ8o-²

[b] = [S][a] →
[
S11 S12

S21 S22

] ® "8G ¯

MJ1(¡)PJ8*-6�)+*-,:9;/ � e?J8eI6�*-,#A`%;o
��6?J$²

[Z] =
1 + [S]

1− [S]

® "$" ¯

S11
J8o~J8(�*N%!J-mI*-,.J8/;bEJne?J1DEJ-�IJN°?,.9;/ )`(¡)PJ8/;bEDQ)7e�)  

S12
J8o~J8(�*N%!J-mI*-,.J8/;bEJne?J1DEJ-�IJN°?,.9;/�e�J1(¡)`oc)+(#,.eI)  

S21
J8o~J8(�*N%!J-mI*-,.J8/;bEJne?J�bcDl)+/�oEAa,.oc,:9;/�e�,.DEJ8*QbQ)  

S22
J8o~J8(�*N%!J-mI*-,.J8/;bEJne?J�bcDl)+/�oEAa,.oc,:9;/�,./;4;J-Dcoc)  

�!,¦JN°!BIDEJ8oc)+AC%$o
S12

J8/te�J8*-,.'�J8(.,.%;o�bcJK/?J8A`%;o`(#)+o q���ôiö�ùúöYTI�ÜöY��ùÏòY�8��ôiø�ù�_fò
LA
�

��6�J�Aa,.e�J8/a(¡)n)�bcJ8/�6I)+*8,:9;/a�!6?JMoE6I£¡DEJ�(¡)1o�JKpI)+(Ie�J8/$bcDE%�e�J8(ImI(:bcDE%  ��O;6I)+(#A`J8/;bcJ$��oE,�A`J8e�,#A`%;o

"-H



S11
J8/·e�� %$'?bcJ8/?JKA`%;o�(¡)+o q5�$ôiö�ùúö&T��(öY�"ô��Äóiõ1ô|òVõ

LR
�¦�!6?JvAC,#e?J8/·(¡)['�%;/IeI)+e·e?J8(

)+*N%$BI(¡)+AC,:JK/$bc%ae?Jn(#)PDEJKe�*-%$/ (#)`*K)7DEO�)�B�%;o�bcJ-Dc,:%$D8²

LA(dB) = −20 log |S12(jω)| ® "�� ¯
LR(dB) = −20 log |S11(jω)| ® "K= ¯

�j/�(¡)+o�DEJKe?J8o~oc,./�B��-DceI,.eI)+o
o�Jn*-6�ACBI(:Jn(#)`*-%;/�e�,#*-,:9;/ e?Jn6�/�,:bQ)7Dc,:JKeI)+e¢²

|S11|2 + |S12|2 = 1
® "NH ¯

�joybQ)`B�DE%$B�,:J8eI)+e0eI,.*NJ���6�J�(#)CJ8/?J8DEO;|#)C�!6?J�/?%}oEJ�bcDl)+/IoEAC,:bcJ�)C(¡)Coc)+(#,.e�)Co�JnDEJ-�IJ���)
B�%$D�(#)}J8/;bEDQ)7e�)?��(:%��!6?JPB�J8DcAC,:bEJ`e?JKe�6�*-,.D��!6?JPJ8/v6�/I)}DEJ8evoE,#/{B��-Dce�,#eI)+oMB�J8Dc£¡J8*QbQ)+ACJ8/$bcJ
)+*N%$BI(¡)+eI)?�I(#)+o~B��-Dce�,#eI)+o
e?J1,#/�oEJ-Dc*-,.9$/ oEJ-Dlk+/�/!6�(#)+o���(#)+o
e?J1DEJNbc%$Dc/?%a,./?m�/�,3bQ)+o  

�j(IDEJ-bQ)�Dle?%Pe?JMO+Dl6?B�%P��6?JMB�Dc%!eI6�*NJ�JK(�mI(3bcDE%PoEJ�DEJ-�IJ���)1JK/}(¡)n£�)+oEJMe?J
S21

 �y/;bEJ8DEJ8oc)
��6�J1(¡)PDEJ8o�B�6?J8o�bl)PJ8/�£^)7oEJ1e?J1J8oybcJ�B�)7Dlk+ACJNbcDE%Co�JK)`(.%CA}k+o�(#,./�JK)+(¢B�%;oE,.'I(:J1J8/�(¡)P'�)+/�eI)`e�J
B�)+oE%�´�B�J-Dc%���B�%$D
*N%;/;bcDl)?��*-6�)+/$bc%aAak+o~oEJ8(:J8*Nbl,34;%ao�J�)PJ8(¢mI(:bEDc%aAa)-�;%+D
oEJ-DlkPJ8oybQ)`e�,#oybc%$Dcoc,:9;/
e?Jn£�)+o�J;�?B�%$D
(:%a�!6?J1¥�)-���!6?Jn)+(#*8)+/?dK)7D
6�/ *N%;A`BIDE%;AC,.oE%Ce?J1e�,#o�JKp?%a��6�J1oc)�bl,#oE£�)7O�)C)7A�'�)+o
*8)7Dl)+*QbcJ-Dl|.oybl,#*8)+o  

Tg(ω) =
−d∠S21(ω)

dω

® "�L ¯

"�L
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�0*8)7B�)+*8,3bl,34$)+o�B�)7Dl)}(#)C'�)+/IeI)ae?JP£¡DEJK*-6?J8/I*-,#)+o
e?J¦AC,#*NDE%!%;/�eI)+o  Ó�)
oc,.e�%Me?J8ol)7DEDE%;(.(¡)+e?%�B�%$Dr(#)����¢�tB�)7Dl)
£^)+*-,.(#,3bQ)7D5)
(¡)
,#/�e�6IoybcDc,¡)~J8(�eI,.oEJ8p?%
e?J�J8o�bcDc6�*Qbl6?Dl)+o�J8/�O;6�|#)P%;/�eI)`*N%;/�)7BI(#,.*K)+*-,:%;/?JKo�J8oEB�)+*-,#)+(.J8o  �&J-DcAC,:bcJ�,#/�*-(#6�,.D~O+DQ)7/�4$)7Dc,:J-�
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J8/0*N%$D�bc%?*-,.Dc*-6�,:bc%a%
*N%?e?%;ojJ8/��¨�aJ8/ é �?)7e�J8Aak+o@e?JM(¡)+o@e�,.oc*N%;/$bl,#/�6�,#eI)+e?JKo@e�J�O;6�|#)7%;/IeI)  	~J�)7(#,:d�)n6�/a'�)7DEDc,#e?%
J8/`£¡DcJ8*-6?JK/�*-,¡)Me�J8(?*N%;ACB�%$D�bQ)+AC,:JK/$bc%�e?J~*-6I)+(#��6�,.J-D�*-%$A�'I,#/I)+*-,.9;/Pe�J�J8oybc%;orJ8(:JKA`J8/;bE%;orB�)7Dl)
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*N%;A`%�A�6�J8oybcDl)XJ8(
J8oE�!6?J8A})Xe�J{(¡)�àjÁ.Ï 
8 ��%;oaJ8(.J8A`JK/$bc%;o}�!6?J{oEJ{¥I)+/¨6!bl,.(#,:d�)7e�%gB�)7Dl)
£¡%$DcA})7D~(¡)+o�J8o�bcDc6�*Qbl6?DQ)7o~e�J�JKoybc%;o�mI(:bcDE%;o~o�%;/¢²

�j6?J-DEbE%ae?J1J8/;bcDl)+eI)�®µàjÁ#Ï�����Ä��8¯  
�j6?J-DEbE%ae?Jnoc)+(#,.e�)�®�à�Á#Ï����yè��8¯  
 �6I|#)+o
e?JT��/�eI) ®µàjÁ#Ï�����Æ��8¯  
�?)+(:bc%;o~,./Ie�6�*Qbl,:4$%;on®�àjÁ#Ï�����Ñ��8¯  

f ,:O;6�Dl) � ² f ,.(:bEDE%}*N%;/�|.Dc,.oEJ8o
,./�eI6�*Qbl,:4$%;o

�Y)+o�J8o�B�J8*-,:m�*8)+*-,.%$/�J8oPe?J�eI,.oEJ8p?%ve?J�6�/gmI(:bcDE%we?J-bEJ8DcAC,#/I)+/goc6g%$Dce?J8/��Y%w/�§IA`J-DE%
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B�%;oE,.'I,#(.,#eI)+e?J8oje�J
e�,#o�J8p�%no�J~B�J8DcAC,3bcJ~JK(�6Io�%ne?J
mI(3bcDE%;o�e�J
¥I)+o�bQ)M%$Dce�J8/ i7ü; �&)+o5m�O;6?Dl)+o < )
"�� AP6?J8o�bcDl)+/C)7(.O;6�/I)+o�e?J~(¡)7o5BI(¡)7/;bl,.(#(#)+o���6�J~oEJ~¥I)+/`6!bl,#(.,.dK)+e?%�B�)7Dl)MJ8o�bc%;o&m�(3bcDE%;o  �5)7D�bl,:JK/!�
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f ,.O;6?Dl) 2 ²¼��(.J8A`JK/$bc%;o~e�J1e�,#o�J8p�%CB�)7Dl)PmI(:bcDE%;o

f ,:O;6?Dl) < ²!�j(#)+/;bl,.(#(#)Ce?JPàYÃQÎNÅ�B�)7Dl)PmI(:bcDE%ae?J1%+Dle?J8/ "

"��



f ,:O;6?Dl) "8G ²!�j(#)+/;bl,.(#(#)Ce?JPàYÃQÎNÅ�B�)7Dl)PmI(:bEDE%}e?J�%$Dce�J8/ �

f ,:O;6?Dl) "$" ²!�j(#)+/;bl,.(#(#)Ce?JPàYÃQÎNÅ�B�)7Dl)PmI(:bEDE%}e?J�%$Dce�J8/ =

f ,:O;6?Dl) "�� ²!�j(#)+/;bl,.(#(#)Ce?JPàYÃQÎNÅ�B�)7Dl)PmI(:bEDE%}e?J�%$Dce�J8/ H
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1− eaP1(x−LP ) if x < LP fi ∈ BP
−1 + e−aP2(x−LP ) if x > LP fi ∈ BP
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1+ea(d(x)−b)

N

® ��H ¯
�Y)0B�6�/$bl6�)7*8,:9;/�)+oE,.O;/I)+eI)v){*8)+eI)we�,.o�bQ)+/�*-,#)wo�J )7�y6�o�bl){B�%$D`A`J8eI,:%ve�J�(#){B�J8/�e�,.J8/;bEJ

a
 

�joybQ)+o¦e�,#£¡J-DcJ8/�*-,¡)+o�o�J�AC,#e?J8/�J8/�J8oE*K)7(¡)�(:%$O�)7Dc|:blAC,.*K)nB�)7Dl)�e�,#oybl,./�O$6I,:D~A`JE��%$D�(:%;o¦B�J8�!6?J8p�%;o
*8)+A�'I,:%;o���)+oEJ-O;6?Dl)7D
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1 (k|~ρ− ~ρ′|)R̂1 · t̂−
η

4
H2

1 (k|~ρ− ~ρ′|)R̂2 · t̂
® L$� ¯
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JN°?B�DEJ8ol)n)+oE|^²

[Zmn][Mn] = [H]
® L+2 ¯

Zmn = j
k

4
∆lH

2
1 (k|~ρ− ~ρ′|)R̂ · n̂n

® L+< ¯
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Zmn = j
k

4
∆lH

2
1 (k|~ρ− ~ρ′|)R̂ · n̂m
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[
Z11
mn Z12

mn

Z21
mn Z22

mn

] [
Jn
Mn

]
=

[
Em
0

] ® i?" ¯
�Y)`£¡%$DcAP6�(¡)+*-,:9;/ e?Jã��)+A`B�%CÓ JKo-²

[
Z11
mn Z12

mn

Z21
mn Z22

mn

] [
Mn

Jn

]
=

[
Hm

0

] ® i;� ¯
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�¦¥I)+/�O�Ó�)7DEDc,#/?O+�
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(
ZEJmn ZEMmn
ZHJmn ZHMmn

) (
Jn
Mn

)
=

(
Eim
Hi
m
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�joybcJ@AC�Nbc%!e�%�oEJj'�)+oc)~J8/nJ8(�� ô|ùÏò�ø�ù�q�ùúõ�öY�Pºv�9÷�ù¡ �T����$òVø�ù�T « i�� �Y)MàjÁ#Ï~Í��jAP6?J8o�bcDl)
J8o�bEJ0BIDc,./�*8,:BI,.%I�@oEJ-O;§�/]J8(�*-6I)+(M)+An'�)+o}oc,3bl6I)+*-,.%;/?J8o}oE%;/]J8�!6�,34$)+(.J8/$bcJ8o  �Y)Xm�O;6?Dl)[e?Jw(#)
,:dK��6�,.J-Dce�)�AP6?J8o�bcDl)�(¡)�oE,:bl6I)+*-,:9;/v%$Dc,.O;,./I)+(¬²�6�/v%$'���JNbc% eI,:J8(.�8*QbcDc,#*N%�JK/wJK(5,./;bEJ8Dc,:%$Dne?Ja6�/I)
DEJ-O;,.9;/toE%$'�DEJ�(¡)w��6�J ,./�*8,.e?J 6I/te�JNbcJ-DcAC,#/I)+e?%X*8)+ACB�%  �joybQ)w,#/�*-,#e?J8/�*8,#)wB�Dc%K4$%?*8){J8/tJ8(
%$'���JNbc%P6I/I)+o¦*N%$DEDc,.J8/$bcJ8o¦oc6?B�J-DEm�*-,#)+(.J8oj�}6I/}*K)+A`B�%Pe�,#o�B�J-Dloc)+e?%  �j/�(#)�o�J-O;6I/�eI)nm�O;6?Dl)noEJ
¥I)Coc6�o�bc,:bl6�,.e�%aJ8(�ACJ8e�,.%},./;bcJ-Dc/?%aB�%$D
JK(�JN°�bcJ-Dl/?%I��o�J�oE6?BIDc,.ACJ8/ (¡)+o
£�6?J8/;bEJKo~��O$J8/�J-Dl)+A`%;o
6�/�)7o�*-%+DcDc,:J8/;bcJ8o�oE6�B�J-DEmI*8,#)+(.J8o�e?J
oEJ8/$bl,#e?%n,./;4$J-DcoE%�)�(¡)+or%$Dl,:O;,./�)+(:J8o  �j(I*8)+A`B�%1e�,#o�B�J8Dcoc)+e?%
J8/0)+An'�)+o~oE,3bl6�)7*8,:%;/?JKo�J8o~J8(�AC,#oEAC%  

S

−Meq

(eps1, mu1)
(eps1, mu1)

n

E=0
H=0

S

Jeq
Meq Ei

Hi
(eps0, mu0)

(eps0, mu0)

−Jeq
E=0
H=0

n

f ,:O;6?Dl) H;< ²¼��Dc,./I*-,:B�,:%}e?J1J8��6I,34$)+(:J8/I*-,#)

�Y)+o�JK*-6I)+*-,.%;/?J8o~O$J8/?J-DQ)7(.J8o
e?J8(�AC�Nbc%!e�% �
)��¦Ó
Ô��¤oE%;/¢²
~E(~(ρ)) = −jω ~A(~(ρ))−∇φe(~(ρ))− 1

ε
∇× ~F (~(ρ))

® i7H ¯

~H(~(ρ)) = −jω ~F (~(ρ))−∇φm(~(ρ)) +
1

µ
∇× ~A(~(ρ))

® i;L ¯
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�!,�(¡)+o~e?JKoc)7DEDE%;(#(#)+A`%;o~(#(:J-O�)+AC%$o�)P(¡)+o~oc,:O;6�,.J8/;bEJKo~JN°!B�DcJ8oE,.%;/?J8o8²

~E1(~ρ) =
ωµ1

4

∫

C

~J(~ρ′)H(2)
0 (k1|~ρ− ~ρ′|) dC

− 1

4ωε1
∇
∫

C

∇′ · ~J(~ρ′)H(2)
0 (k1|~ρ− ~ρ′|) dC ′ − 1

4j
∇×

∫

C

~M(~ρ′)H(2)
0 (k1|~(ρ)− ~ρ′|) dC ′

® i$i ¯

~H1(~ρ) =
ωε1
4

∫

C

~M(~ρ′)H(2)
0 (k1|~ρ− ~ρ′|) dC ′

− 1

4ωµ1
∇
∫

C

∇′ · ~M(~ρ′)H(2)
0 (k1|~ρ− ~ρ′|) dC ′ + 1

4j
∇×

∫

C

~J(~ρ′)H(2)
0 (k1|~ρ− ~ρ′|) dC ′

® i;� ¯
MJ-'I,#e?%a)���6?J�J8/�J8(�B�DE%$'�(:J8A})�bcJ8/�J8A`%;o � A`J8e�,.%;o-�!JN°�bcJ8Dc,:%$D¦J�,./;bcJ-Dc,:%$D
)+(�%$'��yJNbc%��

e?J-'�J8A`%;o5)7BI(#,.*8)7D56I/I)M*N%;/�e�,#*-,#*N9;/Pe�J�*N%;/$bc%$Dc/�%MB�)7Dl)�DEJ8(¡)+*-,:%;/�)�DrJK(!*8)+ACB�%�£ª6�J-Dl)
��e?JK/$bcDE%
e?J8(¢%$'��yJNbc%  ��J1J8(#,:O$Jn(#)`*-%;/$bl,./!6�,#eI)+e e?Jn(:%;o
*8)+A`B�%;o¦bQ)+/?O$J8/�*8,#)+(.J8o-²

n̂× ( ~ES0 (~ρ) + ~Ei(~ρ)) = n̂× ~ES1 (~ρ)
® i$2 ¯

n̂× ( ~HS
0 (~ρ) + ~Hi(~ρ)) = n̂× ~HS

1 (~ρ)
® i$< ¯

��BI(#,.*8)+/�e�%`e�,#*l¥I)P*N%;/�e�,#*-,:9;/�e?J�*N%;/$bc%$Dc/?%I�?(.(.J-O�)+A`%;o�)�(#)nJ-°!B�DEJKoE,.9$/�mI/I)+(�6?bc,#(.,.dK)+eI)nJK/}J8(
A`�-bE%?e?%å�
)��¦Ó
Ô���²

n̂× ~E1(~ρ) = n̂×
{ωµ1

4

∫

C

~J(~ρ′)H(2)
0 (k1|~ρ− ~ρ′|) dC ′

− 1

4ωε1
∇
∫

C

∇′ · ~J(~ρ′)H(2)
0 (k1|~ρ− ~ρ′|) dC ′ − 1

4j
∇×

∫

C

~M(~ρ′)H(2)
0 (k1|~(ρ)− ~ρ′|) dC ′

}

® �7G ¯

n̂× ~H1(~ρ) = n̂×
{ωε1

4

∫

C

~M(~ρ′)H(2)
0 (k1|~ρ− ~ρ′|) dC ′

− 1

4ωµ1
∇
∫

C

∇′ · ~M(~ρ′)H(2)
0 (k1|~ρ− ~ρ′|) dC ′ + 1

4j
∇×

∫

C

~J(~ρ′)H(2)
0 (k1|~ρ− ~ρ′|) dC ′

}
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y = 0
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(#)C)7B�DE%K°�,.A})7*8,:9;/�e?J1(#)`*N%$DEDc,.J8/$bcJ1e?J1oE6�B�J-DEmI*8,:J1*N%;A`%Coc6�Aa)�m�/�,3bQ)`e?J�J8(:JKA`J8/;bE%;o~e�,#oE*NDcJN�
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PMCHWT 120 sgm

PMCHWT 500 sgm
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Corte eje X. Ez TM Pol
E field Form 120 sgm
E field Form 500 sgm
PMCHWT 120 sgm
PMCHWT 500 sgm
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Corte eje X. Ez TM Pol

E field Form 120 sgm
E field Form 500 sgm
PMCHWT 120 sgm
PMCHWT 500 sgm
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