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Prologo

La Dinamica de Sistemas es uno de los pocos cursos de Ingenieria en el que
todas las materias fundamentales tienen un elevado nivel de integracion y se
aplican a los problemas fisicos individuales. El disponer de un buen modelo
matematico para un determinado sistema fisico es esencial a la hora de hac-
er simulaciones y predicciones de su comportamiento. Este volumen pretende
dotar al alumno de las herramientas matematicas basicas para tal fin, a la vez
que adquirir destreza en la modelizacién de sistemas dindmicos (mecanicos,
eléctricos, markovianos, etc.) tanto en tiempo continuo como discreto.

El manual estd pensado como una introduccién a la Modelizacion Matemé-
tica de Sistemas Dindmicos en tiempo continuo y discreto, para un cuatrimestre
de un curso avanzado de carreras de Ciencias e Ingenieria. Aunque el volumen
es bastante autoconsistente, son deseables conocimientos previos de Algebra y
Célculo basicos y de Variable Compleja, asi como de Fisica basica. La gran
cantidad de ejemplos resueltos y de ejercicios con soluciones hacen de éste
un manual idéneo para el auto-aprendizaje. Un buen complemento lo consti-
tuye la referencia [2], donde se abordan la resolucién y simulacién de sistemas
dindmicos con ayuda del paquete informatico Mathematica. Los recursos com-
putacionales y gréficos de dicho manipulador algebraico, ayudan al alumno a
resolver problemas précticos mas complejos y a interpretar mejor fisicamente
los resultados.

Por problemas de espacio y tiempo, quedan fuera de este volumen otros
temas béasicos como la Transformada de Laplace y Z, Estabilidad de Sistemas
Dinamicos y cuestiones mas especificas de la Teoria del Control, que pueden
consultarse por ejemplo en la referencia [1].
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2 Capitulo 1. Ecuaciones Diferenciales y Ecuaciones en Diferencias

1.1. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Lineales

Una Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO) lineal de n-ésimo orden puede
escribirse simbélicamente como:

an ()™ (@) + an_1 ()@ + . ar(D)EE) + ao(®)x(t) = f(£),  (1.1)

donde ¢ es la variable independiente (“tiempo”), a,(t) son ciertos coeficientes
dependientes del tiempo, z(t) es la variable dependiente o funcién incégnita
(“respuesta”), &, &, ... 2 (t) sus derivadas hasta orden n y f(t) es el término
independiente o inhomogeneo (“fuerza o estimulo externo”).

Existen dos tipos de problemas, dependiendo del tipo de restricciones sobre
la solucién general de (1.1), que son:

1.1.1. Problemas de: valores iniciales y valores en la fron-
tera

Problema de valores iniciales

Un problema de valores iniciales para una EDO lineal de orden n consiste
en

Resolver : 2™ 4+ a1 (™Y 4 ay ()i + ao(t)z = f(2)
Sujeta a : z(to) = mo, &(to) = do, ...,z V(ty) = xénil). (1.2)

Para el problema de valores iniciales (1.2) tenemos un teorema de existencia y
unicidad de soluciones que nos dice lo siguiente:

Teorema 1.1.1. Sean a,(t),an—1(t),...,a1(t),ao(t) y f(t) continuas en un
intervalo I C R, y sea a,(t) # 0Vt € I. Sit = tg es cualquier punto en el
intervalo I, existe una dnica solucién x(t) en dicho intervalo del problema de
valores iniciales (1.2).

Observacién 1.1.2. Nétese que si a,(t) = 0 para algin ¢ en el intervalo I,
la solucién del problema lineal de valores iniciales (1.2) quizds no sea tnica o
incluso no exista; Por ejemplo, es inmediato comprobar que la funcién z.(t) =
ct? +t + 3 es una familia de soluciones (dependientes de un pardmetro c) para
el problema de valores iniciales

2% — 2ti + 22 = 6, 2(0) = 3,#(0) = 1

para t € (—o0,00) para cualquier valor del pardmetro c. En otras palabras,
no hay solucién unica para este problema. Esto se debe a que, aunque los
coeficientes a,,(t) son funciones continuas en (oo, 00), el coeficiente as(t) = t2 es
cero en t = 0, precisamente donde se han impuesto las condiciones iniciales. De
ahora en adelante consideraremos el caso a,(t) = 1 para evitar este problema.
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Problema de valores en la frontera

Otro tipo de problema es resolver una EDO lineal en el que la variable
dependiente y, o sus derivadas, estén especificadas en puntos distintos. Un
problema como

Resolver : as(t)@ + a1 ()" + ao(t)z = f(t)
Sujeta a : x(to) = xg, x(t1) = 21, (1.3)

se denomina problema de walores en la frontera. Las restricciones x(tg) =
Zo,x(t1) = x1 se denominan condiciones en la frontera. Una solucién del prob-
lema anterior es una funcién x(t) que satisface la ecuacién diferencial en algin
intervalo I que contiene a ty y t1, cuya gréafica pasa por los puntos (tg,xo) y
(t1, 331).

Los ejemplos que siguen demuestran que aun cuando se satisfagan las condi-
ciones del teorema 1.1.1, un problema de valor en la frontera puede tener i)
varias soluciones; ii) solucién tinica, o iii) ninguna solucién. En efecto la solucién
general de la EDO lineal de orden 2: &+ 162 = 0 es & = ¢ cos(4t) + ca sen(4t).
Ahora:

i) Si imponemos z(0) = 0,z(w/2) = 0 = ¢; = 0, con ¢y arbitraria. Es
decir, tenemos una familia uniparamétrica de soluciones x = ¢y sen(4t)
que pasan por los puntos (0,0) y (7/2,0) y que satisfacen la ecuacién
T+ 16z = 0.

ii) Si imponemos z(0) = 0,z(7/8) =0 = c¢; = ¢o = 0. Es decir, z =0 es la
Gnica solucién de & + 16z = 0 que pasa por estos puntos.

ii) Si imponemos z(0) = 0,z(7/2) =1 = ¢; = 0,1, co =arbitraria. Es decir,
el problema no tiene solucion.

Nosotros estudiaremos mayormente problemas de valor inicial.

A veces es 1til denotar & = ‘fl—’t’ = Dz, donde el simbolo D = % se llama
operador diferencial porque transforma una funcién diferenciable en otra fun-
cién. Las derivadas de orden superior se pueden expresar como “potencias”de
D, como f%f = D"z. Las expresiones polinémicas en D, como L = D?>+3tD+5

también son operadores diferenciales. En general:
Definicién 1.1.3. Se define un operador diferencial de orden n como:
L=a,t)D" +a,_1(t)D" ' + -+ a1 (t)D + ap(t), (1.4)

donde a;(t),i = 0,1,...,n son funciones reales (o complejas) de ¢t. De esta
forma, la ecuacién (1.2) se puede escribir en forma compacta como L(x) = f(t).
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1.1.2. EDOs lineales con coeficientes constantes

Existen métodos de resolucién de ecuaciones lineales como (1.2) basados
en desarrollos en serie de potencias. No obstante, nosotros no trataremos estos
métodos aqui y pasaremos a abordar el caso mas sencillo en que los coeficientes
a;(t) de (1.2) son constantes a;(t) = a;, exceptuando el caso de ecuaciones de
primer orden (n = 1)

i+ a(t)e = f(1)] (1.5)

para el cual la solucién general puede calcularse facilmente mediante cuadrat-
uras de la siguiente manera: multiplicando ambos lados de la igualdad anterior

por el alt)dt (factor integrante), el término de la izquierda puede escribirse como
una derivada total como:
, d(el a®)dt :
o] a0 4 o)) = A TT) 7 2 el awaryp)

Integrando y despejando la variable dependiente x, la soluciéon general queda:

x(t) = e_fa(t)dt (/ f(t)ef a(t)dtdt + C)

donde C' es una constante de integracién arbitraria a fijar por la condicién
inicial z(tg) = xo. Para el caso més sencillo en que a(t) = a =constante, puede
verse que la solucién de & + ax = f(t) con condicién inicial x(tg) = x¢ viene
dada por la expresion:

t
z(t) = / e f(7)dr 4 e t0) g, (1.6)

to

Ejercicio 1.1.4. Demuéstrese que efectivamente ésta es la solucién de & +
a(t)z = f(t) con condicién inicial x(tg) = zg

Ejemplo 1.1.5. Queremos calcular la solucién de &4 2ta = 3+t con condicién
inicial 2(0) = 2. En este caso tenemos que a(t) = 2t y f(t) = t3 + ¢, con lo
cual e/ @4t = ¢t*  Para integrar [ f(t)el a®dtgr = [(13 +t)et” dt utilizamos el
cambio de variable p = t2, dp = 2tdt, con lo cual [(#3+t)e!" dt = L [(p+1)ePdp
que puede resolverse por partes (hdgase). La solucién general es entonces x(t) =

%tz + Cet". Imponiendo la condicién inicial (0) = 2 obtenemos que C' = 2

y la solucién es x(t) = %tQ +2et. Compruébese que se cumple efectivamente

que & +2tx =3+t

Ejercicio 1.1.6. Resolver & = 3z + 1 con condicién inicial 2:(0) = 0.
Respuesta: x(t) = %(e?ﬁ —-1).
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Ejercicio 1.1.7. Resolver & = —2tx con condicién inicial 2(0) = 4.
Respuesta: x(t) = 4e=*".

Ejercicio 1.1.8. Resolver ¢& = 2z + ¢ con condicién inicial z(1) = 5.
Respuesta: z(t) = 61> — t.

Como hemos dicho, para ecuaciones generales de orden superior a uno, no
es posible obtener la solucién general de una forma tan sencilla. Es por ello que
nos restringiremos a coeficientes a;(t) constantes. Sin pérdida de generalidad
podemos tomar a, = 1, de manera que la ecuacién a estudiar es

L(z) = 2™ + ap_12" Y 4 4 agi 4 ag = f(b).

Comencemos por buscar un sistema fundamental de soluciones de la EDO ho-
mogénea L(z) = 0, es decir, para el caso en que f(t) =0.

EDOs lineales homogéneas (f(t) = 0) con coeficientes constantes

Para encontrar la solucién general de

L(z) = 2™+ a,_ 12" 4 agd +ap =0, (L.7)

ensayaremos funciones del tipo | z(t) = eM | que sustituidas en la ecuacién an-
terior L(y) = 0 nos queda L(e*®) = e L[\] = 0, donde

LA = X'+ an 1 A"+ 4 a1X + aq, (1.8)

denota un polinomio de grado n en A al que denominaremos polinomio carac-
teristico de (1.7). La ecuacién L[A] = 0 se denomina ecuacion caracteristica o
secular.

Teorema 1.1.9. La solucion general de (1.7) es una combinacién lineal de las
funciones
tkePt cos(wt), thePtsen(wt),

donde A\ = [ + iw recorre el conjunto de las raices de (1.8) con w > 0, y
0 <k <m(N), siendo m(\) la multiplicidad de X.

Es inmediato comprobar también que dichas soluciones son linealmente in-
dependientes.

Ejemplo 1.1.10. (Raices reales y distintas) Queremos hallar la solucién
general de & — 4i — 5z = 0. Ensayando z(t) = e* tenemos la ecuacién carac-
terfstica A2 — 4\ — 5 = 0 que tiene como raices A = 5, —1. La solucién general
es pues z(t) = C1e’ + Cae™!
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Ejemplo 1.1.11. (Raices reales dobles) Queremos hallar la solucién general
de # + 44 + 4z = 0. Ensayando z(t) = e tenemos la ecuacién caracteristica
A2 4+ 4)\ + 4 = 0 que tiene como raices A = —2 doble. La solucién general es
pues x(t) = Cre 2 + Cote=2

Ejemplo 1.1.12. (Raices complejas) Queremos hallar la solucién general
de & 4 2& 4 52 = 0. Ensayando z(t) = e tenemos la ecuacién caracteristica
A2 4+2X+5 = 0 que tiene como raices Ay = —1+2i, luego, utilizando la férmula
de Euler

e = cos(#) + isen(6) (1.9)

podemos poner e*+t = e(-1E20)t — o—teFi2t — o=t(co5(2t)4isen(2t)). Tomando
las partes real e imaginaria, la solucién general se escribe z(t) = Cre™" cos(2t)+
Coe™ ! sen(2t)

Ejercicio 1.1.13. Resolver 4% + 25z = 0 con condiciones iniciales x(0) =
10, £(0) = 25.
Respuesta: z(t) = 10(cos(5t/2) + sen(5t/2)).

Ejercicio 1.1.14. Hallar la solucién general de & — 4% — z = 0.
Respuesta: z(t) = 2t (CreV5 + Cye=V5t).

Ejercicio 1.1.15. Hallar la solucién general de 4% — 20% + 252 = 0.
Respuesta: x(t) = e/2(Cy + Cat).

Ejercicio 1.1.16. Hallar la solucién general de & + 10& + 25z = 0.
Respuesta: x(t) = e=5(Cy + Ost).

EDOs lineales no homogéneas (f(t) # 0) con coeficientes constantes

Las soluciones de la ecuacién lineal homogénea L(z) = 0 y de la no ho-
mogénea L(x) = f(t) guardan una relacién muy estrecha, como pone de man-
ifiesto el siguiente resultado:

Teorema 1.1.17. Sea S = {x1(t),x2(t),...,zn(t)} un sistema fundamental
de L(z) = 0 y x,(t) una solucion cualquiera de L(x) = f(t). Entonces la
solucion general de L(xz) = f(t) viene dada por la suma de la solucidn general
de la ecuacidn homogénea (s.g.h.) mds la solucidn particular de la ecuacidn no
homogénea (s.p.n.h.):

s.g.n.h.
z(t) = xp(t) +arwi(t) + caza(t) + - + cpan(t),
——
s.p.n.h. s.g.h.
donde c1,ca, ..., c, son constantes arbitrarias a determinar por las condiciones

iniciales del problema.
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Respecto al célculo de soluciones particulares x,, de L(z) = f(t), a veces
resulta 1til el siguiente “principio de superposicién” para EDOs lineales no ho-
mogéneas (véase més adelante el método de los coeficientes indeterminados).

Teorema 1.1.18. (Principio de superposicién para ecuaciones no ho-

mogéneas) Sean Tp,,Tp,,. .., Ty, Soluciones particulares respectivas de

L(z) = f1(t), L(z) = fa(t), .., L(z) = fi(t)
en un cierto intervalo I, entonces T, = 1Ty, + QaTp, + -+ + arTp,, cON
ai,t=1,...,k constantes reales, es solucion de

L(z) = f(t) = a1 fi(t) + aafa(t) + -+ + ar fr(t).

Demostracién: en efecto, este resultado es consecuencia de la linealidad del
operador diferencial L

L(alzm + oy, + -0+ O‘kxpk-) = alL(xpl) + 012L(5’3p2) +ee O‘kL(xpk) =

=a1fi(t) + azfat) + -+ ar fi(t) = f(t).A

Conocido un sistema fundamental de la ecuacién homogénea L(z) = 0, ex-
iste un método general para calcular una solucién particular x, de L(x) = f(t)
denominado método de variacion de las constantes. Nosotros nos restringiremos
a otro método mas directo, llamado método de los coeficientes indeterminados,
para el caso simple en que el término inhomogéneo f(t) sea producto de expo-
nenciales, polinomios en ¢, senos y cosenos. Veremos mas adelante que funciones
periddicas f(t) = f(t+7T) bastante generales admiten un desarrollo (”desarrollo
de Fourier”) en serie de senos y cosenos lo cual, junto con el principio de su-
perposicién, nos permitira aplicar el método de los coeficientes indeterminados
también a estas funciones.

Teorema 1.1.19. (Método de los coeficientes indeterminados) Supong-
amos que

() = €’ (p(t) cos(wt) + () sen(wt)),
donde p(t) y q(t) son polinomios de grado a lo sumo k > 0. Sea p = 8+ iw.

Entonces se tienen las siguientes posibilidades:

(i) Si u NO es raiz del polinomio caracteristico (1.8) entonces L(x) = f(t)
tiene una solucion particular de la forma

z,(t) = 7! (r(t) cos(wt) + s(t) sen(wt)),

conr(t) y s(t) polinomios de grado a lo sumo k, cuyos 2(k+1) coeficientes
se determinan sustituyendo x, en L(x,) = f(t) e igualando término a
término.
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(i) Si p es raiz del polinomio caracteristico (1.8) con multiplicidad m, en-
tonces L(z) = f(t) tiene una solucion particular de la forma

x,(t) = P (r(t) cos(wt) + s(t) sen(wt)),

con r(t) y s(t) polinomios de grado a lo sumo k. En este caso diremos
que existe “RESONANCIA”.

Ejemplo 1.1.20. Resolver & — 43 — 5z == t2 + 2¢3'. Segtin el ejemplo 1.1.10
la solucién general de la ecuacién homogénea es xp,(t) = C1e® + Coe™t. Como
el lado derecho de la ecuacién dada tiene un polinomio de segundo grado y
una exponencial, usando el principio de superposicion 1.1.18 y el método de
los coeficientes indeterminados 1.1.19, proponemos ensayar como solucién par-
ticular z,(t) = At? + Bt + C + De® (nétese que ni t? ni e3* aparecen dentro
del sistema fundamental de soluciones de la ecuaciéon homogénea, es decir, no
existe “resonancia” en este caso). Sustituyendo z,(¢) en la ecuacién diferencial
y reagrupando términos se tiene que

(2A — 4B — 5C) + (—8A — 5B)t — 5At*> — 8De3 = 1? 4 2¢%.

Igualado coeficientes de términos comunes a derecha e izquierda de la igualdad
y resolviendo un sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas se obtiene:

A=-1/5,B=28/25,C =—42/125,D = —1/4.
Asi, la solucién general es:
z(t) = zp(t) + 2,(t) = Cre® + Coe™" — 12 /5 + 8t/25 — 42/125 — €' /4.

Ejemplo 1.1.21. Resolver &+ 104 4 252 = 20 cos(2t). Segun el ejemplo 1.1.16
la solucién general de la ecuacién homogénea es zp,(t) = e 5(C; + Cat). Como
el lado derecho de la ecuacion dada tiene un coseno y éste no aparece dentro
del sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea (es decir, no
existe “resonancia’ en este caso), se ensaya una solucién particular del tipo
xp(t) = Acos(2t) + Bsen(2t), con lo cual:

(21A + 20B) cos(2t) 4+ (21B — 20A) sen(2t) = 20 cos(2t).

Igualando coeficientes de términos comunes a derecha e izquierda de la igualdad
y resolviendo un sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas se obtiene A =
420/841 Y B = 400/841. Asi, la solucién general es:

_ _ 120 00
z(t) = xp(t) + 2, (t) = e (Cr + Cat) + 811 cos(2t) + 81 sen(2t).
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Ejemplo 1.1.22. Resolver i + 4@ + 42 = e~ 2. Segiin el ejemplo 1.1.11 la
solucién general de la ecuacién homogénea es x,(t) = e=2(Cy + Cat). Como el
lado derecho de la ecuacién diferencial coincide con una de las soluciones de la
ecuacién homogénea, en este caso existe resonancia. Ademas, la multiplicidad
es m = 2. Esto implica que la solucién particular a ensayar es ahora de la forma
z,(t) = At?e=%, que introducida en la ecuacién diferencial nos da A = 1/2.
Asi, la solucién general es:

1
x(t) = xp(t) + 2, (t) = e 2(Cy + Cot + 5t2).
En los ejemplos anteriores, las constantes arbitrarias Cy y Cy se fijan con
las condiciones iniciales x(tg) = xo y &(to) = &¢. Por ejemplo:

Ejemplo 1.1.23. Resolver & + z = 4cost con condiciones iniciales x(0) =
2,i(0) = —1. La ecuacién caracterfstica es A +1 = 0, que tiene dos soluciones
complejas Ay = +i. Asi, x,(t) = Cycost + Cysent. Como el término inho-
mogeneo 4 cost aparece entre las soluciones de la ecuacion homogénea, existe
resonancia. Asi, la solucién particular a ensayar es: x,(t) = Atcost + Btsent,
que introducida en la ecuacién diferencial nos da: A = 0, B = 2. Asf la solucién
general es:

z(t) = xp(t) + zp(t) = Cicost + Cysent + 2t sent.

Imponiendo las condiciones iniciales 2(0) = 2,%(0) = —1, se obtienen: Cy =
2,C5 = —1, con lo cual la solucién del problema es:

x(t) = 2cost — sent + 2t sent.

Observacion 1.1.24. Noétese que las condiciones iniciales se imponen una vez
calculada la solucién general z(t) = x,(t) + z,(t). Es un ERROR bastante
frecuente que el alumno imponga las condiciones iniciales sobre s6lo x,(t), sin
tener en cuenta la solucién particular x,(t), algo que NO es correcto.

Ejercicio 1.1.25. Resolver la ecuacién diferencial
&+ B% + x = sen(wt)
con condiciones iniciales z(0) = 2,£(0) = —1 cuando:
a) 3 =2,w=0. Respuesta: z(t) = e (2 +t)
b) 8 =0,w = 1. Respuesta: x(t) = 5(4 cos[t] — t cost] — senl[t])
Ejercicio 1.1.26. Resolver la ecuacién diferencial
&+ Bt 4+ =e “sen(wt)

con condiciones iniciales z(0) = 2,£(0) = —1 cuando:
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a) f=2,a=1,w=1. Respuesta: z(t) = e *(2 + 2t — sent)
b) B8 =a=0,w=2 Respuesta: z(t) = 1(6 cos[t] — sen[t] — sen[2 ¢])
Ejercicio 1.1.27. Proponer una solucién particular para la ecuacién:

V3 V3

P+i4x=tet/? 4+t sen(Tt) +e7t/? cos(Tt)

(No es necesario determinar los coeficientes).

Ejercicio 1.1.28. Escribir la solucién general (en funcién de dos constantes
arbitrarias) de la ecuacién diferencial

F+ 3%+ x = e “(Acos(wt) + Bsen(wt))
para los casos:

a) B=2,A=B—0.
Respuesta: x(t) = zp(t) = Cre™t + Cote™t

b) f=2,a=A=1,B=w=0.
Respuesta: z(t) = zp,(t) + x,(t) = 25 (t) + $t%e
c) f=2,a=1,A=B=tw=0
Respuesta: z(t) = xp(t) + §t3e ™"
d) f=2,a=1,A=t)  B=w=0
Respuesta: (t) = zp(t) + 5tte
e) 3=0,A=B=0
Respuesta: x(t) = ), (t) = Cy cost + Cysent
f) =0,a=1,A=B=t,w=0
Respuesta: x(t) = x,(t) + 5 (e~ + te™)
g) f=a=0,A=B=w=1.
Respuesta: x(t) = },(t) + St (sen(t) — cos(t))
h) f=a=0,A=tB=0w=1
Respuesta: x(t) = x},(t) + % cost + t?sent
) f=a=0A=B=tw=1
Respuesta: x(t) = a,(t) + 3 (t — t?) cost + L(t + t?) sent
JEn qué caso o casos se produce “resonancia” ?
Ejercicio 1.1.29. (Préactica de ordenador) Obtenga las soluciones de los

ejercicios anteriores usando el comando DSolve de Mathematica descrito en la
pagina 109 de la referencia [2] y represente graficamente las soluciones.
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1.1.3. Sistemas de EDOs lineales con coeficientes con-
stantes

Consideremos el sistema

L11[D]z1(t) + Li2[D]xa(t) + - - - + Lin[D]zn(t) = fi(2),

Lo1[D]x1(t) + Laa[Dlaa(t) + - - - + Lon[D]zn(t) = f2(t), L) = F)

L1 [D]x1(t) + Ln2[D]22(t) + - 4 Lua[D]an(t) = fu(t),

(1.10)
donde L denota ahora una matriz n xn cuyos coeficientes L;;[D] son operadores
lineales como los definidos en (1.4), & = (z1,...,y,) es la funcién (vectorial)
incégnita y f = (f1,..., fn) son los términos inhomogeneos (“estimulos exter-
nos”).

Para resolver este sistema diferencial lo inmediato es aplicar el algoritmo
de triangulacion de Gauss tratando el sistema formalmente como si las fun-
ciones incégnita & = (z1,2,...,Z,) fuesen nimeros y sus coeficientes L;;[D]
polinomios en el “pardmetro” D. Sabemos que en este proceso de “triangu-
lacién”se reemplaza una fila (o columna) por la que se obtiene al sumar a dicha
fila una “combinacién lineal”de las restantes, entendiendo aqui por “combi-
nacién lineal”la “multiplicacion”de filas por operadores diferenciales polinomi-
ales > ¢; D7 arbitrarios (no necesariamente constantes). Asi llegamos a “de-
sacoplar” el sistema en multiples EDOs lineales para cada una de las funciones
incégnita x;(t).

Para sistemas pequenos, otra posibilidad es utilizar el método de Cramer o
elmétodo de diagonalizacion de la matriz de transicion. Lo mejor es verlo con
un ejemplo sencillo.

Ejemplo 1.1.30. Resolver simultaneamente:

T, 4 2o =€t
.Tl—jfgzt ’

Solucion:
Algoritmo de triangulacién de Gauss
Derivando la segunda ecuacion respecto de t y sustituyendo &7 en la primera,
obtenemos una ecuacion sélo para la variable xo:
Fo+xo =€t —1 (1.11)

cuya solucién general puede verse facilmente que es

xy =cysent + cycost +e' /2 — 1.
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Derivando x5 y sustituyendo @5 en la segunda ecuaciéon obtenemos que
Ty =iy +t=cjcost —cosent +e' /2 +t.

Método de Cramer
También se puede resolver el sistema por el método de Cramer, poniéndolo
como L[D]|% = f(t), donde ¥ = (x1,2), f(t) = (et,t) y la matriz:

L[D]:(Jf _1D>.

Despejando por ejemplo x5 tenemos:
D ¢
1

t

D 1
1 -D

(EQ_‘

donde las barras verticales denotan “determinantes” en los cuales D debe
tratarse como un mero factor, excepto cuando multiplica al término indepen-
diente f(t), en cuyo caso entendemos D f; = f1 y Dfs = f2. Teniendo esto en
cuenta, calculamos

D 1
1 -D

t
|L[_D]:' ’:—DQ—l, ‘? € :l—et

y llegamos a la ecuacién (1.11) de antes. De la misma forma podriamos haber
despejado x; obteniendo:

D 1 _ et 1
1 - |7 |t -D
y desarrollando los determinantes llegarfamos a que: —%1 —x, = —e’ —t aunque,

como hemos dicho antes, para este ejemplo sencillo lo mejor es despejar ;1 de
la segunda ecuaciéon una vez que se ha calculado ya la solucién general para
9. Obsérvese que, al tener un sistema de dos ecuaciones de primer orden, la
solucién general queda en funcién de sélo dos constantes arbitrarias, ¢ y ¢2, a
fijar por las condiciones generales z1(tg) = x(lo) y xa(to) = :réo).

Método de diagonalizacién de la matriz A de transicion

Para sistemas de primer orden, como el que nos ocupa, podemos buscar una
expresion andloga a las ecuaciones de primer orden (1.5) con tal de despejar
las derivadas

1= —xzy+et
Iigil‘l*t

0, en forma matricial como:

df_ N roo T . 0 -1 7 et
5 pfan (2 )oas (0= (%)
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La ventaja es que podemos usar la expresién compacta (1.6) y adaptarla a
nuestro caso:

t
() = / e~ AT f(r)dr 4 At g, (1.13)

to

donde ahora la condicién inicial es Zy = (z1(tg),z2(to)) y por la exponencial
de una matriz A entendemos su desarrollo en serie de Taylor:

A%2 A3
eAt:I+At+T+T+... (1.14)

Ejercicio 1.1.31. Utilizando el desarrollo en serie, demuéstrese que %eAt =
Aett = e A (Nota: esto no es cierto en general si la matriz A no es constante)
y que eAH7) = eAteAT (Nota: en general eAtB #£ e4eP a no ser que Ay B
conmuten, es decir, que AB = BA) y que ePDP™ = peD p-1 para P matriz

invertible.

Para calcular la exponencial de una matriz no es necesario en general sumar
la serie (1.14). Si la matriz A es diagonalizable A = PDP~! (con P la matriz de
paso de vectores propios y D = diag(\1, Mg, ... ) la matriz diagonal de valores
propios JA;), se puede demostrar que

1
’eAt _ 6PDP t_ PeDtP71 ‘

donde ahora puede calcularse directamente eP* = diag(e?, e*2t ...). Por
ejemplo, para el caso que nos ocupa, la ecuacién caracteristica

|A—>\I|=O:>‘ ? _Al ’:O:>/\2+1:0:>)\i:ii
nos da dos raices complejas. Los vectores propios los calculamos imponiendo:

L . L= /\:t -1 T4 _ 0
Avi—/\ivi#i(A_)‘i)vi_Oj<l )\i><yi>_<0>.

Resolviendo estos dos sistemas de dos ecuaciones (dependientes) con dos incégni-
tas x4, y+ cada una, podemos tomar como solucién, por ejemplo:

ﬁi_(ii,l):sP_<_1i i>7P1—(_i§/22 }ﬁ)

donde, para escribir P, hemos tomado los vectores propios vy = (+4,1) por
columnas en el orden: primero ¢v_ y segundo ¥;. Teniendo en cuenta que

Dt __ 6)‘* t 0 _ eiit 0
e - 0 6)\+t - 0 eit )
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se comprueba que (hdgase), tras un poco de dlgebra, y de usar la fé6rmula de
Euler, se tiene:

At — peDtp=1 _ cost —sent .
sent cost

Introduciendo esta expresién en (1.13) y haciendo los productos e integrales
correspondientes, se puede ver que se obtiene la misma solucién que con los
métodos anteriores (higase).

Ejercicio 1.1.32. Resolver simultdneamente:

2 +y—dr—y = €
T+3x+y = 0 '

Solucién: x = Cy cost+Cysent—1/2t,y = (C1—3Cs) sent—(3C1+C3) cos t+2¢!

-1 0

1 -2
solucién del sistema % = A%, con condicién inicial (0) = (2, 3), por el método
de diagonalizacion.

Solucion: \y = =1, o = =2, 0 = (1,1), 7 = (0,1), Z(t) = (2e7t,2e7t + e=2)

Ejercicio 1.1.33. Dada la matriz de transicién A = ( ), calcula la

Ejercicio 1.1.34. (Préactica de ordenador) Obtenga las soluciones de los
ejercicios anteriores usando el comando DSolve de Mathematica descrito en la
pagina 109 de la referencia [2] y represente graficamente las soluciones.

1.2. Ecuaciones en Diferencias Lineales

1.2.1. EDs lineales con coeficientes constantes

En la préctica, el valor de una cierta senal z(t) s6lo se conoce en un conjunto
discreto de instantes de tiempo {tj }rcz de manera que, en vez de una funcién
del tiempo z(t), lo que tenemos es una secuencia finita o infinita {x(t;)}rez de
valores de x, lo que se denomina un “muestreo de la sefial z(¢)”. Si los instantes
ty son equidistantes, es decir si ¢, = to + k7 (paso 7 constante), entonces
podemos escribir simplemente z(t;) = x[k] = x1. Si el paso T es suficientemente
pequeno, podemos aproximar la derivada por la diferencia finita:

dx(tk) N Tk+1 — Tk
da T ’

y la segunda derivada por:

Pa(ty)  Trpo — 2Tpp1 + T
ez 72 ’
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y asi sucesivamente. También podemos aproximar integrales por sumas finitas
como:

(T/7]

T
/ x(t)dt ~ Z Tk T,
0 k=0

donde [T/7] denota la parte entera (por ejemplo: [7/2] = 3). Asi, la dis-
cretizacion de una ecuacién diferencial lineal de primer orden como

Tkal— T
&(t) + ax(t) = f(1) — 7“17_ bt azy = fi
resulta en una ecuacion en diferencias lineal de primer orden

Tpt1 + (a7 — Dag = 7 fk,

que puede verse también como una recurrencia. De la misma forma, la dis-
cretizacion de una EDO lineal de 2° orden

Thyo — 2Tpq1 + Tk The1 — T

B(t) + ad(t) + ba(t) = f(t) — ‘ +a= ot bay = fi

T

resulta en una ecuacion en diferencias lineal de segundo orden
Tpio + (a7 — 2)xpyr + (1 —ar + b7y = 72 f3.

En general, una ecuacién en diferencias (ED) lineal de orden N se escribe como:

N
Y antiin = fi, (1.15)
n=0

donde los coeficientes a,, pueden o no depender a su vez del tiempo k. Nosotros
los consideraremos constantes por simplicidad.

El procedimiento para resolver ED’s lineales con coeficientes constantes es
similar al de EDO’s lineales. La solucién general z[k| = zp,[k] 4+ 2, [k] es la suma
de la solucién de la ecuacién homogénea xp[k] mas una solucién particular de
la no homogénea z,[k]. Para la solucién de la ecuacién homogénea se ensaya
zr, = p¥ en (1.15) con fi, = 0, con lo cual queda YN a,#+™ = 0y, dividiendo
por u*, obtenemos la ecuacién caracteristica:

anp™ +an_1pN T+ ayp+ag = 0.

Pueden darse varios casos:

1. Si existen N raices reales y distintas uq, ..., un, la solucién general de la
ED homogénea sera de la forma

aplk] = Cipf + -+ + Cypl,

donde C1,...,Cx son N constantes arbitrarias a fijar por las condiciones
iniciales.
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2. Si alguna de las raices p; tiene multiplicidad m;, entonces la solucién se
escribe como:

aplk] = Copi+- - +Ciaply + Chokpk + -+ Cj, K™y 4+ - 4+ Crg iy

m; terminos

(+)
J
M§i) = ret™ donde r = Va2 +b? y w = arctan(b/a) y se toma la parte
real e imaginaria:

3. Si alguna de las raices es compleja p;’ = a £ 1ib, se lleva a la forma polar

zp[k] = Crpk + - + Cjir¥ cos(wk) + Cjar® sen(wk) +- - + Cppk.

raiz compleja

Para la solucién particular utilizaremos el método de los coeficientes inde-
terminados, de forma que:

k k

1. si fr = o" ensayamos zp[k] = Aa

2. si fy = k™ ensayamos xp[k] = A k" 4+ - + Atk + Ao
3. si fi = cos(wk) o fi, = sen(wk), ensayamos x,[k] = A; cos(wk)+As sen(wk)

y si es un producto de las anteriores, se ensaya el producto correspondiente
(parecido al caso en tiempo continuo). Cuando ademds hay resonancia, o sea,
si la solucién particular anterior es proporcional a alguna solucién u? de la
ecuacion homogénea, entonces se multiplica dicha solucién particular por el
factor k™, donde m; es la multiplicidad de u;. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.2.1. (Raices complejas) Resolvamos la ED de orden 3 siguiente
Tpy3 + 2, =0

Ensayando x, = u* obtenemos la ecuacién caracteristica u® + 1 = 0. Como
las raices enteras se encuentran entre los divisores del término independiente,
aplicamos Ruffini con pp = —1

| 1 0 0 1

p=-1 | -1 1 -1

1+1v/3 ’
=P+l =0= pg = %f = eFim/3,

| 1 -1 1 0

Asi, la solucién general es xy, = C1(—1)* + Cy cos(km/3) + C3 sen(km/3).
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Ejemplo 1.2.2. (Raices miiltiples y resonancia) Resolvamos la ED de
orden 2 siguiente
Thyo — 2Tp41 + 2 =k +1

La ecuacién caracteristica es u? — 2u + 1 = 0 que tiene la raiz g = 1 con
multiplicidad 2. La solucién general de la ED homogénea es z[k] = C1(1)F +
Cok(1)k = Oy +Csk. Si ensaydsemos como solucién particular zplk] = A1k+ A
obtendriamos simplemente que 0=0 (no nos dice nada). El problema es que hay
resonancia y la solucién particular a ensayar es z,[k] = k*(A1k + A2) ya que la
multiplicidad de p =1 es 2. Introduciendo z,[k] en zyyo — 2xp41 + 25 =k +1
determinamos los coeficientes A; = 1/6 y A3 = 0 con lo cual la solucién general
es 1, = C + Cok + k3 /6.

Ejercicio 1.2.3. Halla la solucién general de
Trya — 1675 = (3k* —1)/2.

Respuesta: x, = C12F 4+ Cy(—2)F + C32% sen (k7 /2) + C42F cos(km/2) — k2 /10 —
4k /75 — 197 /2250.

Ejercicio 1.2.4. Halla la solucion general de
8xp — 6Tp_1 + Tp—o = 2k,
o k k| 49k
Respuesta: xp = C1(1/2)" + Ca(1/4)% + 5725,
Para fijar las constantes arbitrarias C, Co, .. ., necesitamos condiciones ini-
ciales. Si vemos la ED de orden N (1.15) como una recurrencia:
TN = —(aN_1TpeN-1 + -+ aoTr)/an,
para conocer z en el instante k + N y posteriores, basta con conocer x en los
N — 1 instantes anteriores. Por ejemplo, para una ED de orden

. 0
= N =1 hay una sola condicién inicial: zp = x,g )

.. .. 0 0
= N = 2 hay dos condiciones iniciales: x; = ;1:5C ), Tht1 = xéll

y asi sucesivamente.
Ejemplo 1.2.5. Calculemos la solucién de la ED
Tpyo —4ATp11 + 32 =0

que satisface las condiciones iniciales g = 0y z1 = 1. La ecuacion caracteristica
es u? —4pu 4+ 3 = 0 cuyas raices son 13 = 1y Ay = 3. La solucién general es
x, = C1(1)* + Co(3)% = C; + C»3%. Ahora, imponiendo condiciones iniciales:

20=0 = Ci1+Cy=0

_ _ _ k
=1 = Cl+302:1}:>cl 1/2,02—1/2:>5L'k— 1/2+3/2
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Ejemplo 1.2.6. Calculemos la solucién de la ED
Ao + 4241 + 28 = k2

que satisface las condiciones iniciales zop = 0y 1 = 0. La ecuacién caracteristica
es 4p2 +4p + 1 = 0 cuyas rafces son = —1/2 doble. La solucién general de la
ED homogénea es zp,[k] = C1(—1/2)* 4+ Cok(—1/2)*. Como solucién particular
ensayamos z,[k] = A1k?+Ask+ A3 que, introducida en 4z, [k + 2]+4x, [k + 1]+
z,[k] = k%, nos determina los coeficientes A; = 1/9, Ay = —8/27, A3 = 4/27.
Asi, la solucién general queda como

zy = oy k] + zp[k] = C1(=1/2)F + Cok(—1/2)% + (3k? — 8k +4)/27.
Ahora, imponiendo condiciones iniciales:

20=0 = C,+4/21=0

z1=0 = —C1/2—Cy/2+(3-8+4)/27=0 }:>01:—4/27,02:2/27

tenemos que la solucién es:

4 2
Tp = ——(=1/2)F + k(—=1/2)" + (3k? — 8k + 4)/27.
27 27
Ejemplo 1.2.7. Calculemos la solucion de la ED
Th+2 — 4.%‘k = 9/(12

que satisface las condiciones iniciales g = 0y 1 = 0. La ecuacion caracteristica
es 12 —4 = 0 cuyas raices son p = £2. La solucién general de la ED homogénea
es zplk] = C1(2)* + C2(—2)*. Como solucién particular ensayamos z,[k] =
A1k* + Ask + A3 que, introducida en z,[k + 2] — 4xp[k] = 9k2, nos determina
los coeficientes A1 = —3, Ay = —4, A3 = —20/3. Asi, la solucién general queda
como

zy = zp[k] + zp[k] = C1(2)F 4+ Co(—2)% — 3k* — 4k — 20/3.

Ahora, imponiendo condiciones iniciales se obtiene que Cy = 27/4 y Cy =
—1/12 con lo que la solucién es:
27 -1
Ty = 1(2)’“ + ﬁ(—2)’f — 3k? — 4k — 20/3.

Observacién 1.2.8. Nétese que las condiciones iniciales se imponen al FINAL
sobre la solucién general xj = xp[k] + xp[k] y NO sobre zy,[k], siendo éste un
ERROR frecuente.

Ejercicio 1.2.9. Calcula la solucién de zpy3 = z con condiciones iniciales
xo = 1,71 = 0 = x9. Respuesta: xj, = % + %COS(Q?T]{i/?)).
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Ejercicio 1.2.10. Calcula la solucién de x — 2xp_1 + 2x,_2 = 0 con condi-
ciones iniciales o = 0 = 7.

Ejercicio 1.2.11. Calcula la solucién de xj — %xk,l + %xk,g = (1/4)* con
condiciones iniciales zy = 0 = x;. ;Hay resonancia?. Respuesta: xp = (2k +
6)(—1/4)F +8(1/2)".

1.2.2. Sistemas de EDs lineales de primer orden

Consideremos ahora el sistema de EDs lineal de primer orden:

Tppr = ATy + fr (1.16)

donde A es la matriz de transicién y f;; un término inhomogeneo (la “entrada”).
Se trata de un problema de iteracién que puede resolverse directamente, a partir

de la condicidn inicial Zj y la secuencia de entrada ﬁ), fl, fé, ..., de la siguiente
manera.:
Fo= Ao+ fo,
Ty = AT+ fi = Ao+ Afo+ fi,
k-1
B = Afpatfroa=-=A"g+ Y AR (1.17)
j=0

Si la matriz de transicién A es diagonalizable, A = PDP~!, entonces puede
, donde D* se

calcularse facilmente la potencia k—ésima como ’ AF = ppFp—1
calcula simplemente elevando a k los elementos de la diagonal.

Ejemplo 1.2.12. Calcule la solucién de

- 0 -1,
Tp+1 = 1 0 Tk

con condicién inicial £y = (1, 2).
Solucion: Sabemos del ejemplo 1.1.30 que:

(=i 0 =i i 1 i/2  1/2
D_<i o>’P—<1 1>’P —<_¢/2 1/2)7
y, con un poco de algebra llegamos a que:

e QDY) i ()
4=3 ( Si = (CDF) (L4 (<)Y )
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Si k es par, k = 2n, tenemos que A?" = ( (_é) (7(1)71 y si k es impar,
_1\n+1
k = 2n + 1 tenemos que A?"*! = ( _(_?)nﬂ ( 1()) ) Utilizando la

expresion general (1.17) tenemos que la solucién es

e (=1 2(=1)m, sik = 2n
T = A = { (=11 (Z1)m), sik =20+ 1

N . - 1 1), .
Ejercicio 1.2.13. Calcule la solucién de Ty = ( 11 ) T, con condicién

inicial Zp = (1, 2).

Solucion: ), = 2"1(3,3)

2 ) . .
1 | %k con condicién

[N R

Ejercicio 1.2.14. Calcule la solucién de Ty = (
inicial Zp = (1,1).
Solucion: & = 3"(1,1)
Reduccién de ED’s a sistemas de primer orden
Una ecuacién en diferencias de orden n
Yktn + 01 Yktn—1+ ... Gn—1Yk+1 + anYr =0

es equivalente a un sistema &1 = A% donde

0 1 0 0
Yk 0 0 1 0
. Yk+1
k= . 9 = O
0 0 0 1
Yk4+n—1 —ap —Qp_1 —Qp_9 ... —ap

Ejemplo 1.2.15. Por ejemplo, la ED de orden 3 yx43—2yx+2—5Yx+1+6yr =0
es equivalente al sistema 41 = ATy con

e 0 1 0
Tp=|ygs1], A=10 0 1
Yk+2 -6 5 2

Ejercicio 1.2.16. Resolver las siguientes ecuaciones en diferencias:
s Orden 2: Fyyo = Fy11+ Fy con F; =0y Fy =1 (Sucesién de Fibonacci)
s Orden 3: xp43 = 3x42 — 3Tk+1 + T con x1 = 1,0 = 4,23 = 9.

reduciéndolas al sistema de primer orden equivalente.
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2.1. Vibraciones mecanicas

Estudiaremos el movimiento unidimensional de una particula de masa m
sometida a fuerzas de diferente naturaleza: eldsticas o restauradoras F.(t,z),
viscosas o resistivas F,(t,x, &) y otras fuerzas externas Fex(t) dependientes del
tiempo. La ecuacién diferencial que describe la evolucién de la posicién z(t) en
funcién del tiempo viene dada por la segunda ley de Newton:

mi = F.(t,z) + F,(t,x, &) + Foxt(t), (2.1)
que es una EDO de orden 2 cuyas condiciones iniciales

x(to) = w0, v(to) = #(to) = vo,

dx(t)
dt

consisten en especificar la posicién z(t) y la velocidad v(t) = = @(t) en
un instante inicial tg.

Pasemos a discutir distintas expresiones de dichas fuerzas y sus aproxima-
ciones lineales, las cuales tomaremos como punto de partida para un tratamien-

to analitico de la ecuacién (2.1)

1. Fuerzas recuperadoras o eldsticas F,. Hemos permitido, en general, fuerzas
restauradoras Fe(t, z) dependientes de la posicién y del tiempo. Supong-
amos que x denota un desplazamiento alrededor de una posicién de equi-
librio y que F.(t,z) admite un desarrollo en serie alrededor de dicha
posicién de equilibrio de la forma:

Fo(t,x) = —ki(t)x — ks(t)z> + ...,

donde sélo intervienen potencias impares del desplazamiento x debido
que la fuerza restauradora debe ser impar F,(¢,z) = —F.(t, —z).

a) Resorte lineal. Cuando los desplazamientos son pequetios, podemos
despreciar 6rdenes superiores en el desarrollo de F, y considerar

F.(t,x) = —ki(t)x.

1) Ley de Hooke. El caso més sencillo e ideal es aquél en el cual
las caracteristicas fisicas del resorte no cambian con el tiempo,
es decir, cuando k1 (¢) = k > 0 es independiente del tiempo, con
lo cual la fuerza eldstica queda:

F.(t,x) = —kx.

2) Resorte desgastable. Sin embargo, en el mundo real es 16gico
esperar que el resorte de debilite (o “pierda brio”) conforme pasa
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el tiempo; por ejemplo, de la forma kq(t) = ke™**, k,a > 0. En
este caso, la EDO del sistema “masa-resorte”

mi + ke %z =0

se transforma en una

d? d
Ec. de Bessel (v =0) : 282 4% 2 =0,
s

mediante el cambio de variable

2 |k
s= 4/ —e 2
aV m

La solucion de esta ecuacion se obtiene por desarrollo en serie
de potencias (nosotros no trataremos este método aqui) y puede
escribirse en términos de las funciones de Bessel de primera y
segunda clase de la forma:

2 2
l‘(t) =c1Jy < ke_at/2> + Yy ( ke—at/2> .
(0% m (6] m

Resorte que se endurece. Cuando un resorte se somete a un
ambiente en que la temperatura decrece rapidamente, la con-
stante elastica crece con el tiempo, por ejemplo, de forma lineal
k1(t) = kt. En este caso, la EDO del sistema “masa-resorte”
viene descrito por la

Ec. de Airy : ma& + ktz = 0.

que se resuelve por series de potencias. Dicha ecuacién tam-
bién aparece al estudiar la difracciéon de la luz, la difraccién
de las ondas de radio en torno a la superficie de la Tierra, en
aerodinamica y en el pandeo de una columna vertical uniforme
que se flexiona bajo su propio peso.

b) Resorte no lineal. Para desplazamientos no tan pequenios, el muelle
abandona su comportamiento lineal y la fuerza eldstica adopta (en el
caso independiente del tiempo) la forma F,(z) = —kx — kzx®, donde
hemos despreciado términos de orden superior. Duffing estudié las
oscilaciones forzadas de una masa puntual sometida a una fuerza
recuperadora no lineal modelada por la ecuacién diferencial:

Ec. de Duffing : m& + kx + ksa® = F, cos wt.

Caben dos casos interesantes aqui:
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1) Resorte duro. ks > 0, para el cual la fuerza recuperadora es
mayor (en valor absoluto) que la del resorte lineal.

2) Resorte suave. k3 < 0, para el cual la fuerza recuperadora es
menor (en valor absoluto) que la del resorte lineal.

F )
!
b ! 4 ,
Y Line==l
b p
e LY
\kﬁh\ N — — Tuiro
2 1 IE
-3 N — — Blando
LY
M
. 5
4 %
Figura 2.1: Fuerza F,(x) = —kx — k3zx® para un resorte lineal (k3 = 0), uno duro

(k3 > 0) y uno blando (k3 < 0)

2. Fuerzas resistivas o viscosas F,. Supongamos que F, (¢, z, &) admite un
desarrollo en serie de la forma:

Fy(t,x, &) = —c1(t,2)2 — co(t, 2)|2|E — c3(t, 2)|2]?E + ...,

donde los valores absolutos garantizan que la fuerza viscosa se oponga
siempre al movimiento.

a) Fuerza viscosa lineal. Para velocidades pequenas, se pueden despre-
ciar términos de orden superior y tomar

F,(t,z, &) = —c1(t, ).

Caben varias posibilidades aqui:

1) Coeficiente de viscosidad constante. ¢1(t,x) = c=constante> 0.

2) Coeficiente de viscosidad variable. Dentro de las posibilidades
destacamos el caso ¢ (t,z) = c(z? — a?) que da lugar a la

Ec. de van der Pol : mi + c(2? — a®)& + kx = 0.

El hecho de que la fuerza viscosa sea F,(|z| > |a|]) < 0y
F,(Jz] < la]) > 0 significa que la particula se acelera para
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|z| < |a| y se retarda para |z| > |a| (o, de otra forma, la particula
absorbe energia cuando |z| < |a| y disipa cuando |z| > |a|) ten-
diendo, por tanto, permanecer en oscilacion estacionaria. Este
es el resultado del Teorema de Liénard (véase el libro de ecua-
ciones diferenciales de Simmons, pdgina 518), el cual asegura
para ecuaciones como la de van der Pol la existencia de una
Unica trayectoria cerrada que rodea al origen en el plano de
fases, a la que tienden en forma de espirales todas las demds
trayectorias cuando t — oo.
b) Fuerza viscosa no lineal. Para velocidades no tan pequenas, y depen-
diendo del tipo de medio viscoso, a veces es necesario anadir nuevos
términos en el desarrollo de F,, por ejemplo:

Fv(l‘) = —Cl.i‘ — CQ|.’L‘|$

En la siguiente seccién sdlo consideraremos el caso lineal independiente del
tiempo, con lo cual, la ecuacién a estudiar es:

mi + ¢t + kx = Foxy (1) — &+ 202 + wgm = Foxt(t)/m,

donde hemos puesto 25 = ¢/m y wg = ,/% por comodidad de célculo (véase

més adelante). Como fuerzas externas Fexs(t) utilizaremos, por simplicidad,
funciones de tipo periédico Fext(t) = Foxt(t + T).
2.1.1. Oscilador armoénico simple

Comencemos considerando el caso en que no existe fuerza viscosa (5 = 0)
ni fuerzas externas Fey(t) = 0. Asi, la ecuacién a estudiar es:

Ensayando la solucién z(t) = e* obtenemos la ecuacién caracteristica
M4 wd =0= = Fiw,
luego, por el teorema 1.1.9, la solucién general es:
x(t) = ¢y sen(wpt) + c— cos(wot) = A cos(wot — 9),

donde las constantes de integracién A, J representan la amplitud y el desfase,
respectivamente. Estas constantes se determinan a través de las condiciones

iniciales
2
©l0) = 2o ), A= 1+<UO)~

.’E(O) = Vo

WoZo

v
} = § = arctan(—
LowWo
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El resultado es un movimiento sinusoidal de periodo T' = 27 /wy. Las 6rbitas
en el espacio de las fases @(x) son elipses o vdrtices ya que

z(t)? | 2()?

+ — 1
c?  C%w?

2.1.2. Oscilador arménico amortiguado

Introduzcamos ahora una fuerza viscosa en el oscilador armdnico simple, de
forma que la ecuacion a estudiar es:

]i+2ﬁfc+w§x=0.\

Ensayando la solucién z(t) = e* obtenemos la ecuacién caracteristica

MA28A+wi=0= Ay =3+ 4/82 — w3

Caben diferentes posibilidades aqui dependiendo de los valores relativos de 3
v wo. Estudiemos cada uno por separado.

Oscilador armoénico subamortiguado (8 < wp)
En este caso tenemos dos raices complejas Ay = —f+i\/wi — 2 = —F+tiw
y la solucién general puede escribirse como:
—Bt (. . _ Bt . _
z(t) = e P! (c1 sen(wt) + cg cos(wt)) = e P Acos(wt — §), w=1/wd — B2
A(t)

Las constantes de integracién A, ¢ (amplitud y desfase) se determinan a través
de las condiciones iniciales

2
Q.U(O)_xo = A=12x01/1+ 75960-5-00 , 0 = arctan on—&—vo .
%(0) = vy wxo Wxo
El resultado es un movimiento oscilatorio de frecuencia w = Vwi — 3% (menor
que la frecuencia natural wy) y amplitud decreciente A(t) = e #*A — 0 cuando

t — oo (véase la figura 2.2). Las 6rbitas en el espacio de las fases @(x) son
espirales (véase la figura 2.3).

Oscilador armoénico criticamente amortiguado (8 = wy)

En este caso tenemos una raiz real doble A = —( y la solucién general puede
escribirse como:
x(t) = cre Pt 4 cotePL.
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k)

\/\Uﬁ

Figura 2.2: La amplitud de las oscilaciones decrece con el tiempo para un oscilador
subamortiguado

N )

Figura 2.3: Orbita espiral en el plano de fases "velocidad-posicién” para un os-
cilador subamortiguado

Las constantes de integracion ci,co se determinan a través de las condiciones
iniciales
x(0) =z

#(0) = v } = c1 = T, Cc2 = Vo + Bxo.

El resultado es un movimiento no oscilatorio en el que z(t) decrece con el tiempo
de forma exponencial (véase la figura 2.4). Nétese que la particula puede pasar
por la posicién de equilibrio a lo sumo una vez. Las 6rbitas en el espacio de las
fases &(x) son nodos limite.

Oscilador arménico sobreamortiguado (8 > wy)

En este caso tenemos dos raices reales A\ = —(3 £ /32 — w? y la solucién
general puede escribirse como:

2(t) = c_e* !+ cpeMt = e P (C+emt n c_e*\/mt) ’
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(k)

Figura 2.4: La amplitud de las oscilaciones decrece con el tiempo para un oscilador
criticamente amortiguado

w[k)

Figura 2.5: Comparacién entre el oscilador criticamente amortiguado y sobreamor-
tiguado

Las constantes de integracion c4+ se determinan a través de las condiciones
iniciales
33(0) = 2 } N Vo — )\_1'0 —vg + )\+$0

#(0) = vo R VIS W W

El resultado es un movimiento no oscilatorio en el que z(t) decrece con el tiempo
de forma exponencial, al igual que en el caso critico anterior. No obstante, la
mayor viscosidad para el oscilador sobreamortiguado hace que la amplitud vaya
a cero més lentamente (véase la figura 2.5).

Las érbitas en el espacio de las fases @(x) son nodos.

2.1.3. Oscilador armoénico forzado: pulsaciones y resonan-
cia pura

Supongamos primeramente que no existe amortiguamiento e introduzcamos
una fuerza externa de tipo sinusoidal de la forma Fex(t) = Fp cos(wet), donde
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w,e denota la frecuencia de la fuerza externa. La ecuacién a estudiar es:

Fi
F+wiz = = cos(wet).
m

Aplicando el método de los coeficientes indeterminados (teorema 1.1.19), ensa-
yaremos una la solucién particular del tipo z,(t) = A cos(wet) + Az sen(wet).

Introduciendo esta solucién particular en la ecuacién diferencial obtenemos
ue A; = Lolm
q 1= 52=w2

Ay = 0, con lo cual, la solucién general de la ecuacién no

homogénea es la suma de la solucién general de la homogénea (s.g.h.) més una
particular de la no homogénea (s.p.n.h.):

Fo/m/
z(t) = ¢1 coswot + co senwpt + —5 5 €08 Wel .
Wy — We
s.g.hh
s.p.n.h.

Caben estudiar aqui dos fenémenos interesantes dependiendo de los valores
relativos de la frecuencia natural wy y la frecuencia externa we.

Pulsaciones w, ~ wy

w [k}

Figura 2.6: Fenémeno de las pulsaciones
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Tomemos, por ejemplo, como condiciones iniciales

z(0) =0 Fo/m
#(0) =0 } =z(t) = m(ceswet — coswpt)
F - e e
= 20/m2256n (wo @ t) sen (Wt> ,
Wi — W 2 2
A(t)
donde se ha utilizado la identidad trigonométrica: cosa — cosb = —2sen 1 (a —

2
b) sen %(a + b). La solucién anterior se interpreta como una oscilacion rdpida

de frecuencia 0¥ (la media aritmética de la frecuencia natural y la externa)
modulada o envuelta por una oscilacion lenta de frecuencia pequena “05=<
cuando las frecuencias externa y natural son muy parecidas w. ~ wqg (jpero
distintas!). Véase figura 2.6.

Este fenémeno recibe el nombre de latidos o pulsaciones y es la base de la
amplitud modulada (AM) en las emisoras de radio, donde el sonido audible (de
menor frecuencia) modula o envuelve a las ondas de radio (de alta frecuencia).
También es facilmente detectable durante la “afinacién de una guitarra”.

Resonancia pura w, = wy

Vﬂﬂ/\/\/\/\[\b
UUVUUU

Figura 2.7: Crecimiento lineal en el tiempo de la amplitud para una resonancia
pura

[k}

Cuando la frecuencia externa w, coincide exactamente con la frecuencia
natural del sistema wp (en ausencia de rozamiento), el método de los coeficientes
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indeterminados (teorema 1.1.19) nos sugiere una solucién particular del tipo
2p(t) = t(A; cos(wet) + Az sen(wet)). Introduciendo esta solucién particular en
la ecuacién diferencial obtenemos que A; = 0, Ay = %Z”, con lo cual, la
solucién general de la ecuacién no homogénea es la suma de la solucién general

de la homogénea (s.g.h.) més una particular de la no homogénea (s.p.n.h.):

Fo/m
x(t) = c1 coswot + ¢z senwot + t cos wot .
wo
s.g.hh
s.p.n.h.

Tomemos, por ejemplo, como condiciones iniciales

Iy

_ F vo —
I’(O) ZTo } = .’L'(t) — (xo + 20/m t) cos O.)Ot + M sen th.
= wo WO

A()

En este caso, el coeficiente A(t) es lineal en el tiempo y ello supone que la
amplitud de las oscilaciones crezca indefinidamente (véase la figura 2.7).

Este fenémeno se denomina resonancia pura, y puede conllevar la rotura
del resorte cuando la amplitud de las oscilaciones alcanza el limite elastico del
material del que estd fabricado dicho resorte. Esta es la vertiente “negativa”
de la resonancia, la cual puede presentarse como un efecto “pernicioso” en las
vibraciones de ciertas estructuras en construccién. No obstante, este fenémeno
también subyace a la fabricacién de sintonizadores, como los de una radio, que
“filtran” una determinada frecuencia (véase seccién 2.2 sobre la aplicacién a la
teorfa de circuitos).

Ejercicio 2.1.1. Una lavadora estd montada sobre un grueso cojinete de cau-
cho que actia como un resorte. El peso de la maquina deprime el cojinete lcm.
Cuando el rotor gira a w radianes por segundo ejerce una fuerza vertical de
Fy coswt Newtons. A qué velocidad (en revoluciones por segundo) ocurrirdn
vibraciones de resonancia?. Desprecie el rozamiento.

2.1.4. Oscilador armoénico amortiguado y forzado: factor
de amplificacion

Supongamos ahora que existe amortiguamiento e introduzcamos una fuerza
externa de tipo sinusoidal de la forma Fu.(t) = Fp cos(wet), donde w, denota
la frecuencia de la fuerza externa. La ecuacién a estudiar es:

Fi
i+ 203 + wiz = —2 cos(wet).
m
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o
1
f — &=1
H
| — G=1/3
f
; \ ——- B=1/4
o
Ny — = 5=1y5
N
3 T
Figura 2.8: Dependencia del factor de amplificacién p(r) con r = <= para distintos

wo
valores de viscosidad (3

Aplicando el método de los coeficientes indeterminados (teorema 1.1.19), ensa-
yaremos una la solucién particular del tipo z,(t) = A sen(wet) + As cos(wet).
Introduciendo esta solucién particular en la ecuacién diferencial anterior obten-
emos que

2fwe Fo (w§ — we)Fo/m
xp(t) (7 w2 1 787 sen(wet) + (W —w2)? + 4722 cos(wet)
E F,
= b/m cos(wet — 0) = p(r)—o cos(wet — 0),
V(W —w?)? +45%2 LY
A(we) A(r)
donde se ha definido:
. ., 1 We
Factor de amplificacién : p(r) = , = —,
V(1= 72)? 44522 wo
2fwe
Desfase : 0 = arctan (Qﬁwz) .
Wy — We

En la figura 2.8 tenemos un grafico de la dependencia del factor de ampli-
ficacién p en funcién del cociente r = “=. Observamos que p(r) presenta un
maximo para r = 1 = w, = wp, 0 sea, cuando la frecuencia de la fuerza exter-
na coincide con la frecuencia natural de oscilador del resorte. Dicho méximo
es mas pronunciado conforme el coeficiente de rozamiento 8 es méas pequeno,

tendiendo a la resonancia pura (estudiada en el apartado anterior) en el limite
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B — 0. En este caso, la amplitud A(w.) de las oscilaciones es médxima. Es decir:

We R W0

Si 0 <<1

} = A(w,) >> 1 — Resonancia.

La solucién general de la ecuacién no homogénea sera la suma de la solucién

w k]

Figura 2.9: Comparacién de la amplitud para un movimiento amortiguado (3 =
0,3) y forzado con w, = 4wy y en resonancia w, = wy

general de la homogénea (s.g.h.) més la solucién particular de la no homogénea
(s.p.n.h.) calculada anteriormente. Es decir:

Tgnn (t) =xgn (t) +2,(t) = e P Bcos(wt + @) + A(r) cos(wet — 6),

Parte transitoria Parte estacionaria

donde B y ¢ son constantes arbitrarias a fijar por las condiciones iniciales
2(0) = 2o y £(0) = wp; recuerde que la frecuencia para el movimiento amor-
tiguado no forzado se definfa como: w = \/wi — 2. La solucién general de
la homogénea x4 (t) se ve fuertemente amortiguada por el factor e Pt de
manera que es insignificante pasado un cierto tiempo ¢t >> 1/ y supone, por
lo tanto un término transitorio o solucion transitoria. Pasado ese tiempo, la
solucién general de la no homogénea tenderd a la solucién particular, es decir,
ZTgn.n (t) = xp(t), t >>1/8, que se denomina parte estacionaria o solucion de
estado estacionarto.

Ejercicio 2.1.2. Supodngase un automévil que pesa m = 1Ton, cuya suspen-
sién consiste en un muelle de & = 1000Ton/m, que atraviesa unas bandas
sonoras en forma sinusoidal y(s) = 0,4cos(32) metros, donde s = vt es la
distancia recorrida y L = 6m es la distancia entre bandas. Se pide:

1. La velocidad a la que ocurre la resonancia pura si el coche no tiene amor-
tiguadores. Sol. v, = %\/ 1000
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2. La velocidad a la que ocurre la resonancia practica si el amortiguador
ejerce una fuerza F, = bx’ con b = 500.

Ejercicio 2.1.3. (Préactica de ordenador) Experimente con los distintos
tipos de osciladores, representando resonancias y pulsaciones usando los co-
mandos de Mathematica descritos en la pagina 119 de la referencia [2].

2.1.5. Oscilaciones acopladas: cuerda vibrante discreta

Figura 2.10: Dos masas conectadas entre si y a dos paredes por tres resortes (lineas
punteadas) y que se desplazan z1 y x2 desde su posicién de equilibrio

La figura 2.10 muestra un sistema de dos bloques de masas mj y mo conec-
tados entre si y a dos paredes por medio de tres resortes de constantes k1, ks, k3.
Las ecuaciones diferenciales de movimiento se ve facilmente que son:

mi&1 = — (ke + k1)x1 + koo

. 2.2
Moy = ko1 — (k2 + k3)w2 (2:2)

Para resolverlas ensayamos una solucién del tipo z;(t) = A;e*, obteniendo un

sistema:
m1/\2 + k1 + ko —ko Ay . 0 (2 3)
—ko mQ)\2 + ko + k3 Ay - 0 )

que tendrd solucién no trivial Ay, As # 0 si el determinante de la matriz de
coeficientes (llamado determinante caracteristico o secular) es:

miA? + k1 + ko —k3 -0
—ko mg)\Q + ko + k3 e
Consideremos el caso sencillo en que my = mo = m, k1 = ko = k3 = k.

Entonces tenemos una ecuacion de cuarto grado con cuatro valores para

)\li = :I:i\/3k/m = iiwl, )\gi— = ﬂ:i\/ k/m = ﬂ:iWQ,
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donde wy y ws se denominan frecuencias naturales, caracteristicas o normales
de vibracién del sistema. La solucién general serd:

21(t) = C coswit+Cy sen wit+C5 cos wat+Cy coswat = Ey cos(wit+¢1)+Es cos(wat+¢da)

y Z2(t) puede ser hallado despejando de la primera ecuacién en (2.2), obtenien-
do:
2o(t) = Oy coswit + Cysenwit — C3 coswat — Cy cos wat.

Las 4 constantes Cy 2,34 (0 también Ey, Eg, ¢1, ¢2) se determinan con las condi-
ciones iniciales: desplazamiento inicial x1(0) y 22(0), respecto a la posicién de
equilibrio, y velocidad inicial #1(0) y #2(0) de ambas masas.

Existen dos “movimientos bésicos” o modos normales de vibracion asociados
a cada frecuencia normal w;,7 = 1,2. Para determinar el modo normal corre-
spondiente a w = wy, se sustituye ésta en (2.3) y se encuentra que A; = Ay. En
este caso, el modo normal de vibracién corresponde pues al movimiento de las
masas en la misma direccién (es decir, ambas a la derecha y ambas a la izquier-
da y asi sucesivamente); se denomina modo simétrico (véase figura 2.11). Asi,
para “activar”” este modo, las condiciones iniciales deben ser: z1(0) = z2(0) y
&1(0) = @2(0).

Figura 2.11: Modo normal simétrico

Similarmente encontramos el modo normal correspondiente a w = wy, para
el cual A1 = —A,. En este caso el modo normal de vibracién corresponde al
movimiento de las masas en direcciones opuestas: modo antisimétrico (véase
figura 2.12). Para para “activar” este modo, las condiciones iniciales deben ser:
xl(O) = —$2(0) y xl(O) = —.132(0)

A A

Figura 2.12: Modo normal antisimétrico
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Cualesquiera otras condiciones iniciales dan lugar a una superposicién de
ambos modos (simétrico y antisimétrico). Nétese que, ya que la energia de un
oscilador es proporcional a su frecuencia al cuadrado, el modo antisimétrico
tiene mds energia que el simétrico. Esto es intuitivo, ya que en el caso an-
tisimétrico los tres muelles estan en “tension”, mientras que en simétrico, el
muelle central juega el mismo papel que una barra rigida (no acumula energia
elastica). En otras palabras, cuesta mds excitar el modo antisimétrico que el
simétrico.

Ejercicio 2.1.4. Determinar los modos normales para k; = ko = k3 = k pero
my # ma. {Qué pasa cuando my >> ms?.

Ejercicio 2.1.5. Repetir el problema para masas y constantes elasticas iguales
afladiendo una fuerza externa Fy(t) = cos(3t) que actia sobre la masa mso.
JExiste resonancia si k =3y m =17

Ejercicio 2.1.6. Determinar la ecuacién caracteristica para el caso de masas
y constantes eldsticas iguales anadiendo ahora un amortiguador que ejerce una
fuerza de rozamiento proporcional a la velocidad F;. = 0,14 sobre la masa m; .

Ejercicio 2.1.7. (Absorbedor de vibraciones). Plantear las ecuaciones diferen-
ciales y escribir la ecuacién caracteristica del problema, en el caso general de
constantes elasticas y masas distintas, cuando se elimina la pared derecha y
sobre la masa m; actda un amortiguador y una fuerza externa Fy(t) = cos(wt)
(“terremoto”). Esto se conoce como un “absorbedor de vibraciones”, donde la
pared izquierda es el suelo (girese la figura 90 grados en sentido antihorario),
my hace de equipo o mesa de trabajo y mo absorbe la vibracién inducida por
Fi(t). Demuestre que, para el caso no amortiguado, la amplitud A; de la re-
spuesta forzada x; = Aj cos(wt + ¢1) (solucién particular) es cero siempre que
w = y/ka/ma. O sea, que bajo una vibracién de frecuencia \/ko/ms, la masa
mgy absorbe la vibracién y el equipo (mi) no se mueve. Ayuda: consulte la
pégina 376 de la referencia [1].

Ejercicio 2.1.8. (Préactica de ordenador). Considere un sistema de tres
bloques de masas m; = my = m3 = 1 conectados entre si y a dos paredes por
medio de cuatro resortes de constantes iguales k = 1. Determinar las frecuen-
cias naturales, los modos normales de vibracién y las condiciones iniciales que
se deben proporcionar para activar dichos modos normales. Nota: consulta la
pégina 150 de la referencia [2].

Ejercicio 2.1.9. (Préactica de ordenador). (Vibraciones inducidas por ter-
remotos en edificios de muchos pisos) Considere un bloque de 7 pisos en el
que las oscilaciones transversales del terreno inducen un movimiento horizontal
en cada uno de sus pisos, de forma que el piso nimero ¢ estd acoplado a el
i+ 1y al i — 1 mediante la ecuacién m;&; = k(x;41 — x;) — k(z; — z;-1). Cada



2.1. Vibraciones mecédnicas 37

piso pesa m = 16 toneladas y existe una fuerza horizontal interna restauradora
entre cada piso con constante eldstica k = 160 Ton/dm. Se pide:

1. Calcular las frecuencias naturales usando un programa informatico como
Mathematica.

2. Si ordenamos las frecuencias de mayor a menor, ;Qué modo es el que
entrarfa en resonancia si hay un temblor de tierra con frecuencia w =~
2seg~1? (en este caso, el edificio probablemente se derrumbarfa...).

3. (Existe peligro de derrumbamiento para un temblor de tierra con fre-
cuencia w ~ 7seg~17.

Una guia: la frecuencia natural mas pequena es wy; = 0,6611 y la més grande
es wy = 6,1863seg™! ;cudl es el resto?.

La cuerda vibrante discreta

Yk

Yk—1

Ye+1

Y
&

(k - 1a k::a (k -|— 1a

Figura 2.13: Cuerda vibrante discreta

Supongamos que tenemos N particulas de masa m unidas unas a otras
por medio de cuerdas elasticas de masa despreciable y tensién T, separadas
una distancia horizontal x = a =constante, cuyo movimiento se produce en la
direccién del eje y, como el la figura 2.13. Sobre la particula k actia la fuerza
debida a sus vecinas (k—1) y (k4 1), de manera que la segunda ley de Newton
dice que:

d? — Yp— — T
m& Yk _ _pYk T Y1 pYk T Ykt L
dt? a a ma

(Yr—1 — 20k + Yrt1)-

Si los extremos de la cuerda son fijos, tomaremos yg = 0 = yn+1. En el limite
al continuo de muchas particulas, N — oo,a — 0, conservando la masa total
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M = Nm, de manera que > — o = % =constante (densidad) se obtiene la

ecuacion de ondas para las oscilaciones transversales de una cuerda:

0?y(t, ) _ 2 0?y(t, )
ot2 ox?

donde ¢ = T/o es la velocidad al cuadrado de la onda, y donde hemos usado
la versién discreta de la derivada segunda:

Yr—1 = 2yk +yks1  Py(t, )
a? - 0a?

, para a — 0
r=ka

Ejercicio 2.1.10. Discuta los modos normales de vibracién para una cuerda
discreta con N = 2,3,4,... masas.

Ejercicio 2.1.11. (Préactica de ordenador) Consulte la pdgina 169 de la
referencia [2] para una animacién gréfica del movimiento de la cuerda vibrante
con Mathematica.

2.2. Analogias eléctricas. Leyes de Kirchhoff

L 3T
L
_|_
B() r\) —0
AN
R

Figura 2.14: Circuito RCL

La ecuacién diferencial que modela las vibraciones eléctricas (variacién de
la carga ¢(t) en el tiempo) en un circuito RCL, con una resistencia de valor R,
un condensador de capacidad C, una bobina de inductancia L y una fuente de
alimentacién de fuerza electromotriz E(t) en serie, viene dada por la segunda
ley de Kirchhoft (“la suma de las caidas de tensién o voltajes en los elementos
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de un circuito debe ser igual a la fuerza electromotriz aplicada”):

. . 1
Lj + R + —q = E(t),
-~ ~~ O
VL Vr
Ve

donde Vi, = L{ denota la caida de tensiéon en la bobina, Vg = Rq la caida
de tension en la resistencia y Vo = %q la caida de tensién en el condensador.
Todo lo dicho para las vibraciones mecanicas puede traducirse directamente a
las eléctricas sin més que hacer la siguiente identificacion:

CONCEPTO MECANICO +«— CONCEPTO ELECTRICO

desplazamiento x(t) s carga q(t)
masa m — inductancia L
viscosidad ¢ — resistencia R
cte. resorte k — capacitancia 1/C
fuerza externa Fey () «——  fuerza electromotriz E(t)

Ejercicio 2.2.1. (Radio de galena). Una radio de galena consiste en un circuito
RCL con capacitancia de C faradios (F') variable. Dadas una inductancia de L
henrios (H) y una resistencia de R ohmios (£2), ;qué valor de C' hace que su
circuito entre en resonancia con una emisora que emite a w = 1000 kHz?.

2.2.1. Transformador eléctrico

Ry

R, @ Ls| |, @/

Figura 2.15: Transformador eléctrico

Un transformador eléctrico consiste basicamente en dos circuitos RL acopla-
dos magnéticamente como en la figura 2.15. El flujo variable que genera la cor-
riente primaria I; del circuito 1 (derecha) en el circuito 2 (izquierda) induce
una tension en el circuito 2 de la forma L12%, y viceversa, donde Lis es la

inductancia de acoplamiento (se asume que L%2 < L1 Ls). Es decir, la variacién
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de las corrientes I; e Is en el tiempo viene dada por el sistema de ecuaciones
diferenciales:

dl dI,

12dt+ 2 + Rolo 0
dls dl;

Lip— + L1— I, = E(t
12dt+ 1dt+R11 (t)

Este sistema de ecuaciones de primer orden acopladas se puede escribir en
forma compacta como L[D]|I = E(t) donde I = (I1,12), E = (0,E) y

_ L12D LoD + Ry
LD} = ( LiD+ Ry LoD ) '

Para desacoplar el sistema podemos recurrir al método de triangulacion de
Gauss para la matriz ampliada

= LoD LD + Ry 0
(LID]|E) = ( LD+ R, Li3D E(t) >

o también al método de Cramer:

LoD LoD+ Rs I 0 LoD + Ry
LiD+ Ry,  Li2D ! E(t)  LiaD

LsD LoD + R, I, — LD 0
LD+ R, L12D 2 7 | LiD+ R, E(t)

donde, como ya comentamos en la seccién 1.10, entendemos que DE(t) = E(t).
Teniendo en cuenta esto las ecuaciones anteriores quedan:

(L1Ly — L3,) 11 + (R1Lo + RoLy)[; = RoE(t) + LoE(t)
(L1Ly — L}y) 1o + (RiLa + RoLy)l; = —LypE(t).
Para el caso de fuerza electromotriz constante E(t) = E, (corriente contin-

ua) la solucién general de este sistema de EDOs se puede ver que es (hdgase
como ejercicio):

I = Cie™ 4 0y’ + Ey/Ry
1
L, = LR ((L1L2 — L%2)(04016at + ﬁCQGﬁt) + L2R1(C'160‘t + Cgeﬂt))
12412
1 —(RyLy+ RoLy 4+ /(RiLy + RoL1)? + 4L, R Ry
a,f = = 5 <0
2 LiLy — L3,

donde C4,Cs son constantes de integracion arbitrarias. También se puede de-
mostrar que I1(t — o00) = Eg/Ry, I2(t — oo) = 0 utilizando el hecho de que
L%Q < LqLs.

Ejercicio 2.2.2. Repita el problema para una fuerza electromotriz variable
E(t) = Egsen(wt) (corriente alterna). ; Existe posibilidad de resonancia?.
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2.3. Problemas de mezclas

2.3.1. Renovacion de un liquido y ventilacién de una galeria

ce gr/tl
l re ¢/min

z(t) gr
Vi(t) e

—

rs £/min

Figura 2.16: Renovacién de un liquido

Un depdsito de V; litros contiene una disolucién compuesta por un co %
(gramos/litro) de soluto (sal, alcohol, monéxido de carbono, contaminantes,
etc) y un (100 — ¢o) % de disolvente (agua, aire, etc). Mediante un tubo se in-
troduce en el depésito una segunda disolucién que contiene un ¢, (gramos/litro)
de soluto a un ritmo de entrada de r litros/minuto. Al mismo tiempo se vacia el
depdsito a un ritmo de salida de rg litros/minuto (véase figura 2.16). Suponien-
do que la solucion del depédsito se agita constantemente, se trata de hallar la
cantidad de soluto z(7T") que queda en él después de T minutos. La variacién de
la cantidad de gramos de soluto por unidad de tiempo en el recipiente es igual
a los gramos que entran menos los que salen por unidad de tiempo:

dx
—7 = TeCe — T'sCs

dt

donde 7. y 75 son los ritmos de entrada y salida (en litros por minuto) y ¢, y
¢s son las concentraciones de entrada y salida (en gramos por litro). A su vez,
la concentracién de salida ¢; = 2(t)/V (t) es igual a la cantidad de soluto x(¢)
en el recipiente por unidad de volumen V' (t) = (re — r5)t + Vp en ese instante.
Asi, la ecuacion diferencial que describe el proceso es:

z(t) + VT(St)x(t) = TeCe
(ecuacién lineal de primer orden) con la condicién inicial z(0) = ¢oVp. La

solucion general se escribe como:

z(t) = e~ v dt (/ receel 7t + C)
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donde
Ts Ts
= 1 _
@ dt —— n((re —rs)t+ Vp)

/recee-f v g — /rece((re —rs)t+ W) re=rs dt, (2.4)
donde se ha usado la identidad a® = e?™(@),
Si la concentracion de entrada c. es constante y los ritmos de entrada y
salida son iguales r. = r; = r (es decir, el volumen de disolucién se mantiene
constante V' (t) = Vp), las solucién se simplifica bastante:

z(t) = c.Vo + Ce W,

donde la constante C' se calcula imponiendo la condicién inicial 2(0) = ¢oVo =
C = (¢g — ce)Vp. Asi, la cantidad de soluto en el depésito en el instante T seré:
z(T) = c.Vo + (co — ce)Voef"LoT. Este tltimo caso se presenta en wventilacion
de galerias.

Ejercicio 2.3.1. Resuelva la integral (2.4) el caso en que r. # r4 (constantes)
Yy c. constante.

Ejercicio 2.3.2. Resuelva la integral (2.4) el caso en que r. = r4 (constantes)
y co(t) = ae Pt 0 < a < 1. Interpretacién: Si 3 > 0 significa que cada vez
entra menos soluto en el tanque.

Ejercicio 2.3.3. Un depésito de 50 litros contiene una solucién compuesta por
un 90% de agua y un 10% de alcohol. Mediante un tubo se introduce en el
depdsito una segunda solucién que contiene agua y alcohol a partes iguales, a
un ritmo de 4 1/min. Al mismo tiempo se vacia el tanque a una velocidad de 5
1/min. Suponiendo que la solucién del depdsito se agita constantemente, hallar
el alcohol que queda en él después de 10 minutos. Solucidn: x(10) ~ 13,45 litros

Ejercicio 2.3.4. Un estudiante de cuarto de Ingenierfa Industrial decide poner
fin a su vida porque no entiende las ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden. Para ello construye un dispositivo que consta de (a) una conduccién que
comunica el tubo de escape de su coche con el habitdculo interior y (b) una
bomba que extrae aire del interior del vehiculo y lo expulsa al exterior. Una
vez que el coche se pone en marcha, la conduccién introduce en el vehiculo
un 80 % de mondxido de carbono CO (c. = 0,8) a una velocidad de r, = 1
litros de aire por segundo) y una bomba extrae aire del interior a la misma
velocidad. EI volumen del habit4culo interior es de Vy = 3 m3 y se admite que
en todo momento el CO se distribuye de forma homogénea por el habitaculo.
El coche es blindado y ha sido trucado para no poder abrirse desde dentro y
para que el motor no pueda apagarse una vez arrancado. Al iniciar el proceso
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de suicidio, el estudiante se arrepiente y, tras desesperados y fallidos intentos
por salir del coche, recuerda que guarda un teléfono mévil en la guantera, el
cual usa para llamar a su madre. Si una proporcién de un 5% de mondxido
de carbono es letal y la madre tarda 5 minutos en llegar, jconsigue salvarse
nuestro estudiante?.

Solucidn: una concentracion del 5% se alcanza en 193.6 segundos (es decir,
algo mds de tres minutos). “Mala suerte”.

Ejercicio 2.3.5. En una galeria subterranea de dimensiones 15 x5 x 1,2 metros
existe una concentracion de COy del 0,2%, por lo que se trata de renovar
esa atmésfera con aire del exterior, cuya concentracién de CO4 es del 0,05 %,
mediante ventiladores a una velocidad de 9m?/min. Hallar la concentracién de
COs en la galeria transcurridos 20 minutos.

Solucién: x(20) = 0,063, ¢(20) =0,07%

Ejercicio 2.3.6. El lago Erie tiene un volumen de 458 km? y el flujo de entrada
y salida se realizan ambos a razén de 175 km? por afio. Suponga que inicial-
mente su concentraciéon de contaminantes es de 5 gramos de contaminante por
cada litro de agua, y que la concentraciéon de contaminantes que ingresa en
el agua del lago es de 1 gramo por litro. Suponiendo que el agua se mezcla
perfectamente en el lago, ;cuanto tiempo pasara para que la concentracion de
contaminantes en el lago se reduzca a 2 gramos por litro?.

Solucion: 3.628 afios

2.3.2. Mezclas muiltiples

Consideremos ahora dos tanques de disolucién conectados como se indica en
la figura 2.17. El tanque 1 contiene x1 (t) kilos de soluto en V; litros de disolucién
y el tanque 2 tiene x5 (t) kilos de soluto en V4 litros de disolucién. La disolucién
se bombea de un tanque a otro con velocidades k15 litros/min y ko litros/min.
Por otro lado, al tanque 1 se incorpora disolucién con una concentracion c. a
razén de kq litros/min y del tanque 2 escapa disolucién a razén de ks litros/min.
Se trata de calcular la cantidad de soluto en ambos tanques transcurrido un
tiempo T si inicialmente habia z(0) = xgo) y z2(0) = xgo) kg de soluto.

La variacion de la cantidad de gramos de soluto por unidad de tiempo en
el recipiente 1 es igual a los gramos que entran menos los que salen por unidad
de tiempo:

dxq X2 Z1
— =kice + ko1 ——~ — k1g——,
R AT R ATy
y analogamente para el recipiente 2:
dzxo 1 Z2
— =kio—— — (k ko) ——.
FTAD) (ka1 + k2) Va(t)
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Vl 1 VZ 1
x1(t) gr zo(t) gr
k12 l/mln ﬂ

kL 1/min

Figura 2.17: Mezclas en tanques de salmuera

Este constituye un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias lineales
de primer orden acopladas. Simplifiquemos suponiendo que k1o — ko1 = ko
y ko1 + k1 = k12, o sea, que los volimenes Vo y Vi de los tanques 2 y 1
(respectivamente) se mantienen constantes (es decir, consideramos coeficientes
constantes). Este sistema se puede escribir en forma compacta como L[D]# = E
donde & = (z1,22), E = (kice,0) y

D+ k2 —kn
L[D}:< _1%;/1 D+k‘g21‘;i2-k2 .

Para desacoplar el sistema podemos recurrir al método de triangulacién de
Gauss para la matriz ampliada o, al igual que hicimos para el transformador
eléctrico, al método de Cramer:

~ba pilatk |TLT g poy kath
k k k
Diky | Dk ke
_kip D + katks T2 = _ ki 0
Vi Va Vi

donde ahora entendemos que Dc,(t) = ¢.(t).

Ejemplo 2.3.7. Considere dos tanques de salmuera conectados como se indica
en la figura. El tanque 1 contiene z1(t) kilos de sal en V4 = 100 litros de
salmuera y el tanque 2 tiene x4(t) kilos de sal en V5 = 200 litros de salmuera.
La salmuera se bombea de un tanque a otro con velocidades k15 = 30 1/min y
ka1 = 10 1/min. Por otro lado, al tanque 1 se incorpora agua salada con una



2.3. Problemas de mezclas 45

concentracién dependiente del tiempo c. = te™! kg/{ (represente graficamente
esta funcién e interprétela), a razén de k. = 20 1/min y del tanque 2 escapa
salmuera a razén de ks = 20 1/min. Se trata de calcular la cantidad de sal en
ambos tanques transcurridos 2 minutos si inicialmente habfa x1(0) = z2(0) =
10 kg de sal.

Solucion: Sustituyendo los datos en las ecuaciones anteriores tenemos y multi-
plicando por 400 tenemos que la ecuacién para x1(t) es:

40041 + 18041 + 1221 = 8000e~t — 6800te "

cuya ecuacién caracteristica tiene por raices:

-9+ +v33
40007 +180A +12 =0 = Ay = 0 ~ —0,081, —0,3686.
Ensayando una solucién particular del tipo z1,(t) = (A + Bt)e ", resolvien-
do A y B por el método de los coeficientes indeterminados e imponiendo las

condiciones iniciales se obtiene que:

i(t) = SEE0G {5(298881 + 33107v/33)e* -~ + 5(298881 — 33107v/33)e*+
—1650(1475 + 986t)e '}
1
zo(t) = 9251 {—10(8162 + 8315v/33)e™ -t — 10(8162 — 8315v/33)e

—1650(115 + 58t)e "} .
Sustituyendo ¢ = 2 tenemos: x1(2) ~ 15,53, z2(2) ~ 14.

Ejercicio 2.3.8. Idem que el ejercicio anterior, pero ahora se incorpora agua
pura al tanque 1. Calcule la cantidad de sal en ambos tanques transcurrida una
hora si inicialmente habia z1(0) = z2(0) = 25 kg de sal.

Solucion: x1(60) ~ 0,078, x2(60) = 0,34. Las raices de la ecuacién caracteristi-
ca son Ay = —0,081, \_ = —0,3686.

Ejercicio 2.3.9. Idem que el ejercicio anterior, pero ahora V; = 100 y Vo =
300, k12 = 25 £/min y koy = 15 ¢/min. Por otro lado, al tanque 1 se incorpora
agua salada, con una concentracién dependiente del tiempo ¢, = e~*/2 keg/¢,
a razén de k. = 10 ¢/min y del tanque 2 escapa salmuera a razén de ks = 10
£/min. Calcule la cantidad de sal en ambos tanques transcurridos 2 minutos si
inicialmente habia z1(0) = z2(0) = 5 kg de sal.

Solucion: x1(2) = 13 kg,x2(2) = 9 kg

Ejercicio 2.3.10. Idem que el ejercicio anterior, pero ahora V; = 100 y Vo =
200 litros de salmuera, k12 = 20 ¢/min y k23 = 10 ¢/min. Por otro lado,



46 Capitulo 2. Sistemas Mecanicos, Eléctricos, Markovianos y Flujos

al tanque 1 se incorpora agua salada, con una concentracién dependiente del
tiempo c. = sen(¢/2) kg/¢, a razén de ke = 10 ¢/min y del tanque 2 escapa
salmuera a razén de ks = 10 £/min. Calcule la cantidad de sal en ambos tanques
transcurridos 2 minutos si inicialmente habia z1(0) = z2(0) = 10 kg de sal.
Solucion: x1(2) = 15,666 kg,r2(2) ~ 12,423 kg

Ejercicio 2.3.11. (Practica de ordenador). Considere cuatro tanques de
salmuera colocados en los vértices de un cuadrado y conectados por los lados
del cuadrado, como muestra la figura 2.18, con volimenes iniciales de V; =
100,V = 200,V = 300 y V4 = 400 litros respectivamente. La salmuera se
bombea de un tanque a otro en sentido horario con velocidades k1o = 20
£/min, kog = 20 ¢/min, k34 = 10 ¢/min y k41 = 10 ¢/min. Por otro lado,
al tanque 1 se incorpora agua salada, con una concentracién dependiente del
tiempo ¢, = te™? kg/l, a razén de k., = 10 £/min y del tanque 3 escapa
salmuera a razén de ks = 10 ¢/min. Realize una representacién grafica de la
cantidad de sal en cada tanque en los primeros 20 minutos, si inicialmente
habia z1(0) = z2(0) = x3(0) = x4(0) = 10 kg de sal. Ayuda: consulte la pagina
114 de la referencia [2] y use el comando NDSolve para la solucién numérica de
EDOs con Mathematica, descrito en la pagina 116 de la referencia [2] .

l keﬁce

|2
3

klZ

Y
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k41 k23

Vi

A
=

k34

Figura 2.18: Mezclas mdltiples

2.4. Procesos de difusién

Consideramos problemas de difusién como, por ejemplo, flujos de calor entre
zonas a distinta temperatura. Sabemos que el calor “fluye” de las zonas ma&s
calientes a las mas frias, es decir, sigue la direccién contraria al gradiente de
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temperaturas: ~ ~
J(7t) = —kVT(7,1),

donde J denota el vector flujo de calor, k la conductividad térmica del material®
y T'(7,t) el campo de temperaturas en cada punto 7 del espacio y cada instante
de tiempo ¢. La ecuacién de continuidad (que en este caso coincide con la ley
de conservacién de la energia)
Qb)) _ o -
=V J(Ft
ot (%)
establece entonces que la cantidad de calor @) que ingresa o abandona por
unidad de tiempo un elemento infinitesimal de volumen dado es igual a la
divergencia (flujo por unidad de volumen) del vector flujo de calor a través de
las paredes. Sabiendo que la relacién entre calor y temperatura viene dada a
través de la expresién Q = cpT', donde p denota la densidad y ¢ la capacidad
calorifica del material, nos queda la siguiente Ecuacién en Derivadas Parciales:
oT (x,t 1=, K =0
o@,t) _ ——VJ(7t) = —V*T(7,1)
ot cp cp
que describe la evolucion en el tiempo de la distribuciéon de temperaturas en un
material. A esta ecuacién hay que unir condiciones iniciales y ciertas condiciones
de contorno. Estudiemos varios casos particulares.

2.4.1. Ley de enfriamiento de una sustancia

Antes de describir los procesos de difusién propiamente dichos, consideremos
el caso més simple de ley de Newton para el enfriamiento de una sustancia,
segin la cual, la velocidad a la que se enfria una sustancia al aire libre es
proporcional a la diferencia entre la temperatura de dicha sustancia 7"y la del

aire T, de la forma: d:git) =r(T, — T(t)).

Ejercicio 2.4.1. Si la temperatura del aire es 30° y la sustancia se enfria de
100° a 70° en 15 minutos, hallar el instante en que su temperatura es de 40°.
Solucion: t = (151n7)/1In(7/4).

Ejercicio 2.4.2. Justamente antes del mediodia el cuerpo de una victima
aparente de un homicidio se encuentra en un cuarto que se conserva a tem-
peratura constante de 20 grados centigrados. Al mediodia la temperatura del
cuerpo es de 30 grados, y a las 13 horas es de 25 grados. Considérese que la
temperatura del cuerpo en el momento de la muerte es de 36 grados, y que se
ha enfriado de acuerdo con la ley de Newton. ;Cudl fué la hora de la muerte?.

Ha conductividad térmica x depende en general de la direccién y la posicién (es decir, es
una matriz o, mejor dicho, un “tensor”). No obstante, nosotros consideraremos sélo materiales
homogéneos e isétropos para los cuales k es escalar y constante



48 Capitulo 2. Sistemas Mecanicos, Eléctricos, Markovianos y Flujos

2.4.2. Difusion del calor en un vastago

Para un vastago de longitud L, densidad lineal A\ y capacidad calorifica c,

la Ecuacién en Derivadas Parciales a estudiar es:
T (x,t)  k 9*T(x,1)

ot e 0x

(2.5)

con condiciones iniciales T'(z,0) = T (z) y de contorno, por ejemplo:
1. Extremos no aislados: T(0,t) = a,T(L,t) = b

2. Extremos aislados: 77(0,t) = T"(L,t) = 0 (variacién nula de temperatura
en los extremos)

La resolucion analitica de este tipo de ecuaciones sale fuera de los objetivos de
este volumen. No obstante, con vistas a soluciones numéricas, podemos dividir
el vastago en N trozos de longitud L/N (es decir, fijarnos sélo en los N + 1
puntos resultantes, contando los extremos) y sustituir derivadas por diferencias
finitas:
82T(5L', t) N kal(t) — 2T}, (t) + Tk+1(t)
Ox? (L/N)? ’

— L
=<k

donde estamos denotando Ty (t) = T'(kL/N,t), de manera que la Ecuacién en
Derivadas Parciales (2.5) queda reducida a un Sistema de N — 1 Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias de primer orden como:

. KkN?
Ty (t) = E(qu(ﬂ = 2T (t) + Th1(t) |, k=1,...,N =1,

con condiciones iniciales Ty (0) = T,EO), k=1,...,N —1y de contorno Ty(t) =
a,Tn(t) = b (para extremos en contacto con termostatos a temperaturas con-
stantes a y b, respectivamente). Cuando se alcanza el estado estacionario

Ti(t) =0=Tp = (Th-1+ Tht1)/2,

es decir, la temperatura en cada punto es la media aritmética de los puntos
adyacentes.

Ejercicio 2.4.3. Considere un vastago con L = 10,k = 1,LA = 1,¢ = 1,
y tome N = 3 trozos (es decir, 2 puntos interiores). Describa la evolucién
de la temperatura en el tiempo en dichos puntos, tomando como condicién
inicial T'(x,0) = 10 y como condicién de contorno: extremo izquierdo a tem-
peratura cero (T(0,t) = Tp(t) = 0) y extremo derecho a temperatura 100
(T(L,t) = T5(t) = 100). ;Cuél es la temperatura a largo plazo t — oo (estado
estacionario)?.
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Ejercicio 2.4.4. Repita el ejercicio anterior con extremo derecho a temper-
atura T'(L,t) = T3(t) = 100sen(t).

Ejercicio 2.4.5. (Préactica de ordenador) Considere un vastago con L =
10,k = 1,A = 1,¢ = 1, tome N = 6 trozos (5 puntos interiores) y descri-
ba graficamente la evolucion de la temperatura en el tiempo, tomando como
condicién inicial T'(z,0) = 10 y como condicién de contorno: extremo izquierdo
a temperatura Ty(t) = 0 y extremo derecho a temperatura Tg(t) = 100. {Cuédl
es la temperatura a largo plazo (estado estacionario)?.

Ejercicio 2.4.6. (Practica de ordenador) Véase la pagina 173 de la refer-
encia [2] para una animacién grafica de la difusién del calor en un véstago.

2.4.3. Difusién del calor en una placa

La ecuacion diferencial para la variacién temporal de la temperatura en
una placa rectangular de lados L, L,, densidad superficial o, conductividad
térmica k y capacidad calorifica c es:

0T(z,y,t) & (O°T(x,yt) 0O*T(zy,1)
Ox? oy?

ot co

con condiciones iniciales T'(z,y,0) = Ty(x,y) y ciertas condiciones de contorno
en los bordes, como por ejemplo T'(0,y,t) = T(Ls,y,t) = 0 = T(x,0,t) =
T(x,Ly,t) = 0. Con vistas a soluciones numéricas, podemos fijarnos en una
malla de (N, — 1) x (N, — 1) puntos interiores de la placa y, denotando por
T(iLy /Ny, jLy /Ny, t) = T; ;(t), sustituir derivadas por diferencias finitas:

O*T(x,y,1) LT () — 2T (1) + T 5 (1)
0x? Ly N (Ly/Ny)? ’

_ I T
o=REiy=R"]

y, de manera anéloga, para la derivada parcial segunda respecto de y. De esta
forma, la Ecuacién en Derivadas Parciales queda reducida a un Sistema de
(Ng—1) x (N, —1) Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden como:

KN? KNy
L= (T = 2T+ Tiyq s — Y (T i1 —2T i + T i41),
J CO’L%( 1,3 g+ Tix1,5) + CO_LZ( J—1 g T Tije1)

i=1,...,Ny—1,j=1,...,N, — 1.

Tomando por ejemplo L, = L, y N, = N, (placa cuadrada), en el estado
estacionario se verifica:

T;;(t) =0="T;; = (Tiy1; + Tic15 + Tijyr + Tij-1) /4,

es decir, la temperatura en cada punto es la media aritmética de los puntos
adyacentes.
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Ejercicio 2.4.7. (Practica de ordenador) Considérese la placa de la figura
2.19. Los lados de la placa coincidentes con los ejes X e Y se mantienen a
temperatura de 100 grados centigrados, mientras que los dos lados restantes
se mantienen a cero grados. Tomando como condicién inicial 7; ; = 50 grados,
i,7=1,2,y L =3,0 =k =c =1, describa la evolucién de la temperatura en
el tiempo. ;Cudl es la temperatura a largo plazo (estado estacionario)?.

00

00

.
Ty ‘

100 Lo g o - - - _ |-
by T,

Figura 2.19: Distribucién de temperaturas en una placa

Ejercicio 2.4.8. (Practica de ordenador) Considérese ahora una placa
como la de figura 2.19 pero con (N — 1) % (N, — 1) = 5*5 = 25 puntos
interiores, en vez de 4 como antes. Los lados de la placa coincidentes con los
ejes X e Y se mantienen a temperatura de 100 grados centigrados, mientras
que los dos lados restantes se mantienen a cero grados. Calcule la temperatura
en el estado estacionario T; ;(0o) y dibuje las isotermas con ayuda del comando
ListContourPlot (en la pagina 40 de la referencia [2]).

2.5. Sistemas dinamicos en tiempo discreto: pro-
cesos markovianos

Veamos ahora modelos de sistemas dindmicos en tiempo discreto. Nos re-
stringiremos a modelos de lineales de primer orden y, mas particularmente a los
llamados procesos markovianos, en honor a Markov. Son procesos descritos por
un sistema de ecuaciones en diferencias lineales homogéneo de primer orden

Tpp1 = ATy = 7, = AFZ,
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donde A se denomina matriz de transicién y &y es la condicién inicial. Veamos
varios ejemplos.

2.5.1. Flujo de clientes

Supongamos que en una cierta ciudad existen dos companias eléctricas A y
B encargadas del suministro. Cada ano, uno de cada diez usuarios de A decide
cambiarse a B, y viceversa, dos de cada diez abonados a B se pasan a A. Si
denotamos por Ag e By la cantidad de clientes que A y B tienen respectivamente
este ano y suponemos que la ciudad no crece. Se trata de determinar el nimero
de clientes que tendra cada compania al cabo de k anos y extrapolar a k muy
grande (k — o0).
Solucion: Este sistema se puede modelar por la ecuacién en diferencias (1.16)
del capitulo anterior. Si denotamos por @y = (Ag, By) la cantidad de clientes
en cada compania el afio k, la matriz de transicién viene dada por A =
9/10 2/10
(1/10 8/10
agonalizacién A = PDP~!. Es facil ver que:

([ 7/10 0 -1 2 o112
o= (1) =) ()

y, con un poco de algebra llegamos a que:

gL ( 2+ (7/10)%  2(1 — (7/10)%) >

). Para calcular la potencia k—ésima de A procedemos a su di-

3\ 1—(7/10)F  1+42(7/10)%
con lo cual
A = S+ T10/940+ (- (7/10)9)Bs,
B, = %(1 — (7/10)%)A¢ + %(1 +2(7/10)%)By

y las distribuciones a largo plazo:

Aoo = ;AQ + %Bo, By = éAo + %Bo.
Observacién 2.5.1. En todos estos modelos (procesos markovianos), los ele-
mentos de cada columna en la matriz de transicion A son positivos y suman
1 (son wvectores de probabilidad). Eso hace que sus autovalores sean positivos
y menores o iguales que 1. Puede demostrarse que A* tiene entonces todas
sus columnas iguales al autovector ¥ con autovalor A = 1 (convenientemente

normalizado). En nuestro caso v = (2,1) y A® = % (? ?) .
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Ejercicio 2.5.2. En un supermercado se venden tres tipos de cereales para el
desayuno A,B y C. Cada semana la misma cantidad de clientes compran una
caja de uno de los tres tipos de cereales de acuerdo con los siguientes habitos:

= De los que compran el tipo A una semana, las tres quintas partes lo
vuelven a comprar la semana siguiente, la quinta parte compra el tipo B
y la quinta parte compra el C.

= De los que compran el B una semana, las tres quintas partes vuelven a
comprarlo a la semana siguiente, la quinta parte se pasa a A y la otra
quinta parte se decide por C.

= De los que compran C una semana, las tres quintas partes compran B a
la semana siguiente, la quinta parte compra el A y sélo una quinta parte
sigue con C.

Si esta semana el 60 % de los cereales vendidos han sido del tipo A y el 30 %
del B,

a) ;Cudntas semanas deberan pasar para que las ventas de B superen a las de
A?

b) El encargado del supermercado estd interesado en conocer los valores a los
cuales se acercaran los porcentajes de venta de cada uno de los tipos de
cereales al cabo de muchas semanas. jEs posible ayudarle?.

0 -1 5/3
Solucidn: valores propios: 0,2/5,1; matriz de paso: P = | -1 1 7/3],
1 0 1

distribucién inicial Zy = (Ag, Bo, Co) = (0'6,0’3,0'1), distribucién al cabo de k
semanas:

Ay %(154— 12(2/5)F)
i, = AFzy = [ Be | = [ o5(42 — 24(2/5)%)
Cy. 1/5
a) Si By = Ap = (2/5)f =1/d=k = }Eg?gg ~ 1,5 lo que quiere decir que, en

la segunda semana k = 2 las ventas de B superan a las de A. b) Distribucién
a largo plazo: Aoo = 1/3, B = 7/15,Co = 1/5.

Ejercicio 2.5.3. En un pais existen tres companias aseguradoras de vehiculos
A,B y C. Supéngase que:

= Para limitar la contaminacién, el niimero de licencias se mantiene con-
stante.

= Al cabo de un afno el 50% de los asegurados en A renueva su pdliza
mientras que el 25 % se pasa a B Y el 25 % restante elige la compania C
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= Respecto a los asegurados en B, al cabo de un ano el 40 % permanece en
la. compaiia, el 30 % cambia su pdliza a A y el 30% se pasa a C.

= Por ultimo, el 25 % de los asegurados en C renueva su seguro en la misma
aseguradora al cabo de un ano, el 50 % se pasa a A y el resto elije a B.

A la vista de los datos:

a) Plantear un modelo que represente la distribucién de los seguros entre las
diferentes companias al cabo de n anos.

b) ;Cudl serd dicha distribucién a largo plazo, independientemente de la dis-
tribucién inicial?

-1 -4 5/3
Solucidn: valores propios: 0,3/20,1; matriz de paso: P = [ 0 3 10/9|,
1 1 1

As =15/34, By, = 10/34, Cs, = 9/34

2.5.2. Dinamica de poblaciones

Se sabe que en un bosque la poblaciéon de zorros y conejos en el momento
actual es de zg y ¢o ejemplares respectivamente. Se sabe asimismo que, al cabo
de un mes, el nimero de conejos es igual a la mitad de los que habia el mes
anterior y que la poblacién de zorros es igual a la cantidad de ellos que habia
el mes anterior méas la mitad de la poblaciéon de conejos que habia dicho mes.
Con estos datos, se trata de:

a) Calcular cudntos zorros y cuantos conejos habra al cabo de k meses.

b) (Es posible decir cudl serd la situacién cuando pase mucho tiempo?

El vector Zx = (ck, z;) nos da el niimero de conejos y zorros en el mes k y la
1/2 0
1/2 1
la potencia k—ésima de A procedemos a su diagonalizacién A = PDP~!. Se
puede comprobar que:

(2 1) (3 ) -3 )

y, con un poco de algebra llegamos a que:

(O )

matriz de transicién es A = ( ) , de manera que &), = A*#,. Para calcular
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con lo cual
ek = (1/2)co =F coo =0, 2z = (1~ (1/2))co + 20 = 200 = co + 20,

que nos da el nimero de conejos y zorros en el mes k a partir de la distribucion
inicial, asi como su distribucién a “largo plazo” (k — o0); por ejemplo, vemos
que al final la poblacién de conejos se extingue (coo = 0).

Ejercicio 2.5.4. Se quiere saber cudl seria la distribucién de poblacién limite
—al cabo de mucho (“c0”) tiempo— en un caldo de cultivo compuesto por tres
tipos de especies distintas A, B, C' en las siguientes condiciones. Si denotamos
por 7(0) = (xff), acg_g), a?(co)) las cantidades iniciales de individuos de cada especie,

la poblacién de cada una de ellos evoluciona de la siguiente forma: a) al cabo de
un dia, la poblacién xfj) de individuos del tipo A es § veces la del dia anterior,

con 0 < 8 < 1. b) La poblacién :Cg) es igual a « veces la del dia anterior (con
0 < a<1)mas %xf). ¢) La poblacién mg) es la del dia anterior mas %xg). Se

pide:

1. Escribir en forma matricial Z(™ = M"#©) la evolucién en el tiempo de
la poblacion.

2. Determinar para qué valores de a y 3 la matriz M no es diagonalizable.

3. Determinar cémo queda la distribucién de poblacién al cabo de mucho
tiempo (es decir, calcular #(°)) para el caso o = 1/2'y 3 = 1/3.

Ejercicio 2.5.5. Tenemos tres tipos de plantas: tipo AA, tipo Aa y tipo aa
en las siguientes condiciones:

1. Supongamos primeramente que mantenemos los tres tipos separados y
sujetos a una continua auto-fertilizacién, de manera que las plantas de
tipo AA producen sélo plantas de tipo AA en la siguiente generacidn;
analogamente, plantas del tipo aa producen sélo plantas del tipo aa. Por
el contrario, plantas del tipo Aa producen una mezcla de las tres en las
siguientes proporciones: 1/4 del tipo AA, 1/4 del tipo aa y 1/2 del tipo Aa.
Si denotamos por (x(lo), :céo) x:go)) las proporciones iniciales de plantas del
tipo AA, Ab, aa, respectivamente. Calcular: a) la proporcién de plantas
(gcgn)7 wén), xén)) de cada tipo al cabo de n generaciones en funcién de las
cantidades iniciales. b) ;Cémo queda la distribucién de plantas al cabo
de muchas (n — 00) generaciones?.

bl

2. Supongamos ahora que se elige una planta del tipo AA para fertilizar a
las demaés en sucesivas generaciones. Sabiendo que al cruzar plantas del
tipo AA con plantas del tipo Aa se produce: 1/2 de AA més 1/2 de Aa,
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y que al cruzar plantas del tipo AA con plantas del tipo aa se producen
s6lo plantas del tipo Aa, se pide: ;Cuantas plantas de cada tipo habra al
cabo de n generaciones?. ;Y al cabo de muchas generaciones?.

Ejercicio 2.5.6. Fibonacci construye el siguiente modelo para el crecimiento
de conejos: supone que cada pareja cria una nueva pareja cada mes y que,
después de dos meses, cada nueva pareja se comporta igual. Supongamos que
en el momento inicial hay una pareja adul‘ia y sea F} el nimero de parejas

k
nacidas el k-ésimo mes. Probar que Fj, = )\1’\71)\2 - )\1’\72)\2 donde \; = (1++/5)/2

¥ A2 = (1 —/5)/2 son los autovalores de la matriz (1 é)
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3.1. Respuesta forzada a entradas especiales
Nos proponemos calcular la respuesta forzada de ecuaciones de primer
T+ ax = f(t)

y segundo orden
&+ 287 4+ wir = f(t)

con coeficientes constantes para algunas entradas o excitaciones f(t) especiales
definidas a trozos. Consideraremos el caso de condiciones iniciales nulas: z(0) =
0y #(0) = 0, de manera que la solucién general para entrada o excitacién nula
(o respuesta natural) serd directamente nula.

Para el caso de la ecuacién de primer orden, recordamos que la soluciéon con
condicidn inicial x(tg) = x¢ estd dada por la expresién (1.6) del Capitulo 1. Es
interesante notar que, para xgy = 0, dicha solucién puede escribirse como un
producto de convolucion:

x(t) = [z * fI(t) = /o xp(t —7)f(r)dr

donde el primer factor z;, (t—7) = e~*!~7) se corresponde con una solucién de la

ecuacién homogénea (‘“respuesta natural o impulsiva”) desplazada en tiempo
una cantidad 7 y el segundo factor es la entrada o excitacién f(t). Veremos
més adelante (cuando tratemos la “funcién de transferencia” en las secciones
4.3 y 5.2) que esto es una caracteristica general de las ecuaciones lineales con
condiciones iniciales nulas.

3.1.1. Respuesta forzada a la entrada escalén o salto

us(t)

A

Figura 3.1: La entrada escalén unitario
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Se define la funcion escalén unitario (salto o funcién de Heaviside) como:

0, t<0
“S(t){ 1, t>0

El escalén general de magnitud fy se define como fs(t) = fous(t). Un
ejemplo de sistema fisico cuya salida se aproxima a una funcién escalén es un
interruptor conectado a una fuente de voltaje constante de magnitud fo.

Ecuacién de primer orden

La respuesta forzada de la ecuacién de primer orden (con condicién inicial
nula) a la entrada escalén serd entonces (recuerde la solucién general dada en
la seccién 1.1.2):

t
.’Es(t) — /0 e—a(t—T)fS(T)d’T = { %(1 _ e_at)7 i i 8 } = @(1—6_at)us(t).

a
(3.1)
Ejercicio 3.1.1. Represente graficamente esta respuesta forzada.

Si la entrada escalén ocurre ahora en un tiempo ¢t = T # 0, la respuesta
forzada aparece desplazada o trasladada en un tiempo 7' como sigue:

_h

a

x5(t) (1 — e C=Dyg(t — T).

Ecuacién de segundo orden

Para el caso de la ecuacién de segundo orden,
i+ 2B + wiz = fs(t),

la respuesta forzada se obtiene, como de costumbre, sumando a la solucién
general de la ecuacion homogénea una solucién particular de la no homogénea.
Como el estimulo fg(t) estd definido a trozos, la ecuacién habréd que resolverla
por separado en cada trozo e imponer condiciones de continuidad para z y &
en los instantes en que se produce el salto (finito) de fs(t) (en este caso, en
t=0).

= La solucién general para ¢ < 0 coincide en este caso con la solucion
general de la ecuacién homogénea z(7)(t) = x4 4. (t), ya que fs(t) =0
para t < 0. Al imponer condiciones iniciales nulas, z(0) = 0y #(0) = 0,
se comprueba facilmente que m(_)(t) = 0 para cualquiera de los casos:
subamortiguado (8 < wp), critico (8 = wy) o sobreamortiguado (5 > wp).
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» La solucién general para t > 0 es (1) (t) = x4, (t) + x,(t) donde se
comprueba facilmente que z,(t) = % es una solucién particular para
0

fs(t) = fo. Tomemos por ejemplo el caso subamortiguado (8 < wy), para
el cual 5 4.5 (t) = Acos(wt — ¢). Las condiciones de continuidad de z y
4 en t = 0 nos dan los valores de la amplitud A y el desfase ¢:

+)(0), }éA— —Jo ¢ = arctan(f/w).

wow’
Asi, la respuesta forzada en cualquier instante de tiempo queda como:

() = 32 (1 - % cos(wt — qs)e*ﬁt) us(t). (3.2)

wg
Ejercicio 3.1.2. Represente gréficamente esta funcién para ¢ = /wg = 0 -
2,0-4y 0-8, tomando fy = wy = 1, con ayuda del comando Mathematica
Plot[{f1[x],f2[x],f3[x]}.{x,x0,x1}].

Ejercicio 3.1.3. Repita los cdlculos para los casos sobreamortiguado y critico.

3.1.2. Respuesta forzada a la entrada rampa

ug(t)

A

Figura 3.2: La entrada rampa unitaria

Se define la funcion rampa unitaria como:

0, t<0
“R<t):{ t, t>0

La rampa general de pendiente fq se define como fr(t) = four(t).
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Ecuacién de primer orden

La respuesta forzada de la ecuacién de primer orden (con condicién inicial
nula) a la entrada rampa serd:

t<0 fo

t
—a(t—T 0, —a
zR(t) = /o e ) fp(r)dr = { (et 4 at—1), t>0 } = a—Q(e " rat—1)ug(t).

(3.3)

Ejercicio 3.1.4. Represente graficamente esta respuesta forzada con ayuda
del comando Mathematica Plot[f[x],{x,x0,x1}].

Ejercicio 3.1.5. Si la entrada rampa ocurre ahora en un tiempo t = T # 0,
calcule la respuesta forzada.

Otra forma de obtener esta solucién es reconociendo que la rampa se obtiene
. X t .
integrando el escalén fr(t) = [, fs(7)dr, de manera que si denotamos por
zr(t) v xg(t) las respuestas forzadas a la rampa y al escalén [calculadas en
(3.3) ¥ (3.1), respectivamente], éstas estardn relacionadas también por zp(t) =

fot zs(T)dT (compruébese).
Ecuacién de segundo orden
Para el caso de la ecuacion de segundo orden,
i+ 283+ wiz = fr(t),

con condiciones iniciales nulas seguimos teniendo 2(~)(t) = 0. Una solucién
particular para ¢ > 0 resulta ser:

1 2
) = 5t - f)

Para el caso critico 8 = wq solucién general para t > 0 es:
2 (t) = (O + Cat)e™Pt + 2, (1)

y las constantes arbitrarias C, Cs se calculan imponiendo continuidad de z y
zent=0:

z(7)(0) = 2(0),

— 3 _ 2
:v(_)(O) _ {E(+)(O) } = Cl = 2/(,«)0,02 = 1/w0.

Asi, la respuesta forzada a la entrada rampa en cualquier instante de tiempo
queda como:

zp(t) = L ((52 +t)e P4t — 2) us(t).

)
Wy 0 wo
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Ejercicio 3.1.6. Represente graficamente esta funcién con ayuda del comando
Mathematica Plot[f[x],{x,x0,x1}].

Ejercicio 3.1.7. Repita los célculos para los casos sub y sobreamortiguado.

Ejercicio 3.1.8. Compruebe que la respuesta forzada a la entrada rampa x p (t)
puede obtenerse también como la integral zg(t) = fot xg(7)dr de la respuesta
forzada a la entrada escaldn.

3.1.3. Respuesta forzada a la entrada pulso

UP(t)

Yz

T

Figura 3.3: La entrada pulso de duracién T

Se define la funcion pulso unitario de duracion T como:

0, t<0
’U,p(t)z 1, 0<t<T
0, t>T

El pulso general de magnitud fo y duracidn T se define como: fp(t) = foup(t).
También se utiliza la notacién up(t) = xjo,7)(t) en términos de la funcion
caracteristica x; de un intervalo (o un conjunto) I, definida en general como:

1 si tel

X’(t):{ 0 si t¢l

Noétese que también up(t) = ug(t) —ug(t —T).

Ecuacién de primer orden

La respuesta forzada de la ecuacién de primer orden (con condicién inicial
nula) a la entrada pulso serd:
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» Para ¢ <0, al ser fp(t) = 0, se tiene que z(t) = x4 4p.(t) = Ce " y, al
imponer 2(0) =0=C=0=z(t) =0

» Para0 <t < T, z(t) = fot e~ =) fodr = Lo(1 — eat).

= Parat > T, al ser fp(t) = 0, volvemos a tener que z(t) = x5 4.1 (t) =
Ce™*, donde ahora la constante C' se calcula imponiendo continuidad
de z(t) en t = T, es decir lim; ,p- x(t) = lim;_,p+ x(¢). Utilizando la
solucién obtenida para 0 < t < T, tenemos que lim;_,r- x(t) = %(1 —
e~ ) y lim;_ 7+ 2(t) = Ce= T con lo cual, igualando ambas cantidades
tenemos que C = %(e“T -1)

Resumiendo, la respuesta forzada al pulso es:

0, t<0
rp(t) =< L(1—e9), 0<t<T . (3.4)
Le? —1)e=, t>T

0, en términos de la funcién caracteristica x:

_
7(1

- Jo _
zp(t) (1—e ") xpo,m + ;(eaT — 1) X7 00[-
Ejercicio 3.1.9. Represente graficamente esta respuesta forzada.

Otra forma alternativa de calcular la respuesta forzada al pulso es usando
la respuesta forzada al escalén. En efecto, La entrada pulso puede escribirse
como la diferencia de dos entradas escalén, fp(t) = fs(t) — fs(t —T), de igual
magnitud fy y, la segunda, desplazada un tiempo T respecto a la primera. Asi,
la respuesta forzada al pulso es también la diferencia:

ep(t) = ws(t) ~ ws(t —T) = 221 = Yug() — 20 - =Dyt - 1),

Ejercicio 3.1.10. Compruebe que esta solucién coincide con la dada en la
ecuacién (3.4)

Ejercicio 3.1.11. Si el pulso ocurre ahora en un tiempo t = t5 # 0, calcule la
respuesta forzada.

Ecuacién de segundo orden
Para el caso de la ecuacion de segundo orden,
F+28¢ +wiz = fp(t),

con condiciones iniciales nulas tenemos que
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» Parat <0, al ser fp(t) = 0, se tiene que z(t) = z5.4.1.(¢) v, al imponer
2(0)=2(0)=0=2()=0

» Para 0 < t < T, la solucién general es x(t) = xs.4.5.(t) + z,(t) donde
se comprueba facilmente que z,(t) = i—% es una solucién particular para
fp(t) = fo. Tomemos por ejemplo el caso subamortiguado (8 < wyp),
para el cual 5 g4 (t) = Acos(wt — #)e~Pt. Al igual que ocurria para la

entrada escalén, las condiciones de continuidad de x y & en ¢ = 0 nos dan
los valores de la amplitud A y el desfase ¢:

2(07) = (0™) wow’

;?(07) = (07, } = A= —fo ¢ = arctan(f/w).

Asi, la respuesta forzada para 0 < t < T queda como [véase ecuacién
(3.2)]: ;
0 wo —
== (1 - cos(wt — ¢)e ﬁt) . (3.5)

wWo

x(t)
= Por dltimo, para ¢t > T, al ser de nuevo fp(t) = 0, tenemos que z(t) =
Zs.g.5.(t) = Ccos(wt — ¢)e At Imponiendo continuidad de x y & ent = T
2(T7) = 2(T), #(T) = #(T)
y utilizando la solucién anterior (3.5) obtenemos los valores de la amplitud
C y el desfase ¢
Ejercicio 3.1.12. Calcule C'y ¢

Aligual que para la ecuacién de primer orden, otra forma alternativa de calcular
la respuesta forzada al pulso es usando la respuesta forzada al escalén

zp(t) =zs(t) —xs(t—T) = % (1 - % cos(wt — gb)e*ﬁt) ug(t)
0
= o (1 cost = 7) = e D) st~ 7).
O.)O w

Ejercicio 3.1.13. Compruebe que esta solucién coincide con la calculada por
el procedimiento directo (a trozos)

Ejercicio 3.1.14. (Entrada escalén rampado). Se define la funcidn escalon
rampado unitario como:

0, t<0
usr(t) = t/T, 0<t<T
1, t>T

El escalén rampado general de magnitud fy se define como fsgr(t) = fousr(t).
Se pide:
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T
Figura 3.4: La entrada escalén rampado unitario

= Encuentre la respuesta forzada al escalén rampado xgg(¢) para la ecuacién
de primer orden por el procedimiento directo, es decir, escribiendo la solu-
cion general en cada uno de los tres trozos e imponiendo continuidad de
z en los puntos de unién.

s Ignorando el hecho de que la derivada de fsg(t) no existe en los puntos
de enlace t = 0 y t = T, podemos decir que la “derivada” del escalén
rampado es el pulso de magnitud fy/T, es decir: fp(t) = TdeTi(t). Com-
pruebe que lo mismo ocurre con la respuesta forzada: zp(t) = T‘“Ziﬂf(t)

para la ecuacién de primer orden.

= Observando que el escalén es el limite de escalén rampado
fs(t) = Jm fsn(t),

compruebe que también zg(t) = limp_gxzsr(t) para la ecuacién de
primer orden.

3.1.4. Respuesta forzada al impulso: respuesta impulsiva

Definamos el pulso degenerado como §r(t) = Fup(t), es decir, un pulso
de magnitud % y duracién T, de manera que el area o fortaleza del pulso
degenerado es siempre [° 07 (t)dt = 1. Formalmente, el impulso unitario 6(t)
consiste en hacer tender a cero la duracién del pulso degenerado (“0(t) =
limp_,0 67(t)”), con lo cual su magnitud tiende a infinito. Asi, un impulso no
es fisicamente realizable, aunque siempre es posible aproximarlo por un pulso
degenerado de duracién muy pequena (véase figura 3.5). El impulso unitario
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do(t)
UTs = on,(t)
1Ty —3 b (1)
YTy b1, (1)
T’i Tz Tl t

Figura 3.5: Impulso unitario (Delta de Dirac) como “limite” de pulsos degenerados

también podria verse como la “derivada” de la rampa unitaria

(5(t) _ du;t(t)

(3.6)

en el sentido de que el pulso degenerado es la “derivada” del escalén rampa-
do unitario (“0p(t) = duzif(t)”) y el escalén es el limite del escalén rampado
ug(t) = limp_,o usr(t). Todas estas definiciones se pueden formalizar ain més
y esto constituye parte de la doctrina denominada Teoria de Distribuciones.
Para nuestros fines sera suficiente con saber que el impulso unitario (o distribu-
cién delta de Dirac, como también se la conoce) tiene sentido al hacer promedios
(integrales), cumpliendo que, ademds de [ fooo 0(t)dt = 1, para cualquier funcién
f(t) continua en un punto tq se tiene:

o) to+T
| st = tayie = Jim / FO0r(t —to)dt = f(to).|  (3.7)

La respuesta forzada al impulso f;(t) = fod(t) de fortaleza fy puede calcu-
larse, teniendo en cuenta la expresién (3.6), derivando directamente la respuesta
forzada al escaldn.

Ecuacién de primer orden

Utilizando (3.7) tenemos que la respuesta forzada al impulso de fortaleza
fo se puede calcular como:

t
z1(t) :/0 e“(tT)fz(T)dT—{ ?c;e_at’ iig }—foeatus(t). (3.8)
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Ejercicio 3.1.15. Otra forma de calcular la respuesta al impulso es utilizando

la expresién (3.6). En efecto, compruebe que también x;(t) = dm%p

Nétese que la respuesta forzada al impulso unitario (o respuesta impulsiva
x7) coincide con una solucién de la ecuacién homogénea, y que la respuesta

forzada a cualquier otra entrada f(t) es la convolucién (xy * f)(t) = fot xr(t —
7)f(7)d7T con la respuesta impulsiva z;. Mds adelante veremos que esto es
valido también para cualquier ecuacién lineal.

Ecuacién de segundo orden

Para obtener la respuesta impulsiva aqui, bastara con derivar la respuesta
forzada al escalén calculada en (3.2):

drg(t
zr(t) = w;t( ) = % (sen(wt — o)+ wﬁo cos(wt — (b)) e Pt
Ejercicio 3.1.16. Utilizando las identidades trigonométricas:
sen(a+b) = senacosbEsenbcosa
cos(a+b) = cosacosbFsenasenbd

2
y que tan ¢ = 3/w,cos ¢ = w/wp,w = wpy/1 — (u%) , demostrar que x; puede

escribirse también de forma compacta como:

zr(t) = fo sen(wt)e P,
w
Ejercicio 3.1.17. Encuentre la respuesta impulsiva para el caso critico (8 =
wp) y sobreamortiguado (8 > wp)

Ejemplo 3.1.18. (Examen Febrero 2006) Un depésito de V' = 1 litro de
disolucién contiene inicialmente x(0) = 0 gramos de sal. Mediante un tubo se
introduce en el depdsito salmuera, a un ritmo de entrada de r, = 1 litro/minuto,
cuya concentracién de sal c.(t) (en gramos/litro) varfa en funcién del tiempo
como la funcién “tienda de campana” f(t) de la Figura 3.6. Al mismo tiempo
se vacia el depdsito a un ritmo de salida de r; = 1 litro/minuto (véase Figura
2.16). Suponiendo que la mezcla del depésito se agita constantemente, plantea
la ecuacién diferencial que modela la evolucién en el tiempo de la cantidad de
sal z(t) y resuélvela. Solucidn: La ecuacién diferencial es & = f(t) — z(t) con
condicién inicial z(0) = 0, donde:

(
_Jt/m sioo<t<a (D)
FO=3 2" t/r s n<t<or (III)

0 si t>2m (
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f(t)

A

>

0 s 27

Figura 3.6: Funcién tienda de campana

es la funcion “tienda de campana” de la figura 3.6. Procedamos a resolver la
ecuacién diferencial & = f(t) — x(t) por trozos e imponer continuidad de z(t)
entre trozo y trozo.

@
(IT)

(I11)

(IV)

Es facil ver que x;(t) = 0,Vt <0

zr7(t) = xp(t) + 2,(t) donde z,(t) = Ce~'. Ensayando z,(t) = At + B
se tiene que A = 1/m, B = —1/7. La solucién general es pues xy;(t) =
Ce t+t/m—1/m. Imponiendo continuidad en t = 0, z;(0) = 0 = z7;(0) =
C = 1/7, con lo cual la solucién en el segundo trozo es:

1
rr(t) = ;(e‘t +t—1),si 0<t <.

zrr1(t) = xp(t) + x,p(t) donde zp(t) = Ce™*. Ensayando z,(t) = At + B
se tiene que A = —1/m, B = 2 + 1/7. Imponiendo continuidad en ¢ = 7,
zr(m) = L(e™ +m—1) = ayy(n) = C = (1 —2€™)/m, con lo cual la
solucién en el tercer trozo es:

1
zrrr(t) = ;((1 —2eMe P —t+2r+1), si T<t<2m.

zrv(t) = xp(t) = Ce™t. Imponiendo continuidad en ¢t = 27, z;(27) =
z1y(21) = C = (1 — 2¢™ + €*™) /7, con lo cual la solucién en el cuarto
trozo es:

1
xrv(t) = ;(1 —2e™ +e*et si t > 2m.

En resumen, utilizando la funcién caracteristica x podemos escribir la solucién
de forma compacta como:

x(t) = T11X[0,7) + TI1IX[r, 2] + LIV X[27,00]
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Ejemplo 3.1.19. (Examen Junio 2006) Un circuito RL con resistencia
R = 1Q e inductancia L = 1H, como el de la figura 3.7, por el que no circula
inicialmente corriente, se conecta a una bateria que le proporciona un voltaje
f(t) = sen(t) voltios durante 7 segundos. A continuacién se desconecta la
bateria. Plantea la ecuacién diferencial que modela la evolucién en el tiempo
de la intensidad I(t) que circula por el circuito y resuélvela. Solucidn: La

L

N @

Figura 3.7: Circuito RL

Figura 3.8: Rectificador de media onda

ecuacién diferencial es LI + RI = f(t) = I + I = f(t) donde

0 si t<0 (A)
ft)=1< sen(t) si 0<t<wm (B) .
0 si t>m )

es el “rectificador de media onda” de la figura 3.8. Procedamos a resolver la
ecuacion diferencial I+ 1 = f(t) por trozos e imponer continuidad de I(t) entre
trozo y trozo.

(A) Es facil ver que 14(t) =0,Vt <0
(B) Ip(t) = In(t) + I,(t) donde I;(t) = Ce~*. Ensayando I,(t) = C) cost +

Cysent se tiene que 02% = —(C. Imponiendo continuidad en ¢t = 0,
I4(0) =0 = 1Ip(0) = C = 1/2, con lo cual la solucién en el segundo
trozo es:

1 1
Ig(t) = ie*t - i(cost —sent), si 0 <t <.
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(C) Ic(t) = In(t) = Ce'. Imponiendo continuidad en t = =, Ig(w) =
Ic(m) = C = 1(1+4€7), con lo cual la solucién en el tercer trozo es:
1 ., 1 .
Ig(t) = 2¢ i(cost —sent), si 0 <t <.

Ejercicio 3.1.20. Se trata de realizar un estudio de las diferentes formas de
frenar un coche. Como funcién incégnita z(t) se considera la velocidad angular
w(t) de las ruedas traseras, y como modelo el de un rotor con amortiguamiento
viscoso:

dw(t)
17+ﬁ w(t) = M(t),

donde I = 50kg.m? es el momento de inercia, 8 = 0,5N.m.s es el coeficiente
viscoso y M (t) es el par de torsién de frenado (momento, en Newton por metro).
La velocidad inicial del coche es de w(0) = 50rad/s. Obtenga w(t) para los sigu-
ientes esquemas de frenado (una frenada completa es equivalente a un momento
de frenado de 800 N.m):

= El freno se aplica de forma gradual, aumentando linealmente desde cero
hasta el punto medio de un frenado completo durante 8 segundos, y luego

se suelta:
0, t<0
M(t)=4¢ —50t, 0<t<8
0, t>38
= Se aplica un cuarto de frenado completo durante 8 segundos, y luego se
suelta:
0, t<0
M(t)=4¢ —200, 0<t<8
0, t>8

= Se aplica un frenado completo durante 2 segundos y luego se suelta:

0, t<0
M(t)=4¢ —800, 0<t<2
0, t>2

= El momento de frenado aumenta linealmente desde cero hasta la mitad
de un frenado completo en 4 segundos y luego se suelta de manera lineal
hasta cero otros 4 segundos:

0, t<0
—100t, 0<t<4
—800+100t, 4<t<8
0, t>8

M(t) =
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Observe que la fuerza de frenado, segiin se determina por el drea bajo la curva
de —M(t), es igual en todos los casos. Represente gréficamente las soluciones
con ayuda del programa Matemdtica y compare las distintas estrategias de
frenado. ;Cudl preferiria usted?. Solucion: véase la referencia [1], pagina 285.

Ejercicio 3.1.21. Circuito RCL con bateria. Un circuito RCL con R = 500, L =
0,lH y C =5 x 107*F por el que no circula inicialmente corriente y con el

condensador descargado (es decir, I(0) = 0) se conecta a una baterfa que le

proporciona un voltaje de E voltios durante 10 segundos. Calcular la intensidad

I la carga () en el condensador pasado ese tiempo si:

1. E(t) = 110cos377t. Calcular el desfase ¢ de la parte estacionaria con
respecto al voltaje aplicado.
Solucion: I(t) ~ —0,3e~44 4+ 1,3¢=456 + 1,846 sen (377t — 0,575)

2. E(t) = 110. Solucion: I(t) = 2,67(e~ 44t — =456,

Ejercicio 3.1.22. Un circuito RCL con R = 50Q,L = 0,1H y C = 5 X
10~4F por el que no circula inicialmente corriente y con el condensador descar-
gado se conecta primeramente a una bateria que le proporciona un volta-
je E1(t) = 110cos377t voltios durante 10 segundos. A continuacién se de-
sconecta la baterfa durante 5 segundos y vuelve a conectarse otra bateria con
E5(t) = 210 cos 100t durante 10 segundos. Calcular la intensidad I la carga @
en el condensador pasados los 25 segundos.

3.1.5. Respuesta forzada a una entrada general continua
a trozos

En el caso general de una EDO lineal no homogénea de orden n con condi-
ciones iniciales nulas, para

Resolver : 2™ 4 a1 (™Y 4+ ay ()i 4 ao(t)z = f(¢)
Sujeta a : z(to) = 0,2(to) = 0,...,2" " V(ty) =0,

con f(t) una entrada continua a trozos, se procede resolviendo la ecuacién en
cada trozo y “empalmando” (es decir, imponiendo continuidad de...) x(t) y sus
derivadas hasta ("1 (#) en los instantes ¢ de unién de un trozo con otro. Nétese
que si f(t) tiene una discontinuidad de salto finito en algin ¢t = T', la derivada
n-ésima (™ también tendrs una discontinuidad de salto finito, mientras que
la derivada (n —1)-ésima ("1 serd continua con un punto anguloso en t = T.

Ejercicio 3.1.23. (Préactica de ordenador) Consulte la referencia [2], pagi-
na 130, para la resolucién numérica con Mathematica de respuestas forzadas a
entradas definidas a trozos. Apliquelo a los ejercicios 3.1.18 y 3.1.19.
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3.2. Respuesta forzada a entradas basicas en
tiempo discreto

3.2.1. Senales basicas en tiempo discreto
Rampa unidad en tiempo discreto

k,sik>0

Se define como ry = { 0. sik<0

Figura 3.9: La entrada rampa unidad discreta

Escalén unitario en tiempo discreto

1,sik>0
Se define como uy = { 0.5k <0
3 2 -1 1 2 3

Figura 3.10: La entrada escalén unitario discreto

Noétese que up = rig+1 — Tk, que es la versién discreta de la expresién conocida

ug(t) = dq%(t) para tiempo continuo. La rampa unidad discreta también puede
escribirse como rp = kug.
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Impulso unitario en tiempo discreto

1,sik=0
Se define como 0y = { 0. sik£0
% * a1 ? 2 2

Figura 3.11: La entrada impulso unitario discreto

Notese que 0 = up — ur_1, que es la versién discreta de la expresién conocida
_ dus(t) : :
§(t) = =3~ para tiempo continuo.
Veamos c6mo resolver ecuaciones en diferencias con estas entradas.

3.2.2. Respuesta forzada a senales basicas en tiempo dis-
creto

Ejemplo 3.2.1. Determina la solucién de xp + axp_1 = ui con condicién
inicial z_1 = b.

Solucion: la ecuacion caracteristica es u+a = 0, que tiene por solucion p = —a.
Asi, la solucién general de la ecuacién homogénea es z,[k] = C(—a)*. Para
ensayar la solucién particular tenemos dos posibilidades:

1) Si a # —1, entonces no existe resonancia con el término inhomogéneo y la
solucién particular a ensayar es z,[k] = Auy, que introducida en la ED nos da
A(ug+aug_1) = ug, y tomando k > 1 (instante a partir del cual ninguno de los
escalones de la ecuacién es nulo) tenemos que A(1+a) =1= A=1/(1+ a).
Asi, la solucién general es:

z[k] = xplk] + z,[k] = C(=a)* + 1/(1 + a)

valida para k > 1, con lo cual, la condicién inicial debe imponerse en & = 0
(es decir, un instante anterior). Como nos dan z_; = b como condicién inicial,
debemos determinar zg, lo cual puede hacerse a través de la ED g 4+ ax_1 =
ug =1 = 29 = 1 — ab. Sustituyendo en la solucién general obtenemos:

b= = Ol 41/ ) 5 0 = LMD
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con lo cual la solucién general es
ca(l—b(1+a)) 1

T = (—a +

k= (—a) T+ a T+ a

2) Si a = —1, entonces existe resonancia con el término inhomogéneo y la solu-
cién particular a ensayar es xp[k] = Akuy, que introducida en la ED nos da

A(kug —(k—1)ug—1) = ug, y tomando k > 1 (instante a partir del cual ninguno
de los escalones de la ecuacién es nulo) tenemos que A = 1. Asi, la solucién
general es:

z[k] = xplk] + z,[k] = C(—a)* + k
valida para k > 1. Determinando zg a través de la ED zg +az_1 =ug=1=
zo = 1 + b y sustituyendo en la soluciéon general obtenemos:

l+b=20=C(1)°+0=C=1+b
con lo cual la solucién general es
zp=1+b+k.

En el caso de condicién inicial nula z_1 = 0, la solucién es la respuesta forzada
s _ 1-(=a)*"! _ _
al escaldn, que es xp = — —ui paraa # —1lyux, = (14+k)ug paraa = —1,

donde hemos multiplicado por uy para dar cuenta de que zp = 0,Vk < 0.

Ejemplo 3.2.2. Calcula la respuesta forzada al impulso en xj + axp_1 = g
(se sobreentiende con condicién inicial x_; = 0)

Solucidn: Nos restringiremos al caso a # —1 (el caso a = —1 se deja como
ejercicio). Podemos proceder de dos formas:

1) Método directo: La solucién general de la ecuacién homogénea es xp[k] =

C(—a)* (hallada en el ejemplo anterior). En este caso, al ser el término inho-
mogéneo 0 = 0,Vk # 0, la solucién de la homogénea xp[k] coincide con la
solucion general para k > 1. La constante arbitraria C' se obtiene aplicando
la condicién inicial en k = 0 (es decir, un instante anterior). Como nos dan
z_1 = 0 como condicién inicial, debemos determinar zg, lo cual puede hacerse
a través de la ED zg 4+ ax_1 = dg = 1 = xg = 1. Sustituyendo en la solucién
general obtenemos la respuesta forzada al impulso o respuesta impulsiva:

l=20=C(-a)’ = C=1= x; = (—a)ru,

donde hemos multiplicado por u; para dar cuenta de que z, = 0,Vk < 0.
1) Método indirecto: utilizando el hecho de que 0y = up — ux—1 y usando la re-

(k41
spuesta forzada al escalén x,,[k] = %uk calculada en el ejemplo anterior,
tenemos que la respuesta impulsiva es
1— (—a)k+! 1—(—a)*
xslk] = xylk] —zulk — 1] = 1(+c)z up — 1Era) up_1 = (—a)*uy

que coincide con la calculada por el método directo.
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Ejemplo 3.2.3. Calcula la solucién de xp — 3xi_1 —4xp_o = Ak, + %4kuk,1
con condiciones iniciales x_1 = a,z_o = b.

Solucion: las soluciones de la ecuacién caracteristica u? — 3y —4 = 0 son pu =
—1,4. Asi, la solucién general de la ED homogénea es xj,[k] = C(—1)* + Codk.
Vemos pues que existe resonancia con el término inhomogéneo, luego debemos
ensayar z,[k] = Ak4*uy. Sustituyendo en la ED y tomando k = 2 (instante a
partir del cual ninguno de los escalones involucrados es nulo) se obtiene que
A= g. Asi, la solucién general es:

2p = anlk] + 2plk] = C1(=1)F + Cod + gw,

valida para k > 2. Tenemos que imponer las condiciones iniciales en £k =0 y
k =1, pero nos dan como dato x_; = a,x_s = b. Usando la ED y sustituyendo
en la solucién general

o = 3£C,1 + 4(E,2 +40U0 + %4011,,1 = 3@ + 4b+ 1 = Cl + CQ,
Tr1 = 3£CO + 4(E,1 + 41U1 + %4111,0 = 13a + 120 +9= —Cl + 402 + 24/5,

obtenemos C; = (da — 3)/5 y Cy = (o + ()/5 donde hemos definido a =
3a+4b+1y B =13a+12b+ 21/5.

Ejemplo 3.2.4. Determina la solucién general de la ED zj — %xk_l + %l‘k_g =
2kuk.

Solucién: la ecuacién caracteristica pu? — %u + % = 0 nos da las raices u =
1/2,1/3. Al no haber resonancia, ensayamos x,[k] = A2*uy, que introducida
en la ED nos lleva a

5 1
A(Qkuk — 62k71uk_1 + 62k72uk_2) = Qkuk.
Para k = 2 (instante a partir del cual no es nulo ninguno de los escalones
involucrados) se tiene que A(2% — 22+ ) = 22 = A = 8/5. Asi, la solucién
general es

8
T = 6’1271C + 0237k + nguk-

Ejemplo 3.2.5. Calcula la solucién de xp — 3xp_1 — 4xp_o = 0 + 201 con
condiciones de reposo iniciales x_1 = 0,z_5 = 0.

Solucién: Hemos visto en el ejemplo 3.2.3 que zp[k] = C1(—1)* + Co4*. Esta
coincide con la solucién completa para k > 2 (instante a partir del cual son nulos
los dos impulsos dy, ;1 de la parte inhomogénea). Tenemos que imponer pues
las condiciones iniciales en k = 0y k = 1 (es decir, los instantes anteriores).
Usando la ecuacién en diferencias y sustituyendo en la solucién general

To=3x_1+4x_o+dg+20_1=1=C1+ Oy,
x1 =329 +4x_1 + 01 + 200 =5 = —C1 + 4Cs,
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obtenemos C; = —1/5,Cy = 6/5, de modo que la respuesta forzada a f, =
O + 20;_1 es
1 6
— (= _1 k+1 74]@
Tk (5( )T+ 5 Juy,

donde hemos multiplicado por uj para dar cuenta de que x, = 0,Vk < 0. Otra
forma indirecta de proceder seria resolver xy — 3xp_1 — 42k _2 = ug y usar que
Or = ug, — ug—1 (hégase).

Ejemplo 3.2.6. (Examen Febrero 2006) Dada la ecuacién en diferencias:
xp — 2sen(0)xg—1 + Tp_o = Uk,
con condiciones iniciales x_1 = x_o = 0, calcula:
1. la solucién para 6 = /6.
2. la solucién para 6§ = /2.

Jexiste resonancia en algun caso?
Solucion:

1. la ED es 2 — j—1 + T—o = uy, con condiciones iniciales x_1 = z_o = 0.
Las raices de la ec. carac. p? —p+1 = 0 son p+ = (1£iv/3)/2 = /3 (no
existe resonancia). Asi, zy[k] = C; cos(km/3) + Cy sen(kn/3). Ensayando
xp[k] = Auy se tiene A(up—uk—1+uk—2) = up y tomando k > 2 (instante
a partir del cual ninguno de los escalones es nulo) se tiene A = 1. La
solucién general es

x = Cy cos(km/3) + Cysen(km/3) + ug,

valida para k > 2. Las condiciones iniciales se imponen en k =0y k = 1.
Usando la ecuaciéon en diferencias y sustituyendo en la solucién general

To=T_1—T_oF+uy=1=Cy+1,
x1 =29 —x_1+u =2=Cycos(m/3) + Cesen(n/3) + 1

obtenemos C; = 0, Cy = 2v/3, de modo que la respuesta forzada al escalén
es

Tp = [% sen(km/3) + 1]uy

donde hemos multiplicado por u; para dar cuenta de que x, = 0,Vk < 0.
2. la ED es xp, —2xp_1+xr_o = ug con condiciones iniciales x_1 = xz_5 = 0.

Las rafces de la ec. carac. u? —2u+1 =0 son g = 1 (doble) (existe reso-
nancia). Asi, zp[k] = C1 + kCs. Ensayando z,[k] = Ak?*uy, y y tomando
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k > 2 (instante a partir del cual ninguno de los escalones es nulo) se tiene
A =1/2. La solucién general es

1
zp = C1 +EkCy + 5/627

valida para k > 2. Las condiciones iniciales se imponen en k =0y k = 1.
Usando la ecuacion en diferencias y sustituyendo en la solucién general

x9g=2x_1—x_9+uy=1=0C,
1‘1:2370—1‘,1—&-1“:3201+02+1/2

obtenemos C7 = 1,Cy = 3/2, de modo que la respuesta forzada al escalén
es

3 1
Ejemplo 3.2.7. (Examen Junio 2006) Dada la ecuacién en diferencias:
T — (11 +712)Tp—1 + rireti—2 = fi,

con condiciones iniciales x_; = z_5 = 0, calcula:

1. la solucién para r1 = 1,79 = 2 y fr = d [impulso unitario en tiempo
discreto].

2. la solucién para . =ro = 1y fi = uy [funcién salto, up = 1,Vk > 0, en
tiempo discreto].

Jen qué caso o casos existe resonancia?
Solucion: 1) zp = (=1 + 28wy, 2) idem que el apartado 2 del ejercicio
anterior.

Ejercicio 3.2.8. Demuestra que la solucion de la ecuacion
xp — 2rcos(0)zp_1 + 7279 = O
con condiciones iniciales z_; = 0,z_5 = 0 (respuesta impulsiva) es:
1. Si0#0, 7=z = rkWuk
2. 810 =0= 2, = (k+1)rku,
3. 510 =m= a1 = (k+1)(—r)kuy
Ejercicio 3.2.9. Demuestra que la solucion de la ecuacion

xy — 21 cos(0)z—_1 + r’Tr_o = up

con condiciones iniciales z_1 = 0,z_5 = 0 (respuesta forzada al escalén) es:
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1. Si0#0,m= x = (A(l_“kﬂ) +A(1_ﬁk+l)>uk

1—p 1—f

2.810=0,r#1= a2 = (ﬁ_ﬁrhﬁil(kﬂ)”) Uk

3. Si0=mr#-1=x= ((T%)Q + (H%)g(—r)k + T_T_l(k*' 1)(_7")k) U

6 .
_ _e .
donde A = 55— y pu=re*.

Ejercicio 3.2.10. Demuestra que la solucién de las ecuaciones

Ok

xp — (11 +72)Tp—1 + r172TR—2 = { uk

con condiciones iniciales x_1 = 0,2_2 = 0 (respuesta forzada al impulso y al
escalén) es:

(Arf + Br) uy,
— k1 k1
Tk (Al bt 4 pl o )U/m

177“1 177‘2

con A=r1/(r1 —r2), B=ry/(ro —r1), para rq # ro. {Cudl es la solucién para
M =T = r?.
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4.1. Introduccion a las series de Fourier

Hemos estudiado hasta ahora la respuesta de sistemas (de primer y segundo
orden béasicamente) a estimulos del tipo seno, coseno, exponencial y polinémico
en el tiempo, asi como funciones de éstos definidas a trozos. Nos proponemos
ahora estudiar la respuesta a entradas periddicas en el tiempo més generales;
es decir, funciones no necesariamente senoidales que verifiquen f,,(t) = f,(t +
T),¥t € R, donde T denota el periodo. Sabemos que la funcién f(t) = sen(t) es
periddica de periodo T = 27, es decir, sen(t) = sen(t+2mn), vt € R,Vn € Z. Se
puede extender la funcién seno (o coseno) a periodos T arbitrarios, sen(wt) =
sen(w(t+T)), con tal de que la frecuencia w sea multiplo entero de la frecuencia
fundamental w; = 2%, es decir

m
wTl =21n = w, = ?n:nwl, n=1,2,3,...

(los denominados armdnicos). Por supuesto, existe una infinitud de funciones
peridédicas que no son de tipo sinusoidal como, por ejemplo, el tren de pulsos
de la figura 4.1, definido por la expresion:

fp(t)z{ 1, S% [t] par,,

0, si [t] impar,
donde [t] denota el mayor entero menor o igual que ¢t. Podemos ver el tren de

)

Figura 4.1: Tren de pulsos

pulsos f, como la extension periédica de periodo T' = 2 de la funcién salto
f(t) = us(t) de la figura 3.1 (capitulo anterior) en el intervalo [tg,to + T[=
[-1,1[. Se puede demostrar que, bajo ciertas condiciones muy generales, una
funcién periédica f, de periodo T', como nuestro tren de pulsos, admite un
desarrollo en serie de senos y cosenos (desarrollo en serie de Fourier) de la
forma:

fp(t) >~ s(t) = % + i Ay, cos(wnt) + By, sen(wpt), (4.1)
n=1
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0 equivalentemente:
AO - 2 2 Bn
Ip(t) = s(t) = 5 + Z VA2 + B2 cos | wpt — arctan(A—) ,
n=1 n

donde los coeficientes A,, y B;, se denominan representacion de f, en el dominio
de frecuencias o coeficientes espectrales de f, y vienen determinados por las
expresiones:

2

2 to+T to+T
A, == / fp(t) cos(wnt)dt, Bp = — / fo(t)sen(wyt)dt,|  (4.2)
T/, 7 ),

donde t( es un instante arbitrario (normalmente se toma to = 0), cuya eleccién
no afecta el resultado por ser f, periédica. El término:

Ay 1 [hotT
T/ s
(0]

no es ni més ni menos que la media de f, en un periodo T'. Nétese que, mientras
que la funcién coseno es par cos(—wt) = cos(wt), la funcién seno es impar
sen(—wt) = —sen(wt). Podemos ahorrarnos pues célculos innecesarios en la
determinacién de los coeficientes espectrales (4.2) observando previamente la
paridad de la funcién f,, de manera que:

1. Si fp(—t) = fp(t) (fp es par) entonces B, =0, n=1,2,3...

2. Si fp(—t) = —fp(t) (fp es impar) entonces A, =0,n=1,2,3...

Las condiciones que debe de cumplir una funcién periddica para que exista
su desarrollo de Fourier y las propiedades de convergencia se resumen en los
siguientes teoremas.

Teorema 4.1.1. (Teorema de Dirichlet) Si la funcién periddica fp(t) de
periodo T es acotada, tiene sélo un nidmero finito de discontinuidades (que
serdn de salto finito) y un nidmero finito de mdzimos y minimos en el intervalo
[to,to + T, entonces f,(t) coincide con su desarrollo en serie s(t) en (4.1)
excepto en los puntos de salto ty donde s(ts) = $(f,(t7) + fo(th)) (media
aritmética de los valores de fp a izquierda y derecha del salto). Se dice entonces
que fp(t) y s(t) coinciden en media y pondremos simplemente f, = s.

Teorema 4.1.2. (Integracion término a término) Siempre que f, cumpla
las condiciones de Dirichlet, puede intercambiarse suma por integral en su de-
sarrollo en serie:

t1 tl

to o0 ta to
fpt)dt = %(tl — o)+ Z A, / cos(wpt)dt+ By, / sen(wpt)dt. (4.3)
n=1 t1
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Teorema 4.1.3. (Derivacion término a término) Siempre f, sea continua
y su derivada f; cumpla las condiciones de Dirichlet, se tiene que fz', y la
derivada término a término de s coinciden en media, es decir:

Ay &
=5 + Z —wp Ay sen(wyt) + wy By, cos(wpt). (4.4)

n=1

fp(®)

En la practica, no es necesario considerar los infinitos términos de la serie
(4.1), ya que los primeros términos (primeros armdnicos) retienen ya una infor-
macién considerable sobre la funcién f,, como puede comprobarse en la figura
4.2, donde se compara el tren de pulsos con su desarrollo de Fourier

Ao

N
N — . 3
flg )(t) = > + nz::l Ay, cos(wpt) + By, sen(wnt), (4.5)

hasta orden N =1,3,5y 7.

Figura 4.2: Aproximaciones de Fourier de ordenes N = 1,3,5 y 7 al tren de pulsos

Pasemos a demostrar la expresién (4.2) para los coeficientes de Fourier.

4.1.1. Propiedades de ortogonalidad de los senoides

Usando las identidades trigonométricas

1

senacosb = §(sen(a +b) + sen(a — b)),
1

cosacosb = i(cos(a +b) + cos(a — b)),

1
senasenb = §(cos(a —b) —cos(a+1D)),
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podemos calcular facilmente las siguientes integrales (hdgase como ejercicio):

to+T 2 to+T 2
/ cos(ﬂt)dt = / sen(ﬂt)dt = 0VneN,
to T to T
to+T 2mn 2mm
S(——t —t)dt = 0,V N
/t0 cos( T ) sen( T ) , Vn,m €
tot+T 2mn 2mm T
—t —)dt = —=Opm
/to cos( T ) cos( T ) 5 On,
ot 9 2 T
/to sen(%t) sen(%t)dt = §5n7m
0,sin#m , .. .
donde 6, ., = es el simbolo delta de Kronecker. Conociendo es-

1,sin=m
tas propiedades de ortogonalidad para funciones trigonométricas, multiplicando
a izquierda y derecha de la igualdad (4.1) por cos(222t) (resp. por sen(23t))
e integrando término a término la serie (suponiendo que f, cumple las condi-
ciones de Dirichlet) obtenemos facilmente la expresion (4.2) para los coeficientes
espectrales A,, (resp. B,). Higase como ejercicio. !

4.1.2. Calculo de coeficientes de Fourier

Ejemplo 4.1.4. (Tren de pulsos) Calcula los coeficientes de Fourier (4.2) para
el tren de pulsos de la figura 4.1.

Solucion: Como el periodo es T' = 2, la frecuencia fundamental es wy = 2% =
y sus arménicos w,, = nw; = nx. Eligiendo por ejemplo to = 0 en (4.2) y dado
que fp(t) =1 en el intervalo [0, 1]y f,(¢) = 0 en el intervalo [1, 2], tenemos que
los coeficientes espectrales son:

sen(ﬂnt)}t_l _ sen(mn) 0. n#0,
™m

1
A, = /cos(wnt)dt{
0

™n t=0

1(1)71{ 0, sin = 2m (par)

1
B, = /0 sen(mnt)dt g 7:-27’ sin = 2m + 1 (impar)

La primera expresién no esta determinada para n = 0, de manera que el coefi-
ciente Ay (la media de f, en un periodo) lo calculamos aparte:

) T 1
Ao = f/ £ (t)dt :/ dt = 1.
T 0 0

INétese el paralelismo que existe entre las funciones trigonométricas y las bases ortonor-

males, donde ahora nuestro producto escalar es la integral (f, g) = tt00+T F(t)g(t)dt.
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Asi, la expresién (4.1) para el tren de pulsos queda finalmente como:

fplt) =+ 2;1 m sen((2m + 1)mt).

[N

Noétese que los coeficientes B,, decrecen con n de la forma B, ~ %, de man-
era que los armdnicos con n grande contribuyen cada vez menos a la serie de
Fourier. Este tipo de comportamiento % es tipico de los desarrollos de Fourier
funciones continuas a trozos, como es el tren de pulsos.

Ejemplo 4.1.5. (Diente de sierra) Calcula la serie de Fourier de la funcién
“diente de sierra” (véase figura 4.3), que surge como extensién periédica f,(t)
de periodo T =1 del trozo de recta f(t) =t en el intervalo [0, 1].

extension
periodica

Figura 4.3: Diente de sierra

Solucion: Como el periodo es T' = 1, la frecuencia fundamental es w; = 2% =27
y sus arménicos w, = nw; = 27n. Eligiendo por ejemplo t5 = 0 en (4.2) e
integrando por partes, tenemos que los coeficientes espectrales son:

1
A, = 2/ tcos(2mnt)dt =0, n # 0
0
! 1
B, = 2/ tsen(2mnt)dt = ——,
0 ™

La primera expresién no estd determinada para n = 0, de manera que el coefi-
ciente Ay (la media de f, en un periodo) lo calculamos aparte:

2 (T ! 1
Ag= = t)dt = tdt = —.
o= | = [ e

Asi, la expresién (4.1) para el diente de sierra queda finalmente como:

fp(t) = % — i % sen(2mnt).

n=1
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Véase la figura 4.4, donde se compara el diente de sierra con su desarrollo de
Fourier

ANy
Z —~sen (2mnt) (4.6)

n=1

l\')\)—\

A

hasta orden N =1,3 y 5.

/VW/VW/VW

Figura 4.4: Aproximaciones de Fourier de ordenes N = 1,3 y 5 al diente de sierra

Noétese otra vez que los coeficientes B,, decrecen con n de la forma B,, ~ %,
comportamiento tipico, como hemos dicho antes, de los desarrollos de funciones
continuas a trozos. Daremos un teorema que especifica el tipo de comportamien-

to de los coeficientes de Fourier para distintos tipos de funciones:

Teorema 4.1.6. Dada una funcién f(t) que verifica las condiciones de Dirich-
let en un intervalo [to,to + T, los coeficientes de Fourier (4.2) de su exten-
sidén periddica fp(y) de periodo T en dicho intervalo tienen un comportamiento
asintético de la forma:

1. Si f,(t) es continua a trozos, entonces: A, By ~ *.

1
o

2. Si fp(t) es continua con derivada discontinua, entonces: A,, By ~

3. 8t fp(t) es de clase C" , entonces: A, By, ~ ﬁ

Ejercicio 4.1.7. Representa graficamente y calcula el desarrollo de Fourier de
la extension periédica de periodo T = 27 las siguientes funciones en el intervalo
[—7,7[:

1 f(t):{l_l 51 —nmT<t<0

si 0<t<m
Solucidn: % (St senst j sendt 4 )
2. fit)y=t|,—m<t<m
Solucidn: g—%(c‘;gt + CO§23t + 005s25t _|_)
3. f)=t,—r<t<m
Solucidn: 2 (29t _&2%_’_#_”')

4. f(t) =|sent|,—m <t<m

2 _ 4 (cos2t cos 4t cos 6t
Solucion: % 7T( Tt S+ % +)
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—cost si —m<t<O
- f(t)_{cost si 0<t<m

-c . 8 (sen2t 2sen 4t 3sen 6¢
Solucion: 7T( T vl +)

6. f(t)=1t>, —T<t<m

2
s, T cost _ cos2t cos3t
Solucion: % — 4 ( = 52 T —32 .. )

Ejercicio 4.1.8. (Practica de ordenador) Utilize los comandos Mathemat-
ica explicados en la pagina 77 de la referencia [2] para calcular los coeficientes
espectrales de las funciones del ejercicio anterior. Haga una representacion grafi-
ca comparativa de dichas funciones y de sus aproximaciones de Fourier (4.5)
de 6rdenes N = 1,2, 3.

4.1.3. Forma compleja de la serie de Fourier

Existe una forma mds compacta de representar la serie (4.1) utilizando
nameros complejos:

oo
. 2w
fp(t) = Z cpe™nt w, = ?m n € 7, (4.7)
n=—oo
con ¢, = a, + ib, = |cn|e_i¢" ciertos coeficientes complejos por determinar
[len] = /a2 + b2 denota el médulo y ¢, = arctan(b,/ay) el argumento]. Co-

mo se puede comprobar facilmente, las exponenciales complejas verifican las
propiedades de ortogonalidad siguientes:

to+T )
/ ein—wmltdt = 5, .. (4.8)

to

Multiplicando ambos lados de la igualdad (4.7) por e~*mt e integrando térmi-
no a término la serie (se supone que f, verifica las condiciones de Dirichlet),
utilizando las propiedades de ortogonalidad (4.8), se llega una expresién para
los coeficientes espectrales complejos:

1 to+T

Cm = = fo(t)e™mtdt, (4.9)
T/,

Al ser la funcién f,(t) real, ésta coincide con su conjugada f,(t), lo que quiere
decir que:

fp(t) = Z eneint = T (1) = Z G, e~ iwmt,

n=-—oo n=-—oo
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Haciendo m = —n en la expresiéon anterior y comparando término a término
(ndtese que las exponenciales complejas con diferente frecuencia son funciones
independientes) se tiene que:

Cp = Cp.
Utilizando ésta propiedad y la férmula de Euler (1.9), podemos escribir la serie
compleja (4.7) como:

o0
Z Cn + @) cos(wpt) + ey, — &) sen(wpt),

y comparando con la serie real (4.1) llegamos a una relacién entre los coefi-
cientes espectrales reales y complejos:
A A, —iB
An =c¢p+Cn, Bp=i(ch —Cpn), co = 70 =, = %
Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 4.1.9. (Tren de impulsos) Calcula los coeficientes ¢, de la serie
compleja de Fourier para el tren de impulsos

i o(t —nT),

n=—oo

de la figura 4.5, resultante de la extension periédica de periodo T' del impulso
d(t) en el intervalo [-T/2,T/2].
Solucién: Teniendo en cuenta que f; 5(t)f(t) = f(0) si 0 € [a,b], tenemos que:

5(t) dp(t)
extension
periddica
0 t —2T -T 0 2T ¢t
Figura 4.5: Tren de impulsos
_ /T/2 7iwntdt _ efwno _ l,

de manera que la serie compleja de Fourier para el tren de pulsos nos da la
férmula “curiosa” (que utilizaremos més tarde en el producto de convolucién):

Z 5t —nT) Z elwnt (4.10)

n=-—oo n=—oo
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Esta serie no es convergente en el sentido tradicional (d, no cumple las condi-
ciones de Dirichlet, ya que no es acotada), pero si en el sentido de las distribu-
ciones, tema que sale fuera de los objetivos de este volumen.

Ejercicio 4.1.10. (Rectificador de media onda) Calcula los coeficientes ¢, de
la serie compleja de Fourier de la extension periddica de periodo T = 27 de
la funcién f(t) = ug(t)sen(t) de la figura 3.8 en el intervalo [—m, w[. Dibuja
dicha extensién periédica. (Ayuda: utiliza que sent = (et — e~%)/2i y que
ei7rn — (_1)n).

Solucion: w, = 2En = n, ¢, = %Hl(_;lz)n,n #0,tl,c0 = 1,60 = L =
c—1. Notese que f, es continua con derivada discontinua, y el comportamiento

asintotico de los coeficientes es ¢, ~ %, tal y como establece el teorema 4.1.6.

Ejercicio 4.1.11. (Tren de tiendas de campania) Calcula los coeficientes ¢, de
la serie compleja de Fourier de la extensién periédica f,(t) de periodo T' = 27
de la funcién “tienda” f(t) de la Figura 3.6 en el intervalo [0, 27[. Dibuja dicha
extensién periddica.

Solucion: w, = %’Tn =n, ¢, = f%,n # 0,¢0 = % Al igual que antes
tenemos un comportamiento c,, ~ #

4.2. Propiedades de las series de Fourier

4.2.1. Cambio de escala y desplazamiento en tiempo

Teorema 4.2.1. (Cambio de escala) Sea f(t) una funcién periddica de
periodo T: f(t) = fp(t +T),Vt € R de la cual conocemos su serie de Fourier
(4.7). La funcién reescalada f(t) = af(bt) es también periédica de periodo T =
% y los coeficientes ¢, de la serie compleja Fourier de f(t) estan relacionados
con los de f(t) por la expresion: ¢, = acy.

Demostracién: en efecto, por una parte:

F(t+T) = af(b(t +T)) = af (bt +T) = af (bt) = F(0).

Por otra parte:

~ 1 tOJrT ~ —i2rnt bt =T b To+T _iQJTdT
én = ?/t fe 't dtZ‘ bdt — dr :T/‘r af(r)e™*™ b

0
a [T+ 2m
= —/ f(T)eﬂQTTdT:acn.
T/,

Teorema 4.2.2. (Desplazamiento en el tiempo) Sea f(t) una funcién
periddica de periodo T: f(t) = fp,(t+T),Vt € R de la cual conocemos su serie
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de Fourier (4.7). La funcién desplazada f(t) = f(t —b) tiene el mismo periodo

y los coeficientes ¢, de la serie compleja Fourier de f(t) estan relacionados con

los de f(t) por la expresion: &, = e *nbe,,.

Demostracion: en efecto, por una parte:
JE+T)=fE+T—=b)=f((t=b)+T) = f(t=b) = f(t).

Por otra parte:

1 To+T )
— / f(T)eiZ“"(T”Lb)dT

~ 1 t0+T”‘ —dwnt t—b=r
o = T/tn ft)e dt_‘dt:dT T

0

To+T
— e_“"’nbi f(T)e—zwanT _ G_Zw"bcn.
T T

0

Ejercicio 4.2.3. Calcula los coeficientes de la serie compleja de Fourier para
el tren de pulsos resultante de la extensién periddica f, de periodo T =1
de la funcién salto desplazada y dilatada f(t) = 3ug(2t — 1) en el intervalo
[0, 1] por dos procedimientos: 1) célculo directo y 2) utilizando el desarrollo en
serie para el tren de pulsos, calculado en el ejemplo 4.1.4, y las propiedades de
desplazamiento y cambio de escala. Dibuja dicha extensién periédica. (Ayuda:
para este ultimo caso, recuerda la relacion ¢, = % que liga los coeficientes
complejos con los reales).

4.2.2. Foérmula de Parseval

Si pensamos en una funcién periédica f, como la intensidad I que circula
por un circuito, la energia disipada por unidad de tiempo en una resistencia
es W(t) = RI?(t), es decir, es proporcional a |I(t)|? = I(t)I(t). Utilizando la
forma compleja de la serie de Fourier (4.7), podemos calcular la energia media
disipada en un periodo como:

. 1t T (& | x
R Y U TS A O o [ s I
to to n=—o0 m=—00

1 & oo to+T oo
S DI ST RS S
n=—00 Mm=—00 to n=-0o0

T(;'m,n

donde hemos utilizado la propiedad de ortogonalidad de las exponenciales com-
plejas (4.8). Esta expresion es conocida como la Férmula de Parseval:

o0

1 [t 2 2
o AU S
0

n=-—oo
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que, para nuestro ejemplo fisico, puede expresarse como: “la energia media
disipada en un periodo coincide con la suma de las amplitudes al cuadrado de
todos los arménicos que componen la senal f,(¢)”.

Ejercicio 4.2.4. Calcula la energia media en un periodo por integracién di-
recta W = 1 :00+T |fp(t)|?dt para: un tren de pulsos, un diente de sierra, un
rectificador de media onda y un tren de tiendas de campana. Compara el re-
sultado obtenido con las aproximaciones W =~ Zng Nnlen? de N =35y 7

armonicos. §Se acercan al resultado exacto?

4.2.3. Producto de convolucién

Sean: X,,,Y,, v H,, n € Z, los coeficientes de la serie compleja de Fourier
de las funciones periédicas z(t) (“entrada”), y(t) (“salida”) y h(t) (“funcién de
transferencia o filtro”), de manera que, si en el dominio de frecuencias tenemos
que:

Y, =H,X,, Vn € Z,

entonces, en el dominio del tiempo, la expresién de la salida y(t) en términos
de la entrada z(t) y la funcién de transferencia h(t) viene dada por un producto
de convolucion, definido por:

To+T
y(t) = [hxz](1) = —/ h(t — T)x(r)dr | (4.11)

0

Demostracién: No hay mas que utilizar las expresiones (4.7) y (4.9) para las
funciones involucradas y sustituir:

) )
§ Yn eiw"t _ § Hanei“’"t

yt) =
<1 [retT - To+T . _
— Z f/ h(T/)efzwn'r dT/?/ :E(T)eizw"TdTezw"t
n=—o00 0 7o
1 Té+T 1 To+T e o] ) ,
= ﬁ/ h(T’)dT’T/ x(T)dr Z e iwn(m'HT—1)
i 7o n=-—o0

T o 6(r' = (t=7)t—nT)

donde hemos utilizado la expresién (4.10) para el tren de impulsos. Utilizando
las propiedades de la funcién delta de Dirac bajo el signo integral, llegamos
finalmente a la expresion (4.11).

Vamos a ver seguidamente que la funcién de transferencia h(t) se puede ver
como la respuesta impulsiva para una cierta ecuacién diferencial.
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4.3. Soluciones en el dominio de frecuencias:
funcion de transferencia

4.3.1. Calculo de soluciones particulares usando fasores

Una ventaja de usar series de Fourier para representar funciones periddi-
cas es que podemos usar el método de los coeficientes indeterminados, dado
en el teorema 1.1.19 del capitulo 1, para calcular soluciones particulares de
ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, consideremos un oscilador amortiguado
y forzado

&+ 200 +wpr = f,(1).

Ensayando la solucion particular compleja:

oo

Xp(t)= > enent, (4.12)

n=—oo

y comparando término a término entre Z, y el desarrollo de Fourier (4.7) de f,
(nétese que las exponenciales con frecuencias distintas son funciones indepen-
dientes) se llega a que:

1
(wg — w2) + 2iBuw, cn:

Cp =

Tomando la parte real y utilizando que ¢,, = (A, —iB,,)/2, la solucién particular
real z, = N(X,) adquiere la forma

Ay X - -
zp(t) = 70 + Z A, cos(wnt) + By, sen(wyt),
n=1
donde:
A — @ A — (wg — w"%)An — Qﬁwan B _ 2/8wnAn + (w(% - w'r%)Bn
B A R ) R LR R
o también: -
xp(t) = ¢+ 2 Z |én| cos(wnt — dn — ),
n=1
donde

A o= L A2 + B2 1/2
Co= —7 |tn| = 3 )
07 g7 2\ (w2 —w2)? + 4522

26w B
bn = arctan(ﬁ), a, = arctan(A—Z).

n
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oy, es el desfase que introduce el sistema de resorte y amortiguador, actuando
como un filtro entre la entrada f,(t) y la salida z(t). Nétese que para =0y
wn = wp, para algin n € N, la solucién anterior no es valida (¢, — 0oy ¢n,
no estd definido). En este caso se dice que existe resonancia con el armdnico
de frecuencia wy,. Veamos cémo expresar mejor todo esto en términos de la
funcién de transferencia.

4.3.2. Funcién de transferencia y filtros
Filtro paso-baja

En el ejemplo anterior, se tiene que:

- 1

0

se denomina funcion de transferencia del sistema de segundo orden resorte-
amortiguador, que actia como un filtro amplificando (si |H,| > 1) o amor-
tiguando (si |H,| < 1) la entrada ¢, ademds de introducir un desfase ¢, =
arctan(R(H,)/S(Hy)) entre la entrada ¢, y la salida é, en el dominio de fre-

cuencias. Usando la forma polar:
Cn = |eale™™n ) H, = |H,|e ", &, = |&,|e ",

la ecuacién ¢, = Hpc, puede separarse en amplitud | |¢,| = |H,||cn| | v fase

. En el caso del oscilador amortiguado se tiene que:
_ 1 26w,
\H,| = VH,H, = \/( én = arctan (Qﬁw) .

2 2)2 2,27 2
w07wn) +4ﬂ Wh Wy — Wh

La representacién grafica de |H,| en funcién de w, se denomina espectro de
amplitud y el de ¢, en funcién de w, se denomina espectro de fase. En la
figura 4.6 se representa el espectro de amplitud para el oscilador arménico
amortiguado, para amortiguamiento @ arbitrario (izquierda) y critico: 8, =
wo/Vv/2 (derecha).? El méximo para amortiguamiento 3 arbitrario (izquierda)
se da para w, = y/w2 — 2/32. N6tese como el sistema resorte-amortiguador actiia
como un filtro que deja pasar las bajas frecuencias, amortiguando las altas (lo
que cominmente se denomina filtro paso-baja). En la figura 4.7 se representa
el espectro de fase. Vemos que, para la frecuencia de resonancia w, = wy, el
desfase ¢,, que introduce el filtro no estd definido. En general, las frecuencias
de resonancia se corresponderdn con los polos (singularidades) de la funcién
de transferencia.

2Se representa también la parte de “frecuencias negativas” para poner de manifiesto el
cardcter simétrico de |Hyn|. Ademds, aunque sabemos que la frecuencia wy, es discreta, la
tratamos en dicha representacién como continua, pensando en periodos T' grandes.
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[He | [He |

Figura 4.6: Espectro de amplitud para un filtro paso-baja

S

SIF]

/

Figura 4.7: Espectro de fase

1
HF]

Ejemplo 4.3.1. Consideremos dos tanques de salmuera conectados como en
la figura 2.17. El tanque 1 contiene z1(t) gramos de sal en V; = 1 litro de
salmuera y el tanque 2 tiene xo(t) gramos de sal en V5 = 1 litro de salmuera.
La salmuera se bombea de un tanque a otro con velocidades kj2 = 2 ¢/min y
ko1 = 1 ¢/min. Del tanque 2 escapa salmuera a razén de ks = 1 ¢/min. Por
otro lado, al tanque 1 se incorpora agua salada, a razén de k. = 1 ¢/min, con
una concentracién dependiente del tiempo c.(t) = fp(¢t) gr/¢, donde f,(t) es
la extensién periédica de periodo T' de la funcién salto f(t) = fug(t) en el
intervalo (—=7/2,7/2) (tren de pulsos reescalado). Se pide:

1. Calcula los coeficientes ¢,, n € Z de la serie compleja de Fourier de ¢, ().

2. Considerando como entrada c.(t) y como salida x»(t), calcula la funcién
de transferencia y representa los espectros de amplitud y de fase. ;Se
trata de un filtro paso-baja, alta o banda?.

3. ;Existe posibilidad de resonancia con algiin armoénico?.
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Solucion: Los coeficientes de Fourier de ¢, (t) se calculan ficilmente, resultando:

0 si n=2m (par, n #0)
cn=4 1/4 si n=0,
L gi n=2m+ 1 (impar)

2mn

o en forma polar ¢, = |¢,|e*" con |cp| = 5 v a, = 7/2, si n es impar. La

ecuacion diferencial que liga x5 y c. la obtuvimos en la seccién 2.3.2 y, para
nuestro caso es:

D+2 -1
-2 D42

D+2 c.

_9 0 = o + 4o + 2x9 = 2c,.

.’I}Q:’

Ensayando la solucién particular (compleja)

oo
Xp = E Epetnt

n=—oo

Se tiene que:

- 2
Cp = ann, donde Hn = m

Poniendo en forma polar H,, = |H,|e!*~, tenemos que los espectros de amplitud
y fase vienen dados por

2
|H,| = , ¢n = —arctan(dw, /(2 — wi)),
(2 —w2)? + 16w?

lo cual nos indica que tenemos de nuevo un filtro paso-baja (interpretar fisica-
mente este resultado). Sabemos que los polos de la funcién de transferencia
H,, nos dan las frecuencias de resonancia. En este caso, el denominador de la
funcién de transferencia nos dice que: (2 — w?) + 4iw, = 0 = w, = (2 £ V/?2)i
lo cual es imposible, luego no hay resonancia. Nétese que la ecuacién ante-
rior es la ecuacién caracteristica A\?> 4+ 4\ 4+ 2 = 0 de la ecuacién diferencial
Fo + ddo + 229 = 2¢, con A = iw,. En este caso las rafces Ax = —2 + /2 son
reales y negativas (no es posible pues la resonancia con una entrada periédica),
lo que quiere decir que, en el estado estacionario (al cabo de mucho tiempo) la
solucién completa coincide con la particular z,.

Ejercicio 4.3.2. (Exdmen Junio 2006) Considere dos tanques de salmuera
conectados como en la figura 2.17. El tanque 1 contiene z1(t) gramos de sal
en V7 =1 litro de salmuera y el tanque 2 tiene z2(t) gramos de sal en Vo = 2
litros de salmuera. La salmuera se bombea de un tanque a otro con velocidades
k12 =2 ¢/miny k2; = 1 £/min. Del tanque 2 escapa salmuera a razén de ks = 1
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£/min. Por otro lado, al tanque 1 se incorpora agua salada, a razén de k. = 1
¢/min, con una concentracién dependiente del tiempo c.(t) = f,(t) gr/¢, donde
fo(t) es la extensién periddica de periodo T = 27 de la funcién f(¢) de la figura
3.8 en el intervalo (0, 27) (“rectificador de media onda”). Se pide:

1. Calcula los coeficientes ¢,,, n € Z de la serie compleja de Fourier de c. ()
[usa los resultados del ejercicio 4.1.10]

2. Trunca la serie de Fourier de c¢.(t) y considera sélo los arménicos con
|n| <1, es decir, considera la concentracién de entrada aproximada:

n=1
Ce(t) = Z cpe’nt,

n=-—1

Resuelve la ecuacién diferencial correspondiente y calcula la cantidad de
sal en el primer tanque, z1(t), en cualquier instante de tiempo, tomando
como condiciones iniciales x1(0) = z2(0) = 0 gramos de sal. jExiste
posibilidad de resonancia con algiin arménico?.

Solucidon: usando los resultados del ejercicio 4.1.10, se tiene que

1

. 1 1
Ee(t) = Z Cnelwnt = P + 3 sent.

n=-—1

Usando los resultados de la seccién 2.3.2, la ecuacién diferencial a resolver es
. . L 1 1
T14+3T1 + 21 =Ce + Ce = —+§sent
T

con condiciones iniciales z1(0) = 0,41(0) = ¢ (0) + 322(0) — 2z1(0) = 1/m,
donde se ha utilizado la relacién que liga #; con el resto de variables. La
ecuacién caracterfstica A2 + 3\ + 1 = 0 tiene rafces Ay = (-3 £5)/2, y
la solucién general de la ecuacién homogénea es

Ilflh(t) = C+€)\+t + C_B)\ft.

Como no hay resonancia, ensayamos x1,(t) = A+ Bsent + C cost obteniendo
A =1/m,B =1/6,C = —1/6. Imponiendo condiciones iniciales se obtiene
Cy = (=30 — 6v/5 + 57 + V/5m)/(60m), C_ = (=30 + 61/5 + 5 — /5xr)/(607).
A largo plazo, al ser AL < 0, la solucién general de la homogénea x1;, casi no
contribuye (es la parte transitoria de la solucién), y la solucién completa 1 (¢)
se asemeja a la solucién particular z1,(t) (parte estacionaria).

Ejercicio 4.3.3. (Préctica de ordenador) Haga una representacién gréfica
comparativa de la solucion exacta de

T1+3T1 +x1 = Ce + Ce
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y la aproximada

B1 4 3@ + 21 = o + Co

en el ejercicio anterior.

Filtro paso-banda

Ejercicio 4.3.4. (Examen Febrero 2006) Sea el circuito RCL de la figura
2.14 (capitulo 2), con fuerza electromotriz F(t), extensién periédica de periodo
T = 27 de la funcién “tienda” f(t) de la Figura 3.6 en el intervalo (0,27). Se

pide:

1. Calcula los coeficientes ¢, n € Z de la serie compleja de Fourier de E(t)

[usa los resultados del ejercicio 4.1.11].

. Calcula la funcién de transferencia H,,, considerando como entrada E(t)

y como salida la caida de potencial en la resistencia. ;Se trata de un
“filtro paso alta, baja o banda” ? (témese en este apartado, por ejemplo:
L=R=C=1).

. Trunca la serie de Fourier de E(t) y considera sélo los arménicos con

|n| <1, es decir, considera la fuerza electromotriz aproximada:

1
E(t) = Z cpetent,

n=-—1

Tomando L = 1, jpara qué valores de Ry C se produce resonancia con el
primer arménico (n = 1)?. Para estos valores de L, R, C'y E(t), resuelve la
ecuacién diferencial correspondiente y calcula la intensidad I(¢) tomando
como condiciones iniciales I(0) = I(0) = 0.

Solucion:

1. véase ejercicio 4.1.11.

2. La ecuacién diferencial es LI + RI + %I = F si denotamos por &, los

coeficientes de Fourier de I(t) se tiene que
TWh,

Cn = Hypcn, Hy= 5 -
2
& — Lw; + iRw,

= |H,|e"".

Los espectros de amplitud y fase son:

w? 1/2 — Luw?
Hn = n ; n — t L= 5

Ql=
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cuya representacién gréfica en la figura 4.8 indica que se trata de un filtro

paso-banda (deja pasar las frecuencias cercanas a la frecuencia de corte
_ 1 o . . .

We = pg» que coincide con la frecuencia de resonancia (polo de H,,)

wy = (iR++/—R%2+4+4L/C)/(2L) para R =0)
1R, | Pn
~ N\
_%N

Figura 4.8: Espectros de amplitud y fase para un filtro paso-banda

3. Usando los resultados del ejercicio 4.1.11, se tiene que:

_ ! 1 4
E(t) = n;1 cpent = 3~ 3 cos t.
Para L = 1 tenemos
. . 1 5 4
I+ RI+ GI:E:ﬁsent,

luego existe resonancia si R = 0 y % = 1= C = 1. Asi, la ecuacién
diferencial a resolver es:

.. 4
I'+1= —sent,
m

con condiciones iniciales I(0) = 0 = I(0). La solucién general de la
ecuacién homogénea es

I,(t) = Cypcost 4+ Cysent.

Como no hay resonancia, ensayamos I,,(t) = At sent+ Bt cost, obteniendo

A = 0,B = —2/7%. Imponiendo condiciones iniciales se obtiene C; =
0,Cy = 2/7%. Asf la solucién es I(t) = 2 (sent — tcost).

Ejercicio 4.3.5. (Préctica de ordenador) Haga una representacién grafica
comparativa de la solucion exacta de

1
S Ri4 —g—E
q-+ CI+C(1
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y la aproximada
1 -

. 15
q+Rq+Cq

en el ejercicio anterior.

Filtro paso-alta

Sea el circuito de la figura 4.9. Veamos cudl es la funcién de transferen-
cia considerando como entrada una fuerza electromotriz E(¢) periddica (con
coeficientes de Fourier ¢,) y como salida la caida de potencial Vg = IR en
la resistencia (es decir, la intensidad I en la malla izquierda, basicamente).
Aplicando las leyes de Kirchhoff a cada malla, se obtiene:

{c]
salida{ q q,‘ (_.2 }entrada

Figura 4.9: Circuito filtro paso-alta

&)

LI'-1)=E -1 :
. ’ RI+ =I=E.
LU—FHJH+éI:Q} te
Ensayando I,(t) = 11 _ | &,e™n! se tiene que:
¢n = H,c,, donde H, = Minl
tRw, + &

Poniendo en forma polar H,, = |H,|e!*", tenemos que los espectros de amplitud
y fase vienen dados por:

|H,| = _en ¢, = arctan( ! )
VR L T RCw,”’

Su representacion grafica en la figura 4.10 nos indica que tenemos de nuevo un
filtro paso-alta (filtra las bajas frecuencias y deja pasar las altas).

Ejercicio 4.3.6. (Examen Septiembre 2006) Toma como fuerza electro-
motriz E(t) la extensién periddica de periodo T = 8 de la funcién

0, t<0
fity=4q 50t, 0<t<8
0, t>8
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|H
1 o
=] EN

Figura 4.10: Espectros de amplitud y fase para un filtro paso-alta

en el intervalo (0,8). Se pide:
1. Calcula los coeficientes ¢y, n € Z de la serie compleja de Fourier de E(t).

2. Trunca la serie de Fourier de E(t) y considera sélo los arménicos con
[n| <1, es decir, considera la fuerza electromotriz aproximada:

n=1
E(t) = Z cpetnt,

n=-—1

Tomando L = R = C =1 y considerando la fuerza electromotriz aprox-
imada E(t), resuelve la ecuacién diferencial correspondiente y calcula la
intensidad I(¢) en la malla de la izquierda tomando como condiciones
iniciales 1(0) = I(0) = 0. ;Existe posibilidad de resonancia para algin
valor del trio L, R, C?.

Solucion: ¢, = 2% sin £ 0, co = 200.

™

La ecuacion diferencial a resolver es:
. 1 i3 . T
RI + 61 =E=1+1= 7100008(115)

cuya solucién general de la homogénea es Ij,(t) = Ce~*. Al no haber resonan-
cia, ensayamos I,(t) = Asen(ft) + Bcos(%t) que, introducida en la ecuacién
diferencial nos da B = — 20074 — —%. Imponiendo la condicién inicial

I(0) = 0 se obtiene C' = —B.

Ejercicio 4.3.7. Toma ahora como entrada F(t) el rectificador de media onda
del ejercicio 4.1.10. Trunca la serie de Fourier y considera sélo los primeros 3
arménicos (es decir, suma n desde n = —3 hastan =3). ParaL=R=C =1y

esta fuerza electromotriz aproximada E, resuelve RI + %I = E, con condicién
inicial I(0) = 0. ;Hay posibilidad de resonancia?.
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4.4. Series de Fourier en tiempo discreto

Hemos visto que las senales periddicas en tiempo continuo, z(t) = z(t+7T),
se pueden expresar como combinacién lineal de exponenciales complejas e®*
donde, la condicién de periodicidad e™* = e“(+T) implicaba que la frecuen-
cia w solo puede tomar valores discretos w, = 2%n,n € Z. Ahora vamos a
muestrear la sefal z(t) en instantes t; = k7,k € Z, multiplos enteros de un
cierto lapso de tiempo 7, y a restringirnos a los valores (muestras) zx = x(tx).
Si a su vez dividimos el periodo T en N = T/t trozos (suponemos que N es
entero) tendremos que xy = x4 N, lo que quiere decir que la secuencia {zy }rez
es periédica de periodo N. Para la exponencial compleja e?“!*, esta condicién
de periodicidad implica que

Q

) ) PN 2T
Wt = eWhN = U N = 2n = Q,, = N e Z.

Es decir, la cantidad sin dimensiones 2 = wr, a la cual nos referiremos como
“frecuencia en tiempo discreto”, estd discretizada. Es mas, veamos que esta
frecuencia discreta sélo puede tomar un niimero finito de valores Q,, € [0, 27|,
es decir, s6lo existe una cantidad finita de armonicos para senales peridédi-
cas en tiempo discreto. En efecto, denotemos por ®,[k] = ¢**»F las exponen-
ciales complejas en tiempo discreto (“arménicos discretos”). Es facil probar que
D, [k] = ©5p v [k] ya que

(I)n—Q—N[k] _ ean+Nk — N (n+N)k _ el TNk eank _ (I)n[k]

Esto equivale a decir que las frecuencias ,, y Q,,4+n son equivalentes o, lo que
es lo mismo, que 0 = Qp ~ Qny = 27 = Q,, € [0, 27[.

En resumen, una senal periédica en tiempo discreto xj se podrd escribir
como combinacién lineal de sélo N arménicos {®,, }) -} de la forma (Desarrollo
de una secuencia periddica {x} en serie de Fourier):

N

N-1 o
T = Z cpe’tnk Q= . (4.13)
n=0

Para despejar los coeficientes espectrales ¢, utilizaremos la siguiente propiedad
de ortogonalidad para las secuencias ®,[k], que constituye la versién discreta
de la propiedad de ortogonalidad (4.8) en tiempo continuo.

Teorema 4.4.1. (Ortogonalidad de los armdnicos ®,). Los armdnicos
@, [k] = ¥ "% wverifican la siguiente relacidn:

N-1
N sin=0,£N,£2N,..., | _
Z Cnlk] = { 0 en otro caso } = Non,0mod - (4.14)
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Demostracién: Escribiendo a = e*»

geométrica de razén «:

y usando la expresién para la suma

]Vil & { N si a=1
o = 1—aN :
— = si a#l

y notando que a¥ = e??™ =1, se tiene que 1 — o’V =0 c.q.d.

Volviendo al tema de despejar los (_;oeﬁcientes ¢p, de (4.13), multiplicando ambos
lados de la igualdad (4.13) por e~**~* sumando en k y utilizando la propiedad
de ortogonalidad (4.14) se tiene:

N-1 N—-1N-1 N-1 N-1
E xke—iﬁmk _ E E cnelﬂn_mk _ E Cn § elQn_mk _ NCm,
k=0 k=0 n=0 n=0 k=0
—_—
Nop,m

con lo cual, se tiene que los coeficientes espectrales en tiempo discreto se cal-
culan como:

N-1

Cm = kz_o rpe” nk, (4.15)

Por conveniencia, hemos elegido los limites de la suma desde k£ = 0 hasta
k = N — 1, pero cualquier otra sucesion de N valores consecutivos de k es
también valida. Por ejemplo, si consideramos senales reales x = T, se ten-
dré que los coeficientes espectrales deben cumplir ¢,, = ¢_,, y entonces serd més
conveniente tomar los limites del sumatorio como:

(N/2] ‘ 1 [N/2] ‘
T = Z cpettnk e = — Z zpe Kk (4.16)
n=—[N/2| k=—[N/2]

donde [N/2] denota la parte entera de N/2.

Ejemplo 4.4.2. Calcula los coeficientes espectrales para el tren de pulsos que
resulta de la extension periddica de periodo N de la secuencia xy = ugyn, —
ug—n, (ug es el salto en tiempo discreto) en el intervalo [—[N/2],[N/2]], donde
N > 2N; (dibuje dicha extensién periddica).

Solucion:
1 N, 1 Ny
—i2Tnk —i2%n k
o =y X EEefame o g 3 ati=ken

N k=—N; N k=—N1

Oé_Nl 2Ny (2N1+1)/N si ’I’LZO,iN,:l:2N,

= Zak = sen(27”"(N1+%))
N el S S— en otro caso

1
=0 N sen(2E2)
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Esta es la versién discreta y periddica de la funcién sinc(t) que veremos en el
siguiente capitulo.

Ejercicio 4.4.3. Usando que:

Nl N(N —1)/2 sioa=1
D kot = araVew-n-n
— (T—a)? si a#l

demuestra que los coeficientes espectrales para la extensién periédica de periodo
N de x, = k en el intervalo [0, N[ son:

[ (N—=1)/2 si n=0,+N,42N,...
T 1/eF -1 en otro caso

Ejercicio 4.4.4. Usando que:

sz‘:leQk = ]—V(<]1V+_>i)(fgfv<:+12£(zj<1— JaN+(a=1)*N?) s

demuestra que los coeficientes espectrales para la extensién periédica de periodo
N de xj, = k% en el intervalo [0, N[ son:

(N—1)(2N —1)/6 si n=0,£N,%2N,...
Chn =1 (N-2)'F"_N

27

. en otro caso
("N "—1)2

Ejercicio 4.4.5. Calcula los coeficientes espectrales para el rectificador de
media onda que resulta de la extensién periédica de periodo N = 2M (par) de
zy, = sen(Z k)uy, en el intervalo [—M, M].

Ejercicio 4.4.6. Demuestra que los coeficientes espectrales para el tren de
impulsos ) = Z?i_oo 0k—in (extension periddica de periodo N del impulso g
en el intervalo [—[N/2], [N/2][) son ¢,, = 1/N,Vn € Z, y para el tren de impulsos
desplazado un tiempo s: x = >0 Ok_(in4s) SO Cp = e*i%ﬂ"s/N.
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5.1. De la serie a la transformada de Fourier

Hemos estudiado la serie de Fourier f(t) = >.>7 __ c¢,e'n! para una fun-

cién periddica f(t) = f(t + T') de periodo T, donde ¢, = % fiﬁ% f(t)e iwmtat
son los coeficientes espectrales y w, = Awn las frecuencias discretas de los
armoénicos (banda discreta), con Aw = 27 /T. Ahora queremos extender los
anteriores resultados a funciones f(t) no necesariamente periédicas. Para ello
hagamos tender formalmente el periodo T' — oo y pongamos Aw — dw,w,, — w

(banda continua). As:

S = (1 [T | _
f(t) = c ezwnt — i/ f(T)eilwanT ezw"t

”;00 L n;oo T -T/2

N w2\ 1 [T .
= ) e (1?) o [ fmeerar
n=—o00 u —-T/2
Tz - eiwtdwi /Oo f(r)e T dr = 1 /oo f(w)ei“’tdw
— 27 —00 2 o
fw)

donde hemos sustituido suma por integral en el limite al continuo, y hemos
definido la Transformada de Fourier f de f y su Transformada inversa como:

fw = 7wy = [ T fte .

— (5.1)
1) = FH(fw) = 5 /_ Flw)e da.

Al igual que para la series de Fourier, la funcién f debe cumplir ciertas condi-
ciones para que exista su transformada de Fourier f , como por ejemplo, la condi-
cion de convergencia absoluta de Dirichlet: f_oooo |f(#)|dt < oo. No obstante,
nosotros trabajaremos a veces con funciones como f(t) = sen(t) 6 f(t) = us(¢)
para las cuales, aunque tal condicién no se cumple, tiene todavia sentido su
transformada en el ambito de las distribuciones, como por ejemplo, la delta de
Dirac §(w).

5.1.1. Ejemplos de transformadas de Fourier

Ejemplo 5.1.1. (Transformada del pulso unitario) Tomemos el pulso unitario
centrado ur(t) = up(t +T/2) = xj—1/2,7/2(t) = us(t +T/2) —us(t — T/2).
Su transformada de Fourier es:

T/2
i (w) = Flup(t)) = /

—T/2

—iw t=T/2
e t:| / _ sen(Tw/2) _ Tsinc(&)
2 )

e—iwtdt — |:
t=—T/2 w/2 ™

—lw
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donde hemos definido la funcién sinc(z) = %202 cuya grafica se muestra en

la figura 5.1 ”

=ima (k)

E

NN A A

sen(mt)
it

Figura 5.1: Funcién sinc(t) =

Ejemplo 5.1.2. (Transformada de la exponencial decreciente por escaldn)

o . —(B+iw)t 115 1
F (e Plug(t)) = / e Ple—wtqr — [e} = —.
( s( )) 0 —(B+iw) |,— B+ iw

Ejemplo 5.1.3. (Transformada de exponencial por senoides y por escaldn)

eiw0t _g—iwpt

Utilizando que sen(wot) = 5 se tiene:
oo giwot _ g—iwot
F (e_ﬁt sen(wot)ug(t)) = / e_BtTe_“"tdt
0 (3
1/2 ~1/2 —wo

zﬂ—w—i—wo_'—zﬂ—w—wo C(w? —wl) - 32— 2iwp’

De igual manera:

1/2 1/2 B — (B +iw)

—pt — =
F (e cos(wnt)us (1)) B+ iw — iwg N B+iw+iwy (w2 —wd)— 32 —2iws’

Ejercicio 5.1.4. (Transformada de la gausiana) Demuestra que

_42 /(252
- e—t /(207) _ )
V2mo
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Ejemplo 5.1.5. (Transformada del impulso)

F (5t — t0)) = 0¢, (w) = /_oo §(t — to)e hdt = e,

En particular, F(4(¢)) = 1. Usando la transformada inversa, tenemos una ex-
presién integral interesante para el impulso:

1 o0 . . 1 oo i
5t —to) = %/ b1 (w)e™tdw = > ewt=to) gy, (5.2)

que utilizaremos en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 5.1.6. (Transformada del seno y del coseno)
o0 , 1 [~ 4
F (sen(wot)) = / sen(wot)e “idt = —_/ (eTilwmwolt _ pmi(wtwo)t) gy

- %277(6@ —wp) = 8(w + wp)) = im(6(w + wo) — I(w — wp)),

donde hemos intercambiado el papel de ¢t <> w en la integral (5.2). De la misma
forma, la transformada del coseno es:

’]—"(cos(wot)) = 7(6(w + wo) + d(w — wp))- ‘

En particular, cuando wy = 0 = cos(wot) = 1 = | F(1) = 2nd(w) |

Ejemplo 5.1.7. (Transformada del escaldn) Veamos cudl es la transformada
del escalén f(t) = ug(t). Esta funcidn, al igual que los senoides, no cumple la
condicién de convergencia absoluta de Dirichlet [*_|f(t)|dt < co. Reemplace-

mos el salto ug(t) por el “salto de media nula” vg(t) = ug(t) — 1. Utilizando

que 6(t) = d"%t(t) = dvjit(t) y derivando bajo el signo integral en

1 > ) 1 o0 ,
vs(t) = %/ tg(w)e™tdw = 6(t) = dv;t(t) = %/ iwig(w)e™ dw,

— 0o — 00

y utilizando la expresién (5.2) para to = 0, se tiene que

WS\ _ iis(w) = | sw) = — |

1= F(5(1) = F(° -

Sabiendo ademads, por el ejercicio anterior, que F(3) = 1 F(1) = 12n6(w) =
md(w) tenemos finalmente que:

Flus(t)) = () — -

w
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Observacion 5.1.8. Notese que esta tdltima expresién no coincide con

1 1
{ ; _Bt = { = — = 3
Ll?li% (e us(®)) éli% B+iw iw 05 (w).

Esto nos indica que tenemos que “andar con pies de plomo” cuando trabajamos
con distribuciones. Para estas “pseudo-funciones” mo siempre estan definidas
operaciones de intercambio de limite e integral, asi como derivacién e inte-
gracién bajo el signo integral.

Ejemplo 5.1.9. (Transformada de polinomio por funcién) Supongamos que
conocemos la transformada f de f y que se dan las condiciones necesarias para
derivar bajo el signo integral, entonces:

= L O:O f(t)e ™ tdt = L’;SJ) = / N —itf(t)e " dt,

— 00

lo que quiere decir que F(tf(t)) = i%(:’). Derivando n veces se tiene que:

nd"f(w)

dw™

F"f(t)) =i

Por ejemplo, utilizando los resultados del ejemplo 5.1.2; podemos calcular ficil-
mente la transformada

d 1 1
te Plug(t)) = i— = .

F(te™ us (1) Zdw (ﬂJriw) (B + iw)?
Ejemplo 5.1.10. (Transformada de f(t) = sinc(t)) Del ejemplo 5.1.6 sabemos
que la transformada de Fourier de g(t) = sen(nt) es §(w) = in(d(w + 7) —
d(w — m)). Ademds, como ¢(t) = wtf(t), por el ejemplo 5.1.9 tenemos que
N . df(w) dUS(dq*QO)

iw) = in it
us(q — qo) = f ! §(k — qo)dk. Utilizando esta expresién, podemos calcular
f(w) integrando §(w) = ir dj;( es decir:

Flsine() = flw) = — / W)dw = /  G(w ) — 8w — m))dw

— 0o

También sabemos que 6(q¢ — qo) = , con lo cual

= us(w+m) —us(@ —T) = U2r(w) = Xorr] ()-

Vimos en el ejemplo 5.1.1 que la transformada del pulso up centrado de du-
racién T es la funcién sinc. Ahora hemos visto que la transformada de sinc es,
a su vez, el pulso centrado ur de duracién T = 2. Este es un caso particular
de lo que se denomina propiedad de dualidad de la transformada de Fourier,
que estudiamos en la siguiente seccién.

Aunque ya hemos hecho uso implicitamente de algunas de las propiedades
siguientes en los ejemplos anteriores, pasemos a enumerarlas y demostrarlas.
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Figura 5.2: Pulso como diferencia de dos saltos

5.1.2. Propiedades de la transformada de Fourier

Propiedad 5.1.11. (Propiedad de linealidad) Sean f y § las transformadas
de f y g, respectivamente, y a,b dos constantes arbitrarias. Entonces:

Flaf(t) +bg(t)) = af(w) + bj(w).

Demostracién: es una consecuencia directa de la linealidad de la integrall]

Propiedad 5.1.12. (Transformada de la derivada) Sea f(w) la transfor-
mada de una funcién f(¢), n veces derivable que cumple las condiciones de

Dirichlet. Entonces:
F (d”f(t)) = (iw)" f(w).

dtm

Demostracion: Derivando una vez bajo el signo integral en

_ 1 * iwt df(t) _ 1 /OO ) twt
ft)= o /_Oo flw)e™ dw = i o) iwf(w)e“tdw.
F)

Y, derivando sucesivamente, llegamos al resultado deseadol]

Propiedad 5.1.13. (Transformada de la integral) Sea §(w) la transfor-
mada de g(t) = %(tt). Entonces la transformada de f(t) es:

1w

fw) = F ( / g(t)dt) . )

Demostracion: Una aplicacién ingenua de la anterior propiedad de la derivada
nos dirfa que

df (t) ; 2 9(w)

i) = L) = iwfw) = fw) = L2,
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pero esta expresion sélo es vélida en realidad para funciones de media nula
fo(t) para las cuales: fo(0) = [ fo(t)dt = 0. Para una funcién f de media
no nula, f(0) # 0, debemos corregir la férmula anterior redefiniendo la funcién
fo(t) = f(t) — 2 £(0) (recuérdese la operacién similar por la que definfamos el

2
salto de media nula vg(t) = us(t) — 1 en el ejemplo 5.1.7), de manera que:

FUW0) = Folt) + 57(0)) = FUho(e) + £ FOIFD) = 2 4 27 0)o(0),

W
donde hemos hecho uso de la propiedad de linealidad y de los resultados del
ejemplo 5.1.60J

Propiedad 5.1.14. (Propiedad de dualidad)

[ F(f(1) = gw) & Fg(t)) = 2nf(-w)|

ién: nsiderem uncion I ion. r
Demostracién consideremos dos  funciones elacionadas 0
oo »
g(u) = [°. f(v)e”""dv. Entonces:

1. Stu=wyv=t=gw)=F(f(t)
2. Siu=tyv=w= f(-w) = 5=F(f(t) O

T

Ya nos hemos encontrado con esta propiedad en los ejemplos anteriores. Por
ejemplo, hemos visto en el ejemplo 5.1.1 que F(ur(t)) = Tsinc(%) y, por du-
alidad, tenemos que F (T'sinc(2%)) = 27up(w) y, tomando T’ = 2 resulta que
F (sinc(t)) = uar(w), obtenido en el ejemplo 5.1.10. Otro ejemplo de dualidad
lo tenemos en el ejemplo 5.1.7, donde sabemos que F(vg(t)) = ;- de manera

que, por dualidad

1 _ mosi w<0
]:(;) = 2mivg(—w) —{ —im si w>0

Otro caso de dualidad es el del ejemplo 5.1.6 donde sabiendo que F (sen(wot)) =
1m(6(w 4+ wp) — I w — wp)) ¥ que F (cos(wot)) = m(0(w + wp) + d(w — wp)), se
tiene que:

1
0w+ wy) = %(}' (cos(wot)) — iF (sen(wot))
y por dualidad
F (5(t +tg)) = cos(wtp) + isen(wtg) = ™o

que coincide con el resultado del ejemplo 5.1.5. También el ejemplo 5.1.9 para la
transformada de un polinomio " por una funcién f(¢) es dual de la propiedad
5.1.12.



110 Capitulo 5. Transformada de Fourier en Tiempo Continuo y Discreto

Propiedad 5.1.15. (Reescalamiento en tiempo y frecuencia: Principio
de Heisenberg) Si f(w) = F(f(t)) y a =constantes 0, entonces:

1w
F(f(at)) = ;\f(g)
Demostracion:
f(f(at)) — 700 f(at)e zwtdt Z: = ;

— L7 f(T)e*fT’TTdT = 1f=
-5 0 1

Esta propiedad es reflejo del hecho de que si aumentamos el periodo T de una
senal periddica, la frecuencia w,, = Q%n disminuye de manera que el producto
wpT = 2mn > 27 se mantiene siempre mayor que una cantidad minima de 27.
La propiedad de reescalamiento se observa bien en, por ejemplo, la transforma-
da del pulso (véanse figuras 5.3 y 5.4): conforme el pulso se localiza mas y més
en el dominio de frecuencias, su transformada (la funcién sinc) se deslocaliza
ma&s y mas en el dominio del tiempo, y viceversa. En el limite en que el pulso se
hace infinitamente localizado (infinitamente estrecho e infinitamente alto) en el
dominio de frecuencias, lo que tenemos es el impulso d(w), cuya transformada
inversa F~!(§(w)) = 5= estd completamente deslocalizada en el dominio del
tiempo (véase figura 5.5). Esta propiedad es una manifestacién del denominado
Principio de indeterminacion de Heisenberg.

Propiedad 5.1.16. (Desplazamiento en tiempo y frecuencia) Sea f(w) =
F(f(t)), entonces:

F(f(t+to)) = et f(w)| (desplazamiento en tiempo)

N , (5.3)
Fl (f(w F wo)) = eFwol £(1) | (desplazamiento en frecuencia)

Demostracién: es andloga a la del Teorema 4.2.2 para series de Fourier. El
desplazamiento en frecuencia se obtiene por la Propiedad de dualidad 5.1.1407

La propiedad de desplazamiento en frecuencia es un caso particular de la
propiedad de modulacién en amplitud 5.1.18 que veremos més adelante.

Propiedad 5.1.17. (Convolucién y modulacién en frecuencia) Sean f(¢)
y g(t) dos funciones integrables y definamos su producto de convolucién
como:

£rdly = [ T - D).
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Figura 5.3: Localizacién de un pulso en el dominio de frecuencias

aftpa ~ S |

Figura 5.4: Deslocalizacién de sinc en el dominio del tiempo

Sean f(w) = F(f(t)) y §(w) = F(g(t)), entonces:

F ([f *9)(1) = (@) (w).

Demostracién: es andloga a la proporcionada en la Seccién 4.2.3 para las
series de Fourier Se dice f(w) modula (en el dominio de frecuencias) a §(w),
actuando como un filtro. Esta es la base de la conocida Frecuencia Modulada

(FM) en ondas de radio.

Propiedad 5.1.18. (Modulacién en amplitud) Sean f(w) = F(f(t)) y
g(w) = F(g(t)), entonces:

F (090 = o=l + gl = 5 [ o= @)l

Figura 5.5: Principio de indeterminacién de Heisenberg
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Demostracién: esta propiedad es dual de la anterior(]

Se dice que f(t) modula (en el dominio del tiempo) la amplitud de g(t),
de forma andloga a como sucedfa en el fenémeno de las pulsaciones (ver figura
2.6), estudiado en la Seccién 2.1.3. Esta es la base de la conocida Amplitud
Modulada (AM) en ondas de radio.

Propiedad 5.1.19. (Férmula de Parseval) Sea f(w) = F(f(t)), entonces:

ik =5 [ ik,

Demostracién: es parecida a la de la Seccién 4.2.2 para series de Fourier. La
adaptamos aqui para funciones no necesariamente periédicas:

HO)

| wora = [~ swiwa= [~ 5w [1 °°f<w>emczw] d

—00 —00 27 —o00

;ﬂ/_z Fw) U_O; f(t)e‘i“’tdt} duw = % " Fw) ),

— 00

fw)
donde hemos utilizado el Teorema de Fubini para el intercambio de las inte-
gralesenty en w J

Ejemplo 5.1.20. Calcula la transformada inversa de Fourier de f(w) = f;i(;z:;% :

Solucion: Utilizando el resultado de los ejemplos 5.1.2 y 5.1.9 sabemos que

1 ((2+lzw)2) = te *ug(t) = h(t).

Usando la férmula de Euler cos(aw) = M y las propiedades de lineali-

dad 5.1.11 y de desplazamiento en el tiempo 5.1.16 tenemos que:

aw + e—’LllUJ N

) = F <€2h(w)>:;(r1 (ei“wﬁ(w)>+]-'_l (e—ia%(w)))

. %(h(t—i—a) +h(t - a))
= % ((t +a)e 2D yg(t 4+ a) + (t — a)e 2 Dug(t — a)) .

Otra forma de resolverlo es usando la propiedad de convolucién 5.1.17, poniendo
flw) = h(w)§(w), con h(w) = m y §(w) = cos(aw). Del ejemplo 5.1.5
tenemos que F (§(t — tg)) = e~ !0, luego

elllw + e—’LCLUJ

g(t) = F~}(cos(aw)) = F (2> = %(6@ +a) 4+ 6(t —a)).
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Asi, por convolucién tenemos que:

0 = gl = [ b= ng(rir

_ / (1 —m)e X Dug(t )5 (5(r + a) + 5(7 — @))dr

— 00

= L (e ug(t 4 a) £ (- )2 (e a))

donde se ha usado la férmula (3.7) para la integracién del producto de la delta
de Dirac por una funcién cualquiera.

sen(w)
2i—2w

cos(w)
(144iw)3 "

Ejercicio 5.1.21. Calcula la transformada inversa de y de

Ejemplo 5.1.22. Calcula la transformada inversa de f(w) = 1/w?.

Solucién: Del ejemplo 5.1.7 sabemos que F~! (%) =vg(t) = ug(t) — % y, por
la propiedad de “multiplicacién por polinomio” F(tf(t)) = if’'(w) del ejemplo
5.1.9, tenemos que:

fwy=L =4 (1) = itlg(w) = f(1) = F (—its(w)) = —tos(t).

o \iw
Ejercicio 5.1.23. Calcula la transformada inversa de 1/w® y de 1/w?.

Ejercicio 5.1.24. Demuestra (por induccién) que:

= (o) - (;”_1)!6%5@_

Ejemplo 5.1.25. (Examen Febrero 2006) Calcula la transformada de Fouri-
er de la funcién “tienda de campana’

0 si t<0
) t/m si 0<t<m
J(t) = 2—t/m st w<t<2m
0 si t>27

de la figura 3.6 (en el ejemplo 3.1.18).
Solucion: integrando por partes:

o0 T 27
fw) /_ f(t)e_i“’tdt:/o Ee‘i‘“tdf-|-/ (2—£)€_thdt

s s

—1+ 2efi7rw _ 672i7rw
2

W
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Ejercicio 5.1.26. Utilizando los resultados del ejercicio anterior y la propiedad
de reescalamiento 5.1.15 y desplazamiento 5.1.16 en tiempo, demuestra que la
transformada de Fourier de la funcién tienda de campafia (represéntala grafi-
camente)

1= g < T2
fT(t)_{o T It| > T/2
€s: )
. T (sen(wT/4 T T
friw)=5 < ot )) = 5 sine’ (Zr)

Ejemplo 5.1.27. Calcula la transformada inversa de f(w) = sinc?(wa).
Solucion: tomando a = % el ejercicio anterior, se tiene que:

f(t) = %}"1 (fT(w)) — { Sia (1 - %) si |t| < 27a

si || > 27a

También podriamos haber usado la propiedad de convolucién 5.1.17 y escribir

2ﬂT(w)ﬂT(w)

sinc?(wa) = sinc(wa) sinc(wa) = (27ma)~
con Uy (w) = 2mwasinc(wa) la transformada del pulso unitario dada en el ejemplo
5.1.1. Por la propiedad de convolucién 5.1.17 tenemos que:

oo

F 1 (ar(w)ir(w)) = [ur * ur](t) = / ur(t — 7)ur(7)dr,

— 00
y como el producto de pulsos es (compruébese gréaficamente):

0 si t< —2ma
ur(t —7m)ur(t) =< 1 si |t| < 2wa, méx(t, —ma) < 7 < min(t, t + wa)
0 si t>2ma

volvemos a obtener el resultado de antes (hdgase).

Ejercicio 5.1.28. Utilizando la propiedad de modulacién en amplitud 5.1.18,
el ejemplo 5.1.10 y la propiedad de desplazamiento en el tiempo 5.1.16, calcula
la transformada de f(t) = sinc(¢) sinc(t — 1).

Ejemplo 5.1.29. (Examen Junio 2006) Calcula la transformada de Fourier
de la funcién
0 si t<0
f#) =14 sen(t) si 0<t<mw
0 si t>m7
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de la figura 3.8 (en el ejemplo 3.1.19).

it —it

Solucion: Usando la férmula de Euler sen(t) = <57 se tiene :
R 00 ) ™ ‘ T it _ =it
flw) = / f(t)e “tdt = / sen(t)e "“tdt = / — et
—o0 0 0 2
B 1+ efiw'n'
B w2 -1

5.2. Calculo de respuestas forzadas por trans-
formada de Fourier

En el Capitulo 3 vimos cémo calcular respuestas forzadas a entradas definidas
a trozos para EDOs lineales de primer y segundo orden. Ahora volvemos a abor-
dar el mismo problema desde la perspectiva de la transformada de Fourier.

5.2.1. Ecuaciones de primer orden

Sea la EDO lineal de primer orden
z(t) + ax(t) = f(¢).

Denotemos por (w) = F(x(t)) y f(w) = F(f(t). Aplicando la transformada
de Fourier a dicha ecuacién y usando las propiedades de linealidad 5.1.11 y
transformada de la derivada 5.1.12:

F(i(t) + az(t) = f(t) = iwi(w) + ad(w) = f(w)

hemos transformado una ecuacién diferencial en una ecuacién algebraica que,
al despejar Z(w), nos da la solucidn en el dominio de frecuencias:

1
a4+ iw

#(w) = h(w)f(w), donde h(w)=
es la funcion de transferencia, filtro o respuesta en frecuencia.

Respuesta forzada al impulso

Tomemos por ejemplo f(t) = 6(t — tg). Sabemos por el ejemplo 5.1.5 que
f(w) = e~™ con lo cual la solucién en el dominio de frecuencias es

e—iwto

2(w) = h(w)f(w) =

a+iw’

Para hallar la solucién en el dominio del tiempo z(t) tenemos que aplicar la

) _ . —1(_1 \ _
transformada de Fourier inversa. Del ejemplo 5.1.2 sabemos que F (a _H.w) =
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e~ %ug(t) = h(t) y, aplicando la propiedad de desplazamiento en el tiempo
5.1.16, tenemos que la solucién es:

a(t)=F NN _ ematito, (t —to)
N a+tiw) s 0

Cuando ¢y = 0, la solucién coincide con la respuesta impulsiva x(t) = h(t)
obtenida previamente en la ecuacién (3.8) del Capitulo 3.

Respuesta forzada al salto unitario

Tomemos ahora f(t) = us(t—to). Sabemos por el ejemplo 5.1.7 que F(us(t)) =
76(w) — =y, por la propiedad de desplazamiento en el tiempo 5.1.16, F(us(t —
to)) = (70(w) — L)e~™% con lo cual la solucién en el dominio de frecuencias
es

#(w) = hw) f(w) = (W(S(Wili)je_w = ﬂég(LW) B iw:c:: i(;))7

donde hemos usado la propiedad 6(z — o) f(z) =~ 6(x — xg) f(xo) para la delta
de Dirac. Para hallar la solucién en el dominio del tiempo z(t) podemos pro-
ceder de dos maneras, bien directamente hallando la transformada de Fouri-
er inversa o bien por medio de la convolucién z(t) = [h * f](t) (usando que
h(t) = e %ug(t), calculada en el ejercicio anterior).

1. Utilizando la convolucién:

2(t) = /_Oo h(t — 1) f(r)dr = /OO e~ =D (t — TYus(t — to)dr.

Ahora:
ug(t —t si T<t
us(t —r)us(t —to) = { usgt—TO)) si 1> tg
con lo cual
to oo !
Calt— Calt— t=1t—
z(t) = / e—alt T)US(t—to)dT—F/ e—olt T)’LLS(t—T)dT = ‘ g — —dTT
—0o0 to -
=0
=0 , 0 siot<t
= e %W aug(t! dt'—{ _ , i 0 }
[m s(t) f(f Pemat' gt it >t
—at’ t=to 1
e
= us(t—t _ (1 - —a(t—m)) t—t
us(t — to) l — L - e us(t — to)

que coincide con la que obtuvimos en la ecuacién (3.1) del Capitulo 3.
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2. Desarrollando en fracciones simples (véase Apéndice A)

) i/a 1/a
_ ¢ _ia_  1a

wla+iw)  w a+ iw
y sabiendo que F~!(276(w)) = 1 (ejemplo 5.1.6), F ' ((:5) = us(t) — &
(ejemplo 5.1.7) y F~! (a_&iw) = e “ug(t) (ejemplo 5.1.2) y usando la
propiedad de desplazamiento en el tiempo 5.1.16, tenemos que:

Py = 7 () () e ()

w a+iw

1 1 1\ 1
M+a(m@m2)szWMAttw—mw

que, tras simplificacién, coincide con la calculada por convolucién.

Ejercicio 5.2.1. Repita los cdlculos para la entrada rampa unitaria ug(t) de
la Seccién 3.1.2, el pulso unitario up(t) de la Seccién 3.1.3 y el escalén rampado
ugp(t) del ejemplo 3.1.14. Compadrense los resultados con los obtenidos en el
Capitulo 3.

Ejemplo 5.2.2. (Examen Febrero 2006) Resuelve el ejemplo 3.1.18 por
transformada de Fourier.

Solucion: La ecuacion diferencial es & + z(t) = f(t) y la solucién en el dominio
de frecuencias es:

F (@) +z(t) = f(1) = iwt(w) + &(w) = f(w) = &(w) = lf—i(—u;Z)'
Por otro lado sabemos (por el ejemplo 5.1.25) que
R -1+ 2e—i7rw _ e—2i7rw
f(w) - 7rw2
con lo cual
) 1 =1 + Qe—iﬂw _ e—2i7‘rw -1 1 2€—i7rw 8—21'71'0.1
.’E((U) = _ 2 f = 2 . Y - + B} 3
™ w?(1 + iw) 7 \w(l+iw) w?(l+iw) ?(1+4+iw)

Desarrollando en fracciones simples el primer sumando

1 -1 1 1

w1 +iw) (14 iw) oz

y utilizando los resultados de los ejemplos 5.1.2,5.1.7 y 5.1.9 tenemos que:

P (o) -~ (i) ()7 (3

—e tug(t) +vs(t) — tvs(t)
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donde vg(t) = ug(t) — % es el salto de media nula. Utilizando la propiedad de

desplazamiento en el tiempo 5.1.16, tenemos finalmente que:

z(t) = F Haw)) = %[—e‘tus(t) +vg(t) — tvg(t)
+2e” Mgt — 1) — 2ug(t — ) 4 2(t — w)vg(t — )
—e~ 2™y (t — 21) + vg(t — 27) — (t — 27)wg(t — 2m)]

Ejercicio 5.2.3. Repita los célculos del ejercicio anterior para la entrada fr(¢)
del ejercicio 5.1.26.

Ejemplo 5.2.4. (Examen Junio 2006) Resuelve el ejemplo 3.1.19 por trans-
formada de Fourier.

Solucién: La ecuacién diferencial es I 4+ I = f y la solucién en el dominio de
frecuencias es:

F (f(t) +I(t) = f(t)) = iwl(w) + [(w) = fw) = [(w) = 1{{“2}.
Por otro lado sabemos (por el ejemplo 5.1.29) que
~ _ 1_|_e—iw7r B 1 e—i:.u‘n-
W) == T = e e wiDe-D
luego
j(w) _ 1 672’0.)71’

WH+Dw-1)1+iw) (@+1(w-1)1+iw)
Desarrollando en fracciones simples:

1 1—4)/4 —1/2 (1+i)/4

(WH+D)(w-D1+iw) w-1 1+iw w+l

y sabiendo que F~!(=f) = wg(t) = us(t) — 3 (ejercicio 5.1.7) junto con

la propiedad de desplazamiento en frecuencia 5.1.16, y que F 1 (1 Jrliw> =

e tug(t) (ejercicio 5.1.2), tenemos que:

7 (<w+1><wi1><1+zw>> -

- () () o (5
- 1+ it

; 1
=7 ivg(t)e — ie_tug(t) - wg(t)e

1 1 1
—51)3(15) sent + §Us(t) cost — §e_tus(t)
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y usando la propiedad de desplazamiento en el tiempo 5.1.16 se tiene que la
solucién en el dominio del tiempo es:

» 1+e—iw7r
Ity = F (‘(w+1)(w1)(1+iw))

1 1 1
= 51}5(1&) sent — ivs(t) cost + §e_tus(t)

1 1 1
+ Evg(t —m)sen(t —m) — §vs(t —m)cos(t —m) + 56_(t_”)us(t — ).

Podemos simplificar aun m4s teniendo en cuenta que sen(t — ) = —sent y que
cos(t —m) = —cost y vs(t) = us(t) — 3 y us(t) — ug(t — 7) = up(t) (el pulso
de duracién T = ), de manera que:

I(t) = %UP(t) sent — %uP(t) cost + %e*t(us(t) +eTug(t —m)).

Nétese que, en el circuito RL de la figura 3.7 del ejercicio 3.1.19, al considerar
como entrada la fuerza electromotriz f(¢) de la bateria y como salida la caida
de potencial Vz(t) = RI(t) = I(t) en la resistencia, la funcién de transferencia
del circuito RL es )
hwy= 1@ _ L
f(w) 14w

cuyo espectro de amplitud viene dado por la expresion:

el = | s

que representamos en la figura 5.6. Veremos més adelante (seccién 5.2.3) que
este circuito implementa un filtro de Butterworth paso baja de orden n = 1.

1B |

Figura 5.6: Espectro de amplitud para un filtro paso baja
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5.2.2. Ecuaciones de segundo orden

Sea la EDO lineal de segundo orden
B(t) + 26(t) + wia(t) = f(t)

que describe un oscilador armoénico amortiguado y forzado. Denotemos por
#w) = Fz(t)) y fw) = F(f(t). Aplicando la transformada de Fourier a
dicha ecuacion y usando las propiedades de linealidad 5.1.11 y transformada
de la derivada 5.1.12:

F(2(1) +2B2(t) + wiz(t) = f() = (—w* + 2iBw + wy)2(w) = f(w)
hemos transformado una ecuacién diferencial en una ecuacién algebraica que,
al despejar Z(w), nos da la solucidn en el dominio de frecuencias:

1

#(w) = ﬁ(w)f(w), donde ﬁ(w) = (w2 — w?) + 2ifw

es la funcion de transferencia, filtro o respuesta en frecuencia.

Respuesta impulsiva

Consideremos f(t) = d(t), con lo cual f(w) =1y, por lo tanto, la solucién
coincide con la funcién de transferencia #(w) = h(w). Consideremos el caso
subamortiguado 8 < wyp. Desarrollando en fracciones simples tenemos:

- 1 1 1
h(W): ( — >’ con Wi:iﬁiw*, Wy = W(Q)—ﬁQ
2w \W—wW_  wW—wy
Por el ejemplo 5.1.3, sabemos que
F e—Bteizw*tu 1)) = : _ : .
( s(t) B4+ ilwFw.) w—(ifE£ws)
—_——
w4

Asi, la funcién de transferencia en el dominio del tiempo queda:

h(t) = Fl (ﬁ(w)) = % (ie‘ﬁtei“’*tus(t) — ie_ﬂte_i“’*tus(t))
Bt sen(wsyt) us(t)

*

que coincide con la calculada en el ejemplo 3.1.16.

Ejercicio 5.2.5. Repite los cdlculos para las entradas: escalén unitario ug(¢)
y la tienda de campana de la figura 3.6.
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Ejercicio 5.2.6. Demuestra que, para el circuito RCL de la figura 2.14, la
funcién de transferencia (considerando como entrada la fuerza electromotriz
E(t), y como salida la caida de potencial en la resistencia I(t) = Vg(t)/R)
viene dada por la expresion:

~ I(w) iw

) _ ()],
Blw) —Lw?+ % + iRw [H(w)le

1. Representa los espectros de amplitud |H(w)| y de fase ®(w) y di si se
trata de un filtro paso baja, alta o banda.

2. Para el caso en que L = 1, R = 4,C = 1/3, demuestra que el desarrollo
en fracciones simples de la funcién de transferencia es
- 3/2 1/2
A(w) = /2 1/2
3+iw 14w

vy que la respuesta impulsiva en el dominio del tiempo es:
- 1
It)=Ht)=F '(Hw)) = ~5 (7" —3e7*") ug(?).

Ejercicio 5.2.7. Dado el sistema descrito por
i(t) +4g(t) + 3y(t) = @(t) + 22(t)

demuestra que la respuesta forzada a la entrada x(t) = §(t) es y(t) = s (e™*
e 3 ug(t) y que la respuesta forzada a z(t) = e tug(t) es y(t) =
e 3 ug(t). Ayuda: usa los ejemplos 5.1.2 y 5.1.9.

I+

Ejercicio 5.2.8. Para el circuito de la figura 5.7 demuestra que la funcién de

] our
ég it

Figura 5.7: Circuito con resistencias R; 2, bobina L, condensador C'y bateria™

transferencia es:

(W) (148 —w2LC) +iw(RiC + )

; Vi(w) 1
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IERECOTTNE

Figura 5.8: Circuito con resistencias R 2, bobinas L; 2, condensadores C 2 y
bateria™

Ejercicio 5.2.9. Para el circuito de la figura 5.8 demuestra que la funcién de
transferencia es:

R, Ry

PAI(w) = |:1+ 7 + w ClLlcg 72— W (L101 + LyCy + L1Cy —|—L201 )
2

—1
+i <w <R1(01 +Cy) + “;“) — P (Rlclchg + ClLlL“'))]
2

Ry

5.2.3. Filtros de Butterworth de paso-baja

[Hy [e2) ]
1

L_TQT

Figura 5.9: Filtros de Butterworth de érdenes n =1,3,5y n =25

Se trata de sistemas fisicos que vienen dados por funciones de transferencia
cuyo espectro de amplitud es de la forma

H,,(w) se denomina filtro paso baja de Butterworth de orden n y w, denota la
frecuencia de corte (frecuencia caracteristica a partir de la cual el filtro empieza
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a ser efectivo). Para d6rdenes muy grandes n — oo dichos filtros se aproximan
al pulso up(w) (véase figura 5.9)

Ejercicio 5.2.10. Demuestra que los circuitos de la figura 5.10 implementan
filtros de Butterworth de érdenes n = 1,n = 2 y n = 3, respectivamente, y
calcula la frecuencia de corte w,. para cada uno de ellos.

C=VvY our

L=2] .
[—1
1 n =3 _ 3
NG Cr=3 @ =3| our

Figura 5.10: Circuitos de Butterworth de 6rdenes n =1,2yn =3

5.2.4. Diseno de filtros eliminadores de ruido

Como ejemplo interesante de diseno de filtros, comentaremos el problema
de determinar la funcién de transferencia h(t) que elimine el ruido r(¢) de una
cierta senal de entrada s(t) = z(t) + r(t), de forma que la salida sea la senal
pura z(t). En lenguaje matemédtico, queremos que:

[hx (z+7)](t) = z(t)
0, en el dominio de frecuencias:
h(w)(#(w) + () = #(w).
Despejando, tenemos que el filtro deseado es:

oy 2(w) #(w)/P(w)
hw) = @)+ @) 11aw)/Aw)

Esto quiere decir que lAz(w) ~ 1 en las regiones de frecuencia en las que el
espectro de ruido #(w) es pequenio en comparacién con la senal pura &(w) (es
decir, cuando #(w) << &(w)). De la misma forma h(w) ~ 0 en las regiones de
frecuencia en las que el espectro de ruido #(w) es grande en comparacién con
la senal pura Z(w) (es decir, cuando #(w) >> &(w)).
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5.3. Transformada de Fourier en tiempo discre-
to

En la Seccién 4.4 nos plantedbamos la representacion en el dominio de
frecuencias de secuencias periddicas z = xpyn por medio de las series de
Fourier. En esta Seccién abordamos el caso de secuencias no (necesariamente)
periddicas.

En la Seccién 5.1 vimos cémo obtener la transformada de Fourier de una
funcién no periddica a partir de las series de Fourier para funciones periédicas
f(t) = f(t+T), haciendo tender el periodo a infinito T — co. Aqui repetiremos
aquél procedimiento para tiempo discreto. Supongamos que tenemos una se-
cuencia periddica z = x4y de periodo N y hagamos tender N — co de man-
era que, en el limite al continuo, AQ = 2T — dQ y Q,, = Zn — Q € [-7, 7,
de modo que podemos sustituir sumas por integrales en la férmula (4.16) de la
seccion 4.4 de la siguiente forma:

[N/2] ' 1 [N/2] (v/2] 4 4
T = Z cnezﬂnk _ N Z Z xle—zﬂnl elan
n=—[N/2] n=—[N/2] \I=—[N/2]
1 [NZ/Q] <27r> “§] N
iQnk —1Q,1 N7
= — eP [ — pe” Bt T
2m n=—[N/2] N 1=—[N/2]
1 T ik > —iQ1 1 /7T A ik
il K2k 10) vl — Q)e" " dQ)
— 5 [ﬂ e lgoo € o | z(Q)e ,
—_———
()

donde hemos definido la Transformada de Fourier en tiempo discreto z(€2) de
una secuencia zj, y su transformada inversa como:

() = Flag) = Z rpe

i (5.4)
1 (" ;
T =FH2(Q) = 27/ (Q)e" ™ dQ
™ —T
La convergencia de la serie #((2) estd asegurada si se verifica que Y ;- |zg] <

00, es decir, si la secuencia {z} es absolutamente sumable.

Ejemplo 5.3.1. (Ezponencial por escalén) Sea xj, = auy con |a| < 1. En-

tonces:
= 1

() = Z aFupe 1k = Z(ae_m)k R g

k=—o00 k=0
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Ejemplo 5.3.2. (Pulso de duracion 2M ) Sea xj = up4p — uk— . Entonces:

M 2M 1
, , . QM + 3))

() = Z o~k _ QM Ze_ml _ sen ( 2

Wz, = sen(€/2)

Ejemplo 5.3.3. (Impulso) Sea x = 0;—;. Entonces:

;ﬁ(Q) — Z 5k,l€_i9k — e—in

k=—o00

Ejemplo 5.3.4. (Senoides) Sea xj, = cos(Qok) = £ (e*** + e~"**). Entonces:

1 — . )
QA;‘(Q) _ 5 Z ez(QU—Q)k +e—t(Qo+Q)k}

k=—o0
Recordando la férmula (4.10):
i d(t—nT) = 1 i glont
n=-—oo T n=-—o0o

que obteniamos para el tren de impulsos, cambiando tiempo por frecuencia
t < w y teniendo en cuenta que () = Z(€2 + 27) tenemos finalmente que:

() =m7 i (0(Q— Qo —27k) + 06(Q2 + Qo — 27k))

k=—o00

Ejercicio 5.3.5. Repite el cdlculo anterior para x) = sen(Qok).

5.3.1. Propiedades
Denotemos por #(2) = F(xy).

Propiedad 5.3.6. Desplazamiento en tiempo y frecuencia

f(xk,l) == e_inii'(Q)
FHE(Q - Q) = e Pk,

Propiedad 5.3.7. Diferencia (“derivada”)

Flrg —xp—1) = (1 — e*m)i(Q)




126 Capitulo 5. Transformada de Fourier en Tiempo Continuo y Discreto

Propiedad 5.3.8. Suma (“integral”)

f(i:fk)l 1619 ) +m2(0 25 — 2mk)

k=—o0 l=—o00

Propiedad 5.3.9. Reescalamiento. Sea zy[k] =

z[k/N] sik=nN
0 en otro caso

| Flan[k]) = 3(NQ)|

Propiedad 5.3.10. Derivada en frecuencia

di(9)
aQ

Propiedad 5.3.11. Convolucién

F ([h* i) (Z hye_ m) = h(Q)&(Q)

l=—00

Propiedad 5.3.12. Modulacién en amplitud

fmmzi/ﬂ@mz@w

2 J_,

Propiedad 5.3.13. Relacién de Parseval

> =g [ @)pan

k=—o00

5.3.2. Calculo de respuestas forzadas
Ecuaciones en diferencias de primer orden

Ejemplo 5.3.14. Calcula la respuesta impulsiva en xp, — axg_1 = 0.
Solucion: Aplicando transformada de Fourier se tiene que

1 —ae ™) =1=2(Q) = h(Q) = ﬁ

y, del ejemplo 5.3.1, tenemos que x;, = F~1(2(2)) = oFuy.
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Ejemplo 5.3.15. Calcula la respuesta forzada en x — axg—1 = fi, = BFuy,.
Solucion: #() = h(Q)f(Q) con h(Q) = —L— vy f(Q) = 1_5% Pueden
darse dos casos:
= Si a # 8 (no hay resonancia). Entonces, desarrollando en fracciones sim-
ples (véase Apéndice A):
B A B B «@ I}
S l—ae® 11— B~ T a3’ a—pf

de manera que

2(2)

e = FH(@(Q)) = (Aa* = BB up = —— (" + 55 g

-p
= Si a = (hay resonancia). Entonces

i 0 d 1
() = — w0 —_—= .
#Q) o’ 40 <1 — aem)

Por una parte, utilizando la propiedad 5.3.10 de derivada en frecuencia

tenemos que:
d 1
— | ————= = ka”
]:<ZdQ (1—ae—m>> ok

y utilizando la propiedad de desplazamiento en el tiempo

. d 1
va iQ _ k+1 —
(e a0 (l—oze_m>> = (b Do ueyy = o

Otra forma podria ser usando la convolucién (hagase):

oo oo
§ : § : k-1 l
T = hk,m = « uk,lﬂ u,=...

l=—00 l=—00

Ecuaciones en diferencias de segundo orden

Ejemplo 5.3.16. Calcula la respuesta impulsiva en

1
T~ g Th-1 gTh—2 = 20

Solucion: Calculando la funcion de transferencia y desarrollando en fracciones
simples se tiene:

H() 2 2
1— %6719 + %672%9 (]_ _ %efzﬂ)(]_ _ %efzﬂ)
4 2 1 1
= — — __ = — (4(= k 2= k
1— %671(2 1— ieilﬂ Lk ( (2) (4) )uk?
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Ejemplo 5.3.17. Calcula la respuesta a f; = (%)kuk en el ejercicio anterior.

Solucion:
2

(1— %e—m)(l _ %e—iQ)Q

2(2) =

Vemos que existe resonancia. Desarrollando en fracciones simples (véase Apéndice
A) se tiene:

8 4 2
t(Q)) = — — — — - =
x( ) 1— %6729 1— %6719 (1 _ i6729)2
1 1 1
Tp = (8(§)k —4(Z)k —2(k+1)(1)k)uk

Otra forma de resolver es usando el producto de convolucién (hagase).

Ejercicio 5.3.18. Calcula la respuesta impulsiva para

5 1 11 1
—Tf— —Tg_9 = 3fk— — fr_ — fr_
T+ G Th—1 F G T2 Jr +3fk 1+6fk 2+3fk 3,
por transformada de Fourier.
Solucion: ) )
e = 8+ 201+ [(—3)" = ()

Ejercicio 5.3.19. Calcula, por transformada de Fourier, las respuestas forzadas
de los ejemplos 3.2.1, 3.2.2, 3.2.8, 3.2.9 y 3.2.10. Comprueba que se obtienen
los mismos resultados que por el procedimiento directo.
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El objetivo de este apéndice es describir la técnica de desarrollo en fracciones
simples, la cual nos es muy util para calcular respuestas forzadas mediante la
transformada de Fourier inversa. En particular, supongamos que la respuesta
en frecuencias de un sistema viene dada por una funcién racional del tipo
(tomaremos iw = v para tiempo continuo y e~*? = v para tiempo discreto):

_ Pn(v) b ™ + -+ bjv + by
 Py(v) v tap_vtlee-dtavtag’

donde, por comodidad, suponemos que m < n (si no es asi, procederiamos a
dividir ambos polinomios) y tomamos a, = 1 (si no es asf, dividimos numerador
y denominador por a,,). El primer paso es resolver P, (v) = 0, lo cual nos dard r
raices distintas vy, ..., v, con multiplicidades mq, ..., m,. De esta manera, la
funcién de transferencia queda:

bmvm+~'+blv+b0
(v—r1)™ ... (v =)™

H(v) =

En este caso, la descomposicién en fracciones simples de H(v) adopta la sigu-
iente forma:
A A A
Hp) = S22y A
v—v; (v—w1) (v—wvy)™
Agy o Az,
v — Vg (v — vg)™2

Arl Arm
e T e A L Al
e T ey (A1)

Los n coeficientes Aj,,; pueden calcularse de forma directa sumando las ante-
riores fracciones simples (reduciendo a igual denominador) e igualando coefi-
cientes de igual potencia de v con el numerador P, (v). Otra forma més directa
es utilizando la férmula:

1 dmi—k

Ags =
* T g — k) | domiF (v

— )" H(v)]

V=4

En efecto: multiplicando ambos lados de la ecuacién (A.1) por (v — v;)™i,
derivando repetidamente hasta que A;r ya no esté multiplicado por una po-
tencia de (v — v;), y evaluando finalmente en v = v; llegamos al resultado
deseado.

Ejemplo A.0.20. Para

i4di+3z=f+2f
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tenemos que

v+ 2 v+ 2 Al A2
H(v) = +dv+3 (v+1)(v+3) RS + v+3
donde
A= (04 DA = =1/2
Ay = [(v+3)H(©)]|v=—3 =1/2

con lo cual la respuesta impulsiva del sistema es

h(t) = l(e_t + e 3 ug(t).

2
SupongAamos que queremos calcular la respuesta forzada a f(t) = e tug(t).
Como f(w) = ﬁ, tenemos que:
. s v+ 2 Aqy Agp Agy
Ho) =HOIO) = Goqpn s “orl T el v+s
donde
An = (o 1% ()] [ = 1/4
(2-1D!dv
Az = [+ 1)%2(0)] [o=1 =1/2
A = [(v+3)2()] lv=—s =—1/4
y tomando transformada inversa queda:
z(t) = (ie*t + %te*t - ie*Bt)uS(t).

Ejemplo A.0.21. Para

+la,=of
Tk 4-75]@71 8xk72 = k

tenemos
2 2 —8 8

HU: = = + .
) 1-3v+ 102 f(v—2)v—4) v—-2 v—4

Teniendo en cuenta que F(a*uy) = ﬁ, podemos poner

4 2
H(’U) = 1 T ’
— 5’1} 1-— ZU
con lo cual ) )
hk = 4(§)kuk — 2(Z)kuk
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Ejercicio A.0.22. Compruebe que la respuesta forzada a fi

ejemplo anterior es:

que por inversion da

o = (A = 20+ 1)) + 8(5)

(3)Fuy, en el
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