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Departamento de Tecnoloǵıas de la Información y la Comunicación

TRABAJO FIN DE GRADO
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Resumen Este proyecto trata de comparar los métodos existentes para

la aceleración del cálculo de la función de Green 2D periódica

con periodicidad en una dimensión y de su gradiente.

Primero se revisará la formulación de la función de Green tanto en el

dominio espacial como en el dominio espectral. También se presentará

la obtención del gradiente de la función de Green en ambos dominios.

Tras ello, se aplicará el método de Ewald a la función de Green

espacial y a su gradiente con el fin de acelerar la convergencia

de estas funciones.

Se estudiará la importancia del llamado ’splitting parameter’ y

se propondrá un método de conmutación entre la función de Green

espectral y el método de Ewald.

Después se aplicará la transformación de Kummer a la función de

Green espectral, extrayendo distintos términos del desarrollo de

Taylor. Se propondrá una formulación general para la extracción

de N términos asintóticos que nos conducirá a una novedosa

formulación basada en las funciones polilogaŕıtmicas.

A continuación, se mostrarán los resultados obtenidos con el

programa Matlab sobre la convergencia de dichos métodos y se

estudiarán las simulaciones sobre el tiempo de cómputo que necesita

cada método para alcanzar un determinado error, según la distancia

del punto de observación.

Con ello podremos demostrar la utilidad de los métodos aplicados

y además, obtener ciertas conclusiones acerca del método más óptimo

y preciso para el cálculo de la función de Green.

Para finalizar se expondrán las ĺıneas futuras de investigación.
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3.2. Extracción de dos términos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.2.1. Cálculo de la Función de Green . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.2.2. Cálculo del Gradiente de la Función de Green . . . . . . . . . . . . . 45
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Introducción

El uso de técnicas para el análisis de circuitos de microondas es uno de los temas de

mayor interés en la industria de las telecomunicaciones. Esto se debe a que permite ahorrar

tiempo de desarrollo y reducir las fases de experimentación en el laboratorio puesto que

posibilita que el diseño de los componentes necesarios para los sistemas de comunicaciones

pueda realizarse a través de un ordenador.

Uno de los métodos numéricos que cuenta con mayor potencial, debido a sus posibilidades

para realizar el análisis de ciertas estructuras de manera eficiente, es la técnica de ecuación

integral [1, 2].

Dicha técnica presenta la solución para la densidad de corriente inducida, en la superficie

del elemento que radia, en forma de ecuación integral donde dicha densidad de corriente

inducida desconocida es parte del integrando.

Se ha empleado con éxito en múltiples escenarios: análisis de antenas radiando en con-

diciones de espacio libre, análisis de circuitos de radiofrecuencia multicapa, problemas y

circuitos en guiaonda y para antenas de cavidad.

La ecuación integral se resuelve usando técnicas numéricas como, por ejemplo, el método

de los momentos [1]. La aplicación del método de los momentos a la solución de los proble-

mas electromagnéticos periódicos requiere el cálculo de las funciones de Green periódicas.

Desde su planteamiento teórico en 1825, la función de Green se ha convertido en una he-

rramienta alternativa para abordar problemas con ecuaciones integrales homogéneas y no

homogéneas, bajo ciertas condiciones de contorno.

La técnica de ecuación integral cuenta con algunas dificultades para su implementación,

debido a que dichas funciones de Green periódicas en un medio homogéneo0 se formulan

como series infinitas espaciales o espectrales, las cuales pueden presentar singularidades

0Conviene no confundir entre medio homogéneo, que es aquel medio cuyas caracteŕısticas f́ısicas no
vaŕıan de un punto a otro del mismo; y ecuación integral homogénea, que es aquella ecuación integral cuya
la función o fuente de excitación es nula y que sirve para encontrar los modos u ondas que se propagan en
una determinada estructura.

vii
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y una lenta convergencia. Debido a estos factores, uno de los retos más importantes en

la implementación eficiente de técnicas de ecuación integral es el cálculo eficiente de las

funciones de Green en las estructuras a analizar [3].

La lenta convergencia de las series se solventó en [4] aplicando una técnica de aceleración

de series llamada la técnica de Ewald. Esta técnica convierte las series originales de lenta

convergencia en otras que exhiben convergencia gaussiana. A pesar de ello, las nuevas

series requieren el cálculo de funciones especiales, que pueden ralentizar el tiempo total de

cómputo.

Por otro lado, numerosas publicaciones [5,6] hacen referencia a la aplicación de la trans-

formación de Kummer con el objetivo de acelerar la convergencia de la serie espectral de

las funciones de Green.

A estos dos métodos podemos añadir gran número de técnicas anaĺıticas y numéricas que

también han sido aplicadas con el mismo objetivo, como la transformación de Veisoglu [7]

y el método de Lattice Sum [8].

La mayoŕıa de publicaciones coinciden en que el método de Ewald es el mejor de ellos

en la mayoŕıa de escenarios por su versatilidad y su gran compromiso entre precisión y

eficiencia.

En el contexto descrito, el objetivo de este proyecto será la revisión de la técnica de ecua-

ción integral aplicada al análisis de estructuras periódicas. Más concretamente, trataremos

de calcular de manera eficiente las funciones de Green 2D periódicas con periodicidad en

una dimensión, aśı como su gradiente. Se estudiarán en profundidad el método de Ewald y

la transformación de Kummer y compararemos los resultados obtenidos con la herramienta

software desarrollada para el cálculo eficiente de la función de Green. Se podrá comparar

el tiempo de cómputo requerido por estos métodos y se obtendrán conclusiones relevantes

en cuanto a la eficiencia de dichas técnicas.

Cabe resaltar que los desarrollos realizados con la técnica de Kummer han dado lugar a

una nueva formulación basada en las funciones polilogaŕıtmicas o ’polylogs’ [9].

Estructura de la memoria

Caṕıtulo 1. Función de Green En este primer caṕıtulo se detalla la obtención de la

función de Green para una ĺınea de corriente infinita, aśı como para una sucesión infinita

de ĺıneas de corriente dispuestas periódicamente en el eje x.

Se obtendrá tanto la formulación en el dominio espacial como en el dominio espectral.
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También en este caṕıtulo se obtendrá el gradiente de la función de Green en ambos

dominios.

Caṕıtulo 2. Método de Ewald En este caṕıtulo se aplica el método de Ewald a la

función de Green espacial obtenida en el caṕıtulo anterior. Se detalla la formulación del

método aśı como el estudio del llamado ’splitting parameter’ óptimo [4, 11].

Por último, se propone un método de conmutación mediante el cual se determina cuándo

calcular la función de Green mediante su formulación directa espectral y cuándo hacerlo

mediante el método de Ewald.

Caṕıtulo 3. Método de Kummer Este caṕıtulo trata sobre la aplicación del método

de Kummer [12] a la función de Green espectral, obtenida en el primer caṕıtulo. Se aplica

el método extrayendo distintos factores del desarrollo en serie de Taylor de la función.

Además, se propone una formulación general para la extracción de N términos asintóti-

cos. Dicho desarrollo nos conduce a una novedosa formulación basada en funciones polilo-

gaŕıtmicas [9].

Caṕıtulo 4. Resultados En este caṕıtulo se presentan los resultados obtenidos al imple-

mentar, en la herramienta software Matlab, la formulación desarrollada en este proyecto.

Se verá la convergencia de la función de Green espacial y espectral para distintas dis-

tancias fuente-observación, aśı como la de su gradiente.

Se verá también el resultado de aplicar tanto el método de Ewald como el de Kummer

y su mejora en cuanto a la convergencia.

Y por último, se estudiarán los tiempos de cálculo de dichos métodos comparados con

la función de Green original, para un mismo error. Este estudio se realizará para distintas

distancias.

Caṕıtulo 5. Conclusiones y Ĺıneas de Investigación Futuras En este último

caṕıtulo se presentan las conclusiones globales del proyecto, la aplicación y utilidad del

mismo y las ĺıneas futuras de investigación.
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Caṕıtulo 1

Función de Green

En este caṕıtulo se va a obtener la función de Green, tanto en su forma espacial como

en su forma espectral, con la que posteriormente trabajaremos. La formularemos para un

escenario concreto.

La estructura que se analizará consta de un número infinito de ĺıneas de corriente inva-

riantes a lo largo del eje y, situadas a lo largo del eje x con un periodo d, tal y como se

muestra en la Figura 1.1.

Cabe destacar que este problema es de gran interés práctico puesto que las funciones de

Green para el problema presentado son la base del análisis, mediante la técnica de ecuación

integral, de dispositivos inductivos en guiaonda. Éstos son muy utilizados en aplicaciones

espaciales y en dispositivos de tecnoloǵıas emergentes como son la de guiaonda integrada en

sustrado (SIW) [13] o la de guiaonda no-radiativa integrada en sustrado (SINRD) [14,15].

1.1. Formulación de la Función de Green Espacial

Comenzamos por la obtención de la función de Green en el dominio espacial. La estra-

tegia a seguir es obtener la función de Green de un solo hilo y, por superposición, obtener

la función de Green de una distribución periódica de hilos infinitos en el eje x.

En la Figura 1.2 se muestra nuestro escenario de partida. Una ĺınea de corriente puntual

e invariante en el eje y que produce una onda ciĺındrica propagándose en el plano (x, z).

Para obtener su función de Green partimos de la ecuación de potencial vector:

∇2 ~A+ k2 ~A = −µ~J (1.1)

1
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Figura 1.1: Configuración f́ısica de una distribución infinita periódica de hilos de corriente
infinitos en la dirección y dispuestos en el eje x.
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Figura 1.2: Configuración f́ısica de una ĺınea de corriente infinita a lo largo del eje y.
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donde k es el número de onda del medio homogéneo y µ es la permeabilidad del medio.

Tomamos una corriente constante dirigida en y: ~J = Jyŷ = J0ŷ; de forma que la ecuación

de potencial vector queda

∇2Ax + k2Ax = 0

∇2Ay + k2Ay = −µJy
∇2Az + k2Az = 0

(1.2)

Cabe destacar que las componentes Ax y Az son nulas ya que no existe excitación que

las genere.

Ahora, vamos a resolver la ecuación diferencial homogénea y luego aplicaremos las con-

diciones de contorno. Usaremos coordenadas ciĺındricas dada la geometŕıa del problema.

De esta forma, la ecuación diferencial homogénea que tenemos que resolver es la siguiente:

∇2Ay + k2Ay = 0 (1.3)

Recordemos que el operador laplaciano de una función f en coordenadas ciĺındricas es:

∇2f =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂f

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2f

∂φ2
+
∂2f

∂y2
=
∂2f

∂ρ2
+

1

ρ

∂f

∂ρ
+

1

ρ2

∂2f

∂φ2
+
∂2f

∂y2
(1.4)

Por otro lado, Ay variará según ρ debido a que, tomando un eje de coordenadas ciĺındrico

con el eje y como altura del sistema, la geometŕıa es invariante en y y en φ.

Ahora aplicamos dicho operador a Ay(ρ)

∇2Ay(ρ) =

(
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+

1

ρ2

∂2

∂φ2
+

∂2

∂y2

)
Ay(ρ) =

∂2Ay(ρ)

∂ρ2
+

1

ρ

∂Ay(ρ)

∂ρ
(1.5)

Introducimos la expresión anterior en (1.3) y la ecuación diferencial homogénea quedaŕıa:

∂2Ay(ρ)

∂ρ2
+

1

ρ

∂Ay(ρ)

∂ρ
+ k2Ay(ρ) = 0 (1.6)

La solución de esta ecuación diferencial se puede expresar como combinación lineal de

las funciones de Hankel de primera y segunda especie, y orden 0.
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Ay(ρ) = AH
(1)
0 (kρ) +BH

(2)
0 (kρ) (1.7)

donde

H
(1)
0 (kρ) = J0(kρ)+jY0(kρ)→ onda ciĺındrica entrante (1.8)

H
(2)
0 (kρ) = J0(kρ)− jY0(kρ)→ onda ciĺındrica saliente (1.9)

La condición de contorno en la superficie del infinito indica que sólo hay onda progresiva

y, por tanto, podemos decir que A = 0. De esta forma nos queda que:

Ay(ρ) = BH
(2)
0 (kρ) (1.10)

Para calcular el valor de B aplicamos las condiciones de contorno de la fuente, es decir,

cuando ρ→ 0 debe cumplirse la ecuación original:

(ρ→ 0) 7−→ ∂2Ay(ρ)

∂ρ2
+

1

ρ

∂Ay(ρ)

∂ρ
+ k2Ay(ρ) = −µJ0 (1.11)

Para sacar las condiciones de contorno integramos en un cilindro de pequeño tamaño

alrededor de la fuente, de forma que nos queda la siguiente ecuación con integrales vo-

lumétricas:

∫∫∫
v
∇2Ay(ρ)dV + k2

∫∫∫
v
Ay(ρ)dV = −

∫∫∫
v
µJ0dV (1.12)

Expresamos ∇2Ay(ρ) como ∇2Ay(ρ) = ∇ · (∇Ay) y aplicamos el teorema de la diver-

gencia. Esto nos permite realizar la siguiente transformación:

∫∫∫
∇2Ay(ρ)dV =

∫∫∫
∇ · (∇Ay(ρ))dV =

∫∫
∇Ay(ρ) · d~S (1.13)

De forma que la ecuación (1.12) queda:∫∫
∇Ay(ρ) · d~S︸ ︷︷ ︸

1)

= −k2

∫∫∫
Ay(ρ)dV︸ ︷︷ ︸

2)

−µJ0

∫∫∫
dV︸ ︷︷ ︸

3)

(1.14)
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Ahora vemos qué ocurre con estos tres términos cuando las dimensiones del cilindro

se hacen tender a cero (ρ → 0), ya que es ah́ı donde impondremos las condiciones de

contorno.

1) Por un lado, tenemos la integral de superficie, que la podemos escribir como:

∫∫
∇Ay(ρ) · d~S =

∫∫
∇Ay(ρ) · ρ dφ dy ρ̂ (1.15)

y como se cumple que:

∇Ay(ρ) · ρ̂ =

(
∂

∂ρ
ρ̂+

1

ρ

∂

∂φ
φ̂+

∂

∂y
ŷ

)
Ay(ρ) · ρ̂

=
∂Ay(ρ)

∂ρ
ρ̂ · ρ̂ =

∂Ay(ρ)

∂ρ

(1.16)

Si introducimos (1.16) en (1.15), lo que queda es calcular el siguiente ĺımite:

ĺım
ρ→0

∂Ay(ρ)

∂ρ
ρ dφ dy (1.17)

Vamos a ver cómo queda la derivada parcial. Como Ay(ρ) = BH
(2)
0 (kρ), usamos la

aproximación de la función de Hankel cuando ρ→ 0 :

H
(2)
0 (kρ) ' 1− j 2

π

[
ln

(
kρ

2

)
+ γ

]
= 1− j 2

π

[
ln

(
kρ

2

)
+ ln(eγ)

]
= 1− j 2

π
ln

(
kρeγ

2

) (1.18)

siendo γ la constante de Euler, cuyo valor aproximado es γ ≈ 0,577215...

Ahora derivamos respecto de ρ la expresión anterior:

∂H
(2)
0 (kρ)

∂ρ
' −j 2

π

keγ

2
kρeγ

2

= −j 2

π

1

ρ
(1.19)

y por tanto:
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∂Ay(ρ)

∂ρ
' −Bj 2

π

1

ρ
(1.20)

De forma que el ĺımite queda:

ĺım
ρ→0

∂Ay(ρ)

∂ρ
ρ dφ dy = −Bj 2

π

1

ρ
ρ dφ dy = −Bj 2

π
dφ dy (1.21)

2) Por otro lado, tenemos la integral de volumen:

− k2

∫∫∫
Ay(ρ)dV (1.22)

Recordamos que Ay = BH
(2)
0 y que cuando el argumento de la función de Hankel es

pequeño (que ocurre cuando ρ→ 0), la función de Hankel se comporta como:

H
(2)
0 (kρ) ∝ ln(ρ) (1.23)

Por ello, si introducimos la equivalencia anterior y expresamos el dV como ρ dφ dρ dy,

este término cuando ρ→ 0 queda:

Ay(ρ)ρ dφ dρ dy ∼ ln(ρ)ρ→ 0 (1.24)

De esta forma, podemos despreciar esta integral de volumen en la ecuación (1.14).

3) En el tercer término ponemos el dV como dV = dS dl = dS dy y nos queda:

− µ
∫∫∫

J0dV = −µ
∫∫

J0dS

∫
dy = −µI0

∫
dy (1.25)

Por tanto, la ecuación final, cuando ρ→ 0, queda de la siguiente manera:

∫ 2π

φ=0

∫ ∞
y=−∞

−Bj 2

π
dφdy = −0− µI0

∫ ∞
y=−∞

dy

− 2πBj
2

π�����
∫ ∞
y=−∞

dy = −µI0
�

����
∫ ∞
y=−∞

dy

B =
µI0

4j

(1.26)
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Tomamos I0 = 1 porque buscamos la función de Green, que es el potencial producido

por una fuente de corriente elemental. De esta forma, nos queda que:

Ay(ρ) = BH
(2)
0 (kρ) =

µ

4j
H

(2)
0 (kρ) (1.27)

Sabiendo que ρ en coordenadas cartesianas es igual a
√
x2 + z2, el potencial vector

quedaŕıa en coordenadas cartesianas (con el sistema de coordenadas mostrado en la Figura

1.2) como:

Ay(x, z) =
µ

4j
H

(2)
0 (k

√
x2 + z2) (1.28)

Por tanto, la función de Green de un hilo de corriente infinito podemos decir que es:

G(r̄, r̄′) =
1

4j
H

(2)
0 (kR) (1.29)

Siendo R la distancia entre el punto fuente r̄′ y el punto de observación r̄: R = |r̄− r̄′| =√
(x− x′)2 + (z − z′)2 y k la constante de propagación de la onda en el medio.

Una vez calculada la función de Green de un hilo infinito, por superposición, la función

de Green de la estructura compuesta por infinitas ĺıneas de corriente periódicas espaciadas

una distancia d, puede escribirse con la siguiente serie infinita de ondas ciĺındricas:

G(r̄, r̄′) =
∞∑

m=−∞
e−jkx0md

1

4j
H

(2)
0 (kRm) (1.30)

donde kx0 = k sen(θ) y Rm =
√

(x− x′ −md)2 + (z − z′)2 contiene las distancias espa-

ciales de las infinitas ĺıneas de corriente al punto de observación.

En esta fórmula, el término e−jkx0md contiene el desfasaje progresivo que experimentan

las ĺıneas de corriente debido al ángulo de incidencia de la onda plana de excitación (ver

Figura 1.1).

La función de Green periódica queda expresada como una superposición de infinitas

ondas ciĺındricas, y por ello se denomina la función de Green en el dominio espacial. Ésta

será nuestra fórmula de partida y sobre la cual trabajaremos en los siguientes apartados.
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1.2. Formulación de la Función de Green Espectral

Una vez deducida la función de Green en su forma espacial para una distribución pe-

riódica de hilos infinitos de corriente, vamos a obtener su forma espectral, haciendo uso

de la identidad de Sommerfeld para ondas ciĺındricas.

La identidad de Sommerfeld para ondas ciĺındricas es la siguiente:

jπ

2
H

(2)
0 (k

√
x2 + z2) =

∫ ∞
0

e−j
√
k2−k2x |z−z′|

j
√
k2 − k2

x

cos(kxx) dkx (1.31)

Multiplicamos a ambos lados por 2
jπ para eliminar la constante que acompaña a la

función de Hankel y también multiplicamos por 1
4j para obtener en el primer término de

la ecuación la función de Green espacial deducida en la sección anterior.

�
�
�2

jπ �
��
jπ

2

1

4j
H

(2)
0 (k

√
x2 + z2) =

2

jπ

1

4j

∫ ∞
0

e−j
√
k2−k2x|z−z′|

j
√
k2 − k2

x

cos(kxx) dkx (1.32)

1

4j
H

(2)
0 (k

√
x2 + z2) = − 1

2π

1

2

∫ ∞
0

e−j
√
k2−k2x|z−z′|

j
√
k2 − k2

x

2 cos(kxx) dkx (1.33)

Dado que la función es par podemos expresarlo, utilizando la fórmula de Euler para el

coseno, de la siguiente manera:

1

4j
H

(2)
0 (k

√
x2 + z2) = − 1

2π

1

2

∫ ∞
−∞

e−j
√
k2−k2x|z−z′|

j
√
k2 − k2

x

ejkxx dkx (1.34)

Definimos γ =
√
k2
x − k2, de forma que

γ =
√
k2
x − k2 =

√
−1
√
k2 − k2

x =

{
+j
√
k2 − k2

x

−j
√
k2 − k2

x

(1.35)

Las dos soluciones matemáticamente son correctas pero vamos a razonar f́ısicamente

cuál tomar. Tomamos γ = +j
√
k2 − k2

x para el exponente, de forma que nos quede una

exponencial decreciente. Aśı, cuando nos alejemos en el eje x, la función de Green es

cada vez más pequeña. Para el denominador, tomamos γ = −j
√
k2 − k2

x, de forma que

j
√
k2 − k2

x = −γ y podemos anular el signo negativo que aparece en la ecuación (1.34).
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Con ello, la ecuación (1.34) queda:

1

4j
H

(2)
0 (k

√
x2 + z2) = − 1

2π

∫ ∞
−∞

1

2

e−jγ|z−z
′|

−γ
ejkxx dkx (1.36)

1

4j
H

(2)
0 (k

√
x2 + z2) =

1

2π

∫ ∞
−∞

1

2

e−jγ|z−z
′|

γ
ejkxx dkx (1.37)

Dada una función f(x) y su transformada de Fourier f̃(kx), la relación entre ellas es:

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̃(kx) ejkxx dkx (1.38)

Identificando términos podemos obtener que la transformada de Fourier, que denotare-

mos como G̃(r̄, r̄′), de

G(r̄, r̄′) =
1

4j
H

(2)
0 (k

√
(x− x′)2 + (z − z′)2) (1.39)

es:

G̃(r̄, r̄′) =
1

2

e−jγ|z−z
′|

γ
(1.40)

En el documento usaremos esta tilde para señalar funciones en el dominio espectral.

Por otro lado, un desplazamiento en el dominio espacial supone, por las propiedades de

la transformada de Fourier, una exponencial en el dominio espectral, de forma que si la

función espacial es:

G(r̄, r̄′) =
1

4j
H

(2)
0 (k

√
(x− x′ −md)2 + (z − z′)2) (1.41)

El desplazamiento md de la coordenada espacial x hace que la función espectral quede

como:

G̃(r̄, r̄′) =
1

2

e−jγ|z−z
′|

γ
e−jkx(x−x′) (1.42)

Ya tenemos la función de Green espectral de un solo hilo de corriente desplazado. Para

obtener la transformada en el dominio espectral de una sucesión infinita de hilos despla-

zados, aplicamos la suma de Poisson:
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∞∑
m=−∞

f(md) =
1

d

∞∑
m=−∞

f̃

(
2πm

d

)
(1.43)

De esta forma, la función de Green espectral de una distribución infinita periódica de

ĺıneas infinitas de corriente seŕıa:

G̃(r̄, r̄′) =
1

2d

∞∑
m=−∞

1

γm
e−γm|z−z

′|−jkxm(x−x′) (1.44)

donde kxm = kx0 + 2πm
d y γm =

√
k2
xm − k2.

Como se puede observar, la función de Green queda ahora expresada como una super-

posición de infinitas ondas planas, o armónicos espaciales, también llamados armónicos de

Floquet. Por ello, ésta es la representación espectral de la función de Green.

En cualquier caso, las dos representaciones, espacial y espectral, contienen series de lenta

convergencia. Éste es el principal motivo por el cual no resulta conveniente utilizarlas

directamente, pues ello supondŕıa tiempos de cálculo demasiado grandes.

1.3. Formulación del Gradiente de la Función de Green

Una vez obtenidas las funciones de Green en el dominio espacial y espectral, vamos a

obtener el gradiente de dichas funciones. Éste será necesario para plantear ecuaciones inte-

grales donde aparezcan en el mismo problema corrientes eléctricas y corrientes magnéticas

acopladas entre śı mediante operadores diferenciales.

Vamos a obtenerlo aplicando el operador gradiente a las ecuaciones (1.30) y (1.44).

Comenzaremos obteniendo el gradiente de la función de Green espacial y posteriormente

obtendremos el de la espectral.

1.3.1. Cálculo de ∇G(r̄, r̄′)

Comenzamos por calcular el gradiente de la función de Green en su forma espacial.

Recordemos que el gradiente en coordenadas cartesianas se define como:

∇f(x, y, z) =
∂f

∂x
x̂ +

∂f

∂y
ŷ +

∂f

∂z
ẑ (1.45)

Partimos de la ecuación (1.30) y calculamos su gradiente:
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∇G(r̄, r̄′) =

∞∑
m=−∞

e−jkx0md
1

4j

[
∂H

(2)
0 (kRm)

∂x
x̂ +

∂H
(2)
0 (kRm)

∂z
ẑ

]
(1.46)

Sabiendo que
∂H

(2)
0 (x)
∂x = −H2

1(x), la ecuación anterior la podemos expresar como:

∇G(r̄, r̄′) =
∞∑

m=−∞
e−jkx0md

1

4j

[
−2k(x− x′ −md)

2Rm
H

(2)
1 (kRm)x̂− 2k(z − z′)

2Rm
H

(2)
1 (kRm)ẑ

]
(1.47)

Simplificando términos y reagrupando, obtenemos que ∇G(r̄, r̄′) queda de la siguiente

manera:

∇G(r̄, r̄′) =
∞∑

m=−∞

e−jkx0md

Rm

k

4j
H

(2)
1 (kRm) · [−(x− x′ −md)x̂− (z − z′)ẑ] (1.48)

Una vez que tenemos el gradiente en el dominio espacial, vamos a obtenerlo en el dominio

espectral.

1.3.2. Cálculo de ∇G̃(r̄, r̄′)

En este caso, el cálculo del gradiente de la función de Green es muy sencillo porque hay

que derivar funciones exponenciales. La mayor dificultad radica en los valores absolutos

pero éstos se pueden tratar convenientemente con funciones signo0.

Partimos de la ecuación (1.44) y calculamos su gradiente:

∇G̃(r̄, r̄′) =
1

2d

+∞∑
m=−∞

1

γm

[
e−γm|z−z

′|−jkxm(x−x′)(−jkxmx̂)

+ e−γm|z−z
′|−jkxm(x−x′)(−γm sgn(z − z′)ẑ)

]
=

1

2d

+∞∑
m=−∞

1

γm
e−γm|z−z

′|−jkxm(x−x′) [−jkxmx̂− γm sgn(z − z′)ẑ]

(1.49)

0Esta función se define como sgn(x) =


1 si x > 0
0 si x = 0
−1 si x < 0
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Una vez obtenido el gradiente en su forma espectral ya tenemos formulado el gradiente

en ambos dominios, espacial y espectral, para poder trabajar posteriormente con él. Era

necesario la formulación del mismo porque uno de los objetivos principales del proyecto

será abordar la aceleración de las series del gradiente que aparecen en las ecuaciones (1.48)

y (1.49).



Caṕıtulo 2

Método de Ewald

Las funciones de Green espacial y espectral, formuladas en el caṕıtulo 1 como series

infinitas, presentan una lenta convergencia. Una forma de evitar esa lenta convergencia

es introducir nuevas transformaciones que permitan el cálculo de dichas funciones en un

menor número de términos y, por tanto, de manera más eficiente. El objetivo de este

caṕıtulo es estudiar el método de Ewald con el fin de acelerar la convergencia de estas

series.

El método de Ewald fue desarrollado por Peter Paul Ewald en 1921 para determinar

la enerǵıa electrostática de cristales iónicos [10]. Es un método para el cómputo de las

interacciones de largo alcance en sistemas periódicos. La suma de Ewald se podŕıa consi-

derar un caso especial de la suma de Poisson, remplazando el sumatorio de las enerǵıas

que interactúan en el dominio espacial por su equivalente en el dominio espectral. En este

método, la interacción de largo alcance se divide en dos partes: una contribución de corto

alcance y una de largo alcance, que no presenta singularidad. La de corto alcance es calcu-

lada en el dominio espectral, mientras que la de la largo alcance se calcula en el dominio

espacial.

La ventaja del método de Ewald es su rápida convergencia comparado con el cálculo de

la serie directa de la función de Green en el dominio espacial. Esto significa que el método

tiene gran precisión y velocidad de cómputo.

En este caṕıtulo se va a mostrar cómo aplicar el método de Ewald, que ya fue aplicado

en [4], para acelerar la convergencia de la función de Green deducida en el caṕıtulo 1.

En primer lugar, nos centraremos en aplicar este método a la propia función de Green

en el dominio espacial. Obtendremos las dos componentes del método de Ewald Gespacial y

Gespectral, cuya suma dará lugar a la función de Green total. Cabe destacar que la división

de la función de Green en dos partes se realiza a través del ’splitting parameter’ (ε), el

13
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cual habrá que ajustar para que cada una de las formulaciones (interacciones de largo y

corto alcance) se aplique en la zona óptima de convergencia.

A continuación, se presentará un método de conmutación que nos permitirá escoger

entre el uso de la función de Green espectral y el método de Ewald, según la distancia de

observación. Este método se propone con el propósito de computar de manera eficiente

la función de Green en cada punto ya que, según la distancia de observación, será más

eficiente computacionalmente un método u otro.

Finalmente, se realizarán los mismos pasos para el gradiente de la función de Green,

obteniendo las componentes del método de Ewald ∇Gespacial y ∇Gespectral. Se presen-

tará también, para el caso del gradiente, el criterio para conmutar entre la serie espectral

y la de Ewald.

2.1. Cálculo de la Función de Green Utilizando el Método

de Ewald

Comenzamos por la aplicación del método de Ewald a la función de Green en su forma

espacial. Partimos de la siguiente ecuación:

G(r̄, r̄′) =

∞∑
m=−∞

e−jkx0md
1

4j
H

(2)
0 (kRm) (2.1)

donde, como ya sabemos, kx0 = k sen θ0 y Rm =
√

(z − z′)2 + (x− x′ −md)2.

La transformación de Ewald para los campos radiados ciĺındricos en 2D es la siguiente:

1

4j
H

(2)
0 (kRm) =

1

2π

∫ ∞
0

e−R
2
ms

2+ k2

4s2

s
ds (2.2)

donde s es la variable de integración y es compleja.

El método de Ewald se obtiene separando la integral de la ecuación (2.2) en dos partes:

∫ ∞
0

=

(∫ ε

0
+

∫ ∞
ε

)
(2.3)

donde ε es el conocido como ’splitting parameter’, debido a que es el parámetro que

determina por dónde dividir la integral que se extiende hasta el infinito.
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Usando dicho parámetro, podemos representar la función de Green como la suma de dos

contribuciones:

G(r̄, r̄′) = Gespectral(r̄, r̄
′) +Gespacial(r̄, r̄

′) (2.4)

con

Gespectral(r̄, r̄
′) =

1

2π

∞∑
m=−∞

e−jkx0md
∫ ε

0

e−R
2
ms

2+ k2

4s2

s
ds (2.5)

Gespacial(r̄, r̄
′) =

1

2π

∞∑
m=−∞

e−jkx0md
∫ ∞
ε

e−R
2
ms

2+ k2

4s2

s
ds (2.6)

Los sub́ındices indican que las correspondientes contribuciones de la función de Green la

transformaremos en representaciones espectral y espacial modificadas. Es importante des-

tacar que la serie Gespectral no decae exponencialmente. Por el contrario, la serie Gespacial

tiene convergencia gaussiana debido a que Re(s) > ε en el camino de integración en el

plano complejo, tal y como se explica de manera más detallada en [4].

2.1.1. Transformación de Gespectral(r̄, r̄
′)

Como la serie Gespectral no decae de manera exponencial, vamos a transformarla al

dominio espectral usando la fórmula de la suma de Poisson:

+∞∑
m=−∞

f(md) =
1

d

+∞∑
p=−∞

f̃

(
2πp

d

)
(2.7)

donde f̃(kx) es la transformada de Fourier de la función f(ξ), es decir:

f̃(kx) =

∫ +∞

−∞
f(ξ)e−jkxξ dξ (2.8)

Partiendo de la ecuación (2.5) e identificando términos, podemos escribir f(md) como:

f(md) =
1

2π
e−jkx0md

∫ ε

0

e−R
2
ms

2+ k2

4s2

s
ds (2.9)

Sustituimos Rm y queda:
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f(md) =
1

2π
e−jkx0md

∫ ε

0

e−[(z−z′)2+(x−x′−md)2]s2+ k2

4s2

s
ds (2.10)

Por tanto, f(ξ) es:

f(ξ) =
1

2π
e−jkx0ξ

∫ ε

0

e−[(z−z′)2+(x−x′−ξ)2]s2+ k2

4s2

s
ds (2.11)

Y haciendo uso de la ecuación (2.8) escribimos f̃(kx) como:

f̃(kx) =

∫ ∞
−∞

1

2π
e−jkx0ξ

∫ ε

0

e−[(z−z′)2+(x−x′−ξ)2]s2+ k2

4s2

s
ds e−jkxξdξ (2.12)

De esta forma, si kx = 2πp
d entonces la ecuación anterior queda:

f̃

(
2πp

d

)
=

∫ ∞
−∞

1

2π
e−jkx0ξ

∫ ε

0

e−[(z−z′)2+(x−x′−ξ)2]s2+ k2

4s2

s
ds e−j(

2πp
d

)ξdξ (2.13)

ordenamos términos

f̃

(
2πp

d

)
=

1

2π

∫ ∞
−∞

dξ

∫ ε

0
ds

1

s
e−[(z−z′)2+(x−x′−ξ)2]s2+ k2

4s2 e−j(
2πp
d

+kx0)ξ (2.14)

denominamos kxp = kx0 + 2πp
d y escribimos la ecuación anterior como:

f̃

(
2πp

d

)
=

1

2π

∫ ∞
−∞

dξ

∫ ε

0
ds

1

s
e−[(z−z′)2+(x−x′−ξ)2]s2+ k2

4s2 e−jkxpξ (2.15)

Ahora buscamos aplicar la siguiente identidad:∫ +∞

−∞
e−aξ

2+bξdξ =

√
π

a
e
b2

4a (2.16)

Llamamos I a la parte de la integral de (2.15) que depende de ξ y operamos:

I =

∫ +∞

−∞
e−[(z−z′)2+(x−x′−ξ)2]s2+ k2

4s2 e−jkxpξ dξ (2.17)
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I =

∫ +∞

−∞
e−[(z−z′)2+(x−x′−ξ)2]s2+ k2

4s2
−jkxpξ dξ (2.18)

I =

∫ +∞

−∞
e−(z−z′)2s2−(x−x′)2s2+2(x−x′)ξs2−ξ2s2+ k2

4s2
−jkxpξ dξ (2.19)

agrupamos términos

I =

∫ +∞

−∞
e−(z−z′)2s2−(x−x′)2s2+ k2

4s2 e−ξ
2s2+ξ(2s2(x−x′)−jkxp) dξ (2.20)

y nos quedan dos exponenciales. La primera no depende de ξ y por tanto la podemos

sacar fuera de la integral. La segunda exponencial es la que vamos a transformar aplicando

(2.16). Identificamos que:{
a = s2

b = 2s2(x− x′)− jkxp

Vamos a calcular, en primer lugar, el valor de b2

4a :

b2

4a
=

(2s2(x− x′)− jkxp)2

4s2

=
4s4(x− x′)2 − 4s2(x− x′)jkxp − k2

xp

4s2

= s2(x− x′)2 − (x− x′)jkxp −
k2
xp

4s2

(2.21)

Ahora realizamos la transformación indicada en (2.16) y queda:∫ +∞

−∞
e−ξ

2s2+ξ(2s2(x−x′)−jkxp) dξ =

√
π

s2
es

2(x−x′)2−(x−x′)jkxp−
k2xp

4s2 (2.22)

Introducimos (2.22) en (2.15):

f̃

(
2πp

d

)
=

1

2π

∫ ε

0
ds

1

s
e−(z−z′)2s2−(x−x′)2s2+ k2

4s2

√
π

a
es

2(x−x′)2−(x−x′)jkxp−
k2xp

4s2

=
1

2
√
π
e−(x−x′)jkxp

∫ ε

0
ds

1

s2
e−(z−z′)2s2−(x−x′)2s2+(x−x′)2s2+ k2

4s2
−
k2xp

4s2

(2.23)

y definimos kzp como k2
zp = k2 − k2

xp:
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f̃(
2πp

d
) =

e−jkxp(x−x′)

2
√
π

∫ ε

0

e−(z−z′)2s2e
k2zp

4s2

s2
ds (2.24)

Ahora realizamos en (2.24) el siguiente cambio de variable s′ = 1
s :

f̃(
2πp

d
) =

e−jkxp(x−x′)

2
√
π

∫ ∞
1
ε

e
− (z−z′)2

s′2 e
k2zps

′2

4 ds′ (2.25)

Definimos u = |z−z′|
s′ +

jkzps′

2 , de forma que:

u =
|z − z′|+ jkzps′

2

2

s′

us′ = |z − z′|+ jkzps
′2

2

(2.26)

s′
2 − 2us′

jkzp
+

2|z − z′|
jkzp

= 0 (2.27)

Resolviendo esta ecuación de segundo grado obtenemos que:

s′ = (jkzp)
−1

(
u+

√
u2 − 2j|z − z′|kzp

)
(2.28)

Ahora obtenemos ds′ :

ds′ = d

[
(jkzp)

−1

(
u+

√
u2 − 2j|z − z′|kzp

)]
= (jkzp)

−1 d

(
u+

√
u2 − 2j|z − z′|kzp

)
= (jkzp)

−1

(
1 +

u√
u2 − 2j|z − z′|kzp

)
du

(2.29)

Por otro lado, calculamos u2:

u2 =
(z − z′)2

s′2
−
k2
zps
′2

4
+ 2
|z − z′|
s′

jkzps
′

2
(2.30)

− u2 = −(z − z′)2

s′2
+
k2
zps
′2

4
− |z − z′|jkzp (2.31)
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− u2 + |z − z′|jkzp = −(z − z′)2

s′2
+
k2
zps
′2

4
(2.32)

De esta forma, si denominamos I2 a la parte integral de la ecuación (2.24), tenemos que:

I2 =

∫ ∞
1
ε

e
− (z−z′)2

s′2 e
k2zps

′2

4 ds′ =

∫ ∞
1
ε

e
− (z−z′)2

s′2
+
k2zps

′2

4 ds′ (2.33)

Aplicamos el cambio de variable:

I2 =

∫ ∞
|z−z′|ε+ jkzp

2ε

e−u
2
e|z−z

′|jkzp 1

jkzp

(
1 +

u√
u2 − 2j|z − z′|kzp

)
du

=
e|z−z

′|jkzp

jkzp

∫ ∞
|z−z′|ε+ jkzp

2ε

e−u
2

(
1 +

u√
u2 − 2j|z − z′|kzp

)
du

Por tanto, f̃(2πp
d ) queda:

f̃(
2πp

d
) =

e−jkxp(x−x′)

2
√
π

I2

=
e−jkxp(x−x′)

2
√
π

e|z−z
′|jkzp

jkzp

∫ ∞
|z−z′|ε+ jkzp

2ε

e−u
2

(
1 +

u√
u2 − 2j|z − z′|kzp

)
du

=
e−jkxp(x−x′)

4

e|z−z
′|jkzp

jkzp

2√
π

(∫ ∞
|z−z′|ε+ jkzp

2ε

e−u
2
du+

∫ ∞
|z−z′|ε+ jkzp

2ε

ue−u
2√

u2 − 2j|z − z′|kzp
du

)
(2.34)

La función de error complementario [16] se define como:

erfc(z) =
2√
π

∫ ∞
z

e−t
2
dt (2.35)

De esta forma, podemos escribir la ecuación (2.34) como:

f̃(
2πp

d
) =

e−jkxp(x−x′)

4

[
e|z−z

′|jkzp

jkzp
erfc

(
|z − z′|ε+

jkzp
2ε

)
+ I ′

]
(2.36)
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donde I ′ es:

I ′ =
e|z−z

′|jkzp

jkzp

2√
π

∫ ∞
|z−z′|ε+ jkzp

2ε

ue−u
2√

u2 − 2j|z − z′|kzp
du (2.37)

Ahora realizamos en I ′ el siguiente cambio de variable:

w =
√
u2 − 2jkzp|z − z′| (2.38)

de forma que u2 es igual a:

u2 = w2 + 2jkzp|z − z′| (2.39)

el du es:

du =
w√

w2 + 2jkzp|z − z′|
dw (2.40)

y vemos qué ocurre con el ĺımite inferior, es decir, calculamos el valor de w si u =

|z − z′|ε+
jkzp
2ε

w2 =

(
|z − z′|ε+

jkzp
ε

)2

− 2jkzp|z − z′| = |z − z|2ε2 −
k2
zp

4ε2
− jkzp|z − z′|

=

(
|z − z′|ε− kzp

2ε

)2
(2.41)

w = −

√(
|z − z′|ε− kzp

2ε

)2

= −
(
|z − z′|ε− kzp

2ε

)
= −|z − z′|ε+

kzp
2ε

(2.42)

Hemos tomado la solución negativa de la ráız ya que aunque matemáticamente sean co-

rrectas ambas soluciones, la que tiene sentido f́ısico es la negativa. En efecto, si tomamos

la solución negativa, la función de error complementario tendeŕıa a cero conforme aumen-

temos el número de términos y, por tanto, la serie convergeŕıa. Si por el contrario tomamos

la solución positiva, la función de error complementaria tendeŕıa a 2 conforme aumente-

mos el número de términos y, por tanto, la serie no convergeŕıa. Es por ello que, de las

dos soluciones, tendremos que tomar la que haga que la función de error complementaria

tienda a cero para que la serie converja.

Una vez que hemos obtenido estos valores, realizamos el cambio de variable en (2.37):
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I ′ =
ejkzp|z−z

′|

jkzp

2√
π

∫ ∞
−|z−z′|ε+ jkzp

2ε

e−w
2
e−2jkzp|z−z′|

����������√
u2 − 2jkzp|z − z′|

w

����������w√
u2 − 2jkzp|z − z′|

dw

=
e−jkzp|z−z

′|

jkzp

2√
π

∫ ∞
−|z−z′|ε+ jkzp

2ε

e−w
2
dw

=
e−jkzp|z−z

′|

jkzp
erfc

(
−|z − z′|ε+

jkzp
2ε

)
(2.43)

Introduciendo I ′ en la ecuación (2.36), quedaŕıa:

f̃(
2πp

d
) =

e−jkxp(x−x′)

4jkzp

[
ejkzp|z−z

′| erfc

(
|z − z′|ε+

jkzp
2ε

)
+

e−jkzp|z−z
′| erfc

(
−|z − z′|ε+

jkzp
2ε

)] (2.44)

Y finalmente Gespectral queda:

Gespectral(r̄, r̄
′) =

+∞∑
m=−∞

f(md) =
1

d

+∞∑
p=−∞

f̃(
2πp

d
) (2.45)

Gespectral(r̄, r̄
′) =

1

4d

+∞∑
p=−∞

e−jkxp(x−x′)

jkzp

×
[
ejkzp|z−z

′| erfc

(
|z − z′|ε+

jkzp
2ε

)
+ e−jkzp|z−z

′| erfc

(
−|z − z′|ε+

jkzp
2ε

)]
(2.46)

Ésta será una de las contribuciones de la función de Green.

2.1.2. Transformación de Gespacial(r̄, r̄
′)

Ahora vamos a calcular la otra contribución, Gespacial. Para ellos partimos de (2.6) y

llamamos I a la parte integral de la ecuación, de forma que:

I =

∫ ∞
ε

e−R
2
ms

2+ k2

4s2

s
ds (2.47)
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Realizamos en I el siguiente cambio de variable: u = s2; por tanto s =
√
u y ds = 1

2
√
u
du.

I =

∫ ∞
ε2

e−R
2
mu+ k2

4u

√
u

1√
u
du =

∫ ∞
ε2

e−R
2
mu+ k2

4u

2u
du (2.48)

Para esta integral, la variable u puede tomar valores muy altos, hasta el infinito, y por

tanto en el ĺımite esa exponencial tendeŕıa a 1. Por ello, podemos utilizar un desarrollo en

serie de Taylor para representarla.

Utilizando la expansión de Taylor e
k2

4u =
∑∞

q=0
( k
2

)2q

q!uq , la ecuación (2.48) queda:

I =

∫ ∞
ε2

e−R
2
mu

2u

∞∑
q=0

(k2 )2q

q!uq
du =

1

2

∞∑
q=0

(k2 )2q

q!

∫ ∞
ε2

e−R
2
mu

uq+1
du (2.49)

Definimos la nueva integral I ′ como:

I ′ =

∫ ∞
ε2

e−R
2
mu

uq+1
du (2.50)

y realizamos el siguiente cambio de variable: t = u
ε2

; por tanto u = tε2 y du = dtε2 y los

ĺımites de la integral quedan como:{
u =∞→ t =∞
u = ε2 → t = 1

de forma que:

I ′ =

∫ ∞
1

e−R
2
mε

2t

(tε2)q+1 ε
2 dt =

1

ε2q

∫ ∞
1

e(−R2
mε

2)t

tq+1
ε2 dt (2.51)

Se define la integral exponencial de orden n-ésimo como:

En(x) =

∫ ∞
1

e−xt

tn
dt (2.52)

Identificando términos en (2.51) obtenemos que:

I ′ =
1

ε2q
Eq+1(Rm

2ε2) (2.53)

Sustituimos (2.53) en I y queda:
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I =
1

2

∞∑
q=0

(k2 )2q

q!

1

ε2q
Eq+1(Rm

2ε2)

=
1

2

∞∑
q=0

(
k

2ε

)2q 1

q!
Eq+1(Rm

2ε2)

(2.54)

Introducimos (2.54) y finalmente Gespacial queda:

Gespacial(r̄, r̄
′) =

1

2π

+∞∑
m=−∞

e−jkx0mdI

=
1

2π

+∞∑
m=−∞

e−jkx0md
1

2

∞∑
q=0

(
k

2ε

)2q 1

q!
Eq+1(Rm

2ε2)

=
1

4π

+∞∑
m=−∞

e−jkx0md
∞∑
q=0

(
k

2ε

)2q 1

q!
Eq+1(Rm

2ε2)

(2.55)

Ya tenemos las dos contribuciones (2.46) y (2.55) de forma que sumándolas, obtendŕıamos

la función de Green completa. De esta manera hemos pasado de tener la función de Green

representada como un sumatorio infinito con lenta convergencia a tener dos series indepen-

dientes entre ellas y cuyas convergencias son mucho más rápidas que la serie original. Esto

supone una gran mejora a la hora de calcular computacionalmente la función de Green.

2.1.3. Selección del Splitting Parameter(ε)

El ’splitting parameter’ [11] es el que divide la integral de la función de Green en dos

integrales. Es un parámetro de gran importancia, ya que de su elección depende que las

dos series Gespectral y Gespectral tarden más o menos en converger.

Llamamos M al número máximo de términos con los que se trunca la serie Gespectral

en (2.46), y P al número máximo de términos con los que se trunca la serie Gespacial en

(2.55).

Buscamos ahora un valor óptimo de este parámetro que minimice el número total de

términos M+P necesarios en dichas ecuaciones. Para ello, vamos a analizar la convergencia

de estas dos series.

Comenzamos por la suma Gespectral y vemos cuál es su valor asintótico para un valor de

p grande.
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Para p grande, podemos aproximar kxp ≈ 2πp
d y kzp ≈ −j 2πp

d . Además, la expansión

asintótica de la función de error para argumentos grandes es erfc(z) ∼ e−z
2

√
πz

. Con lo cual,

el comportamiento aśıntotico de los términos para un valor de p grande es:

∼ e−j2πp(x−x
′)/d

4
√
πdε

e−(πpdε )
2

πp
dε

(2.56)

Esto presenta una convergencia p-gaussiana.

Por otro lado, en la suma Gespacial aproximamos Rm ≈ md y la integral exponencial la

aproximamos por su expansión para argumentos grandes Eq+1(z) ∼ e−z

z , de forma que el

comportamiento de esta serie para m grandes es:

∼ e(
k
2ε)

2

4π
e−jkx0md

e−(mdε)2

mdε
(2.57)

Esto presenta una convergencia m-gaussiana.

El número total de términos necesarios será aquel con el que se obtenga aproximada-

mente el mismo número de d́ıgitos significativos de precisión en los dos sumatorios. Por

ello, deberemos fijar (Mεd)2 = (Pπ)2/(εd)2 ≡ σ2.

El valor óptimo de ε es aquel que minimice el número total de términos N total = M +P

necesarios en las series. Por tanto hacemos:

N total = M + P = M
εd

εd
+
Pπ

εd

εd

π

=
σ

εd
+
σεd

π
= σ

(
1

εd
+
εd

π

) (2.58)

Ahora minimizamos N total, haciendo que ∂Ntotal

∂ε = 0

∂N total

∂ε
= σ

(
−1

ε2d
+
d

π

)
= 0→ 1

ε2d
=
d

π
→ ε0 =

√
π

d
(2.59)

Cabe resaltar que este parámetro óptimo hace que converjan asintóticamente con la

misma velocidad de convergencia gaussiana ambas series.

En diferentes publicaciones podemos encontrar la deducción de otros valores del ’split-

ting parameter’ para casos más concretos. Entre dichas publicaciones, cabe destacar la
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demostración que se realiza en [4], donde se sugiere que el ’splitting parameter’ se escoja

como:

ε = max{ε0, ε1, ε2}

= max

{√
π

d
,
kz0
2H

,
k

2(εQ!)
1
2Q

}
(2.60)

La proposición de estos dos parámetros alternativos surge porque a alta frecuencia po-

demos tener pérdida de precisión debido a las cancelaciones de números grandes cuando

sumemos Gespacial y Gespectral. Aśı, para alta frecuencias, o lo que es lo mismo para dis-

tancias grandes entre los elementos d > λ, este problema se evita forzando que ε sea otro

distinto al ’óptimo’, tal y como se explica en [4].

2.1.4. Criterio para Conmutar de las Series Exactas a las del Método

de Ewald

En esta sección se propone, por primera vez, un método que sugiere usar la función de

Green espectral o usar el método de Ewald según la distancia del punto de observación.

El razonamiento del método es el siguiente. Cuando el punto de observación está cerca

de la fuente, la serie espacial converge mejor que la función de Green espectral. Conforme

el punto de observación se aleja de la fuente, la espectral comienza a converger mejor

que la espacial. Es por ello que convendŕıa usar el método de Ewald cuando el punto de

observación esté cerca de la fuente y la función de Green espectral cuando esté lejos.

Esto nos lleva a estudiar un criterio contundente para establecer el punto idóneo de

conmutación entre estos dos métodos, para el cálculo de la función de Green.

Para ello estudiamos qué términos de la ecuación (1.44) pueden afectar negativamente

a la convergencia.

Vemos que la exponencial e−γm|z−z
′| interesa que decaiga lo más rápido posible para que

la serie converja antes. Para ello, es necesario que el exponente γm|z− z′| sea real y lo más

grande posible.

Utilizando esto, el criterio para conmutar surge de imponer que γm|z − z′| > η, donde

η es un valor real que fijaremos. Llamamos M al número máximo de términos en los que

queremos que se cumpla esa condición, es decir, el número de términos para el cual la

exponencial de la serie espectral ha cáıdo por debajo del valor e−η.
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Desarrollamos el mencionado término de la siguiente manera:

γM |z − z′| =
√
k2
xM − k2 × |z − z′| = k

√(
kxM
k

)2

− 1× |z − z′|

=
2π

λ

√(
kxM
k

)2

− 1× |z − z′|

(2.61)

Como queremos que γM |z − z′| > η escribimos:

2π

λ

√(
kxM
k

)2

− 1× |z − z′| > η

|z − z′|
λ

>
η

2π

√(
kxM
k

)2
− 1

(2.62)

Ésta será la condición para conmutar del método de Ewald a la serie espectral.

Para fijar el valor de η, una buena opción es partir de la condición anterior, es decir, que

e−η sea, por ejemplo, menor o igual que 10−4 y de ah́ı obtener η, que en este caso seŕıa

η = 9,2103.

De esta forma, si se cumple la condición (2.62), entonces se utilizará la formulación

espectral. En caso contrario se usará la formulación de Ewald.

2.2. Cálculo del Gradiente de la Función de Green Utilizan-

do el Método de Ewald

Siguiendo con los objetivos del proyecto ahora vamos a aplicar el método de Ewald al

gradiente de la función de Green, de forma que lo descompondremos en la suma de dos

contribuciones:

∇G(r̄, r̄′) = ∇Gespectral(r̄, r̄′) +∇Gespacial(r̄, r̄′) (2.63)

Vamos a calcular estas dos componentes por separado, sabiendo que el gradiente de la

función de Green será la suma de ambas contribuciones. Cada contribución surge de aplicar

el operador gradiente a (2.46) y (2.55).
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2.2.1. Cálculo de ∇Gespectral(r̄, r̄
′)

Comencemos por calcular ∇Gespectral(r̄, r̄′), aplicado el operador gradiente a (2.46):

∇G(r̄, r̄′) =
1

d

∞∑
p=−∞

e−jkxp(x−x′)

4jkzp
×−jkxpx̂

×
[
e+jkzp|z−z′| erfc

(
jkzp
2ε

+ |z − z′|ε
)

+ e−jkzp|z−z
′| erfc

(
jkzp
2ε
− |z − z′|ε

)]
+

1

d

∞∑
p=−∞

e−jkxp(x−x′)

4jkzp
×Dẑ

(2.64)

donde

D =
∂

∂|z − z′|

[
ejkzp|z−z

′| erfc

(
jkzp
2ε

+ |z − z′|ε
)

+ e−jkzp|z−z
′| erfc

(
jkzp
2ε
− |z − z′|ε

)]
=

jkzp sgn(z − z′)ejkzp|z−z′| erfc

(
jkzp
2ε

+ |z − z′|ε
)

+ ε sgn(z − z′)ejkzp|z−z′| erfc′
(
jkzp
2ε

+ |z − z′|ε
)

− jkzp sgn(z − z′)e−jkzp|z−z′| erfc

(
jkzp
2ε
− |z − z′|ε

)
− ε sgn(z − z′)e−jkzp|z−z′| erfc′

(
jkzp
2ε
− |z − z′|ε

)
(2.65)

Sustituimos D en la ecuación (2.64) y queda:
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∇G(r̄, r̄′) =
1

d

∞∑
p=−∞

e−jkxp(x−x′)

4jkzp
×

{
− jkxpx̂

[
e+jkzp|z−z′| erfc

(
jkzp
2ε

+ |z − z′|ε
)

+ e−jkzp|z−z
′| erfc

(
jkzp
2ε
− |z − z′|ε

)]
+ ẑ

[
sgn(z − z′)jkzpejkzp|z−z

′| erfc

(
jkzp
2ε

+ |z − z′|ε
)

+ ε sgn(z − z′)ejkzp|z−z′| erfc′
(
jkzp
2ε

+ |z − z′|ε
)

− sgn(z − z′)jkzpe−jkzp|z−z
′| erfc

(
jkzp
2ε
− |z − z′|ε

)
− ε sgn(z − z′)e−jkzp|z−z′| erfc′

(
jkzp
2ε
− |z − z′|ε

)]}

(2.66)

Finalmente reagrupamos términos y queda que:

∇Gespectral(r̄, r̄′) =
1

d

∞∑
p=−∞

e−jkxp(x−x′)

4jkzp

×
{

[−jx̂kxp − jx̂kzp sgn(z − z′)] e−jkzp|z−z′| erfc

(
jkzp
2ε
− |z − z′|ε

)
+ [−jx̂kxp + jẑkzp sgn(z − z′)] ejkzp|z−z′| erfc

(
jkzp
2ε

+ |z − z′|ε
)

− ẑ sgn(z − z′)εe−jkzp|z−z′| erfc′
(
jkzp
2ε
− |z − z′|ε

)
+ ẑ sgn(z − z′)εejkzp|z−z′| erfc′

(
jkzp
2ε

+ |z − z′|ε
)}

(2.67)

donde

erfc′(z) = − 2√
π
e−z

2
(2.68)

Aśı queda la contribución espectral del método de Ewald una vez aplicado el operador

gradiente.



2.2. Cálculo del Gradiente de la Función de Green Utilizando el Método de Ewald 29

2.2.2. Cálculo de ∇Gespacial(r̄, r̄
′)

Ahora vamos a calcular la otra contribución. Para ello, partimos de la ecuación (2.55)

y aplicamos el operador gradiente:

∇Gespacial(r̄, r̄′) =
1

4π

∞∑
m=−∞

e−jkx0md
∞∑
q=0

(
k

2ε

)2q 1

q!

×
[
E′q+1

(
ε2 [(z − z′)2 + (x− x′ −md)2]

)
2 (z − z′)ε2 ẑ

+ E′q+1

(
ε2 [(z − z′)2 + (x− x′ −md)2]

)
2 (x− x′ −md)ε2 x̂]

(2.69)

Reordenando términos queda:

∇Gespacial(r̄, r̄′) =
2ε2

4π

∞∑
m=−∞

e−jkx0md
∞∑
q=0

(
k

2ε

)2q 1

q!

× [(z − z′)ẑ + (x− x′ −md)x̂] E′q+1(Rm
2ε2)

(2.70)

Y teniendo en cuenta que E′q+1(z) = −Eq(z), obtemos la siguiente expresión:

∇Gespacial(r̄, r̄′) =
−ε2

2π

∞∑
m=−∞

[(x−x′−md)x̂+(z−z′)ẑ] e−jkx0md×
∞∑
q=0

(
k

2ε

)2q 1

q!
Eq(Rm

2ε2)

(2.71)

donde E0(z) = e−z

z .

Ya tenemos, por tanto, ambas contribuciones del gradiente. Hay que destacar que ambas

series ∇Gespacial y ∇Gespectral tienen convergencia gaussiana.

2.2.3. Criterio para Conmutar de las Series Exactas a las del Método

de Ewald

Al igual que haćıamos con la función de Green, en esta sección se estudia un criterio para

conmutar entre el uso de la formulación espectral del gradiente de la función de Green y

el uso del gradiente utilizando las series de Ewald.

Para ello, estudiamos qué términos de la ecuación (1.49) están implicados en la buena

o mala convergencia del gradiente.
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Vemos que kxme
−γm|z−z′| interesa que decaiga lo más rápido posible para que la serie

converja antes.

Utilizando esto, el criterio para conmutar surge de imponer que kxMe
−γM |z−z′| < ε, don-

de M es el número máximo de términos en los que queremos que se cumpla esa condición,

es decir, el número de términos para el cual el factor kxme
−γm|z−z′| ha cáıdo por debajo

del valor ε. Si desarrollamos esto, nos queda:

e−γM |z−z
′| <

ε

kxM

e−
√
k2xM−k2×|z−z

′| <
ε

kxM

k

√(
kxM
k

)2

− 1× |z − z′| > − ln

(
ε

kxM

)
2π

λ

√(
kxM
k

)2

− 1× |z − z′| > − ln

(
ε

kxM

)
|z − z′|
λ

>
− ln

(
ε

kxM

)
2π

√(
kxM
k

)2
− 1

(2.72)

Ésta es la condición que nos indica cuándo obtener el gradiente mediante el método

de Ewald y cuándo obtenerlo mediante su forma espectral. Si se cumple la condición se

obtendŕıa mediante la serie espectral y si no mediante el método de Ewald.

Una vez que hemos deducido la formulación de la función de Green y de su gradiente

aplicando el método de Ewald, estudiaremos en el caṕıtulo 4 los resultados y la efecti-

vidad de las mejoras propuestas y veremos la convergencia de este método gracias a la

implementación en Matlab de la formulación desarrollada en este caṕıtulo.



Caṕıtulo 3

Transformación de Kummer

Otra posible forma de acelerar la convergencia de estas series es aplicando la trans-

formación de Kummer [12]. La transformación de Kummer, que recibe su nombre del

matemático Ernst Kummer, consiste en ir extrayendo términos asintóticos (sumables de

forma anaĺıtica o semianaĺıtica en el caso unidimensional) y restándoselos a la serie original

en el dominio espectral con el fin de acelerar su convergencia. Por otro lado, los términos

asintóticos extráıdos y restados, también deberán sumarse para obtener el mismo resultado

que se obtendŕıa con la suma directa de la función de Green.

Cuantos más términos extraigamos, un menor número de términos en el sumatorio

necesitaremos para que converja la parte dinámica pero más términos tendremos que

sumar en la parte estática. Es por ello que la suma de los términos estáticos deberá ser lo

más eficiente posible para conseguir el mı́nimo tiempo de cómputo.

En este caṕıtulo, vamos a aplicar la transformación de Kummer a la función de Green

espectral. También aplicaremos dicha transformación al gradiente de la función de Green.

Comenzaremos extrayendo uno, dos, tres y cuatro términos asintóticos y posteriormente

deduciremos una novedosa expresión general para la extracción de N términos.

3.1. Extracción de un término

Comenzamos extrayendo un solo término. Este caso es el más sencillo y ya se obtiene

una mejora considerable en la convergencia, como veremos en el caṕıtulo 4.

31
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3.1.1. Cálculo de la Función de Green

Aplicamos el método de Kummer a la formulación espectral de la función de Green, por

tanto, partimos de la siguiente ecuación

G̃(r̄, r̄′) =
1

2d

∞∑
m=−∞

1

γm
e−γm|z−z

′|e−jkxm(x−x′) (3.1)

donde llamamos G̃m a:

G̃m =
1

γm
e−γm|z−z

′| (3.2)

de forma que (3.1) quedaŕıa como:

G̃(r̄, r̄′) =
1

2d

∞∑
m=−∞

G̃me
−jkxm(x−x′) (3.3)

Buscamos ahora la expresión asintótica de G̃m que llamaremos G̃m0. Aśı, podemos

expresar la ecuación (3.1) como:

G̃(r̄, r̄′) =
1

2d

[ ∞∑
m=−∞

(G̃m − G̃m0)e−jkxm(x−x′) +
∞∑

m=−∞
G̃m0e

−jkxm(x−x′)

]
(3.4)

donde G̃m0 se define como:

G̃m0 = ĺım
m→∞

1

γm
e−γm|z−z

′| (3.5)

Calculamos cuanto vale ĺım
m→∞

γm

ĺım
m→∞

γm = ĺım
m→∞

√
kxm

2 − k2 = ĺım
m→∞

√(
kx0 +

2πm

d

)2

− k2 =
2πm

d

(3.6)

esto es verdad sólo si kxm > k;
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Si kxm < k entonces γm es imaginaria pura. Por el contrario, si kxm > k entonces γm es

real positiva.

Si suponemos que γm es siempre real y positiva, su aproximación debe ser también real

y positiva. Por ello, añadimos un valor absoluto a la formula anterior.

γm ≈
∣∣∣∣2πmd

∣∣∣∣ (3.7)

Por tanto G̃m0 queda finalmente:

G̃m0 =

∣∣∣∣ d

2πm

∣∣∣∣ e−| 2πmd ||z−z′| (3.8)

De forma que la serie orginal quedaŕıa expresada como:

G̃(r̄, r̄′) =
1

2d

[ ∞∑
m=−∞

(
1

γm
e−γm|z−z

′| −
∣∣∣∣ d

2πm

∣∣∣∣ e−| 2πmd ||z−z′|) e−jkxm(x−x′)

+

∞∑
m=−∞

∣∣∣∣ d

2πm

∣∣∣∣ e−| 2πmd ||z−z′|e−jkxm(x−x′)

] (3.9)

La primera parte de la serie se sumará tal y como está, con una convergencia más

rápida que si sumásemos directamente la serie espectral puesto que estamos acelerando su

convergencia al restarle su valor asintótico.

Respecto a la segunda parte de la serie, que llamaremos Gestática, deberemos buscar

el modo de sumarla anaĺıticamente de forma que obtengamos una expresión cerrada del

sumatorio infinito y de esta manera no afecte en gran medida al tiempo de cómputo de la

serie total.

Para ello, la expresamos de la siguiente manera:

Gestática =
∞∑

m=−∞

∣∣∣∣ d

2πm

∣∣∣∣ e−| 2πmd ||z−z′|e−jkxm(x−x′)

=
∞∑

m=−∞

∣∣∣∣ d

2πm

∣∣∣∣ e−| 2πmd ||z−z′|e−jkx0(x−x′)e−j(
2πm
d )(x−x′)

= e−jkx0(x−x′)
∞∑

m=−∞

∣∣∣∣ d

2πm

∣∣∣∣ e−| 2πmd ||z−z′|e−j( 2πm
d )(x−x′)

(3.10)
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Dividimos el sumatorio en dos sumatorios separando los m positivos de los negativos y

obviando el término m = 0 debido a que, concretamente en ese término, no se aplicará la

transformación de Kummer, como se explicará más adelante.

Gestática = e−jkx0(x−x′)

[ −1∑
m=−∞

∣∣∣∣ d

2πm

∣∣∣∣ e−| 2πmd ||z−z′|e−j( 2πm
d )(x−x′)

+
∞∑
m=1

∣∣∣∣ d

2πm

∣∣∣∣ e−| 2πmd ||z−z′|e−j( 2πm
d )(x−x′)

] (3.11)

Hacemos un cambio de variable n = −m, de forma que la ecuación anterior queda:

Gestática =e−jkx0(x−x′)

[ ∞∑
n=1

d

2πn
e−

2πn
d
|z−z′|ej(

2πn
d )(x−x′) +

∞∑
m=1

d

2πm
e−

2πm
d
|z−z′|e−j(

2πm
d )(x−x′)

]

=
d

2π
e−jkx0(x−x′)

[ ∞∑
n=1

e−
2πn
d

[|z−z′|−j(x−x′)]

n
+
∞∑
m=1

e−
2πm
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

m

]
(3.12)

Utilizando la siguiente igualdad matemática

∞∑
m=1

eam

m
= − ln(1− ea) (3.13)

hacemos un cambio de variable n = m y podemos escribir la ecuación (3.12) como:

Gestática =
d

2π
e−jkx0(x−x′)

[
− ln

(
1− e−

2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]
)
− ln

(
1− e−

2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]
)]

(3.14)

En m = 0 no aplicamos el método de Kummer ya que lo hemos obviado anteriormente

en el cálculo de Gestatica. Esto se debe a que el valor asintótico de 1
γ0

seŕıa 1
0 y eso daŕıa

lugar a problemas numéricos puesto que la suma anaĺıtica seŕıa infinito. Además, restarle

a la serie el término asintótico tiene sentido conforme m toma valores grandes y, por tanto,

carece de sentido aplicarlo para m = 0. Por ello, G̃m en m = 0 quedaŕıa como:
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G̃0(r̄, r̄′) =
1

2d

1

γ0
e−γ0|z−z

′|e−jkx0(x−x′) (3.15)

Finalmente, podemos escribir la ecuación (3.9) de la siguiente manera

G̃(r̄, r̄′) =
1

2d

 ∞∑
m=−∞
m 6=0

(
1

γm
e−γm|z−z

′| −
∣∣∣∣ d

2πm

∣∣∣∣ e−| 2πmd ||z−z′|) e−jkxm(x−x′)

+
d

2π
e−jkx0(x−x′)

[
− ln

(
1− e−

2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]
)
− ln

(
1− e−

2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]
)]]

+ G̃0(r̄, r̄′)

(3.16)

3.1.2. Cálculo del Gradiente de la Función de Green

Aplicamos ahora el método de Kummer al gradiente de la función de Green que obtuvi-

mos en el caṕıtulo anterior. Partimos de la expresión del gradiente y lo dividimos en una

componente x y otra z.

∇G̃(r̄, r̄′) =
1

2d

+∞∑
m=−∞

1

γm
e−γm|z−z

′|−jkxm(x−x′) [−jkxmx̂− γm sgn(z − z′)ẑ]

= G̃x(r̄, r̄′) x̂ + G̃z(r̄, r̄
′) ẑ

(3.17)

Donde G̃x(r̄, r̄′) y G̃z(r̄, r̄
′) son:

G̃x(r̄, r̄′) =
1

2d

∞∑
m=−∞

−jkxm
1

γm
e−γm|z−z

′|−jkxm(x−x′) (3.18)

G̃z(r̄, r̄
′) =

1

2d

∞∑
m=−∞

−γm sgn(z − z′) 1

γm
e−γm|z−z

′|−jkxm(x−x′) (3.19)

Comenzamos por extraer un término a G̃x(r̄, r̄′), que podemos expresarla de la siguiente

manera:

G̃x(r̄, r̄′) =
−j
2d

∞∑
m=−∞

kxm
γm

e−γm|z−z
′|e−jkxm(x−x′) (3.20)
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buscamos la expresión asintótica de esta serie para aplicar el método de Kummer

ĺım
m→∞

kxm
γm

= ĺım
m→∞

kxm√
kxm

2 − k2
= ĺım

m→∞

kx0 + 2πm
d√(

kx0 + 2πm
d

)2 − k2

= sgn(m)(3.21)

y como hab́ıamos visto, cuando m→∞, γm se puede aproximar como:

γm ≈
∣∣∣∣2πmd

∣∣∣∣ (3.22)

De forma que la ecuación (3.20) la podemos escribir, aplicando la transformación de

Kummer, como:

G̃x(r̄, r̄′) =
−j
2d

[ ∞∑
m=−∞

(
kxm
γm

e−γm|z−z
′| − sgn(m)e−|

2πm
d ||z−z′|

)
e−jkxm(x−x′)

+

∞∑
m=−∞

sgn(m)e−|
2πm
d ||z−z′|e−jkxm(x−x′)

] (3.23)

Llamamos G̃xestatica(r̄, r̄
′) a la segunda parte de la serie anterior puesto que es la que

vamos a tratar de expresar de forma cerrada. Con esta nomenclatura, la ecuación anterior

quedaŕıa aśı:

G̃x(r̄, r̄′) =
−j
2d

[ ∞∑
m=−∞

(
kxm
γm

e−γm|z−z
′| − sgn(m)e−|

2πm
d ||z−z′|

)
e−jkxm(x−x′) + G̃xestatica(r̄, r̄

′)

]
(3.24)

Ahora nos centramos en transformar G̃xestatica(r̄, r̄
′).

G̃xestatica(r̄, r̄
′) =

∞∑
m=−∞

sgn(m)e−|
2πm
d ||z−z′|e−jkx0(x−x′)e−j

2πm
d

(x−x′) (3.25)

De la misma manera que hicimos anteriormente, vamos a separar el sumatorio, obviando

el término m = 0, donde no aplicaremos la transformación de Kummer. Además, hacemos

un cambio de variable n = −m, y queda:
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G̃xestatica(r̄, r̄
′) = e−jkx0(x−x′)

( ∞∑
n=1

−e−
2πn
d

[|z−z′|−j(x−x′)] +
∞∑
m=1

e−
2πm
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

)
(3.26)

Los sumatorios anteriores son la suma de una progresión geométrica, de forma que los

podemos escribir de forma cerrada como:

∞∑
m=1

eam =
ea

1− ea
(3.27)

Volviendo a hacer un cambio de variable n = m, podemos expresar finalmente G̃xestatica(r̄, r̄
′)

como:

G̃xestatica(r̄, r̄
′) = e−jkx0(x−x′)

[
−

(
e−

2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]

)
+

e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

]
(3.28)

En m = 0, no aplicamos la transformación de Kummer y ese término quedaŕıa, para

esta componente, como:

G̃x0(r̄, r̄′) =
−j
2d

kx0

γ0
e−γ0|z−z

′|e−jkx0(x−x′) (3.29)

De esta forma, la ecuación (3.24) queda de la siguiente manera:

G̃x(r̄, r̄′) =
−j
2d

 ∞∑
m=−∞
m 6=0

(
kxm
γm

e−γm|z−z
′| − sgn(m)e−|

2πm
d ||z−z′|

)
e−jkxm(x−x′)

+ e−jkx0(x−x′)

[
−

(
e−

2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]

)
+

e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

]]
+ G̃x0(r̄, r̄′)

(3.30)

Una vez desarrollada la componente x, vamos a desarrollar de la misma forma la com-

ponente z.



3.1. Extracción de un término 38

G̃z(r̄, r̄
′) =

1

2d

∞∑
m=−∞

− sgn(z − z′)γm
γm

e−γm|z−z
′|−jkxm(x−x′)

=
− sgn(z − z′)

2d

∞∑
m=−∞

e−γm|z−z
′|−jkxm(x−x′)

(3.31)

Aplicando la transformación de Kummer, la serie quedaŕıa de la siguiente manera:

G̃z(r̄, r̄
′) =

− sgn(z − z′)
2d

[ ∞∑
m=−∞

(
e−γm|z−z

′| − e−|
2πm
d ||z−z′|

)
e−jkxm(x−x′)

+
∞∑

m=−∞
e−|

2πm
d ||z−z′|e−jkxm(x−x′)

] (3.32)

Llamamos G̃zestatica(r̄, r̄
′) a la segunda parte de la serie, de forma que la ecuación anterior

quedaŕıa como:

G̃z(r̄, r̄
′) =

− sgn(z − z′)
2d

[ ∞∑
m=−∞

(
e−γm|z−z

′| − e−|
2πm
d ||z−z′|

)
e−jkxm(x−x′) + G̃zestatica(r̄, r̄

′)

]
(3.33)

donde G̃zestatica(r̄, r̄
′) es

G̃zestatica(r̄, r̄
′) =

∞∑
m=−∞

e−|
2πm
d ||z−z′|e−jkx0(x−x′)e−j(

2πm
d )(x−x′)

(3.34)

Escribimos G̃zestatica(r̄, r̄
′) separando el sumatorio, obviando el término m = 0 y reali-

zando el cambio de variable n = −m:

G̃zestatica(r̄, r̄
′) = e−jkx0(x−x′)

( ∞∑
n=1

e−( 2πn
d )[|z−z′|−j(x−x′)] +

∞∑
m=1

e−( 2πm
d )[|z−z′|+j(x−x′)]

)

= e−jkx0(x−x′)

(
e−

2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]
+

e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

1− e−
2π
d

]|z−z′|+j(x−x′)]

)
(3.35)
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De igual forma que en la componente x, en la componente z tampoco aplicaremos en

m = 0 el método de Kummer. Este término quedaŕıa, para esta componente, como:

G̃z0(r̄, r̄′) =
− sgn(z − z′)

2d
e−γ0|z−z

′|e−jkx0(x−x′) (3.36)

Si introducimos estos resultados en la ecuación (3.33), G̃z(r̄, r̄
′) queda:

G̃z(r̄, r̄
′) =

− sgn(z − z′)
2d

 ∞∑
m=−∞
m 6=0

(
e−γm|z−z

′| − e−|
2πm
d ||z−z′|

)
e−jkxm(x−x′)

+ e−jkx0(x−x′)

(
e−

2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]
+

e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

)]
+ G̃z0(r̄, r̄′)

(3.37)

3.2. Extracción de dos términos

En este apartado vamos a seguir el mismo procedimiento que en el apartado (3.1.1) con

la diferencia de que en este caso γm y 1
γm

las aproximaremos con los dos primeros términos

de sus desarrollos de Taylor. Haremos uso de estos dos desarrollos de Taylor:

√
1 + x ≈ 1 +

1

2
x+ ... (3.38)

(√
1 + x

)−1 ≈ 1− 1

2
x+ ... (3.39)

3.2.1. Cálculo de la Función de Green

Comenzamos con la función de Green. Por un lado aproximamos γm como:

γm =
√
k2
xm − k2 =

√(
kx0 +

2πm

d

)2

− k2 =

√
k2
x0 +

(
2πm

d

)2

+
4πm

d
kx0 − k2

=

√√√√(2πm

d

)2
[
kx0d

πm
+
k2
x0 − k2(
2πm
d

)2
]
∼
(

2πm

d

)(
1 +

kx0d

2πm
+ ...

) (3.40)
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y quedaŕıa que γm ∼
∣∣2πm

d + kx0

∣∣.
Para 1

γm
seguimos el mismo procedimiento:

1

γm
=

1√
k2
xm − k2

=
1√(

kx0 + 2πm
d

)2 − k2

=

√k2
x0 +

(
2πm

d

)2

+
4πm

d
kx0 − k2

−1

=


√√√√(2πm

d

)2
[
kx0d

πm
+
k2
x0 − k2(
2πm
d

)2
]−1

∼
(

2πm

d

)−1(
1− kx0d

2πm
+ ...

)
(3.41)

Por tanto 1
γm

se puede aproximar a
∣∣∣ d

2πm −
kx0d2

(2πm)2

∣∣∣.
De esta forma el término asintótico quedaŕıa:

1

γm
e−γm|z−z

′| →
∣∣∣∣ d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2

∣∣∣∣ e−| 2πmd +kx0||z−z′| (3.42)

Cabe destacar que en m = 0 no aplicamos el método de Kummer por lo que deberemos

añadir el término G̃0(r̄, r̄′) deducido en (3.15). De esta forma, si aplicamos el método de

Kummer con dos términos, la serie espectral queda:

G̃(r̄, r̄′) =
1

2d

 ∞∑
m=−∞
m6=0

(
1

γm
e−γm|z−z

′| −
∣∣∣∣ d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2

∣∣∣∣ e−| 2πmd +kx0||z−z′|
)
e−jkxm(x−x′)

+
∞∑

m=−∞
m 6=0

∣∣∣∣ d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2

∣∣∣∣ e−| 2πmd +kx0||z−z′|e−jkxm(x−x′)

]

+ G̃0(r̄, r̄′)

(3.43)

Llamamos Gestatica a la segunda serie que aparece

Gestatica =

∞∑
m=−∞
m 6=0

∣∣∣∣ d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2

∣∣∣∣ e−| 2πmd +kx0||z−z′|e−jkxm(x−x′) (3.44)

Estudiamos los valores absolutos para poder separarlos:
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1)Para los m positivos tenemos:

Como se cumple que 2πm
d es mayor que kx0 (ver apéndice A), se cumple que d

2πm > kx0d2

(2πm)2

y entonces:

1

γm
→
∣∣∣∣ d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2

∣∣∣∣ =

(
d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2

)
(3.45)

γm →
∣∣∣∣2πmd + kx0

∣∣∣∣ =

(
2πm

d
+ kx0

)
(3.46)

2)Para los m negativos tenemos

1

γm
→
∣∣∣∣− d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2

∣∣∣∣ =

(
d

2πm
+

kx0d
2

(2πm)2

)
(3.47)

Como 2πm
d es mayor que kx0, entonces:

γm →
∣∣∣∣−2πm

d
+ kx0

∣∣∣∣ =

(
2πm

d
− kx0

)
(3.48)

Ya podemos separar los valores absolutos y la ecuación (3.44) quedaŕıa:

Gestatica =

∞∑
m=−∞
m 6=0

∣∣∣∣ d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2

∣∣∣∣ e−| 2πmd +kx0||z−z′|e−jkxm(x−x′)

=

∞∑
m=−∞
m 6=0

∣∣∣∣ d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2

∣∣∣∣ e−| 2πmd +kx0||z−z′|e−jkx0(x−x′)e−j(
2πm
d )(x−x′)

(3.49)
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Separamos los m negativos y positivos, obviando el término m = 0 y hacemos un cambio

de variable n = −m

Gestatica = e−jkx0(x−x′)

[ ∞∑
n=1

∣∣∣∣− d

2πn
− kx0d

2

(2πn)2

∣∣∣∣ e−|− 2πn
d

+kx0||z−z′|e+j( 2πn
d )(x−x′)

+

∞∑
m=1

∣∣∣∣ d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2

∣∣∣∣ e−| 2πmd +kx0||z−z′|e−j(
2πm
d )(x−x′)

]

= e−jkx0(x−x′)

[ ∞∑
n=1

(
d

2πn
+

kx0d
2

(2πn)2

)
e−( 2πn

d
−kx0)|z−z′|e+j( 2πn

d )(x−x′)

+
∞∑
m=1

(
d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2

)
e−( 2πm

d
+kx0)|z−z′|e−j(

2πm
d )(x−x′)

]
(3.50)

Hacemos un cambio de notación n = m:

Gestatica = e−jkx0(x−x′)

[ ∞∑
m=1

(
d

2πm
+

kx0d
2

(2πm)2

)
e−( 2πm

d
−kx0)|z−z′|e+j( 2πm

d )(x−x′)

+
∞∑
m=1

(
d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2

)
e−( 2πm

d
+kx0)|z−z′|e−j(

2πm
d )(x−x′)

] (3.51)

Finalmente, queda:

Gestatica = e−jkx0(x−x′)

[ ∞∑
m=1

d

2πm
e−

2πm
d
|z−z′|ekx0|z−z

′|e+j( 2πm
d )(x−x′)

+
∞∑
m=1

kx0d
2

(2πm)2
e−

2πm
d
|z−z′|ekx0|z−z

′|e+j( 2πm
d )(x−x′)

+
∞∑
m=1

d

2πm
e−

2πm
d
|z−z′|e−kx0|z−z

′|e−j(
2πm
d )(x−x′)

−
∞∑
m=1

kx0d
2

(2πm)2
e−

2πm
d
|z−z′|e−kx0|z−z

′|e−j(
2πm
d )(x−x′)

]
(3.52)

Por simplificar, vamos a tratar cada sumatorio por separado de forma que Gestatica la

pondremos como:

Gestatica = e−jkx0(x−x′)
[
ekx0|z−z

′| (serie1 + serie2) + e−kx0|z−z
′| (serie3− serie4)

]
(3.53)
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Comenzamos por la serie1 y la serie3 que son del mismo tipo y se pueden expresar de

forma cerrada como lo hicimos en el apartado (3.1.1), haciendo uso de la igualdad (3.13):

serie1 =

∞∑
m=1

d

2πm
e−

2πm
d
|z−z′|e+j( 2πm

d )(x−x′)

=
∞∑
m=1

d

2πm
e−( 2πm

d )[|z−z′|−j(x−x′)]

=
d

2π

[
− ln

(
1− e−

2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]
)]

(3.54)

De la misma forma la serie3 queda:

serie3 =
∞∑
m=1

d

2πm
e−

2πm
d
|z−z′|e−j(

2πm
d )(x−x′)

=

∞∑
m=1

d

2πm
e−( 2πm

d )[|z−z′|+j(x−x′)]

=
d

2π

[
− ln

(
1− e−

2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]
)]

(3.55)

Por otro lado, la serie2 y la serie4 quedaŕıan:

serie2 =

∞∑
m=1

kx0d
2

(2πm)2
e−

2πm
d
|z−z′|e+j( 2πm

d )(x−x′)

=
∞∑
m=1

kx0d
2

(2πm)2
e−( 2πm

d )[|z−z′|−j(x−x′)]
(3.56)

serie4 =
∞∑
m=1

kx0d
2

(2πm)2
e−

2πm
d
|z−z′|e−j(

2πm
d )(x−x′)

=
∞∑
m=1

kx0d
2

(2πm)2
e−( 2πm

d )[|z−z′|+j(x−x′)]
(3.57)

Estas series son funciones polilogaŕıtmicas de orden dos, que poseen soluciones núme-

ricas. El polilogaritmo (también conocido como función de Jonquière) [9] es una función
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especial Lis(z) definida por la siguiente serie:

Lis(z) =
∞∑
k=1

zk

ks
(3.58)

donde s es el orden, en nuestro caso s = 2 y z es el término que elevamos al ı́ndice

del sumatorio, que en el caso de la serie2 es z = e−( 2π
d )[|z−z′|−j(x−x′)] y de la serie4 es

z = e−( 2π
d )[|z−z′|+j(x−x′)].

Identificando términos, la serie2 quedaŕıa, en forma de polilogaritmo, como:

serie2 =
kx0d

2

(2π)2
Li2

(
e−( 2π

d )[|z−z′|−j(x−x′)]
)

(3.59)

y la serie4 quedaŕıa:

serie4 =
kx0d

2

(2π)2
Li2

(
e−( 2π

d )[|z−z′|+j(x−x′)]
)

(3.60)

A la hora de implementar estas series en Matlab, tendŕıan que sumarse numéricamente

tal y como se definen en forma de sumatorio, con un número de términos que aseguren

su convergencia al valor final o bien usar formulaciones alternativas que existen para el

cálculo de los polilogaritmos.

Cabe resaltar que cuanto mayor sea el orden del polilogaritmo más rápido converge. Si

observamos la definición en la ecuación (3.58) podemos observar que cuanto mayor es s,

más grande es el denominador y, por tanto, más pequeña es la fracción. Dicho de otro

modo, al aumentar s estamos elevando el ı́ndice del sumatorio, que en nuestro caso es m, a

una potencia mayor. Como ms aparece en el denominador, la fracción completa será más

pequeña cuando mayor sea el valor de s y por ello la serie convergerá antes.

Finalmente la Gestática queda:

Gestatica = e−jkx0(x−x′)
[
ekx0|z−z

′| (serie1 + serie2) + e−kx0|z−z
′| (serie3− serie4)

]
(3.61)
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Gestatica = e−jkx0(x−x′)
[
ekx0|z−z

′|
[
d

2π

[
− ln

(
1− e−

2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]
)]

+
kx0d

2

(2π)2
Li2

(
e−( 2π

d )[|z−z′|−j(x−x′)]
)]

+ e−kx0|z−z
′|
[
d

2π

[
− ln

(
1− e−

2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]
)]

− kx0d
2

(2π)2
Li2

(
e−( 2π

d )[|z−z′|+j(x−x′)]
)]]

(3.62)

3.2.2. Cálculo del Gradiente de la Función de Green

Aplicamos ahora el método de Kummer al gradiente de la función de Green extrayendo

en este caso 2 términos.

Teńıamos que G̃x(r̄, r̄′) y G̃z(r̄, r̄
′) eran:

G̃x(r̄, r̄′) =
−j
2d

∞∑
m=−∞

kxm
γm

e−γm|z−z
′|e−jkxm(x−x′) (3.63)

G̃z(r̄, r̄
′) =

1

2d

∞∑
m=−∞

− sgn(z − z′)e−γm|z−z′|−jkxm(x−x′) (3.64)

Comenzamos por G̃x(r̄, r̄′). Hab́ıamos obtenido:

ĺım
m→+∞

kxm
γm

= sgn(m) (3.65)

La diferencia es que ahora γm la aproximamos por dos términos, en vez de por uno sólo.

γm =

∣∣∣∣2πmd + kx0

∣∣∣∣ (3.66)
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De forma que la ecuación (3.63) la podemos escribir como:

G̃x(r̄, r̄′) =
−j
2d

 ∞∑
m=−∞
m 6=0

(
kxm
γm

e−γm|z−z
′| − sgn(m)e−|

2πm
d

+kx0||z−z′|
)
e−jkxm(x−x′)

+
∞∑

m=−∞
m6=0

sgn(m)e−|
2πm
d

+kx0||z−z′|e−jkxm(x−x′)

]

+ G̃x0(r̄, r̄′)

(3.67)

llamamos G̃xestatica(r̄, r̄
′) a la segunda parte de la serie que es la que vamos a tratar de

expresar de forma cerrada. La ecuación anterior quedaŕıa aśı:

G̃x(r̄, r̄′) =
−j
2d

 ∞∑
m=−∞
m 6=0

(
kxm
γm

e−γm|z−z
′| − sgn(m)e−|

2πm
d

+kx0||z−z′|
)
e−jkxm(x−x′)

+ G̃xestatica(r̄, r̄
′)

]
+ G̃x0(r̄, r̄′)

(3.68)

donde

G̃xestatica(r̄, r̄
′) =

∞∑
m=−∞
m6=0

sgn(m) e−|
2πm
d

+kx0||z−z′|e−jkx0(x−x′)e−j
2πm
d

(x−x′) (3.69)

Como 2πm
d es mayor que kx0, podemos decir que si m es negativo:

∣∣∣∣−2πm

d
+ kx0

∣∣∣∣ =
2πm

d
− kx0 (3.70)

y si m es positivo:

∣∣∣∣2πmd + kx0

∣∣∣∣ =
2πm

d
+ kx0 (3.71)

Usando esto para separar los valores absolutos, obviando el término m = 0 donde no

aplicaremos la transformación de Kummer y haciendo un cambio de variable n = −m,

G̃xestatica(r̄, r̄
′) queda:
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G̃xestatica(r̄, r̄
′) = e−jkx0(x−x′)

(
−
∞∑
n=1

e−( 2πn
d
−kx0)|z−z′|e+j 2πm

d
(x−x′) +

∞∑
m=1

e−( 2πm
d

+kx0)|z−z′|

e−j
2πm
d

(x−x′)

)

= e−jkx0(x−x′)

(
−ekx0|z−z′|

∞∑
n=1

e−
2πn
d

[|z−z′|−j(x−x′)] + e−kx0|z−z
′|
∞∑
m=1

e−
2πm
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

)
(3.72)

Volviendo a hacer un cambio de variable n = m y usando (3.27), tendŕıamos que

G̃xestatica(r̄, r̄
′) es finalmente

G̃xestatica(r̄, r̄
′) = e−jkx0(x−x′)

[
−

(
ekx0|z−z

′| e−
2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]

)

+ e−kx0|z−z
′| e−

2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

] (3.73)

De esta forma, la ecuación (3.68) quedaŕıa:

G̃x(r̄, r̄′) =
−j
2d

{ ∞∑
m=−∞
m6=0

(
kxm
γm

e−γm|z−z
′| − sgn(m)e−|

2πm
d ||z−z′|

)
e−jkxm(x−x′)

+ e−jkx0(x−x′)

[
−

(
ekx0|z−z

′| e−
2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]

)
+ e−kx0|z−z

′| e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

]}
+ G̃x0(r̄, r̄′)

(3.74)

Una vez desarrollada la componente x, vamos a desarrollar de la misma forma la com-

ponente z. Si aplicamos el método de Kummer extrayendo esta vez dos términos, la serie

quedaŕıa de la siguiente manera:
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G̃z(r̄, r̄
′) =

− sgn(z − z′)
2d

 ∞∑
m=−∞
m6=0

(
e−γm|z−z

′| − e−|
2πm
d

+kx0||z−z′|
)
e−jkxm(x−x′)

+
∞∑

m=−∞
m 6=0

e−|
2πm
d

+kx0||z−z′|e−jkxm(x−x′)

]
+ G̃z0(r̄, r̄′)

(3.75)

Llamamos G̃zestatica(r̄, r̄
′) a la segunda parte de la serie de forma que la ecuación anterior

quedaŕıa como:

G̃z(r̄, r̄
′) =

− sgn(z − z′)
2d

 ∞∑
m=−∞
m 6=0

(
e−γm|z−z

′| − e−|
2πm
d

+kx0||z−z′|
)
e−jkxm(x−x′) + G̃zestatica(r̄, r̄

′)


+ G̃z0(r̄, r̄′)

(3.76)

donde

G̃zestatica(r̄, r̄
′) =

∞∑
m=−∞
m 6=0

e−|
2πm
d

+kx0||z−z′|e−jkx0(x−x′)e−j(
2πm
d )(x−x′)

(3.77)

Escribimos G̃zestatica(r̄, r̄
′) de la siguiente manera, separando los m negativos de los

positivos, obviando el término m = 0 y realizando el cambio de variable n = −m:

G̃zestatica(r̄, r̄
′) = e−jkx0(x−x′)

( ∞∑
n=1

e−( 2πn
d
−kx0)|z−z′|e+j( 2πm

d )(x−x′) +

∞∑
m=1

e−( 2πm
d

+kx0)|z−z′|

e−j(
2πm
d )(x−x′)

)

= e−jkx0(x−x′)

( ∞∑
n=1

ekx0|z−z
′|e−( 2πn

d )[|z−z′|−j(x−x′)] +

∞∑
m=1

e−kx0|z−z
′|e−( 2πm

d )[|z−z′|+j(x−x′)]

)

= e−jkx0(x−x′)

(
ekx0|z−z

′| e−
2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]
+ e−kx0|z−z

′| e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

)
(3.78)
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De forma que si introducimos este resultado en la ecuación (3.76), podemos escribirla

como:

G̃z(r̄, r̄
′) =

− sgn(z − z′)
2d

 ∞∑
m=−∞
m 6=0

(
e−γm|z−z

′| − e−|
2πm
d ||z−z′|

)
e−jkxm(x−x′)

+ e−jkx0(x−x′)

(
ekx0|z−z

′| e−
2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]
+ e−kx0|z−z

′| e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

)]
+ G̃z0(r̄, r̄′)

(3.79)

Una vez que hemos extráıdo dos términos del desarrollo de Taylor no vamos a seguir

extrayendo más términos al gradiente. Esto se debe a que, por un lado, lo que aportaŕıa una

mayor mejora seŕıa seguir extrayendo el término que acompaña a la exponencial pero este

término es en una componente 1 y en la otra sgn(m). Se ve que estos factores no dan lugar

a la extracción de más términos. Por otro lado, consideramos que extraer dos sumandos

del desarrollo en la exponencial e−γm|z−z
′| supone una gran mejora en la convergencia y el

hecho de extraer más de dos términos podŕıa suponer problemas en los cálculos, como se

explicará a continuación.

3.3. Extracción de cuatro términos

La extracción de cuatro términos únicamente se va a desarrollar para el cálculo de

la función de Green. Para ello, vamos a seguir el mismo procedimiento que en los dos

apartados anteriores pero con la diferencia de que en este caso 1
γm

la aproximaremos por

los cuatro primeros términos de su desarrollo de Taylor basándonos en:

(√
1 + x

)−1 ≈ 1− 1

2
x+

3

8
x2 − ... (3.80)

En la exponencial sólo vamos a extraer dos términos. La extracción de términos da

lugar a exponenciales del tipo e−m, ecte, e−1/m, e−1/m2
, etc. Podemos ver que la primera

exponencial da lugar a un sumatorio que constituye la función polilogaŕıtmica. La segunda

exponencial da lugar a un término constante. A partir de ah́ı, conforme más sumandos

extraigamos más rápido crecen las exponenciales y, por tanto, las series que contengan

el sumatorio de dichas exponenciales tardaŕıan cada vez más en converger. Es por ello,

que se considera que extraer en la exponencial más de dos términos no introduce mucha
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mejora sino que complica los cálculos de las series que las contengan. Por lo explicado

anteriormente, seguiremos dejando γm como 2πm
d + kx0 y vamos a desarrollar 1

γm
:

1

γm
=

1√
k2
xm − k2

=
1√(

kx0 + 2πm
d

)2 − k2

=

√k2
x0 +

(
2πm

d

)2

+
4πm

d
kx0 − k2

−1

=


√√√√(2πm

d

)2
[
kx0d

πm
+
k2
x0 − k2(
2πm
d

)2
]−1

∼
(

2πm

d

)−1
(

1− kx0d

2πm
− k2

x0 − k2

2
(

2πm
d

)2 +
3

8

(
kx0d

πm

)2

+ ...

)

=
d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2
+

(k2 − k2
x0)d3

2(2πm)3
+

3k2
x0d

3

2(2πm)3

(3.81)

Los dos últimos términos se pueden agrupar sabiendo que kx0 = k sen(θ)

(k2 − k2
x0)d3

2(2πm)3
+

3k2
x0d

3

2(2πm)3

=
k2d3

2(2πm)3
− k2

x0d
3

2(2πm)3
+

3k2
x0d

3

2(2πm)3

=
k2d3

2(2πm)3

(
1− sen2(θ) + 3 sen2(θ)

)
=

k2d3

2(2πm)3

(
1 + 2 sen2(θ)

)
(3.82)

El término asintótico en este caso quedaŕıa como:

1

γm
e−γm|z−z

′| →
∣∣∣∣ d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2
+

k2d3

2(2πm)3

(
1 + 2 sen2(θ)

)∣∣∣∣ e−| 2πmd +kx0||z−z′| (3.83)

Por tanto, si aplicamos el método de Kummer a la serie espectral, el resultado es el

siguiente:
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G̃(r̄, r̄′) =
1

2d

[ ∞∑
m=−∞
m 6=0

(
1

γm
e−γm|z−z

′| −
∣∣∣∣ d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2
+

k2d3

2(2πm)3

(
1 + 2 sen2(θ)

)∣∣∣∣
e−|

2πm
d

+kx0||z−z′|
)
e−jkxm(x−x′) +

∞∑
m=−∞
m6=0

∣∣∣∣ d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2
+

k2d3

2(2πm)3

(
1 + 2 sen2(θ)

)∣∣∣∣
e−|

2πm
d

+kx0||z−z′|e−jkxm(x−x′)

]
+ G̃0(r̄, r̄′)

(3.84)

A la segunda parte de la serie la llamamos Gestatica y quedaŕıa:

Gestatica =
∞∑

m=−∞
m 6=0

∣∣∣∣ d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2
+

k2d3

2(2πm)3

(
1 + 2 sen2(θ)

)∣∣∣∣ e−| 2πmd +kx0||z−z′|e−jkxm(x−x′)

(3.85)

Estudiamos los valores absolutos teniendo en cuenta que d
2πm + k2d3

2(2πm)3
(1 + 2 sen2(θ)) es

mayor que kx0d2

(2πm)2
(ver apéndice A).

1) Para los m positivos tenemos:

1

γm
→
∣∣∣∣ d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2
+

k2d3

2(2πm)3

(
1 + 2 sen2(θ)

)∣∣∣∣
=

(
d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2
+

k2d3

2(2πm)3

(
1 + 2 sen2(θ)

)) (3.86)

2) Para los m negativos tenemos:

1

γm
→
∣∣∣∣− d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2
− k2d3

2(2πm)3

(
1 + 2 sen2(θ)

)∣∣∣∣
=

(
d

2πm
+

kx0d
2

(2πm)2
+

k2d3

2(2πm)3

(
1 + 2 sen2(θ)

)) (3.87)

Con esto, ya podemos separar los valores absolutos. Separamos los m negativos y po-

sitivos, obviando el término m = 0, y hacemos un cambio de variable n = −m de forma

que la ecuación (3.85) quedaŕıa:
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Gestatica = e−jkx0(x−x′)

[ ∞∑
n=1

∣∣∣∣− d

2πn
− kx0d

2

(2πn)2
− k2d3

2(2πn)3
(1 + 2 sen2(θ)

)∣∣∣∣
e−|−

2πn
d

+kx0||z−z′|e+j( 2πn
d )(x−x′) +

∞∑
m=1

∣∣∣∣ d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2
+

k2d3

2(2πm)3

(
1 + 2 sen2(θ)

)∣∣∣∣
e−|

2πm
d

+kx0||z−z′|e−j(
2πm
d )(x−x′)

]
(3.88)

Modificamos los valores absolutos como hemos explicado y queda:

Gestatica = e−jkx0(x−x′)

[ ∞∑
n=1

(
d

2πn
+

kx0d
2

(2πn)2
+

k2d3

2(2πn)3

(
1 + 2 sen2(θ)

))
e−( 2πn

d
−kx0)|z−z′|

e+j( 2πn
d )(x−x′) +

∞∑
m=1

(
d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2
+

k2d3

2(2πm)3

(
1 + 2 sen2(θ)

))

e−( 2πm
d

+kx0)|z−z′|e−j(
2πm
d )(x−x′)

]
(3.89)

Hacemos un cambio de notación n = m

Gestatica = e−jkx0(x−x′)

[ ∞∑
m=1

(
d

2πm
+

kx0d
2

(2πm)2
+

k2d3

2(2πm)3

(
1 + 2 sen2(θ)

))

e−( 2πm
d
−kx0)|z−z′|e+j( 2πm

d )(x−x′) +
∞∑
m=1

(
d

2πm
− kx0d

2

(2πm)2
+

k2d3

2(2πm)3

(
1 + 2 sen2(θ)

))

e−( 2πm
d

+kx0)|z−z′|e−j(
2πm
d )(x−x′)

]
(3.90)

Separamos cada factor
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Gestatica = e−jkx0(x−x′)

[ ∞∑
m=1

d

2πm
e−

2πm
d
|z−z′|ekx0|z−z

′|e+j( 2πm
d )(x−x′)

+
∞∑
m=1

kx0d
2

(2πm)2
e−

2πm
d
|z−z′|ekx0|z−z

′|e+j( 2πm
d )(x−x′)

+

∞∑
m=1

k2d3

2(2πm)3

(
1 + 2 sen2(θ)

)
e−

2πm
d
|z−z′|ekx0|z−z

′|e+j( 2πm
d )(x−x′)

+
∞∑
m=1

d

2πm
e−

2πm
d
|z−z′|e−kx0|z−z

′|e−j(
2πm
d )(x−x′)

−
∞∑
m=1

kx0d
2

(2πm)2
e−

2πm
d
|z−z′|e−kx0|z−z

′|e−j(
2πm
d )(x−x′)

+
∞∑
m=1

k2d3

2(2πm)3

(
1 + 2 sen2(θ)

)
e−

2πm
d
|z−z′|e−kx0|z−z

′|e−j(
2πm
d )(x−x′)

]
(3.91)

Por simplificar, vamos a tratar cada sumatorio por separado, de forma que Gestatica la

pondremos como:

Gestatica = e−jkx0(x−x′)
[
ekx0|z−z

′| (serie1 + serie2 + serie3)

+ e−kx0|z−z
′| (serie4− serie5 + serie6)

] (3.92)

Por un lado, la serie1 y la serie4 son del mismo tipo y se pueden expresar de forma

cerrada como en los dos apartados anteriores, haciendo uso de la igualdad (3.13):

serie1 =
d

2π

[
− ln

(
1− e−

2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]
)]

(3.93)

serie4 =
d

2π

[
− ln

(
1− e−

2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]
)]

(3.94)

Por otro lado, la serie2 y la serie5 las expresamos como se detalló en el sección (3.2.1)

serie2 =

∞∑
m=1

kx0d
2

(2πm)2
e−( 2πm

d )[|z−z′|−j(x−x′)] =
kx0d

2

(2π)2
Li2

(
e−( 2π

d )[|z−z′|−j(x−x′)]
)

(3.95)
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serie5 =

∞∑
m=1

kx0d
2

(2πm)2
e−( 2πm

d )[|z−z′|+j(x−x′)] =
kx0d

2

(2π)2
Li2

(
e−( 2π

d )[|z−z′|+j(x−x′)]
)

(3.96)

Por último, las dos series nuevas que nos han aparecido son del tipo
∑∞

m=1
1
m3 e

−m.

Según la definición de polilogaritmo (3.58) la serie3 y la serie6 se corresponden con

polilogaritmos de orden 3. Por tanto, podemos expresarlas como:

serie3 =
∞∑
m=1

k2d3

2(2πm)3

(
1 + 2sen2(θ)

)
e−( 2πm

d )[|z−z′|−j(x−x′)]

=
k2d3

2(2π)3

(
1 + 2sen2(θ)

)
Li3

(
e−( 2π

d )[|z−z′|−j(x−x′)]
) (3.97)

serie6 =
∞∑
m=1

k2d3

2(2πm)3

(
1 + 2sen2(θ)

)
e−( 2πm

d )[|z−z′|+j(x−x′)]

=
k2d3

2(2π)3

(
1 + 2sen2(θ)

)
Li3

(
e−( 2π

d )[|z−z′|+j(x−x′)]
) (3.98)

Finalmente la Gestática queda:

Gestatica = e−jkx0(x−x′)
[
ekx0|z−z

′| (serie1 + serie2 + serie3)

+ e−kx0|z−z
′| (serie4− serie5 + serie6)

] (3.99)
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Gestatica = e−jkx0(x−x′)

[
ekx0|z−z

′|
[
d

2π

[
− ln

(
1− e−

2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]
)]

+
kx0d

2

(2π)2
Li2

(
e−( 2π

d )[|z−z′|−j(x−x′)]
)

+
k2d3

2(2π)3

(
1 + 2sen2(θ)

)
Li3

(
e−( 2π

d )[|z−z′|−j(x−x′)]
) ]

+ e−kx0|z−z
′|
[
d

2π

[
− ln

(
1− e−

2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]
)]

− kx0d
2

(2π)2
Li2

(
e−( 2π

d )[|z−z′|+j(x−x′)]
)

+
k2d3

2(2π)3

(
1 + 2sen2(θ)

)
Li3

(
e−( 2π

d )[|z−z′|+j(x−x′)]
) ]]

(3.100)

Como podemos observar, conforme vamos extrayendo más términos van apareciendo

funciones polilogaŕıtmicas cada vez de mayor orden. Esto nos lleva a pensar que existe

una relación progresiva de los términos que aparecen. Por tanto, se podŕıa intentar sacar

una expresión general para N términos. Este será el objetivo de la siguiente sección.

3.4. Extracción de N términos

En esta sección, vamos a tratar de deducir una fórmula general para el caso de aplicar

Kummer extrayendo N términos asintóticos. Cabe resaltar que la formulación presentada

es novedosa ya que no ha sido desarrollada anteriormente.

Partimos del desarrollo de Taylor de la ráız cuadrada:

(√
1 + x

)−1 ≈ 1− 1

2
x+

3

8
x2 − 5

16
x3 +

35

128
x4 − .... (3.101)

Esto lo podemos escribir como:

(√
1 + x

)−1 ≈ 1 + f1x+ f2x
2 + f3x

3 + f4x
4 + .... (3.102)

donde los factores fn se pueden expresar como:

fn =
(−1)n

2n n!

n−1∏
m=0

(2m+ 1) (3.103)
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Aśı la ecuación (3.102) quedaŕıa expresado en forma de sumatorio de la siguiente manera:

(√
1 + x

)−1 ≈
N∑
n=0

fnx
n =

N∑
n=0

(−1)n

2n n!

(
n−1∏
m=0

(2m+ 1)

)
xn (3.104)

Ahora vamos a desarrollar las potencias x0, x1, x2, x3, etc. En nuestro caso teńıamos que

1

γm
=

1√
k2
xm − k2

=
d

2πm


√√√√√1 +

kx0d

πm
+

(k2
x0 − k2)d2

(2πm)2︸ ︷︷ ︸
x


−1

(3.105)

Por tanto:

x =

(
1

0

)
kx0d

πm
+

(
1

1

)
(k2
x0 − k2)d2

(2πm)2
(3.106)

x2 =

(
2

0

)
k2
x0d

2

(πm)2
+

(
2

1

)
kx0d

πm

(k2
x0 − k2)d2

(2πm)2
+

(
2

2

)
(k2
x0 − k2)2d4

24(πm)4

=

(
2

0

)
k2
x0d

2

(πm)2
+

(
2

1

)
kx0(k2

x0 − k2)d3

22(πm)3
+

(
2

2

)
(k2
x0 − k2)2d4

24(πm)4

(3.107)

x3 =

(
3

0

)
k3
x0d

3

(πm)3
+

(
3

1

)
k2
x0d

2

(πm)2

(k2
x0 − k2)d2

(2πm)2
+

(
3

2

)
kx0d

(πm)

(k2
x0 − k2)2d4

24(πm)4
+

(
3

3

)
(k2
x0 − k2)3d6

26(πm)6

=

(
3

0

)
k3
x0d

3

(πm)3
+

(
3

1

)
k2
x0(k2

x0 − k2)d4

22(πm)4
+

(
3

2

)
kx0(k2

x0 − k2)2d5

24(πm)5
+

(
3

3

)
(k2
x0 − k2)3d6

26(πm)6

(3.108)

x4 =

(
4

0

)
k4
x0d

4

(πm)4
+

(
4

1

)
k3
x0d

3

(πm)3

(k2
x0 − k2)d2

(2πm)2
+

(
4

2

)
k2
x0d

2

(πm)2

(k2
x0 − k2)2d4

24(πm)4

+

(
4

3

)
kx0d

(πm)

(k2
x0 − k2)3d6

26(πm)6
+

(
4

4

)
(k2
x0 − k2)4d8

28(πm)8

=

(
4

0

)
k4
x0d

4

(πm)4
+

(
4

1

)
k3
x0(k2

x0 − k2)d5

22(πm)5
+

(
4

2

)
k2
x0(k2

x0 − k2)2d6

24(πm)6

+

(
4

3

)
kx0(k2

x0 − k2)3d7

26(πm)7
+

(
4

4

)
(k2
x0 − k2)4d8

28(πm)8

(3.109)
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Nos interesa agrupar los términos que están saliendo según el exponente al que está ele-

vado m. Por ello, agrupamos los términos según ese criterio:

m→
(

1

0

)
kx0d

πm
(3.110)

m2 →
(

2

0

)
k2
x0d

2

(πm)2
+

(
1

1

)
(k2
x0 − k2)d2

22(πm)2
(3.111)

m3 →
(

3

0

)
k3
x0d

3

(πm)3
+

(
2

1

)
kx0(k2

x0 − k2)d3

22(πm)3
(3.112)

m4 →
(

4

0

)
k4
x0d

4

(πm)4
+

(
3

1

)
k2
x0(k2

x0 − k2)d4

22(πm)4
+

(
2

2

)
(k2
x0 − k2)2d4

24(πm)4
(3.113)

m5 →
(

5

0

)
k5
x0d

5

(πm)5
+

(
4

1

)
k3
x0(k2

x0 − k2)d5

22(πm)5
+

(
3

2

)
kx0(k2

x0 − k2)2d5

24(πm)5
(3.114)

Buscamos expresar la suma de estos términos de forma general. Llamamos x a x =
⌊
n
2

⌋
.

Podemos ver que dado un n para cada mn tenemos x+ 1 términos. Es decir, el número de

términos de forma general se obtiene tomando el entero inferior del resultado de dividir n

entre dos y sumándole 1.

Además, vemos que el factor kx0 va disminuyendo en potencia de 2, comenzando desde

n hasta 0. Por el contrario, el término (k2
x0 − k2) va aumentando en potencia de 1, desde

0 hasta x.

Por otro lado, d aparece siempre elevada a n y los números combinatorios obtenidos del

triángulo de Tartaglia [17], aparecen en cada n de la siguiente manera: el número superior

comienza en n va disminuyendo de 1 en 1 en cada término y el inferior aumenta desde 0

hasta x.

Por último, vemos que en los denominadores aparecen los términos 20, 22, 24... hasta 22x.

Aśı, podemos escribir cada término correspondiente a mn de la siguiente manera:

mn → dn

(πm)n

x∑
a=0

k
(n−2a)
x0 (k2

x0 − k2)a

22a

(
n− a
a

)
(3.115)

Si a esto le añadimos que cada x1, x2, x3, .. va con su f1, f2, f3, ... entonces, a la expresión

anterior debemos añadirle, para cada término, su factor correspondiente
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(
1

0

)(
1

1

)
→ f1(

2

0

)(
2

1

)(
2

2

)
→ f2(

3

0

)(
3

1

)(
3

2

)(
3

3

)
→ f3

...

(3.116)

Entonces (3.115) quedaŕıa:

mn → dn

(πm)n

x∑
a=0

k
(n−2a)
x0 (k2

x0 − k2)a

22a

(
n− a
a

)
fn−a (3.117)

Volviendo a la ecuación (3.105) e introduciendo este desarrollo tendŕıamos que:

1

γm
=

d

2πm

(
N∑
n=0

dn

(πm)n

x∑
a=0

k
(n−2a)
x0 (k2

x0 − k2)a

22a

(
n− a
a

)
fn−a

)

=
1

2

N∑
n=0

dn+1

(πm)n+1

x∑
a=0

k
(n−2a)
x0 (k2

x0 − k2)a

22a

(
n− a
a

)
fn−a

(3.118)

Una vez obtenidas estas expresiones, ya podemos aplicar el métodos de Kummer con N

términos.

G̃(r̄, r̄′) =
1

2d

[ ∞∑
m=−∞
m 6=0

(
1

γm
eγm|z−z

′| −

∣∣∣∣∣12
N∑
n=0

dn+1

(πm)n+1

x∑
a=0

k
(n−2a)
x0 (k2

x0 − k2)a

22a

(
n− a
a

)
fn−a

∣∣∣∣∣
e−|

2πm
d

+kx0||z−z′|

)
e−jkxm(x−x′) +

∞∑
m=−∞
m6=0

∣∣∣∣∣12
N∑
n=0

dn+1

(πm)n+1

x∑
a=0

k
(n−2a)
x0 (k2

x0 − k2)a

22a

(
n− a
a

)
fn−a

∣∣∣∣∣
e−|

2πm
d

+kx0||z−z′|e−jkxm(x−x′)

]
+ G̃0(r̄, r̄′)

(3.119)
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A la segunda parte de la serie la llamamos Gestatica y es la que vamos a tratar de

modificar y sumar de manera óptima. Para ello, separamos los m positivos de los negativos

y obviamos el término m = 0 puesto que ah́ı no aplicaremos la transformación de Kummer:

Gestatica =

−1∑
m=−∞

∣∣∣∣∣12
N∑
n=0

dn+1

(πm)n+1

x∑
a=0

k
(n−2a)
x0 (k2

x0 − k2)a

22a

(
n− a
a

)
fn−a

∣∣∣∣∣ e−| 2πmd +kx0||z−z′|

e−jkxm(x−x′) +

∞∑
m=1

∣∣∣∣∣12
N∑
n=0

dn+1

(πm)n+1

x∑
a=0

k
(n−2a)
x0 (k2

x0 − k2)a

22a

(
n− a
a

)
fn−a

∣∣∣∣∣
e−|

2πm
d

+kx0||z−z′|e−jkxm(x−x′)

(3.120)

En los m positivos se puede quitar el valor absoluto porque la suma de los términos

que aparecen en positivo es mayor que la suma de los que aparecen en negativo. Por otro

lado, vamos a razonar más detenidamente qué ocurre para los m negativos. Si miramos

la ecuación (3.120) vemos que para valores de m negativos aparecerá un signo negativo

cuando (−m) esté elevado a un número impar, es decir, cuando n+ 1 sea impar. Dicho de

otro modo, cuando n sea par los términos serán negativos. Por el contrario, para n impar

será positivos pero si razonamos qué ocurre con el factor fn−a nos damos cuanta de que

contiene un término (−1)n, de forma que este factor añade un signo negativo cuando n

sea impar. Por tanto, vemos que todos los términos bien por un motivo u otro aparecen

restando cuando m es negativo. Teniendo en cuenta esto, el valor absoluto seŕıa la suma

de todos los términos en positivo. Para ello lo que tenemos que hacer es añadir un signo

negativo a los m negativos.

De esta forma, la Gestatica queda:
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Gestatica = e−kx0(x−x′)

[
ekx0|z−z

′|
∞∑
m=1

N∑
n=0

(−1)
dn+1

2(πm)n+1

x∑
a=0

k
(n−2a)
x0 (k2

x0 − k2)a

22a

(
n− a
a

)
fn−a

e−
2πm
d

[|z−z′|−j(x−x′)] + e−kx0|z−z
′|
∞∑
m=1

N∑
n=0

dn+1

2(πm)n+1

x∑
a=0

k
(n−2a)
x0 (k2

x0 − k2)a

22a

(
n− a
a

)
fn−a

e−
2πm
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

]

= e−kx0(x−x′)

[
−ekx0|z−z′|

N∑
n=0

dn+1

2(π)n+1

x∑
a=0

k
(n−2a)
x0 (k2

x0 − k2)a

22a

(
n− a
a

)
fn−a

∞∑
m=1

1

mn+1
e−

2πm
d

[|z−z′|−j(x−x′)] + e−kx0|z−z
′|

N∑
n=0

dn+1

2(π)n+1

x∑
a=0

k
(n−2a)
x0 (k2

x0 − k2)a

22a

(
n− a
a

)
fn−a

∞∑
m=1

1

mn+1
e−

2πm
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

]
(3.121)

Haciendo uso de las funciones polilogaŕıtmicas, la expresión anterior la podemos poner

como

Gestatica = e−kx0(x−x′)

[
−ekx0|z−z′|

N∑
n=0

dn+1

2(π)n+1

x∑
a=0

k
(n−2a)
x0 (k2

x0 − k2)a

22a

(
n− a
a

)

fn−a Lin+1(z1) + e−kx0|z−z
′|

N∑
n=0

dn+1

2(π)n+1

x∑
a=0

k
(n−2a)
x0 (k2

x0 − k2)a

22a

(
n− a
a

)
fn−a Lin+1(z2)

]
(3.122)

donde

z1 = e−
2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)] (3.123)

z2 = e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)] (3.124)

Podemos ver los resultados que se obtienen de extraer 1,2,3,4..., hasta N términos en el

caṕıtulo 4.



Caṕıtulo 4

Resultados

En este caṕıtulo se mostrarán los resultados obtenidos con la herramienta software

desarrollada para verificar los métodos expuestos anteriormente. Podremos observar la

convergencia de las funciones de Green tanto en su formulación espectral como en su

formulación espacial. Aśı, podremos discutir la eficiencia de evaluar esta función y su

gradiente con la formulación directa para distintas distancias del punto de observación y

distinto ángulo incidente.

Posteriormente, se podrán observar los resultados obtenidos de la implementación del

método de Ewald a la función de Green espacial y a su gradiente. También observaremos

el error relativo de este método para distintas distancias y ángulos de incidencia.

Más tarde, estudiaremos la convergencia de la función de Green aplicándole la transfor-

mación de Kummer para los casos de extraer uno, dos, tres y cuatro términos. Compara-

remos los resultados para verificar la aceleración de la convergencia conforme se extraen

más términos del desarrollo de Taylor.

Por último, se mostrarán unas gráficas en las se podrá ver el tiempo de cómputo necesario

por cada uno de los métodos revisados en el proyecto para alcanzar un determinado error,

según la distancia del punto de observación, con el fin de decidir cuál de ellos seŕıa el

óptimo en cada caso.

Cabe resaltar que, en todas las simulaciones, el valor de referencia que hemos tomado

para el cálculo de los errores relativos ( %) depende de si el punto de observación es cercano

o lejano a la fuente. Hemos usado el método de conmutación, planteado en este proyecto,

para tomar un punto aproximado como frontera entre lo que podŕıa considerarse cerca o

lejos. De esta forma, si la distancia entre el punto de observación y la fuente es mayor

que dicho valor, entonces tomaremos como valor de referencia el valor de convergencia de

la formulación directa espectral. Si por el contrario es menor que dicho valor, entonces
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tomaremos como valor de referencia el valor de convergencia del método de Ewald, con-

siderando que, por encontrarnos cerca de la fuente, éste es el método que en un menor

número de términos converge.

4.1. Función de Green

En este apartado vamos a comenzar por observar la convergencia de las formulaciones

espacial y espectral de la función de Green.

Recordemos que la fórmula de la función de Green espacial era:

G(r̄, r̄′) =
∞∑

m=−∞
e−jkx0md

1

4j
H

(2)
0 (kRm) (4.1)

donde Rm =
√

(z − z′)2 + (x− x′ −md)2 y la función de Green espectral era:

G̃(r̄, r̄′) =
1

2d

∞∑
m=−∞

1

γm
e−jγm|z−z

′|e−jkxm(x−x′) (4.2)

Para realizar la suma que aparece en (4.1) y (4.2) vamos a tomar un número total de

términos que llamaremos M . Cabe resaltar que en todo el caṕıtulo, cuando evaluamos

la función de Green mediante sus formulaciones directas tanto espacial como espectral,

ordenamos previamente los armónicos según la frecuencia en la que empiezan a propagarse

y luego sumamos los M primeros. De esta forma nos aseguramos de que estamos sumando

los primeros términos más importantes, es decir, los modos que más contribuyen. Para

ello, se ha desarrollado una rutina que ordena los modos según su frecuencia de corte.

Los parámetros comunes a todas las simulaciones son:

-fuente situada en el origen → (x′, z′) = (0, 0)

-frecuencia f=2GHz

-periodo d=0.5λ

En las primeras simulaciones obtenidas podemos ver la función de Green espacial y

espectral para un punto de observación cercano. Consideramos un punto cercano, por

ejemplo, el punto (x, z) = (0λ, 0.0000000001λ). Podemos ver la convergencia para un

ángulo θ = 0o (ver Figura 4.1) y para un ángulo θ = 45o (ver Figura 4.2).

En estas figuras vemos que cerca de la fuente, la formulación espacial de la función

de Green converge mejor que la espectral. Observamos que la formulación espacial se
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Figura 4.1: Convergencia de las funciones de Green espacial y espectral para un punto de
observación cercano a la fuente (x, z) = (0λ, 0.0000000001λ) y θ = 0o.

Figura 4.2: Convergencia de las funciones de Green espacial y espectral para un punto de
observación cercano a la fuente (x, z) = (0λ, 0.0000000001λ) y θ = 45o.
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Figura 4.3: Convergencia de las funciones de Green espacial y espectral para un punto de
observación lejano a la fuente (x, z) = (0λ, 0.1λ) y θ = 0o.

estabiliza a un valor concreto, aunque se observen pequeñas fluctuaciones, mientras que

la espectral no llega en 1000 términos ni siquiera a un valor cercano al de convergencia.

Cuando |z − z′| → 0 nos encontramos muy cerca de la fuente y el argumento de la

función de Hankel de la ecuación (4.1) es muy pequeño. De esta manera, los valores de

la función en los primeros términos son muy grandes comparados con los siguientes, es

decir, la función de Hankel tiende muy rápidamente a 0 y por ello la convergencia de la

serie espacial es más rápida conforme nos acercamos a la fuente. Esto también es debido

a que cerca de la fuente la función de Green es singular, con una singularidad de tipo

logaŕıtmico, y este comportamiento singular lo representa muy bien la función de Hankel.

Ahora observamos la convergencia de dichas funciones para un punto de observación

lejano. Elegimos el punto (x, z) = (0λ, 0.1λ) y lo simulamos para θ = 0o(ver Figura 4.3) y

θ = 45o(ver Figura 4.4). Vemos que para un punto alejado, la serie que mejor converge es

la formulación espectral. Sin embargo, la formulación espacial presenta mayores problemas

de convergencia ya que en 1000 términos aún sigue fluctuando.

Si z es muy diferente de z′, nos encontramos lejos de la fuente, entonces la convergencia

de la serie espectral es muy rápida. Si nos fijamos en la la fórmula (4.2), tendŕıamos una

exponencial negativa elevada a un número que se hace cada vez más grande conforme

aumentamos el número de términos y, por tanto, cada vez el valor de la exponencial se
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Figura 4.4: Convergencia de las funciones de Green espacial y espectral para un punto de
observación lejano a la fuente (x, z) = (0λ, 0.1λ) y θ = 45o.

hace más pequeño. Es decir, al aumentar el número de términos la exponencial se hace

real y con fuerte cáıda.

Además, cuanto más lejos de la fuente estemos, mayor será el valor del exponente y antes

tenderá a cero la exponencial, de forma que aunque aumentemos el número de términos,

el resultado de la serie es prácticamente el mismo puesto que sumamos cada vez términos

más cercanos a cero. La convergencia que presenta es de tipo exponencial.

Por todo ello, concluimos que cuando se trata de obtener la función de Green en puntos

cercanos a la fuente, lo óptimo seŕıa usar la definición espacial. Por el contrario, cuando

estemos lejos de la fuente, la formulación anterior presenta problemas de convergencia.

En estos casos lo mejor seŕıa usar directamente la formulación espectral de la función de

Green que, como se ha demostrado, converge rápidamente en puntos lejanos a la fuente.

4.2. Gradiente de la Función de Green

En esta sección vamos a estudiar la convergencia del gradiente de la función de Green,

para distintos ángulos.
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(a) Espacial (b) Espectral

Figura 4.5: Convergencia de las componentes del gradiente las función de Green para un
punto de observación cercano a la fuente (x, z) = (0.001λ, 0.00001λ) y θ = 0o.

(a) Espacial (b) Espectral

Figura 4.6: Convergencia de las componentes del gradiente las función de Green para un
punto de observación cercano a la fuente (x, z) = (0.001λ, 0.00001λ) y θ = 45o.
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(a) Espacial (b) Espectral

Figura 4.7: Convergencia de las componentes del gradiente las función de Green para un
punto de observación lejano a la fuente (x, z) = (0.001λ, 0.1λ) y θ = 0o.

(a) Espacial (b) Espectral

Figura 4.8: Convergencia de las componentes del gradiente las función de Green para un
punto de observación lejano a la fuente (x, z) = (0.001λ, 0.1λ) y θ = 45o.
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La Figura 4.5a muestra la convergencia de las dos componentes del gradiente de la

función de Green espacial para un punto de observación cercano y para un ángulo incidente

θ = 0o. La Figura 4.5b muestra la convergencia para el mismo caso pero esta vez aplicando

el gradiente a la función de Green espectral. Si cambiamos el ángulo y fijamos θ = 45o, la

convergencia de las dos componentes de la función de Green espacial es la que podemos

observar en la Figura 4.6a. Para este caso, la convergencia del gradiente de la función de

Green espectral la podemos observar en la Figura 4.6b.

Para ambos ángulos θ se observa que las componentes espaciales śı convergen mientras

que las espectrales no. Esto se debe a que nos encontramos cerca de la fuente, donde la

función de Green espacial converge mejor que la espectral. Por tanto, es de esperar que las

componentes del gradiente de la función de Green espacial presenten, como hemos visto,

una mejor convergencia respecto a las componentes de la formulación espectral.

Por otro lado, la Figura 4.7a muestra la convergencia de las dos componentes del gra-

diente de la función de Green espacial para un punto de observación lejano y para un

ángulo incidente θ = 0o. En la Figura 4.7b se muestra la convergencia de la función de

Green espectral para el mismo caso. Si cambiamos el ángulo y fijamos θ = 45o, la conver-

gencia es la que podemos observar en la Figura 4.8a para el caso espacial y en la Figura

4.8b para el caso espectral.

Para estos casos vemos que las componentes del gradiente aplicado a la función de Green

espectral convergen mucho mejor que aplicado a la función de Green espacial. Esto se

debe a que nos encontramos lejos de la fuente, de forma que la función de Green espectral

converge mejor que la espacial y, por tanto, el gradiente de la función de Green espectral

presentará, en sus dos componentes, mejor convergencia que el gradiente aplicado a la

espacial. Cabe resaltar que, de las dos componentes espaciales, la componente x presenta

un mayor problema de convergencia, pues en 1000 términos aún oscila.

Aunque ya hemos podido deducir ciertas conclusiones con estas imágenes, vamos a

trabajar ahora con los errores relativos ( %) de las componentes para que ver de forma

más clara la convergencia. En la Figura 4.9 podemos observar los errores relativos para

un punto cercano y θ = 0o tanto para el gradiente espacial como para el espectral. En la

Figura 4.10 se observa el mismo caso pero cambiando θ = 45o.

De estas figuras podemos deducir que si obtenemos el gradiente mediante su formulación

espacial, la componente z converge muy bien cerca de la fuente puesto que obtenemos un

error relativo de 10−7 y la componente x no converge tan bien (error de 10−1). Además,

podemos observar que ambas componentes del gradiente espectral convergen mal puesto

que presentan errores muy elevados.
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(a) Espacial (b) Espectral

Figura 4.9: Error relativo ( %) de las componentes del gradiente las función de Green para
un punto de observación cercano a la fuente (x, z) = (0.001λ, 0.00001λ) y θ = 0o.

(a) Espacial (b) Espectral

Figura 4.10: Error relativo ( %) de las componentes del gradiente las función de Green
para un punto de observación cercano a la fuente (x, z) = (0.001λ, 0.00001λ) y θ = 45o.
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(a) Espacial (b) Espectral

Figura 4.11: Error relativo ( %) de las componentes del gradiente las función de Green
para un punto de observación lejano a la fuente (x, z) = (0.001λ, 0.1λ) y θ = 0o.

(a) Espacial (b) Espectral

Figura 4.12: Error relativo ( %) de las componentes del gradiente las función de Green
para un punto de observación lejano a la fuente (x, z) = (0.001λ, 0.1λ) y θ = 45o.
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Por otro lado, si evaluamos la convergencia del gradiente para un punto lejano podemos

observar en la Figura 4.11 los errores relativos para θ = 0o y en la Figura 4.12 para θ = 45o.

De estas dos figuras podemos deducir que si obtenemos el gradiente mediante su formu-

lación espacial, la componente x no convergen bien (con error de 103) y la z no converge

muy bien pero śı mejor que la x (con error de 10−3). Además observamos que con la

formulación espectral ambas componentes convergen con un error de 10−12 en tan sólo 50

términos por lo que podemos decir que convergen muy bien.

La conclusión que sacamos es que, en este caso, el mayor problema es calcular la com-

ponente x cerca de la fuente puesto que ni con la formulación espectral ni con la espacial

se obtiene un error relativo aceptable. Observando la fórmula del gradiente espacial (4.3),

vemos que en la componente x aparece el factor m que dificulta la convergencia. Por el

contrario, la componente z no presenta esta dependencia.

∇G(r̄, r̄′) =
∞∑

m=−∞

e−jkx0md

Rm

1

4j
H

(2)
1 (kRm) · [−(x− x′ −md)x̂− (z − z′)ẑ] (4.3)

En general, podemos concluir que el gradiente de la función de Green espacial converge

mejor cerca de la fuente, mientras que lejos de la fuente es la formulación espectral la que

da mejores resultados.

4.3. Método de Ewald

4.3.1. Función de Green

Como ya hemos visto anteriormente, cerca de la fuente la función de Green espacial

presenta una mejor convergencia que la espectral. El objetivo en esta sección es comprobar

que aplicando el método de Ewald conseguimos acelerar la convergencia de la función de

Green.

Para ello, utilizando la formulación detallada en el caṕıtulo 2, vamos a obtener el error

relativo del método de Ewald según el número de términos que escojamos para sumar la

serie. Como ya hicimos en el estudio anterior, vamos a hacer un análisis para un punto

cercano y otro lejano y distintos ángulos de onda incidente.

En la Figura 4.13 podemos ver el error relativo para un punto cercano cuando la onda

incide con un ángulo θ = 0o. Si variamos el ángulo, por ejemplo θ = 45o, el resultado es el
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Figura 4.13: Error relativo de convergencia del método de Ewald para un punto de obser-
vación cercano a la fuente (x, z) = (0λ, 0.0000000001λ) y θ = 0o.

que vemos en la Figura 4.14. Vemos que dicho método converge en tan sólo dos términos

proporcionando un error relativo ( %) en torno a 10−10.

Si alejamos el punto de observación, podemos ver en las Figuras 4.15 y 4.16, que el

método de Ewald sigue proporcionando buenos resultados para distintos ángulos, θ = 0o y

θ = 45o respectivamente. En estos casos, se consigue en tres términos un error menor que

10−12. Si recordamos los resultados de la sección anterior, cerca de la fuente la formulación

directa espacial con 1000 términos aún segúıa fluctuando en torno al valor de convergencia.

Cabe resaltar que en todas las simulaciones se ha elegido automáticamente el ’splitting

parameter’ óptimo sugerido en [4].

Por otro lado, el número de términos usados para calcular la serie lo hemos fijado según el

error numérico de la máquina. Las funciones de error complementario usadas en el método

de Ewald son calculadas por el ordenador de forma correcta hasta un cierto término. A

partir de ese término, por acumulación de errores numéricos, las diferencias de las funciones

de error complementario dejan de converger y, por tanto, el valor de la función de Green

se dispara sin ningún sentido. Por ello, hemos usado este momento exacto en el que las

funciones de error dejan de calcularse correctamente para considerar que el método de

Ewald ha convergido.
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Figura 4.14: Error relativo de convergencia del método de Ewald para un punto de obser-
vación cercano a la fuente (x, z) = (0λ, 0.0000000001λ) y θ = 45o.

Figura 4.15: Error relativo de convergencia del método de Ewald para un punto de obser-
vación lejano a la fuente (x, z) = (0λ, 0.1λ) y θ = 0o.
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Figura 4.16: Error relativo de convergencia del método de Ewald para un punto de obser-
vación lejano a la fuente (x, z) = (0λ, 0.1λ) y θ = 45o.

Como vemos, este método es interesante para obtener la formulación espacial de la

función de Green con una convergencia más rápida que la que se obtiene de aplicar direc-

tamente dicha formulación. La formulación espacial era necesaria para estudiar la función

de Green en los casos en los que nos encontremos cerca de la fuente. Para puntos lejanos a

la fuente, como ya se explicó anteriormente, es más útil obtener el resultado con la formu-

lación espectral de la función de Green exacta, ya que se demostrará posteriormente que

es más eficiente en términos de tiempo computacional. Aun aśı, podemos observar que el

método de Ewald funciona bien tanto para casos lejanos como para casos cercanos.

En resumen, la función de Green de un array periódico de ĺıneas infinitas de corriente ha

sido representada eficientemente usando el método de Ewald. Dicho método ha resultado

tener convergencia gaussiana y necesitar sólo unos pocos términos para conseguir una

buena precisión tanto en puntos lejanos como en puntos cercanos. Recordemos que pod́ıan

surgir pequeñas dificultades a alta frecuencia o para los casos en los que la distancia

entre elementos d (ver Figura 1.1) es mayor que λ debido al ’splitting parameter’ óptimo.

Estas dificultades se pod́ıan solventar con la elección de otros valores alternativos de dicho

parámetro, tal y como se explicó en la sección 2.1.3.



4.3. Método de Ewald 75

(a) Método de Ewald (b) Error relativo del método de Ewald

Figura 4.17: Convergencia de las componentes del gradiente las función de Green para un
punto de observación cercano a la fuente (x, z) = (0.001λ, 0.00001λ) y θ = 0o.

4.3.2. Gradiente de la Función de Green

En esta sección vamos a ver cómo mejora la convergencia de las componentes del gra-

diente cuando aplicamos el método de Ewald. La formulación que se ha implementado es

la detallada en la sección 2.2.

La Figura 4.17a muestra la convergencia de las dos componentes del gradiente calculadas

mediante el método de Ewald para un punto cercano a la fuente, como es el punto (x, z) =

(0.001λ, 0.00001λ) y para θ = 0o. En la Figura 4.17b se muestra el error relativo de ambas

componentes.

Si ahora cambiamos el ángulo de incidencia de la onda y lo fijamos a θ = 45o, podemos

ver los resultados de convergencia en las Figuras 4.18a y 4.18b.

En la Figura 4.19a podemos ver la convergencia de las componentes del gradiente para

un punto lejano (x, z) = (0.001λ, 0.1λ) y θ = 0o, y en la Figura 4.19b el error relativo. En

la Figura 4.20a mostramos la misma convergencia pero cambiando θ = 45o y en la Figura

4.20b el error relativo.

Vemos que aplicando el método de Ewald cerca de la fuente se pueden obtener errores

relativos ( %) de 10−8 o menores en tan sólo un término para un ángulo θ = 0o. Para un

ángulo θ = 45o se obtienen errores menores que 10−10 con dos términos. Lejos de la fuente

se obtienen errores relativos ( %) de 10−12 con 3 términos para ambos ángulos.

Cuando calculábamos el gradiente de forma directa, tanto la formulación espacial como

la espectral, alguna de sus componentes presentaban problemas de convergencia según

nos situásemos cerca o lejos de la fuente. Además, con 1000 términos se obteńıan errores
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(a) Método de Ewald (b) Error relativo del método de Ewald

Figura 4.18: Convergencia de las componentes del gradiente las función de Green para un
punto de observación cercano a la fuente (x, z) = (0.001λ, 0.00001λ) y θ = 45o.

(a) Método de Ewald (b) Error relativo del método de Ewald

Figura 4.19: Convergencia de las componentes del gradiente las función de Green para un
punto de observación lejano a la fuente (x, z) = (0.001λ, 0.1λ) y θ = 0o.
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(a) Método de Ewald (b) Error relativo del método de Ewald

Figura 4.20: Convergencia de las componentes del gradiente las función de Green para un
punto de observación lejano a la fuente (x, z) = (0.001λ, 0.1λ) y θ = 45o.

muchos más grandes que los obtenidos con el método de Ewald. Por ello concluimos que el

método de Ewald aplicado al gradiente, como se ha observado en estos resultados, supone

una gran mejora en comparación a la formulación directa.

4.4. Método de Kummer

4.4.1. Función de Green

En esta sección vamos a estudiar los resultados y conclusiones de la aplicación del

método de Kummer, extrayendo 1, 2, 3 y 4 términos del desarrollo de Taylor de la función

de Green y vamos a comparar la convergencia de estos métodos con la de la función de

Green espectral y espacial.

Comenzamos por hacer un estudio en función de la distancia del punto de observación

según la coordenada z. Para ello, vamos a observar el error relativo de este método ex-

trayendo varios términos para z = 0.000000000001λ (ver Figura 4.21), para z = 0.00001λ

(ver Figura 4.22) y para z = 0.1λ (ver Figura 4.23). En todos los casos anteriores, la

coordenada x es 0.01λ y θ = 20o.

Cabe resaltar que las oscilaciones en la convergencia que podemos observar en las imáge-

nes anteriores se deben a que la coordenada x del punto de observación es distinta de cero.

Como podemos observar al comparar estas gráficas, aunque esta transformación esté fun-

cionando bien cerca y lejos de la fuente, el error alcanzado en general es menor conforme

más nos alejamos de la fuente. Recordemos que la transformación de Kummer se aplica



4.4. Método de Kummer 78

Figura 4.21: Error relativo de convergencia de la transformación de Kummer para un punto
de observación muy cercano a la fuente (x, z) = (0.01λ, 0.000000000001λ) y θ = 20o.

Figura 4.22: Error relativo de convergencia de la transformación de Kummer para un punto
de observación cercano a la fuente (x, z) = (0.01λ, 0.00001λ) y θ = 20o.
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Figura 4.23: Error relativo de convergencia de la transformación de Kummer para un punto
de observación lejano a la fuente (x, z) = (0.01λ, 0.1λ) y θ = 20o.

sobre la formulación espectral de la función de Green, la cual converge mejor cuanto más

nos alejemos de la fuente.

Con estas gráficas se confirma que cuanto más términos extraigamos, menor error re-

lativo se alcanza para un mismo número de términos. Con lo cual, podamos afirmar que

cuanto más términos extraigamos, más rápido converge la serie.

Cabe resaltar que en la Figura 4.23 el comportamiento constante a partir de los 50

términos probablemente se debe a la precisión finita con la que se calcula el valor de

referencia que se utiliza para calcular el valor relativo.

Lo siguiente que vamos a estudiar es cómo afecta el ángulo de incidencia a la convergencia

del método de Kummer extrayendo uno, dos, tres y cuatro términos. Para ello, fijamos

x = 0.01λ y z = 0.000000000001λ y vamos a estudiar los errores relativos para θ = 1o (ver

Figura 4.24), para θ = 45o (ver Figura 4.25) y para θ = 89o (ver Figura 4.26).

Vamos a razonar las similitudes que podemos observar entre los diferentes métodos.

Vemos que si θ = 0o, la extracción de 4 términos da el mismo resultado, en cuanto a

convergencia, que la extracción de 3 términos. Esto se debe a que si θ = 0o → sen(θ) =

0 → kx0 = k sen(θ) = 0. El cuarto término que extráıamos del desarrollo de Taylor de

1/γm era 3
2
k2x0d

3

(2pim)3
(ver ecuación 3.81). Por lo tanto, puede verse que el nuevo término que
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Figura 4.24: Error relativo de convergencia de la transformación de Kummer para el punto
(x, z) = (0.01λ, 0.000000000001λ) y θ = 1o.

Figura 4.25: Error relativo de convergencia de la transformación de Kummer para el punto
(x, z) = (0.01λ, 0.000000000001λ) y θ = 45o.
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Figura 4.26: Error relativo de convergencia de la transformación de Kummer para el punto
(x, z) = (0.01λ, 0.000000000001λ) y θ = 89o.

se introduce al extraer 4 términos se anula cuando θ = 0o y por esa razón podemos ver

en la Figura 4.24 que la convergencia del método de Kummer con 4 términos es la misma

que con 3. Además, también se observa que la serie extrayendo 2 términos tiene la misma

convergencia que extrayendo un solo término. Esto ocurre por la misma razón, pues el

segundo término que extráıamos en la ecuación (3.41) era kx0d2

(2πm)2
, de forma que se anula

cuando θ = 0o, como es este caso.

Por otro lado, en la Figura 4.26 podemos ver que para θ = 90o, el método de Kummer

con 3 términos presenta la misma convergencia que con 2 términos. Esto se debe a que

si θ = 90o, entonces sen(θ) = 1 → kx0 = k sen(θ) = k. Si observamos la ecuación (3.81),

vemos que el tercer término que extremos es
(k2−k2x0)d3

2(2πm)3
de forma que este término se anula

cuando k = kx0. Como esto ocurre cuando θ = 90o, es en este caso cuando la extracción

de un tercer término no mejora la convergencia de la serie respecto a la extracción de 2

términos.

Vamos a razonar en términos generales estas similitudes según el ángulo θ. Para ello,

vamos a partir de la fórmula que se demostró anteriormente:
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Gestatica = e−kx0(x−x′)

[
−ekx0|z−z′|

N∑
n=0

dn+1

2(π)n+1

x∑
a=0

k
(n−2a)
x0 (k2

x0 − k2)a

22a

(
n− a
a

)

fn−a Lin+1(z1) + e−kx0|z−z
′|

N∑
n=0

dn+1

2(π)n+1

x∑
a=0

k
(n−2a)
x0 (k2

x0 − k2)a

22a

(
n− a
a

)
fn−a Lin+1(z2)

]
(4.4)

Por un lado, si θ = 90o entonces sen(θ) = sen(90o) = 1→ kx0 = k sen(θ) = k. Si ocurre

esto, en la ecuación (4.4) todos los términos que contengan (k2
x0−k2)a se anularán, excepto

cuando a = 0 que será el único termino que no se anule, dando lugar a una serie donde

sólo queden los términos puros del tipo knx0:

Gestatica = e−kx0(x−x′)

[
−ekx0|z−z′|

N∑
n=0

dn+1

2(π)n+1
knx0

(
n

0

)
fn Lin+1(z1)

+ e−kx0|z−z
′|

N∑
n=0

dn+1

2(π)n+1
knx0

(
n

0

)
fn Lin+1(z2)

] (4.5)

Es por ello que la transformación de Kummer con 3 términos da la misma convergencia

que con 2, puesto que el término que añadimos es del tipo (k2
x0− k2) y esos son los que se

anulan en este caso.

Por otro lado, si θ = 0o entonces sen(θ) = sen(0o) = 0 → kx0 = k sen(θ) = 0. Si ocurre

esto, en la ecuación (4.4) todos los términos que contengan k
(n−2a)
x0 se anularán, excepto

cuando n − 2a = 0 → 2x − 2a = 0 → a = x que será el único término que no se anule,

dando lugar a una serie donde sólo queden los términos puros del tipo (k2
x0 − k2)x:

Gestatica = e−kx0(x−x′)

[
−ekx0|z−z′|

N∑
n=0

dn+1

2(π)n+1

(k2
x0 − k2)x

22x

(
n− x
x

)
fn−x Lin+1(z1)

+ e−kx0|z−z
′|

N∑
n=0

dn+1

2(π)n+1

(k2
x0 − k2)x

22x

(
n− x
x

)
fn−x Lin+1(z2)

]
(4.6)

Es por ello que la transformación de Kummer con 2 términos da la misma convergencia

que con 1 y Kummer con 4 términos la misma que con 3 puesto que en ambos casos el

término que añadimos es del tipo kx0 y esos son los que se anulan en esta situación.
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Figura 4.27: Error relativo de convergencia de la transformación de Kummer para un
punto de observación muy cercano a la fuente (x, z) = (0.000000001λ, 0.000000000001λ)
y θ = 1o.

Finalmente, vamos a ver la convergencia para un escenario muy interesante como es

el caso de estar muy próximos a la fuente. Para ello fijamos x = 0.000000001λ y z =

0.000000000001λ y vamos haciendo un barrido con distintos ángulos. En la Figura 4.27

podemos ver el error relativo para θ = 1o, en la Figura 4.28 para θ = 20o, en la Figura

4.29 para θ = 45o y finalmente, en la Figura 4.30 para θ = 89o.

En estas figuras podemos apreciar que como el valor de x es muy cercano a cero, las

oscilaciones de convergencia son muy pequeñas, más pequeñas que en los casos anteriores

donde hab́ıamos fijado x = 0.01λ. En el peor de los casos, se alcanza un error de 10−6

en torno a los 40 términos con la extracción de 4 términos, lo cual es un gran avance

comparado con el error que se obtiene en ese mismo número de términos con la serie

espectral, representada en color verde. Es lógico que al estar muy cerca de la fuente no

converja bien la serie espectral, pero con el método de Kummer estamos alcanzando un

menor error que si usamos la formulación espacial, representada en color rojo, que al

comienzo dećıamos que converǵıa mejor cerca de la fuente.

Respecto a las diferencias de convergencia que encontramos según el ángulo de inci-

dencia, podemos decir que responden al planteamiento explicado anteriormente. Además,

podemos añadir un nuevo caso particular, que surge cuando se dan a la vez dos condicio-
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Figura 4.28: Error relativo de convergencia de la transformación de Kummer para un
punto de observación muy cercano a la fuente (x, z) = (0.000000001λ, 0.000000000001λ)
y θ = 20o.

Figura 4.29: Error relativo de convergencia de la transformación de Kummer para un
punto de observación muy cercano a la fuente (x, z) = (0.000000001λ, 0.000000000001λ)
y θ = 45o.
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Figura 4.30: Error relativo de convergencia de la transformación de Kummer para un
punto de observación muy cercano a la fuente (x, z) = (0.000000001λ, 0.000000000001λ)
y θ = 89o.

nes: (x − x′) → 0 y (z − z′) → 0. Esto ocurre cerca de la fuente y lo que podemos ver es

que la convergencia del método de Kummer extrayendo 2 términos proporciona el mismo

error relativo que extrayendo 1 término. Si observamos la ecuación (3.53), vemos que si

se cumplen las condiciones anteriores simultáneamente ambas exponenciales tienden a 1

y por tanto la serie2 y la serie4 se cancelan ya que aparecen con signo opuesto y, aunque

son conjugadas, son iguales ya que la parte imaginaria de la exponencial conjugada es

proporcional a (x − x′) que tiende a 0 y, por tanto también, se anulaŕıa. De esta forma

sólo queda la suma de la serie1 y la serie3 que son las que teńıamos en la extracción de

un solo término. En definitiva, si (x− x′)→ 0 y (z− z′)→ 0, la extracción de un segundo

término no mejora la convergencia respecto a la extracción de un único término.

En general, si observamos la ecuación (4.4), vemos que si (x − x′) → 0 y (z − z′) → 0,

entonces z1 = z2 y las exponenciales e−kx0|z−z
′| y ekx0|z−z

′| son muy parecidas de forma

que ambas partes de la serie se suman dando lugar a algunos términos iguales que se

suman con el mismo signo y otros términos iguales que se suman con el signo opuesto, es

decir, se restan y por tanto se anulan.

Vamos a razonar esto más detenidamente. La primera serie representa la suma de los

m negativos y la segunda la de los m positivos. Recordemos que todos los términos en la
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serie de los m negativos aparecen sumándose en positivo mientas que en la serie de los m

positivos, el factor fn−a hace los n impares sean negativos y los pares positivos. De esta

forma, cuando ocurren estas dos condiciones, para n par (polilogaritmos de orden impar)

la serie de los m negativos es igual que la de los m positivo. Sin embargo, para n impar

(polilogaritmos con orden par) la serie de los m negativos y la de los m positivos son

opuestas, de forma que al sumarlas se anulan. Por ello véıamos que la transformación de

Kummer con 2 términos converǵıa igual que con 1, cuando se cumpĺıan estas condiciones

ya que lo que introduce el segundo término es un polilogaritmo de orden 2, es decir, orden

par que se anula.

Como conclusión podemos destacar que la transformación de Kummer extrayendo más

de un término asintótico ha resultado ser un novedoso método de aceleración de la conver-

gencia de la función de Green, proporcionando buenos resultados para distintos ángulos y

puntos de observación y mejorando, por supuesto, la convergencia de las formas directas

tanto espacial como espectral.

4.4.2. Gradiente de la Función de Green

En esta sección vamos a evaluar la convergencia del método de Kummer aplicado al

gradiente de la función de Green extrayendo 1 y 2 términos, tal y como se demostró en las

secciones 3.1.2 y 3.2.2. Vamos a hacer un estudio en función de la coordenada z del punto

de observación, es decir, según la distancia del punto de observación a la fuente en el eje

z.

Para ello, vamos a observar el error relativo de este método extrayendo uno y dos

términos para z = 0.000000000001λ (ver Figura 4.31), para z = 0.001λ (ver Figura 4.32)

y para z = 0.1λ (ver Figura 4.33). En los casos anteriores, la coordenada x del punto de

observación es 0.01λ y θ = 20o.

Vemos en las tres figuras anteriores que la extracción de uno y dos términos supone

conseguir un menor error relativo ( %) para un mismo número de términos. Por ejemplo,

lejos de la fuente (ver Figura 4.33) obtenemos un error relativo en la componente z de

10−12 en 40 términos para el caso de extraer dos términos, mientras que en 40 términos

con la espectral sólo conseguimos un error de 10−10 en esa misma componente.

Para un punto muy cercano a la fuente (ver Figura 4.31), la componente x mejora

considerablemente si en vez de con la formulación directa espectral la calculamos aplicando

la transformación de Kummer con un término. Esta componente pasa de un error relativo

de 102 a un error en torno a 10−4. Sin embargo, no observamos ninguna mejora si extraemos
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Figura 4.31: Error relativo de convergencia de la transformación de Kummer aplicada al
gradiente de la función de Green para un punto de observación muy cercano a la fuente
(x, z) = (0.01λ, 0.000000000001λ) y θ = 20o.

Figura 4.32: Error relativo de convergencia de la transformación de Kummer aplicada
al gradiente de la función de Green para un punto de observación cercano a la fuente
(x, z) = (0.01λ, 0.001λ) y θ = 20o.



4.4. Método de Kummer 88

Figura 4.33: Error relativo de convergencia de la transformación de Kummer aplicada
al gradiente de la función de Green para un punto de observación lejano a la fuente
(x, z) = (0.01λ, 0.1λ) y θ = 20o.

un segundo término, puesto que obtenemos el mismo error relativo. Si recordamos la

componente x del gradiente para la extracción de un término era

G̃xestatica(r̄, r̄
′) = e−jkx0(x−x′)

[
−

(
e−

2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]

)
+

e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

]
(4.7)

y para la extracción de dos términos

G̃xestatica(r̄, r̄
′) = e−jkx0(x−x′)

[
−

(
ekx0|z−z

′| e−
2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|−j(x−x′)]

)

+ e−kx0|z−z
′| e−

2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

1− e−
2π
d

[|z−z′|+j(x−x′)]

] (4.8)

Observando ambas ecuaciones podemos ver que el método de Kummer con dos términos

dará idéntico resultado que con un término cuando las exponenciales ekx0|z−z
′| y e−kx0

se hagan 1. Esto ocurre cuando z → z′, es decir, cuando la coordenada z del punto de

observación es muy cercana a la de la fuente. En este caso la fuente se sitúa en el origen
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de coordenadas y el punto de observación lo hemos fijado en z = 0.000000000001λ. Como

el punto de observación es muy cercano a la fuente, se cumple la condición expuesta

anteriormente. Por ello, no hay mejora con la extracción de dos términos y como vemos se

obtiene el mismo resultado que extrayendo sólo uno. Por el contrario, el error relativo de la

componente z si disminuye si usamos el método de Kummer con un término y disminuye

aún más si extraemos dos términos.

Donde mejor se aprecia esta mejora de la convergencia es en la Figura 4.32. Podemos

observar que la tanto la componente x como la z presentan un menor error relativo en

el caso de aplicar la transformación de Kummer extrayendo dos términos. Si por ejemplo

nos fijamos en qué ocurre para M = 400 vemos que con la extracción de dos términos se

obtienen unos errores de 10−4 y 10−3 para las componentes x y z del gradiente, respec-

tivamente. Sin embargo, para este mismo valor de M podemos observar que los errores

relativos obtenidos con la formulación directa espectral y con la extracción de un sólo

término son superiores a 10−2 en ambas componentes.

Por ello, podemos concluir que la extracción de un término acelera la convergencia con

respecto a la formulación espectral directa tanto cerca de la fuente como lejos y además,

la extracción de un segundo término acelera aún más la convergencia del gradiente.

4.5. Comparativa del Tiempo de Cómputo

Para finalizar, vamos a evaluar todos los métodos desarrollados en el proyecto, según

su tiempo de cómputo para distintas distancias con el fin de encontrar el método óptimo

para calcular la función de Green, según el punto de observación. También trabajaremos

sobre el desarrollo de un método basado en la conmutación entre diferentes estrategias

para mantener la mayor eficiencia posible en el cálculo de la función de Green en todo el

rango de distancias entre el punto de observación y el punto fuente.

Para ello, hemos fijado un error relativo ( %) de 10−5, es decir, vamos a medir el tiempo

que tarda cada método en alcanzar ese error para distintas distancias.

Como podemos observar en la Figura 4.34, el tiempo empleado por la formulación es-

pectral (representado en color verde) es elevado para distancias pequeñas. Como sabemos,

cerca de la fuente la formulación espectral necesita muchos términos para alcanzar el valor

de convergencia. A partir de una cierta distancia, que llamábamos distancia de conmuta-

ción, la formulación espectral comienza a tardar menos tiempo que el método de Ewald

(representado en color azul marino). Este último método parece tener un tiempo constante

independientemente de la distancia fuente-observación.
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Figura 4.34: Comparativa del tiempo de cómputo de los diferentes métodos desarrollados
para distancias pequeñas entre fuente y punto de observación.



4.5. Comparativa del Tiempo de Cómputo 91

Figura 4.35: Comparativa del tiempo de cómputo de los diferentes métodos desarrollados
para distintas distancias fuente-observación.
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En color rojo podemos observar el método de conmutación que se propuso en la sección

2.1.4 y que consist́ıa en conmutar entre la formulación espectral y el método de Ewald.

Con esto se confirma que el método propuesto es capar de escoger, automáticamente y

según la distancia, la forma de cálculo más eficiente en cada caso.

Podemos observar en la Figura 4.35 el tiempo de cómputo para un rango de distancias

fuente-observación más amplio. Vemos que lejos de la fuente, el tiempo comienza a esta-

bilizarse. Esto puede deberse a que lejos de la fuente sólo se calculan los modos que se

propagan. Los modos al corte están tan suavizados que no influyen en la suma. Esto ocurre

para el método de Ewald y para la transformación de Kummer. En la formulación espec-

tral vemos que cuanto más lejos estemos de la fuente más rápido converge (convergencia

exponencial) y menos tarda.

Por otro lado, observamos en color azul claro el tiempo que necesita la transformación

de Kummer extrayendo un solo término. Vemos que es más eficiente computacionalmente

que el método de Ewald y también que la extracción de un término nos asegura una

convergencia más rápida que la propia función de Green espectral. Además, se ve que

es más eficiente que extraer 4 términos (representado en color magenta). Este resultado

no es el esperado puesto que hab́ıamos visto que teóricamente cuantos más términos del

desarrollo de Taylor extraigamos, menor número de términos necesitamos para alcanzar un

determinado error. Sin embargo, en la figura vemos que extraer un término es más eficiente

que extraer 4. El motivo de esto es que cuantos más términos extraigamos, aunque antes

converja la parte dinámica, más funciones polilogaŕıtmicas hay que sumar en la parte

estática.

Las simulaciones se han realizado con la versión Matlab R2010b, que no incluye las fun-

ciones de error complementario ni los polilogaŕıtmos de forma intŕınseca. Estas funciones

se han implementado con rutinas externas y, por tanto, puede que eso afecte al tiempo

de cálculo ya que pueden no ser óptimas computacionalmente. De ah́ı que el tiempo de

aplicar Kummer con 4 términos sea mayor que aplicándolo con uno sólo. Si se dispusiese

de rutinas que pudieran calcular estas funciones de manera más eficiente, los resultados

podŕıan variar.

A pesar de ello, Kummer con 4 términos puede ser ventajoso en implementaciones prácti-

cas de la técnica de la ecuación integral para analizar dispositivos prácticos de microondas.

Esto se debe que el cálculo de los polilogaritmos, que es lo que cuesta computacionalmente,

se puede realizar una sola vez y no se repite para cada frecuencia. La parte dinámica, que

se repite para cada frecuencia, converge mejor y se puede calcular de forma mucho más

rápida.
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Lo mismo ocurre con el método de Ewald. Lo que hace que el tiempo de cómputo se

eleve es el cálculo de las funciones de error complementarias, que también se han calculado

haciendo uso de una rutina externa.

Por tanto, cabe resaltar que pudiéndose hacer uso de una misma plataforma o en general

rutinas que optimicen el cálculo de estas funciones especiales, los resultados y conclusiones

podŕıan cambiar considerablemente. Eso daŕıa lugar a nuevas conclusiones y nuevas ver-

siones del método de conmutación propuesto con el objetivo de utilizar, según la distancia,

el método óptimo.

Los resultados expuestos en este caṕıtulo verifican el desarrollo numérico realizado en

los caṕıtulos 1, 2 y 3.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y Ĺıneas de

Investigación Futuras

5.1. Conclusiones Globales del Proyecto

Este proyecto ha pretendido ser de utilidad para el análisis y comparativa de los métodos

desarrollados hasta el momento para el cálculo de la función de Green 2D periódica con

periodicidad en una dimensión.

Dentro de las conclusiones globales del proyecto caben resaltar las siguientes. Viendo la

convergencia de las series espaciales y espectrales hemos podido concluir que si el punto

de observación es cercano a la fuente entonces es conveniente usar la formulación espacial,

mientras que si es lejano es conveniente usar la espectral. Además, hemos visto que las

componentes del gradiente presentan el mismo comportamiento.

Tras la aplicación del método de Ewald, hemos conseguido reducir la convergencia de

la función de Green a dos o tres términos como máximo, suponiendo aśı una gran mejora

a la hora de calcular dicha función. Cabe resaltar que el método de Ewald presenta buen

resultado tanto en distancias fuente-observación pequeñas como grandes. Hasta aqúı se

concluye que es más optimo el cálculo de la función de Green y de su gradiente mediante

dicho método que mediante las formulaciones directas.

No siendo suficiente el avance introducido con el método de Ewald, hemos estudiado la

transformación de Kummer aplicándola sobre la función de Green y sobre su gradiente.

De este estudio se ha conseguido deducir una formulación novedosa. Dicha formulación

detalla el resultado de aplicar el método de Kummer mediante la extracción de N términos

asintóticos de la serie original, usando funciones polilogaŕıtmicas. De la implementación
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práctica de todo ello se ha concluido que a mayor número de términos extráıdos más

rápido converge la parte dinámica de la función de Green. Además, se han analizado las

similitudes y diferencias entre casos particulares llegando a razonar matemáticamente su

causa.

En resumen, hemos sido capaces de estudiar en profundidad e implementar mediante un

software desarrollado: la función de Green y su gradiente en su forma directa tanto espacial

como espectral, el método de Ewald aplicado a la función de Green y a su gradiente y

la transformación de Kummer mediante la extracción de uno, dos, tres, cuatro... hasta N

términos asintóticos.

5.2. Ĺıneas de Investigación Futuras

Tal y como se explicó al comienzo de este proyecto, una vez que hemos conseguido

calcular las funciones de Green de manera eficiente y precisa, seremos capaces de aplicar

la técnica de ecuación integral para el análisis electromagnético de estructuras como en

[18, 19]. También se pretenderá aplicar los resultados expuestos al análisis de estructuras

SIW [13] y SINRD [14].

Otro objetivo de futuros estudios será aplicar estos resultados a problemas concretos de

estructuras periódicas en una dimensión y ampliar los cálculos desarrollados a problemas

con periodicidad en dos dimensiones.

Además, los resultados desarrollados en este proyecto podrán ser de utilidad para he-

rramientas software que se desarrollen en un futuro y que precisen el cálculo eficiente de

la función de Green.



Apéndice A

Detalles de la Formulación del

caṕıtulo 3

En primer lugar, vamos a detallar los pasos que nos llevan a asumir que 2πm
d > kx0.

Partimos del hecho de que hemos aproximado γm =
√
k2
xm − k2 como un número

real y positivo. Para que esto se cumpla, debe pasar que:

kxm > k

kx0 +
2πm

d
> k

k sen(θ) +
2πm

d
>

2π

λ

(A.1)

Nos ponemos en el caso más desfavorable, cuando seno del ángulo no contribuye, es

decir, sen(θ) = 0 y m toma el valor más pequeño m = 1. Entonces queda:

1

d
>

1

λ

λ > d
(A.2)

De esta forma se deduce que si aproximamos γm como un número real estamos

asumiendo impĺıcitamente que λ > d.

Una vez aclarado esto, vamos a centrarnos en demostrar la condición de que para

cualquier valor de m se cumple que 2πm
d > kx0. Para ello, operamos de la siguiente

manera:
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2πm

d
> k sen(θ)

��2πm

d
>

��2π

λ
sen(θ)

m

d
>

1

λ
sen(θ)

mλ > d sen(θ)

(A.3)

Si se demuestra que esta condición se cumple para el menor valor de m, es decir,

para m = 1, entonces quedaŕıa demostrada para cualquier valor superior y, por tanto,

para cualquier valor que pueda tomar m.

Además de tomarm = 1, vamos a tomar sen(θ) = 1 que seŕıa el caso más desfavorable

para esta condición. Como puede verse, la condición queda reducida a:

λ > d (A.4)

Como sabemos que esta condición se cumple porque lo hemos demostrado en la

ecuación (A.2), se puede afirmar que 2πm
d > kx0 para cualquier valor de m y de θ.

En segundo lugar, vamos a demostrar que d
2πm + k2d3

2(2πm)3
(1 + 2 sen2(θ)) > kx0d2

(2πm)2
se

cumple para cualquier valor de m.

Como el término k2d3

2(2πm)3
(1 + 2 sen2(θ)) es siempre positivo para valores de m po-

sitivos, entonces bastaŕıa con demostrar que d
2πm > kx0d2

(2πm)2
puesto que si se cum-

ple lo anterior, entonces se satisfará también la condición añadiéndole el término
k2d3

2(2πm)3
(1 + 2 sen2(θ)). De forma que:

�d

���2πm
>
k sen(θ) d�2

(2πm)�2

2πm >
2π

λ
sen(θ)d

(A.5)

La situación más desfavorable seŕıa que sen(θ) = 1 y además que m = 1, de forma

que si se demuestra que esta condición es válida para m = 1, quedaŕıa demostrado

que se cumple para cualquier valor de m. Por tanto queda:



99

��2π >
��2π

λ
d

λ > d
(A.6)

Como se ha demostrado que esta condición se cumple en la ecuación (A.2), entonces

podemos afirmar que d
2πm + k2d3

2(2πm)3
(1+2 sen2(θ)) > kx0d2

(2πm)2
se cumple para cualquier

valor de m y de θ.
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