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Capitulo 1

MOTIVACION

La principal motivacién que lleva a desarrollar este proyecto de final de car-
rera es la importancia de la mecdnica de fluidos,més si cabe en un sector como el
Naval, en el cual el buque no deja de ser un artefacto flotante que se desplaza a
través de un fluidocomo el agua. Entre los numerosos campos en los que afectan
los fluidos a los buques podemos destacar, entre muchos, dos principales; La
Hidrodindmica y el comportamiento de los fluidos por el interior de tuberias.
La Hidrodindmica permitira realizar el estudio de resistencia al avance, propul-
sién y formas del casco. Este apartado consta de vital importancia, puesto que
permitird calcular mediante una serie de férmulas pardmetros tan importantes
como, por ejemplo, la potencia que necesita el buque para desplazarse por el
agua.

El otro gran punto que destaca es el comportamiento de los fluidos por el
interior de las tuberias. Este punto serd el principal foco de estudio a lo largo
de este proyecto. Los fluidos cuando se desplazan a través de las tuberias sufren
pérdidas de carga, reducciones de velocidad, variaciones de presién, etc. Todo
esto es debido principalmente a la rugosidad de las mismas, a las trayectorias
a las que estdn obligados a recorrer circulando por su interior (ya que éstas
deben describir recorridos de tal modo que permitan salvar todos los obstaculos
como equipos, refuerzos propios del buque, etc.) y a los accesorios que pueda
encontrar el fluido a lo largo de su camino, como pueden ser valvulas, etc.

Las ecuaciones de Karman-Prandtl utilizadas en el campo de la mecénica de
fluidos permitirén calcular analiticamente el coeficiente de friccién y asi obtener
la pérdida de carga lineal de una tuberfa comercial instalada en un circuito,
tanto si la tuberfa es lisa o rugosa.

Mediante una serie de modelos matematicos que se introducirdn a lo largo
del proyecto, serd posible la predicciéon del comportamiento de estos fluidos
mediante métodos numeéricos.
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1.1. Objetivos del Proyecto

Desarollo, adaptacién y aplicaciéon de diferentes métodos numéricos para la
resolucién de las ecuaciones de Karman-Prandtl.

Se realizard un estudio de los diferentes métodos numéricos para la resoluciéon
de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, asi como para la
resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales. Se aplicardn dentro del campo
de la Ingenieria Naval, en particular se buscard aproximar las ecuaciones de
Karman-Prandtl, ecuaciones importantes dentro de la Mecdnica de Fluidos.



Capitulo 2

INTRODUCCION

2.1. Introduccion a la Mecanica de Fluidos

La mecédnica de fluidos es la rama de la mecédnica de medios continuos, rama
de la fisica a su vez, que estudia el movimiento de los fluidos (gases y liquidos)
asi como las fuerzas que los provoca. La caracteristica fundamental que define a
los fluidos es su incapacidad para resistir esfuerzos cortantes (lo que provoca que
carezcan de forma definida). También estudia las interacciones entre el fluido y
el contorno que lo limita. La hipétesis fundamental en la que se basa toda la
mecédnica de fluidos es la hipdtesis del medio continuo.

2.2. Hipétesis del Medio Continuo

La hipotesis del medio continuo es la hipétesis fundamental de la mecanica de
fluidos y en general de toda la mecdnica de medios continuos. En esta hipétesis
se considera que el fluido es continuo a lo largo del espacio que ocupa, ignorando
por tanto su estructura molecular y las discontinuidades asociadas a ésta. Con
esta hipétesis se puede considerar que las propiedades del fluido (densidad, tem-
peratura, etc.) son funciones continuas. La forma de determinar la validez de
esta hipétesis consiste en comparar el camino libre medio de las moléculas con
la longitud caracteristica del sistema fisico. Al cociente entre estas longitudes se
le denomina Niumero de Knudsen. Cuando este nimero adimensional es mucho
menor a la unidad, el material en cuestiéon puede considerarse un fluido (medio
continuo). En el caso contrario los efectos debidos a la naturaleza molecular de
la materia no pueden ser despreciados y debe utilizarse la mecdnica estadistica
para predecir el comportamiento de la materia. Ejemplos de situaciones donde
la hipétesis del medio continuo no es vilida pueden encontrarse en el estudio de
los plasmas.
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2.3. Concepto de Particula Fluida

Este concepto estd muy ligado al del medio continuo y es sumamente impor-
tante en la mecédnica de fluidos. Se llama particula fluida a la masa elemental
de fluido que en un instante determinado se encuentra en un punto del espacio.
Dicha masa elemental ha de ser lo suficientemente grande como para contener
un gran nimero de moléculas, y lo suficientemente pequenia como para poder
considerar que en su interior no hay variaciones de las propiedades macroscépi-
cas del fluido, de modo que en cada particula fluida podamos asignar un valor
a estas propiedades. Es importante tener en cuenta que la particula fluida se
mueve con la velocidad macroscépica del fluido, de modo que estd siempre for-
mada por las mismas moléculas. Asi pues un determinado punto del espacio en
distintos instantes de tiempo estard ocupado por distintas particulas fluidas.

2.4. Descripciones Lagrangiana y Euleriana del
Movimiento de un Fluido

A la hora de describir el movimiento de un fluido existen dos puntos de vista.
Una primera forma de hacerlo es seguir a cada particula fluida en su movimiento,
de manera que buscaremos unas funciones que nos den la posicién, asi como
las propiedades de la particula fluida en cada instante. Esta es la descripcion
Lagrangiana. Una segunda forma es asignar a cada punto del espacio y en cada
instante, un valor para las propiedades o magnitudes fluidas sin importar que
en ese instante, la particula fluida ocupa ese volumen diferencial. Esta es la
descripcién Euleriana, que no estéd ligada a las particulas fluidas sino a los puntos
del espacio ocupados por el fluido. En esta descripcion el valor de una propiedad
en un punto y en un instante determinado es el de la particula fluida que ocupa
dicho punto en ese instante. La descripcién euleriana es la usada comtinmente,
puesto que en la mayorfa de casos y aplicaciones es méds ttil. Usaremos dicha
descripcién para la obtencién de las ecuaciones generales de la mecédnica de
fluidos.

2.5. Ecuaciones Generales de la Mecanica de Flu-
idos

Las ecuaciones que rigen toda la mecdnica de fluidos se obtienen por la
aplicacién de los principios de conservaciéon de la mecdnica y la termodindmica
a un volumen fluido. Para generalizarlas usaremos el Teorema del Transporte
de Reynolds y el Teorema de la Divergencia (o Teorema de Gauss) para obtener
las ecuaciones en una forma mads ttil para la formulacién euleriana. Las tres
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ecuaciones fundamentales son: la Ecuacién de Continuidad, la Ecuacién de la
Cantidad de Movimiento, y la Ecuacién de la Conservacién de la Energia. Estas
ecuaciones pueden darse en su formulacién integral o en su forma diferencial,
dependiendo del problema. A este conjunto de ecuaciones dadas en su forma
diferencial también se le denomina Ecuaciones de Navier-Stokes (las ecuaciones
de Euler son un caso particular de la ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos
sin viscosidad).

No existe una solucién general a dicho conjunto de ecuaciones debido a su
complejidad, por lo que para cada problema concreto de la mecdnica de fluidos
se estudian estas ecuaciones buscando simplificaciones que faciliten la resolucién
del problema. En algunos casos no es posible obtener una solucién analitica, por
lo que hemos de recurrir a soluciones numéricas generadas por ordenador. A
esta rama de la mecédnica de fluidos se la denomina mecénica de fluidos com-
putacional.

2.6. Leyes de Conservacién

Se sabe que existen leyes fundamentales que parecen exactas. Si llevamos a
cabo experimentos con sumo cuidado y precisién, las desviaciones de estas leyes
son minimas y de hecho, incluso serian todavia menores si se emplearan técnicas
experimentales mejoradas.

Tres leyes fundamentales componen la base del estudio en la mecanica de
fluidos:

e La Conservacion de la Masa
e La Conservacién de la Cantidad de Movimiento
e La Conservacién de la Energia.

2.6.1. Ley de Conservacién de Masa

Establece que la materia es indestructible. Indica que el flujo mésico entrante
y saliente en un volumen de control infinitesimal es igual al cambio de densidad
que experimenta ese volumen de control:

dt
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-Siendo cada uno de los términos:
p Densidad de masa del elemento diferencial.
o Velocidad del elemento diferencial.

Wz

Sz

Figura 2.1: Flujo Masico Entrante y Saliente en un Volumen de Control

2.6.2. Ley de Conservacién de la Cantidad de Movimiento
Cinético y Angular

“La cantidad de movimiento de un sistema permanece constante si no hay
fuerzas externas que actien sobre é1”. Establece que el balance de cantidad de
movimiento en cada una de las coordenadas entrando y saliendo del volumen de
control tiene que estar en equilibrio con las tensiones oij y fuerzas volumétricas,

-Siendo cada uno de los términos:

p Densidad de masa del elemento diferencial.

@ Aceleracién del elemento diferencial.

)_(> Aceleracion debido a las fuerzas volumétricas.
P Presion sobre el elemento diferencial.

1 Viscosidad del fluido.

@ Velocidad del elemento diferencial.
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Detalle de
v palo

Distribuidor

Figura 2.2: Turbina Pelton

2.6.3. Ley de Conservacién de la Energia

También se conoce como primera ley de la termodindmica. Esta ley define
que la energia total de un sistema aislado permanece constante. Si un sistema
estd en contacto con sus alrededores, su energfa se incrementa sélo si la energfa
de sus alrededores experimenta una disminucién correspondiente.

La energia total se compone de energia potencial, cinética e interna, siendo
ésta ultima el contenido de energfa a causa de la temperatura del sistema.

La ecuacién general de la energia se obtiene mediante la combinacién del
teorema del transporte y la ley de conservacién de la energia para un sistema:

-Siendo cada uno de los términos:

p Densidad de masa del elemento diferencial.

FE Energfa por unidad de masa.

o Velocidad del elemento diferencial.

H Entalpia del elemento diferencial.

K Conductividad térmica del elemento diferencial.
7 Tensién del elemento diferencial.

T Temperatura del elemento diferencial.

qu Fuente de calor en el elemento diferencial.

f Fuerzas volumétricas.
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Figura 2.3: Turbina de Avién

2.7. Principio de Bernoulli

El principio de Bernoulli, también denominado ecuacién de Bernoulli o Tri-
nomio de Bernoulli, describe el comportamiento de un flujo laminar moviéndose
a lo largo de una corriente de agua. Fue expuesto por Daniel Bernoulli en su
obra Hidrodindmica (1738) y expresa que en un fluido ideal (sin viscosidad ni
rozamiento) en régimen de circulacién por un conducto cerrado, la energia que
posee el fluido permanece constante a lo largo de su recorrido.

Figura 2.4: Daniel Bernoulli

La energia de un fluido en cualquier momento consta de tres componentes:

-Cinética: es la energia debida a la velocidad que posea el fluido.

-Potencial gravitacional: es la energia debido a la altitud que un fluido
posea.

-Energia de flujo: es la energia que un fluido contiene debido a la presién
que posee.

La siguiente ecuacién conocida como “Ecuacién de Bernoulli” (Trinomio de
Bernoulli) consta de estos mismos términos.
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V2
TerPer-g'z:Constante

-Siendo cada uno de los términos:

V' Velocidad del fluido en la seccién considerada.

p Densidad del fluido.

P Presi6n a lo largo de la linea de corriente.

g Aceleracién gravitatoria.

z Altura en la direccién de la gravedad desde una cota de referencia.

Para aplicar la ecuacion se deben realizar los siguientes supuestos:

-Viscosidad (friccién interna) = 0 Es decir, se considera que la linea de
corriente sobre la cual se aplica se encuentra en una zona ‘no viscosa’ del
fluido.

-Caudal constante

-Flujo incompresible, donde p es constante.

La ecuacién se aplica a lo largo de una linea de corriente o en un flujo
irrotacional.

Aunque el nombre de la ecuacién se debe a Bernoulli, la forma arriba ex-
puesta fue presentada en primer lugar por Leonhard Euler.

Un ejemplo de aplicacién del principio lo encontramos en el flujo de agua en
tuberia. Si reducimos el drea transversal de una tuberia para que aumente la
velocidad del fluido que pasa por ella, se reducira la presion.

beus Al = sn el

Figura 2.5: Ejemplo Grafico del Principio de Bernoulli
2.7.1. Ecuacién de Bernoulli y la Primera Ley de la Ter-

modinamica

De la primera ley de la termodindmica se puede concluir una ecuacién es-
téticamente parecida a la ecuacién de Bernoulli anteriormente senalada, pero
conceptualmente distinta. La diferencia fundamental yace en los limites de fun-
cionamiento y en la formulaciéon de cada férmula. La ecuacién de Bernoulli es
un balance de fuerzas sobre una particula de fluido que se mueve a través de
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una linea de corriente, mientras que la primera ley de la termodindmica consiste
en un balance de energia entre los limites de un volumen de control dado, por
lo cual es méas general ya que permite expresar los intercambios energéticos a
lo largo de una corriente de fluido, como lo son las pérdidas por friccién que
restan energia, y las bombas o ventiladores que suman energia al fluido. La for-
ma general de esta, llamémosla, “forma energética de la ecuacién de Bernoulli”
es:

2 2

V—1+&+21+W:hf+v—2+&+22
29 v 29 v

-Siendo cada uno de los términos:

~ Es el peso especifico (v = pg).

W Es una medida de la energia que se le suministra al fluido.

hy Es una medida de la energfa empleada en vencer las fuerzas de friccién a
través del recorrido del fluido.

Los subindices 1 y 2 indican si los valores estdn dados para el comienzo o el
final del volumen de control respectivamente.

g = Aceleracién de la gravedad; 9,81 m/s?

Suponemos que:

La ecuacién arriba escrita es un derivado de la primera ley de la termo-
dindmica para flujos de fluido con las siguientes caracteristicas:

-El fluido de trabajo, es decir, aquél que fluye y que estamos considerando,
tiene una densidad constante.

-No existe cambio de energia interna.

2.8. Ecuaciones de Euler y Navier-Stokes

Las ecuaciones fundamentales de la dindmica de fluidos, conocidas como
ecuaciones de Navier-Stokes, surgieron producto del francés constructor de puen-
tes Claude-Louis Navier y del matemadtico irlandés George Stokes.

|- e

Figﬁra 2.6: Loﬁis Navier Figura 2.7: George Stokes
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El primero en obtener estas ecuaciones fue el francés en una época (1822)
en que no se comprendia muy bien cudl era la fisica de la situaciéon que estaba
matematizando. De hecho, lo tinico que hizo fue modificar unas ecuaciones ya
existentes y obtenidas por el famoso matemético Euler, de modo que incluye-
sen las fuerzas existentes entre las moléculas del fluido. Aproximadamente 20
anos después, Stokes justificé las ecuaciones del ingeniero francés deduciéndolas
adecuadamente. A pesar de que las ecuaciones de Navier-Stokes son sélo una
aproximacién del comportamiento real de los fluidos, se utilizan para estudiar
cualquier aspecto que tenga que ver con éstos.

2.8.1. Ecuaciones de Euler

En mecédnica de fluidos, las ecuaciones de Euler son las que describen el
movimiento de un fluido compresible no viscoso. Su expresién corresponde a
las ecuaciones de Navier-Stokes cuando las componentes disipativas son des-
preciables frente a las convectivas, esto nos lleva a las siguientes condiciones
que se pueden deducir a través del andlisis de magnitudes de las Navier-Stokes.
Estas ecuaciones se llaman asi en honor de Leonhard Euler quien las dedujo
directamente de las leyes de Newton (para el caso no-relativista).

Figura 2.8: Leonhard Euler

Las ecuaciones de Euler gobiernan el flujo de un fluido hipotético sin viscosi-
dad que se extiende de manera infinita en todas las direcciones.

Asumimos que cada punto P(z,y,z) en el fluido estd sujeto a fuerzas que
variaran con el tiempo en cada direccién:

Jo(x,y,2,1)

fy(x,y,z,t)

f2(z,y, 2,t)
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El movimiento del fluido en el punto P al tiempo ¢ queda determinado por
la velocidad con que fluye en cada direccion:

u:c(x7yaz7t)
u’y(wvyazvt)

Uz (LE, Y, z, t)
Asumimos que el fluido es incompresible: no se puede “comprimir” o “ex-

pandir” cuando actian fuerzas sobre éste.

La incompresibilidad se expresa matemdticamente por medio de:

Ouy n Ouy n ou,,
ox y 0z

El problema presupone que conocemos cémo es el movimiento del fluido al
inicio cuando t = 0. Por lo que:

=0

Ug(,y,2,0)

uy(may727 0)
uz(xayv Z,O)

son conocidas (condiciones iniciales).

Al aplicar las leyes de Newton a cada punto P del fluido y la ecuacién de la
incompresibilidad vista anteriormente, Euler obtuvo:

%—Fu %—Fu %—Fu %—f (x zt)—@
ot ey Ty Ty, T e Y TG,
Ouy Ouy Ouy Ou, D
Ou, ou, Ou, Ou, p
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2.8.2. Ecuaciones de Navier-Stokes

Se trata de un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales no lineales que
describen el movimiento de un fluido. Estas ecuaciones gobiernan la atmdésfera
terrestre, las corrientes ocednicas y el flujo alrededor de vehiculos o proyectiles y,
en general, cualquier fenémeno en el que se involucren fluidos newtonianos. Estas
ecuaciones se obtienen aplicando los principios de conservacién de la mecédnica
y la termodindmica a un volumen fluido. Haciendo esto se obtiene la llamada
formulacién integral de las ecuaciones. Para llegar a su formulacién diferencial se
manipulan aplicando ciertas consideraciones, principalmente aquella en la que
los esfuerzos tangenciales guardan una relacion lineal con el gradiente de veloci-
dad (ley de viscosidad de Newton), obteniendo de esta manera la formulacién
diferencial que generalmente es més util para la resolucién de los problemas
que se plantean en la mecdnica de fluidos. Navier y Stokes modifican las ecua-
ciones de Euler para abarcar el caso mds realista de un fluido con viscosidad.
Introducen una constante positiva (v) que mide las fuerzas de friccién en el
interior del fluido. Agregan al lado derecho de las ecuaciones de Euler vistas
anteriormente, una fuerza adicional (debido a la viscosidad), dada por:

v 0%uy n 0%u, n 0%u,
ox? Oy? 022
De esta forma, las ecuaciones de Navier-Stokes quedarian de la siguiente
manera;

Ouy Ouy Juy, dug " (82% Pu,  0%uy,

dp
a.’EQ + 8y2 + 822 >+fm($,y,2,t)_%

0?u,, Op
03:2 + ayg + 822 )+fy(zay7zat)a_y

o
)+fz(x7yazvt)_a_§

ou,, ou,, ou,, % B 0%u, n 0%u, L 0%u,
N Ox? 0y? 072

2.9. Perfiles de Velocidad: Laminar y Turbulen-

to

El término velocidad indica la velocidad promedio del flujo, que se calcula a
partir de la ecuacién de continuidad:
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<
[
ENES)

-Siendo cada uno de los términos:
V' Velocidad promedio del flujo.
@ Caudal circulante.

A Area de la secién de la tuberfa.

Sin embargo, en algunos casos, se debe determinar la velocidad en un punto
dentro de la corriente de flujo. Esto se debe a que la magnitud de velocidad no
es uniforme a través de la seccion del conducto, y la forma en que la velocidad
varia depende del tipo de flujo.

——=-0—2

Figura 2.9: Régimen Laminar y Turbulento en Tuberfas

La velocidad en un punto en contacto con el sélido (paredes de la tuberfa) es
cero (por la teorfa de capa limite). La velocidad méxima, independientemente
del tipo de flujo, se presenta en el centro del conducto.

[— ol

1
————| VELOCIDADDFL
—————— DO

= _ -
v N |
lonidad

Figura 2.10: Capa Limite en la Pared de una Tuberfa

Esta diferencia en perfiles se debe al movimiento caético de las moléculas
en el flujo turbulento, lo cual produce choques violentos entre las mismas y
una transferencia de momento elevada entre moléculas, lo que deriva en una
distribucién de velocidad m4s uniforme que en el caso laminar. Sin embargo, en
el flujo turbulento siempre existe una delgada capa cerca de las superficies, donde
la velocidad es pequetia, y en la cual el flujo puede considerarse laminar (zona
de capa limite). El grueso real de dicha capa limite influye de forma importante
en el perfil de velocidades, asi como en la pérdida de carga.
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Fluje hurbulante:
an la capa limite
Capa

- AmerigUasara, o benns viseasa

Espesar de lo capa limite

Distancia del borde de impacte, x

Figura 2.11: Capa Limite. Zona Laminar y Zona Turbulenta

2.10. Pérdidas de Carga en Tuberias

El flujo de un liquido o un gas por una conduccién va inevitablemente acom-
panado de una paulatina cesién de energfa mecénica, debido al trabajo opositor
de las fuerzas viscosas. Dicha reduccién de energia mecédnica suele expresarse
en términos energfa por unidad de peso de fluido circulante (energia especifica),
denominada habitualmente como pérdida de carga.

En el caso de tuberias horizontales, la pérdida de carga se manifiesta como
una disminucién de presién en el sentido del flujo. La pérdida de carga esté rela-
cionada con otras variables fluidodindmicas segun sea el tipo de flujo, laminar
o turbulento. Ademds de las pérdidas de carga lineales (a lo largo de los con-
ductos), también se producen pérdidas de carga singulares en puntos concretos
como codos, ramificaciones, vdlvulas, etc.

Las pérdidas de carga (o pérdidas de energfa) en tuberfas son de dos tipos,
primarias y secundarias:

Las pérdidas primarias son las “pérdidas de superficie” en el contacto del
fluido con la superficie (capa limite), rozamiento de unas capas de fluido con
otras (régimen laminar) o las particulas de fluido entre si (régimen turbulento).
Tienen lugar en flujo uniforme y por lo tanto, principalmente se producen en
tramos de tuberfas de seccién constante.

Las pérdidas secundarias son las “pérdidas de forma” que tienen lugar en las
transiciones (estrechamiento o expansiones), en codos, vdlvulas y en toda clase
de accesorios de tuberias.

Este estudio se centrard en las pérdidas de carga primarias o lineales (pér-
didas por friccién).

2.10.1. Pérdidas de Carga Lineales

Como se cité anteriormente, las pérdidas de carga lineales son debidas a las
tensiones cortantes de origen viscoso que aparecen entre el fluido y las paredes
de la tuberia. Considerando flujo estacionario en un tramo de tuberia de seccién
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constante. Las pérdidas de carga se pueden obtener por un balance de fuerzas
en la direccién del flujo:

2

P V2 P v,
L tatostthathrthy="+25+ao>
gl 29 v 29

En términos de presién nos queda:

V2 v
Py + pgz + 041,071 +pg(ha+hg +hy) = Py + pgzs + agp%

-Siendo cada uno de los términos:

V1 y Vi Velocidad promedio en las secciones 1 y 2 respectivamente.

a1 vy ao Factores de correccion de energia cinética en tuberfas circulares, con
flujo laminar con perfil parabdlico de velocidades o = 2 y en flujo turbulento el
perfil es casi uniforme « = 1,05, en general se toma o = 1.

~ Peso especifico del flujo. y=p-g

p Densidad del fluido.

h 4 Energia anadida al fluido mediante un dispositivo mecénico, por ejemplo
una bomba.

hgr Energia absorbida al fluido mediante un dispositivo mecdnico, por ejem-
plo una turbina.

hy, Pérdida de energia la cual se compone de pérdidas por friccién y pérdidas
singulares:

hi, = hg+ he

-Siendo cada uno de los términos:
hy Pérdida de carga debido a la friccién en la tuberfa.
hs Pérdida local de energfa debida a la presencia de védlvulas y conectores.

Las caracteristicas de las pérdidas de carga debida a la friccién son muy
distintas en funcién de que el flujo sea laminar o turbulento. En el caso de flujo
laminar, las diferentes capas del fluido discurren ordenadamente, siempre en
direccién paralela al eje de la tuberia y sin mezclarse, siendo el factor dominante
en el intercambio de cantidad de movimiento la viscosidad. En flujo turbulento,
en cambio, existe una continua fluctuacién tridimensional en la velocidad de
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las particulas (también en otras magnitudes intensivas, como la presién o la
temperatura), que se superpone a las componentes de la velocidad. Este es el
fenémeno de la turbulencia, que origina un fuerte intercambio de la cantidad de
movimiento entre las distintas capas del fluido, lo que da unas caracteristicas
especiales a este tipo de flujo.

El tipo de flujo, laminar o turbulento, depende del valor de la relacién entre
las fuerzas de inercia y las fuerzas viscosas, es decir, del nimero de Reynolds
Re, cuya expresién es:

Re — pVD VD _ Fuerzas Inerciales

I v Fuerzas Viscosas

SERS

-Siendo cada uno de los términos:
Re Nimero de Reynolds.

p Densidad del fluido.

V' Velocidad del flujo.

D Didmetro de la tuberia.

v Viscosidad cinematica del fluido.
u Viscosidad dindmica.

2.10.2. Ecuacién de Darcy-Weisbach

En dindmica de fluidos, la ecuacién de Darcy-Weisbach es una ecuacién
empirica que relaciona la pérdida de carga hidrailica (o pérdida de presion)
debido a la friccién a lo largo de una tuberia dada con la velocidad media del
flujo del fluido. La ecuacién tiene su nombre de Henry Darcy y Julius Weisbach.
Es una ecuacién ampliamente usada en hidrdulica. Permite el cédlculo de la
pérdida de carga debida a la friccién dentro una tuberia llena. La ecuacién fue
inicialmente una variante de la ecuacién de Prony, desarrollada por el francés
Henry Darcy. En 1845 fue refinada por Julius Weisbach, de Sajonia. Esta férmula
permite la evaluacién apropiada del efecto de cada uno de los factores que inciden
en la pérdida de energia en una tuberia. Es una de las pocas expresiones que
agrupan estos factores. La ventaja de esta férmula es que puede aplicarse a
todos los tipos de flujo hidraulico (laminar, transicional y turbulento), debiendo
el coeficiente de friccién tomar los valores adecuados, segin corresponda.

La forma general de la ecuacién de Darcy-Weisbach es:
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Lv?
hy = fﬁ

-Siendo cada uno de los términos:

hy Pérdida de carga debida a la friccién.
f Factor de friccién de Darcy.

L Longitud de la tuberfa.

D Didmetro de la tuberfa.

V' Velocidad media del fluido.

g Aceleracion de la gravedad; 9,81 m/s?

En funcién del caudal (@) quedaria:

_ 8LQ?
P25

Cuando se manejan fluidos en canales y tubos no circulares, se usard el
término de Didmetro Hidrdulico Dh. Utilizando este término se puede estudiar
el comportamiento del flujo de la misma forma como si fuera una tuberia de
seccion circular.

Dh = —

-Siendo A el drea de la seccién transversal y P el perimetro mojado.

Para un tubo circular quedarfa:
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Para un conducto anular (tubo con eje interior):

Dh — 4% 0,25m(D3 — D2)
7T(D0 =+ Dz)

— Dy — D;

Para un conducto de seccién rectangular quedarfa:

_ALW 2LW
T2L+ W) L+ w

Dh

Para el caso especial de un conducto cuadrado, donde L = W, entonces
Dh = L. Para otro caso extremo como un conducto muy ancho, por ejemplo,
una ranura de ancho W donde L > W, entonces Dh = 2W.

Para conductos o tuberfas totalmente llenas cuya seccién transversal es un
poligono regular, el didmetro hidrailico es equivelente al didmetro del circulo
inscrito en el perfmetro mojado.

La férmula de Manning posee un pardmetro llamado radio hidraulico. El
nombre sugiere cierta relacion, y efectivamente la hay, pero en este caso el
didmetro hidrailico no es el radio hidrailico multiplicado por dos, sino por
cuatro:

Dh =4rh
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Factor de Friccién

El factor de friccién f es adimensional y varfa de acuerdo a los pardmetros
de la tuberfa (rugosidad y didmetro) y del tipo de flujo turbulento (Nimero de
Reynolds).

-Para flujo laminar:

Si el nimero de Reynolds, Re < 2300 , se considera que el fluido presenta
régimen de flujo laminar. Este tipo de régimen solo se presenta en flujos de
medios porosos (corrientes subterrdneas en formaciones permeables y en el in-
terior de redes de flujo en presas de tierra, asi como en los capilares de sistemas
sanguineos), y excepcionalmente en laboratorios hidraulicos bajo condiciones
determinadas y controlables.

-Para en flujo en transicién y turbulento:

Si el nimero de Reynolds, 2300 < Re < 4000 , se considera que el fluido
presenta régimen de flujo transicional. En la zona de transicion, los valores de f
son inciertos, ya que el flujo se comporta de manera dual, laminar y turbulen-
tamente, mostrando gran inestabilidad. Si el nimero de Reynolds, 4000 < Re
, se considera que el fluido presenta régimen de flujo turbulento. Para el flujo
turbulento, muchos investigadores se han esforzado en el célculo de f , tanto a
partir de resultados de experimentos propios como de resultados obtenidos por
otros investigadores, para diferentes tipos de tuberias.

El flujo turbulento se puede clasificar a su vez en turbulento liso, turbulento
intermedio (ondulado o de transicién), y turbulento rugoso. Para estos flujos se
establecen diferentes relaciones funcionales para determinar el factor de friccién

1.

Desarrollo de las Ecuaciones de Flujo para el Céalculo Analitico del
Coeficiente de Fricciéon

Como ha quedado mencionado anteriormente, para realizar el cdlculo de la
pérdida de carga lineal en una tuberia, necesitamos calcular el factor de friccion,
dicho factor depende del régimen del flujo en la tuberia, laminar o turbulento y
de la rugosidad de la tuberia, rugoso o liso.

-Hagen-Poiseuille en 1846 fue el primero en desarrollar una ecuacién tedrica
para el cdlculo del factor de friccién y de las pérdidas de carga en tuberias
circulares en régimen laminar y obtuvo que el factor de friccién es:

64

I'=Re
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-A partir del siglo XX se tiene un sin numero de ecuaciones, casi todas
salidas de estudios experimentales, que se fueron dando, el primero de ellos
en formularlo fue Blasius en 1913, con base en la informacién experimental
acumulada hasta el momento, concluyé que existen dos tipos de friccién en flujo
turbulento. La correspondiente a los tubos lisos, donde predominan los efectos
viscosos, y la friccién en tubos rugosos que depende tanto de la viscosidad de
los fluidos como de la rugosidad relativa de las tuberias, y formulé la siguiente
expresién para el calculo del factor de friccién en tubos lisos para un Re < 10°.

Sélo hasta 1930 comenzé el estudio moderno de las ecuaciones de flujo con
investigaciones que tenfan por objetivo obtener una expresién general para el
célculo del factor de friccién (Moore, 1959). En ese afo, Prandtl y Von Karman
propusieron dos ecuaciones para su cdlculo. Siendo vilida la siguiente expresion
para tuberfas lisas y Re > 10° régimen turbulento.

% —2log (Re+/T) ~ 0,8

Mientras que para tubos rugosos, para Re > régimen turbulento, la

k
» D
ecuacion es:

1 D
— =21 — 1.74
VT Og(2k>+ !

-Siendo D el didmetro interno de la tuberia y k su rugosidad.

En 1939, Colebrook y White presentaron una férmula semi-empirica para

el célculo del factor de fricciéon en tuberias comerciales en régimen de flujo de

. . 3500
transicién y turbulento, vdlida para tuberfas rugosas y Re < ——.

D
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Si la variable que debe calcularse es el didmetro o el caudal, teniendo en
cuenta que para calcular el factor de friccién se requiere el nimero de Reynolds,
el uso de la ecuacién de Darcy-Weisbach, en conjunto con una de las ecuaciones
de tipo logarftmico, implica el uso de un procedimiento de ensayo y error.

En 1944 Moody publicé el diagrama universal para la obtencion de factor de
friccién, una de las herramientas mas usadas para su determinacién. Sin embar-
go, cuando se desea programar en computadores algoritmos que lo requieren,
se hace necesario emplear una ecuacién. El diagrama de Moody puede usarse
en régimen laminar, transicién y turbulento, para tuberfas comerciales lisas o
rugosas. Se trata de una grafica en coordenadas logaritmicas de doble entrada.
A partir del nimero de Reynolds, y la rugosidad relativa de la tuberia, grafica-
mente se puede obtener el coeficiente de friccion f.

TUBERIAS | REGIMEN ECUACION AUTOR
Lisas 64
y Laminar f :R— Hagen-Poiseuille
Rugosas ¢
0,316
Lisas Turbulent50 = Blasius
Re < 10 Rel
. Turbulento 1 Karman-Prandtl
Lisas Re > 10° ﬁ_ 2log (Re \/7) —0,8 (Primera Ecuacién)
Turbulento
1 k 2,51
Rugosas 3500 —= 2log | —— 4+ = Colebrook-Whit
ugosas Re < % \/7 g 5.7D Re\/f olebroo ite
Turbulento
1 D Karman-Prandtl
3500 = =
Rugosas Re > % VT 2log (Qk) +1,74 (Segunda Ecuacién)

Conductos

-En el diagrama de Moody se observan cinco zonas:
1.- Una zona laminar en la que f es una funcién lineal del numero de
Reynolds. Ecuaciéon de Hagen-Poiseuille.
2.- Una zona critica (sombreada) que aparece entre los nimeros de Reynolds
de 2300 a 4000. En esta regién el flujo puede ser tanto laminar como turbulento,

D
Tabla 2.1. Ecuaciones para el Cédlculo Analitico del Coeficiente de Friccién en
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dependiendo de varios factores: estos incluyen cambios de la seccién, de la di-
reccion del flujo y obstrucciones tales como vilvulas corriente arriba de la zona
considerada. El factor de friccién en esta regién es indeterminado y tiene limites
més bajos si el flujo es laminar y més altos si el flujo es turbulento.

3.- Una zona de transicién en la que f depende del nimero de Reynolds y
de la rugosidad k. Ecuacién de Colebrook-White.

4.- Una zona correspondiente al tubo hidraulicamente liso. Ecuacién de
Karman-Prandtl.

5.- Una zona completamente turbulenta en la que f depende solamente del
valor k de la rugosidad. Ecuacién de Nikuradse.

L8 1 o o ,TL__T__A_ =T
0.09 |-\ Laminar Critical Transition | S
[\ flow —Fzone lmnel“ L =k
0.08 R, Compltc H
0.07 JY e ; 0.05
006 | : Il 0.04
S | 0.03
0.05 |- -
I i 0.02
o 0.015
0.04 K au [ I
N ! 1 T e 001 o
AN =S I _ 0008 3
5 om XL COLEBROOK- e ——eeee T
] =H 004 B
s 3 ] 2
T S U C LTI P o0 2
- T i 5
0.02 HHH =5t = e 2
| POISEUILLE = —— RN SESin =Ee 00006
0.015 | Glass, plastic 0 ey
Concrete 0.003-0.03 1
Wood stave 0.0016 0.0002
Rubber, smuonothed 0.000033
Copper oc beass tbing 0000005 0.0001
Cast iron 000085
0,01 | Galvanized iron 0.00005
M 1 PRANDTL
0,009 | Stinless steel o . LTI IHhC . ML
Commercial seel of VON KARMAN F— T e = 0000001 = NN i
0.008 Liew 1 "

Lt 1 T 0.
10° 21093 456 8 jgf 21003 336 805 2A10°3 456 8 g6 2103 456 897 21073 456 8 g8
Reynolds number Re

Figura 2.12: Diagrama de Moody
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Capitulo 3

Ecuaciones de
Karman-Prandtl dentro de
la Ingenieria Naval

El Ingeniero y Fisico Hingaro-Estadounidense Theodore Von Karman y el
Fisico Aleman Ludwig Prandtl, establecieron las siguientes ecuaciones de tipo
general aplicable para tuberias lisas y rugosas en régimen turbulento.

B 4
Figura 3.1: Von Karman Figura 3.2: Ludwig Prandtl

1
-Para tuberias lisas tenemos: _f = 2log (Re \/7) -0,8

1 D
-Para tuberfas rugosas tenemos: — = 2log (—) + 1,74

NG 2%

29
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Estas ecuaciones tienen el problema de que no son explicitas para el factor
de friccién f , por lo que se debe utilizar algin tipo de método numeérico para
resolverlas.

3.1. Factores que influyen en las Ecuaciones de
Karman-Prandtl

Los factores de los que dependen las ecuaciones de Karman-Prandtl son
bésicamente dos, el Nimero de Reynolds y la Rugosidad de la tuberfa, este
dltimo solo en tuberias rugosas. Ambos influyen en el nivel de turbulencia del
fluido.

3.1.1. Ntumero de Reynolds

Osborne Reynolds (Belfast, Irlanda del Norte, 23 de agosto de 1842 - Watch-
et, Inglaterra, 21 de febrero de 1912) fue un ingeniero y fisico irlandés que realizé
importantes contribuciones en los campos de la hidrodindmica y la mecénica
de fluidos, siendo la m&s notable la introduccién del Nimero de Reynolds en
1883. Estudié matemadticas en la Universidad de Cambridge, donde se gradué en
1867. Al ano siguiente fue nombrado profesor de ingenieria del Owens College
en Manchester y que posteriormente se convertiria en la Victoria University of
Manchester, siendo titular de la Cdtedra de Ingenieria (en aquella época tan
solo habia dos de estas cétedras en Inglaterra).

Figura 3.3: Osborne Reynolds
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Osborne Reynolds (1874) estudié las caracteristicas de flujo de los fluidos
inyectando un trazador dentro de un liquido que flufa por una tuberia. A veloci-
dades bajas del liquido, el trazador se mueve linealmente en la direccién axial.
Sin embargo a mayores velocidades, las lineas del flujo del fluido se desorganizan
y el trazador se dispersa rdpidamente después de su inyeccién en el liquido.

Vena contracta
3
Flujo e Lt j
— ——
— —— _*___-_—____——--___—.——_‘_»__‘—__.__._ -
_ﬁ }
/J
( . o5
1 Zonas de 2
turbulencia

Figura 3.4: Zonas de turbulencias en un estrechamiento.

Velocidad baja

!

Velnci

Figura 3.5: Turbulencia a Velocidades Altas

El flujo lineal se denomina Laminar y el flujo errdtico obtenido a mayores
velocidades del liquido se denomina Turbulento.

Como ya quedé visto en el apartado 2.10.1, las caracteristicas que condicio-
nan el flujo laminar dependen de las propiedades del liquido y de las dimensiones
del flujo. Conforme aumenta el flujo mésico aumenta las fuerzas del momento o
inercia, las cuales son contrarrestadas por la friccién o fuerzas viscosas dentro
del liquido que fluye. Cuando estas fuerzas opuestas alcanzan un cierto equilibrio
se producen cambios en las caracteristicas del flujo. En base a los experimen-
tos realizados por Reynolds en 1874 se concluy6 que las fuerzas del momento
son funcién de la densidad, del didmetro de la tuberia y de la velocidad media.
Ademss, la friccién o fuerza viscosa depende de la viscosidad del liquido. Segin
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dicho analisis, el Niimero de Reynolds se definié como la relacién existente entre
las fuerzas inerciales y las fuerzas viscosas (o de rozamiento).

R pVD VD  Fuerzas Inerciales
c=—— = — =

7 v Fuerzas Viscosas

<=

-Siendo cada uno de los términos:
Re Numero de Reynolds.

p Densidad del fluido.

V Velocidad del flujo.

D Didmetro de la tuberia.

v Viscosidad cinemética del fluido.
u Viscosidad dindmica.

Teoria de la Capa Limite

La teoria de capa limite fue planteada a comienzos del siglo XX por el alemén
Prandtl y revolucioné en su momento la Aerondutica, la Ingenieria Naval y la
Mecénica de Fluidos.

Prandtl junto con otros investigadores descubrieron que cuando el flujo es
turbulento existe cerca de las paredes de un conducto una pequenisima sub-capa
que tiene régimen laminar. Esta teorfa de capa limite encuentra su aplicacién en
fluidos poco viscosos como el agua o el aire. La capa limite es la zona afectada por
el esfuerzo cortante que se genera cuando un fluido en movimiento interactia
con una pared solida. Al pasar el fluido de un depdsito de gran tamano en
donde la velocidad es muy baja o nula, a un conducto cerrado, la velocidad va
aumentando desde cero cerca de las paredes hasta un méximo en la zona central,
haciendo que las particulas se empiecen a entremezclar ocasionando que el flujo
se vaya volviendo turbulento hasta llegar a la turbulencia completa. La Figura
siguiente explica el proceso:
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Figura 3.6: Desarrollo de una Capa limite

En una seccién 0-0 antes de la entrada al tubo la distribucién de velocidad
es constante e igual a vy. Al acercarse el flujo a la seccién 1-1 de entrada al tubo,
las particulas de fluido en contacto con las paredes del tubo tienen velocidad vg
que va aumentando hasta una velocidad méaxima vy en la zona central. En la
seccion 5-5 se tiene una corona exterior de fluido de espesor § que se llama capa
limite. En esta capa limite la velocidad es variable desde cero en las paredes del
tubo a v; en su limite interior; esta velocidad se conserva en un nicleo circular
central.

v1 se hace mayor a vy debido al retardo del flujo en la corona exterior. El
flujo es laminar en la zona inicial del tubo tanto en la corona exterior y en
el nicleo central debido a que las velocidades son bajas. Esta situacién ocurre
dentro del tubo entre las secciones 1-1 y 2-2.

De la seccién 2-2 en adelante la velocidad maxima dentro de la capa limite
es suficientemente alta y se produce flujo turbulento dentro de la capa limite. El
espesor de la capa limite aumenta hasta llegar a su valor méximo en la seccién
3-3. A partir de esta seccién desaparece el nicleo central de velocidad constante
v1, la capa limite cubre toda la seccién del tubo con un espesor igual al radio
del conducto y se estd en una zona de turbulencia completa. Debido a que la
velocidad es muy baja en la proximidad de las paredes del conducto se desarrolla
una pequena capa de flujo laminar de espesor g llamada sub-capa laminar. Esta
es una capa de espesor muy pequefio ( u, mm) y en ella se sienten mucho los
efectos de la viscosidad del fluido y del rozamiento.

Régimen turbulento -g_ ;

Espesor de la sub-capa ri]i
laminar viscosa
Conducto L

Figura 3.7: Sub-Capa Laminar Viscosa
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3.1.2. Rugosidad de la tuberia

El concepto de sub-capa laminar permite explicar el efecto de la rugosidad
sobre las paredes del conducto ya que la existencia de la sub-capa laminar y el
efecto de la rugosidad influencian el comportamiento hidrdulico de los conductos
tal como se ilustra a continuacién:

1. 00000000 ¢

&>k k>é&
Conducto hidrdulicamente liso Conducto hidriulicamente rugoso

Figura 3.8: Conducto Hidrdulicamente Liso y Rugoso Respectivamente

Cuando la rugosidad absoluta es apreciablemente menor que el espesor de
la sub-capa laminar los remolinos y vértices causados por las irregularidades
se anulan por efecto de la viscosidad. En este caso la rugosidad no afecta la
formacién de la turbulencia y se dice que la superficie del material actia como
hidraulicamente lisa. Cuando la rugosidad absoluta es apreciablemente mayor
que el espesor de la sub-capa laminar los remolinos y vértices causados por las
irregularidades destruyen la sub-capa laminar generando turbulencia apreciable
y se dice que la superficie del material actia como hidrdulicamente rugosa.

En teorfa, se pueden usar los siguientes rangos para decidir si un conducto
es hidrdulicamente liso o rugoso:

k > 6,109 Conducto Hidraulicamente Rugoso (CHR)
k < 0,30509 Conducto Hidrgulicamente Liso (CHL)
0,305 < k < 6,16¢ Transicién
-Siendo cada uno de los términos:

k Rugosidad absoluta del conducto.
d¢ Espesor de la sub-capa laminar.

11,60

do v
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v=,/t

p

T =7vRS;
1

5o = ,6v

Las tuberias, en funcién de su rugosidad, pueden clasificarse en:
-Hidr4ulicamente lisas.

-Hidraulicamente rugosas.

-Hidraulicamente semirrugosas.

Hidraulicamente Lisas: Son aquellas en las que el espesor de las rugosi-
dades o asperezas que presentan las paredes interiores es inferior al espesor de la
subcapa laminar. En estos casos, la rugosidad no influye en las fuerzas de roza-
miento, y por tanto el factor de friccién f depende exclusivamente del nimero de
Reynolds, Re. Las tuberfas de materiales plasticos, tales como, PVC, Poliéster,
etc se comportan como hidrodindmicamente lisas.

Hidraulicamente Rugosas: En éstas, el espesor de las rugosidades es may-
or que el espesor de la subcapa laminar debido, entre otras causas a que éste
decrece al aumentar el nimero de Reynolds Re. Experimentalmente se comprue-
ba que el factor de friccién f depende cada vez menos de Re, siendo la rugosidad
de la tuberia la causa que més influye sobre f .

Hidraulicamente Semirrugosas: Para valores intermedios del nimero de
Reynolds, el espesor de la subcapa ha disminuido lo suficiente como para que
el movimiento del fluido alrededor de las rugosidades deje de ser laminar, y
éstas perturban algo la corriente general. En éstas, el espesor de las rugosidades
es mayor que el espesor de la subcapa laminar debido, entre otras causas a
que éste decrece al aumentar el nimero de Reynolds Re. Experimentalmente se
comprueba que el factor de friccién f depende cada vez menos de Re, siendo la
rugosidad de la tuberia la causa que mds influye sobre f .

Un mismo valor de rugosidad absoluta puede ser muy importante en tuberias
de pequeno didmetro y ser insignificante en una tuberia de gran didmetro, es
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decir, la influencia de la rugosidad absoluta depende del tamano de la tuberia.
Por ello, para caracterizar una tuberfa por su rugosidad resulta m&as adecuado
utilizar la rugosidad relativa, que se define como el cociente entre la rugosidad

absoluta y el didmetro de la tuberfa %

Cuando el flujo es turbulento el factor de friccién no sélo depende del niimero
de Reynolds, sino también de Rugosidad relativa de las paredes de la tuberfa,

k
D’ es decir, la rugosidad de las paredes de la tuberia k& comparadas con el

didmetro de la tuberfa D. Para tuberfas muy lisas, como las de latén extruido
o el vidrio, el factor de fricciéon disminuye més rdpidamente con el aumento del
nimero de Reynolds, que para tuberia con paredes mds rugosas.

Como el tipo de la superficie interna de la tuberia comercial es practicamente
independiente del didmetro, la rugosidad de las paredes tiene mayor efecto en
el factor de friccién para didmetros pequenos. En consecuencia las tuberias de
pequeno didmetro se acercan a la condicién de gran rugosidad y en general
tienen mayores factores de friccién que las tuberias del mismo material pero de
mayores didmetros.

3.2. Envejecimiento de las tuberias y su influen-
cia en la rugosidad

El envejecimiento de una tuberia de agua es el conjunto de procesos nat-
urales, fisicos, quimicos y biolégicos que ocurren con el paso del tiempo. Los
procesos fisicos, quimicos y bioldgicos que forman parte del concepto de en-
vejecimiento de una tuberfa son oxidacién-corrosién y desgaste mecdnico por
friccién. La regeneracion de las tuberias comprende todas las medidas posibles
de prevencién, mantenimiento y correccién en busca de mantener o volver a sus
condiciones iniciales en miras de optimizar el aprovechamiento del recurso. Las
causas mds importantes del envejecimiento de una tuberfa son: la corrosién, la
incrustacion y la oxidacién. El tamano de la celda corrosiva puede ser pequeio,
en el caso de las grietas de corrosién o picaduras y también puede ser grande,
que es lo que se denomina como corrosién uniforme. Es muy frecuente en estos
medios el desarrollo de picaduras que en algunos casos penetran répidamente el
revestimiento de la tuberfa.

Analizandose la naturaleza o rugosidad de las paredes de una tuberia deben
considerarse:

a. Material empleado en la fabricacién de los tubos.
b. Proceso de fabricacién de los tubos.
c. Extension de los tubos y nimero de juntas.
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d. Técnica de asentamiento.

e. Estado de conservacién de las paredes de los tubos.

f. Existencia de revestimientos especiales.

g. Empleo de medidas protectoras durante el funcionamiento.

Con el uso, las tuberias se obstruyen y se oxidan y en la superficie pueden
surgir “tubérculos” (fenémeno de corrosién en tuberfas de hierro fundido). Es-
tas condiciones se agravan con el tiempo. Modernamente han sido empleados
revestimientos internos especiales con el objeto de eliminar o aminorar los in-
convenientes de la corrosién.

Figura 3.9: Tuberia con Corrosién

Otro fenémeno que puede ocurrir en las tuberfas es la disposicién progre-
siva de sustancias contenidas en el fluido y la formacién de capas adherentes,
incrustaciones que reducen el didmetro 1til de los tubos y aceleran la rugosidad.
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3.2.1. Efecto del tiempo en la rugosidad de las tuberias
segiin Genijew

Genijew relacioné la rugosidad absoluta con el tipo de agua a transportar y
el nimero de anos de servicio.

k=ky+ at

-Siendo cada uno de los términos:

k Rugosidad absoluta.

ko Rugosidad de la tuberia (Nueva) en mm.

a Coeficiente que depende del grupo en el que se clasifique el agua que
transporta.

t Nimero de anos de servicio de la tuberfa.

3.3. Golpe de Ariete

El golpe de ariete se origina debido a que el fluido es ligeramente eldstico
(aunque en diversas situaciones se puede considerar como un fluido no com-
presible). En consecuencia, cuando se cierra bruscamente una vélvula o un grifo
instalado en el extremo de una tuberia de cierta longitud, las particulas de fluido
que se han detenido son empujadas por las que vienen inmediatamente detrds
y que siguen atn en movimiento. Esto origina una sobrepresién que se desplaza
por la tuberfa a una velocidad que puede superar la velocidad del sonido en
el fluido. Esta sobrepresién tiene dos efectos: comprime ligeramente el fluido,
reduciendo su volumen, y dilata ligeramente la tuberia. Cuando todo el fluido
que circulaba en la tuberfa se ha detenido, cesa el impulso que la comprimia
y, por tanto, ésta tiende a expandirse. Por otro lado, la tuberia que se habia
ensanchado ligeramente tiende a retomar su dimensién normal. Conjuntamente,
estos efectos provocan otra onda de presion en el sentido contrario. El fluido se
desplaza en direccién contraria pero, al estar la vdlvula cerrada, se produce una
depresion con respecto a la presién normal de la tuberia. Al reducirse la presion,
el fluido puede pasar a estado gaseoso formando una burbuja mientras que la
tuberia se contrae. Al alcanzar el otro extremo de la tuberia, si la onda no se ve
disipada, por ejemplo, en un depdsito a presién atmosférica, se reflejard siendo
mitigada progresivamente por la propia resistencia a la compresién del fluido
y la dilatacién de la tuberia. Si el cierre o apertura de la vdlvula es brusco, es
decir, si el tiempo de cierre es menor que el tiempo que tarda la onda en recorrer
la tuberia ida y vuelta, la sobrepresiéon méxima se calcula como:
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-Siendo cada uno de los términos:

C Velocidad de la onda (velocidad relativa respecto al fluido) de sobrepresién
o depresion.

Vo Velocidad media del fluido, en régimen.

g Aceleracién de la gravedad; 9,81 m/s?

A su vez, la velocidad de la onda se calcula como:

-Siendo cada uno de los términos:

K Es el médulo elastico del fluido.

ro Es la densidad del fluido.

E Es el médulo de elasticidad (médulo de Young) de la tuberfa que natu-
ralmente depende del material de la misma.

e Es el espesor de las paredes de la tuberia.

D Es el didmetro de la tuberia.

El problema del golpe de ariete es uno de los problemas méas complejos de
la hidraulica, y se resuelve generalmente mediante modelos matemdticos que
permiten simular el comportamiento del sistema.

Figura 3.11: Material Destruido por un Golpe de Ariete
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Consecuencias del Golpe de Ariete

Este fenémeno es muy peligroso, ya que la sobrepresién generada puede llegar
a entre 60 y 100 veces la presiéon normal de la tuberia, ocasionando roturas en los
accesorios instalados en los extremos (grifos, vdlvulas, etc). La fuerza del golpe
de ariete es directamente proporcional a la longitud del conducto, ya que las
ondas de sobrepresién se cargaran de méas energfa, e inversamente proporcional
al tiempo durante el cual se cierra la llave: cuanto menos dura el cierre, més
fuerte serd el golpe. El golpe de ariete estropea el sistema de abastecimiento de
fluido, a veces hace reventar tuberias de hierro colado, ensancha las de plomo,
arranca codos instalados, etc.

3.3.1. Dispositivos para controlar el Golpe de Ariete

Para evitar este efecto, existen diversos sistemas:

Para evitar los golpes de ariete causados por el cierre de valvulas, hay que
estrangular gradualmente la corriente de fluido, es decir, cortdndola con lentitud
utilizando para ello, por ejemplo, vdlvulas de asiento. Cuanto més larga es la
tuberia, tanto mds tiempo deberd durar el cierre. Sin embargo, cuando la inter-
rupcién del flujo se debe a causas incontrolables como, por ejemplo, la parada
brusca de una bomba eléctrica, se utilizan tanques neuméticos con cdmara de
aire comprimido, torres piezométricas o vdlvulas de muelle que puedan absorber
la onda de presion, mediante un dispositivo eldstico.

Otro método es la colocacién de ventosas de aireacién, preferiblemente tri-
funcionales (estos dispositivos son para disminuir otro efecto que se producen
en las redes de agua o de algun otro fluido parecido al desalojarlo del sistema
mas no es propio del fenémeno del golpe de ariete)

1. Introducir aire cuando en la tuberia se extraiga el fluido, para evitar que
se generen vacios.

2. Extraccién de grandes bolsas de aire que se generen, para evitar que una
columna de aire empujada por el fluido acabe reventando codos o, como es m&s
habitual en las crestas de las redes donde acostumbran a acumularse las bolsas
de aire.

3. Extraccién de pequenas bolsas de aire, debido a que el sistema de las
mismas ventosas por lado tienen un sistema que permite la extracciéon de grandes
cantidades y otra via para las pequenas bolsas que se puedan alojar en la misma
ventosa.

Otro caso comin de variacién brusca de la velocidad del flujo en la tuberia se
da en las centrales hidroeléctricas, cuando se produce una caida parcial o total de
la demanda. En estos casos tratdndose de volimenes importantes de fluido que
deben ser absorbidos, se utilizan en la mayoria de los casos torres piezométricas,
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o chimeneas de equilibrio que se conectan con la presiéon atmosférica, o valvulas
de seguridad.
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Capitulo 4

METODOS NUMERICOS

4.1. Importancia de los Métodos Numeéricos

La ciencia y la tecnologia describen los fenémenos reales mediante modelos
matemadticos. El estudio de estos modelos permite un conocimiento més profun-
do del fenémeno, asi como de su evolucién futura. La matema&tica aplicada es la
rama de las matemadticas que se dedica a buscar y aplicar las herramientas més
adecuadas a los problemas basados en estos modelos. Desafortunadamente, no
siempre es posible aplicar métodos analiticos clasicos por diferentes razones:

-No se adectiian al modelo concreto.

-Su aplicacion resulta excesivamente compleja.

-La solucién formal es tan complicada que hace imposible cualquier inter-
pretacién posterior.

Simplemente no existen métodos analiticos capaces de proporcionar solu-
ciones al problema. En estos casos son titiles las técnicas numéricas, que medi-
ante una labor de cédlculo mds o menos intensa, conducen a soluciones aproxi-
madas que son siempre numérica. El importante esfuerzo de célculo que implica
la mayoria de estos métodos hace que su uso esté intimamente ligado al empleo
de computadores. De hecho, sin el desarrollo que se ha producido en el campo
de la informatica resultaria dificilmente imaginable el nivel actual de utilizacién
de las técnicas numeéricas en &mbitos cada dia més diversos.

El objetivo principal del andlisis numérico es encontrar soluciones “aproxi-
madas” a problemas complejos utilizando sélo las operaciones més simples de
la aritmética. Se requiere de una secuencia de operaciones algebraicas y légicas
que producen la aproximacién al problema matemético.

Errores

43
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El concepto de error es consustancial con el cdlculo numérico. En todos los
problemas es fundamental hacer un seguimiento de los errores cometidos a fin
de poder estimar el grado de aproximacién de la solucién que se obtiene.

Los errores asociados a todo cdlculo numérico tienen su origen en dos grandes
factores:

-Aquellos que son inherentes a la formulacién del problema.
-Los que son consecuencia del método empleado para encontrar la solucién
del problema.

Dentro del grupo de los primeros, se incluyen aquellos en los que la definicién
matematica del problema es sélo una aproximacion a la situacién fisica real.
Estos errores son normalmente despreciables; por ejemplo, el que se comete al
obviar los efectos relativistas en la solucién de un problema de mecédnica clasica.
En aquellos casos en que estos errores no son realmente despreciables, nuestra
solucién serd poco precisa independientemente de la precisién empleada para
encontrar las soluciones numéricas.

Otra fuente de este tipo de errores tiene su origen en la imprecisién de los
datos fisicos: constantes fisicas y datos empiricos. En el caso de errores en la me-
dida de los datos empiricos y teniendo en cuenta su cardcter generalmente aleato-
rio, su tratamiento analitico es especialmente complejo pero imprescindible para
contrastar el resultado obtenido computacionalmente.

En lo que se refiere al segundo tipo de error (error computacional), tres son
sus fuentes principales:

1. Equivocaciones en la realizacién de las operaciones (errores de bulto). Es-
ta fuente de error es bien conocida por cualquiera que haya realizado célculos
manualmente o empleando una calculadora. El empleo de computadores ha re-
ducido enormemente la probabilidad de que este tipo de errores se produzcan.
Sin embargo, no es despreciable la probabilidad de que el programador cometa
uno de estos errores (calculando correctamente el resultado erréneo). Més atn,
la presencia de bugs no detectados en el compilador o en el software del sistema
no es inusual. Cuando no resulta posible verificar que la solucién calculada es
razonablemente correcta, la probabilidad de que se haya cometido un error de
bulto no puede ser ignorada. Sin embargo, no es esta la fuente de error que més
nos va a preocupar.

2. El error causado por resolver el problema no como se ha formulado, sino
mediante algun tipo de aproximacién. Generalmente estd causado por la sustitu-
ci6n de un infinito (sumatorio o integracién) o un infinitesimal (diferenciacién)
por una aproximacién finita. Algunos ejemplos son:

-El célculo de una funcién elemental (por ejemplo, Seno x) empleando sélo
n términos de los infinitos que constituyen la expansién en serie de Taylor.
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-Aproximacién de la integral de una funcién por una suma finita de los
valores de la funcién, como la empleada en la regla del trapezoide.

-Resolucién de una ecuacién diferencial reemplazando las derivadas por una
aproximacion (diferencias finitas).

-Solucién de la ecuacion f(x) = 0 por el método de Newton-Raphson: proceso
iterativo que, en general, converge sélo cuando el nimero de iteraciones tiende
a infinito.

Denominaremos a este error, en todas sus formas, como error por trun-
camiento, ya que resulta de truncar un proceso infinito para obtener un proceso
finito. Obviamente, estamos interesados en estimar, o al menos acotar, este error
en cualquier procedimiento numérico.

3. Por dltimo, la otra fuente de error de importancia es aquella que tiene
su origen en el hecho de que los célculos aritméticos no pueden realizarse con
precision ilimitada. Muchos niimeros requieren infinitos decimales para ser rep-
resentados correctamente, sin embargo, para operar con ellos es necesario re-
dondearlos. Incluso en el caso en que un nimero pueda representarse exac-
tamente, algunas operaciones aritméticas pueden dar lugar a la aparicién de
errores (las divisiones pueden producir nimeros que deben ser redondeados y
las multiplicaciones dar lugar a més digitos de los que se pueden almacenar). El
error que se introduce al redondear un nimero se denomina error de redondeo.

4.2. Meétodo del Punto Fijo

El método del punto fijo es un método iterativo que permite resolver sistemas
de ecuaciones no necesariamente lineales. En particular se puede utilizar para
determinar rafces de una funcién de la forma f(x) siempre y cuando se cumplan
los criterios de convergencia.

4.2.1. Definicién de Punto Fijo

Se dice que T es un punto fijo de la funcién f(z) si f(T) = Z.

4.2.2. Teorema del Punto Fijo

Sea (z) una funcién continua en [a, b], derivable en (a,b), con ¢ ([a,b]) C
[a, b] tal que |¢/(z)] < ¢ < 1 paratodo x € [a,b] y sea xp un punto cualquiera del
intervalo [a, b] . La sucesién xg, 1, T2, X3, .ccn... Ty CON Tpy1 = @(x,) converge
al unico punto fijo de la funcién ¢(x) en [a,b].
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Demostracion

Convergencia:

Tpy L
Tnt1 = Tn = P(Tn) = @(Tn-1) = (Tn — Tn-1)@/(c) Con c € { |3? o } Y
n+1,Tn

por tanto, con ¢ € [a, b]
Tpa1 — Tn| = [Ty — Tu_1| * |@!(c)] < q|n — x4_1| Por lo que
lze — 21| < g2y — 20

z3 — 22| < qlze — 1| < ¢ lwy — 20

Tnt1 — Tp| < ¢ |1 — 20

|zo| + |21 — 0| + |22 — 21| + oo + |Tpt1 — Tn| + ... <|zo| + |21 — To| +
qlrr —zo| + oo +¢" |21 — 20| + ... = |wo| + |21 — 2| L+ ¢+ .. + 4"+ ...)

Con q < 1= |zg|+ |x1 — 20| + oo + |Tpy1 — Tu| + ... <|z0| + |21 — 0| -

Por lo que la serie S, = zo + (21 — 2o) + (x2 —x1) + ... + (Tp41 — zn) + ... Es
convergente por ser absolutamente convergente.
Dado que:
S1 = x9

SQZ$0+(.’E1—.’E0):$1

Sn+1 = Sn + (xn - xn—l) = Tn
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La convergencia de S,, nos garantiza la de la sucesién z,.

Convergencia al Punto Fijo:

T = limz, = ¢(T) = ¢(limz,) = limp(z,) = limz,11 = ¢(T) es decir;

p(T) =T =7 =1limz, espunto fijo de ¢(Z) en [a,b].

Unicidad:
Sea T/ otro punto fijo de ¢(T) en [a, b];

T 1] = |0(@) — o(@)| = (T~ F) /()| = |(F )| * [o(c)] con c € [ab]
7 (1~ [e/(0)]) = 0

Y dado que |¢/(c)] < g <1=1—|¢p/(c)| # 0, Obtenemos que |T — Z/| = 0, por
tanto; T = 7/.

En otras palabras, T es el tinico punto fijo de la funcién ¢(z) en el intervalo
[a,b] .

Interpretacién Geométrica del Teorema del Punto Fijo

Dependiendo de los valores que toma ¢/(x) en el intervalo [a,b], podemos
distinguir cuatro casos:

a. pf(x) < —1

b. —1 < ¢!(z) <0
c.0<plz) <1
d. pr(z) > 1
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Figura 4.1: Esquema de la Convergencia para el Teorema del Punto Fijo

Pudiéndose observar que en los casos (a) y (d) la sucesién resulta ser diver-
gente, ya que |¢/(z)| > 1.

En los casos (b) y (c), en los que |p/(z)] < ¢ < 1 el método converge
mondétonamente en (b) y de forma oscilatoria en (c).

Aplicacién del Método de Punto Fijo a la resolucién de ecuaciones

Si se desea resolver la ecuacion f(x) = 0, se escribe ésta de la forma z = p(z),
donde ¢(z) es una funcién contractiva, y partiendo de un determinado valor
inicial zg, se construye la sucesion x,, 11 = @(x,).

El teorema del punto fijo nos garantiza la convergencia de esta sucesién al
punto fijo de la funcién ¢(z), o lo que es lo mismo, a la raiz de la ecuacién

f(@)=o.

Para acotar el error de una determinada iteracion utilizamos la férmula del
error “a posteriori”.

Ejemplo:
El célculo de la raiz cuadrada de 3 equivale al cédlculo de la raiz positiva de
la ecuacién xz? = 3. Realizamos los siguientes cambios:

3
?=3=z+2’=2+3=z2(l+2)=3+ax=>z= Rk
14z
. . - 3+
Es decir, hemos escrito la ecuacién de la forma z = ¢(x) con p(z) = Tr
x

Dado que sabemos que la raiz de 3 estd comprendida entre 1 y 2 y que;
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2 2 1
lot(z)| = e < 7 =35< 1 Para cualquier z € [1,2]
lpt(x)| = 2 <3—1<1 Para cualquier = € [1,2]
AT 2= 32 T d ’

Podemos garantizar que partiendo de xg = 1 el método convergerd a la raiz
cuadrada de 3 y que el “error a posteriori” sera fiable.

3
+ n obtenemos:

Asi pues, partiendo de xg = 1 y haciendo x,, 11 =

1+,

1'1:2

14 = 1,73205079844084

2 = 1,66666666666667

15 = 1,73205081001473

x3 = 1,75000000000000

16 = 1,73205080691351

x4 = 1,72727272727273

17 = 1,73205080774448

x5 = 1,73333333333333

18 = 1,73205080752182

e = 1,73170731707317

T19 = 1,73205080758148

x7 = 1,73214285714286

T20 = 1,73205080756550

g = 1,73202614379085

21 = 1,73205080756978

9 = 1,73205741626794

T2 = 1,73205080756863

10 = 1,73204903677758

Tz = 1,73205080756894

11 = 1,73205128205128

To4 = 1,73205080756886

12 = 1,73205068043172

o5 = 1,73205080756888

13 = 1,73205084163518

o6 = 1,73205080756888

El error vendra dado por e, <

|f ()|

min |f 1(z)|1+ z,

donde f(z) =22 -3,

z€[1,2]

2
-3
}I%z 3 4,884981308350688 * 1015 < 10714 es decir,

V3= 1,73205080756888
con todas sus cifras decimales exactas.

por lo que €95 <

Como vemos, la convergencia ha sido muy lenta. Esto se debe a la mala
eleccién de ¢(x).

Orden de Convergencia

1
en [—1,1] es contractiva ya que |p/(z)| = 5 < 1 para todo
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ro=1=21=0,5=29=0,25 =23 =0,125 = x4 = 0,0625...
Observamos que la convergencia a cero es lenta. Ello es debido a que:

©1(0) # 0 = Convergencia lineal o de primer orden.

2
1
B. p(z) = % en [—1,1] es contractiva ya que |o/(z)| = % < 5 < 1 para
todo z € [-1,1].

zo=1= 21 =0,25 = 29 = 0,015625 = 23 = 6,105 * 107°...

La convergencia a cero es rdpida debido a que:

5= ) =0

©

-3

&
I

= Convergencia de Segundo Orden.

3 $2

C. p(z) = % en [—1, 1] es contractiva ya que |@/(x)| = 7 < —-<1 para

N =

todo z € [—1,1].

20 =1= 21 =0,166666 = 2 = 0,00077 = x5 = 7,6565 10~ 11...

La convergencia a cero es rédpida debido a que:

plx) = 5 = ¢I(0) =
o!(z) = x = (0)

0
( -0 = Convergencia de Tercer Orden
em(x) =1= @m0)#0

El orden de convergencia nos lo da el orden de la primera derivada de la
funcién p(z) que no se anula en su punto fijo T.

3
La funcién ¢(z) = l—t—x que obtuvimos para calcular /3 verifica que
x
1
ol(x) = e = pI(v/3) = ﬁ # 0, por lo que ha resultado una conver-

gencia de primer orden.
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4.3. Método de Newton

En andlisis numérico, el método de Newton es un algoritmo eficiente para
encontrar aproximaciones de los ceros o raices de una funcién real. También
puede ser usado para encontrar el méximo o minimo de una funcién, encontrando
los ceros de su primera derivada.

4.3.1. Descripcion del Método de Newton

El método de Newton es un método abierto, en el sentido de que su conver-
gencia global no estd garantizada. La tinica manera de alcanzar la convergencia
es seleccionar un valor inicial lo suficientemente cercano a la raiz buscada. Asi,
se ha de comenzar la iteracién con un valor razonablemente cercano al cero (de-
nominado punto de arranque o valor supuesto). La relativa cercanfa del punto
inicial a la raiz depende mucho de la naturaleza de la propia funcidn; si ésta
presenta miiltiples puntos de inflexién o pendientes grandes en el entorno de la
raiz, entonces las probabilidades de que el algoritmo diverja aumentan, lo cual
exige seleccionar un valor supuesto cercano a la raiz. Una vez que se ha hecho
esto, el método linealiza la funcién por la recta tangente en ese valor supuesto.
La abscisa en el origen de dicha recta serd, segiin el método, una mejor aproxi-
macién de la raiz que el valor anterior. Se realizaran sucesivas iteraciones hasta
que el método haya convergido lo suficiente.

Sea f : [a,b] — R funcién derivable definida en el intervalo real [a,b]. Em-
pezamos con un valor inicial zy y definimos para cada nimero natural n.

Siendo f 7 la derivada de f :

f(xn)

T T )
n

En la figura 4.2, pueden verse las sucesivas iteraciones hasta que el método
converge lo suficiente.
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Figura 4.2: Convergencia del Método de Newton

Vemos que z,4+1 es una mejor aproximacién que z, para la raiz = de la
funcién f.

4.3.2. Obtencién del Algoritmo

Tres son las formas principales por las que tradicionalmente se ha obtenido
el algoritmo de Newton.

La primera de ellas es una simple interpretacion geométrica. En efecto, aten-
diendo al desarrollo geométrico del método de la secante, podria pensarse en
que si los puntos de iteracién estdn lo suficientemente cerca (a una distancia
infinitesimal), entonces la secante se sustituye por la tangente a la curva en el
punto. Asi pues, si por un punto de iteracién trazamos la tangente a la curva,
por extension con el método de la secante, el nuevo punto de iteracién se tomars
como la abscisa en el origen de la tangente (punto de corte de la tangente con el
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eje X). Esto es equivalente a linealizar la funcién, es decir, f se reemplaza por
una recta tal que contiene al punto (o, f(z¢)) y cuya pendiente coincide con la
derivada de la funcién en el punto f ’(zo).

La nueva aproximacién a la raiz, x1 se logra de la interseccién de la funcién
lineal con el eje X de abscisas.

Matemédticamente:

|
X X X
/ n+1 n

Figura 4.3: Iteraciéon del Método de Newton

Una forma alternativa de obtener el algoritmo es desarrollando la funcién
f(x) en serie de Taylor, para un entorno del punto z,:

f@) = flwn) + f'(n)(@ = 2n) + (2 — 20)

Si se trunca el desarrollo a partir del término de grado 2, y evaluamos en
Tn+1-

f($n+1) = f(zn) + f/(xn)($n+1 - xn)
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Si ademds se acepta que 41 tiende a la rafz, se ha de cumplir que f(x,41) =
0, luego, sustituyendo en la expresién anterior, obtenemos el algoritmo.

Finalmente, hay que indicar que el método de Newton puede interpretarse
como un método de iteracién de punto fijo. Asi, dada la ecuacién f(x) = 0, se
puede considerar el siguiente método de iteracién de punto fijo:

9(x) =z + h(z) f(z)

Se escoge h(x) de manera que ¢'(r) = 0 (r es la raiz buscada). Dado que
g'(r) es:

g/(r) =140 (r) f(r) +h(r) f'(r) =1+ h(r) f'(r)

Entonces:

Por tanto, imponiendo subindices:

g(xn) =Tn+1 = Tn — f/(xn)
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Expresiéon que coincide con la del algoritmo de Newton.

Convergencia del Método

El orden de convergencia de este método es, por lo menos, cuadratico. Sin
embargo, si la raiz buscada es de multiplicidad algebraica mayor a uno (i.e, una
raiz doble, triple, ...), el método de Newton pierde su convergencia cuadrética

. . . . I
y pasa a ser lineal de constante asintética de convergencia 1 — —, siendo m la
m

multiplicidad de la raiz.

Existen numerosas formas de evitar este problema, como pudieran ser los
métodos de aceleracién de la convergencia tipo A? de Aitken o el método de
Steffensen. Derivados de Newton destacan el método de Ralston-Rabinowitz,
que restaura la convergencia cuadratica sin mas que modificar el algoritmo a:

x =Tp — M
n+1 n f/(-’ljn>

Evidentemente, este método exige conocer de antemano la multiplicidad de
la raiz, lo cual no siempre es posible. Por ello también se puede modificar el

algoritmo tomando una funcién auxiliar g(x) = JJ:/(($)), resultando:
x
g(xn)
Tp+1 = Tp —
9'(xn)

Su principal desventaja en este caso seria lo costoso que pudiera ser hallar
g(x) y ¢'(z) si f(x) no es facilmente derivable.

Por otro lado, la convergencia del método se demuestra cuadratica para el
caso mas habitual en base a tratar el método como uno de punto fijo: Si ¢’(r) = 0
y ¢"(r) # 0, entonces la convergencia es cuadrética. Sin embargo, estd sujeto a
las particularidades de estos métodos.

El método de Newton es un método abierto: la convergencia no estd garanti-
zada por un teorema de convergencia global como podria estarlo en los métodos
de falsa posicién o de biseccién. Asi, es necesario partir de una aproximacion ini-
cial préxima a la raiz buscada para que el método converja y cumpla el teorema
de convergencia local.
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4.3.3. Teorema de Convergencia Local del Método de New-
ton

Sea f € C%([a,b]). Sip € [a,b], f(p) =0y f'(p) # 0, entonces existe un
r > 0 tal que si |xg — p| < r, entonces la sucesién z,, con n € N verifica que:
|z, — p| < r paratodo ny z, tiende a p cuando n tiende a infinito. Si ademds
f € C3([a,b]), entonces la convergencia es cuadratica.

4.3.4. Teorema de Convergencia Global del Método de
Newton

Sea f € C?[a,b], verificando:

K,‘

- f(a) f(b) <
)

"(z) # 0 para todo z € [a, b]
"(x) f"(y) > 0 para todo z,y € [a, b

[f(@)] /() }
ax <b—-a
{If’(a)l (D)
Entonces existe un unico s € [a, b] tal que f(s) = 0. Por lo que la sucesién
converge a .

=~ W N =
E\hk&

4.3.5. Estimacion del error

Se puede demostrar que el método de Newton tiene convergencia cuadrética:
si « es rafz, entonces:

2 .
Zp+1 — | < Clzk — @|® Para una cierta constante C.

Esto significa que si en algtin momento el error es menor o igual a 0,1, a cada
nueva iteracién doblamos (aproximadamente) el nimero de decimales exactos.
En la préactica puede servir para hacer una estimacién aproximada del error.

Error relativo entre dos aproximaciones sucesivas:
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Tp+1 — Tk
Thk+1

Con lo cual se toma el error relativo como si la tultima aproximacion fuera
el valor exacto. Se detiene el proceso iterativo cuando este error relativo es
aproximadamente menor que una cantidad fijada previamente.

Ejemplo:

Consideremos el problema de encontrar un nimero positivo x tal que
cos(x) = z3. Podrfamos tratar de encontrar el cero de

f(x) =cos(x) — 3.

Sabemos que f /(x) = sin(x) — 3z2. Ya que cos(r) < 1 paratodozy a® > 1
para x > 1, deducimos que nuestro cero estd entre 0 y 1.

Comenzaremos probando con el valor inicial zg = 0, 5.

f(zo) cos(0,5) — 0,3
— g — —0,5— —1,112141637097
T T @) 7T Tsin(0,5) —3%0,52
2o =2y — 41 — 0,909672693736
f (1)
RN AC2) — 0, 867263818209
[ 1(2)
R G2 R — 0, 865477135298
f1(x3)
N YR — 0,865474033111
[ 1(zq) -
R () — 0, 865474033102
f1(zs) -

Los digitos correctos estdn subrayados. En particular, xg es correcto para el
nimero de decimales pedidos. Podemos ver que el nimero de digitos correctos
después de la coma se incrementa desde 2 (para xz3) a 5 y 10, ilustrando la
convergencia cuadrética.
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4.4. Meétodos de tipo Secante

En anadlisis numérico el método de la secante es un método para encontrar
los ceros de una funcién de forma iterativa. Es una variacién del método de
Newton donde en vez de calcular la derivada de la funcién en el punto de es-
tudio, teniendo en mente la definicién de derivada, se aproxima la pendiente a
la recta que une la funcién evaluada en el punto de estudio y en el punto de la
iteracién anterior. Este método es de especial interés cuando el coste computa-
cional de derivar la funcién de estudio y evaluarla es demasiado elevado, por lo
que el método de Newton no resulta atractivo. El orden de convergencia de este
método, en un punto cercano a la solucién, es ¢ donde:

H
_|_
Bl

~ 1,618

es el nimero dureo, por lo que se trata de una convergencia superlineal
inferior a la del método de Newton. En caso de que la aproximacién inicial sea
demasiado lejana o la raiz no sea simple, este método no asegura la convergencia
y tiene un comportamiento similar al de Newton.

El método de la secante es un algoritmo de la raiz de investigaciéon que utiliza
una serie de raices de las lineas secantes para aproximar mejor la raiz de una
funcién f. El método de la secante se puede considerar como una aproximacion
en diferencias finitas del método de Newton. Sin embargo, este método fue
desarrollado independientemente de este iltimo.

Figura 4.4: Primeras Dos Iteraciones del Método de la Secante
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4.4.1. Un método de tipo Secante

El método de la secante para la solucién numérica de una ecuacién escalar
f(x) =0, puede escribirse como:

Tp — Tpn-1

Tn4+1 = Tp — f(.’]?n) f(xn) — f(xnfl) f(x’ﬂ) 7é f(xn—l) nz 1.

Este método también puede ser considerado como una aproximacion al méto-
f(n) — f(xn—l)

Tp — Tp—1

do cldsico de Newton, donde f 7(z,,) es reemplazado por

Nuestra idea es considerar una mejor aproximacién a f /(x,). Proponemos
la siguiente modificacién:

Tp — Tp—1 — an(xn - xn—l)

f(xn> - f(xnfl + an(xn - xn71)>

Tpn+1 = Tn — f(xn)

Donde  f(z) # f(zn—1), n > 1y «a, es un pardmetro escalar en [0;1).
Estos pardmetros serdn un control de las buenas aproximaciones a la derivada.

Teodricamente, si ., — 1 entonces:

f(xn) - f(xn—l + O‘n(xn - xn—l))
Ty —Tp—-1 — an(xn - .’L‘n,1)

— f'(xn)

Obviamente, el método introducido no necesita evaluar ninguna derivada
como el método de la secante. Solamente son necesarias dos evaluaciones de la
funcién en cada iteracién. En los experimentos numéricos veremos su eficiencia.

Anslisis del orden de Convergencia
De la definicién del método introducido:

Tn —Tp—-1 — an(xn - xn—l)

f(xn) - f(xnfl + O‘ﬂ(xn - xnfl))

Tp4+1 = Tp — f(xn)
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f(:[:n)"— (mn+1 +$n> [5»,;,71,%”; f] =0 Donde %nfl =Tn-1 +05n(xn _mn71>

Y [Bnowns f]= f(x;):ft«(aj_l)

Por otra parte;
f(@) = f(zn) + (. —20) [Tn—1,20; fl+ %(:E = Tp-1)(x —x0) f1(E)
Donde £ € (min(ZTy—1, Zn), max(Tp—_1,xn))

Asi, tomando z = z*; la solucién de la ecuaciéon f(x) =0 en:

F(@) = F@n) + (@ = 20) Foo1,20; 14 3 (0~ Fur)o— ) f 06)

Y restando:

f(xn) + ($n+1 + xn) [ZAC'n,h.'En; f] =0

Obtenemos:

(LL'* - xnfl) [%nflvxn; f] + %(.’L‘* - xnfl)(x* - x’ﬂ) f ”(6) =0

Si denotamos:

E,=x2"—x,

Tendremos:

T = Tpo = (]- - an)Enfl +anEy
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Concluimos de:

(@ = n1) Fn1ons S+ 50" = 20 1) (@ =) f 1(E) =0

Que:
Buir = S B (1 - o) Bucs + anF)
21 1(€)
Donde f /(€) = [Fn_1,7n; f] £ € (Mn(Fn_r, 2n) EX(F o1, 7))

De esta relacion se sigue que el método modificado de la secante converge,
para aproximaciones iniciales suficientemente cercanas a la solucion, si f(x) tiene
derivada segunda continua y si f /(z*) # 0.

Por otra parte, en el caso de a,, = 0 para todo n (método de la secante)
ecuacion

" "
Enp1 = fi(g/?En ((1 - an) En_1+ anE7z) serd E,y1 = f (6/3 E B, 1
2f 1(§) 2f 1(€)
o ) )
Esta relacién se aproxima a la ecuaciéon E,1 = = E: si xp—1 — Tp
2f 1(§)

lnicamente.

En la préctica, esto no sucede usualmente en las primeras iteraciones. No
obstante, considerando a,, cercanos a uno, la relacién:
fré)
7/\En ((1 - an) E,_1+ O‘nEn)
2f 1(¢)

E7z+1 =

si se aproximard a:
fr€
2f 1(§)

En+1 -
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Niimero de iteraciones hasta error < 1078 fi(2) =sin(2r2) =0 , = a1

(o, 21) Newton Secante M.Secante «,, = 0,9
0,1, 0,05) 3 ) 3
0,2,01) 3 1 3
(0,24, 0,2) 5 No Converge 4
(0,3, 0,24) 5 5 1
(0,45, 0.4) 3 4 3

Para estudiar la competitividad del método modificado de la secante, lo
comparamos con los métodos cldsicos de Newton y de la Secante. Los hemos
testado en varias ecuaciones no lineales y en todos los casos, hemos obtenido
conclusiones similares.

La mejor propiedad de nuestro método es que no usa derivadas, pero tiene
las mismas buenas propiedades de convergencia numérica que Newton. La con-
vergencia de la secante es superlineal.

Por otra parte, el método modificado de la secante parece ser el mejor adap-
tado cerca de los ceros de f /(z).

En la tabla anterior consideramos la ecuacién sin(2rz) = 0 en [0,1] ¥y
podemos comprobar que nuestro método obtiene las mismas buenas propiedades
de convergencia que el método de Newton. Ademds, es el méds estable cerca de
0,25 donde f 7 es igual a cero.

La principal ventaja del algoritmo es que no necesita evaluar derivadas,
pero mantiene las buenas propiedades de convergencia de los métodos cldsicos
iterativos de segundo orden.

4.4.2.

Consideraremos la siguiente generalizacién del método de la Secante:

Un Método de tipo Secante de orden dos

Tn41 = Tn — Fﬁl f(zn)

Iteraciones Secante M.Secante o, = 0,9 | M.Secante o, =1 — 10710
2 —5,08 107 —2,78 107° —2.52107°
3 —7,66 107° —1,35107° 6,38 10~10
4 3,89 1077 2,01 1010 —429 10~
5 1,17 10~8 —2,01 10710 0
6 —4.54 10717 3241020
7 —6,82 10~ 17 —3,24 10720
8 2,46 1032 0
9 7,39 10732
10 0
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En 29 =0,1, 21 =0,05

Donde:

Fn:[yna$n§ f]: Tn —y

Yn = Tn + an(xnfl - xn)

an < )0(5,%)

Usando el desarrollo de series de Taylor es fécil comprobar que:

Por tanto:
r,

zn) + O(a |2y = ynl)

Tp4+1l = Tp —

Tnt+l = T — f ,(

Tn+l = Tp — f /(.’E )
n

+O(a|zn —yul)

Sea €11 = 2% — 1 donde f(z*)=0:

[ ()

Entl = 0(6%) + O(OL |$n - yn|)

En+1 = En + O(O[ |x’ﬂ - yn|)

ent1 = O(&2)

n
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Asi la modificacién (si converge), es un método de segundo orden.

Nota: Necesitamos dos evaluaciones de la funcién pero el mismo nimero de

1++5

2 y las iteraciones seran similares a las del método de Newton. Asi, el método
serd competitivo.

hasta

inversiones de la matriz. No obstante, mejoramos la exactitud de

Nota: En la préctica, no tenemos informacién sobre la solucién. Una posible
estrategia para obtener {«,} puede ser:

Donde m es un entero tal que:

O(10™™) < |f(=*) = f(zo)]

0(10™™) = [f(z0)| < O(|z" — o

4.4.3. Experimentos Numéricos

Para ver el comportamiento del método iterativo introducido, han sido rea-
lizados diferentes experimentos con algunas ecuaciones no lineales. A conti-
nuacién se presentard una comparacién con los métodos cldsicos de Newton
y de la secante.

Dada «g usamos el siguiente algoritmo para estudiar los diferentes a, :

S a? si a2 ||zy — Tnia]| > tol.
et tole/ ||Tn — Tny1| en otro caso

Donde tol. estd relacionada con la precisién del ordenador.

En nuestros experimentos, puesto que estamos considerando precisién sim-
ple, consideraremos tol, = 10716,
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Iteracién Newton Secante Secante A = 0,99 | M. Secante
1 4,50 10~ | 4,00 10! 2,52 101 2,68 1071
2 6,98 1072 | 1,12 1071 2,60 10~2 2,91 1072
3 2271073 | 1,87 1072 3,58 10~ 4,11 1074
4 2,59 10°% | 1,03 103 1,10 107 8,46 10~8
5 3,35 10712 | 952 107° 2,03 10~ 13 5,33 10~ 1°
6 0 4,90 1079 0 0
7 2,33 1071
8 0

Para estudiar numéricamente el orden, en la tabla anterior consideramos la

Error, ag = 107Y, -1 =3, 29 =2

ecuacién en d — 1.

En [17] se estudia la siguiente modificacién del método de la secante;

Donde:

r,= [yn, Tn; f]

Tn+1 = Tn — Fr:lf(xn)

LTn — Yn

Yn = Tn—-1 + )\(xn - :L'nfl)

Cuando A esté cerca de uno, la convergencia tedrica serd mejor.

Numéricamente observamos que nuestra modificaciéon (M. Secante), la A
modificacién (Secante A = 0,99) y los métodos de Newton, se comportan co-
mo esquemas de segundo orden (ver tabla Error, ag = 1071, x_1 = 3, 29 = 2)
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Iteracion Secante A\ :Selczin;%_g f e:ca(i g; M. Secante
2 1,3310°1T 9,20 102 899 10°% | 1,04 107 T
4 5,39 103 1,10 10~ 7 4,60 107° | 1,96 10 %
6 1,54 1077 9,85 10~ 17 1,30 107 | 4,08 10~
8 4241076 0 3,2210°8 0
10 1,18 10~ 7 7,99 1077
12 3,27 1079 1,89 1077
14 9,07 10~ 1 49210710
16 2,52 10712 1,22 1010
18 7,01 10 3,0210° 11
20 1,95 10~ 7,50 10~ 12

Error, ap =107, 24 = 0,4, o = 0,3

No obstante, con los A -métodos podemos tener algunos problemas de con-
vergencia. Por ejemplo, considerando la ecuacién f(z) = 0 donde:

f@) = { gi(;;(r;z D ss0 }

Nuestro esquema estd adaptado para obtener segundo orden sin conocimien-
to previo de la ecuacion. Los A -métodos usan un Ag fijo en todos los pasos y no
podemos controlar el orden. En la tabla anterior podemos ver la ventaja de usar
nuestra modificacién. Para obtener una buena aproximacién del método de la
secante necesitamos més de 21 evaluaciones de la funcién y 20 inversiones. Por
otra parte, el método de la secante modificada necesita tan sélo 16 evaluaciones
de la funcién y 8 inversiones para llegar a la solucién exacta. Para obtener re-
sultados similares con los A -métodos deberfamos considerar A = 1 —10~°. Con
A pequeno tenemos convergencia como el método de la secante solamente.

En nuestro tercer ejemplo, estudiamos el sistema de ecuaciones no lineales;

322+ y? =1+ |z -1 =0

4+ ay? —1+y =0

Consideramos la solucién aproximada
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(z*,y*) = (0,8946553733346867, 0,3278265117462974)

En [17] podemos ver que los A -métodos obtienen mejores resultados que los
métodos propuestos en [16] y [18]. En este ejemplo, los resultados del método
de la secante modificada son similares a los de los A -métodos, ver tabla que se
muestra a continuacién:

Tteracién | Secante | Secante A =1— 10" | Secante A = 0,99 | M. Secante
1 3,15 107! 3,58 102 2,81 102 4,19 1072
2 271102 127107 1,33 107 251107
3 5,14 103 1,0210°° 3,78 109 i1 107
1 28410 % 43110 12 1,I8 101 253107
5 3,05 10~ 8,27 10~ 5,55 10717 1,11 10716
||ET‘T‘OT‘HQO7 (x—lvy—l) = (555)7 (l'anO) = (150)
Ahora consideramos la ecuaciéon f(x,y) = (0,0), en la que:
Fly) = (3z% + 92, z* + 2y?) x>0, y>0
Ty = 0,001(zy® + ), y* + ya? En otro caso

En estos ejemplos los A -métodos no son una buena alternativa al método
cldsico de la secante, puesto que estos divergen después de algunas iteraciones.
En cambio, nuestra modificacién es bastante mejor que el método de la secante
(ver la tabla siguiente).

Iteracion | Secante A\ :Selczin‘;%_g f e:caort ‘;eg M. Secante
1 6,02 102 3,03 1071 3,21 1071 1,11
2 3,37 102 8,97 102 9,6810°2 | 3,5210 T
3 2,08 10~2 NaN 2,871072 | 1,11 107!
7 2,07 1072 1,6210°% | 6,06 10°*
8 1,67 10~ 1,53 1072 | 2,11 107%
9 2,08 1072 NaN 6,64 10°°
10 1,69 102 1,95 1077
20 1,79 1072 1,9310°10
30 1,86 102 1,94 10715
40 1,91 1072 1,95 10720
100 1,91 1072 2,02 100

Hf(xmynHoo? (5671,2171) = (_17_1)7 ($0,y0) = (17 1)
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Finalmente, sea X = C'[0,1] con la norma |[|z|| = méx.cp 1 |z(s)] v la
ecuacion F'(x) = 0 donde el operador F : X — X viene dado por:

F(z)(s) = a(s) +

[N

/scos (x (1)) dt, x € C[0,1], s €[0,1]
0

En la siguiente tabla podemos ver las buenas propiedades de convergencia:

Newton | M. Secante
5 5

Niimero de iteraciones hasta la solucién exacta; xg = zo(s) =s =101

4.5. Meétodo de tipo Steffensen

4.5.1. Definicién del Método

El método de Steffensen (por Johan Frederik Steffensen) es un algoritmo
para obtener los ceros de una funcién. Se puede considerar como una combi-
nacién del método de punto fijo y del método de Aitken. Como el método de
Aitken esencialmente acelera la convergencia de otro método, se puede definir
este método como el método de punto fijo acelerado. La forma méds sencilla de
la férmula para el método de Steffensen es la que se utiliza para calcular los
ceros o las raices de una funcién f, es decir, para calcular el valor de entrada
x* que satisface f(z*) = 0. Cerca de la solucién z*, se supone que la funcién f
satisface aproximadamente —1 < f(z*) < 0 lo que la hace adecuada como una
funcién de correccién para calcular su propia solucién aunque no es necesario
que sea eficiente. Para algunas funciones, el método de Steffensen puede fun-
cionar incluso si no se cumple esta condicién, pero en tal caso, el valor inicial xg
debe ser cercano a la solucion real x*, y la convergencia con la solucién puede
ser lenta.

Dado un valor inicial adecuado xg, se puede generar una secuencia de valores
Zo, T1, T2, ... ; Tp, ... Cuando funciona, cada valor de la secuencia es méds cercano
a la solucién z* que el valor anterior. El valor z,, de este paso genera el valor
ZTny1 para el paso siguiente mediante esta férmula:
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Para n =1,2,3,4, ... donde la funcién del gradiente g(z,) es un compuesto
de la funcién original f dada por la siguiente férmula:

La funcién g es el gradiente medio de la funcién f entre el dltimo punto de
la secuencia (z,y) = (xn, f(x,)) y €l punto auxiliar (z,y) = (z, +h, f (., + h))
con el paso h = f(x,).Solamente con el propédsito de encontrar este punto auxil-
iar el valor de la funcién f debe ser una correccién adecuada para acercarse a su
propia solucién. Para todas las otras partes del cédlculo, el método de Steffensen
solo exige que la funcién f sea continua, y que tenga una solucién cercana. Ex-
isten algunas modificaciones modestas del paso h en el cédlculo del gradiente g
para alojar las funciones f que no cumplen este requisito.

La principal ventaja del método de Steffensen es que calcula las raices de
una ecuacién f igual de rdpido que el método Newton pero la formula no exige
una funcién separada para la derivada, de modo que se puede programar para
cualquier funcién genérica. En este caso, “rdapido” significa que el nimero de
digitos correctos en la respuesta se dobla con cada paso. El coste de la con-
vergencia rapida es la evaluacién de la doble funcién: se deben calcular tanto
f(zn) como f(z,+ f(x,)) lo que puede llevar tiempo si f es una funcién
complicada. Como comparacion, el método secante solo necesita una evaluacién
de funcién por paso, lo que permite que, para dos evaluaciones de funciones el
método secante pueda llevar a cabo dos pasos y dos pasos del método secante
aumenta el nimero de digitos correctos mediante un factor 2.6 mientras un paso
del método de Steffensen (Newton) lo aumenta con un factor 2.

Parecidos al método Newton y a la mayorfa de métodos cuadraticos con-
vergentes, la debilidad crucial del método es la eleccién del valor inicial xg. Si
el valor de zg no esta lo “suficientemente cerca” de la solucién real, el méto-
do puede fallar y la secuencia de valores zo x1, 2, %3, ... puede variar entre dos
extremos o divergir hasta el infinito (posiblemente las dos cosas).
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4.5.2. Derivacién utilizando el Método Delta Cuadrado de
Aitken

La version del método de Steffensen implementado en cédigo MATLAB se
puede calcular utilizando el proceso delta cuadrado de Aitken para la aceleracién
de la convergencia de una secuencia. Para comparar las siguientes férmulas con
las férmulas del punto anterior, tener en cuenta que z,, = p — p,. Este método
asume el comienzo con una secuencia linealmente convergente y aumenta la
tasa de convergencia de esa secuencia. Si los signos de py,, pnt1, Prnt2 estdn de
acuerdo y p, estd lo suficientemente cerca al limite deseado de la secuencia p ,
podemos considerar lo siguiente:

Pn+1 —P __ Pniy2 — D
Pn —P Pniy1 — P

Entonces:

(Pr+1 —P)? = (Pnt2 — p)(Pn — D)

De modo que:

P2t — 2001 ¥ P+ PP = Poy2 * Pn — (Do + Pni2) p+ D2

Y por lo tanto:

(Pn+2 — 2Pnt1 + Pn)P R D2 * Pn — Doy

La solucién del limite deseado de la secuencia p es:
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. Pny2*Dn — Piﬂ
Pn+2 — 2pn-l—l +Dn

p— Pat Pubni2 + 2nbnss = 2abnis ~ P~ Py
Pn+2 — 2pn-l—l +pn

(p% + PnPn+2 — 2pnpn+1) - (10% — 2ppPny1 +pi+1) N
Pn42 — 2pn+1 + Pn

(p7z+1 - pn)2
Pn+2 — 2pn+1 +pn

D =DPn—

Lo que resulta en la secuencia convergente méds répidamente:

2
(pn+2 *Pn — pn+1)
Pn42 — 2pn+1 + Pn

P = Pnt+3 = Pn —
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Capitulo 5

IMPLEMENTACION

5.1. Matlab

A continuacién se mostraran los programas que hemos realizado para resolver
mediante métodos numeéricos la ecuacién de Karman-Prandlt para tuberias lisas.

Para tuberfas rugosas no es necesario programar ningin tipo de método,
yva que la obtencién del coeficiente de friccién es directa, al ser D y k datos
invariantes del problema.

-Para tuberias lisas resolveremos:

1
-Para tuberfas rugosas resolveremos: —== 2log <—
véi

Comenzaremos con la ecuacién para tuberfas lisas con Re > 10°.

73
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Realizamos la programacién para Punto Fijo en tuberias lisas:

Introducimos en Matlab lo siguiente:

Vamos a hacer un programa para que nos resuelva una ecuacion no lineal
mediante punto fijo, F(x)=x.

La ecuacién que queremos resolver es:

f=1/sqrt(2 logl0(Re(sqrt(f))-0.8)

Ecuacién de Karman-Prandtl para tuberfas lisas con nimero de Reynolds
Re>10"5:

function [xx,j]=puntofijo(Re,n,tol)

Datos de Entrada:

Re => Nimero de Reynolds
n => Nimero de Iteraciones
tol => Tolerancia =10"-16

Datos de salida:
xx=> Solucién con el método de Newton.
j=> Numero de iteraciones con el método de Newton.

Dato inicial:
Utilizamos para tuberias lisas la aproximacién de Blasius f=0.316/Re"1/4:
x(1)=0.316/(Re~(1/4));

Proceso iterativo:

for j=1:n

Introducimos la férmula:
x(j+1)=(2*1ogl0(Re*sqrt(x(j)))-0.8) " (-2);

Criterio de parada:

if (abs(x(j+1)-x(j))<tol)

XX=X;

Numero de iteraciones utilizadas para llegar a la tolerancia:
=L

break;

end

end

Renombramos para que nos de el iltimo valor calculado y no todo el vector:
xx=x(j+1);
end
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Realizamos la programacién para Secante en tuberias lisas:
Introducimos en Matlab lo siguiente:

Vamos a hacer un programa para que nos resuelva una ecuacion no lineal
F(x)=0, mediante el metodo de la Secante.

La ecuacién que queremos resolver es:

2 log10(Re(sqrt(f))-0.8-1/sqrt(f)=0

Ecuacién de Karman-Prandtl para tuberias lisas con nimero de Reynols
Re>10"5:

function [xx,j]=secante(Re,n,tol)

Datos de Entrada:

Re => Numero de Reynolds

n => Nimero de Iteraciones

tol => Tolerancia = 10"-16

Datos de salida:

xx=>> Solucién con el método de Newton.

j=> Numero de iteraciones con el método de Newton.

Dato inicial:

Para el x0, utilizamos para tuberias lisas la aproximacién de Blasius:

x=0.316/(Re~(1/4));

Como la Secante necesita otro valor para arrancar, tomamos el valor que
cogi6 la proyectista Penia Oquendo en su PFC: (ver bibliografia)

y=0.0314;

Proceso iterativo:
for j=1mn
Introducimos el método para x(n-1):
f=-x+(2*log10(Re*sqrt(x))-0.8) " (-2);
Introducimos el método para x(n):
g=-y+(2*log10(Re*sqrt(y))-0.8) " (-2);

Hacemos el cociente del metodo:

d=(g-f)/(y-x);

Multiplicamos por la funcion en x(n):

co=g/d;

Nos guardamos el valor de x(n), ya que para la siguiente iteracion sera el
x(n-1):

Xy=Y;

Hacemos el criterio de parada:
if(abs(co)<tol)
Y=Y
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Nimero de iteraciones utilizadas:
=L

break;

else

Calculamos la aproximacion:
y=y-Co;

Recuperamos el valor para x(n-1):
X=Xy

end

end

Renombramos el valor de la aproximacién:
XX=Y;
end
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Realizamos la programacién para Newton en tuberias lisas:
Introducimos en Matlab lo siguiente:

Vamos a hacer un programa para que nos resuelva una ecuacion no lineal
F(x)=0, mediante el metodo de Newton.

La ecuacién que queremos resolver es:

2 log10(Re(sqrt(f))-0.8-1/sqrt(f)=0

Ecuacién de Karman-Prandtl para tuberias lisas con nimero de Reynolds
Re>10"5:

function [x,j]=newton(Re,n,tol)

Datos de Entrada:

Re => Nimero de Reynolds

n => Numero de Iteraciones

tol => Tolerancia = 10"-16

Datos de salida:

x=>> Solucién con el método de Newton.

j=> Numero de iteraciones con el método de Newton.

Definimos las constantes de la formula:
cl=logl0(exp(1));

Utilizamos para tuberias lisas la aproximacién de Blasius f=0.316/Re~1/4:
x=0.316/(Re"~(1/4));

for j=1:n

Definimos parte de la formula:
c2=(Re*sqrt(x));

c3 es la derivada de c2

c3=(Re/2)*sqrt(x);

Introducimos la funcién:
f=-x+(2*log10(c2)-0.8) " (-2);

Introducimos la derivada de la funcién:
d=-1-2*%((2*1og10(c2)-0.8) " (-3))*(c1/c2)*(c3);

Hacemos parte de la formula, la utilizamos como criterio de parada:
co=f/d;

Criterio de parada:

if (abs(co)<tol)

X=X;

Iteraciones utilizadas:
=L
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break;
else

Introducimos el método:

X=X-CO;
end
end

CAPITULO 5. IMPLEMENTACION
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Realizamos la programacién para Steffensen en tuberias lisas:
Introducimos en Matlab lo siguiente:

Vamos a hacer un programa para que nos resuelva una ecuacion no lineal
F(x)=0, mediante el metodo de Steffensen.

La ecuacién que queremos resolver es:
2 log10(Re(sqrt(f))-0.8-1/sqrt(f)=0
Ecuacién de Karman-Prandtl para lisas con nimero de Reynolds Re>10"5:

function [x,j]=steffensen(Re,n,tol)

Datos de Entrada:

Re => Numero de Reynolds

n => Numero de Iteraciones

tol => Tolerancia = 10°-16

Datos de salida:

x=> Solucién con el método de Newton.

j=> Numero de iteraciones con el método de Newton.

Para el x0, utilizamos para tuberias lisas la aproximacién de Blasius:
x=0.316/(Re~(1/4));

for j=1:n

Escribimos la ecuacion para x:
f=-x+(2*logl10(Re*sqrt(x))-0.8) " (-2);
Escribimos la ecuacion para x-+f:
ff=-(x+1f)+(2*logl0(Re*sqrt(x+1))-0.8) ~(-2);

Calculamos el equivalente a la derivada en Newton:
d=(fi-f) /f;

Calculamos el cociente del método:

co=f/d;

Criterio de parada:
if(abs(co)<tol)

X=X;

=L

break;

else

Calculamos la aproximacion:
X=X-CO;

end

end
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Realizamos la programacién para Secante Modificada en tuberias
lisas:

Introducimos en Matlab lo siguiente:

Vamos a hacer un programa para que nos resuelva una ecuacion no lineal
F(x)=0, mediante el metodo de la Secante modificada.

La ecuacién que queremos resolver es:

2 log10(Re(sqrt(f))-0.8-1/sqrt(f)=0

Ecuacién de Karman-Prandtl para tuberias lisas con numero de Reynols
Re>10"5:

function [xx,j]=secantem(Re,n,tol,alpha)

Datos de Entrada:

Re => Nimero de Reynolds

n => Numero de Iteraciones

tol => Tolerancia = 10°-16

alpha => Coeficiente de correccién del método de la Secante modificada.

Para el x0, utilizamos para tuberfas lisas la aproximacién de Blasius

x=0.316/(Re"~(1/4));

Como la Secante necesita otro valor para arrancar, tomamos el valor que
cogi6 la proyectista Pena Oquendo en su PFC: (ver bibliografia)

y=0.0314;

Inicializamos las variables:
Xy=X;

Proceso iterativo:

for j=1:n

Calculamos partes del metodo:
Pardmetros de ayuda:
bb=alpha*(y-xy);

cc=xy+bb;

Escribimos la ecuacion evaluada en x(n+1):
f=-y+(2*logl0(Re*sqrt(y))-0.8) " (-2);
Escribimos la ecuacion evaluada en x(n):
g=-cc+(2*logl10(Re*sqrt(cc))-0.8) ~(-2);
Calculamos el método:

d=(f-g)/(y-cc);

co=f/d;

Nos guardamos el valor de x(n+1):
XXy=y;
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Criterio de parada:
if(abs(co)<tol)

Y=y;

J=i-L

break;

else

Calculamos la aproximacion:

y=Yy-€o;

Recuperamos el valor para x(n):

Xy=XXY;
end

XX=Y;
end

81
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Para realizar el estudio con los distintos métodos numéricos hemos elegido
el problema siguiente:

Obtener el valor del coeficiente de fricciéon f para una tuberia lisa de
didmetro D = 200mm por la que circula agua a un Numero de Reynolds

Re = 5% 10°.

Introduciendo estos datos en Matlab obtenemos:

Método Factor de fricciéon | Iteraciones
Punto fijo 0.008982266220231 13
Newton 0.008982266220231 13
Steffensen 0.008982266220231 3
Secante 0.008982266220231 5
Secante Modificada | ) 00989966220231 4
o =0,99
Secants fg‘gﬁcada 0.008982266220231 5
Secante Modificada | ) 1g989066290231 5
a=0,7
Secants fgdgﬁcada 0.008982266220231 5
Secants fg‘gﬁcada 0.008982266220231 5
Secante Modificada | ) 1g989966290231 5
a=04
Secantof fgcgﬁcada 0.008982266220231 5
Secants fgdzlﬁcada 0.008982266220231 5
Secants fgdllﬁcada 0.008982266220231 4
Secantzl\foglﬁcada 0.008982266220231 5

Para poder evaluar mejor los métodos numeéricos que se han utilizado, va-
mos a variar el nimero de Reynolds del problema para el rango de aplicacién
de la ecuacion de Karman Prandtl. Para el método de la Secante Modificada,
tomamos un « cercano a 1 (o = 0,99) y una tolerancia Tol = 10716,

Los datos obtenidos son los siguientes:
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Para tuberias rugosas, el cédlculo del coeficiente de friccién es directo. A
continuacién plantearemos un problema para tratar de resolverlo mediate la
ecuacién de Karman-Prandtl para tubos rugosos.

1 D
Nuestra ecuacién es: —= 2log (—) +1,74
i

2k
_ . . . 3500
La condicién para poder aplicar dicha ecuacién es: Re > %
D

Nuestro problema para tuberias rugosas es el siguiente:

Obtener el valor del coeficiente de fricciéon f de una tuberia de acero gal-
vanizado (k=0.15mm) de didmetro D = 200mm por la que circula agua a un
Nimero de Reynolds Re = 5 * 105.

3500

Comenzamos calculando = 4,6 %108

k
D

3500
Como vemos, se cumple que Re > ——. Estamos en la condicién de aplicar

k

nuestra ecuacién, Ya que nuestro Re es mayor.
L olog (2 +1,74 = f = (21 DY 1174 -
\/T_ Og 2k ’ - Og 2k ’

0,200 -2
= (21og ( —=) +1,74
/ (°g<2*0,150)+’7>

f =0,519200727458294



z

IMPLEMENTACION

2

CAPITULO 5.

84

14 TI9TL1E68376900°0 < TI9TLIE68816900°0 € T19TL1E688F6900°0 [43 T19TLT£688F6900°0 (43 TI9TLICE88F6900°0 | LO+T00°E
¥ 9TOOLOTBTEYELO0D < 9T09LOTBISHELDO0 € GTOSLOTSTISFELOOD | TT €1 | OTOOLOTSTSFELOO0 | L0+F00T
14 BOLILETSEE0TE000 g BOLILETSCEOTS000 £ BOLILETCEENTS000 €1 €1 B6LILECELEOTR000 LO+E00°T
13 FTLTO0CEL8TTE00°0 < TLTOOSELBTTI000 € PTLTO0SBLETTRO0°0 13 PTLTO0SBLETTROOD 113 YTLTO0SBLBTTR000 | 90+F00°6
L4 GLCHCTEOITLER00°0 < 9LEFCTHOITLERDO O o NEN 13 9LLFCTFITTLEROOD {13 OLCPCTHOTZLES000 | 90+300°8
14 SFTIS08LIGECS000 g SPTIS0SLIGECS000 £ BFCIS0SLIGESS000 £ SFCTB0SLTEEER000 113 SFTISOBLIGEL8000 | 90+300L
¥ LLTGTLOTTISELE00°0 < LLT6TL0TISEL3000 3 LLT6TL0TTRELE000 £l LLTETLOTIRELR000 118 LLT6TLOTTBELB000 | 90+H009
14 1€T0TT99TTI6800°0 < 1€T0TTI9TTZ6300°0 € T£T0TT99TTE500°0 €L TETOTTISTTIER00°0 i3 TETOTTO9TTRGE000 | 90+300°C
¥ 0S888FTESFET600°0 < QSE8RTFESFETE00°0 € 0£888FF68FGTE000 | €T [ 0S8IBFFE8FETE000 | €1 | OCIBBFFGEFETE000 [ 90+300°F%
14 0OPTLEPFEITLE000 g Q9PTLEFTEITLE000 o NEN 13 09FTLEFPEITLE000 € 0OFCLEYROTTLO000 | 90+H00 €
13 19EP689CTFLE010°0 < T9EF689CTFLEOTO0 B NEN € T9EP689CTFLE0T00 € T9EYES9CTRLEOTO0 | 90+T00°C
L4 B8TIBFOOFCITITI0°0 < 8T93FI0TCITITIO0 € 8T98FO0FSOFITIOD 13 8T98F90FEIFOTT00 {13 8T9SFOOFEOFOTION | 90+300°T
14 TLTBELILOGSRITO00 g TLTBELTLIGS8TTO0 £ TLTBELTLOGCEITO0 £ TLTBELTLOGLEITO0 13 TLTBELTLO658TI00 | £0+H006
¥ BTIBEEFTLFOITIOO < BTISELEFTLFOITION 3 BTOBEEFTLFOITION € 6TIBEEFTLFOITION ¥L 8TYBEEYTLVOITION | CO+H00E
L4 FEECLGIOCTEETIO0 < FEECLEIOCTGETIOD € FEECLETICIGETIOD 43 FEECLETOCI6ETION rL TEECLE19CTGETI00 | CO+T00°L
T EEETO0ISISELTION g EBSFOOISISELTION 13 EBSTOOISTSELTION T £8ETO0TOTSELTTOO L EESTOQISTEELTIO0N | £0+H009
14 Q0STEIBELESTETOO g Q08TEISLLEETETO0 o NEN 8 DOSTETRELELTETOD ¥ DOSTOTBELEETETON | £O+HOOE
13 C18L8TBY6LOLETO0 < ST8/8TBY6L0LETO0 € C18L8TBIGLOLETOD 8 CT18L8T896L0LET00 ¥ CTSLBTEYGLOLETO0 | CO+HO00F
L4 6CTOS0830C9FFI00 < 6CTOSO830S0FFTI00 o NEN 48 B6ETOC08B0C9FF10D s 6CTOC0880COFFIO0 | CO+F00°C
14 BEGOSTLTEGERCTO0 g BEOOSTLTEHEOLTO0 £ BEGOLTLTSGEISTOD L8 BCOSTLTEOEIETO0 ¥ BLOGETLTEGEICTON | SO+H00T
1] | UOTOUIJIONE] | 3R | UQWOLLI OB | JAI[ | WOTAIII] I0KE] TOIDIJI0RE] | 321 | UORII] JOI0R] EXi
66'0=2UdTY
EPEIIJIPOY 21UBISG ey TISTREFNS TOIMAN olig oymg

(T © SEPISUINSI SAUOIDRIRY 3P OIRWION

SHNOIDNTOS 9 T VIAVL

idas a 20.

ing

iones restr

. Iterac

ones

: Tabla de soluci

Figura 5.1



85

MATLAB

5.1.

TABLA 2 DE SOLUCIONES

Numero de iteraciones restringidas a 5

Punto Fyo Newton Steffensen Secante Secante Modificada
Alpha=0.99
Factor Friccién | Tter | Factor Friccién | Iter | Factor Friccién Factor Friccién | Iter | Factor Friccidn | Iter
0.015639338031657 3 0.015638337393831 3 0.015639527239938 3 0.015639527259958 3 0.015639527239938 4
0.014465100466743 5 0.014465099981304 3 NaN - 0.014463088030239 3 0.01446508803025¢ 4
0.013707981291623 5 0.01370798081143%9 3 0.013707968287815 3 0.013707968287813 3 0.013707968287813 4
0.013159731408446 3 0.013139750941036 3 NaN - 0.013159738192800 3 0.013159738192800 4
0.012735174267176 5 0.012735173814103 3 0.012735161004583 3 0.012733161004583 3 0.012735161004583 4
0.012391575204485 3 0.012391374763460 3 0.012391561975334 3 0.012391561975334 5 0.012391561975334 4
0.012104737492975 5 0.012104737067140 3 0.012104724338628 3 0.012104724338628 3 0.012104724338628 4
0.011859684816226 3 0.011839684402388 3 0.011839671738271 3 0.011859671758271 5 0.011859671738271 4
0.011646333599295 3 0.011646553196881 3 0.011646540648628 3 0.011646540648628 3 0.011646540648628 4
0.010374168793637 3 0.01037416846674%9 3 NaN - 0.010374156894361 3 0.010374136894361 4
0.009721936098416 5 0.009721955813257 5 NaN - 0.009721944972460 5 0.009721944972460 4
0.009294905039161 3 0.009294904781452 3 0.009294894488830 3 0.009294894488850 3 0.009294894488850 4
0.008982276319680 3 0.008982276081867 3 0.008982266220231 3 0.008982266220231 3 0.008982266220231 4
0.008738120451477 3 0.008738120228988 3 0.008738110719177 3 0.008738110719177 3 0.008738110719177 4
0.008539187505812 3 0.008539187295621 3 0.008539178081248 3 0.008539178081248 3 0.008539178081248 4
0.008372173415482 3 0.008372173215463 3 NaN - 0.008372164234576 5 0.008372164234576 4
0.008228793933826 3 0.008228793742414 3 0.008228785002724 3 0.008228783002724 3 0.008228785002724 4
0.008103361099833 3 0.008103360915834 3 0.008103552371798 3 0.008103552371798 3 0.008103532371798 4
0.007345188540020 3 0.007345188398480 3 0.007345181076026 3 0.007345181076026 5 0.007345181076026 4
0.0 52 3 0.006948899842066 5 0.006948893172612 3 0.006948893172612 5 0.006948893172612 4
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5.1.

TABLA 4 DE SOLUCIONES

Numero de iteraciones restringidas a 1

Punto Fijo Newton Steffensen Secante Secante Modificada
Alpha=0.99
Re Factor Friccién | Tter | Factor Friccidn | Iter | Factor Friccidn | Iter | Factor Friccion | Iter | Factor Friccidon | Iter

2.00E+03 | 0.013717244028636 1 0.013716381791136 1 0.013639720023371 1 0.013664696079040 1 0.015300030594122 !
3.,00E+05 | 0.014569738078221 1 0.014568923401149 1 0.014465484967417 1 0.014502224413092 1 0.014102762142179 2!
4,00E+05 | 0.013330115511035 1 0.013828222717024 1 0.013708538621977 1 0.013753856984639 1 0.013332820342242 1L
5,00E+03 | 0.013294526236337 1 0.013293387512388 1 0.013160461436713 1 0.013212468324160 1 0.01277668936033 il
6,00E+05 | 0.012879679706331 1 0.012878711814463 1 0.012736020060399 1 0.012793475453693 1 0.012346861662963 1
T.00E+0F | 0.012343395406372 1 0.012542908111838 1 0.012392542870973 1 0.012454574646200 1 0.011999602537014 1
8,00E+03 | 0.012263327344433 1 0.012262526783937 1 0.012105815583003 1 0.012171778976752 1 0.011710131742068 1
9.00E+03 0.0120239354588011 1 0.012022044833803 1 0.011860863784171 1 0.011930263936508 1 0.011463145251387 1
1.00E+H06 0.011815548546651 1 0.011814532414135 1 0.011647825387120 1 1 0.011248575816869 1
2.00E+06 0.010570310395681 1 0.010569288125399 1 0.0103761013528165 1 0.010467729654440 1 0.009972645566998 1l
3.00E+06 0.009931039938210 1 0.009930035415814 1 0.009724305631777 1 0.009826323279884 1 0.009322228874832 il
4.00E+06 0.009312032882420 1 0.009311047769197 1 0.009297539063334 1 0.009406532481447 1 0.008897787861291 i
3.00E+06 0.009205007401940 1 0.009204040301348 1 0.008985169922394 1 0.009099287623021 1 0.008587821136286 i
6,00E+06 | 0.008965030000331 1 0.008964100053979 1 0.008741211319290 1 0.008830367636763 1 0.008346190021233 L
7.00E+06 | 0.008769415713362 1 0.008768479501984 1 0.008542445858287 1 0.008663900578836 1 0.008149631931097 !
8,00E+06 | 0.0086050789350047 1 0.008604155974047 1 0.008375577157893 1 0.008499802835182 1 0.007934816721436 2!
9,00E+06 | 0.008463927951314 1 0.008463017026857 1 0.008232326023788 1 0.00835892948522! 1 0.007843421976147 1L
1,OOE+07 | 0.008340386362333 1 0.008339686430936 1 0.008107208002666 1 0.008233885884403 1 0.007720135193803 il
2,00E+07 | 0.007392448713444 1 0.007591625178096 1 0.007349536097398 1 0.007490691548068 1 0.006975783582716 1
3,00E+07 | 0.007200366670027 1 0.007199782168137 1 0.006933728711306 1 0.007101151215419 1 0.006338545264068 1
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Capitulo 6

CONCLUSIONES

Se ha hecho un recorrido histérico por la Mecdnica de Fluidos hasta lle-
gar a las Ecuaciones de Harman-Prandtl y en particular a su uso dentro de la
Ingenierfa Naval.

Estas ecuaciones se plantean tanto para el estudio de tuberias rugosas como
de tuberfas lisas.

Como ejemplo préctico, se han estudiado estas ecuaciones para los dos tipos
de tuberfas, pero en el caso de tuberias rugosas, la ecuacién pierde su no lineal-
idad por lo que ya no es interesante para nuestro estudio. Por lo que nos hemos
centrado en resolver la ecuacién de Karman-Prandtl para tuberias lisas.

Como la ecuacién la ecuaciéon de Karman-Prandtl para tuberias lisas es una
ecuacién no lineal, para resolverla hemos planteado una serie de métodos de
resolucién de ecuaciones no lineales. Para ellos hemos dado varios teoremas de
convergencia. Estudiar la convergencia de un método es importante, ya que
siempre que se utlilizan se espera que encuentre solucién y que ésta sea una
buena aproximacién.

Los métodos estudiados y comparados han sido los métodos de Newton, Tipo
Secante, Secante modificado, Punto fijo y Tipo Steffensen.

Observando las tablas del apartado anterior para tuberias lisas, podemos
llegar a las siguientes conclusiones:

- Como podemos observar, para la resolucién de esta ecuacién, no son nada
eficientes los métodos de Punto Fijo y de Newton, ya que superan con creces el
nimero de iteraciones que el resto de métodos que hemos utilizado.

- En cuanto al ndmero de iteraciones, el método de Steffensen y el de Secante
Modificada con a = 0,99 son los que se comportan mejor, ya que encuentran su
solucién entorno a las 3 o 4 iteraciones.
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Capitulo 7

APENDICE

7.1. Lista de Simbolos

p : Densidad de masa.

H : Entalpfa.

7 : Tensién del elemento diferencial.

T : Temperatura.

qy : Fuente de calor.

V' : Velocidad del fluido en la seccién considerada.
P : Presion.

g : Aceleracién gravitatoria. 9, 81m/s?

z : Altura en la direccion de la gravedad.

Q@ : Caudal circulante.

A : Area de la secién de la tuberia.

« : Factor de correccién de energfa cinética en tuberfas.
v : Peso especifico del fluido. v = p.g
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h 4 : Energia anadida al fluido mediante un dispositivo mecénico, por ejemplo
una bomba.

hg : Energia absorbida al fluido mediante un dispositivo mecanico, por ejem-
plo una turbina.

hr, : Pérdida de energia la cual se compone de pérdidas por friccién y pérdidas
singulares.

hy : Pérdida de carga debido a la friccién en la tuberfa.
hs : Pérdida local de energia debida a la presencia de vélvulas y conectores.
D : Didmetro de la tuberia.

: Viscosidad cinemética del fluido.

c

: Viscosidad dindmica del fluido.

=

~

: Factor de friccién de Darcy.

~

: Longitud de la tuberfa.

Dh : Didmetro Hidraulico.

Re : Nimero de Reynolds.

k : Rugosidad absoluta interior de la tuberfa.
do : Espesor de la sub-capa laminar.

ko : Rugosidad de la tuberfa (Nueva).

t : Tiempo.

E : Médulo de elasticidad (médulo de Young) de la tuberia que naturalmente
depende del material de la misma.

e : Espesor de las paredes de la tuberfa.
C : Velocidad de la onda (velocidad relativa respecto al fluido) de sobrepre-

sién o depresién en un golpe de ariete.

Pv : Presién de vapor.
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7.2. Tablas

7.2.1. Tabla para el coeficiente (a) de la Ecuacién de Geni-

jew
GRUPO COEFICIENTE (a)
Agua con poco contenido mineral que
no origina corrosién. Agua con un 0,005 < a < 0,055
pequeno contenido de materia Valor Medio = 0,025

orgénica y de solucién de hierro.
Agua con poco contenido mineral que
origina corrosién. Agua que contiene 0,055 < a < 0,18
menos de 3 mg/1 de materia orgdnica Valor Medio = 0,07
y hierro en solucién.

Agua que origina fuerte corrosién y con
escaso contenido de cloruros y sulfatos 0,18 < a < 0,40
(menos de 100 a 150 mg/1). Agua con Valor Medio = 0,20

un contenido de hierro de méas de 3 mg/1.
Agua que origina corrosién,
con un gran contenido de cloruros 0,40 < a < 0,60
(m4s de 500 a 700 mg/1). Agua impura con Valor Medio = 0,51
una gran cantidad de materia orgdnica.
Agua con cantidades importantes
de carbonatos pero de dureza
pequena permanente. Con
residuo denso de 2000 mg/1.

De 0,6 a més de 1
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7.2.2. Tabla de rugosidades absolutas
MATERIAL RUG. ABS. (k) (en mm)
Acero Asfaltado 0,015
Acero Comercial 0,45
Acero Estirado sin Costura 0,025
Acero Galvanizado 0,15
Acero Laminado con Incrustaciones 1,5a3
Acero Laminado Nuevo 0,05
Acero Laminado Oxidado 0,15 a 0,25
Acero Remachado 09a9
Acero Soldado 0,60
Acero Soldado Oxidado 0,4
Bronce Laminado 0,0015
CCP 0,12
Cemento-Asbesto (Rokalit) 0,0125
Cemento Alisado 0,3a0,8
Cemento Bruto (Hormigén) 0,3a3
Fibra de Vidrio con Resina Epoxi 0,003
Fibrocemento 0,25 a 0,40
Fundicién 0,26
Fundicién Corriente Nueva (Hierro Colado) 0,25
Fundicién Corriente Oxidada lalb
Gres 0,10 a 0,25
GRP 0,03
Hiero Colado Asfaltado 0,12
Hierro dictil 0,25
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Hierro Dulce Asfaltado 0,12
Hierro Forjado 0,06
Hierro Fundido 0,15
Hierro Galvanizado 0,15
Hormigoén 0,3a3
Hormigén Bituminoso 0,25
Hormigén Colado in situ 2,50 a 6,00
Hormigoén colado in situ/ Encofrado Metélico 0,36
Hormigén Liso de Alta Calidad 0,40 a 0,80
Hormigén Liso de Media Calidad 0,80 a 1,50
Hormigén Prefabricado 0,3a3
Hormigén Rugoso 1,20 a 4,00
Latén Industrial 0,025
Laton estirado, Vidrio y Cobre < 0,001 o Lisa
Madera 0,18 a9
Metal Corrugado 20
Mortero Seco 1,25
Polietileno 0,007
PRFV 0,20 a 0,50
PVC 0,0015
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7.2.3. Tabla de propiedades del agua a distintas temper-
aturas y 1 atmésfera de presion

p(Pas)

T(C) | v (kN/m®) | p(kg/m?) (N*s/m?) v (m?/s) | Pv(kPa)
0 9,81 1000 L5107 | 1,i510°° 0,61
5 9,81 1000 1,5210° | 1,5210°°
10 9,81 1000 1,3010° | 1,3010°° 1,13
15 9,81 1000 L5103 | L,1510°°
20 9,79 998 1,0210° | L,0210°° 9,34
% 9,78 997 89110 % | 8,9410 7
30 9,77 996 800107 | 803107 124
35 9,75 994 7,18 1074 7,22 107
10 9.73 992 65110 % |6,5610—7| 7.33
45 9,71 990 5,94 10~% 6,00 10 -7
50 9.69 988 54110 % |54810—7| 123
55 9,67 986 293107 [5,0510—7
60 9,65 984 16010 % [4,6710—7| 19,9
65 9,62 981 431107 | 4,3910_7
70 9.59 978 10210 % |4,1110—7| 31,2
75 9,56 975 373107 | 3,8310_7
80 9,53 971 3,5110 ¥ [3,6110_7]| 47,2
85 9,50 968 330107 | 3,4110 7
90 9,47 965 3,11 1072 3,2210—-7 70,1
95 9,44 962 2.9310° % | 3,0610_7

100 9,40 958 2,82 1072 2,9410—-7 101,3
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7.2.4. Tabla de propiedades de los liquidos comunes a 1
atmosfera y 20°c

TIPO DE LIQUIDO | v (kN/m?) | p (kg/m?3) | u (Pa*s) (N*s/m?) | v (m?/s)
Acetona 7,72 787 3,16 10°* 4,02 107
Alcohol Etilico 7,72 787 1,00 1073 1,27 10
Alcohol Metilico 7,74 789 5,60 10~* 7,10 107
Alcohol Propilico 7,87 802 1,92 1073 2,39 1076
Amoniaco 8,10 826 2,20 10~*
Benceno 8,59 876 6,30 104 7,19 107
Aceite de Ricino 9,42 960 6,51 10~ 1 6,78 10~4
Etilenglicol 10,49 1100 1,62 1072 1,47 107°
Gasolina 6,67 680 2,87 10~4 4,22 107
Glicerina 12,34 1258 9,60 10~ 1 7,63 1072
Queroseno 8,07 823 1,64 1073 1,99 1076
Aceite de Linaza 9,12 930 3,31102 3,56 10~°
Mercurio 132,80 13540 1,53 1073 1,13 1077
Propano 4,86 495 1,10 10~% 2,22 107
Agua de Mar 10,10 1030 1,03 1073 1,00 106
Trementina 8,53 870 1,37 1073 1,57 107°
Aceite Petroleo Medio 8,36 582 2,99 1073 5,14 10~6
Aceite Petréleo Pesado 8,89 906 1,07 10~* 1,18 10~
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7.2.5. Tabla para el cdlculo analitico del Coeficiente de
Fricciéon en conductos
TUBERIAS | REGIMEN ECUACION AUTOR
Lisas
) 64 ..
y Laminar f=— Hagen-Poiseuille
Re
Rugosas
1
Lisas Turbulentro = 0,3 16 Blasius
Re < 10° Rel
. Turbulento 1 . Karman-Prandtl
Lisas Re > 10° ﬁ_ 2log <Re \/7) —0,8 (Primera Ecuacién)
Turbulento
1 k 2,51
< 3500 — _r ’ _Whi
Rugosas Re < - i 2log (37 D + Ro \/7) Colebrook-White
D
Turbulento
1 D Karman-Prandtl
ana 3500 R —_
Rugosas Re > —; VT 2log (2k> +1,74 (Segunda Ecuacién)
D
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7.2.6. Tabla de longitudes equivalentes adimensionales

PIEZA L./D

Vilvula de Compuerta 8
Valvula de Globo 340
Viélvula de Angulo 150
Valvula de Bola 3
Valvula de Retencién de Bola 600
Vilvula de Retencién de Disco 55
Valvula de Disco con Muelles 420
Valvula de Disco Articulado 75
Codo Normal a 90° 30
Codo Normal a 45° 16
Codo de Retorno 180° 50

T. Normal Flujo Directo 20
T. Normal Flujo Derivado 60
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7.3. Diagrama de Moody
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